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 الحقيقيح الاعذاد الأول: الفصل

 الاعذاد هجوىعاخ

  )هجوىعح الاعذاد الطثيعيح )أو الصحيحح الوىجثح     {       } 

  هجوىعح الاعذاد الصحيحح  {         } 

  هجوىعح الاعذاد القياسيح  ,
 

 
                - 

  هجوىعح الاعذاد غير القياسيح يرهز لها تـ   

  هجوىعح الاعذاد الحقيقيح       

  الاستقراء مبدأ

خبطيٛخ      عهٗ اَّ إذا كبَذ  principle of inductionُٚض يجدأ الاظزقساء أٔ الاظزُزبج 

 ثحٛث  ٚحققٓب كم عدد ؽجٛعٙ 

 يزحققخ       (1

 رزحقق       يزحققخ فئٌ      ٔ     إذا كبٌ (2

. ًٚكيٍ رعسٚيم يجيدأ الاظيزقساء ثةسٚقيخ  بَٛيخ ك بطيٛخ    يزحققيخ نكيم      عُدئر ركيٌٕ 

 .نلأعداد انةجٛعٛخ، ْٔرا يب رٕػحّ انُظسٚخ انزبنٛخ

 اندًم انزبنٛخ يزكبفئخًظريح: 

 يجدأ الاظزقساء (1

 ٚكٌٕ نٓب عُظس أطغس.  كم يدًٕعخ خصئٛخ غٛس خبنٛخ يٍ  (2

 .  ( فٙ انُظسٚخ انعبثقخ رعًٗ خبطٛخ انزسرٛت انحعٍ نًدًٕعخ الاعداد انةجٛعٛخ2ان بطٛخ )

رعُييٙ عييدو رحقييق خبطييٛخ انزًييبو نلأعييداد انُعييجٛخ، ْٔييٙ   َييركس ُْييب خبطييٛخ نلأعييداد انُعييجٛخ 

 انحقٛقٛخ. نلأعدادان بطٛخ انًًٛصح 

 .2لا ٕٚخد عدد َعجٙ يسثعّ ًظريح: 

أطييغس يييب ًٚكييٍ( ٚحقييق   عييدد َعييجٙ فييٙ أثعييؾ طييٕزح )    ثفييسع انعكييط أٌ  الثرهاااى 

(
 

 
)
 

ٔأٌ         ٔيييٍ  يييى        . يييٍ ْييرِ انًزعييبٔٚخ َ  يي  أٌ   

). يٍ انعٓم  عبة       
    

   
)
 

عيدد ْيٕ ان    . ْرا ٚزُبقغ يع فسػُب ثأٌ   

)ٚحقق   ذٔ اثعؾ يقبو ُعجٙ ان
 

 
)
 

 .2لا ٕٚخد عدد َعجٙ يسثعّ . ٔثبنزبنٙ   
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  الحقيقيح للأعذاد الحقل هسلواخ

 . إذا عسفُب انعًهٛبد انزبنٛخ ٚسيص عبدح نًدًٕعخ الاعداد انحقٛقٛخ ثبنسيص 

                        

  قم ٚحقق ان ٕاص انزبنٛخ        َدد أٌ 

                       :خبطٛخ الاثدال اندًعٙ

                 :ح اندًعٙديخبطٛخ ان

                

ٕد يحبٚيييييد خبطيييييٛخ ٔخييييي

 :خًعٙ

                              

خبطييييٛخ ٔخييييٕد يعكييييٕض 

 :خًعٙ

                            

   

                       :خبطٛخ الاثدال انؼسثٙ

                                 :يح انؼسثٙدخبطٛخ ان

خبطيييييٛخ ٔخيييييٕد يحبٚيييييد 

 :ػسثٙ

                              

                    { }            :خبطٛخ ٔخٕد يقهٕة

   

                              :قبٌَٕ انزٕشٚع

 إثدانّٛ.شيسح     { }    ، إثدانّٛشيسح        هلاحظح:

 ثعغ ان ٕاص الأخسٖ:

 فئٌ       ( نكم 1

             

( ٚؤد٘         ( ٔثبنزبنٙ فئٌ رةجٛق ان ٕاص )  )     ٕٚخد     نكم  الثرهاى:

 إنٗ

                                   

         

 ْٔرا ٚكبفئ انًةهٕة.

 فئٌ  { }        ( نكم 2
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 عهٗ( َحظم   ( ٔ )  (. ٔثزةجٛق ان ٕاص )  )      ٕٚخد     نكم  الثرهاى:

                                           

         

 .     ٚعُٙ أٌ       فئٌ     ( نكم 3

(   ( ٔ )  (، )  (. ٔثبنزبنٙ فئٌ ان ٕاص )  )     فٕٛخد     إذا كبٌ  الثرهاى:

 رؤد٘ إنٗ

                               

      فئٌ     ( نكم 4

 ( َدد أٌ  ( ٔ )   (، )  يٍ انُزٛدخ انعبثقخ ٔثبظز داو ان ٕاص ) الثرهاى:

                          

                 فئٌ       ( نكم 5

 . ٔيٍ  ى     ٔ       ظٕٛخد     ثفسع أٌ  الثرهاى:

                                  

 .   رعُٙ أٌ           ثبنًثم ًٚكٍ ا جبد أٌ 

       م ْٕ       فئٌ نهًعبدنخ       ( لأ٘ 6

 ، ٔثبنزبنٙ     ظٕٛخد     إذا كبٌ  الثرهاى:

                    

        نٓب  م ْٕ       فئٌ انًعبدنخ     ٔ       ( لأ٘ 7

 انجسْبٌ: ٔاػح أٌ

                                

        فئٌ     ( نكم 8

 فئٌ    نكم  الثرهاى:

                    

   يعكٕض   ْٔرا ٚعُٙ أٌ 

      الحقيقيح للأعذاد الترتية خاصيح

 أَٓب طم يٕخت إذا رحقق انزبنٙ  خصئٛخ يٍ   ٚقبل نًدًٕعخ غٛس خبنٛخ  تعريف:
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 )ٔرعًٗ يعهًخ انزسرٛت(. رعًٗ خبطٛخ الاَقعبو انث  ٙ       ان بطٛخ الأخٛسح 

. ٚقييييبل أٌ      إذا كييييبٌ     ، ٔٚقييييبل    ٚقييييبل أٌ     إذا كييييبٌ  تعريااااف:

 إذا كبٌ    

       { }. 

 الترتية: خاصيح ًتائج

 .   فئٌ         ( إذا كبٌ 1

 . ٔثبنزبنٙ         ثحعت انزعسٚم انعبثق فئٌ  الثرهاى:

                      

 .   ، أ    ،    ئٌ ف      ( لأ٘ 2

 ( فئٌ   . ٔثحعت يعهًخ انزسرٛت )     فئٌ        انجسْبٌ: لأ٘ 

                             

 ْٔرا ٚكبفئ عهٗ انزسرٛت

                           

رعيييًٗ يدًٕعيييخ   ْيييٙ طيييم ظيييبنت ل  {      }     انًدًٕعيييخ  تعرياااف:

 الاعداد انحقٛقٛخ انعبنجخ.

 فئٌ      لأ٘  هلاحظح:

                         

        فئٌ     ٔ    ( إذا كبٌ 3

 ندُٚب الثرهاى:

                                      

 ْٔرا ٚكبفئ انًةهٕة. 

        فئٌ     ٔ    ( إذا كبٌ 4

 ندُٚب الثرهاى:
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 ْٔرا ٚكبفئ انًةهٕة.

 .    فئٌ   فٙ     ( نكم 5

. ثفييسع أٌ    أٔ     رعُييٙ      ثحعييت خبطييٛخ الاَقعييبو انث  ييٙ فييئٌ  الثرهاااى:

     

 .              فئٌ     . ٔإذا كبٌ         فئٌ 

 .        لأٌ     ( 6

 .   فئٌ     ( نكم عدد ؽجٛعٙ 7

أٌ   ، فئَيّ ثفيسع اَيّ نهعيدد ؽجٛعيٙ    ثبظز داو الاظزُزبج انسٚبػٙ، ٔ ٛث أٌ  الثرهاى:

 . ٔيٍ  ى كم عدد ؽجٛعٙ ْٕ يٕخت.     . ٔثبنزبنٙ      فئٌ     

  توريي:

 .       ا جذ أٌ         ثحٛث           ( إذا كبٌ 8

 .     ا جذ أٌ     ( نكم 9

فب جيييذ اٌ       بٌ . ٔإذا كييي     أٔ       ا جيييذ أٌ       ( إذا كيييبٌ 11

         

 .       أٔ 

  فئٌ     ( إذا كبٌ 11
   

 
  . 

 ٔيُٓب ُٚزح انًةهٕة.          فئٌ     إذا كبٌ  الثرهاى:

 سفلي: حذ وأكثر علىي حذ أصغر وجىد خاصيح

 يدًٕعخ غٛس خبنٛخ يٍ الاعداد انحقٛقٛخ، ٚقبل:  إذا كبَذ  تعريف:

 .   نكم     إذا كبٌ   ْٕ  د عهٕ٘ نهًدًٕعخ   ( أٌ انعدد انحقٛقٙ 1

 .   نكم     إذا كبٌ   نهًدًٕعخ  ظفهْٕٙ  د   ( أٌ انعدد انحقٛقٙ 2

، ٔكم عيدد  قٛقيٙ ظيبنت ْيٕ     د ظفهٙ  {       }  ( نهًدًٕعخ 1 أهثلح:

 يد عهيٕ٘    د ظيفهٙ نهًدًٕعيخ. لا ٕٚخيد  يد عهيٕ٘، نزٕػيٛح ذني ، َفيسع عهيٗ انعكيط أٌ 

   نهًدًٕعخ 

 ييييد عهييييٕ٘ لأٌ    ْٔييييرا ُٚييييبقغ كييييٌٕ       . ٔيييييٍ  ييييى فييييئٌ        فييييئٌ 

     . 
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 لا رٕخد  دٔد عهٕٚخ أٔ  دٔد ظفهٛخ.   ( نًدًٕعخ الاعداد انحقٛقٛخ 2

 ْٕ  د ظفهٙ.    ْٕ  د عهٕ٘، ٔأٌ كم     فئٌ كم         ( نهًدًٕعخ 3

 يدًٕعخ غٛس خبنٛخ يٍ الاعداد انحقٛقٛخ،  إذا كبَذ  تعريف:

 .   نكم     ثحٛث   عدد  قٛقٙ ) د عهٕ٘( يحدٔدح يٍ أعهٗ إذا ٔخد   ( ٚقبل أٌ 1

 .   نكم     ثحٛث   دد  قٛقٙ يحدٔدح يٍ أظفم إذا ٔخد ) د ظفهٙ( ع  ( ٚقبل أٌ 2

.    نكييم       ثحٛييث   ٔ ييد ظييفهٙ   يحييدٔدح إذا ٔخييد  ييد عهييٕ٘   ( ٚقييبل أٌ 3

 غٛس يحدٔدح.  خ ف ذن  ركٌٕ انًدًٕعخ 

 يدًٕعخ غٛس خبنٛخ يٍ الاعداد انحقٛقٛخ،  إذا كبَذ  تعريف:

 ، إذا كبٌ      ، َٔكزت  أَّ أطغس  د عهٕ٘ نهًدًٕعخ   ( ٚقبل نهعدد انحقٛقٙ 1

      د عهٕ٘ نهًدًٕعخ   ، أ٘ أٌ    نكم  . 

  ٕ٘فئٌ   نهًدًٕعخ   نكم  د عه   . 

 ، إذا كبٌ      ، َٔكزت  نهًدًٕعخ  ظفهٙ د أكجس أَّ   ( ٚقبل نهعدد انحقٛقٙ 2

      نهًدًٕعخ ظفهٙ  د   ، أ٘ أٌ    نكم . 

 فئٌ   نهًدًٕعخ   ٙ ظفهكم  د ن   . 

 .infimumرقسأ      ، supremumرقسأ       هلاحظح:

                    ( 1 أهثلح:

    ثحٛث     (. ٕٔٚخد      ، )أٔ      فٙ   نكم     انجسْبٌ: ٔاػح أٌ 

 (.     ، )أٔ      نٛط  د عهٕ٘ نهًدًٕعخ     . ٔثبنزبنٙ فئٌ    

2 )   {
     

 
    }  

 

 
       {

     

 
    }    . 

,لا   أٌ 
     

 
    -  {   

 

 
  

 

 
  }. 

 إذا ٔفقؾ إذا   ٚكٌٕ أطغس  د عهٕ٘ نًدًٕعخ غٛس خبنٛخ   انعدد انحقٛقٙ  ًظريح:

 .   نكم      (1

 .      ثحٛث      ٕٚخد     لأ٘  (2
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نيٛط  يد عهيٕ٘ نهًدًٕعيخ     طغٛس فيئٌ     ( ٚعُٙ أَّ يًٓب كبٌ 2انشسؽ ) هلاحظح:

 . 

 إذا ٔفقؾ إذا   ٚكٌٕ أكجس  د ظفهٙ نًدًٕعخ غٛس خبنٛخ   ثبنًثم فئٌ انعدد انحقٛقٙ 

 .   نكم      (1

 .      ثحٛث      ٕٚخد     لأ٘  (2

نهًدًٕعخ  ظفهٙنٛط  د     طغٛس فئٌ     يًٓب كبٌ  ٚعُٙ أَّ الاخٛسانشسؽ  هلاحظح:

 . 

 سفلي: حذ وأكثر علىي حذ أصغر لخاصيح ًتائج

 عدد  قٛقٙ فئٌ  يدًٕعخ خصٚئخ غٛس خبنٛخ يٍ الاعداد انحقٛقٛخ، ٔكبٌ   ( إذا كبَذ 1

    {         } 

 ا جذ أٌ

      {   }                           {   }         

                                                           

 ظُكزفٙ ثجسْبٌ انًةهٕة الأٔل ٔانثبنث. الثرهاى:

  نكييم         . ٔيييٍ  ييى فييئٌ    نكييم     . فييئٌ       ( نيٛكٍ  ) 

  .   ْٕ  د عهٕ٘ نهًدًٕعخ     . ٔنرن  فئٌ      نكم       . أ٘ أٌ  

نكييم     . يييٍ خٓييخ  بَٛييخ، فييئٌ      ، ٚحقييق {   }     ٔثبنزييبنٙ ٕٚخييد 

 ييد عهييٕ٘     ، ٔيييٍ  ييى ٚكييٌٕ    نكييم       . ْٔييرا ٚييؤد٘ إنييٗ      

 ، ْٔرا ٚكبفئ انًةهٕة.     . ْٔكرا فئٌ      . ٔعهّٛ فئٌ  نهًدًٕعخ 

، أٔ    نكيييم       . ٔييييٍ  يييى    نكيييم     . فيييئٌ       ( نيييٛكٍ    )

. نيرا، ٕٚخيد   (  يد عهيٕ٘ نهًدًٕعيخ   . ٔثبنزبنٙ، فيئٌ انعيدد )      نكم      

            . 

،  (  يد ظيفهٙ نهًدًٕعيخ   . ٔنٓيرا، فيئٌ انعيدد )   نكيم      يٍ خٓخ  بَٛخ، فيئٌ 

 ، ْٕٔ انًةهٕة.    . ْٔكرا، فئٌ     ، أٔ     ٔثبنزبنٙ ٚكٌٕ 

 ( ا جذ اٌ 2

 .∅)أ( كم عدد  قٛقٙ ْٕ  د عهٕ٘ نهًدًٕعخ ان بنٛخ  

 .∅)ة( كم عدد  قٛقٙ ْٕ  د ظفهٙ نهًدًٕعخ ان بنٛخ  
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∅   )خـ(    غٛس يٕخٕدٍٚ. ∅    

. ْيرا    ثحٛيث  ∅  ، ظيٕٛخد ∅نٛط  د عهٕ٘ نهًدًٕعخ     : ثفسع أٌ الثرهاى

 ∅     (. الأٌ، ثفييسع أٌ أخبنٛييخ. ْييرا انزُييبقغ ٚثجييذ طييحخ اندًهييخ ) ∅ُٚييبقغ كييٌٕ 

ْيٙ يدًٕعيخ خبنٛيخ. ٔثبنزيبنٙ،  ∅، ْٔيرا ُٚيبقغ كيٌٕ ∅  نكيم     ، فئٌ  يٕخٕد فٙ 

. ثبنًثييم ًٚكييٍ ا جييبد طييحخ اندًييم (( طييحٛحخجااـاندًهييخ ))أ٘ أٌ  غٛييس يٕخييٕد ∅   فييئٌ 

 الأخسٖ.

 غٛس يحدٔدح )لا يٍ أعهٗ ٔلا يٍ أظفم(.  انحقٛقٛخ ( يدًٕعخ الاعداد 3

نكييم      ُٚييبقغ كييٌٕ   ْييٕ  ييد عهييٕ٘ نهًدًٕعييخ   فييسع أٌ عييدد  قٛقييٙ  الثرهاااى:

ُٚيييبقغ كيييٌٕ   ْيييٕ  يييد ظييفهٙ نهًدًٕعيييخ   . ٔفييسع أٌ عيييدد  قٛقيييٙ    
 

 
نكيييم    

   . 

  Completeness Axiomالتوام هسلوح ( 4

ثحٛيث     الاعداد انحقٛقٛخ، ٔيحدٔدح يٍ أعهٗ ظيٕٛخد  يدًٕعخ غٛس خبنٛخ يٍ   إذا كبَذ

. ثعجييبزح أخييسٖ، كييم يدًٕعييخ غٛييس خبنٛييخ ٔنٓييب  ييد عهييٕ٘ ٚكييٌٕ نٓييب أطييغس  ييد       

 عهٕ٘. فًث ،

                 {         }     

    ح يٍ أظيفم ظيٕٛخد يدًٕعخ غٛس خبنٛخ يٍ الاعداد انحقٛقٛخ، ٔيحدٔد  كرن ، إذا كبَذ 

. ثعجبزح أخسٖ، كيم يدًٕعيخ غٛيس خبنٛيخ ٔنٓيب  يد ظيفهٙ ٚكيٌٕ نٓيب أكجيس  يد        ثحٛث

( نكيم       )ٔيُٓيب    فيئٌ    د ظفهٙ نهًدًٕعخ     ظفهٙ. لا   أَّ إذا كبٌ 

يدًٕعيخ غٛيس خبنٛيخ ييٍ   ، إذا كبَيذ . ٔثبنزيبنٙ   د عهٕ٘ نهًدًٕعخ    ، أ٘ أٌ    

ركيييٌٕ يحيييدٔدح ييييٍ أعهيييٗ ٔأٌ    الاعيييداد انحقٛقٛيييخ، ٔيحيييدٔدح ييييٍ أظيييفم فيييئٌ انًدًٕعيييخ 

 (.             )أٔ               

    نكييم           ثحٛييث   دٔال  قٛقٛييخ انقًٛييخ يعسفييخ عهيٗ فزييسح     إذا كبَيذ  (5

 فئٌ

   {            }     {            } 

 ٚكٌٕ    ٔاػح أَّ نكم  الثرهاى:

        {            } 

 ٔثبنزبنٙ، فئٌ
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        {            } 

 ٔيٍ  ى. {            } د عهٕ٘ نهًدًٕعخ  {            }   . أ٘ أٌ،    نكم 

   {            }     {            }  

 يدًٕعخ غٛس خبنٛخ يٍ الاعداد انحقٛقٛخ  إذا كبَذ  تعريف:

)أ٘        ، َٔكزييت  أَييّ عُظييس أكجييس نهًدًٕعييخ     ٚقييبل نهعُظييس  (1)

maximum ٌنكم     ( إذا كب   . 

)أ٘        ، َٔكزيت  أَيّ عُظيس أطيغس نهًدًٕعيخ     ٚقبل نهعُظيس  (2)

minimum ٌنكم     ( إذا كب   . 

                                        ( 1 أهثلح:

         غٛيييييس يٕخيييييٕد، عهيييييٗ انيييييسغى ييييييٍ                   كيييييم ييييييٍ ( 2

            . 

 ههوح هتثايٌاخ

 The Arithmetic-Geometric Mean) ( هتثايٌااح الوتىسااطيي الحساااتي والهٌذسااي1

Inequality): 

ٚعيًٗ    √ٚعيًٗ انًزٕظيؾ انحعيبثٙ، ٔانعيدد         فيئٌ انعيدد     نهعددٍٚ انًٕخجٍٛ 

انًزعبٔٚخ فٙ انع قخ انعبثقخ رزحقيق فقيؾ عُيديب  .          √انًزٕظؾ انُٓدظٙ، ٔأٌ 

 .   ٚكٌٕ 

. ٔيُٓيييب            ٔثبنزيييبنٙ،  .        فيييئٌ       لأ٘  الثرهااااى:

 فئٌ

   
     

 
 

 َحظم عهٗ )ْٕ ٚكبفئ انًةهٕة(          ثٕػع 

√   
   

 
  

 .   انًزعبٔٚخ فٙ انع قخ انعبثقخ رزحقق فقؾ عُديب ٚكٌٕ 

 أعداد  قٛقٛخ يٕخجخ فئٌ           ثظٕزح عبيخ، إذا كبَذ 
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√        
 

 
∑   

 

   

  

 ثبظز داو الاظزُزبج انسٚبػٙ ًٚكٍ ثسْبٌ ْرِ انًزجبُٚخ.

 فئٌ     إذا كبٌ : (Bernoulli’s Inequality) ( هتثايٌح ترًىلي2

                        

، َفييسع    انجسْييبٌ: ثبظييز داو الاظييزُزبج انسٚبػييٙ، ٔ ٛييث أٌ انًزعييبٔٚخ رزحقييق عُييديب 

 ٌ، أ     ، يع الاخر فٙ الاعزجبز      َدد عُديب .    طحخ انع قخ نهعدد 

                                             

             

                     

                                                                                  

         

ٔيٍ طحزٓب عُديب  .   ثفسع طحزٓب عُديب       ْرا ٚثجذ طحخ انًزجبُٚخ عُديب 

 .   ، فئٌ انًزجبُٚخ طحٛحخ نكم    

 The absolute value and the Triangle) ( القيوااح الوطلقااح وهتثايٌااح الوثلاا 3

Inequality): 

 ، رعسف ثبنظٕزح   ، ٔٚسيص نٓب  انقًٛخ انًةهقخ نعدد  قٛقٙ 

    {
     
     

      
 

 فئٌ        نلأعداد انحقٛقٛخ  ًظريح:

 .           فئٌ       ( نكم 1

 .       فئٌ     ( نكم 2

   .      إذا ٔفقؾ إذا        فئٌ     ( إذا كبٌ 3

 (Triangle Inequality هتثايٌح الوثل ) :ًظريح

 .             فئٌ       إذا كبٌ 

 . ٔثبنزبنٙ، فئٌ                      فئٌ       نكم  الثرهاى:
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 ْٔرا ٚكبفئ انًةهٕة.

 فئٌ           ثظٕزح عبيخ، لأ٘ أعداد  قٛقٛخ 

                               

 فئٌ      أذا كبٌ  ًتيجح:

|       |                       

 .           م انًزجبُٚخ  (:1هثال )

  زٍٛ، الأٔنٗ عُديب ٚكٌٕ ٛندُٚب خبن الحل:
 

 
. ٔييٍ  يى، فيئٌ              فئٌ  

    . ٔيُٓييب َحظييم عهييٗ          انًزجبُٚييخ انًعةييبح ركييبفئ 
 

 
. فييٙ انحبنييخ 

. ٔعُدئييير، انًزجبُٚيييخ انًعةيييبح رأخييير            َديييد أٌ       انثبَٛيييخ، عُيييديب 

. ٔيُٓب َحظم عهٗ         انظٕزح 
 

 
. ٔثبنزبنٙ، فئٌ  م انًزجبُٚيخ ْيٕ     

 ٕٚػحّ انشكم انزبنٙ، كًب      

 

 إذا كبَذ  (:2هثال )

     
        

    
       

 .     نكم          ثحٛث   فأٔخد عدد  قٛقٙ يٕخت 

 ،        فئٌ      انحم: نكم 

       
          

      
  

                        

       ٔثبنزبنٙ، فئٌ 
  

 
  ، أ٘ أٌ 

  

 
. 
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  انعدد هلحىظح: 
  

 
ًيٍ انٕاػيح أٌ أ٘ ف ،        نٛط انٕ ٛد انر٘ ٚحقق انًزجبُٚخ  

  عدد 
  

 
 ، فئٌ انعدد. أٚؼًب        ٚحقق  

  

 
ٚحقيق  يًكٍ عددْٕ أطغس قد لا ٚكٌٕ  

 .انًةهٕة

 (:Cauchy-Schwarz inequalityشفارتز ) –هتثايٌح كىشي  (4

 فئٌ                      لأ٘ أعداد  قٛقٛخ 

∑    

 

   

 [∑  
 

 

   

]

 
 

[∑  
 

 

   

]

 
 

 

 عسف انًزدٍٓٛ الثرهاى:

                                  

 فئٌ 

‖ ‖  [∑  
 

 

   

]

 
 

 ‖ ‖  [∑  
 

 

   

]

 
 

     ∑    

 

   

 

 شفبزرص ٚكفٙ إ جبد أٌ –ٔثبنزبنٙ، لإ جبد طحخ يزجبُٚخ كٕشٙ 

    ‖ ‖ ‖ ‖ 

 نرن ، عسف انًزدّ

   (
   

   
)     

 يزدٓبٌ يزعبيداٌ، لأٌ    َدد أٌ 

     (
   

   
)             

)    ٔ ٛث أٌ 
   

   
)  فئٌ   

‖ ‖      ‖ ‖  |
   

   
|
 

‖ ‖  ‖ ‖  
      

‖ ‖ 
  

 ٔيُٓب

‖ ‖ ‖ ‖  ‖ ‖ ‖ ‖                

‖ ‖‖ ‖لأٌ   . ْٔرا ٚكًم انجسْبٌ.  
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 (:ARCHIMEDES PROPERTY) ارشويذس خاصيح

ثحٛث    ٕٚخد عدد ؽجٛعٙ     نكم عدد  قٛقٙ 
 

  
  . 

 ْرِ ان بطٛخ رعُٙ أٌ:

 نٛعذ يحدٔدح يٍ أعهٗ.  يدًٕعخ الاعداد انةجٛعٛخ  (1

 نكم عدد  قٛقٙ يٕخت ٕٚخد عدد ؽجٛعٙ أكجس يُّ. (2

نكييم     . ٔثبنزييبنٙ، فييئٌ  فييٙ        ( ثفييسع انعكييط فئَييّ ظييٕٛخد 1) الثرهاااى:

    ، ٔيييٍ  ييى           فييئٌ     نكييم       . ٔ ٛييث إٌ    

أطيغس  يد   ، ْٔيرا ُٚيبقغ كيٌٕ   يد عهيٕ٘ نهًدًٕعيخ     . ٔعهّٛ فيئٌ    نكم   

 نٛط نٓب  د عهٕ٘، أ٘ نٛعذ يحدٔدح يٍ أعهٗ.  . ْرا انزُبقغ ٚعُٙ أٌ  عهٕ٘ نهًدًٕعخ 

فئٌ   ( فئَّ لأ٘ عدد  قٛقٙ يٕخت 1( ثُبء عهٗ )2)
 

 
. نرا ظٕٛخد  نٛط  د عهٕ٘ نهًدًٕعخ  

ثحٛث      
 

 
 . ْٔرا ٚكًم انجسْبٌ.   

}  ( إذا كبَذ 1) أهثلح:
 

   
 .                   فئٔخد  {      

   عييييييسف  الحاااااال:
 

   
        َدييييييد أٌ  

 

          
. ٔثبنزييييييبنٙ، فييييييئٌ   

 عهٗ انظٕزح رصاٚدٚخ. ًٔٚكٍ كزبثزٓب  انًدًٕعخ 

  {
 

 
 
 

 
 
 

 
  } 

          ٔيٍ  ى فئٌ 
 

 
. يٍ خٓخ  بَٛيخ، ٔاػيح أٌ 

 

   
.    نكيم       

. ٚجقيٗ إ جييبد أٌ انعييدد   يد عهييٕ٘ نهًدًٕعييخ   . ٔأٌ انعييدد غٛيس يٕخييٕد     ٔنيرن ، فييئٌ 

ثحٛيث    ٕٚخيد عيدد ؽجٛعيٙ     . ثحعت خبطٛخ ازشًٛدض لأ٘ عدد  قٛقيٙ       

 

    
 . ٔثبنزبنٙ،  

      
 

    
 

  

    
   

     ، أ٘ أٌ  نيٛط  يد عهيٕ٘ نهًدًٕعيخ     فيئٌ انعيدد     ْٔرا ٚعُٙ أَيّ لأ٘ 

 . 



16 
 

,  نهًدًٕعيييييييييييييييخ ( 2)
   

   
كييييييييييييييي  ييييييييييييييييٍ  –إٌ ٔخيييييييييييييييد  –أٔخيييييييييييييييد  -    

                   . 

   عسف  الحل:
   

   
        َديد أٌ  

 

          
. ٔنيرن ، فيئٌ انًدًٕعيخ   

,  رُبقظٛخ، ٔ ٛث إٌ   
 

 
 
 

 
 
 

 
  - ,  

 

 
 
 

 
 
 

 
          فئٌ  -

 

 
 . 

    يٍ خٓخ  بَٛخ، فئٌ 
 

   
 

   

   
ْيٕ  يد ظيفهٙ   . ْٔرا ٚعُيٙ أٌ انعيدد    نكم  

 . نهًدًٕعخ 

ثحٛث    )ثحعت خبطٛخ ازشًٛدض( ٕٚخد عدد ؽجٛعٙ     لأ٘ 
 

    
َدد . ٔيٍ ْرا   

 أٌ

   
 

    
  نكٍ      

 

    
،  نٛط  د ظيفهٙ نهًدًٕعيخ     ٔنرن ، فئٌ    

 غٛس يٕخٕد.     فئٌ     . ٔ ٛث إٌ       أ٘ أٌ 

 هلاحظح:

        {  
 

   
    }       {

 

   
    }    

 

 

 
 

 
 

        {  
 

   
    }       {

 

   
    }        

ثحٛييث   عييدداٌ  قٛقٛييبٌ يٕخجييبٌ ظييٕٛخد عييدد ؽجٛعييٙ          ( إذا كييب1ٌ) ًظريااح:

    . 

  ثحٛث   عدد  قٛقٙ يٕخت ظٕٛخد عدد ؽجٛعٙ     ( إذا كبٌ 2)
 

 
  . 

 .       ثحٛث   عدد  قٛقٙ يٕخت ظٕٛخد عدد ؽجٛعٙ     ( إذا كبٌ 3)

فييئٌ         ( إذا كييبٌ 1) الثرهاااى:
 

 
.  ثحعييت خبطييٛخ ازشييًٛدض ٕٚخييد عييدد   

   ؽجٛعٙ 

 .    . ٔيٍ  ى فئٌ      ثحٛث 
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ْييٕ أطييغس عييدد ؽجٛعييٙ   . نييٛكٍ    ثحٛييث   ظييٕٛخد عييدد ؽجٛعييٙ     ( إذا كييبٌ 3)

 .       . فئٌ    ثحٛث 

  عييدد  قٛقييٙ ظييٕٛخد عييدد ؽجٛعييٙ     عييدد غٛييس َعييجٙ، ٔ     ( إذا كييبٌ 1) ًظريااح:

 ثحٛث

  
 

 
   

 .     ثحٛث   عدداٌ  قٛقٛبٌ ظٕٛخد عدد َعجٙ    إذا كبٌ ( 2)

 .      ثحٛث   عدداٌ  قٛقٛبٌ ظٕٛخد عدد َعجٙ     عدد َعجٙ، ٔ  ( إذا كبٌ 3)

 (.3ٚكفٙ ثسْبٌ ٔا دح يٍ اندًم انعبثقخ ٔثسْبٌ ثقٛزٓب ٚكٌٕ ثبنًثم. ظُجسٍْ ) الثرهاى:

  عدداٌ  قٛقٛيبٌ. فيئٌ       عدد غٛس َعجٙ ٔ     نُعزجس انحبنخ عُديب 
 

 
 

 

 
 .

 ٔثبنزبنٙ،

 
 

 
 

 

 
,     . ٔيٍ  ى    

 

 
 
 

 
 

 

 
- . 

ثحٛييييث   ٔثحعييييت خبطييييٛخ ازشييييًٛدض ٕٚخييييد عييييدد ؽجٛعييييٙ 
 

 
    ,

 

 
 
 

 
 

 

 
، أ٘ -

 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 
 

 

 
ثحٛث    . كرن  ٕٚخد أطغس عدد ؽجٛعٙ 

   

 
 

 

 
 

 

 
 . 

ٚجقٗ ا جبد أٌ 
 

 
 

 

 
. نرن  َفسع انعكط، أٌ 

 

 
 

 

 
 . ْرا ٚؤد٘ إنٗ

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

   

 
 

 

 
 

ْرا ُٚبقغ كٌٕ 
 

 
 

 

 
 

 

 
. ْرا انزُبقغ ٚثجذ أٌ 

 

 
 

 

 
 

 

 
 (.3. ٔيُٓب ُٚزح انًةهٕة )

   في ذالع وقاتليح الوٌتهيح وغير الوٌتهيح الوجوىعاخ

 . ْيييٙ يدًٕعيييخ يسرجيييخ{       }  يدًٕعيييخ الاعيييداد انةجٛعٛيييخ )يدًٕعيييخ انعيييد( ْيييٙ 

(ordered) ٔقبثهخ نهعد (countable) أَٓب خصء أٔنٙ )أ قةعخ   خصئٛخ يٍ   . ٚقبل نًدًٕعخ

. فًيييث ،    إذا كيييبٌ     ثحٛيييث   ( إذا ٔخيييد عيييدد ؽجٛعيييٙ initial segmentأٔنٛيييخ 

  انًدًٕعبد انزبنٛخ ْٙ قةع أٔنٛخ يٍ 

   {   }   {       }    {           } 

 ٔنكٍ انًدًٕعبد انزبنٛخ نٛعذ كرن 

   {     }    {       } 
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إذا كبَذ خبنٛيخ أٔ رٕخيد دانيخ رقبثيم )أ بدٚيخ ( finite)آَب يُزٓٛخ   ( ٚقبل نًدًٕعخ 1) تعريف:

 أَٓيب غٛيس يُزٓٛيخ  . خي ف ذني  ٚقيبل نهًدًٕعيخ  ٔييداْب قةعيخ أٔنٛيخ ييٍ   ٔفٕقٛخ( َةبقٓيب 

(infinite). 

 آَييييب يُزٓٛييييخ أٔ قبثهييييخ نهزييييسقٛى  فٛقييييبل نهًدًٕعييييخ       ( إذا ٔخييييدد دانييييخ رقبثييييم 2)

(Numerable). 

 ٓٛخ أٔ قبثهخ نهزسقٛى فٛقبل أَٓب قبثهخ نهعد.يُز  ( إذا كبَذ يدًٕعخ 3)

كم يدًٕعخ خصئٛخ يٍ يدًٕعخ يُزٓٛخ ركٌٕ يُزٓٛخ، ٔكم يدًٕعخ خصئٛخ يٍ يدًٕعخ  ًظريح:

 قبثهخ نهعد ركٌٕ قبثهخ نهعد.

ارحييبد عييدد يُزٓييٙ يييٍ يدًٕعييبد يُزٓٛييخ ْييٕ يدًٕعييخ يُزٓٛييخ، ٔارحييبد قبثييم نهعييد يييٍ  ًظريااح:

 ٕعخ قبثهخ نهعد.يدًٕعبد قبثهخ نهعد ْٕ يدً

 قبثهخ نهزسقٛى. {       }  ( يدًٕعخ الاعداد انةجٛعٛخ انصٔخٛخ 1 أهثلح:

 قبثهخ نهعد.  ( يدًٕعخ الاعداد انظحٛحخ 2

  . ٚكفييٙ إ جييبد أٌ    نكييم         ثحٛييث       ( عييسف اندانييخ 1) الثرهاااى:

 . يدًٕعخ قبثهخ نهزسقٛى  دانخ رقبثم )أ بدٚخ ٔفٕقٛخ(، عُدئر ركٌٕ 

  أحاديح        تحي        الذالح 

 .     ، ٔيٍ  ى        فئٌ             ٔ         إذا كبٌ 

  فىقيح        تحي        الذالح 

ثحٛييث    عييدد ؽجٛعييٙ شٔخييٙ، ٔثبنزييبنٙ ٕٚخييد عييدد ؽجٛعييٙ   فييئٌ     إذا كييبٌ 

 .         ثحٛث      ٕٚخد     . أ٘ أَّ نكم      

 ثحٛث      ( عسف اندانخ 2)

     {
               
      
        

 

 قبثهخ نهزسقٛى.  دانخ رقبثم، عُدئر ركٌٕ   ٚكفٙ ا جبد أٌ 

 أحاديح:  الذالح  (أ 

  ٌفيئٌ             عدداٌ طحٛحبٌ يٕخجيبٌ، ٔثفيسع اٌ       إذا كب

 .     . ٔيٍ  ى فئٌ        
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  ٌفييئٌ             عييدداٌ طييحٛحبٌ ظييبنجبٌ، ٔثفييسع اٌ       إذا كييب

 .     . ٔيٍ  ى فئٌ            

 فىقيح:  الذالح  (ب 

 فئٌ    لأ٘ 

  ٌعييدد شٔخييٙ فييئٌ   إذا كييب  
 

 
     عييدد طييحٛح يٕخييت ٔيييٍ  ييى  

ْٕ طٕزح نعدد طحٛح يٕخيت ْيٕ   . أ٘ أٌ كم عدد ؽجٛعٙ شٔخٙ     

  
 

 
. 

  ٌعدد فسد٘ فئٌ   إذا كب    
   

 
 عدد طحٛح غٛس يٕخت ٔيٍ  ى 

ْييٕ طييٕزح نعييدد   . أ٘ أٌ كييم عييدد ؽجٛعييٙ فييسد٘             

 طحٛح غٛس يٕخت ْٕ

  {
     
   

 
    

 

 يدًٕعخ قبثهخ نهعد.  فئٌ      إذا كبَذ ًتيجح:

 يدًٕعخ يُزٓٛخ فٓٙ قبثهخ نهعد.  ( إذا كبَذ 1) الثرهاى:

. ٔثبنزيبنٙ،     ظيٕٛخد أطيغس عُظيس   يدًٕعخ غٛس يُزٓٛخ خصئٛخ ييٍ   إذا كبَذ ( 2)

 فئٌ

   {  }  ركٌٕ يُزٓٛخ ْٔرا ُٚيبقغ انفيسع.  يدًٕعخ غٛس يُزٓٛخ، خ ف ذن  فئٌ    

يدًٕعييخ غٛييس يُزٓٛييخ.  {     }  ، فييئٌ {  }  أطييغس عُظييس نهًدًٕعييخ    نييٛكٍ 

نكييم       ٛييث  {       }  ْٔكييرا، فييئٌ الاظييزًساز فييٙ ْييرا الاخييساء ٚييؤد٘ إنييٗ 

 يدًٕعخ قبثهخ نهعد.  ، ْرا ٚثجذ أٌ    

 قبثهخ نهعد.  يدًٕعخ الاعداد انقٛبظٛخ  ًظريح:

{ }      ٛث إٌ  الثرهاى: يدًٕعخ     :ْٕ ارحبد قبثم نهعد يٍ انًدًٕعبد    

   يدًٕعييخ الاعييداد انقٛبظييٛخ انعييبنجخ. ٚكفييٙ إ جييبد أٌ    ، ٔ { }انقٛبظييٛخ انًٕخجييخ، الاعيداد 

 ٔاػح أٌ يدًٕعخ قبثهخ نهعد.  يدًٕعخ قبثهخ نهعد، عُدئر ركٌٕ 

       
               

 ارحبد قبثم نهعد،  ٛث
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   {
 

 
 
 

 
 
 

 
  }     {

 

 
 
 

 
 
 

 
  }       {

 

 
 
 

 
 
 

 
  }    

ثحٛييث نكييم         رٕخييد دانييخ رقبثييم     يدًٕعييبد قبثهييخ نهعييد فهكييم عييدد ؽجٛعييٙ 

      فئٌ     
 

 
يدًٕعيخ قبثهيخ   يدًٕعخ قبثهخ نهعد، ٔيٍ  ى    . ٔثبنزبنٙ،    

 نهعد.

 عهٗ انظٕزح انزبنٛخ  كرن  ًٚكٍ رسرٛت يدًٕعخ الاعداد انقٛبظٛخ 

 

                   

  
 

 
  

 

 
 

 

 
  

 

 
 

 

 
  

 

 
 

 

 
 

  
 

 
  

 

 
 

 

 
  

 

 
 

 

 
  

 

 
 

 

 
 

  
 

 
  

 

 
 

 

 
  

 

 
 

 

 
  

 

 
 

 

 
 

           

 غٛس قبثهخ نهعد.      انفزسح  ًظريح:

. فييئٌ {       }  يدًٕعييخ قبثهييخ نهعييد، ٔأٌ         ثفييسع انعكييط أٌ  الثرهاااى:

 نٛكٍ،  فٙ    . ٔيٍ  ى ٕٚخد رًثٛم عشس٘ نكم عُظس    نكم        

                

                

  

                

  

  . ييييييٍ خٓيييييخ  بَٛيييييخ، ٕٚخيييييد انعيييييدد      نكيييييم  {           }     ٛيييييث 

. ْيييرا    نكيييم      . أ٘ أٌ    نكيييم        ثحٛيييث   فيييٙ           

 .يدًٕعخ غٛس قبثهخ نهعد        انزُبقغ ٚقزؼٙ أٌ ركٌٕ 

ْٙ يدًٕعخ غٛيس قبثهيخ       ( كم يدًٕعخ خصئٛخ يٍ الاعداد انحقٛقٛخ رحٕ٘ انفزسح 1 ًتيجح:

 نهعد.
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 ( كم فزسح ْٙ يدًٕعخ غٛس قبثهخ نهعد.2

 ْٙ يدًٕعخ غٛس قبثهخ نهعد.  ( يدًٕعخ الاعداد انحقٛقٛخ 3

 هخ نهعد.قبث سْٙ يدًٕعخ غٛ   ( يدًٕعخ الاعداد غٛس انُعجٛخ 4

 ( كم يدًٕعخ خصئٛخ يٍ يدًٕعخ قبثهخ نهعد ركٌٕ قبثهخ نهعد.1 هلاحظاخ:

 ( رقبؽع يدًٕعزٍٛ ا داًْب قبثهخ نهعد ْٕ يدًٕعخ قبثهخ نهعد.2

 يدًٕعخ غٛس قبثهخ نهعد.  فئٌ     يدًٕعخ غٛس قبثهخ نهعد، ٔكبَذ  ( إذا كبَذ 3

 (:THE PROPERTY OF THE INTERVALS) للفتراخ الوويزج الخاصيح

يدًٕعييخ خصئٛييخ يييٍ الاعييداد انحقٛقٛييخ رحييٕ٘ عهييٗ الأقييم عُظييسٍٚ ثحٛييث إذا كييبٌ   إذا كبَييذ 

 فزسح.  ، عُدئر ركٌٕ        فئٌ   فٙ     

. ٔثبنزيبنٙ، فيئٌ              يدًٕعخ يحيدٔدح ظيٕٛخد   ( إذا كبَذ 1) الثرهاى:

، ٔيييٍ  ييى  نهًدًٕعييخ  اً نييٛط  ييد        . كييم        . اٌٜ َثجييذ أٌ        

 ثحٛث         ٕٚخد 

        

 .       . ْرا ٚكًم انجسْبٌ            ٔثبنزبنٙ، فئٌ 

.         ٔثبنزبنٙ        فقؾ يٍ أعهٗ ظٕٛخد  يدًٕعخ يحدٔدح  ( إذا كبَذ 2)

         ْٙ فزيسح. كيم          ، ٔعُدئر ٚكٌٕ         ٚجقٗ إ جبد أٌ 

 ثحٛث         ، ٔيٍ  ى ٕٚخد  نهًدًٕعخ  اً نٛط  د

        

 .           ٔثبنزبنٙ، فئٌ 

 .       ثحٛث     يحدٔدح فقؾ يٍ أظفم ظٕٛخد   ثبنًثم ًٚكٍ إ جبد أَّ إذا كبَذ 

نٛعييذ يحييدٔدح يييٍ أظييفم( فييئٌ ٔيييٍ أعهييٗ نٛعييذ يحييدٔدح نٛعييذ يحييدٔدح )  ( إذا كبَييذ 3)

 ثحٛث         ، ٔيٍ  ى ٕٚخد  نٛط  داً نهًدًٕعخ     . ٔكم         

        

 .        . أ٘ أٌ            ٔثبنزبنٙ، فئٌ 

 (:NESTED INTERVALS) وتعششحال الفتراخ
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ٚقييبل أَٓييب فزييساد             ثحٛييث  يززبثعييخ يييٍ فزييساد     إذا كبَييذ  تعريااف:

 (.nested) يزعششخ

 عسف    . نكم يزعششخانفزساد انزبنٛخ  أهثلح:

   (  
 

 
)     [  

 

 
]                   

  *    كان إذا مثال:
 

 
     أن فاثبت ،    لكل +

     { }. 

      . ٔثبنزبنٙ، فئٌ    نكم      ٔاػح أٌ  الحل:
    . لأ٘ عدد  قٛقيٙ     

 فئٌ

      . ٔيٍ  ى    نكم      فئٌ     إذا كبٌ  (1)
    . 

  ثحٛث    فعٕٛخد عدد ؽجٛعٙ     إذا كبٌ  (2)
 

  
 ٔنرن ،.   

      
 *  

 

  
      . ٔثبنزبنٙ، فئٌ +

    . 

    ْرا ٚثجذ أٌ 
     { }. 

  )    كان إذا مثال:
 

 
     أن فاثبت ،    لكل +

     ∅ . 

 فئٌ  لأ٘ عدد  قٛقٙ  الحل:

      . ٔيٍ  ى    نكم      فئٌ     إذا كبٌ  (1)
    . 

  ثحٛث    فعٕٛخد عدد ؽجٛعٙ     إذا كبٌ  (2)
 

  
 . ٔنرن ،  

      
 (  

 

  
      . ٔثبنزبنٙ، فئٌ +

    . 

    ْرا ٚثجذ أٌ 
     ∅. 

    ، فب جذ أٌ    نكم          إذا كبٌ  هثال:
     ∅ . 

كيييم ن        ثحٛيييث             إذا كبَيييذ(: وتعششاااحًظرياااح )خاصااايح الفتاااراخ ال

    ، فئٌ    
 رقبؽع غٛس خبنٙ.     
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. أ٘ أٌ    نكيييم       فيييئٌ  يزعششيييخيززبثعيييخ ييييٍ فزيييساد       ٛيييث إٌ  الثرهااااى:

  ثحٛيييييث     يدًٕعيييييخ يحيييييدٔدح ييييييٍ أعهيييييٗ. ٔثبنزيييييبنٙ ظيييييٕٛخد  {        }

 . ٔيٍ  ى{        }   

                                                                   

  جذ اٌٚجقٗ 

                                                                   

. ٔييييٍ  يييى فيييئٌ    نكيييم      ، أ٘ أٌ        َديييد أٌ         عُدئييير، ييييٍ 

       
    ْرا ٚثجذ أٌ .     

     ∅. 

  ( ْييييٕ  ييييد عهييييٕ٘ نهًدًٕعييييخ    )نكييييم    ا جييييبد أٌ  ٚكييييبفئ    اٌٜ، ا جييييبد 

 . نزحقٛق ذن  َعزجس انحبنزٍٛ:{        }

(i)  ٌأ٘ أٌ            ٔيييٍ  ييى       فييئٌ   فييٙ     إذا كييب .

     . 

(ii)  ٌأ٘ أٌ            ، ٔثبنزييييييييبنٙ      فييييييييئٌ     إذا كييييييييب .

     . 

 . ْٔرا ٚكًم انجسْبٌ.      نكم       يًب ظجق فئٌ 

 :وتعششحال الفتراخ خاصيح تطثيقاخ

 غٛس قبثهخ نهعد.  يدًٕعخ الاعداد انحقٛقٛخ ًظريح: 

غٛس قبثهخ نهعيد. خي ف   غٛس قبثهخ نهعد. عُدئر ركٌٕ       ٚكفٙ ا جبد أٌ انفزسح الثرهاى: 

قبثهييخ نهعييد، ْٔييرا       فييئٌ ركييٌٕ         ٔ ٛييث إٌ  قبثهييخ نهعييد  ذنيي ، إذا كبَييذ 

قبثهيييييييييييخ نهعيييييييييييد، ٔأٌ       رُيييييييييييبقغ. اٌٜ ثفيييييييييييسع انعكيييييييييييط، أ٘ ثفيييييييييييسع اٌ  

فزيييسح يحيييدٔدح ٔيغهقيييخ ) (.    فيييئٌ ، {  }     نيييزكٍ . {            }  

يززبثعيخ ييٍ فزيساد يحيدٔدح      فزسح يحدٔدح ٔيغهقيخ. ْٔكيرا فيئٌ  {  }      ثبنًثم 

نكييييم                ٔرحقييييق   {    }        ٔيغهقييييخ،  ٛييييث  

     ثحٛث   يززبثعخ فزساد يزعششخ. ٔثبنزبنٙ، ٕٚخد عدد  قٛقٙ      ، أ٘ أٌ    

(نٛعيذ  )ٔيٍ  يى         . ْرا ٚثجذ اٌ    نكم      . ٔيٍ  ى،    م نك

 قبثهخ نهعد.
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          رٕخييد فزييسح   نكييم عييدد  قٛقييٙ ًظريااح: 
 

 
ٔ             ٛييث  

 .   نكم عدد َعجٙ     

 فئٌ    إذا كبٌ  الثرهاى:

  [ 
 

 
 
 

 
]  [ 

 

   
 

 

   
]           

 .   نكم 

( ظيٕٛخد أطيغس عييدد   َزعبيييم ييع انعيدد     )فيٙ انحبنيخ عُيديب     أييب إذا كيبٌ 

، لا يي  أَييّ عييدد َعييجٙ،        . اعزجييس          ثحٛييث    ؽجٛعييٙ 

 فئَُب َحظم عهٗ

                

      *َحظم عهٗ انفزسرٍٛ    ثزُظٛم انفزسح 
 

 
+  *   

 

 
     + . 

      *  فئذا كبٌ 
 

 
      *     ٔكبٌ       اعزجسَب  +

 

 
. خي ف +

   *  ذنيي  ٚكييٌٕ 
 

 
      ٔعُدئيير َعزجييس  +     

 

 
. ثبلاظييزًساز فييٙ ْييرا 

 الاخساء َحظم عهٗ

     [      
 

    
]               

 ْٔرا ٚكًم انجسْبٌ.

   في الٌسثيح غير والاعذاد الٌسثيح الاعذاد كثافح

إذا كبَييذ كييم فزييسح   أَٓييب كثٛفييخ فييٙ   غٛييس خبنٛييخ خصئٛييخ يييٍ   ٚقييبل نًدًٕعييخ تعريااف: 

 . رحٕ٘ عهٗ الأقم عُظسا يٍ       يفزٕ خ 

 .     ثحٛث     ٕٚخد عُظس     ثعجبزح أخسٖ، نكم عدداٌ  قٛقٛبٌ 

 . كثٛفخ فٙ   يدًٕعخ الاعداد انُعجٛخ  ًظريح:

 .     عدداٌ  قٛقٛبٌ، فئٌ     نٛكٍ : الثرهاى

  ثحٛث   ظٕٛخد عدد ؽجٛعٙ       إذا كبٌ  (1)
 

 
     . 

 ثحٛث  ظٕٛخد أطغس عدد ؽجٛعٙ      . ٔ ٛث إٌ        ٔيٍ  ى، 
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    . ٔثبنزيبنٙ             ٔيٍ ذن  َحظيم عهيٗ 
 

 
   ،

 ْٔرا ٚثجذ انًةهٕة.

 عدد َعجٙ ٚحقق انًةهٕة.    فئٌ       إذا كبٌ  (2)

، ٔثحعت انحبنيخ الأٔنيٗ ٕٚخيد عيدد َعيجٙ        فئٌ       إذا كبٌ  (3)

 ْٕٔ انًةهٕة.       . أٔ        ثحٛث   

 . كثٛفخ فٙ    يدًٕعخ الاعداد غٛس انُعجٛخ ًتيجح: 

عدداٌ  قٛقٛبٌ. فئٌ     نٛكٍ الثرهاى: 
 

√ 
 

 

√ 
عدداٌ  قٛقٛبٌ، ٔثبنزبنٙ ظٕٛخد عيدد  

ثحٛييث   َعييجٙ 
 

√ 
   

 

√ 
) ( نٛحقييق   √   . ٔيييٍ  ييى، َدييد انعييدد غٛييس انُعييجٙ 

 ْٔرا ْٕ انًةهٕة.      

 الحقيقيح الاعذاد تىتىلىجيا

 ٔانًدًٕعييبد انًغهقييخ Open Sets رحدٚييد انًدًٕعييبد انًفزٕ ييخ  َقظييد ثزٕثٕنٕخٛييب 

Closed Sets  ٙٔدزاظخ خٕاطٓب.  ف 

 الوفتىحح الوجوىعاخ

رٕخيد     أَٓيب يفزٕ يخ إذا كيبٌ نكيم   خصئٛخ يٍ   ٚقبل نًدًٕعخ غٛس خبنٛخ تعريف: 

 .     ثحٛث   فزسح يفزٕ خ 

  :أهثلح

 ٕٚخد انعدد        ْٙ يدًٕعخ يفزٕ خ، لأَّ نكم       انفزسح  (1

 .                    ثحٛث  {       }       

     َدييد     يدًٕعييخ يفزٕ ييخ، لأَييّ نكييم   يدًٕعييخ الاعييداد انحقٛقٛييخ  (2

 .    لأ٘ عدد  قٛقٙ        

غٛييس يفزٕ ييخ، ظييٕٛخد  ∅يدًٕعييخ يفزٕ ييخ. ثفييسع انعكييط، أٌ  ∅انًدًٕعييخ ان بنٛييخ  (3

يدًٕعيخ  ∅. ْٔيرا ُٚيبقغ كيٌٕ ∅    ثحٛث   )!( ٔرٕخد فزسح يفزٕ خ  ∅  

 خبنٛخ.

 .ركٌٕ غٛس يفزٕ خ  قبثهخ نهعد خصئٛخ يٍ   كم يدًٕعخ  (4
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)غٛيس   رٕخيد فزيسح     يدًٕعيخ يفزٕ يخ فئَيّ نكيم   ثفسع انعكط، أٌ الثرهاى: 

 يدًٕعخ قبثهخ نهعد.  . ْٔرا ُٚبقغ كٌٕ      قبثهخ نهعد نكَٕٓب فزسح( ثحٛث 

)ْييٙ يدًٕعييخ    كهٓييب غٛييس يفزٕ ييخ. نُعزجييس انًدًٕعييخ          انًدًٕعييبد  (5

فييئٌ   رحييٕ٘       ٔنكييم فزييسح      ، غٛييس قبثهييخ نهعييد!( فئَييّ نكييم  كثٛفييخ فييٙ 

          . 

،      كهٓيب يدًٕعيبد غٛيس يفزٕ يخ. نُعزجيس انفزيسح                   انفزيساد  (6

 .       َدد أٌ   رحٕ٘   فئٌ كم فزسح يفزٕ خ 

 الوغلقح الوجوىعاخ

       أَٓيييب يغهقيييخ إذا كبَيييذ   خصئٛيييخ ييييٍ   ٚقيييبل نًدًٕعيييخ غٛيييس خبنٛيييخ تعرياااف: 

 يدًٕعخ يفزٕ خ.

 أهثلح:

 يغهقخ. ∅  انًدًٕعبد  (1

غٛيس       كهٓب يدًٕعبد غٛس يغهقيخ. فًيث  انفزيسح                   انفزساد  (2

يدًٕعيخ غٛيس يفزٕ يخ، لأَيّ نكييم                      يغهقيخ لأٌ   

 .         َدد أٌ   رحٕ٘   فزسح يفزٕ خ 

  خىاص الوجوىعاخ الوفتىحح في 

 يدًٕعبد يفزٕ خ. ∅   (1

  ( يدًٕعبد يفزٕ خ فئٌ      )نكم    ، ٔكبَذ     إذا كبٌ  (2

⋂  

 

   

 

 يدًٕعخ يفزٕ خ.

 يدًٕعبد يفزٕ خ فئٌ           إذا كبَذ  (3

⋃  

 

   

 

 يدًٕعخ يفزٕ خ.

فزييسح( يدًٕعييخ يفزٕ ييخ فييئٌ الارحييبد انزييبنٙ )غٛييس قبثييم   ٔ     )نكييم    إذا كبَييذ  (4

 نهعد(
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⋃  

 

   

 

 ْٕ يدًٕعخ يفزٕ خ.

⋂إذا كييبٌ  (:2ترهاااى )   
 
فييٙ ْييرا   فئَٓييب يدًٕعييخ يفزٕ ييخ. خيي ف ذنيي ، نكييم  ∅    

             ( ثحٛييث      )نكييم    انزقييبؽع رٕخييد الاعييداد انحقٛقٛييخ 

 ثحٛث {        }     . يٍ  ى ٕٚخد انعدد انحقٛقٙ       

                
        

     

 ْرا ٚثجذ انًةهٕة.

فيٙ ْيرا   فئَٓيب يدًٕعيخ يفزٕ يخ. خي ف ذني ، نكيم          إذا كيبٌ  (:4ترهااى )

   الارحيييبد ظيييزٕخد فزيييسح يفزٕ يييخ 
     ثحٛيييث  

    
، ْٔيييرا ٚثجيييذ أٌ        

 يدًٕعخ يفزٕ خ.       

يغهقخ.      ( يدًٕعخ يفزٕ خ. ٔثبنزبنٙ نٓب يكًهخ    )نكم    إذا كبَذ ترهاى آخر: 

         يدًٕعيييييخ يفزٕ ييييييخ ٚكفيييييٙ إ جيييييبد أٌ يكًهزٓييييييب        لإ جيييييبد أٌ 

 ْٔرا يب ظُثجزّ لا قب. يغهقخ.           

يثبل ٕٚػح أٌ انزقبؽع ان َٓبئٙ نًدًٕعبد يفزٕ خ نٛط ثبنؼيسٔزح ٚكيٌٕ يدًٕعيخ يفزٕ يخ. 

 )   اعزجييس انفزييساد انًفزٕ ييخ 
 

 
 
 

 
ْييٙ  { }       ٔاػييح أٌ .    نكييم  (

 يدًٕعخ غٛس يفزٕ خ ) (.

 

 فئٌ  عبئهخ كم انًدًٕعبد انًفزٕ خ فٙ   إذا كبَذ تعريف: 

1)   ∅    

        فئٌ         إذا كبَذ  (2

         فئٌ           إذا كبَذ  (3

ٚعًٙ ثبنفؼيبء       انثُبئٙ   . رعًٗ رٕثٕنٕخٙ انعبد٘ )أٔ انًعزبد( عهٗ   انعبئهخ تعريف: 

 انزٕثٕنٕخٙ انعبد٘. 

  خىاص الوجوىعاخ الوغلقح في 

 يدًٕعبد يغهقخ. ∅   (1

 فئٌ يغهقخ خ يدًٕع      ، نكم   ،     إذا كبٌ  (2



18 
 

⋃  

  

   

 

 يدًٕعخ يغهقخ.

 فئٌ فزسح( يدًٕعبد يغهقخ       ،  ٛث    )نكم    ٔكبَذ  إذا كبَذ (3

⋂  

 

   

 

 يدًٕعخ يغهقخ.

 ٚكفٙ إ جبد ان بطٛزٍٛ انثبَٛخ ٔانثبنثخالثرهاى: 

  يدًٕعيخ      ( يدًٕعخ يغهقخ فئٌ انًكًهخ      )نكم    إذا كبَذ

 يفزٕ خ. ٔثبنزبنٙ انزقبؽع انًُزّ

    
              

    

    ْييٕ يدًٕعييخ يفزٕ ييخ. ٔيييٍ  ييى فييئٌ الارحييبد 
ٚكييٌٕ يدًٕعييخ يغهقييخ     

 )يكًهزّ يفزٕ خ(.

  يدًٕعييخ يفزٕ ييخ. ٔيييٍ  ييى،      انًكًهييخ يدًٕعييخ يغهقييخ فييئٌ    إذا كبَييذ

 انًدًٕعخ

                    

       يدًٕعخ يفزٕ خ )ارحبد يٍ يدًٕعبد يفزٕ خ(. ٔثبنزيبنٙ فيئٌ يكًهزٓيب 

 يدًٕعخ يغهقخ، ْٕٔ انًةهٕة.

   في لوجوىعح والحذود الذاخليح الٌقاط

 أَييّ َقةييخ داخهٛييخ    يدًٕعييخ غٛييس خبنٛييخ، ٚقييبل نهعُظييس     ( إذا كبَييذ 1)تعريااف: 

(interior point)  ٔرعييًٗ  .     ثحٛييث   إذا ٔخييدد يدًٕعييخ يفزٕ ييخ   نهًدًٕعييخ

 .  ، ٔٚسيص نٓب  نهًدًٕعخ  (interior) ثبنداخهٛخ  يدًٕعخ كم انُقبؽ انداخهٛخ نًدًٕعخ 

    ( نًدًٕعيخ boundary point، أَّ َقةخ  دٔدٚيخ )أٔ  دٚيخ  ( ٚقبل نهعدد انحقٛقٙ 2)

ٔرعيًٗ  .∅         ∅    ٚكيٌٕ   رحٕ٘ انعيدد   إذا كم يدًٕعخ يفزٕ خ 

، ٔٚسيييص نٓييب  نهًدًٕعييخ ( boundary)ثحييدٔد   يدًٕعييخ كييم انُقييبؽ انحدٔدٚييخ نًدًٕعييخ 

    . 

 ( كم َقبؽ فزسح يفزٕ خ ْٙ َقبؽ داخهٛخ نٓب.1) أهثلح:
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 . ٔثبنزبنٙ ٕٚخد     فئٌ     ، فئَّ لأ٘          نزكٍ الثرهاى: 

     {       } 

فئَيّ لأ٘     . ْٔرا ٚثجيذ انًةهيٕة. فيٙ انحبنيخ عُيديب              ثحٛث 

 .             ٚزحقق     

 .{   }فئٌ انُقبؽ انحدٚخ ْٙ       ( نهًدًٕعخ 2)

 ، ٔأٌ         فئٌ     لأ٘  الثرهاى:

                ∅           (       )  ∅ 

 َقةخ  دٔدٚخ.  . ثبنًثم ًٚكٍ إ جبد أٌ      َقةخ  دٔدٚخ نهًدًٕعخ   ْرا ٚجٍٛ أٌ 

 .{   }                    فئٌ       نهًدًٕعخ ( 3)

،       ∅  ∅ ∅        ∅    ∅    ∅   ٔاػييييييح أٌ ( 4)

 رحقق   رحٕ٘  فئٌ كم فزسح يفزٕ خ   لأَّ نكم عدد  قٛقٙ 

    ∅        ∅        ∅                 ∅  ∅       

    

 ( ثٍٛ أ5ٌ)

                                    

∅   ∅  ∅  

 ACCUMULATION POINTS التراكن طاًق

 أهثلح توهيذيح

,  ( نهًدًٕعخ 1
 

 
ٔاػح أٌ انعُبطس فٙ انًدًٕعخ رزساكى ثيبنقسة ييٍ انعيدد  -      

         ٚكيٌٕ     . فلأ٘  َقةخ رساكى نهًدًٕعخ     ، نرا َقٕل أٌ    

ثحٛيث   .  ٛث ٕٚخد )ثحعت خبطٛخ ازشيًٛدض( عيدد ؽجٛعيٙ ∅
 

 
  ، ٔثبنزيبنٙ   

 

 
 

         . 

 . ٚحزٕ٘ عهٗ عُبطس يٍ انًدًٕعخ     أ٘ أٌ، كم خٕاز نهعدد 

  )ظُٓزى ثرن  فًٛب ثعد(  َقةخ انزساكى انٕ ٛدح نهًدًٕعخ       هلاحظح: 

,  ( نهًدًٕعيييخ 2
 

   
فيييلأ٘ . )ٔ ٛيييدح!( ْيييٕ َقةيييخ ريييساكى    فيييئٌ انعيييدد  -    

ثحٛث   فئَّ ثحعت خبطٛخ ازشًٛدض ٕٚخد انعدد انةجٛعٙ     
 

 
 ، ٔثبنزبنٙ    
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  ٔيٍ  ى، 
 

   
 . ْٔرا ٚثجذ انًةهٕة. ∅             

ٚكيٌٕ َقةيخ ريساكى نًدًٕعيخ غٛيس خبنٛيخ ييٍ الاعيداد   ٚزؼح يٍ ْرِ الأيثهخ أٌ انعيدد انحقٛقيٙ 

( يييٍ  فئَٓييب رحزييٕ٘ عهييٗ الأقييم عهييٗ عُظييس )خيي ف   انحقٛقٛييخ إذا كييم فزييسح يفزٕ ييخ رحييٕ٘ 

 . ْرا ًٚكٍ طٛبغزّ فٙ انزعسٚم انزبنٙ. عُبطس 

أَييّ َقةييخ رييساكى    قٛقييٙ  ، ٚقييبل نعييدد يدًٕعييخ غٛييس خبنٛييخ خصئٛييخ يييٍ   إذا كبَييذ تعريااف: 

 .∅  { }     رحقق   رحٕ٘ انعدد   إذا كبَذ كم فزسح يفزٕ خ   نهًدًٕعخ 

 ٚزحقق    إذا كبٌ نكم   ٚكٌٕ َقةخ رساكى نًدًٕعخ غٛس خبنٛخ   ، انعدد تعثارج اخري

             { }  ∅  

,  ْٕ َقةخ رساكى نهًدًٕعخ     ا جذ أٌ  هثال:
   

 
    -. 

   اخعييم الحاال: 
   

 
. أ٘ أٌ، عُبطييس    نكييم             فييئٌ    

    . لإ جبد انًةهيٕة ٚكفيٙ ا جيبد أَيّ نكيم    نززساكى ثبنقسة يٍ     رزُبقض يٍ 

. ثحعييت خبطييٛخ ازشييًٛدض  { }                ثحٛييث      ٕٚخييد 

ثحٛث     ٕٚخد 
 

 
 . ٔيٍ  ى فئٌ  

      
 

 
   

 

 
 

   

 
        

 ْٔرا ٚكًم الا جبد.

انًدًٕعخ، ٔٚسييص ( derivative)رعًٗ يشزقخ   يدًٕعخ كم َقبؽ انزساكى نًدًٕعخ تعريف: 

، َٔكزييت  ٔٚسيييص نييّ   انًدًٕعييخ ( closure)رعييًٗ اَغيي        . ٔانًدًٕعييخ   نٓييب 

      . 

 فئٌ    لأ٘ . ∅   ( 1 أهثلح:

i)  ٌَديييد أٌ     إذا كيييب(  
 

 
   

 

 
)   . ٔثبنزيييبنٙ ∅  { }    

 . 
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ii)  ٌثحٛيث   ظٕٛخد عدد ؽجٛعيٙ     إذا كب          
 

 
، ٔثبنزيبنٙ 

(  
 

 
   

 

 
) . ْييييرا ٚثجييييذ    نكيييم     . أ٘ أٌ، ∅       

   ∅ 

 .∅   ( ثبنًثم ًٚكٍ إ جبد أٌ 2

ْٙ رحزيٕ٘ عهيٗ عيدد لآَيبئٙ ييٍ   رحٕ٘   فئٌ كم فزسح يفزٕ خ     . لأ٘     ( 3

 . ْٔرا ٚثجذ انًةهٕة∅  { }     الاعداد انُعجٛخ )ٔغٛس انُعجٛخ!( نرن  فئٌ 

 .    ٔ         ( ثبنًثم فئٌ 4

5 )               { }  ∅. 

 .       ْٙ                 ( يدًٕعخ َقبؽ انزساكى )انًشزقخ( نهًدًٕعخ 6

  خىاص هجوىعح الاعذاد الٌسثيح ( 1)هلاحظاخ: 

   يدًٕعخ قبثهخ نهعد 

   يدًٕعخ غٛس يفزٕ خ ٔغٛس يغهقخ 

    ٙفئٌ   فٙ   ، فلأ٘ فزسح يفزٕ خ  يدًٕعخ كثٛفخ ف    ∅ 

                  

 .         اذكس خٕاص انًدًٕعبد توريي: 

 فئٌ     إذا كبَذ ( 2)

                                      

  أهثلح:

                    ∅    

                  ∅  ∅    

                         ∅          

                    ∅  

 .   فئٌ   َقةخ  دٔدٚخ نًدًٕعخ يغهقخ   إذا كبَذ ًظريح: 

    ٔ ٛيييث إٌ       َقةيييخ  دٔدٚيييخ. فيييئٌ     ثفيييسع انعكيييط، أٌ الثرهااااى: 

َقةيخ   . ْيرا ُٚيبقغ كيٌٕ        ثحٛيث   يدًٕعخ يفزٕ يخ ظيزٕخد فزيسح يفزٕ يخ 

 .    دٔدٚخ، ٔنرن  
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 ركٌٕ يغهقخ إذا ٔفقؾ إذا ا زٕد كم َقبؽٓب انحدٔدٚخ.  انًدًٕعخ ًتيجح: 

 انًدًٕعخ انًفزٕ خ ْٙ ارحبد نفزساد يفزٕ خ.ًظريح: 

 يززبثعييخ يييٍ فزييساد يفزٕ ييخ ثحٛييث     يدًٕعييخ يفزٕ ييخ ظييزٕخد   ، إذا كبَييذ تعثااارج أخااري

      . 

 .   ، أ٘ أٌ ∅     يدًٕعخ يفزٕ خ ٔيغهقخ فئٌ   إذا كبَذ ًظريح: 

 هلاحظح:

ٚكييييٌٕ َقةييييخ     انعييييدد 

داخهٛييخ نًدًٕعييخ غٛييس خبنٛييخ 

 إذا   

1 )    

  ( رٕخيييييد فزيييييسح يفزٕ يييييخ 2

 ثحٛث

      

ٚكييييٌٕ َقةييييخ     انعييييدد 

 دٔدٚييخ )أٔ  دٚييخ( نًدًٕعييخ 

  ، ٔنييييٛط ثبنؼييييسٔزح  

  ، إذا نكيييم فزيييسح يفزٕ يييخ  

 ٚزحقق  رحٕ٘ 

    ∅     

    ∅ 

ٚكييييٌٕ َقةييييخ     انعييييدد 

، ٔنيييٛط  ريييساكى نًدًٕعيييخ 

، إذا نكيييم    ثبنؼيييسٔزح 

  رحيييييٕ٘   فزيييييسح يفزٕ يييييخ 

 ٚزحقق

     { }  ∅ 

 

 (:Bolzano-Weierstrass Theoremفيرشتراس -ًظريح )ًظريح تلزاًى

 نكم يدًٕعخ لآَبئٛخ ٔيحدٔدح رٕخد َقةخ رساكى.

 ثحٛث       يدًٕعخ لآَبئٛخ ٔيحدٔدح، ظٕٛخد     نزكٍ الثرهاى: 

                  

(   إنييٗ خييصئٍٛ، فييئٌ أ ييد اندييصئٍٛ )نييٛكٍ          . ثزقعييٛى انفزييسح        ٔيييٍ  ييى 

يدًٕعيخ يحيدٔدح، ْٔيرا ُٚيبقغ   ، خ ف ذني  ركيٌٕ  ٚحزٕ٘ عهٗ عدد لآَبئٙ يٍ عُبطس 

ْٙ انفزسح اندصئٛخ انزٙ رحزيٕ٘ انعيدد    إنٗ فزسرٍٛ، ٔنزكٍ    انًعةٗ. يسح  بَٛخ، ثزقعٛى انفزسح 

. ثبلاظييييزًساز فييييٙ ْييييرا الاخييييساء َحظييييم عهييييٗ يززبثعييييخ انفزييييساد  ٙ يييييٍ عُبطييييس ان َٓييييبئ

  ٛث     انًزعششخ

                       
 

 
      

ثحٛييث     . ثحعييت خبطييٛخ انفزييساد انًزعششييخ ٕٚخييد   رسيييص نةييٕل انفزييسح        ٛييث 

نكييم  ∅  { }      فييئٌ   رحييٕ٘   الأٌ نكييم فزييسح يفزٕ ييخ .    نكييم      
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     . فئٌ  ( رحزٕ٘ عهٗ عدد لآَبئٙ يٍ عُبطس    )نكم    . ٔ ٛث إٌ    

 . ْٔرا ٚكًم انًةهٕة.∅  { }
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 الثاًي الفصل

 REAL SEQUENCES الحقيقيح الوتتاتعاخ

، أ٘ رحييدد نكييم عييدد     ( ثحٛييث  إنييٗ   )يييٍ     انًززبثعييخ ْييٙ دانييخ تعريااف: 

)َٔكزيت      ييٍ انًززبثعيخ   ٚعًٗ ثبنعُظس زقيى    . انعدد   عدد  قٛقٙ ٔ ٛد    ؽجٛعٙ 

       كرن  
  ٔ       (. 

 ايثهخ نهًززبثعبدأهثلح: 

(
 

 
)  {  

 

 
 
 

 
  }                

        {           }  

(   (
 

 
))  ,        

 

 
    

 

 
  -  

          {                  }  

 {  }      أن واضر  .     المتتابعرة عناصرر مجموعة تسمى {  } المجموعة ملاحظة:

{  } العناصرر مجموعرة               للمتتابعة فمثلا، عامة.  وللمتتابعرة .{    } 

{  } هي العناصر مجموعة فإن               { }. 

تحرو    إذا كانت كل فترة مفتوحة   أنها تتقارب إلى عدد حقيقي      يقال لمتتابعة تعريف: 

           ونكتب  ابتداء من عنصر ما.   ة تحتو  على جميع عناصر المتتابع  

)المتتابعة مثال: 
 

 
الذ     يوجد العدد الطبيعي     . لأنه لكل    تتقارب إلى العدد  (

يحقق 
 

  
نج أن      ، ومن ثم فإنه لكل   

 

 
. هذا يعني أن الفترة المفتوحة        

تحتو  جميع العناصر        )الاختيارية( 
 

 
 .     لكل  

 يمكن إعادة تعريف المتتابعة التقاربية كما يلي:

يوجرد معطرى     إذا كران لكرل   أنها تتقارب إلى عدد حقيقري      يقال لمتتابعة تعريف: 

 .     لكل               بحيث    العدد الطبيعي 

معطرى يوجرد     إذا كران لكرل   أنها تتقارب إلى عدد حقيقري      يقال لمتتابعة تعريف: 

 .     لكل           بحيث    العدد الطبيعي 
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ولا تحرو    تحو    إذا وجدت فترة مفتوحة   لا تتقارب إلى العدد      المتتابعة ملاحظة: 

 .  عدد لانهابي من العناصر 

)اثبت أن المتتابعة مثال: 
 

   
)
   

 .   تتقارب إلى العدد  

بحيرث      فإنه بحسب خاصية ارشميدس يوجرد     إذا كان الحل: 
 

    
)؟!(.     

|يكررررون      وبالتررررالي لكررررل 
 

   
  |  

 

   
 

 

    
. وهررررذا يثبررررت المطلرررروب   

      
 

   
   . 

      اثبت أن  مثال:
    

 
  . 

بحيررث      بحسررب خاصررية ارشررميدس يوجررد  ،عطررى فررإنم    لكررل : الحللل
 

  
    .

|نجد أن      ومن ثم، لكل 
    

 
  |  

 

 
 

 

  
  . وهذا يثبت المطلوب.  

 اثبت أن :مثال

   
   

 

    
 

 

 
         

   

    

     
    

 كتمرين.متروك الحل: 

 .           فاثبت أن       إذا كان مثال: 

  . أو         . وهذا يكافا     نريد أن     إذا اعطينا نقاش: 
   

   
 لأن 

      . 

بحيررث   ، بحسررب خاصررية ارشرميدس يوجررد العرردد الطبيعرري          لكررل الحلل: 

  
   

   
(.      )لأن         فإن     . وبالتالي لكل     ومن ثم  

 .          هذا يثبت أن 

  الحقيقية للمتتابعات النهايات نظريات

 النهاية لمتتابعة، إن وجدت، تكون وحيدة. نظرية:
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 متتابعة من أعداد حقيقية، وبفرض أن     إذا كانت البرهان: 

   
   

           
   

     

 بحيث        يوجد      لكلفإنه 

       
 

 
                        

 

 
                        

 تتحقق. وبالتالي فإن     تالمتباينا    فإنه لكل  {     }     الان يمكن إيجاد 

                                      

 .   ، هذا يعني أن        . ومن ثم فإن    لكل 

تتقارب إذا وفقط        عدد طبيعي فإن المتتابعة   متتابعة، وكان      إذا كانت نظرية: 

 .                   متقاربة، وأن      إذا كانت 

 بحيث لكل    معطى يوجد     فإنه لكل           ( إذا كانت 1)البرهان: 

 ( فإن     )أو       . وبالتالي لكل          فإن     

           

 .                       وهذا يثبت أن 

 بحيث لكل    معطى يوجد     فإنه لكل             إذا كانت ( 1)

 فإن            . وبالتالي لكل           فإن      

         

 .                       وهذا يثبت أن 

متتابعررة مررن أعررداد حقيقيررة      متتابعررة مررن أعررداد حقيقيررة، وكانررت      إذا كانررت نظريللة: 

 لكل            عدد حقيقي بحيث     ، وكان           موجبة بحيث 

 .          فإن      

   يكون     بحيث لكل     يوجد     لكل البرهان: 
 

 
    وبالتالي لكل . 
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 وهو المطلوب.           هذا يثبت أن 

      فاثبت أن     إذا كان  مثال:
 

     
  . 

 . وبالتالي فإن         فإن      لكل الحل: 

 

     
 

 

   
 (

 

 
) (

 

 
)  

  وحيث إن 
 

 
و  

 

 
فإن    

 

     
  . 

 .          فاثبت أن       إذا كان مثال: 

  بحيث     فإنه يوجد عدد حقيقي       إذا كان  الحل:
 

   
.  

 . وبالتالي فإن   و      لكل               من متباينة برنولي

   
 

      
 

 

     
 (

 

 
) (

 

 
) 

  وحيث إن 
 

 
و  

 

 
 .    فإن    

       اثبت أن مثال: 
 

   . 

   فرإن     لكرل الحل: 
 

بحيرث    يوجرد عردد حقيقري موجرب     ولرذلك، لكرل  . 

 
 

    . وبالتالي       
 

 . من جهة ثانية، وبتطبيق نظرية ذات الحدين فإن   

                 
      

 
  

    

   
      

 
  

                                           

    ومنها فإن
√ 

√ 
   

 ومن ثم

   
   

( 
 
   )     

   
     

 وهذا يكافا المطلوب.

 أنها     يقال لمتتابعة تعريف: 
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 .   لكل      بحيث   إذا وجد عدد حقيقي ( محدودة من أعلى 1)

 .   لكل      بحيث   ( محدودة من أسفل إذا وجد عدد حقيقي 1)

 ( محدودة إذا كانت المتتابعة محدودة من أعلى ومن أسفل.3)

 كل متتابعة تقاربية تكون محدودة.نظرية: 

يوجررد العرردد     . فإنرره للعرردد    وتتقررارب إلررى   متتابعررة فرري      لررتكن البرهللان: 

يكرررررون     . وبالترررررالي لكرررررل         يكرررررون     بحيرررررث لكرررررل   الحقيقررررري 

          . 

.       يكررون     فإنرره لكررل  {                      }     لرريكن 

 وهذا يثبت المطلوب.

محردودة وليسرت         ليس كل متتابعرة محردودة تكرون تقاربيرة، فمرثلا المتتابعرة ملاحظة: 

 تقاربية )متذبذبة؟!(

فرررإن     تتقررارب علرررى الترتيررب إلرررى   متتابعررات فررري           إذا كانرررت  (1) نظريللة:

 وأن                        المتتابعات التالية تقاربية

   
   

           
   

      
   

        

   
   

          
   

      
   

        

         وكانررت     لكررل      بحيررث   متتابعررة فرري      ( وإذا كانررت 1)

)، فإن المتتابعة    
  

  
 متقاربة وأن  (

   
   

  

  
 

   
   

  

   
   

  
 

 

 
 

 نكتفي ببرهان بعض النتابج البرهان:

 بحيث         يوجد     ( نهاية متتابعة المجموع: من الفرض فإنه لكل 1)
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 يكون {     }     الي لكل وبالت

                              
 

 
 

 

 
    

 ( نهاية متتابعة القسمة: في هذه الحالة لدينا 1)

|
  

  
 

 

 
|  

      

    
 

         

       
                                     

       بحيررث       متتابعررة محرردودة، أ  يوجررد      الآن مررن الفرررض فررإن 

 بحيث         يوجد     ، وأنه لكل  لكل 

 

 
       

 

 
          

   

    
       

 

 
           

 يكون    ، باستخدام  {     }     وبالتالي لكل 

|
  

  
 

 

 
|  

      

    
 

         

       
 

 

 
       

   

    
      

 
 

 
 

 

 
   

 (.1طلوب )وهذا يثبت الم

 أمثلة:

     
   

    

   
    

   

        

   
 

    
   

(  
 

   
)        

   

 

   
           

     
   

 

       
    

   

 
 

  
 
 

 
 
  

 
 

     
   

 .   فإن      ، وكان    لكل      إذا كان  نظرية:

( يوجررد   )    فإنرره للعرردد      . وحيررث إن    بفرررض العكررس، أن  البرهللان:

 بحيث    
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. هررذا    لكررل      . وهررذا ينرراوض كررون            ومررن ثررم نجررد أن 

 ، وهو المطلوب.   التناوض يستلزم أن يكون 

 .   فإن           ، وكان    لكل       إذا كان  نظرية:

 ومن ثم        فإن     لكل البرهان: 

     
   

           
   

      
   

       

 يعني تحقق المطلوب.وهذا 

 نظرية: 

 .      حيث       فإن      وكان     لكل        إذا كان 

         فرإن                       عررف المتترابعتين البرهان: 

 ثم، بحسب النظرية السابقة، فإن. ومن    لكل 

     
   

      
   

        
   

     

 وها هو المطلوب.

 (Squeeze Theoremنظرية: )نظرية المحصور 

فررررإن                     ، وكرررران    لكررررل          إذا كرررران 

          . 

 يكون    بحيث لكل     يوجد عدد حقيقي     لكل البرهان: 

                  

 لدينا    من جهة ثانية، فإنه لكل 

               

    ه لكل وهكذا فإن

                    

 .          وهذا يعني أن 

      ( اثبت أن 1 أمثلة:
    

 
   

 فإن     لكل  الحل:
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 )      وحيث إن 
 

 
)       فإن    

    

 
  . 

 )( مستخدما نظرية المحصور ادرس تقارب المتتابعات 1
 

  )       
 

  . 

  فإن    ( لكل 1)الحل: 

   
 
    

 
  

 وبالتالي

   
   

 
 
       

   
 

 
      

 ( حيث إن 1)

                

 فإن

      
 
       

 
    

 
          

 ومن ثم فإن

   
   

 
 
       

   
    

 
      

 ، والعكس ليس بالضرورة صحي .        فإن      إذا كان نظرية: 

 فإن    لكل البرهان: 

|        |         

 من ذلك يمكن للقارئ بسهولة اثبات صحة المطلوب.

هي              ، ليست تقاربية بينما         ، حيث     المتتابعة ملاحظة: 

 متتابعة تقاربية.

  يوجررد العرردد الطبيعرري     . فإنرره للعرردد    تتقررارب إلررى          بفرررض أن 

 .             يكون    بحيث لكل 

 تجد أن  عددا فرديا أكبر من   الان خذ 
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 فإن  زوجي أكبر من  هو عدد  من جهة ثانية، لأ  

                               

 متتابعة غير تقاربية.         هذا التناوض يثبت أن 

      متتابعة من أعداد حقيقية موجبة، وكران      إذا كان نظرية: 
    

  
فرإن      

 .          تقاربية وأن      المتتابعة 

. لهذا        ، ومن ثم يكون        بحيث     يوجد عدد البرهان: 

|يكون     بحيث لكل   يوجد بالتالي عدد طبيعي   العدد 
    

  
  | . ومنهرا،     

    لكل 

    

  
           

    أ  أنه لكل 

                                               

 ومن ثم يتحقق المطلوب.     فإن       وحيث إن 

      ( أوجد 1أمثلة: 
   

   
 

   عرف  الحل:
   

   
 ، وأن لكل      . واض  أن    لكل  

    

  
 0

       

       
1

̇    

   
 

  

  
 

 

 
    

      ولذلك، بتطبيق نظرية النسبة فإن 
   

   
  . 

 كل من المتتابعاتفادرس تقارب           ( إذا كان 1

             (
  

  
)        (

 

  
)  

 فإن    لكل       ( ليكن 1) الحل:

        
    

  
 

    

  
     

 .                   ومن ثم فإن 
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   ( ليكن 1)
  

  
 فإن    لكل  

     
    

  
 (

 

 
)
   

(
 

 
)
 

 
 

 
 

)  فإن المتتابعة       فإذا كانت 
 

 
)
 

 تتقارب إلى الصفر. 

   ( عرف 3)
 

  
 فإن    لكل  

     
    

  
 

   

    
 
  

 
 

 

 
(  

 

 
)  

 

 
   

      ولذلك فإن 
 

  
  . 

      ( احسب 3
         

     
 .     علما بأن  

 فإن    لكل الحل: 

   
         

     
 

    [(
 
 
)
   

  ]

  *(
 
 
)
 

  +
  

      

    
   

  وحيث إن 
 

 
 وهو المطلوب.     ومن ثم             فإن    

 MONOTONE SEQUENCES المطردة المتتابعات

. وإذا    لكرل         أنها تزايديرة إذا كران   في      يقال لمتتابعة ( 1) تعريف:

 أنها تزايدية فعلية.     يقال للمتتابعة         كان 

 . وإذا كان   لكل         أنها تناوصية إذا كان   في      يقال لمتتابعة  (2)

 أنها تناوصية فعلية.     يقال للمتتابعة          

 تكون ثابتة.     فإن المتتابعة     كل         إذا كان  (3)

 أنها مطردة إذا كانت تزايدية أو تناوصية.  في      ابعة يقال لمتت( 4)

  )         المتتابعررات أمثلللة: 
 

 
)
 

)تزايديررة فعليررة، المتتابعررات  
 

 
)  (

 

تناوصررية  (  

 فعلية.
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مررن المهررم أخررذ الأمثلررة التاليررة فرري بررين اطررراد متتابعررة وتقاربهررا  عنررد دراسررة العلاوررةملاحظللة: 

)هي مطردة )تزايدية فعلية( وليسرت تقاربيرة، المتتابعرة     الاعتبار. المتتابعة 
     

 
ليسرت  (

)مطردة )ليست تزايدية ولا تناوصية( لكنها تتقارب إلى الصفر، بينما المتتابعة 
 

 
هي تناوصية  (

  فعلية )أ  مطردة( ومحدودة )حيث 
 

 
 ( وتتقارب إلى الصفر.  

 (Monotone Convergence Theorem)نظرية التقارب المطرد نظرية: 

 تكون تقاربية إذا وفقط إذا     فإن   متتابعة مطردة في      إذا كانت 

         تزايديرررررة ومحررررردودة مررررررن أعلرررررى، وعندبرررررذ يكررررررون      كانرررررت  (1)

   {      }. 

         تناوصرررررية ومحررررردودة مرررررن أسرررررفل، وعندبرررررذ يكرررررون      كانرررررت  (1)

   {      }. 

 (.1( وبالمثل يمكن برهان الحالة )1قط الحالة )سنبرهن فالبرهان: 

 . ومن ثم، يوجد لكل      بحيث   متتابعة محدودة سيوجد عدد حقيقي      إذا كانت 

      {        }  

وبالتررالي يوجررد      لرريس حررد علويررا لمجموعررة عناصررر المتتابعررة      فررإن     لكررل 

تزايديرة فإنره      . وحيث إن المتتابعة                بحيث    العنصر 

بحيررث لكررل   يوجررد العرردد الطبيعرري     . وهكررذا فإنرره لكررل       يكررون    لكررل 

 يكون    

             

 ، وهو المطلوب.           وهذا يثبت أن 

  )   حيث      ادرس تقارب المتتابعة  :(1) لامث
 

 
)
 

 .   لكل  

 واض  أن الحل:

        
 

 
       

  

  
    

نجد  Binomial Theorem كما يلي: بتطبيق نظرية ذات الحدين        اثبات أن  يمكن

 أن
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(  

 

 
)  

 

  
 (  

 

 
) (  

 

 
)   

 
 

  
 (  

 

 
) (  

 

 
) (  

   

 
) 

 . بالمثل لديناحد موجب    يتكون من    واض  أن 

         
 

  
(  

 

   
)  

 

  
 (  

 

   
) (  

 

   
)   

 
 

  
 (  

 

   
) (  

 

   
) (  

   

   
)

 
 

      
 (  

 

   
)(  

 

   
) (  

 

     
) 

، أ  أن المتتابعررة  لكررل         حررد موجررب. هررذا يعنرري أن     والررذ  يتكررون مررن 

 نجد أن    من جهة ثانية، من  تزايدية.     

     
 

  
 

 

  
   

 

  
                                               

   
 

 
 

 

  
   

 

  
   (  

 

  
)    

تقاربيرة      . وبالترالي، فالمتتابعرة  محدودة مرن أعلرى بالعردد      ، أ  أن المتتابعة  لكل 

 وأن

   
   

      2(  
 

 
)
 

    3   

 هذه النهاية بطريقة أسهل نستخدم صيغة أويلر للأعداد الحقيقية حيث لإيجاد

   (  
 

 
)
 

    {   (  
 

 
)} 

 ولذلك فإن

   
   

      [    
   

   (  
 

 
)]       

 حيث     تقارب المتتابعة  ادرس (:2مثال )
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فإن     لكل الحل: 
 

   
 ، أ  أن المتتابعة تزايدية. لكل         . وبالتالي   

 من جهة ثانية، لدينا

             
 

 
         

 

 
 

 

 
 

 بوجه عام فإن

     
 

 
 

 

 
   

 

 
                                                                                

   
 

 
 (

 

 
 

 

 
)  (

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
)    (  

 

  
)           

   
 

 
 (

 

 
 

 

 
)  (

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
)    (

 

  
   

 

  
) 

   
 

 
                                                                                                    

  )وحيث إن المقدار 
 

 
غير محدودة ومن ثرم فهري ليسرت      غير محدود فإن المتتابعة  (

 تقاربية.

 حيث     ادرس تقارب المتتابعة (: 3مثال )

             
 

 
{      }        

     واض  أن  الحل:
 

 
 . الان نثبت أن   

 ، نفرض صحتها عندما   . حيث إن المتباينة صحيحة عندما  لكل      ( 1) 

     نجرررد أن       . عنررردما     ، أ      
 

 
{      }  

 

 
   ،

. هذا يعني    وذلك من فرض صحتها عندما       أ  أن المتباينة صحيحة عندما 

 أن المتتابعة محدودة.

، أ  أن  لكرررل         ( مررررة ثانيرررة، باسرررتخدام الاسرررتقراء الرياضررري فرررإن 1) 

 المتتابعة تزايدية )مطردة(.

تقاربيرة ولريكن إلرى العردد الحقيقري      وبالتالي، بحسب نظرية التقارب المطرد فإن المتتابعرة 

 ث إن. وحي 

   
   

      
   

        
   

 

 
{     }  

 

 
,    

   
    - 
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  فإن 
 

 
  . ومنها {    }

 

 
. 

 .   لكل      √     و     حيث      بين تقارب المتتابعة (: 4مثال )

 بالاستقراء الرياضي يمكن اثبات أنالحل: 

                   

.  تزايديرة ومحردودة. وبالترالي فإنهرا تقاربيرة، ولريكن إلرى العردد الحقيقري      أ  أن المتتابعة 

 وحيث إن

   
   

        
   

       

 .   . ومنها   √  نحصل على      √     فإنه بأخذ النهاية لطرفي المتساوية 

 حيث       الاعداد الحقيقية بين تقارب متتابعة(: 5مثال )

             
 

 
(   

 

  
)              

  واض  أن الاعداد الحقيقية تحقق المعادلرة التربيعيرة الحل: 
. لرذلك              

      (، ومرن ثرم المميرز  دلة لهرا حرل حقيقري )فري فهذه المعا
غيرر سرالب. وبالترالي      

    
  ، أ     لكل     

لمتتابعة محدودة من أسرفل . هذا يثبت أن ا   لكل     

 .   بالعدد 

 من جهة ثانية، فإن

           
 

 
(   

 

  
)  

  
   

   
   

 . هذا العدد يحقق المعادلة تثبت أن المتتابعة تناوصية. وبالتالي فإن المتتابعة تقاربية وليكن إلى 

  
 

 
(  

 

 
) 

 . √  ومنها نجد أن 

  SUBSEQUENCES الجزئية المتتابعات

فإن المتتابعة   متتابعة تزايدية فعلية في      ، وكانت  متتابعة في      إذا كانت تعريف: 

    
 .    تسمى متتابعة جزبية من المتتابعة   

 .          متتابعة تزايدية فعلية      نقصد بأن ملاحظة: 
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   إذا كانت  أمثلة:
 

 
     فإن المتتابعات التالية جزبية من  

  (
 

  
)    (

 

    
)    (

 

  
) 

     بينما المتتابعة التالية ليست جزبية من 

  (
 

 
   

 

 
   

 

 
  )   

 متتابعة بحيث      وإذا كانت 

             
 

 
                

 :    فإن المتتابعة التالية جزبية من 

        
 

 
           

 

 
 

 

  
   

 

     
  

 .   لكل      فإن   متتابعة تزايدية فعلية في      إذا كانت تمهيدية: 

لأ  عرردد طبيعرري. بفرررض أنرره لعرردد مررا      باسررتخدام الاسررتقراء الرياضرري فررإن البرهللان: 

 وبالتالي         . فإن    أن     

              

 البرهان.وهذا يكمل 

   )فإن كل متتابعة جزبية   إذا كانت متتابعة تتقارب إلى عدد حقيقي نظرية: 
تتقرارب إلرى  (

 . 

  يعطررى يوجررد عرردد طبيعرري     ، فإنرره لكررل  متتابعررة تتررارب إلررى      لررتكن البرهللان: 

 بحيث

                                                    

 ، ومن ثم يكون      نجد أن      كان السابقة فإن إذابحسب التمهيدية 

|   
  |    

   )وهذا يثبت أن المتتابعة الجزبية 
 . تتقارب إلى  (

 .          فاثبت أن       ( إذا كان 1)أمثلة: 
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متتابعرررة      ، هرررذا يعنررري أن    لكرررل        مرررن المعطرررى واضررر  أن  الحلللل:

متتابعرة تناوصرية.      فرإن       و     لكرل         محدودة. وحيرث إن 

 نجد أن      . فإن للمتتابعة الجزبية  متتابعة تقاربية، ليكن إلى      وبالتالي، فإن 

   
   

       
   

           
   

    (    
   

  )
 

    

 مرفوض؟(.    )    وهذا يعني أن          ، أو     ولذلك، فإن 

       ( اثبت أن 1)
 

 .   إذا كان     

 )واضر  ان     فالنتيجرة متحققرة ولا نحترال إلرى برهران. لكرل     إذا كران الحل: 
 

 ) 

. مررن  . لررذلك فهرري تقاربيررة، ولرريكن إلررى العرردد  متتابعررة تناوصررية ومحرردودة مررن أسررفل بالعرردد 

 النظرية السابقة فإن

   
   

 
 
      

   
 

 
          

   
 

 
   √    

   
 

 
  √  

 مرفوض؟(.     )    ، أ  أن  √  تحقق المعادلة   وبالتالي فإن 

 (Divergence Criteria)معيار التباعد نظرية: 

 متتابعة تتحقق لها احدى الخاصيتين التاليتين فإنها متتابعة تباعدية.     إذا كانت 

 .                 تتقاربان ولكن           توجد متتابعتين جزبيتين   (1)

 غير محدودة.     المتتابعة   (1)

 تباعدية.          ( المتتابعة 1)أمثلة: 

 ، ولكن المتتابعة الجزبية تتقارب إلى                       المتتابعة الجزبية 

ب النظريررررة السررررابقة . وبحسرررر  تتقررررارب إلررررى                           

 متتابعة تباعدية.  نستنتج أن 

  )  ( المتتابعة 1)
 

 
   

 

 
 تباعدية.  (  

)         فالمتتابعة الجزبية 
 

  
 . لكن المتتابعة الجزبية تتقارب إلى  (

متتابعة غير محدودة ومن   . هذا يعني أن ليست محدودة                        

 ثم تباعدية.
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 .     تباعدية. في هذا المثال نحتال إلى تذكر خواص دالة         ( المتتابعة 3)

    حيث إن لكل 

   *
 

 
        +     [

  

 
        ]  

 

 
   

     
 

 
        (

 

 
         

  

 
        )  

هو    وحيث إن طول الفترة 
  

 
 

 

 
 

  

 
عددان طبيعيان، ليكن    فسيوجد في الفترة    

متتابعرة تزايديرة فعليرة. وبالترالي فرإن      ، أ  ان        لاحرظ أن   العرددين. أحد   

 المتتابعة

                    [
 

 
  ]             

    لكل . من جهة ثانية، فإنه  جزبية من المتتابعة 

   [
  

 
        ]     [

   

 
        ]   

 

 
   

      
 

 
        .

  

 
         

   

 
        /  

هو    وحيث إن طول الفترة 
   

 
 

  

 
 

  

 
عرددان طبيعيران،    فسريوجد فري الفتررة    

متتابعررة تزايديرررة فعليرررة.      ، أ  ان        لاحرررظ أن   العررددين. أحرررد   لرريكن 

 وبالتالي فإن المتتابعة

                     [    
 

 
]             

 . جزبية من المتتابعة 

على الأول واحدة من هاتين المتتابعتين تقع جميع عناصرها خارل   الآن، فإنه لأ  عدد حقيقي 

 الفترة 

      
 

 
      

عردد اختيرار  فرإن     . وحيرث إن  لا يكرون نقطرة نهايرة للمتتابعرة   هرذا يثبرت أن العردد 

 تكون تباعدية.  المتتابعة 

 لكل      إذا كان      ( للمتتابعة Peakأنه ومة )ذروة    يقال للعدد الحقيقي تعريف: 
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    . 

 (Bolzano-Weierstrass Theorem فيرشتراس –نظرية بلزانو )نظرية: 

 لكل متتابعة محدودة متتابعة جزبية تقاربية

.     فإن     لكل      . فإذا كانت  متتابعة محدودة في      لتكن  البرهان:

 متتابعة غير ثابتة سيوجد بالمتتابعة عدد من القمم، ويكون لدينا إحدى الحالتين.     وإذا كانت 

   إذا كرران للمتتابعررة عرردد لانهررابي مررن القمررم، ولررتكن  (1)
    

فإنهررا تكررون    

   )متتابعة جزبية 
 مطردة ومحدودة ومن ثم تقاربية، وهذا يثبت المطلوب. (

    ، ولتكنإذا كان للمتتابعة عدد منتهي من القمم (1)
    

      
 . 

   ، فررررإن        فررررإذا كرررران 
وبالتررررالي يوجررررد      لرررريس ومررررة للمتتابعررررة  

   
    

   ، ومن ثم يوجرد       حيث  
    

تتكرون  . وهكرذا     و  

(   
متتابعرة تزايديرة      ، حيث     متتابعة تزايدية جزبية من المتتابعة الأصل  (

   ). المتتابعة الجزبية  فعلية في 
مطردة ومحدودة، ولذا، فهي تقاربية. وهذا يكمل  (

 الاثبات.

 LIMIT SUPERIOR AND LIMIT INFERIOR الدنيا والنهايات العليا النهايات

فيرشررتراس توجررد -المتتابعررة المحرردودة ليسررت بالضرررورة تقاربيررة، ولكررن بحسررب نظريررة بلزانررو

   )متتابعة )أو ربما متتابعات( جزبية منها تقاربية. ويقال لنهاية متتابعة جزبية 
من متتابعة  (

  . فرإذا كانرت     ( للمتتابعرة subsequential limitأنها نهاية تتابع جزبري )     محدودة

مجموعة محردودة.   جموعة نهايات كل المتتابعات الجزبية التقاربية من متتابعة محدودة، فإن م

         ، حيررررررث     فمررررررثلا للمتتابعررررررة 
 

 
، حيررررررث      فررررررإن     لكررررررل  

      ، حيررررث        . بينمررررا  ، متتابعررررة جزبيررررة تتقررررارب إلررررى          

 

    
. مثرال خخرر، حيرث {    }  وبالترالي، فرإن  .  ، متتابعة جزبية متقاربة إلى   

تكرون متتابعرة       إن مجموعة الأعداد النسربية وابلرة للتررويم فرإن الأعرداد النسربية فري الفتررة 

هرو نهايرة       فري الفتررة   . ومن خاصية الكثافة للأعداد النسربية فرإن كرل عردد حقيقري     

 .       ي فإن، وبالتال    المتتابعة  لمتتابعة جزبية من

 متتابعة محدودة، وكان     للمتتابعات المحدودة يمكن رصد الملاحظة التالية. إذا كانت 
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      {      }          {      }               

لكرررل            تنتمررري إلرررى الفتررررة          فرررإن جميرررع عناصرررر متتابعرررة الرررذيل 

، وبالتالي          لكل         متعششة، أ  أن    ، الفترات          

 مطردة ومحدودة، ومن ثم فهي تقاربية.           فإن المتتابعات 

بالإضررافة لمررا سرربق يمكررن رصررد الملاحظررة التاليررة عررن سررلوك نهايررات المتتابعررات الجزبيررة مررن 

عرردد منتهرري مررن ورريم علررى الأكثررر ل     عرردد حقيقرري بحيررث   متتابعررة محرردودة. إذا كرران 

. خررلاف ذلررك،  تتقررارب إلررى عرردد أكبررر مررن      ، فإنرره لا توجررد متتابعررة جزبيررة مررن    

عردد حقيقري بحيرث   بعبارة أخرى، إذا كان  . أكبر من    سيوجد عدد لانهابي من العناصر 

بعة جزبيرة بحيث يكون نهاية لمتتا  ، فإنه لا يوجد عدد حقيقي أكبر من    لكل      

 . هذه الملاحظة تؤد  إلى التعريف التالي لنهاية أصغر حد علو .    من 

 متتابعة محدودة فإن     إذا كانت تعريف: 

   
   

         
   

   
   

   

 .        تسمى النهاية العليا )أو نهاية أصغر حد علو ( ويرمز لها بالرمز 

  يوجد عدد منتهي   بحيث لكل   هذه النهاية تمثل أكبر حد سفلي لمجموعة الاعداد ملاحظة: 

ان تتقررارب      وهرري أكبررر نهايررة يمكررن لمتتابعررة جزبيررة مررن  .   لكررل      بحيررث 

 إليها.

 متتابعة محدودة فإن     إذا كانت تعريف: 

   
   

         
   

   
   

   

  .        ليا )أو نهاية أصغر حد علو ( ويرمز لها بالرمز تسمى النهاية الع

يوجد عدد منتهي   بحيث لكل     لمجموعة الاعداد علوحد  أصغرهذه النهاية تمثل ملاحظة: 

ان تتقارب      وهي أصغر نهاية يمكن لمتتابعة جزبية من  .   لكل      بحيث   

 إليها.

)      إذا كررررران                         ( اوجرررررد 1): أمثللللللة
  

 
لكرررررل  (

   .  

 واض  أن عناصر المتتابعة هي الحل:

√ 

 
 
√ 

 
    

√ 

 
  

√ 

 
   

√ 

 
 
√ 

 
    

√ 

 
  

√ 
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 وبالتالي فإن

   
   

     

    
   

   2
√ 

 
 
√ 

 
    

√ 

 
  

√ 

 
   

√ 

 
 
√ 

 
    

√ 

 
  

√ 

 
    3

 
√ 

 
 

 وأن

   
   

     

    
   

   2
√ 

 
 
√ 

 
    

√ 

 
  

√ 

 
   

√ 

 
 
√ 

 
    

√ 

 
  

√ 

 
    3

  
√ 

 
 

    ، لكل إذا كان                        اوجد ( 1)

   {
 

 
                  

 
                         

 

 عرف الحل:

      {      }          {         } 

 فإن

   
   

         
   

         
   

         
   

   

   )لمتتابعة الذيل       الجدول التالي يوض  ويم 
          لقيم   (

                   

    
 

 
   

 
   

 
   

 
   

 
   

 
   

 
  

    

                    

 ومن ذلك نجد أن 
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        {
 

 
                  

 

 
 

                  

  

 وهكذا، فإن 

   
   

         
   

           
   

         
   

      

 تمرين:

            ، بحيررررررررث  متتررررررررابعين محرررررررردودتين فرررررررري           إذا كانررررررررت 

                

 .                                          فاثبت ان

     المتتابعات الجزبية من متتابعرة كل مجموعة نهايات   من جهة ثانية، إذا كانت ملاحظة: 

 فإن

   
   

                 
   

           

    إذا كررررران                         ( اوجرررررد 1: )أمثللللللة
   (

  

 
)

لكرررررل  

   . 

 واض  أن الحل:

     (    
 
         

   (
  
 

)
         

   (
  
 

)
  ) 

 (    
 

 
       

 

 
      )             

 تقاربية وهي لمتتابعات جزبيةمن الملاحظ أن توجد فقط ثلاث نهايات 

   
   

         
   

 

    
            

   
       

   
     

   
   

         
   

          

. {     }  هري      ات الجزبية مرن متتابعرة وبالتالي فإن مجموعة نهايات كل المتتابع

 .                                 ومن ثم فإن 

 إذا كان                        ( اوجد 1)
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{
 

 
 

   
                

 
 

   
                 

 

 بإعادة كتابة المتتابعة على الصورة الحل:

{          }  {
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
  } 

 هما  لدينا امكانيتين للحصول على نهايات لمتتابعات جزية

     
   

         
   

    

  
         

   
       

   

 

    
  

 .                                 وبالتالي فإن 

 .                        إذا وفقط إذاتقاربية  تكون      المتتابعةنظرية: 

   المتتابعة مثال: 
      

   
 تباعدية حيث 

   
   

           
   

          

 CAUCHY SEQUENCES كوشي متتابعات

  معطرى يوجرد عردد طبيعري     انهرا متتابعرة كوشري إذا لكرل      يقال لمتتابعة تعريف: 

  .         يكون       بحيث لكل 

)فمررثلا، المتتابعررة 
 

 
بحيررث   يوجررد عرردد طبيعرري     كوشرريه لأنرره لكررل  (

 

 
 

 

 
)بحسررب  

فإن       خاصية ارشميدس(. وبالتالي لكل 
 

 
 

 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 
 

 

 
 . ومن ثم يكون

|
 

 
 

 

 
|  

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
    

 نجد    فإنه لأ        ليست كوشية، فإذا اعطينا العدد         ولكن المتتابعة 

                     

 كل متتابعة تقاربية هي متتابعة كوشي.نظرية: 

  يوجد عدد طبيعي     ، فإنه لكل     متتابعة تقاربية، وليكن      لتكن  البرهان:

 بحيث
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 فإن      وبالتالي لكل 

                                        

 وهذا يثبت المطلوب.

 متتابعة كوشي هي متتابعة محدودة.تمهيدية: 

 بحيث  يوجد عدد طبيعي     متتابعة كوشية، فإنه لكل      إذا كانت البرهان: 

                     

 بحيث   يوجد العدد الطبيعي      وبالتالي، للعدد 

                   

 ومنها

                      

 الان ليكن

     {                         } 

 فإن

              

 هي متتابعة كوشية.     هذا يثبت أن المتتابعة الكوشية 

 هي تقاربية.  كل متتابعة كوشية في نظرية: 

متتابعة محدودة، ومن ثم لها نقطة تراكم      فإن   متتابعة كوشية في      لتكن البرهان: 

 . فيرشتراس على مجموعة عناصر المتتابعة( -انو ز)بتطبيق نظرية بل  

 بحيث      يوجد العددان الطبيعيان     وبناء على ذلك، فإنه لكل 

        
 

 
                                                            

|    |  
 

 
                                                                   

 نجد أن     والعدد     فإنه لكل  {     }     الان، ليكن 

       |      
|  |   

  |  
 

 
 

 

 
   

 وهذا يثبت المطلوب.
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 ادرس تقارب المتتابعة التالية، ثم اوجد نهايتها )إن وجدت(: (1) مثال

                     
 

 
                      

 أ  أن المتتابعة المعطاة ليست مطردة. من جهة ثانية            واض  أن الحل: 

          |   
 

 
         |  

 

 
                                 

                    
 

  
              

 

    
        

 

    
 

 نجد أن    ومنها فإنه لكل 

                                              

                                                  

                        
 

    
 

 

    
   

 

    

 
 

    
(  

 

 
   

 

      
) 

 
 

    
(  

 

    
)  

 

    
                                    

فإن     بحيث لكل   نجد العدد الطبيعي      وبالتالي إذا اعطينا 
 

    
. ومرن ثرم   

كوشرية، ومرن      يثبرت أن المتتابعرة ، وهذا          نجد أن       فإنه لكل 

، كنهايرة لمتتابعرة  الان، نعمرل علرى إيجراد العردد  . ثم فهي تقاربية، وليكن إلى العردد الحقيقري 

 لدينا .جزبية

                     
 

 
         

 

 
 

 

  
              

 

 
 

 

  
 

      
 

 
 

 

  
   

 

   
            

 

 
 

 

  
   

 

     
 

 فإن        للمتتابعة الجزبية 

        
 

 
[  

 

 
 

 

  
   

 

    
]    

 

 
[  

 

  
] 

 فإنومن ثم 

     
   

         
   

{  
 

 
[  

 

  
]}    
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 ادرس تقارب المتتابعة التالية(: 2مثال )

             
 

  
         

 

  
 

 

  
   

     

  
          

        واض  أن  الحل:
 

 
    

 

 
 . وهذا يبين أن المتتابعة ليست مطردة.

 عددان طبيعيان فإن    لأ  

      
     

      
   

       

  
  

        
 

      
   

 

  
  

 )اثبت ذلك بالاستقراء الرياضي(، فإن    لكل         وحيث إن 

        
 

  
 

 

    
   

 

    
 

 

    
 

           
 

  
[  

 

 
   

 

      
] 

         
 

    
[  

 

    
]  

 

    
 

 . العرردد  إلررىيكن لررمتتابعررة كوشررية، وبالتررالي فهرري تقاربيررة، و     هررذا يثبررت أن المتتابعررة 

 باستخدام مفكوك الدالة الاسية نلاحظ أن

   
   

      
   

0
 

  
 

 

  
   

       

  
1 

                                        
   

∑
       

  

 

   

 ∑
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 الثالث الفصل

 REAL SERIES الحقيقية المتسلسلات

هررري متتابعرررة      المتولررردة بالمتتابعرررة   متتابعرررة، فرررإن المتسلسرررلة      إذا كانرررت تعريلللف: 

 حيث     المجاميع الجزبية 

                               ∑   

 

   

   

   فمثلا، إذا كانت 
 

 
 فإن 

          
 

 
        

 

 
 

 

 
       ∑

 

 

 

   

   

)وبالتالي فإن المتسلسلة المتولدة بالمتتابعة 
 

 
∑هي  (

 

 
 
∑)أو باختصار نكتب     

 

 
.) 

           ، وكانرت     متتابعة المجاميع الجزبيرة لمتتابعرة      إذا كانت تعريف: 

∑المتسلسرلة  إنيقال    
 
∑، ونكترب  تقاربيرة إلرى        

 
. خرلاف ذلرك، إذا كانرت      

∑تباعدية فيقال إن المتسلسلة      المتتابعة    
 
 تباعدية.    

∑يسمى الحد العام )أو النوني( للمتسلسلة    العدد ( 1ملاحظة: )   
 
   . 

∑يسمى المجموع الجزبي النوني للمتسلسلة   ( العدد 1)   
 
   . 

∑)إن وجد( يسمى مجموع المتسلسلة   ( العدد 3)   
 
   . 

∑فادرس تقارب المتسلسلة     إذا كان ( 1)أمثلة:     
   . 

 المجموع الجزبي النوني لهذه المتسلسلة هوالحل: 

               {

                   
 

      

   
         

 

 وحيث إن
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   {
            
           

 

 فإن 

   
   

   {

 

   
           

 
                   

 

∑وبالتالي فإن     
 ، وعندبذ يكون مجموعها هو     تقاربية إذا كان     

   
   

             
   

      

   
 

 

   
   

 أ  أن

∑   

 

   

 
 

   
            

 نماذل أخرى للمتسلسلة الهندسية  .     وتكون المتسلسلة تباعدية إذا كان 

 

   
 

 

 

 

  
 
 

 ∑
  

    

 

   

           

 

    
 

 

 

 

  
  
 

 
 

 
∑ (

 

 
)
 

  

 

   

         
 

 
  

 

    
 

 

 

 

  
  
 

 
 

 
∑ (

 

 
)
 

  

 

   

        
 

 
  

∑بين أن المتسلسلة ( 1)       
 تباعدية.    

 المجموع الجزبي النوني للمتسلسلة هوالحل: 

   ∑     

 

   

 {
             

                
 

∑، ومن ثم المتسلسلة     وبالتالي فإن المتتابعة        
 تكون تباعدية.    

∑( اثبت أن 3)
 

      
 
     . 

 بالتحليل إلى كسور جزبية فإنالحل: 
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 فإن المجموع الجزبي النوني هو

   ∑
 

      

 

   

 ∑
 

 

 

   

 ∑
 

   

 

   

   
 

   
   

∑هذا يثبت أن المتسلسلة 
 

      
 
  .   مجموعها وأن      

∑إذا كانت  نظرية:   
 
 .          متسلسلة تقاربية فإن     

∑إذا كانت البرهان:    
 
 موجودة. وبالتالي، فإن         تقاربية فإن     

   
   

      
   

      
   

        

فرإن المتسلسررلة            النظريرة تكررون مفيردة علررى النحرو الترالي. إذا كرران ملاحظلة: 

∑   
 
صرررررحي ، أ  أن تكررررون تباعديرررررة. نحرررررذر أن عكرررررس النظريرررررة لررررريس بالضررررررورة     

∑لا تعني أن المتسلسلة               
 
      تقاربية، فمثلا     

 

 
في حين    

∑أن المتسلسلة 
 

 
 
هو المجمروع الجزبري النروني لهرذه المتسلسرلة    إذا كان ليست تقاربية.     

 فإن

      
 

 
 

 

 
   

 

  
                                                         

   
 

 
 (

 

 
 

 

 
)  (

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
)    

 

  
 

   
 

 
 

 

 
   

 

 
   

 

 
                           

تكرون تباعديرة.      ، ومن ثم متتابعة المجاميع الجزبية      هذا يعني ان المتتابعة الجزبية 

∑وبالتالي فإن المتسلسلة 
 

 
 
 تباعدية.    

 (Cauchy Criterion for convergent Series)معيار كوشي لتقارب المتسلسلات نظرية: 

∑المتسلسلة اللانهابية    
 
يوجرد عردد طبيعري     تكون تقاربية إذا وفقرط إذا كران لكرل     

 بحيث       
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∑فررإن المتسلسررلة      إذا كرران نظريللة:    
 
 ةتكررون تقاربيررة إذا وفقررط إذا كانررت متتابعرر    

 محدودة.     المجاميع الجزبية 

∑إذا كانت اولاً:  البرهان:   
 
 تكون تقاربية ومن ثم محدودة.     تقاربية فإن المتتابعة     

محرردودة فإنهررا      ، فررإذا كانررت تزايديررةتكررون      فررإن المتتابعررة      حيررث إن ثانيللاً: 

∑تكون تقاربية ومن ثم تكون    
 
 تقاربية.    

∑ادرس تقارب المتسلسلة  مثال:
 

  
 
 .   لكل     

 لنعتبر الحالات التالية.الحل: 

 فإن    ( إذا كانت 1)

   
   

 

  
 {

     
           

 

∑وبالتالي فالمتسلسلة 
 

  
 
 .   تكون تباعدية لكل     

 فإن       ( إذا كانت 1)

                
 

  
 

 

 
 

∑وحيث إن المتسلسلة 
 

 
 
∑تباعدية فإن     

 

  
 
 .      تباعدية لكل     

 فإن المتسلسلة تكون تباعدية )انظر الملاحظة الأخيرة(.    ( إذا كانت 3)

  فإن     ( إذا كانت 4)
 

  
. وبالترالي فرإن متتابعرة المجراميع الجزبيرة        

 تكون مطردة حيث     

       
 

  
 

 

  
   

 

  
 

 

      
 

    
 

      
            

 نجد أن        عرف .    لكل       فإن     إذا كانت من جهة ثانية، 
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      (

 

  
 

 

  
)  (

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
)

   
 

    
 

 

    
 

 يمكن بالاستقراء الرياضي اثبات أن 

   
   

 

    
 

 

       
 

 

       
   

 

           
       

  المجموع الأخير هو مجموع جزبي لمتسلسلة هندسية أساسها 
 

    
. وحيث إن 

 

    
   

 فإن هذه المتسلسلة تتقارب إلى العدد

 

  
 

    

 
    

      
   

 

      
    

     لذلك فإن 
 .       . ومن ثم   

ي تقاربيررة، ومررن ثررم فررإن مطررردة ومحرردودة. وبالتررالي فهرر     أن المتتابعررة  أثبتنرراوهكررذا فإننررا 

∑المتسلسلة 
 

  
 
 . وهذا يكمل الحل.   تكون تقاربية لكل     

  SERIES CONVERGENCE TESTS المتسلسلات تقارب اختبارات

 COMPARISON TEST المقارنة اختبار

لكررررل         بحيررررث     ، و متتابعررررات فرررري           إذا كانررررت نظريللللة: 

 فإن    

 تقاربية.   ∑تقاربية فإن    ∑إذا كانت المتسلسلة  (1)

 تباعدية.   ∑تباعدية فإن    ∑إذا كانت المتسلسلة  (1)

 بحيث    يوجد     تقاربية فإنه لكل    ∑( إذا كانت المتسلسلة 1)البرهان: 

                        

 فإن {   }       فإنه لكل     لكل         وحيث إن 

                          

 تقاربية.   ∑وهذا يثبت أن المتسلسلة 

    تقاربيررة فإنرره لكررل    ∑تباعديررة، وبفرررض العكررس، أن    ∑( إذا كانررت المتسلسررلة 1)

 بحيث    يوجد 
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 تباعدية.   ∑تباعدية. وبالتالي فإن    ∑وهذا يناوض كون المتسلسلة 

لكررررل         بحيررررث     ، و متتابعررررات فرررري           إذا كانررررت نظريللللة: 

 وكانت النهاية التالية موجودة    

     
   

  

  
 

 فإن

 تقاربية.   ∑تتقارب إذا وفقط إذا كانت    ∑فإن     إذا كانت  (1)

 تقاربية.   ∑تتقارب إذا كانت    ∑فإن     إذا كانت  (1)

 تمرين.البرهان: 

 ادرس تقارب المتسلسلةمثال: 

∑
 

    

 

   

 

  فررإن     لكررل  الحللل:
 

    
 

 

  
∑. وحيررث إن 

 

  
متسلسررلة تقاربيررة فررإن، باختبررار  

∑المقارنة، المتسلسلة 
 

    
 تتقارب. 

 ادرس تقارب المتسلسلةمثال: 

∑
 

  

 

   

 

∑لأن . وبالتالي فإن المتسلسلة تقاربية       فإن    لكل  الحل:
 

  
 تقاربية. 

∑بين أن المتسلسلة مثال: 
 

      
 تقاربية. 

  فإن     لكل الحل: 
 

      
 

 

  
∑)؟(. وهذا يثبت أن المتسلسرلة تقاربيرة لأن  

 

  
 

 تقاربية.

   عرف بطريقة أخرى: 
 

      
   و  

 

  
 .    لكل  

 . وكذلك                 ، لأن    لكل      نجد أن 

 . وحيث إن      
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 تقاربية.   ∑تقاربية لأن    ∑فإن 

∑بين أن المتسلسلة  مثال:
 

√   
 تباعدية  

   عرف الحل: 
 

√    
    

 

√ 
 وأن        . فإن    لكل  

   
   

  

  
    

   
√

 

   
      

∑وحيث إن 
 

√ 
∑تباعدية )؟( فإن  

 

√   
 تباعدية.  

∑إذا كانرت  تعريلف: تقاربيرة تقرارب مطلررق.    ∑متسلسررلة تقاربيرة فيقرال إن المتسلسررلة      

∑تقاربيررة، ولكررن    ∑، إذا كانررت خررلاف ذلررك تقاربيررة    ∑تباعديررة عندبررذ نقررول إن      

 .تقارب مشروط

∑المتسلسلة مثال: 
     

∑تقاربية تقارب مطلق لأن        |
     

  
|    ∑

 

متسلسلة       

∑تقاربية. والمتسلسلة 
       

∑تقاربية تقارب مشروط لأن      
 

 تباعدية.      

∑يمكن اثبات أن 
       

 كما يلي. اعتبر المجاميع الجزبية التالية     

    (  
 

 
)  (

 

 
 

 

 
)    (

 

    
 

 

  
)  

        (
 

 
 

 

 
)  (

 

 
 

 

 
)    (

 

  
 

 

    
)  

 واض  أن هذه المجاميع تعرف متتابعات مطردة، ومحدودة لأن

          
 

    
          

، ومرن ثرم المتسلسرلة     ولذلك في متتابعات تقاربية وهذا يثبت أن متتابعرة المجراميع الجزبيرة 

∑
       

 تكون تقاربية.     

 INTEGRAL TEST التكامل اختبار

 وكان     لكل      متتابعة تناوصية، وكان      ذا كانت إ نظرية:



66 
 

∫       

 

 

              

∑ فإن المتسلسلة  .تقاربية      

∑اثبت أن  مثال:
 

 متسلسلة تقاربية.      

     عرف الدالة  الحل:
 

  
 فإن     لكل  

∫       

 

 

 ∫
 

  
  

 

 

  
 

   
|
   

 

 
 

 
   

)وحيث المتتابعة 
 

 تناوصية وجميع عناصرها موجبة، فإن المتسلسلة تقاربية. (  

 ادرس تقارب المتسلسلة التالية مثال:

∑
 

        

 

   

 

)     نرردرس خررواص المتتابعررة المولرردة  :اولاا الحللل: 
 

        
      . حيررث إن (

. وحيررررث إن الدالررررة    لكررررل      ، ومررررن ثررررم          فررررإن     لكررررل 

 تزايدية فإناللوغاريتمية 

     
 

            
 

 

        
    

 تناوصية.      أ  أن المتتابعة 

ا: الآن   يمكن تطبيق اختبر التكامل لدراسة تقارب المتسلسلة. عرف الدالةثانيا

     
 

        
       

 فإن

∫       

 

 

 ∫
 

        
  

 

 

 ∫
 

            
  

 

 

 

 
         

 
|
   

 

   



67 
 

 . أ  أن المتسلسلة تباعدية.ةأن التكامل، ومن ثم المتسلسلة غير تقاربيهذا يعني 

 ROOT TEST الجذر اختبار

. وإذا    لكرل      متتابعرة اعرداد حقيقيرة غيرر سرالبة، أ  أن      إذا كانت  نظرية:

 كانت

   
   

√  
    

∑فإن المتسلسلة     إذا كان  (1)  تكون تقاربية.      

∑فإن المتسلسلة     إذا كان  (1)  تكون تباعدية.      

∑فإن المتسلسلة      إذا كان  (3)  ود تكون تقاربية وربما لا تكون.      

. ومرن ثرم      بحيرث   فإنره يمكرن اختيرار عردد حقيقري     ( إذا كران 1)البرهان: 

  بحيث   يوجد عدد طبيعي 

 

باسرتخدام  .   لكرل       ، ومنها    لكل     

∑اختبار المقارنة بالمتسلسلة الهندسية    
، فإن المتسلسلة      ، وهي تقاربية لأن    

∑      . 

  بحيررث   فررإن يوجررد عرردد طبيعرري     ( إذا كرران 1)

 

. وبالتررالي فررإن    لكررل     

∑. وبحسب اختبار الحد العام فإن المتسلسلة       تكون تباعدية.      

∑لمتسلسرلة التباعديرة ( ل3)
 

 حيرث     نجرد أن      
 

ولرذلك يوجرد  ،   لكرل     

 بحيث   عدد حقيقي موجب 
 

بتطبيرق  .   لكرل          ، ومرن ثرم      

         نظرية ذات الحدين، نحصل على 
      

 
 ، وبالتالي  

   
 
        √

 

   
   

 ولذلك فإن

   
   

(
 

 
)
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∑متسلسلة لل     يثبت أنوهذا 
 

للمتسلسرلة     تباعديرة. بالمثرل يمكرن اثبرات أن ال     

∑التقاربية 
 

  .   لكل       

 بين أن المتسلسلة التالية تقاربيةمثال: 

∑
 

      

 

   

 

   ، ومن ثم      فإن     لكل الحل: 
 

      
 . وحيث إن  

   
   

  

 
     

   

 

   
     

 المتسلسلة تقاربية.فإن 

 بين أن المتسلسلة التالية تباعديةمثال: 

∑ (  
 

 
)
  

   

 

  )  لدينا  الحل:
 

 
)
 

 ، وأن   لكل  

   
   

  

 
      

   
(  

 

 
)
 

     

 فإن المتسلسلة تباعدية، بحسب اختبار الحد العام.

 ادرس تقارب كل من المتسلسلات التاليةتمرين: 

∑
  

  

 

   

 ∑ (
 

 
)

  

   

 ∑ (
 

 
)
   

   

 

 RATIO TESTS النسبة اختبار

 متتابعة اعداد حقيقية موجبة، وكانت     إذا كانت  نظرية:

   
   

    

  
   

∑فإن المتسلسلة     إذا كان  (1)  .تقاربية      

∑فإن المتسلسلة     إذا كان  (1)  .تباعدية      

∑فإن المتسلسلة     إذا كان  (3)  ود تكون تقاربية وود تكون تباعدية.      
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    فإن      حيث إن  (1)ملاحظة: 

∑( للمتسلسلة 1)
 

    لكرن المتسلسرلة تكرون تقاربيرة لكرل     لكرل     فإن       

 وتكون تباعدية خلاف ذلك.

 بين أن المتسلسلة التالية تقاربية مثال:

∑
 

   

 

   

 

   واض  أن  الحل:
 

   
 ، وأن   لكل    

    

  
 

   

   
 

 

  
   

 لذلك، فالمتسلسلة تقاربية.

 بين أن المتسلسلة التالية تقاربيةمثال: 

∑
  

  

 

   

 

   فإن     لكل  الحل:
  

  
 ، وان  

    

  
 

 

   
     

 وبالتالي فإن المتسلسلة المعطاة تقاربية.

 اثبت أن المتسلسلة التالية تقاربيةمثال: 

∑
  

            

 

   

 

 عرف  الحل:

   
  

            
      

 نجد أن
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 وبالتالي،

   
   

    

  
 

 

 
   

 لذلك، فالمتسلسلة تقاربية.

  RAABE'S TEST راب اختبار

 متتابعة من أعداد حقيقية موجبة، وكانت     إذا كانت  نظرية:

   
   

[ (  
    

  
)]    

∑فإن المتسلسلة     إذا كان  (1)  تكون تقاربية )تقارب مطلق(.      

∑فإن المتسلسلة     إذا كان  (1)  تكون تباعدية.      

∑فإن المتسلسلة     إذا كان  (3)  ود تكون تقاربية أو تباعدية.      

 ادرس تقارب المتسلسلة التاليةمثال: 

∑
          

            

 

   

 

 عرف حل:ال

   
          

            
         

 نجد أن

    

  
 

                

                  
 

            

          
 

    

    
   

 هذا يعني أن اختبار النسبة يفشل في هذه الحالة. لنطبق اختبار راب، حيث

 [  
    

  
]   [  

    

    
]  

  

    
 

 

 
   

 المتسلسلة تقاربية.ولذلك 

 ادرس تقارب المتسلسلة التاليةمثال: 

∑
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 عرف الحل:

   
          

              
         

 نجد أن

    

  
 

                

                    
 

              

          
 

    

    

   

 هذه الحالة. لنطبق اختبار راب، حيثهذا يعني أن اختبار النسبة يفشل في 

 [  
    

  
]   [  

    

    
]  

 

    
 

 

 
   

 ولذلك المتسلسلة تباعدية.

 ادرس تقارب كل من المتسلسلات التاليةتمرين: 

   ∑
          

              

 

   

             ∑
          

              

 

   

       

 لتاليةالمتسلسلة ا بادرس تقارمثال: 

∑
 

      

 

   

        

 عرف الحل:

   
 

      
               

 نجد أن

    

  
 (

   

       
)
 

   

 لذا نطبق اختبار راب

 [  
    

  
]   0  (

   

       
)
 

1                                                     

 (
   

       
)
 

 0.
       

   
/

 

  1 
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               (
   

       
)
 

 [4
      (  

 
 )

   
5

 

  ] 

 (
   

       
)
 

 0(  
 

    
)
 

  1 

                                  (
   

       
)
 

 *
 

    
+  

 

   
(

   

       
)
 

  

   

 وهذا يبين أن المتسلسلة تباعدية.

 ادرس تقارب المتسلسلة التالية مثال:

∑   

 

   

 ∑ 0
            

          
1

  

   

        

 واض  أن الحل:

    

  
 [

    

    
]
 

    

 لذا، نستخدم اختبار راب. لاحظ أن

[
    

    
]
 

 [  
 

      
]
 

   
 

      
   

 وبالتالي فإن

 [  
    

  
]   0  [

    

    
]
 

1  
  

      
 

 

 
 

فررإن المتسلسررلة تكررون      فررإن المتسلسررلة تكررون تقاربيررة، وإذا كانررت     فررإذا كانررت 

 .فإن الاختبار يفشل     تباعدية، وإذا كانت 

 المتسلسلة التاليةادرس تقارب مثال: 

∑   

 

   

 ∑ 0
            

          
1

  

   

 

 واض  أن  الحل:
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 [

    

    
]
 

    

 لذا، نستخدم اختبار راب. لاحظ أن

 وبالتالي فإن

 [  
    

  
]   0  [

    

    
]
 

1   
       

       
      

 ولذلك فالمتسلسلة تباعدية.

  BERTRAND’S TEST برتراند اختبار

 متتابعة من أعداد حقيقية موجبة، وكانت     إذا كانت نظرية: 

   
   

{   [ (  
    

  
)   ]}    

∑فإن المتسلسلة     إذا كان  (1)  تكون تقاربية )تقارب مطلق(.      

∑فإن المتسلسلة     إذا كان  (1)  تكون تباعدية.      

∑فإن المتسلسلة     إذا كان  (3)  ود تكون تقاربية أو تباعدية.      

 ادرس تقارب المتسلسلة التالية مثال:

∑   

 

   

 ∑ 0
            

          
1

  

   

 

 واض  أن الحل:

    

  
 [

    

    
]
 

    

 اختبار راب. لاحظ أن نحاول تطبيقلذا، 

 [  
    

  
]   0  [

    

    
]
 

1  
       

       
   

 بتطبيق واعدة لوبيتال نحصل على نطبق اختبار برتراند. يفشل.راب فإن اختبار لذا، 

   [ (  
    

  

)   ]     0
       

       
  1   

    

       
        

 وبالتالي فالمتسلسلة تباعدية.
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 الرابع الفصل

 LIMITS OF REAL-VALUED FUNCTIONS الحقيقية الدوال نهايات

يقرال    نقطة تراكم للمجموعة   مجموعة من اعداد حقيقية وكانت     إذا كانت  تعريف:

يوجررد     إذا لكررل معطررى   عنررد النقطررة       هررو نهايررة للدالررة   أن العرردد الحقيقرري 

عندبرذ  .            فإن           و     بحيث إذا كانت     

 .            نكتب 

)نقطة ترراكم   عند النقطة       هو نهاية الدالة   العدد الحقيقي  إن، نقول بعبارة أخرى

توجد فتررة   )جوار مفتوح( مركزها العدد الحقيقي       ( إذا لكل فترة مفتوحة  للمجموعة 

 بحيث  مركزها العدد الحقيقي       مفتوحة 

                     

 .            أو            ونكتب 

 

      اثبت ان  مثال:
        

   
   

 بحيث     نريد إيجاد     إذا اعطينا  الحل:

        |
        

   
  |     

 حيث إن

        

   
   

         

   
                 

 نحصل على    فإنه باختيار 
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          |
        

   
  |          

 وهذا يثبت المطلوب.

      اثبت أن مثال: 
    

    
 

 

 
 

 حيث إن الحل:

    

    
 

 

 
 

          

       
 

                

       
 

. عندبرذ نجرد      ، لرتكن  وريبة بدرجة كافية مرن   تعني أن     من جهة ثانية، 

 أن

                        

 ومن ثم فإن

|
    

    
 

 

 
|  

 

 
|
         

    
|       

  

  
       

  

 
        

,       معطى يوجد     وبالتالي، لكل 
   

  
 بحيث -

          |
    

    
 

 

 
|    

 وهذا يثبت المطلوب.

 الحقيقية الدالة ونهاية التقاربية المتتابعات

، فررإن الجمررل التاليررة  نقطررة تررراكم للمجموعررة     وكانررت       إذا كانررت  نظريللة:

 متكافبة.

(1)              

      فررإن      و     لكررل      بحيررث   فرري      لكررل متتابعررة  (1)

 . 

 بحيث     معطى يوجد     ، فإنه لكل             ( إذا كان 1)البرهان: 

                       

يوجرد   فإنره للعردد      و     لكرل      بحيرث   متتابعرة فري      فإذا كانرت 

 بحيث     عدد طبيعي 
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 فإن       ومن ثم لكل 

                             

 .       (، أ  أن 1) صحة هذا يثبت

      ، كران     و     لكرل      بحيث   في      ( إذا، لكل متتابعة 1)

فري    يوجرد     بحيرث لكرل      ( غيرر صرحيحة. عندبرذ سريوجد 1بفررض أن )  . 

. هرررذا يرررؤد                 بحيرررث  { }            المجموعرررة 

       و     بحيررررث   فرررري    يوجررررد     إلررررى، لكررررل 
 

 
، ولكررررن   لكررررل  

لكرررن    تقاربيرررة إلرررى و { }  فررري      . هرررذا يعنررري أن المتتابعرررة             

( صرحيحة. 1(. وعلري ذلرك فرإن )1. هرذا ينراوض صرحة ) لا تتقارب إلى  (     )المتتابعة 

 هذا يكمل الاثبات.

 .  للمجموعة  نقطة تراكم     ولتكن،      ، و   لتكن نتيجة: 

   لكرررل      بحيرررث   فررري      إذا وجررردت متتابعرررة               (1)

 .       ، ولكن     و

     بحيرث   فري      غير موجودة إذا وجدت متتابعة            النهاية  (1)

 غير تقاربية. (     )المتتابعة  ، ولكن    و   لكل 

 استخدامها.سنعطي بعض الأمثلة على هذه النتيجة توض  كيفية 

 بين أن النهاية التالية غير موجودةالمتتابعات التقاربية  مباستخدامثال: 

   
   

 

 
  

   اعتبر المتتابعة الحل: 
 

 
 ، ولكن    ، و  لكل     . تجد أن    لكل  

      
 

  
     

 تباعدية. هذا يثبت المطلوب.  (     )أ  أن المتتابعة 

 ، أ  دالة الإشارة للعد الحقيقي        إذا كانت  مثال:
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       {
      
                  
                

 

 غير موجودة.             اثبت أن 

   للمتتابعة الحل: 
     

 
 ، ولكن    و  لكل       فإن      لكل  

                

 غير موجودة.             متتابعة تباعدية )لأنها متذبذبة(. هذا يثبت أن 

 اثبت أن النهاية التالية غير موجودةمثال: 

   
   

   (
 

 
) 

 اعتبر المتتابعتينالحل: 

   
 

  
        (

 

 
    )

  

         

 ، ولكن          ، وأن  لكل           يتض  أن 

                         (
 

 
    )    

. ولررررررررررررررررررررررررررررررررذلك                   وهررررررررررررررررررررررررررررررررذا يعنرررررررررررررررررررررررررررررررري أن 

                    (
 

 
 غير موجودة. (

  LIMIT THEOREMS   النهايات نظريات

يمكن أن   ، فإن الدالة  نقطة تراكم للمجموعة     ، وكانت      إذا كانت نظرية: 

 . تكون لها نهاية واحدة فقط عند النقطة 

 نهاية الدالة، إن وجدت تكون وحيدة.بعبارة أخرى، 

 تمرين.البرهان: 

، يقال أن  نقطة تراكم للمجموعة     ، وكانت      ، و    إذا كانت  تعريف:

       بحيرث لكرل     و     إذا وجرد   محدودة في جوار النقطة   الدالة 

 .        يكون        

تكرون محردودة   فرإن   نهايرة عنرد النقطرة       وكان للدالرة     إذا كانت نظرية: 

 . في جوار للنقطة 
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 تمرين.لبرهان: ا

،  نقطة ترراكم للمجموعرة     ، و  إلى   دوال من     ، و    إذا كانت نظرية: 

 .   وكان 

 فإن                          فإذا كانت  (1)

   
   

(         )             
   

                  
   

     

    

           ، وكرررران    لكررررل        بحيررررث       إذا كانررررت  (1)

 فإن     

   
   

(
 

 
)  

 

 
  

 تمرين.البرهان: 

 

 أمثلة:

     
   

          
   

         
       

 

 
 

 

 
  

       
   

                

   
   

                  
   

    

    
 

 

 
   

 .               كثيرة حدود فإن      ( إذا كانت 3

      فإن        كثيرات حدود بحيث           ( إذا كانت 4
    

    
 

    

    
. 

      ( النهاية 5
 

 
 غير موجودة. 

 

 . فإذا  نقطة تراكم للمجموعة     ، ولتكن      ، و    لتكن نظرية: 

                      

 .     فإن              وإذا كانت 

لكررل      بحيررث   فرري      فإنرره لكررل متتابعررة              إذا كرران  البرهللان:

 . ومن ثم       فإن      وكان     
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 وهو المطلوب.
 

 (Squeeze Theorem)نظرية: 

 . فإذا  نقطة تراكم للمجموعة     ، ولتكن          ، و    لتكن 

                               

 .            فإن                         وإذا كانت 

               نأبين  مثال:

 نحصل على      على الفترة   . بالتكامل بالنسبة إلى          نعلم أن  الحل:

                                       

 .            فإن             وحيث إن 

 .      فإن     و    بالمثل، إذا 

             بين أن  مثال:

 نحصل على      على الفترة   بالنسبة إلى     بتكامل  الحل:

 
 

 
          

 

 
       

       وحيث إن 
  

 
 وهذا يكافا المطلوب. .                فإن     

  لدينا      بطريقة أخرى، حيث إن لكل 
 

 
 فإن  .          

   
   

        
   

(  
 

 
  )    

)      اثبت ان مثال: 
      

 
)    

 من مفكوك تيلور فإنالحل: 

  

 
 

      

 
             

  
      

 
  

 

 
           

 وبتطبيق نظرية المحصور ينتج أن المطلوب.
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)          اثبت أن  مثال:
 

 
)    

)      فإن     لكل الحل: 
 

 
)  . وبالتالي فإن  

         (
 

 
)             { } 

 ، فإن نظرية المحصور تؤد  إلى المطلوب.           وحيث إن 

، وكانرررررررت    دالرررررررة محررررررردودة علرررررررى المجموعرررررررة       إذا كانرررررررت نظريلللللللة: 

 .                فإن   ، نقطة تراكم للمجموعة  عند              

. فررإذا كانررت  نقطررة تررراكم للمجموعررة     . ولررتكن      و،    لررتكن نظريللة: 

 .       لكل        بحيث   للنقطة       سيوجد جوار              

 ONE-SIDED LIMITS واحد جانب من النهايات

∅إذا كانت تعريف:        ، وكانت     

هررو نهايررة   يقررال أن العرردد الحقيقرري         نقطررة تررراكم لمجموعررة    إذا كانررت (1)

 بحيث     يوجد     إذا لكل   عند   يمنى للدالة 

                           

 (.                )أو               ونكتب 

هرو نهايرة   يقرال أن العردد الحقيقري          نقطة تراكم لمجموعة    إذا كانت (1)

 بحيث     يوجد     إذا لكل   عند   يسرى للدالة 

                           

 (.                )أو               ونكتب 

.        نقطررة تررراكم للمجموعررة     ، ولررتكن      و    لررتكن نظريللة: 

 فإن الجمل التالية متكافبة.

(1)               

 .       فإن      و  لكل      بحيث   في      لكل متتابعة  (1)

         نقطة تراكم للمجموعات     ، ولتكن      و    لتكن نظرية: 
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             إذا وفقرررررررررررررررط إذا              . فرررررررررررررررإن         و 

           . 

 أمثلة:

 

 INFINITE LIMITS   اللانهائية النهايات

       ، ولتكن  نقطة تراكم للمجموعة   ، و    لتكن تعريف: 

إذا لكرل عردد ،             ، نكترب    عندما تقتررب      يقال أن  (1)

 حقيقي

 بحيث    يوجد      

                           

إذا لكرل  ،             ، نكترب    عنردما تقتررب       يقال أن  (1)

 بحيث    يوجد     عدد حقيقي 

                           

      اثبت أن مثال: 
 

  
   

 بحيث     نريد إيجاد     لكل  الحل:

         
 

  
    

المتباينررة المطلوبررة تكررافا
 

   
بحيررث     فإنرره يمكررن إيجرراد     . فررإذا اعطينررا   √ 

  
 

√ 
 . عندبذ نجد أن
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 وهذا يثبت المطلوب.

       اثبت أن مثال: 
 

 
   

  بحيث     يوجد     لكل الحل: 
 

 
فإن       . وبالتالي لكل 

 

 
 

 

 
   

 وهذا يثبت المطلوب.

       اثبت أن مثال: 
 

 
    

  بحيررررث     يوجررررد     لكررررل الحللللل: 
 

 
، أ            . وبالتررررالي لكررررل 

فإن      
 

 
  

 

 
 وهذا يثبت المطلوب.    

 

بحيررررث         ، ولررررتكن  نقطررررة تررررراكم للمجموعررررة   ، و    لررررتكن نظريللللة: 

 .    و    لكل           

 .            فإن              فإذا كانت  (1)

 .            فإن               فإذا كانت  (1)

 تمرين.البرهان: 

 LIMITS AT INFINITY اللانهاية عند النهايات

عنرد اللانهايرة إذا لكرل       هرو نهايرة الدالرة الحقيقيرة   يقرال إن العردد الحقيقري تعريف: 

. عندبرذ           فإن     بحيث لكل   معطى يوجد عدد حقيقي موجب     

 نكتب
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فرإن الجمرل   لعردد حقيقري مرا         . فرإذا كران      ، و   لرتكن نظرية: 

 التالية متكافبة.

(1 )             

 .       فإن      بحيث         في      ( لكل متتابعة 1)

      اثبت أن  مثال:
        

    
   

    لكل  لديناالحل: 

         |
        

    
  |  |

    

    
|  

      

    
 

 فإن       فإذا كانت 

   

    
 

  
 
 

  
 
 

 
  

 
 

 
 

  
 
 

 
 

بحيث     نختار     إذا اعطينا  وبالتالي
  

 

 

 
 

 

 
 . عندبذ نجد أن

      |
        

    
  |    

 وهذا يثبت المطلوب.

      اثبت أن تمرين: 
    

   
  . 

نقرول أن   نقطرة ترراكم للمجموعرة     ، وكانت      ، و    كان  إذاتعريف: 

 بحيث    يوجد     إذا لكل      عندما ،    الدالة 

                  

 (.          )أو              وعندها نكتب 

فرإن الجمرل   لعردد حقيقري مرا         . فرإذا كران      ، و   لرتكن نظرية: 

 التالية متكافبة.

(1 )             

 .       فإن      بحيث         في      ( لكل متتابعة 1)
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      اثبت أن  مثال:
    

   
   

 حيث إن  الحل:

    

   
     

  

   
     

   ⁄

    ⁄
 

 الكبيرة بدرجة كافية نجد أن    فإنه لقيم 

    

   
     

 عندبذ نجد أن       نوجد     وبالتالي، إذا أعطينا 

     
    

   
       

 وهو المطلوب.

      اثبت أن مثال: 
       

   
   

 . وبالتالي فإن                فإن     لكل الحل: 

       

   
     

 عندبذ نجد أن     بحيث     نوجد     فإذا أعطينا 

      
       

   
      

 وهو المطلوب.
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 الخامس الفصل

 CONTINUOUS FUNCTIONS المتصلة الدوال

,إذا (:1تعريف) :c A f A  يقال أن .f دالة متصلةة ندلدc  0إذا لكلل مطىل 

و Axبحيث إذا 0يوجد cx فإن     cfxf. 

 . cمدفصةة ندد  fفيقال أن  cدالة متصةة ندد  fإذا لم تكن 

هذا التطريف يمكن صياغته كما في تطريف الدهاية ندد دقىة وذلك باستخدام الجوارات. وهذا ما 

 توضحه الدظرية والشكل التاليين.

f:الداللة ( :1نظرية) A  تكلون متصلةة ندلد دقىلةc حيلثc A   إذا وفقلى وإذا لكلل

جللللوار  V f c لةدقىللللة cf يوجللللد جللللوار V c لةدقىللللةc بحيللللث إذا cVAx  فللللإن

    cfVxf   بمطد,     cfVcVAf  . 

           

"إذا أنىيت جواراً   cfV  لـ cf  يمكن تحديد جوار cV  لـc" 

f:فللإن Aدقىللة تللراكم لةمجمونللة Ac( إذا1ملاحظااات: A   تكللون متصللةة ندللدc  إذا

وفقى إذا    xfcf
cx

 limهذا يطد  أده إذا .Ac دقىة تراكم لةمجمونةA فإن:f A  

 تكون متصةة إذا تحققت الشروى التالية:

i )f مطرفة نددc  

ii )f
cx

lim موجودة في  

iii القيمتين في )iو )ii.متساويتين ) 
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ليست دقىة تراكم، فإده يوجد جوار Ac( إذا1 cV لةدقىةc  بحيث   ccVA    وملن

ثم فإن    0f x f c  لكلx في A V c. 

ليسللت دقىللة تللراكم. مثللل هللذس الدقىللة تسللم  دقىللة  cمتصللةة ندللد كللل دقىللة fوهللذا يطدلل  أن

 مطزولة.

f:الدالة (:2نظرية) A  تكون متصةة ندد الدقىةc حيثc A   إذا 

وفقى إذا لكل متتابطة  nx فيA  متقاربة إلc تكون  nxf  متتابطة تقاربية إل cf. 

فإن تقارب Aليست دقىة تراكم لةمجمونة cإذاالبرهان:  nx  إلc  يطد  وجلودk   بحيلث

knلكللل  فللإنcxn ؟(. وبالتللالي(   cfxf n   وهللذا يطدلل  أن   lim n
n

f x f c


 مللن .

 ليست دقىة تراكم. Ac, وهو ما يتحقق تةقائياً لأيcمتصةة ندد fجهة أخرى فإن

يكافئ الشرى  cندد fفإن اتصال الدالة Aدقىة تراكم لةمجمونة  cوإذا    cfxf
cx




lim  ,

 ومن ثم يكافئ الشرى المطى  في الدظرية. )وضح تفاصيل ذلك البرهان؟(

f:إذا مثال:  0دالة مطرفة لكل x بحيث f x x فاثبت أنf داللة متصلةة ندلد

x 0لكل x. 

0: لكلالحل c  إذا nx متقاربة إل  فيc 0وnx  لكلn فإن 

i0( إذاc 0فلللإنnx 0تطدللل  أدللله لكلللل يوجلللدN  2بحيلللث

nx  لكللللn N .

0وحيث أن nx لكلn فإنnxوبالتالي .lim 0n
n

x


. 

iiوإذا ), 0nx c c  0فإن لكل يوجلدN  بحيلثccxn  لكللn N وملن .

ثم








c

cx

cx

cx
cx

n

n

n

n
 . 

limأي أن n
n

x c
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0وهكذا فإن لكل c  ولكلل nx متقاربلة إلل  فليc فلإن المتتابطلة nx  تتقلارب إلل

c. وبالتالي فإن   lim
x c

f x f c


 أي أن f x x 0دالة متصةة ندد كل c . 

f:الدالة  (:1نتيجة) A  غير متصةة ندد دقىةAc إذا وفقى إذا وجدت متتابطة nx في

A  متقاربة إلc بحيث  nxf  لا تتقارب إل cf. 

g: إذا مثال:  بحيث 

 









1;0

1;2

x

x
xg 

1xغير متصةة ندد gأثبت أن الدالة . 

: لةمتتابطلللللللةالإثباااااااات nx حيلللللللث
1

n

n
x

n



1nxفدجلللللللد أن    لكللللللللn 1وnx  و

   lim 2 1 0ng x g  وبالتلللالي فلللإن .    012lim
1




gxg
x

غيلللر  g. وهلللذا يطدللل  أن

 .1xمتصةة ندد

,يقللال لةدالللة (:2تعريااف) :A f A  أدهللا متصللةة نةلل  مجمونللةB (B Aإذا )f 

 .Bمتصةة ندد كل دقىة في

(1: أمثلة  bxf :  حيث متصةة نةb مقدار ثابت. فإذاc  فإن   cfbxf
cx




lim. 

1 )  xxg :  حيث أده لكلمتصةة نة ،c  يكون   lim
x c

g x c g c


 . 

3 )  2: xxh   لأده لكلمتصةة نة ،c  يتحقق   2lim
x c

h x c h c


 . 

4 ):f   المطرفة بـ دالة دريشةت 

 
1 ;

0 ;

x
f x

x


 


 

xغير متصةة ندد أي دقىة . 

 لديدا الحالتين: c: لكل(4حل)
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 iإذا )c  فلإن  1cfفإدله توجللد كثيفلة فللي . وحيللث أن nx  متتابطلة فلليc بحيللث

cxn وبذلك لديدا .     1 2 3, , ,f x f x f x)   0nf x  لكلn  متتابطة لا تتقلارب إلل )

  1cf. 

 iiإذا )c  فإن  0cfوحيلث أن .c فإدله توجلد كثيفلة فلي ny بحيلث متتابطلة فلي

cyn ونةيلله فللإن .     1 2 3, , ,f y f y f y (  1nf y  لكلللn متتابطللة غيللر تقاربيللة )

إل   0f c . 

توجلد متتابطلة cوهكذا لكل nx تقاربيلة إلل  فليc بيدملا  nxf  لا تتقلارب إلل cf .

 .cلكل cليست متصةة ندد fوبالتالي

g:ادرس اتصال الدالة( 5  حيث 

 
;

0 ;

x x
g x

x


 


 

 الحل متروك كتمرين.

( إذا6 : : 0A x x   وإذا:h A  مطرفة بـ 

 
0 ;

1
;

x A

h x m
x A

n n

 


 
  



 

أنداد ىبيطية و ,nmحيث gcd , 1m n فإن .h دالة متصلةة ندلد كلل نلدد غيلر دسلبي فليA 

 . Aوغير متصةة ندد كل ندد دسبي في

 ندد دسبي فإن 0a( إذاi: الحل  0h a  وإذا nx متتابطة فليc فلإن  0nh x  لكللn .

axnفإذا  فإن  nh x  متتابطة تتقارب إل  الصفر ولليس إلل( )h aوبالتلالي الداللة .h  غيلر

aلكل aمتصةة ندد A . 
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ii0( إذاb  ندد غير دسبي فإن  0h b الآن دريد إثبات أن الدالة .h متصةة ندلد الدقىلةb ،

فلإن 0يوجلد 0أدله لكلل مطىل أي يجب إثبلات    h x h b    لكللAx  بحيلث

bx . 

0nيوجد 0حيث أده لكل  بحيث(
0

1

n
( ومن ثم إذا ny  متتابطلة فليA  بحيلث

byn  1فللإنbyn  0لكلللnn أي أن . 1,1  bbyn 0لكلللnn  هللذا يطدلل  أدلله .

يوجد في الفترة 1,1  bb 0ندد محدود من الأنداد الدسبية مقام أياً مدهلا أللل ملنn وبالتلالي .

صغير لدرجة أن الجوار 0يمكن اختيار bV لةدقىةb  لا يحتوي ندداً دسبياً مقامه أصغر

فإن  bxبحيث  Ax. وبالتالي لكل 0nمن      
0

1

n
xhbhxh 

 .bدالة متصةة ندد الطدد غير الدسبي)الاختياري( hأي أن 

f:لد تكون الدالة ملاحظات: A  غير متصةة ندد دقىةAc لأنf  غير مطرفة ندد هذس

 الدقىة. في هذس الحالة فإن 

lim( إذا1
x c

f L


 موجودة فإده يمكن تطريف الامتداد :F A c   بالقاندة 

 
 










cxL

Axxf
xF

;

;
 

دقىلة نلدم اتصلال )شلاذة(  c. وفي هلذس الحاللة تسلم cمتصةة ندد Fودحصل بذلك نة  دالة 

 بسيىة )أو لابةة للإزالة(.

f( إذا 1
cx

lim  غير موجودة فإده لا يوجد الطددL  بحيث يكون الامتداد 

 
 










cxL

Axxf
xG

;

;
 

. fغيلر لابةلة للإزاللة( لةداللة )أساسلية دقىلة شلاذة  c. وفي هذس الحالة تسم cدالة متصةة ندد

 ويقال نددئذ أن ندم الاتصال لا دهائي.
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( الدالة1: أمثلة 
x

xf
1

sin:  متصةة نة \ ليس لةداللة دهايلة)؟( وبالتلالي 0x. وندد 0

0x لةدالة )لادهائية( دقىة شاذة أساسيةf. 

( الدالة1 
x

xxg
1

sin: 0غير مطرفة نددx  0وبالتالي فهي غير متصةة ندلدx وحيلث .

0أن
1

sinlim
0


 x

x
x

F:. فإده يمكن تطريف الامتداد   حيث 

 
1

sin ; 0
:

0 ; 0

x x
F x x

x

  
  

  
 

 

 .فدحصل نة  دالة متصةة نة 

 COMBINATIONS OF CONTINUOUS FUNCTIONS  المتصلة الدوال تركيب

,إذا (:3نظرية) ,f g h دوال حقيقية مطرفة نة  مجمونةA إذاجزئية من ،, ,f g h  متصةة

cندللد A و  0xh لكلللAx وإذاb  فللإن, , , ,bf f g f g fg f h   دوال

 .cمتصةة ندد

. وللذا cليست دقىة تراكم فلإن جميله هلذس اللدوال تكلون تةقائيلاً متصلةة ندلد Ac: إذا البرهان

 .Aدقىة تراكم لةمجمونة cإذافإددا دحتاج لإثبات الدظرية في حالة 

hgfإذا   فإن  cدوال متصةة ندد ,,

           lim , lim , lim
x c x c x c

f x f c g x g c h x h c
  

   

 وبالتالي فإده من الدظريات الأساسية لدهايات الدوال دحصل نة 

      

      

( ) lim lim lim
x c x c x c

i f g x f x g x

f c g c f g c

  
  

   
 

fيطد  أنهذا  g وf g دوال متصةة نددc كذلك ، 
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( ) lim lim lim
x c x c x c

ii fg x f x g x

f c g c fg c

  


  
 

 ، cدالة متصةة ندد fgأي أن

      ( ) lim lim
x c x c

iii bf x b f x bf c
 

  

 , cدالة متصةة ندد bfأي أن

 
 

 

 

 
 

lim
( ) lim

lim

x c

x c

x c

f x f cf f
iv x c

h h x h c h







   
     

   
 

fونةيه فإن  h دالة متصةة نددc . 

 دحصل نة  الدتيجة التالية  Aوباستخدام هذس الدظرية ندد كل دقىة في 

,(: إذا4)نظرية ,f g h دوال حقيقية مطرفة نة  مجمونةA إذاجزئية من ،, ,f g h  متصةة

و Aنةلل   0xh لكلللAx وإذاb  فللإن, , , ,bf f g f g fg f h   دوال متصللةة

 .Aنة 

الحدود كثيرة دالة (1:أمثلة  01

1

1 ..... axaxaxaxP n

n

n

n  

 متصلة 

فإن cلكل لأنه ،على    lim
x c

P x P c


. 

p,تكون الدالة نددها مطرفة. فإذا كل دقىة في( الدالة القياسية متصةة ندد 1 q  كثيرتي حدود

1فإده يوجد ندد محدود من الدقاى في 2, , , nx x x   بحيث  0ixq 1,2لكل, ,i n

فالدالللة القياسللية. ومللن ثللم  
 
 xq

xp
xr : تكللون مطرفللة لكللل nxxxx ,....,, 21 وبالتللالي لكللل

 1 2\ , , , nc x x x  فإن 

 
 

 

 

 

 

 
 

lim
lim lim

lim

x c

x c x c

x c

p xp x p c
r x r c

q x q x q c



 



    

حيث cدالة متصةة ندد rأي أن  0cq .وهذا يثبت المىةوب 
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( الدالة3  xxf sin:  فةكلمتصةة نة .,c x  لديدا 

sin sin 2sin cos
2 2

x c x c
x c

    
     

   
 

zzوحيث أن sin 1وcos z لكلz    فإن 

cxcxcx  1
2

1
2sinsin 

sinفإن 0ولكل مطى  cوبالتالي لكل sinx c   لكلx  بحيث 

x c  أي أن .  sinf x x دالة متصلةة ندلدc .وحيلث أنc دقىلة اختياريلة فلإنf  داللة

 .متصةة نة 

f:( إذا4  بحيث  cosf x x فاثبت أنf  دالة متصةة نة. 

مةحوظة:









2
sincos


xx. 

 ( فإن 4)( حسب دظرية 5

i )
x

x
x

cos

sin
tan   مطرفة ومتصةة نة  1

2
\ : ,x x n n    

ii )
x

x
x

sin

cos
cot   مطرفة ومتصةة نة \ : ,x x n n   

iii )
x

x
cos

1
sec   مطرفة ومتصةة نة  1

2
\ : ,x x n n    

iv )
x

x
sin

1
cosec   مطرفة ومتصةة نة \ : ,x x n n   

   COMPOSITION OF CONTINUOUS FUNCTIONSالمتصلة الدوال تحصيل

:إذا , :g B f A  و,A B  بحيلللللث f A B   فلللللإن الداللللللة:g f A  

gfوتسم  تحصيل تطُرف بـ ,     xfgxfg  
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f:(: إذا5)نظريااة A  دالللة متصللةة ندللدc A إذا ،B  بحيللث f A B وإذا

:g B  دالة متصةة ندد cfb   فإن:g f A  دالة متصةة نددc. 

فإده لكل جلوار bدالة متصةة ندد  g: إذاالبرهان  bgV لةدقىلة g b يوجلد جلوار V b 

لةدقىلللة b f c بحيلللث لكلللل y B V b  فلللإن    bgVyg وحيلللث أن .f  داللللة

جلللللوار cمتصلللللةة ندلللللد V b لةدقىلللللة b f c سللللليوجد جلللللوار V c لةدقىلللللةc بحيلللللث

   f x V b لكلx في A V c. 

وحيلللللث أن f A B فلللللإن   f x B V b  لكللللللx فلللللي A V cونةيللللله فلللللإن .

        bgVxfgxfg  لكلx في A V cوهلذا يثبلت أن .fg   داللة متصلةة

 .cندد

 

 دحصل نة  الدتيجة التالية: ,BAالدظرية ندد كل دقاى كلاً من بتىبيق هذس

f:إذا (:6نظريااة) A   دالللة متصللةة نةللA  و:g B    متصللةة نةللB  

حيث f A B فإن:g f A   متصةة نةA. 

f:( إذا1: أمثلة A   متصةة نةA  فأثبت أن   h x f x  دالة متصةة نةA. 

الإثبات: نرف  xxg : لكلx فإن .   g x g c x c   لكل,x c  

. وحيث أندالة متصةة نة  gوبالتالي      h x f x g f x  فلإنh  داللة متصلةة

cلكل cندد A. 



94 
 

f:( إذا1 A   متصةة نةA  فأثبت أن   :w x f x دالة متصةة ندد كلAx 

بحيث  0xf. 

الإثبات: نرف  xxg : 0لكلxوحيث أن .  xxg  0دالة متصةة ندد كلل c  .

f:فإذا A   دالة متصةة نةA (تكون 5فإده بحسب دظرية )    :w x g f x  داللة

بحيث Axمتصةة ندد كل  0xf. 

f:( إذا3 A  دالة متصةة فإن الدالة    : sins x f x  متصةة نةA. 

: حيث أنالحل  xxg sin: لكلx   فإذا هي دالة متصةة نة .:f A   دالة متصةة

بحيلث 0مطى  سيوجد 0فإده لكل Aنة    f x f c   لكلل,x c فليA تحقلق

x c   ونةيه فإن . 

             sin sins x s x f x f c f x f c       

s:أي أن g f  دالة متصةة نةA. 

f:( أنىلل  مثللالاً لدالللة 4  غيللر متصللةة ندللد كلللx  ولكللن   :g x f x  دالللة

 .متصةة نة 

f:: اجطلالحل  بحيث 

 
1 ;

1 ;

x
f x

x


 

 
 

xغير متصةة ندد كل fفدجد أن ؟( وأن(  1f x  لكلx  .وهي دالة متصةة 

f:( إذا5  بحيث  1 xxf لكلx  وإذا :g  بحيث 

 









1;0

1;2

x

x
xg 

gأثبت أن الدالة f 0غير متصةة نددx. 
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: اجطلالحل nx 0بحيلث متتابطلة فليnx 0لكلل,nx n   11فيكلونnx لكلل

n  ومن ثم 

       lim lim lim 1 lim 2 2n n n
n n n n

g f x g f x g x
   

     

وبالتالي فإن   2lim
0




xfg
x

وحيث أن .        0100  gfgfg  

فإن     0lim
0

fgxfg
x

 


fg، أي أن  0غير متصلة عندx. 
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 CONTINUOUS FUNCTIONS ON INTERVALS فترات على المتصلة الدوال

لةدوال الحقيقية المتصةة نةل  فتلرات نلدد ملن الخلواا الهاملة التلي لا تتحقلق لةلدوال المتصلةة 

 بوجه نام.

f:يقلللال لةداللللة (:3تعرياااف) A   أدهلللا محلللدودة نةلللA إذا وجلللد الثابلللتM0 بحيلللث

 f x M لكلAx. 

هلو مجمونلة  بطبارة أخرى دقول لداللة أدهلا محلدودة نةل  مجمونلة إذا كلان ملدى الداللة فلي

f:محللدودة. ودقللول أن الدالللة A   ليسللت محللدودة نةللA 0إذا لكلللM مطىلل  توجللد

AxM  بحيث  Mxf M . 

f:: الدالللةمثااال A  بحيللث  xxf 1 لكللل 0,x A    ليسللت محللدودة نةللA  لأدلله

يوجد 0Mلكل 1 1Mx M  يحقق  MMxf M  1 

التاليلة تطىل  الشلرى هذا المثال يوضح أن الدالة المتصةة ليست بالضلرورة محلدودة. والدظريلة 

 الكافي لةدالة المتصةة كي تكون محدودة.

إذا (:7نظرياااة) baI ,: فتلللرة مغةقلللة ومحلللدودة وإذا:f I   داللللة متصلللةة نةلللI فلللإنf 

 .Iمحدودة نة 

Ixnيوجلد n, فإده لكلIليست محدودة نة  fبفرض أن البرهان:  بحيلث  nxf n  .

Ixnمحدودة وحيث أن Iحيث أن  لكلn فلإن المتتابطلة nx  محلدودة. وبحسلب دظريلة

فيرشتراس توجد متتابطة جزئية -بةزادو 
rnx تقاربية إل  نددx فيI لأنI  مغةقة. وحيلث أن

فلإن المتتابطلة xمتصلةة ندلد fالداللة  
rnf x   تتقلارب إلل xfوملن ثلم فللإن .  

rnf x 

متتابطة محدودة وهذا يدالض كون 
rnf x n لكلn الداللة. هلذا التدلالض يل دي إلل  أن

:f I   محدودة نةI. 

يجب ملاحظة أن كلل فرضلية فلي الدظريلة السلابقة هلي شلرى أساسلي لا تتحقلق الدتيجلة بدودله. 

 لتوضيح ذلك دطتبر الأمثةة التالية.
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( الدالللة1 1 : 0,f   حيللث  xxf 1
هللي دالللة متصللةة نةلل   ,0 وغيللر محللدودة فةكللل

0M فإن  ,01MxM
و   Mxf M 1

لاحظ أن    ,0I .غير محدودة 

( الدالللة1 2 : 0,1f  حيللث  xxf 12   هللي دالللة متصللةة نةلل 1,0I  ،وغيللر محللدودة

Mnيوجلللللد 0Mحيلللللث أدللللله لكلللللل  بحيلللللثMnM  و 1,0
1


Mn

، وملللللن ثلللللم فلللللإن 

  Mnnf MM 12
 غير مغةقة. I.  لاحظ أن

( الدالة3 3 : 0,1f  حيث 

 
 

3

1 ; 0,1

1 ; 0

x x
f x

x

 
 


 

هللي دالللة غيللر متصللةة نةلل  1,0Iوبالتللالي توجللد متتابطللة .
1

n

 
 
 
0تحقللق nو 

1


n
و 

3

1
f

n

  
  
  

Mnيوجلد 0Mلأدله لكلل 1غير تقاربية إلل    1بحيلثMn M  وبالتلالي ،

1Mيوجد Mx n في 0,1 يحقق 

   3 31 1 1M M Mf x f x n M      

ومدها 3 1Mf x M  0لكلM3. وهذا يبين أنf  ليست محدودة نةI. 

Aإذا (:4تعرياااف)  و:f A  يقلللال أن لةداللللةf  ليملللة نظم )مىةقلللة( نةلللA  إذا

Axوجدت  بحيث   f x f x  لكلx A  وتسلمx دقىلة دهايلة نظم )مىةقلة( لةداللة

f . 

Axإذا وجدت Aليمة صغرى)مىةقة( نة  fويقال أن لةدالة 
بحيلث    f x f x  لكلل

x A  وتسم
x دقىة دهاية صغرى)مىةقة( لةدالةf. 

وصغرى ندد xليمة نظم  ندد fيتضح من التطريف أده إذا لةدالة 
x فإن 

      Axxfxfxf  
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ومن ثم فإن     * ,f A f x f x  
 

 . ويتضح كذلك أن

       inf , supf x f A f x f A

   

ونةيه فالقيمة القصوى )نظم  أو صغرى( لةدالة مت  وجدت تكون وحيدة. ولكن الدالة لد تأخذ 

f:فملثلا الداللةً  Aهذس القيمة ندد أكثر من دقىة في  حيلث  sinf x x  تأخلذ ليمتهلا

2ندد الدقاى 1الطظم 
2

nx n


  لكلn  

ندد كل الدقاى 1وتأخذ ليمتها الصغرى


nxn 2
2

3
 لكلn . 

للليس بالضللرورة لهللا ليمللة  فللي Aالآن دطىلل  أمثةللة نةلل  أن الدالللة المتصللةة نةلل  مجمونللة

 :Aلصوى نة 

( الدالة1 1 : 0,f   بحيث  xxf 11  نظمل  أو صلغرى( نةل   ليس لها ليملة لصلوى(

المجمونة 0,A    

      a1( ليس لةدالةf  ليمة نظم  نةA : 

يوجد 0Mفةكل 1 1Mx M  يحقق 1 1Mf x M M   وبالتالي فإن 

Axغيللر محللدودة مللن أنةلل . فللإذا وجللد 1fالدالللة  بحيللث   1 1f x f x  لكلللx A  فإددللا

دحصل نة  تدالض يقتضي ندم وجود ليمة نظم  لةدالة
1f  نةA. 

    b1لةدالة ( لا يوجد ليمة صغرىf  نةA: 

1حيللللللث أن 0x  0لكلللللللx  فللللللإن   1 1inf 0f A f A فللللللإذا وجللللللد .Ax 
بحيللللللث 

    xfxf 11
فلللللإن Axلكلللللل  1 * *1f x x حلللللد سلللللفةي لةمجمونلللللة 1f A وبالتلللللالي

 11 inf 0x f A  وهذا يطدي أن .x A. 

هذا التدالض ي دى إل  أده لا توجد ليمة صغرى لةدالة
1f  نةA. 

( الدالة1 2 : 0,1f  حيث  xxf 12   ليس لها ليمة لصوى نة 1,0:A  
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      aحيث أن )    ,12 Af مجمونة غير محدودة من أنة . فإذا وجد 2M f x  لبطض

Ax  1فللإنM ومللن ثللم يوجللد ، 1 1Mx M  فلليA  ويحقللق 2 Mf x M وهللذا .

يدالض كون 2M f x  ليمة نظم  لةدالة
2f  نةA. 

    bإذا وجلللللد )Ax 
بحيلللللث     xfxf 22

, أيAxلكلللللل 



xx

11
، فلللللإنAxلكلللللل 

  1inf
1

2 


Af
x

Axوهذا يدالض كلون 1x. ومن ثم 
. هلذا التدلالض يل دى إلل  أدله لا 

توجد ليمة صغرى لةدالة
2f  نةA. 

( لةدالللللللة3 3 : 1,f   حيللللللث  xxf 13   ليمللللللة نظملللللل *

3 1f x  1ندللللللدx لأن

  113  xxf لكللل  ,1x3. وللليس لةدالللةf ليمللة صللغرى. خلللاف ذلللك يوجللد  ,1x 

بحيلللللللث 3 *1f x x لكلللللللل 1,x  1*. وبالتلللللللالي يكلللللللون x حلللللللد سلللللللفةي لةمجمونلللللللة

    3 1, 0,1f   ،ومن ثم 
1

inf 0,1 0
x 

 أي أن ،* 0x  

هذا يدالض كون  ,1x3. هذا التدالض ي دى إل  أنf  ليس لها ليمة صغرى نة ,1. 

( لةدالة4 4 : 1,2f  بحيث 
x

xf
1

4   1ندلد 1توجلد ليملة نظملx وليملة صلغرى
2

1 

لأن 2xندد 
1

1
2

f x  لكل 1,2x . 

( الدالللة5 1 : 0,1g  حيللث  2

1 xxg   نظملل  أو صللغرى( نةلل )للليس لهللا ليمللة لصللوى

 1,0:Aأثبت ذلك؟   . 

( لةدالة6 2 : 0,1g  حيث  2

2 xxg  1توجد ليمة نظمل  ندلدx وليملة صلغرى ندلد

0x ؟6و 5. بين صحة ذلك، وبرر الاختلاف بين المثالين 

إذا (:8)نظرية ,I a b فترة مغةقة ومحدودة وإذا:f I   دالة متصةة نةI فإنf  تصل

 .Iإل  ليمتها الطظم )المىةقة( وإل  ليمتها الصغرى)المىةقة( نة 
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( واضلللح أن المجمونللة غيللر الخاليلللة7): مللن دظريللة البرهااان    ;f I f x x I   

محلللدودة. فلللإذا sups f I  و infs f I  فإددلللا سلللدبين أدللله يوجلللد*x و*x فللليI بحيلللث

 *s f x  و *s f x  . 

nsفإن n( لكل1    1
ليس حد نةوي لةمجمونة  Ifأي أده لكل ،n يوجدIxn  

بحيث 
1 1

ns f x s s
n n

       لكلn. 

محدودة فإن كل متتابطة Iوحيث أن nx فيI تكون محدودة وبالتالي لها متتابطة جزئية 
rnx 

Ixمغةقللة فللإن I. وحيللث أنxتقاربيللة إللل  دقىللة  وبالتللاليf متصللةة ندللدx ومللن ثللم

   
rnf x f x  . 

وحيث أن 
1 1

rns f x s
n n

     فإن   lim
rn

n
f x f x s 


 . 

وهكذا دحصل نة    f x f x  لكلIxأي أن ، f x  ليمة نظم  لةدالةf  نةI. 

Ix( بالمثل يمكن إثبلات أن توجلد 1       يكلون لةداللةf ندلدها ليملة صلغرى هلي xf .

 )تفاصيل البرهان متروكة كتمرين(.

 )وجود جذر لةدالة المتصةة((:9)نظرية

إذا ,I a b و:f I   دالللة متصللةة نةللIوإذا ،    0bfaf فإدلله توجللد bac , 

بحيث  0cf. 

: في الحالة نددماالبرهان   0f a f b  الحالة نددما(   0f a f b   ).تدالش بالمثلل

تدتملي إلل  كلل  cسوف دقوم بتكوين متتابطة من الفترات المتداخةة، ومن ثم دضمن وجلود دقىلة

من هذس الفترات ودبين أن  0cf. 

اجطل 1 1 1,I a b 1حيث 1,a a b b  واجطل
1 هلي دقىلة مدتصلف

1Iفلإذا .  01 f فلإن

1c  ودتوللللف. خللللاف ذللللك إذا  01 f 2دضللله 1 2 1,a a b  . وإذا  01 f دضللله
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2 1 2 1,a b b وملللللللن ثلللللللم اجطلللللللل . 2 2 2,I a b 2فيكلللللللون 1I I و   2 20f a f b  .

1بالاستمرار في ىريقة تدصيف المدى دحصل نة  متابطة الفترات المتداخةلة 2 kI I I   

وفيها   0k kf a f b  لكلk  

يسلاوي دصلف ىلول الفتلرة nIوحيث أن هذس الفترات تكودت بتكرار التدصيف فإن ىول الفتلرة

1nIوبالتالي فإن ىول الفترة .nI هو  12n

n nb a b a    لكلnوحيلث أن .nI  فتلرات

nn. أي أنnلكلل nIcبحيلث cمتداخةة مغةقة ومحدودة فإده توجلد bca   وملن ،

 دحصل نة  nثم لكل  10 2n

n n nc a b a b a      وهكذا فإن .lim n
n

a c


. 

كذلك  10 2n

n n nb c b a b a       لكلnوبالتالي .lim n
n

b c


 . 

فلإن Iداللة متصلةة نةل  fمن جهة ثادية حيلث أن   nf a f c ندلدماn وحيلث أن .

  0naf لكلللn فللإن  0cfوكللذلك .   nf b f c وحيللث أن  0nbf لكلللn فللإن

  0cfوهكذا فإن هذا تدالض يقتضي أن .  0cf. 

: إذامثال   1,01,0: f متصةة فاثبت وجود 1,00 x بحيث  00 xxf  

 ملاحظة: مثل هذس الدقىة تسم  دقىة ثابتة. 

: نرفالحل    xxfxg  فتكلون   : 0,1 0,1g   داللة متصلةة نةل 0,1فلإذا .  00 f 

00فللللللللإن xوإذا ,  11 f 10فللللللللإن x خلللللللللاف ذلللللللللك إذا .   1 1, 0 0f f  فللللللللإن

   1 1, 0 0f f وبالتالي .   1 1 1 0g f   و   0 0 0 0g f  . 0وبلذلك توجلدx 

في 0,1 بحيث 0 0g x  ومن ثم  00 xxf . 

 ( البينية للقيمة بلزانو )نظرية  (:17)نظرية

f:فترة وإذا Iإذا I   دالة متصةة نةلIفلإذا .Iba , وk  بحيلث   bfkaf  

a,بين Iفي cفإده توجد دقىة b بحيث  kcf . 

ba: بفرض أنالبرهان نرف .    kxfxg : فدجد أن   bgag  0 . 
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aو c( سللتوجد دقىلللة9)وحسللب دظريلللة  c b  بحيللث  0g c  وبالتلللالي .  kcf وإذا .

ba  نللرف   xfkxh : فتحقللق   ahbh  acbو c. ومللن ثللم توجللد دقىللة 0  

تحقق   cfkch 0ومن ثم ،  kcf . 

: إذانتيجااة baI ,: فتللرة مغةقللة ومحللدودة وإذا:f I   دالللة متصللةة نةللIفللإذا .k  

بحيث   inf supf I k f I  فإده توجد دقىةc فيI  بحيث  kcf . 

فلإن Iمتصلةة نةل  fمغةقة ومحلدودة و Iأن: حيث البرهان If محلدودة، وملن ثلم تصللf 

Icc، أي توجلللللللللللللد الدقلللللللللللللاىIإلللللللللللللل  ليملللللللللللللة لصلللللللللللللوى نةللللللللللللل  

 بحيلللللللللللللث ,

       sup , inff c f I f c f I

 وبالتالي .     cfkcf 

cو Icومن ثم حسب دظرية بةزادو لةقيمة البيدية توجد c c 

   يحقق f c k. 

f:فترة و Iإذا (:11)نظرية I   دالة متصةة نةI  فإن    IxxfIf   فترة. ;

لكلللل البرهاااان: If, بحيلللث  سلللتوجدIba ,  بحيلللث   ,f a f b   .

وحسب دظرية بةزادو لةقيمة البيدية لكلل ,k سلتوجدIc وbca  يحقلق  kcf  .

اختيارية في kوحيث ,  فإن   If,وحيلث أن .,  نداصلر اختياريلة فلي f I 

فإن If .فترة 

f:فتلللللرة مغةقلللللة ومحلللللدودة وإذا Iإذا (:12)نظرياااااة I   داللللللة متصلللللةة نةلللللI  فلللللإن

    IxxfIf   فترة مغةقة ومحدودة. ;

( تكون7)فترة مغةقة ومحدودة فإده وبحسب دظرية  Iحيث أن البرهان: If  محدودة. وبالتالي

m,سيوجد M  بحيث supM f I و infm f I. 

( فإن8)وحسب دظرية  ,m M f Iوبالتالي .   MmIf , وحسب الدتيجة التالية لدظرية .

بةزادو لةقيملة البيديلة فإدله لكلل Mmk , يوجلدIc  بحيلث  kcf ونةيله . Ifk  هلذا

يطد  أن   IfMm , وهكذا يكون .   MmIf ,. 

 تمارين:
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( إذا1 : ,f a b  دالة متصةة بحيث  0f x  لكل ,x a b 0فاثبت أدله يوجلد   

بحيث f x  لكل ,x a b. 

الحل: حيث أن ,I a b دة فإنفترة مغةقة ومحدو f I فترة مغةقة ومحلدودة. وبالتلالي يوجلد

 بحيث في inf f I وحيث أن . f I فترة مغةقة فإن f I 0ومن ثم . 

( إذا1 , : ,f g a b   دوال متصلللللللةة نةللللللل ,I a b  وإذا    ;A x I f x g x   

فاثبت أده إذا nx متتابطة فيA  0تتقارب إلx 0فإنx A. 

الحل: إذا nx متتابطة فيA  0تتقارب إللx وحيلث أنA I وI فتلرة مغةقلة ومحلدودة فلإن

0x Iوحيلث أن .,f g  دوال متصللةة نةللI فلإن  nf x  تتقللارب إللل 0f x و  ng x 

تتقللارب إللل  0g xوحيللث أن .nx A لكلللn فللإن   n nf x g x لكلللnوبالتللالي فللإن .

   0 0f x g x0. ومن ثمx A. 

( إذا3 : ,f a b   دالللللة متصللللةة نةلللل ,I a b وإذا لكلللللx I توجللللدy I بحيللللث

   
1

2
f y f x فاثبت أده يوجدc I بحيث  0f c . 

الحللللللللللل: إذا nx متتابطللللللللللة فلللللللللليI بحيللللللللللث   1

1

2
n nf x f x  لكلللللللللللn فللللللللللإن

   1 1

1

2
n n

f x f x  وبالتالي فإن  0nf x  . 

nxمحدودة و Iوحيث أن I لكلn فلإن nx متتابطلة محلدودة وملن ثلم توجلد 
rnx  متتابطلة

دالللللة متصللللةة و fمغةقللللة. وحيللللث أن Iلأن Iفللللي cجزئيللللة تقاربيللللة إللللل 
rnx c فللللإن

   nf x f c فإن. وهكذا  0f c . 

( بين أن كل كثيرة حدود من درجة فردية ذات مطاملات حقيقيلة يكلون لهلا جلذر حقيقلي واحلد 4

 نة  الألل.
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: اجطلللالحاال  1

1 1 0

n n

n n nP x a x a x a x a

     كثيللرة حللدود مللن درجللةn وn  نللدد

limفلللردي. وبالتلللالي فلللإن n

x
x


 0. فلللإذاna  فلللإن lim n

x
P x


 0. وإذاna  فلللإن

 lim n
x

P x


  وبالتلللالي . nP x    لكللللx وحيلللث أن .:nP   داللللة

a,سلليوجد متصللةة نةلل  b بحيللث فللي   0n nP a P b    ومللن ثللم يوجللد ،

 ,c a b بحيث  0nP c . 

f:( إذا5   وإذا داللللة متصلللةة نةللل lim 0
x

f x


فاثبلللت أن .f  محلللدودة نةللل 

. وأنىي مثال يبلين أن مثلل هلذس الداللة لا نظم  أو صغرى( نة )وتصل إل  ليمة لصوى 

 نظم  وليمة صغرى.تصل بالضرورة إل  ليمة 

f:: إذاالحل   بحيث فإده لكل متصةة نة nx بحيث  متتابطة فيnx  فإن

  0nf x وبالتلالي فللإن .  nf x 0متتابطللة محللدودة. وهلذا يطدللي وجللود نللددM  بحيللث

 nf x M لكلnx. 

xفإده لكل دالة متصةة نة  fوحيث أن  0و  0يوجد بحيث 

       n nf x f x f x f x M    

في الجوار nxلكل V x. 

وحيللث أن lim 0
x

f x


 0فإدلله لكلللM  مطىلل  يوجللد جللوار 0V  بحيللث  0f x  أو

  0f x  لكلx في الجوار 0V أي أن ،f  تصل إل  ليمة لصوى نة. 

: الدالةمثال  2

1
f x

x
 تحقلق

2

1
lim 0

x x
 و

2

1
0

x
 0لكلل x  هلذس الداللة تصلل فقلى .

 إل  ليمة صغرى.

f:( إذا6   و دالة متصةة نة  .0اثبلت أدله إذاx  بحيلث 0f x   فإدله

0يوجد  بحيث f x  لكلx الجوار 0V x. 
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: نللرفالحاال   g x f x  فدجللد أن:g   وأن دالللة متصللةة نةلل 0 0g x  .

وملللللن ثلللللم فلللللإن   
0

0lim
x x

g x g x


وبالتلللللالي لةطلللللدد . 0

1

2
g x  0يوجلللللد  بحيلللللث

     0 0

1

2
g x g x g x  لكلللللللللx الجللللللللوار 0V x ومللللللللن ذلللللللللك دحصللللللللل نةلللللللل .

   0

1
0

2
g x g x ومن ثم ، f x  لكلx الجوار 0V x. 

f:( إذا7  بحيللث  2f x x لكلللx اختبللر تحللت تللأثير فلليf  صللورة كللل فتللرة

 مفتوحة)مغةقة(

( أنىيت8 : 0,1f  دالة متصةة نة  الفتلرة 0,1 و f x  لكلل 0,1x  فاثبلت أن

f .دالة ثابتة القيمة 

( إذا9 : ,f a b   ليست بالضرورة متصةة نة( ,a bوإذا لكل )x في ,a b يوجد جلوار

 
x

V x بحيثf  دالة محدودة نة 
x

V xفاثبت أن .f  دالة محدودة نة ,a b. 

غيللر محللدودة نةل  f: افللرض نةلل  الطكلس أنالحال ,I a b فإدلله لكلللn يوجللدnx I 

بحيللث nf x nوحيللث أن .I مغةقللة ومحللدودة فللإن المتتابطللة nx محللدودة ومللن ثللم توجللد

متتابطة جزئية 
rnx 0تتقارب إلx فليI0. ملن جهلة ثاديلة لةطلددx  0يوجلد

x
  بحيلثf  داللة

محلللدودة نةللل  الجلللوار 0x
V x .وبالتلللالي يوجلللد, 0N M  بحيلللث 

rnf x M لكلللل

rn Nوهذا يدالض كون . nf x n لكلn هذا التدالض ي دي إل  أن محدودة نة .I. 

( إذا17 : ,f a b  دالة متصةة نة  الفترة ,a b وإذا لكل ,x a b 0يوجدx  بحيث

f محللدودة نةلل  الجللوار 
x

V x  فاثبللت بمثللال أنf ليسللت بالضللرورة محللدودة نةلل  الفتللرة

 ,a b. 

: الدالةالحل  1f x x متصلة على الفترة 0,1J ولكن ،   1,f J   .غير محدودة 
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 UNIFORM CONTINUITY المنتظم الاتصال

Aإذا  و:f A  فللإنf دالللة متصللةة ندللدc فلليA  0يطدللي أدلله لكللل مطىلل  يوجللد

 0 ,c    بحيث   f x f c   لكلx  تحققx c  بوجه نام فلإن الطلدد . 

,يطتمد نة  كل من c فمثلا لةداللة 
1

f x
x

  متصلةة نةل  المجمونلة : 0A x x   

فلللللللللللإن Aفلللللللللللي cولكلللللللللللل   
c x

f x f c
cx


  0. ولكلللللللللللل مطىللللللللللل  يوجلللللللللللد

21 1
0 min ,

2 2
c c 

 
   

 
xتحقق x. وحيث أده لكل c   فإن

1

2
x c c   ومدها دجد

أن
1

2
x c وبالتالي فإن    2

2
f x f c x c

c
   

21من جهة ثادية لديدا

2
x c c  وهكذا فإن .    2

2

2 1

2
f x f c c

c
 

 
   

 
 

xلكل A  تحققx c  واضح من هذا المثال أده ندد دراسة الدالة . 
1

f x
x

  ندلد كلل

cلا تحلللدد ليملللة واحلللدة تصلللةح لكلللل فلللإن الصللليغة السلللابقة لةطلللدد Aدقىلللة فلللي A  لأن

  inf , ; 0c c A   بيدما لةدالة . f x x  دجلد أدله لكلل المتصلةة نةلc  ولكلل

0مطى   يوجد  بحيث   f x f c   لكلx  تحقلقx c  أي أن الطلدد . 

 . هذا يدفطدا لدراسة هذس الحالة لةدوال المتصةة.هذس المرة يطتمد فقى نة 

Aإذا(: 5تعريف)  يقال لةدالة:f A   أدها متصةة اتصال مدتظم نةA  إذا لكل مطى

0  يوجد 0   بحيث   f x f c   لكل,x c فيA  يحققانx c  . 

دالة متصةة بادتظام نة  مجمونة fالمدتظم يطرف نة  مجمونة. وأده إذا ليلاحظ أن الاتصا

A فإنf متصةة ندد كل دقىة فيA ونكس ذلك ليس بالضرورة صلحيح نةل  وجله الطملوم ،

فمثلا الدالة 
1

f x
x

 0دمتصةة ندد كل نلد x وهلي غيلر متصلةة بادتظلام نةل  المجمونلة

 : 0A x x  .الدظرية التالية توضح مطيار ندم الاتصال المدتظم . 

f:إذا(: 13نظرية) A  دالة فإن الجمل التالية متكافئة 
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 Aغير متصةة بادتظام نة  المجمونة fالدالة (1

00يوجللللد (1  0بحيللللث لكللللل  يوجللللد,x c  فلللليA يحققللللانx c    و

    0f x f c    

00يوجد (3  وتوجد nx و nc متتابطتان فيA  بحيث 

 lim 0n n
n

x c


  و    0n nf x f c  . 

00سليوجد Aغيلر متصلةة بادتظلام نةل  f( بحسب التطريف فإذا 1(1 البرهان:   بحيلث

0لكل  يوجد,x c  فيA يحققانx c    و    0f x f c   . 

1)  300( يوجد1( لأده بصحة  ولكلn يوجد,n nx c فيA بحيث
1

n nx c
n

  و

    0n nf x f c  00. وملللللن ثلللللم يوجلللللد  و   ,n nx c متتابطلللللات فللللليA بحيلللللث

 lim 0n n
n

x c


  و    0n nf x f c  . 

0ولكللل مطىلل . Aمتصللةة بادتظللام نةلل  f( أن1والآن دفللرض نةلل  الطكللس مللن   يوجللد

 0     بحيث   f x f c   لكلx  تحققx c   . 

Kيوجللللد ( صللللحيحة فإدلللله لةطللللدد3فللللإذا   بحيللللثn nx c   لكلللللn Kوبالتللللالي .

   n nf x f c   لكلللn K  0ولكللل مطىلل 00. وهللذا يدللالض أدلله يوجللد  بحيللث

    0n nf x f c   لكلnصلحيحة. 1( تكلون3. هلذا التدلالض يل دي إلل  أدله بصلحة )

 (. 1 (3وهكذا فإن

  أمثلة:

( بين أن الدالة1 
1

f x
x

 غير متصةة بادتظام نة  المجمونة : 0A x x  . 

: اجطلللللللللللالحاااااااااال
1 1

,
1

n nx c
n n

 


n,دجللللللللللد أن nلكللللللللللل  nx c A لكلللللللللللn   وأن

 
 

1
lim lim 0

1
n n

n n
x c

n n 
  


. كللذلك واضللح أن    1n nf x f c  لكلللn وبالتللالي .
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توجلللللللد nx و nc متتابطتلللللللان فللللللليA بحيلللللللث lim 0n n
n

x c


  ولأي 0 0,1  فلللللللإن

    0n nf x f c  . 

( ادرس الاتصال المدتظم لةدالة1 
1

cosf x
x

 نة  الفترة 0, . 

نة  الفترة f: رغم أن الدالة متصةةالحل 0,   غير أدها غير متصةة اتصال مدتظم نة  هذس

غيللر متصللةة اتصللال مدللتظم نةلل  fالفتللرة وسللوف ددللالش مثللل هللذس الحالللة لاحقللا. ولإثبللات أن

 0,  دطتبللللللللللللللر المتتابطتللللللللللللللان 
1

2
nx

n

 
  
 

و  
 

2

2 1
nc

n 

 
    

. واضللللللللللللللح أن

 lim 0n n
n

x c


  ولكلللn فللإن   1, 0n nf x f c وبالتللالي .    1n nf x f c  ،

0ومن ثم لكلل 1  فلإن   n nf x f c  وبالتلالي فلإن .f  غيلر متصلةة اتصلال مدلتظم

نة  0, . 

f:( بين أن الدالة3  بحيث  2f x x لكلx   غير متصةة بادتظام نة 

: للللديداالحااال nx و nc بحيلللث متتابطتلللان فلللي
1

,n nc n x n
n

   لكللللn تحققلللان

 
1

lim lim 0n n
n n

x c
n 

   ولكلn  فإن 

   
2

2

2

1 1
2 2n nf x f c n n

n n

 
       

 
 

ومن ثم   2f x x  دالة غير متصةة بادتظام نة. 

f:فترة مغةقة ومحدودة وإذا Iإذا (:14نظرية) I   دالة متصةة نةI فإنf  داللة متصلةة

 .Iاتصال مدتظم نة 

سيوجد Iغير متصةة بادتظام نة  fبفرض أن البرهان: nx و nc متتابطتان فيI ويوجلد

00  بحيث    0n nf x f c   لكلn و
1

n nx c
n

 . 
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مغةقللة ومحللدودة سللتوجد Iوحيللث أن 
rnx و 

knc متتابطتللان جزئيتللان تتقاربللان فلليIفللإذا .

rnx z فإن
2

k k r rn n n nc z c x x z
n

      لكلn وبالتالي
knc z . 

فلإن Iمتصةة نةل  fوحيث أن        lim 0
r kn n

n
f x f c f z f z


    هلذا يطدلي أدله .

0لكل مطىل   0يوجلدn  بحيلث   n nf x f c   0لكللn nوهلذا يدلالض كلون .

    0n nf x f c   لكلnي دي إل  أن . هذا التدالضf  متصةة بادتظام نةI. 

أنىيللللت (:4مثاااال) : 0,2f  بحيلللث f x x فاثبللللت أنf  متصلللةة بادتظللللام نةلللل

 0,2I . 

متصةة بادتظام  fفترة مغةقة ومحدودة فإن I، وحيث أنIمتصةة نة  f: يكفي إثبات أنالحل

 .Iنة 

 " Lipschitz Functions"دوال ليبشتز(: 6تعريف)

Aإذا  يقال لةدالة:f A   نة  زليبشتأدها تحقق شرىA 0إذا وجد الثابت K بحيث

   f x f c K x c   لكل,x c فيA. 

( بين أن الدالة1 أمثلة:  2f x x بحيث 0,x b  تحقق شرى ليبشتز نة 0, b. 

x,: لكلالحل c في 0, b 2فإنx c b 2. ومن ثم يوجدK b بحيث لكلل,x c فلي 0, b 

دحصل نة     2 2f x f c x c x c x c K x c       . 

( إذا1 f x x 1لكل x فاثبت أن الدالةf تحقق شرى ليبشjز نة  الفترة 1, . 

x,: لكلللالحاال c فللي 1,  2فللإنx c وبالتللالي يوجللد .
1

2
K  بحيللث لكللل,x c فللي

 1,  يكون   
x c

f x f c x c K x c
x c


     


. 

( اثبت أن الدالة3 g x x بحيث 0, 2x  لا تحقق شرى ليبشj ز نة 0, 2. 
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: بفلللرض أنالحااال   0 0g x g K x   فلللإنx Kxومدهلللا .
1

K
x
 لكللللx فلللي

 0, . فإذا2
2

1
nx

n
 فلإن 0, 2nx  لكللnوملن ثلم ،n K لكللn وهلذا يدلالض .

 غير محدودة من أنة .  كون المجمونة

f:إذا (:15نظرية) A  نة  المجمونلة زدالة تحقق شرى ليبشتA فلإن الجزئيلة ملنf 

 .Aدالة متصةة اتصال مدتظم نة 

0سيوجد زتحقق شرى ليبشت fإذا البرهان: K بحيلث   f x f c K x c   لكلل,x c 

0. وإذاAفلللللي  مطىللللل  سللللليوجد
K


 ولكلللللل .,x c فللللليA  بحيلللللثx c   فلللللإن

   f x f c K x c K
K


    أي أن .f  دالة متصةة اتصال مدتظم نةA. 

( اثبت أن الدالة1أمثلة:  
1

f x
x

 متصةة بادتظام نة  الفترة ,A a  0لأي a. 

x,: لكلالحل c فيA فلإن,a x a c  و    2

1
f x f c x c

a
  وبالتلالي فلإن .f  تحقلق

بثابت Aنة  زشرى ليبشت
2

1
K

a
ومن ثم فإن ،f  متصةة اتصال مدتظم نةA 

f:( أنىيللت1  حيللث  2

1

1
f x

x



xلكللل  فاثبللت أن ،f  دالللة متصللةة بادتظللام

 .نة 

x,: لكلالحل c فإن في 

   
  

  

2 2

2 2 2 2

2 2

1 1

1 1 1 1

2
1 1

c x
f x f c

x c x c

x c
x c x c

x c


   

   


   

 

 

2K)بثابتزتحقللق شللرى ليبشللت fوهكللذا فللإن الدالللة  وبالتللالي فللإن( نةلل .f  دالللة متصللةة

 .بادتظام نة 
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( ادرس الاتصال المدتظم لةدالة3 f x x نة  الفترة 0, . 

: اجطللالحل 0,2I  و 1,J   فلإن 0, I J وحيلث أن . f x x  داللة متصلةة

 .Iنة  متصةة بادتظام fفترة مغةقة ومحدودة فإن Iوحيث أن Iنة 

1فإن Jفي xولكل xوبالتالي إذا .,x c فيJ فإن 

   
1

2

x c
f x f c x c x c

x c


     


 

)بثابتزتحقق شرى ليبشت fأي أن
1

2
K نة  الفترة )Jوهكلذا فلإن .f  متصلةة بادتظلام نةل

 0, I J . 

. مثال Aنة  زليبشتتحقق شرى  A: ليس كل دالة متصةة اتصال مدتظم نة  مجمونةملاحظة

ذلك الدالة f x x متصةة اتصال مدتظم نة  الفترة 0,1 نة  هذس  زولا تحقق شرى ليبشت

 الفترة.

 CONTINUOUS EXTENSION   المتصل التمديد

تكون متصةة اتصال مدتظم نة  الفترة fالدالة(: 16)نظرية ,a b  إذا وفقلى إذا أمكلن تطريلف

a,ندد دقىتي الدهاية fالدالة b بحيث تكون الدالة الداتجة متصةة نة  الفترة ,a b. 

a,ندد دقىتي الدهاية fإذا أمكن تطريف الدالةالبرهان:  b  بحيث تكون الدالة الداتجة متصةة

نة  الفترة ,a b  فإدهلا تكلون متصلةة بادتظلام نةل ,a bوبالتلالي .f داللة القصلر نةل  الفتلرة

 ,a b  تكون متصةة بادتظام نة ,a b. 

 بفرض أنf  دالة متصةة اتصال مدلتظم نةل ,a b فلإذا nx متتابطلة فلي ,a b  تتقلارب

فإن aإل   nf x متتابطلة تقاربيلة. اجطلل lim n a
n

f x L


 حيلثaL   فلإذا nc  متتابطلة

اخرى في ,a b  تتقارب إلa فإن lim 0n n
n

x c


  . 
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متصللللةة بادتظللللام نةلللل  fوحيللللث أن ,a b  0فإدلللله لكللللل مطىلللل  0يوجللللدn    بحيللللث

   
2

n nf x f c


  0لكلn nوبالتالي . 

       
2 2

n a n n n af c L f x f c f x L
 

        

أي أن lim n a
n

f c L


 لكل nc متتابطة في ,a b  تقاربية إلa. 

بحيللث فللي bLبالمثللل يوجللد lim n b
n

f x L


 لكللل nx متتابطللة فللي ,a b  تقاربيللة إلللb .

وبوضه   ,b af b L f a L  تكونf متصةة ندد كل من,a b وحيث أدهلا متصلةة بادتظلام .

نة  ,a b فإنf  دالة متصةة نة ,a b. 

( الدالة1 أمثلة: 
1

sinf x x
x

 متصةة نة  الفتلرة 0,b 0لكلل نلدد حقيقلي bوحيلث أن .

0

1
lim sin 0
x

x
x
 فإن التمديد 

 
1

sin ; 0

0 ; 0

x x
F x x

x




 
 

 

متصل نة  0, bوبالتالي فإن .f  دالة متصةة بادتظام نة 0,b. 

(  الدالللللة1 
1

sing x
x

 متصللللةة نةلللل  الفتللللرة 0,b 0لكللللل نللللدد حقيقللللي b وحيللللث أن .

0

1
lim sin
x x
ليس لها تمديد متصل نة  gغير موجودة فإن  0, b وبالتالي فإنg  ليست متصةة

اتصال مدتظم نة  0,b. 

 تمارين:

( إذا1 : 0,f   دالة مطرفة بالقانلدة 
1

sinf x
x

 بلين بىلريقتين مختةفتلين أنf  غيلر

متصةة اتصال مدتظم نة  الفترة 0, . 
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اجطل (:1الحل)
1

2
nx

n
 و

 
2

2 1
nc

n 



. فإنnلكل  lim 0n n

n
x c


   وأن 

     
 2 1

sin 2 sin 1
2

n n

n
f x f c n





    

أي أدله لكللل 0,1  فللإن   n nf x f c   .وبالتلالي فللإنf  ليسللت متصلةة بادتظللام نةلل

 0, . 

حيللث أن (:2الحاال)
0

1
lim sin
x x
غيللر موجللودة فإدلله لا يوجللد تمديللد متصللل نةلل   0, لةدالللةf 

ليست متصةة بادتظام نة  fوبالتالي فإن 0, . 

,( أنىيلللت1 :f g A  دوال متصلللةة بادتظلللام نةلللل  المجمونلللةA  فاثبلللت أن دالللللة .

fالمجموع g  متصةة اتصال مدتظم نةA. 

f,: إذاالحل g  دوال متصةة اتصال مدتظم نةلA 0فإدله لكلل  1يوجلد 20, 0   بحيلث

   
2

f x f c


  لكل,x c فيA 1يحققلانx c   و   
2

g x g c


  لكلل,x c فلي

A 2يحققانx c  فإذا . 1 2max ,   فإده لكل,x c فيA يحققانx c    دجد أن 

             
2 2

f g x f g c f x f c g x g c
 

          

fأي أن الدالة g  متصةة اتصال مدتظم نةA. 

,( إذا3 :f g A  متصةة بادتظام نة  المجمونةA وإذا .,f g  دوال محلدودة نةلA 

 .Aمتصةة اتصال مدتظم نة  fgفاثبت أن دالة حاصل الضرب

f,: حيللث أن كللل مللنالحاال g  دالللة محللدودة نةللA 0سلليوجد, 0f gM M  بحيللث فللي

   ,f gf x M g x M  لكلللx فلليA. وحيللث أن,f g  دوال متصللةة بادتظللام نةللA 

0فإدلله لكللل  1يوجللد 20, 0   بحيللث   
2 f

f x f c
M


  لكللل,x c فلليA يحققللان
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1x c   و   
2 g

g x g c
M


  لكلللللللللل,x c فللللللللليA 2يحققلللللللللانx c  فلللللللللإذا .

 1 2max ,   فإده لكل,x c فيA يحققانx c    دجد أن 

                 

2 2
f g

f g

fg x fg c g x f x f c f x g x g c

M M
M M

 


    

  
 

 .Aمتصةة اتصال مدتظم نة  fgأن الدالةأي 

( بين أن كل من الدالتين4 f x x و  sing x x  وأن دالة متصةة اتصال مدتظم نة .

الضرب  sinfg x x x  غير متصةة اتصال مدتظم نة. 

0: لكلالحل  0يوجد    ولكل,x c يحققان فيx c   فإن 

   

   

,

sin sin

f x f c x c

g x g c x c x c

 

 

    

      
 

f,الدوالأي أن  g  متصةة اتصال مدتظم نة . 

0فإده لكل متصةة بادتظام نة  fgبفرض أن الدالة  ولكل   ,n nx c متتلابطتين فلي 

تحققلللللللان lim 0n n
n

x c


  يكلللللللون     n nfg x fg c  مللللللللن جهلللللللة ثاديللللللللة إذا .

1
,n nx n c n

n
   لكلn فإن lim 0n n

n
x c


  ولكن 

     
1 1

sin sin

1 1 1
sin sin 1

n nfg x fg c n n n n
n n

n n n
n n n

   
       

   

 
      

 

 

وهذا يدالض كون     n nfg x fg c   لكلnهذا التدالض ي دي إل  أن الدالة .fg 

 .ليست متصةة اتصال مدتظم نة 

,( أنىيت5 :f g   فاثبت أن دالة التحصليل. دوال متصةة بادتظام نةf g  متصلةة

 .اتصال مدتظم نة 
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0فةكلللللل داللللللة متصلللللةة بادتظلللللام نةللللل  f: حيلللللث أنالحااااال  0يوجلللللد f  بحيلللللث

   f y f b   لكللل,y b  تحققللانfy b  وحيللث أن .g  دالللة متصللةة بادتظللام

0فإدلله لةطللدد نةلل  f 0يوجلللد  بحيللث    fg x g c   لكللل,x c تحققلللان فللي

x c  0. وهكللذا لكللل  0يوجللد  بحيللث لكللل,x c تحققللان  فلليx c   يكللون

           f g x f g c f g x f g c    وبالتالي فإن داللة التحصليل .f g 

 .متصةة اتصال مدتظم نة 

f:( إذا6 A   دالللة متصللةة بادتظللام نةللA وإذا  0f x k  لكلللx A فاثبللت أن .

1الدالة

f
 .Aمتصةة بادتظام نة  

: نرف الدالةالحل 
1

g x
x

 لكلx بحيث ,x k   تجد أن 

    2

1
g x g c x c

k
   

بثابلت زدالة تحقلق شلرى ليبشلت gأي أن
2

1

k
نةل  الفتلرة  ,k  وملن ثلم فهلي داللة متصلةة ،

f:اتصال مدتظم نةل  هلذس الفتلرة. فلإذا A   داللة متصلةة بادتظلام نةلA  وحيلث أن

  0f x k  لكلx A فإن   ,f A k  . 

وحيللث أن
 

  
1

g f x
f x

 لكلللx A فللإن دالللة التحصلليل:g f A   متصللةة اتصللال

 .Aمدتظم نة 

A( إذا7  مجمونللة محللدودة وإذا:f A   دالللة متصللةة بادتظللام نةللAفاثبللت أن .f 

 .Aدالة محدودة نة 

nxيوجلد nفإدله لكلل Aداللة غيللر محلدودة نةل  f: افلرض الطكلس بلأنالحال A بحيللث

 nf x nوحيث أن .A مجمونة محدودة وnx A لكلn فإن nx  متتابطلة محلدودة

ومن ثم لها متتابطة جزئية 
rnx تقاربية. وحيث أنf  دالة متصةة اتصلال مدلتظم نةلA  فلإن
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المتتابطة  
rnf x تقاربية وبالتلالي فهلي محلدودة. هلذا يدلالض كلون nf x n لكللn .

 .Aدالة محدودة نة  fوهذا التدالض ي دي إل  أن

دالة متصةة نةل  الفتلرة f( إذا8 0, وإذاf متصلةة اتصلال مدلتظم نةل  الفتلرة ,a  لكلل

0 aفاثبت أن .f  دالة متصةة اتصال مدتظم نة 0,. 

دالة متصةة نة  الفترة f: إذاالحل 0, 0فإده لكل a تكونf  متصةة نةل  الفتلرة المغةقلة

والمحللدودة 0, a ومللن ثللم فهللي متصللةة اتصللال مدللتظم نةلل  هللذس الفتللرة. وحيللث أنf  متصللةة

اتصلللللال مدلللللتظم نةللللل  الفتلللللرة ,a  0لكلللللل aفلللللإن .f  متصلللللةة اتصلللللال مدلللللتظم نةللللل

     0, 0, ,a a  . 

A( إذا9  وإذا:f A  0دالة تحقق الخاصية: لكل  توجد:g A   دالة متصةة

بحيث Aبادتظام نة    f x g x   لكلx فيAفاثبلت أن .f  متصلةة اتصلال مدلتظم

 .Aنة 

g: حيللث أنالحاال   دالللة متصللةة اتصللال مدللتظم نةللA 0فإدلله لكللل  يوجللد 0   فللإن

   
3

g x g c 


  لكل,x c فيA تحققانx c  0. وحيث أده لكلل  ولكللx فلي

A  لديدا   
3

f x g x


 0. وبالتالي لكل  يوجد 0   ولكلل,x c فليA تحققلان

x c   فإن 

               f x f c f x g x g x g c f c g c            

 .Aدالة متصةة اتصال مدتظم نة  fوهذا يطدي أن

Aإذا (17  و:f A   داللة متصلةة اتصلال مدلتظم نةلA وإذا nx  متتابطلة كوشلي

فاثبت أن Aفي  nf x متتابطة كوشي في. 

0فإدله لكلل Aدالة متصةة اتصال مدلتظم نةل  المجمونلة f: إذاالحل  0يوجلد  بحيلث

   f x f c   لكل,x c A يحققانx c  فلإذا . nx متتابطلة كوشلي فليA  فإدله
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0لةطدد  يوجد  0K   بحيثm nx x   لكل,m n   بحيلث ,m n K  وهكلذا .

فلللإن   m nf x f x   لكلللل,m n بحيلللث ,m n K أي أن المتتابطلللة .  nf x  هلللي

 متتابطة كوشي.

f:( إذا11   فاثبللت أن دالللة دوريللة متصللةة نةللf  دالللة محللدودة ومتصللةة بادتظللام

 .نة 

0: اجطلالحل p دورة الدالةf أي أن   f x p f x إذا .f  فإن دالة متصةة نةf 

تكون متصةة نةل  الفتلرة 0, p وملن ثلم تكلون محلدودة نةل ، 0, p0. وبالتلالي سليوجد M 

بحيث f x M لكلx في 0, pوحيث أن .f دالة دورية فإده لكلx يوجلد نلدد في

px في 0, p بحيث   pf x f xوبالتالي لكل .x فإن في   pf x f x M   أي

 . دالة محدودة نة  fأن

متصللةة نةلل  fوحيللث أن 1, 1p  فللإنf  متصللةة بادتظللام نةلل 1, 1p بفللرض أن .f 

0سلليوجد ليسللت متصللةة بادتظللام نةلل  0  0بحيللث لكللل  يوجللد,x c  بحيللث فللي

x c    و    0f x f c   . 

 

 

 

 


