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 الفصل الأول 

 الكتينة 

 :تعريف )الكتينة العادية(

 الكتينة هى المنحى الذى يعبرعن حالة خيط أو سلسلة منتظمة معلقة بحرية من نقطتين  

BA& . كما هوموضح بالشكل 

 , 0Tنقطة  ب  دعنا نعين الشد عند أسفل 

 لسلسلةطول أى جزء مناوالذى سوف يكون أفقيا .

 .Qنقطة   أى إلى  pمقاسا من النقطة  

 وهذايمبل على الأفقى Tعندهذة النقطة يعين ب  الشد

 . . الوزن لوحدة الأطوال من السلسلة يعين ب بزاوية  

sمن السلسلة يكون فى حالة إتزان تحت تأثير ثلاث قوى هى الوزن  PQالجزئ      

0T,   وT  الشدود عندQP &. 

 : المعادلة الذاتية للكتينة

 رأسيا وأفقيا نحصل على بتحليل قوى الأتزان 

0cos,sin TTsT ==  

cTبحيث يكون cإنه من المناسب أن ندخل ثابت آخر   =0 

s
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cTsT  == cos,sin 

 بالقسمة نحصل على 

)(tan ics = 

 يسمى باراميتر الكتينة ( .      𝑐هذه هى المعادلة الذاتية لمنحنى الكتينة )   

 : رتيزية للكتينةاالمعادلة الك

 لأيجاد المعادلة الكرتيزية لمنحنى الكتينة نتبع : 

tanحيث أن   𝜓 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
فإنه من   

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑠

𝑐
     (𝑖) 

 

حيث أن    
dx

dy
=tan

فإنه من    
( )i

c

s

dx

dy
= 

UQمن المنحنى والذى يربط النقطتين  sنعتبر العنصر الصغير   واللذين لهم  &

)الأحداثيات     ) ( )yyxxyx  ++  على الترتيب و, إذن   ,&,

( ) ( ) ( )222
yxs  += 

)بالقسمة على   ) ( )22
& yx   على التوالى نحصل على 

22

1 







+









x

y

x

s








 

22

1 







+









y

x

y

s








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 وعندما يكون    

0,, →yxs  

 فإن المعادلات السابقة تؤول إلى 

( )ii
dx

yd

xd

sd
22

1 







+=








 

( )iii
yd

xd

yd

sd
22

1 







+=









 

)من          )ii        : نحصل على
 

22

1 







+=









c

s

xd

sd

 

c

sc

xd

sd 22 +
=

 

ds
sc

c
dx

22 +
=

 

)(sinh 1 iv
c

s
cx −= 

sinh)(أو              v
c

x
cs= 

 s=0عندما         x=0حيث        
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)من          )iii         : نحصل على 

22

1 







+=









s

c

yd

sd

 

s

sc

yd

sd 22 +
=

 

ds
sc

s
dy

22 +
=

 

22 scy += 

222)(أو              vicsy += 

cyحيث         0&0عندما         = == xs 

)بالتعويض من    )v       فى( )vi     : نحصل على 









+=

c

x
cy 222 sinh1 

 ( )vii
c

x
cy 








= cosh 

 وهذه هى المعادلة الكاتيزية لمنحى الكتينة . 

 :البارامترية للكتينةالمعادلات 

تلاحظ مما سبق أن 
22 scy +=

c

s
cx 1sinh −= 
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yxأى امكن التعبير عن الأحداثيات الكارتيزية     )براميتر(   sبدلالة المتغير  &

 البارامترية لمنحنى الكتينة .أى أن المعادلتين السابقتين تمثلان المعادلات 

 

 :لكتينةاالشد عند أى نقطةعلى 

 حيث أن : 

cTsT  == cos,sin 

 فإن : 

( )2222 csT +=  

)بالتعويض من     )vi   نحصل غلى  : 

222 yT = 

yT = 

 xoهكذا نجد أن الشد أى نقطة غلى الكتينة يكون متناسب مع إرتفاع النقطة فوق محور   

 .yوالذى يسمى غادة بدليل الكتينة أى  يعتمد على الأحداثى  

 : أسالاك البرق والتليفون

)كبيرة فإنه من cعندما تكون  )vii  : نحصل على 

( )22

2
cosh xx ee

c

c

x
cy −+=








= 
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.......

2

........
2

1........
2

1
2

2

2

2

2

2

2

++=























−+−+










+++=

c

x
c

c

x

c

x

c

x

c

xc

 

( )x
c

x
cy

2

2

2
− 

بيرة ونتيجة لهذه النتيجةفإن المنحى يكون تقريبا  كcذلك مع الوضع فى الأعتبار أن 

 c2قطع مكافئ ذات وتر بؤرى طوله هو    

 :تعريف )بحرالكتينة(

 أى المسافة بين نقطتى التعليق . ABبحر الكتينة هو المسافة   

ABkإذا كان نصف بحر الكتينة هو   
2

1
BAفإن نصف طول السلسة   = sss ==

 : على الصورة vيعطى من 









++=



















+−+−−










++++==

.........
3

2

2

.......
62

1.......
62

1
2

sinh
2

3

3

3

3

2

2

3

3

2

2

c

k

c

kc

c

k

c

k

c

k

c

k

c

k

c

kc

c

xc
s

 

كبيرة فإن cوبفرض أن   

: 

 

( )xi
c

k
ks

c

k
ks

2

3

2

3

6

6

=−

+=
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 :تعريف )سهم الكتينة(

 .ABإلى بحر الكتينة     Pسهم الكتينة هو المسافة العمودية من أسفل نقطة  

 :العلاقة بين بحر وسهم الكتينة

عندما    ههو سهم الكتينة , فإن hإذا كان  
c

k
cykxcyx

2
,&,0

2

+===
 

)وهذا يأتى من    )x   : هنا يمكن الحصول على 

( )*
2

2

c

k
h =

 

وهذا يؤدى إلى       
( )=

4

2

2

41

k

h

c 

)عندئذ من     )xi    : نحصل على 

( ) 















=−

=

















=


















==−

k

h
ks

k

h

k

hk

c

k

c

k
ks

2
.

3

8
2

6

44
.

6

1
.

66

2

2

4

23

2

3

2

3

 

 يكون مساويا للنتيجة :    k2وبحر الكتينة    s2هذا يعنى أن الفرق بين طول السلسلة   

( )
( )( )

( )





















=−

span

sag
ks

2

.
3

8
2 
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) العلاقتين   )&( ) . توضحان العلاقة بين بحر وسهم الكتينة 

 : ظةحملا

.   تكون كبيرة كما ذكر اعلاه فإن السلسلة أو السلك تعبر عن أسلاك البرق   cعندما 

يكون أكبر قليلا عن بحر الكتينة      s2والتليفون . فى هذه الحالة يكون طول السلك   

AB   .  . وبالتالى يكون السهم صغيرا 

 أمثلة 

 كثير من المسائل التى تشمل الكتينة يمكن أن تحل بإستعمال الصيغ الآتية :

)(sinh i
c

x
cs=)(tan iics =

 

 
)(22 ivcsy +=)(sinh 1 iii

c

s
cx −=

 

)(222 viicsy +=( )vi
c

x
cy 








= cosh

 

( )viiicT =0( )xyT = 

 ابقة تم تعريفها مسبقا .كل البارامترات المذكورة فى المعادلات السب 

=============================================== 

 ):1مثال)
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ومعلق بين برجين  mkg3هى منه وكتلة وجدة الاطوال  m140طوله   سلك كهرباء  

على نفس الأرتفاع . عين سهم الكتينة وقيمة  يقعان و m120يبعدان عن بعضهما مسافة 

 أقصى شد فى السلك . 

 الحل 

)يمكن إيجاده من المعادلة   hالسهم   )vii   على أساس أنه يمكن تعيينc  يين كما يلى 

)(222 viicsy BB =− 

)أو  ) ( ) )1(70 222
cch =−+ 

)يمكن تعينها من المعادلة  cالمسافة    )i : 

)(sinh i
c

x
cs B

B = 

)2(أو                                
60

sinh70
c

cm= 

 أو بإستخدام آلة حاسبة حديثة لتكون : cهذه المعادلة يجب أن تحل عدديا لأيجاد 

mc 45.61= 

mcحل آخر محتمل هو      ولكن هذا الحل ليس له معننا طبيعيا . =−45.61

)الآن بالتعويض بهذه القيمة فى المعادلة    :نحصل على1(

( ) ( ) ( ) 222
45,617045.61 mmmh =−+ 

  حل هذه المعادلة يعطى : 

 mh 70.31= 
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 القيمة الأخرى السالبة تهمل لأن ليس اها معنى . 

)وهذا يمكن حسابه من المعادلة   AorBتحدث عند النقط maxTأقصى قيمة للشد  )x 

( )xyT B=max 

 

( )( )   
KN

mmsmmkgT

74.22740

45.6170.311.983 2

max

==

+=

 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ):2مثال)

ft040سلسلة معلقة بين نقطتين على نفس الأرتفاع ويبعدان عن بعضهما مسافة قدرها  

  طول. عين ftIb4ووزن وحدة الأطوال من السلسلة هو ft40فإذا كان سهم الكتينة هو  

 .  عند أسفل نقطةشد الالكتينة وقيمة 

 الحل 

)يمكن إيجاده من المعادلة   Bيمن أسفل نقطة إلى النقطة   Bsطول السلسلة    )i على أساس

 يين كما يلى : cأنه يمكن تعيين   

 
( )1200sinh

)(sinh

cc

i
c

x
cs

=

=

 

 vi)(يمكن تعينها من المعادلة  cالمسافة 
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( )vi
c

x
cy B

B 







= cosh 

)أو                                )2200cosh40 cftcftc =+ 

 أو بإستخدام آلة حاسبة حديثة لتكون : cهذه المعادلة يجب أن تحل عدديا لأيجاد  

ftc 53.506= 

الآن بالتعويض بهذه  

القيمة فى المعادلة  

( المعادلة  نحصل  1(

 :على

 

)الشد عند أسفل نقطة يكون أفقيا , ويمكن إيجاده من المعادلة    )viii 

 

----------------------------------------------------------------------------------- 

 ):3مثال)

m02سلسلة معلقة بين نقطتين على نفس الأرتفاع ويبعدان عن بعضهما مسافة قدرها  

فعين المسافة  kg45فإذا كانت الكتلة الكلية للسلسلة  هى    .m6فإذا كان سهم الكتينة هو  

 بين نقطتى التعليق وكذلك أقصى قيمة للشد . 

( )

ft

ftft

c

x
cs B

B

237.205

53.506200sinh53.506

sinh

=

=

=

( ) ( )

.025.2

.53.50640

IB

ftIbT

=

=
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 الحل 

)يمكن تعينها من المعادلة    Bxحيث   Bx2المسافة بين نقطتى التعليق     )i  على أساس

 كما يلى :cأنه يمكن تعيين   

 )(sinh i
c

x
cs B

B = 

وبالتعويض عن    

ms B نحصل   =10

 على :   

 

 vii)(يمكن إيجادها من المعادلة cالمسافة  

)(222 viicsy BB =− 

)أو  ) ( ) 222
70 cch =−+ 

( ) ( ) 222
106 ccm =−+ 

 هذه المعادلة تأخذ الصورة :

22 1001236 ccc =−++ 

الحدود  
2c : تلغى بعضها البعض وتتحول المعادلة إلى معادلة خطية حلها هو 

mc 333.5= 

 لتكون : )1(وبالتعويض فى المعادلة   

( )1sinh10
c

x
cm B=
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333.5
sinh333.510 Bx

= 

 وبحلها عدديا نحصل على : 

mx B 393.7= 

وعلى ذلك تكون المسافة بين  

 نقطتى التعليق هى : 

 

)عند النقطة  والذى يمكن تعيينه من المعادلة  Bأقصى شد يحدث عند النقطة    )x

( )xyT B=max 

By
chaintheoflengthTotal

chaintheofweightTotal
T 








=max 

( ) ( )
( ) .250333.56

20

1.98.45 2

Nmm
m

smkg
=+








= 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 4):مثال)

فإذا كانت الكتلة الكلية   .m05طولها   .سلسلة معلقة بين نقطتين على نفس الأرتفاع 

أقصى بحر  فعين .N005وكان أقصى شد فى السلسلة لا يزيدعن  kg05للسلسلة  هى  

 للسلسلة وكذلك سهم الكتينة .   

 الحل 

mx B 786.142 =
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NTن تم تحديده فى رأس المسألةليكو شد أقصى 500max= النقطة   يكونعندالذى سوف و

B  بالتعويض فى المعادلة  و 

( )xyT B=max 

 نحصل على : 









==

chaintheoflengthTotal

chaintheofweightTotal

TT
yB

maxmax

 

 ( ) ( )
m

m

smkg

N
97.50

50

1.9805

500
2

=









=

 

 Bxالسابقة لتعيين  Byنحتاج  لأستعمال قيمة  وسوف  Bx2ي   المسافة بين نقطتى التعليق ه

)وذلك بالتعويض فى المعادلة     )iv 

( )1cosh97.50 







=

c

x
cm B

 

 يمكن تعينها الأن من المعادلة :cالمسافة   

)(222 viicsy BB =− 

 أى

 ( ) ( ) 222 2597.50 cmm =− 

 وحلها هو  

mc 42.44= 
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)الأشارة السالبة ليس لها معننا فيزيائيا  وبالتعويض بالقيمة الموجبة فى المعادلة  نحصل  1(

 على:

( )2
42.44

cosh42.4497.50 







= Bx

m 

)بحل المعادلة    عدديا نحصل على : 1(

mx B 836.23= 

 : ي نقطتى التعليق ه المسافة بين وبذلك تكون 

mxB 7.472 = 

وحيث أن كلا من   

Bxc معروفة  &

فإن سهم الكتية  

 يتعين بالشكل :   

 

----------------------------------------------------------------------------------- 

 ):5مثال)

BAسلسلة معلقة بين نقطتين  فإذا متحركة, Bو النقطة   ثابتة   Aحيث النقطة   &

, فعين  ft05,وكان بحر الكتينة هو  ftIb3.0ووزن وحدة الأطوال هو  ft08كانطولها    

 وأيضا عين سهم الكتينة .   Bوالتى تثبت النقطة المتحركة   Fالقوة 

 الحل 

( ) ( ) .55.642.4497.50. mmmcyh B ==−=
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تساوى Bالمؤثرة عند النقطة المتحركة  Fالقوة 

عند أسفل نقطة  للكتينة أى   0Tالمركبة الأفقية للشد  

0TF cTمن المعادلة   هاحيث يمكن تعين = =0

 وبالتالى نحصل على :   

 

( ) ( )13.0 cftIbF = 

يمكن إيجادها من cالمسافة  

 i)(المعادلة 

 

 أو           

 )2(25sinh40 cftcft= 

 فتكون النتيجة هى :   cهذه المعادلة يجب أن تحل عدديا لأيجاد  

ftc 229.14= 

القيمة السالبة ليس لها معنى وبإستعمال القيمة الموجبة فإن القوة الأفقية المطلوبة فى  

)المعادلة   تأخذ القيمة : 1(

( ) ( ) IbftftIbF 27.4299.143.0 == 

 نعوض فى المعادلة :  hولأيجاد سهم الكتينة   

( )

( ) ( )

.2.28

299.14299.14.25cosh299.14

cosh

ft

ftftftft

ccxccyh BB

=

−=

−=−=

 

)(sinh i
c

x
cs B

B =
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----------------------------------------------------------------------------------- 

 ):6مثال)

BAسلسلة معلقة بين نقطتين  فإذا كانطولها    متحركة, Bو النقطة   ثابتة Aحيث النقطة   &

m04 وحدة الأطوال هو  كتلةوmkg4.0ت القوة,وكانF   والتى تثبت النقطة المتحركة

BهىN05 بحر  وسهم الكتينة, فعين  فى الأتجاه الأفقى  . 

 الحل 

 

يمكن  Bxحيث   Bx2المسافة بين نقطتى التعليق    

)تعينها من المعادلة      )i  على أساس أنه يمكن تعيين

c : كما يلى 

)1(sinh
c

x
cs

B

B = 

عند أسفل نقطة   0Tتساوى المركبة الأفقية للشد  Bالمؤثرة عند النقطة المتحركة  Fالقوة 

0TFللكتينة أى     cTمن المعادلة   cحيث يمكن تعين  = =0   : وبالتالى نحصل على 

( ) ( )  csmmkg 281.94.050= 

 والتى تعطى : 

mc 742.12= 

msوبالتعويض بهذه القيمة وقيمة    B )فى المعادلة    =02  نحصل على : 1(
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( )
m

x
mm B

742.12
sinh742.1220 = 

 وبحل هذه المعادلة نحصل على : 

mx B 708.15= 

 وبالتالى فإن بحر الكتينة هو : 

 ( ) mmx B 4.31708.1522 == 

 نعوض فى المعادلة :  hولأيجاد سهم الكتينة   

( )

( ) ( )

m

mmmm

ccxccyh BB

2.28

742.12742.12708.15cosh742.12

cosh

=

−=

−=−=

  

----------------------------------------------------------------------------------- 

 ):7مثال)

تمرعلى بكرة ملساء مثبتة عند النقطة   سلسلة 

B  حيث  ب 

يتدلى جزء من السلسلة يحمل فى نهايته كتلة   

M. 

 .الطرف الأخر من السلسلة مسحوب بواسطة قوة

 كتلة وحدة  ت. فإذا كان Aعند النقطة    Pأفقية   

 , mkg3.0الأطوال من السلسلة هى 
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MPفعين  كلا من   والتى تحافظ على السلسلة فى الوضع المبين فى لشكل المقابل . &

 الحل 

عند أسفل نقطة  للكتينة أى    0Tتساوى المركبة الأفقية للشد   Aالمؤثرة عند النقطة Pالقوة 

cTP ==  وبالتالى نحصل على :   0

( ) ( ) ( ) ( )1943.281.93.0 2 cmNcsmmkgP == 

 vi)(يمكن إيجادها من المعادلة cالمسافة  

( )vi
c

Bx
cy B 








= cosh 

 أو           

 cmccm 10cosh5 =+ 

 فتكون النتيجة هى :   cهذه المعادلة يجب أن تحل عدديا لأيجاد  

mc 743.10= 

 نحصل على :)1(وبالتعويض بهذه القيمة فى المعادلة  

( ) ( ) ( ) NmcsmmkgP 617.31743.1081.93.0 2 === 

 Mgيجب أن يساوى الوزن  Pنعلم أن الشد عند النقطة   Mولتعيين الكتلة   

  أى   :

MgTB = 

 وبالتالى فإن الكتلة تكون :
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( )2gTM B= 

BBوحيث أن      yT =      تعطى :  )2(فإن المعادلة 

( ) ( )  ( ) KgsmmmmNM 72.481.9743.105943.2 2 =+= 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ):8مثال)

صنع الزوايا سلسلة ت 
 عند نقط  60,30

 التعليق  

كما هو موضح بالشكل المقابل . عين  

 موضع النقطة  

c بالنسبة للنقطةA.  عين أيضا الشد عند نفس النقطة 

 هى من السلسلة  إذا كانت الكتلة لوحدة الطول

. 

 الحل 

نحتاج Aبالنسبة للنقطة  cموضحة بالشكل . لتعيين موضع النقطة   البيانات الهندسية 

BAالأحداثيات   لتعيين  yx هذه الأحداثيات بإستعمال حقيقة أن .   يمكن الحصول على ,

 ذلك من المعادلة :معروف و Aالميل عند النقطة    

( )( ) ( )cx
xd

cxcd

xd

yd
A

AatAat

sinh
cosh

30tan =







=








=− 

 

 : ومنهايمكن إيجاد 

mkg6.0
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)1()30tan(sinh 1 −= −cxA

 

نحصل على : Bوبالمثل عند النقطة 
 

)2()60tan(sinh 1 −= cxB

 

BAالأحداثيات   xx يرتبطان ببعضهما بالمعادلة : m−20البعد بينهما   &
 

mxx BA −=− 20 

 نحصل على : )1(&)2(وبالتعويض من المعادلتين   

20)60tan(sinh)30tan(sinh 11 =−− −−  cc 

mc, فمن السهولة أن تحل لتعطى    cمعادلة خطية فى    وبما أن هذه ال 717.10= 

 تعطى : )1(الآن المعادلة 

mmxA 887.5)30tan(sinh717.10 1 −=−= − 
 

المعادلة    Aللنقطة   yالأحداثى   من  حسابه  الآن  )يمكن  )vi: أى 
 

( ) m
m

m
m

c

x
cy A

A 375.12
717.10

887.5
cosh717.10cosh =







 −
=








=

 

 تعطى من :  cنقطة  وأسفل Aالمسافة الرأسية بين نقطة التعليق  

 ( ) mmmcyd A 658.1717.10375.12 =−=−= 

)يعطى من المعادلة  Aالنقطة  الشد عند  )x 
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( ) ( )  ( ) NmsmmKgyT A 8.72375.1281.96.0 2 ===  

 ):9مثال)

 Aمعلق بنقطة متحركة     ftlb2.0سلك يزن   

ويصنع زاوية  
55    عند نقطة ثابتةB  .

 نقاط  

BAلتعليق  ا ليست على نفس الأرتفاع  &

 كما 

 بالشكل المقابل . عين موضع النقطة  هو موضح 

c  بالنسبة للنقطةB   عين أيضا الشد عند النقطة.c 

 الحل 
 

نحتاج  Bبالنسبة للنقطة   cموضحة بالشكل . لتعيين موضع النقطة   البيانات الهندسية 

BBلتعيين الأحداثيات    yx هذه الأحداثيات بإستعمال حقيقة أن .   يمكن الحصول على ,

 معروف وذلك من المعادلة :Bالميل عند النقطة    

( )( )
( )cx

xd

cxcd

xd

yd
B

BatBat

sinh
cosh

55tan =







=








=

 

 : ومنهايمكن إيجاد 

)55tan(sinh 1 −= cxB
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نحصل على : Bوبالمثل عند النقطة 
 

)1()60tan(sinh 1 −= cxB 

0Tتساوي  المركبة الأفقية للشد   Aيمكن تعينها من ملاحظة أن القوة عند النقطة  cقيمة  

).المعادلة Aملاحظةعند النقطة    )viiiفى الصورة :
 

cT =0 

 نحصل على :  فى هذهالمعادلة من البيانات المعطاةوبالتعويض  

( ) cftlblb 2.08 = 

 ومنها نحصل على : 

 

 نحصل على : )1(وبالتعويض فى المعادلة  

( ) ftftxB 169.46)60tan(sinh40 1 == − 
 

 تعطى من :  cنقطة  وأسفل Bنقطة  الالمسافة الرأسية بين 

 

( )

( ) ( ) ftftftftft

ccxccyd BB

7.2940)40169.46cosh40

cosh

=−=

−=−=
 

lbTيعطى من المعادلة Bالنقطة  الشد عند  80 =( )x:        

 

 

)2(40 ftc =



Static2                                                                                                                          Dr.Mohamd Abdel Aziz 

24 
 

 أمثلة عملية 

 )الكوبرى المعلق(:( 1مثال  )

 سلسلة معلقة تحمل حملا متصل موزع إذا كانت 

 يا بحيث تأخذ شكل قطع مكافئ بإنتظام افق

 هى أسفل نقطة من السلسلة ,  𝑂  كانت إذا     

 هى اى نقطة من السلسلة والتى إحداثياتها 𝑃وكانت   

, وكان الحمل بواسطة فى النظام الكارتيزى         (𝑥, 𝑦) 

 𝑂𝑁  يتناسب مع المسافة ألفقية     𝑂𝑃الجزء       

𝑥والتى هى منتصف المسافة        𝑄يؤثر عند النقطة   الذىو   = 𝑂𝑁   فإن الحمل سوف, 

 القوى الأخرى والتى تؤثر  هى وزن وحدة الأطوال  من السلسلة.   𝜔حيث       𝜔𝑥يكون  

 هذه  ,𝑃عند النقطة    𝑇والشد       𝑇0الشد الأفقى عند أسفل نقطة   هى 𝑂𝑃على الجزء 

 فيكون :  القوى  هو مثلث    𝑃𝑁𝑄ويكون  المثلث     𝑄القوى الثلاث تتقاطع عند النقطة  

  
𝜔𝑥

𝑃𝑁
=

𝑇0

𝑁𝑄
           ∴    𝑇0𝑦 =

1

2
𝜔𝑥2 

𝑇0أن     عندئذ إذا إعتبرنا  = 𝜔𝑐           فإننا نحصل على𝑦 =
𝑥2

2 𝑐
 

 وهذا يعنى أن منحنى السلسلة يأخذ شكل القطع المكافئ . 

 ,وكان    𝑚 7وأن سهم الكتينة هو   𝑚 96فإذا أعتبرنا أن بحر الكتينة للكوبرى المعلق هو   

 لكل متر أفقى .فأوجد الشد عند أسفل نقطة   𝑘𝑔 1000فرعى السلسلة يحملان حمل قدره   

 وعند أقصى نقطة . 
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 الحل 

 

 

 

هو مثلث  القوى     𝑃𝑁𝑄المثلث   ويكون      48𝑔𝑘𝑁يكون     𝑂𝑃الحمل بواسطة الجزء  

 حيث : 

𝑄𝑁 = 48 𝑚   ,   𝑃𝑁 = 7 𝑚            ∴ 𝑄𝑝 = 25 𝑚 

𝑇0

24
=

𝑇

25
=

48𝑔

7
 

∴ 𝑇 = 1680 𝑘𝑁       ,     𝑇0 ≅ 1612.8   𝑘𝑁 

------------------------------------------------------------------------------------ 

 :( 2مثال  )

 وكانت السلسلة معلقة بين   𝜔ووزن وحدة الأطوال منها هو    2𝑙سلسلة منتظمة طولها    

 . أثبت أن الشد عند أسفل    𝑑نقطتين فى مستوى أفقى واحد , وكان أقصى عمق للسلسلة هو    

𝜔نقطة لها هو    (𝑙2 − 𝑑2) 2𝑑⁄     وإذا كان.𝑙 = 50 𝑚      &𝑑 = 20 𝑚       فأوجد 

 المسافة بين نقطتى التعليق . 
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 الحل 

 

 

 

𝑦2لمنحى الكتينة يكون :                     = 𝑐2 + 𝑠2 

𝐵𝑦  يكون 𝐵عند النقطة   = 𝑐 + 𝑑      ,   𝑠 = 𝑙 

 

∴   (𝑐 + 𝑑)2 = 𝑐2 + 𝑙2 

 ومنها يكون               

2𝑐𝑑 = 𝑙2 − 𝑑2 

∴    𝑐 = 𝑙2 − 𝑑2 2𝑑⁄  

 نقطة هو: أسفل  وبالتالى يكون الشد عند

                               𝑇0 = 𝜔𝑐 = 𝜔 (𝑙2 − 𝑑2) 2𝑑⁄     

 

𝑙الآن إذا كان        = 50 𝑚        &   𝑑 = 20 𝑚       : فإن 

𝑐 = 2500 − 400 40⁄ = 105 2⁄  

 ولكن   

𝑠 = 𝑐 sinh 𝑥 𝑐⁄  

 أو       

𝑥 = 𝑐 sinh−1 𝑠 𝑐⁄  
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∴         𝑥 =  (105 2⁄ ) sinh−1(20 21⁄ ) 

= (105 2⁄ )𝑙𝑖𝑛[(20 21⁄ ) + √{1 + (20 21⁄ )2}] 

= (105 2⁄ )𝑙𝑖𝑛(49 21⁄ ) 

 

 عندئذ يكون    

𝐴𝐵 = 2𝑥 = 𝐴𝐵 = 105 × 2.303 𝑙𝑜𝑔10(49 21⁄ ) ≅ 89 𝑚 

 

================================================ 

EXERCISES: 

(1)A rope has an effective length of 20 𝑚and mass5 𝑘𝑔 per miter. 

One end of the rope is  4 𝑚   higher than the other. Find the 
maximum 

tension in the rope when the tangent at the lower end is horizontal. 

(2)A uniform chain of length 2𝑙 has its ends fixed at two points at 
the 

same level. The sag at the middle is ℎ .prove that the span is  

[(𝑙2 − ℎ) ℎ⁄ ]𝑙𝑖𝑛[(𝑙 + ℎ) (𝑙 − ℎ)⁄ ]. 

(3)A uniform wire hangs freely from tow points at the same level 

200 𝑚apart. The sag is 15 𝑚 . Show the greatest tension is  

approximately 348 𝜔 and the length of wire is approximately 203 𝑚 
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 لثانى الفصل ا

 لأجهاد والأنفعالا

 : (الأجهادتعريف )

أو هو القوة Aومساحة المقطع من الجسم  Pنسبة بين الحمل )الثقل(  ال و ه  الأجهاد

 لوحدة المساحات أى :

A

P
f =

 

 

 

 

 

 

وحدة القياس هنا هى و 
2inlb الأنجليزى أو  امى النظف

2mN  .فى النظام الفرنسى

الوحدة الفرنسية   
2mN إختصارا   تسمى بسكالPaولذا توجد   وهى وحدة صغيرة

 وحدات أخرى أكبر وهى : 

)(10101 233 PascalKiloPaKmNPaPaK === 

)(110101 2266 PascalMegaPaMmmNmNPaPaM ==== 

)(10101 299 PascalGegaPaGmNPaPaG === 
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 :(الأنفعالتعريف )

والطول    xنسبة بين الزيادة )النقصان(فى الطول  )التغير فى الطول(  ال و ه  الأنفعال

وذلك طبقا هل الحمل هو  أو هو الزيادة)النقصان(فى الطول لوحدة الأطوال  lالأصلى  

 :  شد أو ضغط

l

x
e =

 

 :علاقة بين الأحهاد والأنفعال ال

 انون هوك يعنى أن    ق

e

f
E =

 

E          . يسمى معمل ينج ووحداته هى وحدات الأجهاد 

 والتى يمكن كتابتها فى الصور الآتية : 

Eef
E

f
e == &

 

 ============================================= 
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أمثلة 
 

 ):1مثال)

إذا كان الأنفعال  .in2.0لتنضغط بمقدار lb1000قطعة من المطاط تحمل ماكينة حملها  

لا يزيد عن   
240 inlb.  عين قطر وسمك قطعة المطاط ذات المقطع الدائرى . إعتبر

2150 inlbE = . 

 الحل 

( ) 22

1000

dA

P
f


==

 

 أى :

4

1000
40

2d
=

 

 ومنها نحصل على :    هو قطر القطعة الدائرية.dحيث   

22 83.31 ind = 

 ذلك فإن : علىو 

ind 64.5= 

 أيضا الأنفعال يتعين من :

 

 ولكن    

l

x
e =
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E

f
e =

 

 إذن:

l
e

2.0

150

40
==

 

وعلى ذلك فإن سمك قطعة المطاط هى : 
 

inl 75.0= 

 ):2مثال)

الشكل يوضح قطعة من الحديد على شكل منشور رباعى ذو قاعدة مربعة طول ضلعها   

in2  وإرتفاعهin30تجويفينمت  ا فإذ عمل  كان ن  فئي كاتم  .فإذا  موضح  هو  كما  متواجهين 

قدره  ثقلا  يحمل  وكان  tons24المنشور 
21250 intonE فى  = النقص  مقدار  فأوجد 

 .  الطول 
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 ل  الح

 in18فى الجزء الصلب ذو الطول    أولا :

1111 18 elex ==
 

وكذلك 
2

1

1 6
22

24
inton

A

P
f =


== 

إذن 
EE

f
e

61
1 == 

 

 in12فى الجزء الأجوف ذو الطول    : ثانيا

2222 12 elex ==
 

)وكذلك  ) ( )( ) ( )
2

2

2 8
3

24

122

24

211222

24
inton

A

P
f ==

−
=

−
== 

إذن 
EE

f
e

82
2 == 

 وبالتالى فإن مقدار النقص الحادث فى الطول هو : 

 

in
EEE

xxx 0163.0
1250

2042048
12

6
18

1
21 ===+=+=

 

=============================================== 
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 ):3مثال)

مقطع  ق ذات  mmmmضيب  1010   مقداره محورى  شد  الأحهاد .KN10يتحمل  إحسب 

 الواقع عليه .

 ل الح

( ) ( )

MPa
m

N

m

N

m

N

mm

N

mmmm

KN

A

P
f

01010100
10

101010

100010

1010

10

1010

1010

10

2

6

22

63

22

3

22

3

==


=


=


=


==

 

=============================================== 

 ):4مثال)

فإذا كان الطول بعد تأثير الشد .KN10يتحمل شد محورى مقداره   mm10طولهقضيب  

 .  ناتجال نفعالإحسب الأف .mm1.100هو  

 ل الح

( )
001.0

100

1.0

100

1001.100
==

−
==

mm

mm

mm

mm

l

x
e

 

=============================================== 
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 ):5مثال)

طوله     مقداره  mm10قضيب  محورى  بعد   .KN10يتحمل ضغط  الطول  كان  فإذا 

 إحسب الأنفعال الناتج . ف.mm99تأثير الضغط هو  

 ل الح

( )
01.0

100

1

100

10099
−=

−
=

−
==

mm

mm

mm

mm

l

x
e

 

 ------------------------------------------ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 72 

 جٌرحخ جٌػحٌع

 

 جضضجْ جٌمعرحْ جٌشف١ؼس ضكص ضأغ١ش لٛٞ غ١ش ِكٛس٠س

   

 جٌمٛٞ جٌمحصس ٚػضَ جلأكٕحءأٚلا:
   
دسعٕب ف١ّب عجك ارضاْ اٌمنجبْ اٌشف١ؼخ رؾذ رأص١ش لٛٞ ِؾٛس٠خ , أٞ أْ اٌمٛٞ رؤصش فٟ ارغبٖ ِؾٛس   

 اٌمن١ت ٚػشفٕب إٔٗ ٠ىْٛ فٟ اٌمنجبْ لٛٞ أٚ إعٙبداد دان١ٍخ .

لٛٞ غ١ش ِؾٛس٠ٗ . فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ ٚعٛف ٔذسط فٟ ٘زا اٌجبة دساعخ ارضاْ اٌمنجبْ  اٌشف١ؼخ ػٕذِب رؤصش ػ١ٍٙب  

  .َ أؾٕبسٚٚػض ٛٞ لبفخ ػّٛد٠خ ػٍٟ ِؾبٚس اٌمنجبْ لٚرظٙش ػٕذ اٌّمبهغ  رٕؾأ إعٙبداد دان١ٍخ فٟ اٌمنجبْ

َ الأؾٕبس . ٚفٟ ثؼل اٌّغبلاد ِضً اٌّجبٟٔ ٚالإٔؾبساد إٌٙذع١خ ٠ىْٛ ِٓ اٌُّٙ ؽغبة ٘زٖ اٌمٛٞ اٌمبفخ ٚػض

٘زا اٌّٛمٛع ِٓ اٌّٛمٛػبد اٌزٟ رُٙ إٌّٙذع١ٓ ٠ٚذسعٗ هلاة و١ٍخ إٌٙذعخ ٚرٌه  ٠ٚغت الإؽبسح ٕ٘ب   إٌٟ أْ

لأ١ّ٘خ دساعخ اٌزأص١شاد إٌبرغخ ِٓ لٛٞ اٌزؾ١ًّ اٌّخزٍفخ ٚػلالزٙب ثبلإعٙبداد اٌذان١ٍخ ِٓ ؽذ أٚ ميو ٚلٛٞ لبفخ 

 .  اٌّخزٍفخٚوزٌه ػضَٚ الأؾٕبس ٚرٌه فٟ الإٔؾبساد إٌٙذع١خ 

ؼزجش ارضاْ لن١ت أفمٟ نف١ف ٔٚػضَٚ أؾٕبس  لبفخ ٘زٖ اٌمٛٞ اٌذان١ٍخ ِٓ ؽذ أٚ ميو ٚلٌٛٞٚىٟ ٍّٔظ ٚعٛد 
AB   ِضجذ أؽذ هشف١خA  فٟ ؽبئو سأعٟ ٠ٚؤصش فٟ اٌطشف اٌؾشB  ٌٍمن١ت لٛح ِمذاس٘بF  ٖقٕغ ٠فٟ ارغب

 ِغ الأفمٟ )وّب ثبٌؾىً (   صا٠ٚخ

 
 

لٛربْ  Cِٓ اٌمن١ت فئٔٗ ٠غت أْ رظٙش ػٕذ اٌّمطغ  CB.  ٌىٟ ٠زضْ اٌغضس  Cؼزجش ِمطغ ٌٍمن١ت ػٕذ ٔ

 فٟ ارغبٖ ِؾٛس اٌمن١ت  Fبٖ ِؾٛس اٌمن١ت ٚرغبٚٞ ِشوجخ اٌمٖٛ فٟ ارغ Tإؽذاّ٘ب 
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 أٞ أْ  

cosFT                                                                                                                   (3.1.1)  

 فٟ ارغبٖ اٌؼّٛدٞ ػٍٟ ِؾٛس اٌمن١ت أٞ أْ Fِشوجخ اٌمٛح  ٚرغبٜٚ فٟ ارغبٖ اٌؼّٛدٞ ػٍٟ اٌمن١ت Nٚاٌضب١ٔخ 

  

sinFN                                                                                                                   (3.1.2) 

  

وّب ٘ٛ ِج١ٓ ثبٌؾىً أٞ فٟ ارغبٖ دٚساْ ػمبسة اٌغبػخ ٠ٚغبٚٞ  Mالاصدٚاط Cٚوزٌه ٠ظٙش ػٕذ اٌّمطغ 

,sinالاصدٚاط اٌّىْٛ ِٓ اٌمٛر١ٓ اٌّزغب٠ٚز١ٓ  FN   ْفٟ اٌّمذاس ٚػىغٗ فٟ الارغبٖ أٞ أ 

sin.FCBM                                                                                                             (3.1.3) 

  

فٟ ارغبٖ ِؾٛس  Tثبٌمٛر١ٓ ٠CBؤصش ػٍٟ اٌغضس الأ٠ّٓ ACأْ اٌغضس الأ٠غش ِٓ اٌمن١ت  خلاؽظ٠ِٚغت 

ثٕفظ ٠ACؤصش ػٍٟ اٌغضس الأ٠غش  CBٚوزٌه فئْ اٌغضس الأMّٓ٠ٚػضَ الأؾٕبس Nاٌمن١ت ٚاٌمٛٞ اٌمبفخ 

    اٌّنبدح اٌمٛر١ٓ اٌغبثمز١ٓ ٚػضَ الأؾٕبس ٌٚىٓ فٟ الارغب٘بد

٠ٛاصٞ ٠ٚغبٚٞ فٟ اٌّمذاس ٠Rؤصش سد اٌفؼً Aفئٔٗ ػٕذ ِٛمغ اٌزضج١ذ   ABٔلاؽع أٗ ثبػزجبس ارضاْ اٌمن١ت وٍٗ 

 بٌف .  ٌٚىٓ فٟ ارغبٖ ِخBػٕذ اٌطشف Fاٌمٖٛ 

FRأٞ أْ    وزٌه ٠ؤصش ػٕذ اٌطشف اٌّضجذA اصدٚاطS ٓ٠غبٚٞ فٟ اٌّمذاس الاصدٚاط اٌّىْٛ ِٓ اٌمٛر١

FR  ٚػىغٗ فٟ الارغبٖ أٞ أْ  ,

  

sin.FABS     

 

ل الأِضٍخ ٌزٛم١ؼ و١ف١خ رؼ١١ٓ اٌمٛٞ اٌمبفخ ٚػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ِمبهغ اٌمن١ت اٌّخزٍفخ ٚف١ّب ٠ٍٟ ٔؼطٟ ثؼ

 ٚعٛف ٔمَٛ ثشعُ إٌّؾ١ٕبد اٌزٟ رّضً اٌمٛٞ اٌمبفخ , ػضَٚ الأؾٕبس 
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 أِػٍس ِكٌٍٛس

   :1ِػحي

ِػرص ِٓ أقذ جٌطشف١ٓ فٟ lػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ أٞ ِمطغ ٌمع١د  ف١ف أفمٟ غٌٛٗ ٚأٚؾذ جٌمٛٞ جٌمحصس 

 ػٕذ جٌطشف جٌكش ٌٍمع١د.ئرج ٚظغ غمً  قحتػ سأعٟ 

   

 جٌكً

 
xACؽ١ش   Cٚٔأنز ِمطغ ٌٍمن١ت ػٕذ    Aٚإٔٗ ِضجذ ػٕذ اٌطشف   ABٔفشك أْ اٌمن١ت ٘ٛ   .   

 .Cػٕذ اٌّمطغ  Mٚػضَٚ الأؾٕبس    Nلإ٠غبد اٌمٖٛ اٌمبفخ 

      . CBأٚ  ACٔذسط ارضاْ أؽذ اٌغضئ١١ٓ  

 

   

 
 ٚرٌه ٌٛعٛد سد ACعًٙ ِٓ دساعخ ارضاْ اٌغضس الأ٠غش أ CBضس الأ٠ّٓ ِٓ اٌمن١ت ٔلاؽع أْ دساعخ ارضاْ اٌغ

 .  Sٚاصدٚاط  Rفؼً 

 Nلٛح لبفخ   Cْ ٘زا اٌغضس ٠غت أْ ٠ىْٛ ػٕذ ٔلاؽع إٔٗ ٌىٟ ٠زض CBثبػزجبس ارضاْ اٌغضس الأ٠ّٓ ِٓ اٌمن١ت 

 وّب ثبٌؾىً ؽ١ش    Mىٓ ١ساع١ب لأػٍٟ ٚاصدٚاط ِٛعت ) أٞ فٟ ارغبٖ ِنبد ٌذٚساْ ػمبسة اٌغبػخ ( ٌٚ
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N                                                                                                                                 (1)  

)( xlM                                                                                                                        (2)  

 

٘ٛ اٌّؾٛس  ABرٛمؼ ٌٕب أْ اٌمٛح اٌمبفخ صبثزخ ػٕذ ع١ّغ ِمبهغ اٌمن١ت ٚثبػزجبس ِؾٛس اٌمن١ت   (1)خ اٌّؼبدٌ

 وّب ثبٌؾىً .  بفخ رغبٜٚ ِغ٠xىْٛ نطب ِغزم١ّب أفم١ب ٠جؼذ ػٓ اٌّؾٛس  Nفئْ ِٕؾٕٟ اٌمٛح اٌمبفخ  xالأفمٟ 

 
. أٞ ٠زي١ش ٠xؼزّذ ػٍٟ   ٚٚامؼ أْ ػضَٚ الأؾٕبس Cػٕذ اٌّمطغ   Mرؼط١ٕب ػضَٚ الأؾٕبس  (2)أِب اٌّؼبدٌخ 

 ِٓ ِمطغ ٢نش .  

ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ اٌّمبهغ اٌّخزٍفخ ٌٍمن١ت ٔغذ أٔٗ ٠ّضً نطب ِغزم١ّب ٠ّش ثبٌٕمطز١ٓ  ٚثشعُ إٌّؾٕٟ اٌزٞ ٠ّضً

),(),,( lool    

٠ٕؼذَ ػضَٚ ث١ّٕب  l( ٠ٚغبٚٞ A)أٞ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ 0xٔلاؽع أْ ػضَٚ الأؾٕبس أوجش ِب ٠ّىٓ ػٕذِب 

lxالأؾٕبس ػٕذ  أٞ ػٕذ اٌطشف اٌؾش(B. ) 

   

 .   Sٚالاصدٚاط Rفئٕٔب ٔؼ١ٓ سد اٌفؼً AB: ٔلاؽع أٗ ثذساعخ ارضاْ اٌمن١ت وٍٗ ٍِكٛظس

 

 أْ   ِٓ الارضاْ ٔغذ

lSR   ,     
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 ٚارغب١٘ٙب وّب ثبٌؾىً اٌّٛمؼ 

 

  :2ِػحي

ِٚكًّ ضك١ّلا  Aِػرص ِٓ غشفس  lغٌٛٗ   ABأٚؾذ جٌمٛٞ جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء ٌمع١د أفمٟ  

 ٌٛقذٖ جلأغٛجي . ِٕطظّح لذسز 

  

 جٌكً
 .    Aػٓ اٌطشف اٌّضجذ  ٠xجؼذ ِغبفخ  Cٔفشك ِمطغ ػٕذ 
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 .    Bcفئٕٔب ٔذسط ارضاْ cلإ٠غبد اٌمٛٞ اٌمبفخ ٚػضَٚ  الأؾٕبس ػٕذ اٌّمطغ 

)(٠غبٚٞ  CBٔلاؽع أْ اٌزؾ١ًّ اٌٛالغ ػٍٟ اٌغضس  xl   ٔمطخ ػٕذ ٠ٚؤصش ػٕذ ِٕزقفخDDBCB )(  

 ٚثبٌزبٌٟ فئٔٗ ِٓ ارضاْ ٘زا اٌغضس ٔغذ أْ

    

)( xlN                                                                                                                         (1)  

)(
2

1
)( xlxlM      

2
)(

2
xlM 


                                                                                                                   (2) 

  

رؼ١ٓ اٌمٛٞ اٌمبفخ ػٕذ أٞ ِمطغ ٌٍمن١ت ٚٔلاؽع أٔٙب رزي١ش ِٓ ِمطغ ٢نش ٠ّٚضٍٙب نو ِغزم١ُ ِبس  ( 1)دٌخ اٌّؼب

),,(),(ثبٌٕمطز١ٓ  lool  ًوّب ثبٌؾى.    

)0(ٔلاؽع أ٠نب أْ أوجش لٛح لبفخ رىْٛ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ ٌٍمن١ت  x ٞٚٚرغبl ٟٚأْ اٌمٛح اٌمبفخ رزلاؽ 

lxػٕذ اٌطشف اٌؾش ٌٍمن١ت    . 
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رؼ١ٓ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ِمبهغ اٌمن١ت اٌّخزٍفخ ٚٔغذ إٔٙب رزي١ش ِٓ ِمطغ ٢نش . ٚثزّض١ً ِٕؾٕٟ  (2)اٌّؼبدٌخ

),(ػضَٚ الأؾٕبس ٔغذ أٔخ لطغ ِىبفئ سأعٗ إٌمطخ  ol  ٛػ لأػٍٟ ٚهٛي ٚرشٖ اٌجؤسٞ اٌؼّٛدٞ ٠غبٚٞ ِفز


2
    . 

ٚأوجش ػضَٚ أؾٕبس ٠ىْٛ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ ٌٍمن١ت ٠ٚغبٚٞ 
2

2
l

٠ٚىْٛ ِغب٠ٚب اٌقفش ػٕذ اٌطشف اٌؾش  

)(ٌٍمن١ت  lx    . 
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  :3ِػحي

 ٚٚصْ ٚقذٖ جلأغٛجي ِٕس  lغٌٛٗ ABٛٞ جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء ٌمع١د غم١ً ِٕطظُ أٚؾذ جٌم 

 ٠ٓ فٟ ِغطٛٞ أفمٟ.   ذ٠ٚشضىض ذطشف١ٗ ػٍٝ ٚض

    

 جٌكً
 

 ABٍٗثبػزجبس ارضاْ اٌمن١ت و

    

lRR 
21

  

  

 ِٚٓ اٌزّبصً فٟ اٌؾىً   

 
 ٔغذ أْ   

 

lRR 
2

1
21
                                                                              

      

xAcؽ١ش    cٔؼزجش ِمطغ ٌٍمن١ت ػٕذ    ٚثبػزجبس ارضاْ اٌغضسAc  ْٛفئٔٗ فٟ الارغبٖ اٌشأعٟ ٠ى 

  
Nxl

NxR









2

1

1
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)
2

( xlN                                                                                                                     (1)   

 
 

 ٔؾقً ػٍٟ   ٠cأنز اٌؼضَٚ ؽٛي 

xR
x

xM
1

)
2

(       

)(
222

1 2

2

lxx
x

lxM 


                                                                                        (2)  

 ٟ٘ نو ِغزم١ُ وّب ثبٌؾىً    (1)اٌّؼبدٌخ 
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Axلٛح لبفخ ػٕذ هشف اٌمن١ت ٚٚامؼ إْ أوجش  )0(   ٞٚٚرغبl
2

1
رزٕبلـ اٌمٛح اٌمبفخ إٌٟ أْ  xزضا٠ذ ثٚ

2lxرٕؼذَ ػٕذ ِٕزقف اٌمن١ت ػٕذِب   صُ رؼىظ ارغب٘ٙب فٟ إٌقف الأ٠ّٓ ِٓ اٌمن١تAB .  

 رّضً ِؼبدٌخ لطغ ِىبفئ  (2)اٌّؼبدٌخ 

,0ٚٚامؼ أْ ػضَ الأؾٕبس ٠ٕؼذَ ػٕذ هشفٟ اٌمن١ت أٞ ػٕذِب   xlx ٠ٚ2أنز أوجش ل١ّخ ػٕذِبlx ٕذػ 

 ِٕزقف اٌمن١ت   
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   ضّش٠ٓ 
٠ADشضىض ػٕذ غشف١س  l( لع١د  ف١ف أفمٟ غٌٛٗ 1) ػٍٟ قح١ٍِٓ ٚظف غم١ٍٓ ِطغح١٠ٚٓ وً ِّٕٙح  ,

 ٓػٕذ جٌٕمطط١BC )21(ق١ع ,  aaCDAB أٚؾذ جٌمٛز جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ أٞ ِمطغ  .

   ٌٍمع١د.

 

 :4ِػحي
BAػٕذ غشف١س ِشضىض ABلع١د  ف١ف    10.غٌٛٗ , ft  ِكًّ ذطك١ًّ ِٕطظُ ق١ع ٚصْ ٚقذٖ جلأغٛجي

 . Aِٓ جٌطشف x. ػ١ٓ جٌمٛز جٌمحصس ٚوزٌه ػضَٚ جلأكٕحء ٚجٌطّػ١ً جٌٕٙذعٟ ٌٙح ػٍٟ ذؼذ  Ib120ضغحٚٞ 

  

 جٌكً
 اٌمن١ت ٠ىْٛ ِغب٠ٚب  ٟاٌؾًّ اٌىٍٟ اٌزٞ ٠ؤصش ػٍ

  

IbP 120010120    

   

 
 ِٚٓ اٌزّبصً فٟ اٌؾىً ٔغذ أْ 

IbRR 600
21
    

ِٓ  xِٓ اٌمن١ت ػٍٟ ثؼذ  ٔمطخ أفً ٚثبػزجبس ِمطغ Aفٟ ارغبٖ ِؾٛس اٌمن١ت ٠ٚأنز ٔمطخ  xرؼزجش اٌّؾٛس 

 ٚدساعخ ارضاْ ٔغذ أْ   Aإٌمطخ 

 ٠ىْٛ ِغب٠ٚبcاٌمٛح اٌمبفخ ػٕذ 

    

xRN 120
1
    
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xN 120600                                                                                                                   (1)  

رّضً ٕ٘ب اٌمٛح اٌمبفخ ػٕذ أٞ  Nغ١ش اٌؾًّ اٌّٛصع رٛص٠غ ِٕزظُ فئْ  تٚؽ١ش إٔٗ لا رٛعذ رؾ١ًّ آنش ػٍٟ اٌمن١

 ٔمطخ ػٍٟ اٌمن١ت   

 

 
 ْٛ ِغب٠ٚب  ٠ى cٚػضَ الأؾٕبس ػٕذ 

2
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x
xxRM      

2
60600 xx                                                                                                                (2)  

 

 ٕٟٞ ٚاٌؼّٛد١اٌغٚرٕؼذَ ػٕذ ِٕزقف اٌمن١ت ٚثأنز اٌمن١ت ٘ٛ اٌّؾٛس  xٟ٘ داٌخ نط١خ فٟ Nٔلاؽع أْ 

 ػ١ٍخ ٠ّضً اٌمٛح اٌمبفخ ػٕذ أٞ ٔمطخ ػٍٟ اٌمن١ت ٔغذ أْ اٌزّض١ً إٌٙذعٟ ٌٍمٛح اٌمبفخ وّب ٘ٛ ِٛمؼ ثبٌشعُ .

    
 ٠ىْٛ ِغب٠ٚب     Aػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 84 

0
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M     

 ٠ىْٛ ِغب٠ٚب   Bػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ 

0
B

M    

 

   ٠ىْٛ ِغب٠ٚب   cػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ 

25605600 
c

M  

..150015003000 ftIb    

 رّضً ِؼبدٌخ لطغ ِىبفئ      (2)ؽع أْ اٌّؼبدٌخ ٚٔلا

 

 :5ِػحي
BAِشضىض ػٕذ غشف١س  ABلع١د  ف١ف   ضإغش ػ١ٍس غلاغس أقّحي  حسؾ١س ٟ٘ ػٍٟ  ft11غٌٛٗ,

2500,1500,2000جٌطٛجٌٟ Ib  ػٕذ جٌٕمػ جٌطٟ ضرؼذft7,4,2 جٌطشف ِٓA  أٚؾذ جٌمٛٞ جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء

 ٚوزٌه جٌطّػ١ً جٌٕٙذعٟ ٌىً ِٕٙح .  

 

 جٌكً
 

 ٔغذ أْ   ABثذساعخ ارضاْ اٌمن١ت  

6000
21
 RR                                                                                                                   (1)  

 ٔؾقً ػٍٟ   Bٚثأنز اٌؼضَٚ ؽٛي 
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 ٔغذ أْ    (1)فٟ  (2)ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ 

IbR 2500
2
    

  

 ٕٟ فٟ ارغبٖ اٌمن١ت .   غ١ٔؼزجش اٌّؾٛس اٌ

 ٌزؼ١ٓ اٌمٛح اٌمبفخ ٚػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ أٞ ٔمطخ رؼزجش ارضاْ اٌّمبهغ اٌزٟ رجذأ ِٓ اٌطشف الأ٠غش  

20ػٕذِب رىْٛ  :أٚلا  x    

 
IbRN 3500
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    

ftIbxxRM .35001
11
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42ػٕذِب رىْٛ : غح١ٔح  x   
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117ػٕذِب رىْٛ  : سجذؼح  x   
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  جٌطّػ١ً جٌٕٙذعٟ ٌٍمٛز جٌمحصس . 
   

ٟ٘ ٔمطٗ الأفً أػٍٟ اٌمن١ت ٠ّضىً اٌمى١ُ اٌّٛعجىخ ٌٍمىٖٛ اٌمبفىخ Aٔأنز ارغبٖ اٌمن١ت ٌّؾٛس ع١ٕٟ ٔمطٗ 

 م١ُ اٌغبٌجخ ٌٍمٛح اٌمبفخ  .  ٚأعفً اٌمن١ت ٠ّضً اٌ

3500ٚثبٌزبٌٟ ثبٌٕغجخ إٌٟ 
1
N  ػجبسح ػٓ ِغزم١ُ ٠ٛاصٞ اٌّؾٛسox  لأػٍىٟ .  3500ٚوىً ٔمطىخ ػ١ٍىخ ػٍىٟ ثؼىذ

ٚثبٌّضً 
2

N  ْ0ٚٔلاؽىع  أ
3
N ٛس أٞ اٌّؾىox  ٔفغىٗ ٘ىٛ اٌّّضىً ٌٍمىٛح اٌمبفىخ

3
N  ٟأِىب ثبٌٕغىجخ إٌى

4
N  ٟفٙى

عىٟ ٌٍمىٛح ٚثزاٌه رىْٛ لذ سعّٕب اٌزّض١ىً إٌٙذ ٠ٚ2500ٕخفل ِغبفخ ِمذاس٘ب  oxعبٌجخ ٚثزٌه ٔشعُ ِغزم١ُ ٠ٛاصٞ 

 اٌمبفخ وّب ٘ٛ ِج١ٓ ثبٌشعُ اٌزبٌٟ   
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 :   جٌطّػ١ً جٌٕٙذعٟ ٌؼضَٚ جلأكٕحء
ٌىٟ ٠ّىٓ رّض١ً وً ِٓ 

4321
,,, MMMM ٕ٘ذع١ب ٠غت ِؼشفخ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ٔمو رأص١ش

321
,, ppp ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ
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BAؽ١ش أْ اٌمن١ت ِشرىض ػٓ  فئْ ػىضَٚ الأؾٕىبس ػٕىذ ٔمىو الاسرىىبص ٚامىؼ ِىٓ اٌّؼىبدلاد اٌزىٟ رؼطىٟ ػىضَٚ ,

 أٞ ٠ّىٓ رّضٍٙب ثخو ِغزم١ُ .   xالأؾٕبس أٔٙب فمو داٌخ نط١خ فٟ 
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 :6ِػحي

hlhغٌٛرٗ ٠ٚABكًّ غمرً ِطكرشن  ١ِٗشضىض ػٕذ ٔٙح٠ط l2غٌٛٗ  abلع١د  ف١ف أفمٟ    2)(   ْٚٚص

. أٚؾذ أورش ػضَ جٔكٕحء ػٕذ ٔمطس ِح ػٍٟ جٌمع١د ٚأغرص أٔٗ فٟ ٘زٖ جٌكحٌرس ضمغرُ ٘رزٖ جٌٕمطرس  ٚقذز جٌطٛي ِٕٗ

  abذٕفظ جٌٕغرس جٌطٟ ضمغُ ذٙح جٌّغطم١ُ ABجٌّغطم١ُ 

  

 جٌكً

 
caA)وّب ثبٌؾىً( ثؾ١ش ٠ىْٛ  abثأنز ٚمؼب ٌٍمن١ت    ٔٛعذ ل١ّخc   ثؾ١ش ٠ىْٛ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذd جش أو

 وٍٗ ٔغذ أْ   abِب ٠ّىٓ ٌزٌه ثبػزجبس ارضاْ اٌمن١ت 

 
hRR 2

21
    

 ٔغذ أْ    bٚثأنز اٌؼضَٚ ؽٛي إٌمطخ 
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xapؽ١ش pٚثأنز ِمطغ ٌٍمن١ت ػٕذ   ْٚثؾشه أcx   فٟ ؽبٌخcx    
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xadؾ١ش رىْٛ ث aِٓ إٌمطخ  x ػٍٟ ثؼذ dٚأنز ِمطغ ػٕذ إٌمطخ   ْأٞ أcx    . 

 اٌمٛح اٌمبفخ ٚػضَٚ الأؾٕبس فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ رىْٛ
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 .   ٠cزي١ش ثزي١ش  Mٚامؼ أْ ػضَٚ الأؾٕبس 

 

  M ٔٙب٠خ ػظّٟ ػٕذِب رؾمكc  ٟاٌؾشه ا٢ر 
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 ِٕٚٙب  

x
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h
c )1(                                                                                                                         (8)  

 فئٕٔب ٔؾقً ػٍٟ أوجش ػضَٚ أؾٕبس ثبٌقٛسح   cٚثبٌزؼ٠ٛل ثٙزٖ اٌم١ّخ 

 xlhxhl
l

h

l
hxc

)1(2

)(
)1(max







     

  xlhxx
2

1(
2

1
                                                                                                 (9)  

ٚفٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ فئْ إٌغجخ 
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 ٠ٕزظ أْ    (8)ِٓ اٌّؼبدٌخ cثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّخ 
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ٕفظ إٌغجخ اٌزٟ رمغُ ثٙب ثABاٌزٟ ػٕذ٘ب ػضَٚ الأؾٕبس أوجش ِب ٠ّىٓ رمغُ اٌضمً اٌّزؾشن dأٞ أْ إٌمطخ 

 .   abاٌمن١ت 

 

 :7ِػحي

ِٛصع  ط١ح ػٍٟ غٛي جٌمع١د Wفٟ قحتػ سأعٟ ِٚكًّ ذػمً Bِػرص غشفٗ  lغABٌٗٛلع١د أفمٟ  

 . أٚؾذ جٌمٛز جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ أٞ ِمطغ ٌٍمع١د .Aجٌصفش ػٕذ جٌطشف جٌكش  ذحصد٠حد ِٕطظُ ٠رذأ ِٓ

     

 جٌكً
 

)(ؽ١ىىش أْ وضبفىىخ اٌزؾ١ّىىً  x ػٕىىذ اٌّمطىىغc ػٍىىٟ ثؼىىذx ِىىٓ اٌطىىشف اٌؾىىشA ِٛصػىىب رٛص٠ؼىىب نط١ىىب ػٍىىٟ هىىٛي

,)(فئْ ٘زا اٌخو اٌّغزم١ُ ٠غت أْ ٠ّش ثٕمطخ الأفً ٌزا فئْ اٌؼلالخ ث١ٓ تاٌمن١ xx    ٟ٘ 

  xx  )(                                                                                                                         (1)  

 ٟ٘ ١ًِ اٌخو اٌّغزم١ُ .   ؽ١ش
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)(وضبفخ رؾ١ًّ  x  ػٕذ اٌّمطغc  رؼجش ػٓ الاسرفبعDC  ٗ٠ٚىْٛ اٌضمً اٌٛالغ ػٍىٟ ػٕقىش فىي١ش هٌٛىdx  ِٓى

dxxت ٠غبٚٞ اٌمن١ )(  ٚػٍٟ رٌه ٠ىْٛ اٌزؾ١ًّ اٌىٍٟ اٌٛالغ ػٍٟ اٌمن١تAB    ِٓ ٓ٠زؼ١ 
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 ٚرغبٚٞ     ِٕٚٙب ٔؼ١ٓ ل١ّخ 
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)(أٞ أْ وضبفخ اٌزؾ١ًّ  x   رىْٛ فٟ اٌقٛسح 
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 أٞ أْ,Acاٌٛالغ ػٍٟ اٌغضس pرغبٚٞ اٌضمً Nِٓ اٌمن١ت ٔغذ أْ اٌمٛح اٌمبفخ Acثبػزجبس ارضاْ اٌغضس 
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 أٞ أْ    ,1:2ثٕغجخ  Acاٌّغبفخ pؽ١ش ٠مغُ اٌضمً

2

2
2

x
EcAE     

ٍمن١ت ٚٚامؼ أ٠نب أٔٙب رّضً لطغ ِىبفئ سأعٗ ػٕذ ٔمطخ رؼ١ٓ اٌمٛح اٌمبفخ ػٕذ أٞ ِمطغ ٌ (5)ٚامؼ أْ اٌؼلالخ 

( ٚأْ أوجش ل١ّخ ٌٍمٛح A)أٞ ػٕذ اٌطشف اٌؾش 0xالأفً )وّب ثبٌؾىً( ٚأْ اٌمٛح اٌمبفخ رغبٚٞ ففش ػٕذِب 

lxاٌمبفخ ػٕذِب   أٞ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ فٟ اٌؾبئوB ٞٚٚرغبW   

    ٔغذ أcْٚثأنز اٌؼضَٚ ؽٛي اٌّمطغ 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 94 

2

3

2

2

333 l

Wxx

l

Wxx
p                                                                                                     (6)  

 
 ػٕذِب 0ٚٔلاؽع أْ  xٟ ػلالٗ ِٓ اٌذسعخ اٌضبٌضخ فٟ ٘ؼطٟ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ أٞ ِمطغ ٚر(6) اٌّؼبدٌخ 

0x أٞ ػٕذ اٌطشف اٌؾش(A   . ) ٠زلاؽٟ ػضَٚ الأؾٕبس 

lxٕذِب أ٠نب ػضَٚ الأؾٕبس ٠ىْٛ أوجش ِب ٠ّىٓ ػ  أٞ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ(B ٞٚ٠ٚغب )Wl
2

1
ٚفٟ الارغبٖ 

 اٌّٛعت أٞ فٟ ارغبٖ ػىظ دٚساْ ػمبسة اٌغبػخ .  

  

  :ٍِكٛظس

   

فٕغذ ABٚرٌه ثبػزجبس الارضاْ اٌمن١ت وٍٗ Bاٌطشف اٌّضجذ ػٕذ Sٚالاصدٚاط ٠Rّىٓ إ٠غبد سد اٌفؼً 

 أْ   

WlS

WR

3

1




   

 أٞ أْ    2:1ثٕغجخ  ٠ABؤصش فٟ ٔمطخ رمغُ اٌمن١ت  Wٚرٌه لأْ اٌضمً 

lFBAF
3

2
2     
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 ِؼحدلاش جلاضضجْ ٌمع١د سف١غ ِٕكٕٟ : -غح١ٔح:
   

اٌمٛح فٟ ارغبٖ ِؾٛس اٌمن١ت  Tِٓ لن١ت سف١غ ِٕؾٕٟ ٚٔفشك أْ  dSثفشك ارضاْ ػٕقش هٌٛٗ

 ػضَٚ الأؾٕبس ػٍٟ اٌّمطغ الأ٠غش .  ,خ ػٍٟ ِؾٛس اٌمن١ت اٌمٛح اٌمبفخ اٌؼّٛد٠ N,(A)اٌّّبط ػٕذ 

dTTٚٔفشك أْ   اٌّّبط ػٕذ( اٌمٛح فٟ ارغبٖ ِؾٛس اٌمن١تB ٚ )dNN   ٍٟاٌمٛح اٌمبفخ اٌؼّٛد٠خ ػ ٟ٘

Bdِؾٛس اٌمن١ت ػٕذ  , ٔؾٕبس ػٍٟ اٌّمطغ الأ٠ّٓ .ٟ٘ ػضَٚ الا 

( ٚاٌؼّٛدٞ Aٚٔفشك أْ ِشوجزٟ اٌمٛح اٌخبسع١خ اٌّؤصشح ػٍٟ اٌؼٕقش فٟ ارغبٟ٘ ِؾٛس اٌمن١ت )اٌّّبط ػٕذ  

dSFdSFػ١ٍخ ّ٘ب 
12

 وّب ثبٌؾىً .  ,

 
 فئAْ( ٚاٌؼّٛدٞ ػ١ٍخ ٚأنز اٌؼضَٚ ؽٛي Aثىزبثخ ِؼبدلاد الارضاْ فٟ ارغبٟ٘ ِؾٛس اٌمن١ت )اٌّّبط ػٕذ 

    

0sin)(cos)(
1

  ddNNTdSFddTT                                                  (3.2.1)  

0cos)(sin)(
2

 NdSFddNNddTT                                                      (3.2.2)  

0)()(  dSdNNd                                                                                (3.2.3) 

  

 صا٠ٚخ في١شٖ عذا فئْ   dٚؽ١ش أْ 

 

1cos,sin   ddd    
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 ّؼبدلاد اٌغبثمخ رأنز اٌقٛسح ٚثئّ٘بي اٌى١ّبد اٌقي١شح ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ فئْ اٌ

   

0
1

 NddSFdT                                                                                               (3.2.4)    

0
2

 dSFTddN                                                                                                   (3.2.5)  

0 NdSd                                                                                                              (3.2.6) 

 

 

 فٝ اٌقٛسح   (3.2.6-3.2.4)رقجؼ اٌّؼبدلاد  dSػٍٝ  ٚثبٌمغّخ    

0
1
 F

dS

d
N

dS

dT 
                                                                                                   (3.2.7)  

0
2
 F

dS

d
T

dS

dN 
                                                                                                   (3.2.8) 

 

 

                                                                           (3.2.9) 

ؽ١ش 



d

dS
)9.2.37.2.3(٘ٛ ٔقف لطش الأؾٕبس لطش الأؾٕبس )إٌمٛط( ٌّؾٛس اٌمن١ت اٌّؼبدلاد     ٟ٘

 ِؼبدلاد الارضاْ ٌمن١ت سف١غ ِٕؾٕٝ. 

 قحٌس  حصس:
ػٕىىىىذِب ٠ىىىىىْٛ اٌمنىىىى١ت ِغىىىىزم١ّب فىىىىبْ ٔقىىىىف لطىىىىش الأؾٕىىىىبس ٠ىىىىىْٛ ِبلأٙب٠ىىىىٗ 

  ٚٔأنز ِؼبدلاد الارضاْ ٌمن١ت ِغزم١ُ اٌقٛسح 

 

0
1
 F

dx

dT
                                                                                                               (3.2.10)  

0 N
dS

dM
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0
2
 F

dx

dN
                                                                                                              (3.2.11)  

 

0 N
dx

dM
                                                                                                              (3.2.12)  

 ٍِكٛظس : 
 (3.2.12)ٚرٌىىه ثزفبمىىً اٌّؼبدٌىىخ  (3.2.11),(3.2.12)ثىى١ٓ اٌّؼىىبدٌز١ٓ  ٠Nّىىىٓ ؽىىزف اٌمىىٛح اٌفبفىىٍخ 

ٜ ثّشوجىىخ اٌمىىٛ Mِىىٓ إٌىىبرظ ٔؾقىىً ػٍىىٝ ِؼبدٌىىخ رفبمىى١ٍخ رىىشثو ػىىضَ الأؾٕىىبس  (3.2.11)ٚهىىشػ xثبٌٕغىىجخ إٌىىٝ 

اٌخبسع١خ 
2

F  فٟ اٌقٛسح 

22

2

F
dx

Md
                                                                                                                   (3.2.13)  

 

 (1)ِػحي 

 .١غ ِغطم١ُجٌغحذمس ِغطخذِح ِؼحدلاش جلاضضجْ ٌمع١د سف (7)قً ِػحي  

 

 جٌكً

 

)(فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ وضبفخ اٌزؾ١ًّ   x ٜٚرغبx
l

W
2

2
 ٠ٚىْٛ  

x
l

W
xF

22

2
)(    

 ػٕذ اٜ ِمطغ رىْٛ  Nفبْ اٌمٛح اٌمبفخ  (11)ٚثبعزخذاَ اٌؼلالخ 

 

 

x

o

xdx
l

W
dxFN

22

2
  

2

2

2l

Wx
N        
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 فٟ اٌقٛسح  Mٔؾقً ػٍٝ ػضَ الأؾٕبس  (12)ٚثبعزخذاَ اٌّؼبدٌخ 

 

x

o

dxx
l

W
NdxM

2

2 2

3

3l

Wx
  

 

 .  (7)ٚ٘ٝ ٔفظ إٌزبئظ اٌزٝ ؽقٍٕب ػ١ٍٙب فٝ اٌؾً اٌغبثك ٌّضبي 
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 ػٍٝ جٌرحخ جٌػحٌع ضّحس٠ٓ

 
ػٍٝ قحتػ سأعٟ أٍِظ. جغرص جْ ػضَ ٠ٚBشضىض ذطشفس ج٢ ش ٠Aّىٕٗ جٌذٚسجْ قٛي غشفٗ ABلع١د   (1)

CBCAػٍٝ جٌمع١د ٠طٕحعد ِغ  cجلأكٕحء ػٕذ ٔمطس  . . 

 

٠ٚس ِطصٍس ػٕذ ٔٙح٠طٙح جٌؼ١ٍح ِٚشضىضز ػٕذ ٔٙح٠طٙح جٌغفٍٝ ػٍٝ ِغطٜٛ جفمٝ ٚضكًّ ػٕذ غلاظ لعرحْ ِطغح (2)

ٚصْ ٚقذز  ِغ جٌشأعٟ ٚجْ  ٠ٚصٕغ صج٠ٚس  l2. جرج وحْ غٛي جٜ لع١د ٠غحٜٚ Fأػٍٝ ٔمطس غمً 

 . Fٛي ٌىً ِٕٙح . فحٚؾذ ػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ٔمطس ِٓ جٌمع١د ٚجغرص جٔٗ لا ٠ؼطّذ ػٍٝ جٌػمًجٌط

 

ٚظغ غٛق جٌذجتشٞ ػٍٝ ِغطٜٛ جفمٝ ذك١ع وحْ ِغطٛجٖ سجع١ح . جغرص أْ ػضَ جلأكٕحء جٌٕحشة ػٓ جٌطٛق  (3)

 ػٓ أػٍٝ ٔمطس ِٓ جٌطٛق ٠طؼ١ٓ ِٓ ٠ىْٛ جورش ِح ٠ّىٓ ػٕذ ٔمطس ذؼذ٘ح جٌضجٚٞ 

0tan     

 

 p. ٚصع ضٛص٠ؼح ِطصلا ػٍٝ جٌػٍع جلأٚعػ ِٕٗ ذىػحفس ٚصٔٙح ٚٚصْ ٚقذز جلأغٛجي ِٕٗ  l3لع١د غٌٛٗ  (4)

ٚػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ ِمحغغ جٌمع١د جٌّخطٍفس ػٕذِح ٠شضىض جٌمع١د ػٕذ ٌٛقذز جلأغٛجي. جدسط جٌمٜٛ جٌمحصس 

 س ػٍٝ ٚضذ٠ٓ أٍِغ١ٓ. ط١ٔٙح٠

 

لذَ ئرج أًّ٘ ٚصْ جٌىٛذشٞ فحغرص أْ جورش  lشٞ غٌٛٗ ذء ػٍٝ و٠ٝٛطكشن ذرطغٓ ٌىً لذَ  غمً ِغطّش  (5)

ِٓ جٌطشف جلألشخ ضغحٜٚ ضغحٜٚ ػٍٝ ذؼذ  pػٕذ ٔمطس  لٛز لحصس 
2

2



l

l
  . 

 

ذذْٚ أْ ٠ٕىغش . ئرج غرص  lٚغٌٛٗ  ٚصٔٗ  ٠ٗ١ّىٕٗ أْ ٠ؼرش لع١د ِشضىض ػٕذ ٔٙح٠طسؾً ٚصٔٗ  (6)

س ٠ّىٓ جٌشؾً أْ ٠طكشوٙح ػٍٝ قفحغرص أْ ألصٝ ِغح جفم١ح ٗ ذك١ع وحْ جٌّّحط ػٕذ٘ح١١د ِٓ جقذ ٔٙح٠طجٌمع

جٌمع١د ضغحٜٚ 







 

2

3
1

4

1
l . 

 

ِٓ جٌصفش ٗ ػٍٝ قح١ٍِٓ فٟ ِغطٜٛ جفمٝ ٠ٚكًّ غملا ٠ض٠ذ ذحٔطظحَ ٠١شضىض ػٕذ ٔٙح٠ط ft12غٌٛٗ ABلع١د  (7)

ftIbقطٝ جورش ل١ّس  Aػٕذ جٌطشف جلأ٠غش س ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ صحم. جٚؾذ جٌمٛز جBٌػٕذ جٌطشف  600/

 جٜ ِمطغ . 

 

 

ظّح وػحفطٗ طكًّ ٔصفٗ جلأ٠ّٓ ضك١ّلا ِِٕٚ Bٗ ج١ٌّٕٝ ١ِػرص ػٕذ ٔٙح٠ط lغABٌٗٛلع١د  ف١ف (8)
0

  ٌٛقذز

س ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ٔمطس ِٓ صحٌمفحٚؾذ جٌمٛز ج Aػٕذ جٌطشف جٌكش  جلأغٛجي . فارج ٚظغ غمً 

 جٌمع١د . 
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ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٌطشف جٌّػرص ٚػٕذ جٌمحصس ِػرص ػٍٝ جسض أفم١س. جٚؾذ جٌمٛز  ft3لع١د سجعٟ غٌٛٗ  (9)

 . Ib200ٌمع١د ئرج أغشش ػٍٟ جٌطشف جٌؼٍٛٞ ٌٍمع١د لٛز أفم١س ِمذجس٘ح ج ضػ١ٍعٔمططٟ 

 

ftABoAذك١ع ٠ىْٛ  oِػرص أفم١ح ػٕذ غشفس  oABلع١د  (10) 22  ٓٚظغ غم١ٍ 

IbIb ABػٕذ 200,300 ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٌٕمطط١ٓ جٌٍط١ٓ جٌمحصس ػٍٝ جٌطشض١د. جٚؾذ جٌمٛز ,

oAABحْفضٕص ,  . 

 

طّحغً ػٍٝ قح١ٍِٓ فٟ ٔفظ جٌّغطٜٛ جلافمٝ جٌّغحفس ٠شضىض فٟ ٚظغ ِ l2لع١د ِٕطظُ غٌٛٗ  (11)

hl. ئرج وحْ h2ذ١ّٕٙح 2ٌحًِ أٚ فٟ جٌّٕطصف قغرّح كفحغرص ئْ ػضَ جلأكٕحء ٠ىْٛ ٔٙح٠س ػظّٝ ػٕذ ج

٠ىْٛ  hl 222 


hlٚئرج وحْ  2 ٔكٕحء ػٕذ جٌكحًِ ٠ىْٛ ٔٙح٠س ػظّٝ ػٕذ جٌكحًِ فحغرص ئْ ػضَ جلا

 ٚجٚؾذ ل١ّطٗ. 

 

ًّ ذك١ع ٠طٕحعد ػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ٔمطس ِغ ٚصْ ِكٗ ١ِٚشضىض ػٕذ ٔٙح٠طlلع١د  ف١ف أفمٟ غٌٛٗ  (12)

ٚقذز جٌطٛي ػٕذ ٔفظ جٌٕمطس . جغرص جْ جٌٛصْ ػٕذ جٜ ٔمطس ٠طٕحعد ِغ 








l

x
sin ق١عx ٓذؼذ جٌٕمطس ػ

 جقذ غشفٟ جٌمع١د .

  

ِٓ ٠lشضىض ػٍٝ قح١ٍِٓ جٍِغ١١ٓ جقذّ٘ح ػٕذ غشفس ٚجلأ ش ػٍٝ ذؼذ l3ٚغٌٛٗ  Wلع١د غم١ً ٚصٔٗ  (13)

ضٛص٠ؼح ِٕطظّح ػٍٟ جٌّغحفس جٌّكصٛسز ذ١ٓ جٌٛضذ٠ٓ ِٓ جٌمع١د .  lp2جٌطشف جلأ ش . ٚصع غملا ِمذجسٖ 

 ٚػضَٚ جلأكٕحء. جٌمحصس جدسط ِٕك١ٕحش جٌمٜٛ 

 

 

ًّ ضك١ّلا وػحفطٗ ٌٛقذز جلأغٛي ػٕذ جٜ ٔمطس ضؼطٝ ِٓ ِكٗ ػٍٝ قح١ٍِٓ ١ٚلع١د ٠شضىض ػٕذ ٔٙح٠ط (14)

)()(جٌؼلالس 
0

bxax   ق١عab ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ٔمطس ٚجعطٕطؽ جٌمحصس جٚؾذ جٌمٛز . ١ٓغحذط,

 . 0aغُ 0bجٌكحلاش جٌخحصس جٌطٟ ف١ٙح 

 

 ( ئرج وحْ جٌمع١د ِػرص ػٕذ جٌطشف١ٓ . 14) ذكقً جٌطّش٠ٓ جٌغح (15)

فٟ قحتػ سجعٟ ٚقًّ جٌٕصف جلأ٠غش ِٓ جٌمع١د Bِػرص غشفس جلأ٠ّٓ  ft8غٌٛٗ ABلع١د جفمٝ  (16)

ftIbذحٔطظحَ ذىػحفس   ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ِمطغ ِٓ ِمحغغ جٌمع١د جٌّخطٍفس. جٌمحصس . جٚؾذ جٌمٛز 100/

 

---------------------------------------------------------- 

----------------------------------------------- 
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 الرابعالباب 

 بان قليلة القابلية للانحناءضالق

 
ف١ّب عجك وٕب ٔفزشك دائّب ٚعٛد اعغبَ فٍجخ راد ؽىً صبثذ لا ٠زي١ش ِّٙب وبٔذ اٌمٛح اٌّؤصشح ػ١ٍخ . اٚ 

د فٝ هج١ؼزٙب رخزٍف ػٓ رٌه فغ١ّغ الاعغبَ ٔفزشك ٚعٛد ن١ٛه هٌٛٙب صبثذ لا ٠ض٠ذ رؾذ ربص١ش ا٠ٗ ؽذ . ٌٚىٓ اٌّٛا

رزي١ش رؾذ رأص١ش اٌمٜٛ اٌّؤصشح ري١١شا ٠زٛلف ِٓ ؽ١ش اٌّمذاس ٚإٌٛع رجؼب ٌّبدح اٌغغُ ٚؽىٍخ ِٚمذاس ٘زح اٌمٛح. 

ٚعٛف ٔمزقش فٝ ٘زا اٌجبة ػٍٝ دساعخ ٘زح اٌزي١شاد فىبٌمنجبْ اٌشف١ؼخ ٚفٝ اثغو اٌؾبلاد فٝ رٍه اٌزٝ ٠ّىٓ 

 ١ٙب رجؼب ٌمبْٔٛ ٘ٛن.  ؽغبة اٌؾذ ف

 انحناء القضبان:   اولا: 
را ؽًّ لن١ت ثطش٠مخ ِب فبٔٗ ٠ٕؾٕٝ ٔز١١غخ ٌٙزا اٌؾًّ . ٠ٚجذٚ اْ ٕ٘بن ػلالخ ِب ث١ٓ ؽىً اٌمن١ت ٚػضَ ا 

جْ ػضَ جلاضكٕحء ػٕذ ج٠س ٔمطس ػٍٝ لع١د  Eulerا٠ٍش  ,Bernoulliالأؾٕبس ٚػٓ هش٠مخ اٌزغشثخ رٛفً ثشٌٍٔٛٝ 
. ٚف١ّب ٠ٍٝ ثش٘بٔب ٌٙزح اٌؼلالخ فٝ ؽبلاد نبفخ د ضٕحعرح ػىغ١ح ِغ ٔصف لطش جلأكٕحء ػٕذ ٘زز جٌٕمطس سف١غ ٠طٕحع

 ٚثبعزخذاَ فشٚك ١ٌغذ فؾ١ؾخ رّبِب. 

ٔؼزجش لن١جب ِغزم١ّب اصشد ػ١ٍخ ِغّٛػخ ِٓ اٌمٜٛ اٌخبسع١خ ٠نّٙب ِغزٜٛ ٚاؽذ ثمغُ اٌمن١ت اٌٝ لغ١ّٓ 

 . ِزّبص١ٍٓ

 

 ؽىً )أ(

٘ٛ ِمطغ اٌمن١ت ثٛاعطخ ِغزٜٛ اٌمٜٛ ٚفٝ اٌؾىً )ة( ٔفظ اٌّمطغ ثؼذ أؾٕبس اٌمن١ت رؾذ  AB( أفٝ اٌؾىً )

اٌزٝ ٠زىْٛ ِٕٙب اٌمن١ت ٠ضاد هٌٛٙب ارا وبٔذ الشة اٌٝ اٌغطؼ  فب١ربص١ش ٘زح اٌمٜٛ ٔز١غخ ٌٙزا الأؾٕبس فبْ الاٌ

وبٔذ الشة اٌٝ اٌغطؼ اٌغفٍٝ ٚثزٌه رىْٛ فٝ ؽبٌخ ميو اِب  اٌؼٍٜٛ ٚثزٌه رىْٛ فٝ ؽبٌخ ؽذ ٠ٚمً هٌٛٙب ارا

فٝ   Neutral Linesالا١ٌبف اٌزٝ رفقً ث١ٓ ٘زٖ ٚرٍه فٍٓ ثزي١ش هٌٛٙب ثبلأؾٕبس ٚرؼشف ثبعُ نطٛه اٌزؼبدي 

اثؼبد اٌمن١ت  ٘ٛ نو اٌزؼبدي فٝ ِمطغ اٌمن١ت ثٛاعطخ ِغزٜٛ اٌمٜٛ ٠ٚؼشف ثّؾٛس اٌمن١ت . اِب GG'اٌؾىً 

ظشا ٌقيشٖ . وزٌه ٔنشٜ ٔز١غخ لأؾٕبس اٌمن١ت الاإٕٔب عٛف ًّٔٙ ٘زا اٌزي١ش اٌؼشم١خ فئٔٙب عٛف رزي١ش ٘ٝ الا

عٛف  ٔفزشك اْ ا٠خ ِمطغ ػشمٝ ٌٍمن١ت ٚ٘ٛ ِغزم١ّب ٠ظً ِمطؼب ػشم١ب ٌخ ٚ٘ٛ ِٕؾٕٝ ِٚؾز٠ٛب ػٍٝ ٔفظ 

GGؼزجش ِمطؼ١ٓ ػشم١١ٓ ػٕذ ٔاٌغض٠ئبد .  ,  ث١ّٕٙب ِغبفخ في١شحL ٙٔب ػٕذ الأؾٕبس رمبثلا فٝ ّٚٔفزشك اO . 
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 فبْ    1ػٕذ  GG'اٌضا٠ٚخ اٌزٝ ٠ؾقش٘ب  ,٘ٝ ٔقف لطش إٔؾٕبس ِؾٛس اٌمن١ت  فبرا وبٔذ

l                                                                                                                           (4.1.1)  

pp فب١الاٌوزٌه ٔؼزجش   ػٕذ ا٠خ ٔمطخP  ػٍٝ اٌّمطغ ػٕذG  ٚرجؼذ ِغبفخy  فب١الاٌافجؼ هٛي ٘زح ػٕٙب فئرا 

hlثؼذ إٔؾٕبس اٌمن١ت     ْفئ 

 

 

 

 

 ؽىً )ة(   

 )( yhl            

yh                                                                                                                       (4.1.2)   

 

 ( ٠ٕزظ اْ   4.1.2( , )4.1.1ِٚٓ اٌؼلالخ )
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

l

y

h
                                                                                                                         (4.1.3)   

ppٚثغزخذاَ لبْٔٛ ٘ٛن فبْ اٌؾذ فٟ   

                              




y
AE

l

h
AE                                                                                                            (4.1.4)    

ppٟ٘ ِغبؽخ ِمطغ الا١ٌبف Aؽ١ش    ٚE . ِؼبًِ ٠ٕظ ٌّبدح اٌمنت 

 ِؾقٍخ اٌؾذ اٌزٝ رؤصش ػٍٝ اٌّمطغ ػٕذG  ٠ؼطٝ ِٓ اٌؼلالخ 

 ydA
E

T


                                                                                                               (4.1.5) 

 ٠ٚؾغت ٘زا اٌزىبًِ ػٍٝ ٘زا اٌّمطغ 

Ay
E

T


                                                                                                                     (4.1.6)    

خ رؾذد ٚمغ ِؾٛس اٌمن١ت ثبٌٕغجخ ٌّشاوض صمً ل٘زح اٌؼلا G ثؼذ ِشوض صمٍخ ػٓ yطغ ٘ٝ ِغبؽخ اٌّمAٚف١ٙب 

رغبٜٚ ففش ػٕذ ا٠ٗ ِمطغ  Tٕؾٕٝ ف١ٙب اٌمن١ت ٔز١غخ ٌمٜٛ ػّٛد٠خ ػ١ٍٗ فئْ ٠خ . ٚفٝ رٍه اٌؾبلاد اٌزٝ ؼِمبه

 س اٌمن١ت فٝ ٘زح اٌؾبلاد ٠ّش ثّشاوض صمً ِمبهغ اٌمن١ت اٌؼشم١خ .ٛففش اٜ اْ ِؾ ٠غبٜٚ yِٕٚٙب  

 XGXٚرٌه ثبنز ػضَٚ اٌؾذ فٝ الا١ٌبف ؽٛي اٌّؾٛس  Gػٕذ اٌّمطغ ػٕذ  Mوزٌه ٠ّىٓ ؽغبة ػضَ الأؾٕبس  

 ٜ اٌخبسع١خ اٌؼّٛدٜ ػٍٝ ِغزٜٛ اٌمٛ

 dAy
E

M
2


                                                                                                     (4.1.7)   

 ؽ١ش 

 dAyI
2

                                                                                                               (4.1.8) 

   

 .XGX'٘ٝ ػضَٚ اٌمقٛس اٌزارٝ ٌّغبؽخ ِمطغ اٌمن١ت ؽٛي 
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

EI
M                                                                                                                    (4.1.9)  

  ٠ٚKشِض ٌٗ ػبدح ثبٌشِض  ٠Rigidity Flexuralؼشف ثّؼبًِ اٌّشٚٔخ اٌؾغّٝ  EIاٌّمذاس 



K
M                                                                                                                    (4.1.10)   

 

هشفٝ لن١ت  فٟا٠نب صبثزخ . اٜ أٗ ارا اصش ٌغ١ّغ ٔمو لن١ت ِٕزظُ فبْ   خصبثز Mرذي اٌؼلالخ اٌغبثمخ ارا وبٔذ 

٠بْ ٚفٝ ِغزٜٛ ٚاؽذ ٠نُ اٌمن١ت عٛف ٠ٕؾٕٝ ِزخزا نف١ف ِٕزظُ اصدٚاع١ٓ ِزنبد٠ٓ, ِٚمذاس ػضِٙب ِزغبٚ

 ؽىً  دائشح . 

 فبْ  xثبنز ِؾٛس اٌمن١ت ٚ٘ٛ ِغزم١ّب وّؾٛس 
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23
2

2

2

1




























dx

dy

dx

yd
K

K
M


                                                                                       (4.1.11)  

ِٓ ِؾٛس اٌمن١ت ػٓ ِٛمؼٙب ػٕذِب وبْ اٌمن١ت ِغزم١ّب . ٚػٕذِب ٠ىْٛ اٌمن١ت  xرّضً اصاؽخ إٌمطخ  yؽ١ش 

وج١شح . اِب Kل١ًٍ اٌّشٚٔخ فبْ 
dx

dy
,y ( 4.1.11رٙب ٚثزٌه ٠ّىٓ رمش٠ت اٌّؼبدٌخ )فى١ّبد في١شح ٠ّىٓ اّ٘بي ِشثؼب

 اٌٝ 

2

2

dx

yd
KM                                                                                                                (4.12)  

. فبرا وبٔذ اٌمٜٛ اٌّؤصشح فٝ ِغزٜٛ ( ٌٙب ٔفظ الاؽبسح 4.1.12.ٚرؤنز الاؽبسح إٌّبعجخ اٌزٝ رغؼً هشفٝ اٌؼلالخ )

فبٔٗ ثبرجبع اٌمبػذح اٌّزفك ػ١ٍٙب فٝ رؾذ٠ذ اؽبسح  yساعٝ ِضلا ٚارخزٔب اٌشاعٝ اٌٝ اعفً ٘ٛ الارغبٖ اٌّٛعت ٌّؾٛس 

ِٛعجخ فبْ  Mب  ػضَ الأؾٕبس ٔشٜ اْ الاؽبسح اٌّٛعجخ ٘ٝ اٌٛاعت اعزؼّبٌٙب . رٌه لأٗ فٝ الاعضاس اٌزٝ رىْٛ ف١ٙ

اٌمن١ت عٛف ثٕؾٕٝ اٌٝ اػٍٝ وّب فٝ اٌؾىً )أ( ٚف١خ رض٠ذ 
dx

dy
اٜ اْ  xثض٠بدح 

2

2

dx

yd
ِٛعجخ ٌٚزا ربنز الاؽبسح  

 عبٌجخ فئْ اٌمن١ت عٛف ٠ٕؾٕٝ اٌٝ اعفً وّب ثبٌؾىً )ة( ٚف١ٗ  Mاٌّٛعجخ فٝ رٍه الاعضاس اٌزٝ رىْٛ ف١ٙب 

 

 ؽىً )أ(
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 ؽىً )ة(

 

رزٕبلـ 
dx

dy
اٜ اْ xثض٠بدح  

2

2

dx

yd
رىْٛ عبٌجخ ػٍٝ رٌه رغزخذَ الاؽبسح اٌّٛعجخ ؽزٝ ٠ىْٛ هشفب اٌؼلالخ اٌغبثمخ  

 عبٌجز١ٓ .

 بان المثبتة :  ضروط تتحقق عند نقط خاصة فى القش

 

0,0ضَ الأؾٕبس ٚلٖٛ اٌمـ أٞ اْ ػجبْ ٠زلاؽٝ ولا ِٓ نػٕذ الاهشاف اٌؾشح ٌٍم ( أ)  yy  ٖػٕذ ٘ز

 الاهشاف 

ٔمطخ  ػٕذ 0yارا اسرىض اٌمن١ت اسرىبصا ثغ١طب ِفق١ٍب فبْ ػضَ الأؾٕبس ٠غبٚٞ ففش أٞ اْ   ( ة)

 فزىْٛ ِؼٍِٛخ ػٕذ٘ب . yىبص ٘زٖ اِب رالاس

yفبْ لا)ط( اٌمنجبْ اٌّضجزخ رضج١زب وبِ
dx

dy
 ِؼٍِٛزبْ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ. ,

 ؾً اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ٔلا٠غبد ؽىً اٌمن١ت أؾٕٝ ٔز١غخ ٌؾًّ ِؼ١ٓ 

M
dx

yd
EI 

2

2

 

 ؾشه إٌّبعت رجؼب ٌٕٛع اٌزضج١ذ وّب فٝ الاِضٍخ اٌزب١ٌخ : ِغ اعزخذاَ اٌ
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 :(1مثال)

 xٔفظ جٌّغطٜٛ جلافمٝ . أغرص جْ جلأخفحض ػٕذ ِغرحفس  فٟػٍٝ ٚضذ٠ٓ  ٠ط١ٗجسضىض لع١د ِٕطظُ ػٕذ ٔٙح

))((٠غحٜٚ  ١ِٗٓ ئقذٜ ٔٙح٠ط
24

22
xaxaxa

EI

x



 ٚصٔس .aجٌمع١د , ٚ غٛي aق١ع  

 الحل

 

 ٠غبٜٚ  Aػٓ اٌطشف xػضَ الأؾٕبس ػٕذ ا٠ٗ ٔمطخ رجؼذ ِغبفخ 

22

2
x

x
a

M


                                                                                                           (1)   

 ؽ١ش اْ 

M
dx

yd
EI 

2

2

                                                                                                                     (2)  

22

2
xax

yEI


                                                                                                      (3)  

 ثبٌزىبًِ 

c
xax

yEI 
64

32


                                                                                                    (4)  

1

43

2412
cxc

xax
EIy 


                                                                                         (5)  

1الا٠غبد اٌضٛاثذ 
, cc رزطجك اٌؾشٚه الاثزذائ١خ فٝ اٌّغأٌخ 

 : Aػٕذ اٌطشف 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 108 

0,0,0
1
 cyx    

 : Bػٕذ اٌطشف 

24
,0,

3
a

cyax


  

1ػٓ ثبٌزؼ٠ٛل 
, cc ( 5فٝ اٌّؼبدٌخ اٌغبثمخ ) 

 233
2

24
axxa

x
EIy 


  

  22

24
xaxaxa

EI

x
y 


  

 

 (:2مثال)

ػٕذئقذٜ ٔٙح٠ط١ٗ فحٔكٕٝ ضكص ضأغ١ش ٚصٔٗ . ئغرص جْ جلأخفحض ػٕذ ٔٙح٠طٗ  حغرص لع١د ِٕطظُ ضػر١طح جفم١

٠غحٜٚ 
8

3
  .جرج جػطرش جٌمع١د  ف١فح ٚػٍك ِٓ ٔٙح٠طٗ غملا ِغحٜٚ ٌٛصٔٗ جلأخفحض جٌزٜ ٠كذظ 

 الحل
 ٚصْ ٚؽذح الاهٛاي .l,ٔفشك اْ هٛي اٌمن١ت 
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 :  الحالة الاولى

xlاٌمن١ت صم١ً .ػضَ الأؾٕبس ػٕذ اٜ ٔمطخ ِٓ اٌمن١ت رجؼذ ِغبفخ    ٜٚػٓ اٌطشف اٌؾش ٠غب 

 
2

2
xlM 


                                                                                                                   (1)   

 22
2

2
xlxlyK 


                                                                                                     (2)  

 ثبٌزىبًِ 

c
x

lxxlKy 










32
'

3

22
 

 Aتطبق الشرط الابتدائى عند نقطه التثبيت  cلايجاد 

000
1

 cyx     












32
'

3

22 x
lxxlKy


                                                                                                (3)  

 ِشٖ انشٜ ثبٌزىبًِ

1

43

22

1232

1

2
c

xlx
xlKy 












                                                                                       (4) 

لا٠غبد 
1

c 

000
1
 cxy                                                                                           

lxلايجاد الانخفاض عند الطرق الحر نضع   ( تجد ان 4في المعادلة ) 

k

l
y

8

4

1


                                                                                                                            (5)    

 الحالة الثانية:
xlػٕذ هشفٗ اٌؾش . ػضَ الأؾٕبس ػٕذ أٞ ٔمطٗ رجؼذ ِغبفٗ lاٌمن١ت نف١ف ِٚؼٍك صملا   ٓاٌطشف اٌؾش  ػ

 ٠غبٚٞ

 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 110 

 

 xllM                                                                                                                      (1)  

 

 xllyK                                                                                                                    (2)  

 ثبٌزىبًِ

c
x

xllKy 















2
.'

2

                                                                                                       (3) 

00صبثذ اٌزىبًِ ٠غبٚٞ ففش لاْ 
1

 xaty  ٜٚثبٌزؼ٠ٛل ػٓ اٌضبثذ ٚاٌزىبًِ ِشح انش 

1

32

62
c

xlx
lKy 














                                                                                                   (4) 

 صبثذ اٌزىبًِ ٠غبٚٞ ففش لاْ ػٕذ 
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 إٌغجٗ ث١ٓ الأخفبم١ٓ 

8

3

2

1


Ky

Ky
 

.
8

3
21

yy                                                                                                                         (7)  

 ملاحظة: 
اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ٚاٌؾشٚه اٌؾذ٠خ اٌّغزخذِخ فٝ ؽٍٙب ٠ىْٛ  ؾًارا اصش اٌٛصْ ٚاٌضمً ِؼب فئْ ٔز١غخ ٌ

 شف اٌؾش إٔخفبك اٌط

.
24

11

3

1

8

1
44

K

l

K

l
y


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






  

 (:3مثال)

. جرج وحٔرص  aٚٔصف لطش غشفس جٌّػرص  lوحذٌٛٝ ِٓ ِحدز ِطؿحٔغس ػٍٝ شىً لطغ ِىحفة دٚسجٔٝ غٌٛٗ  

 ْجفم١ح . أٚؾذ جٔخفحض جٌطشف جٌكش . قذز جٌكؿَٛ ِٓ جٌىحذٌٛٝ ٚوحْ ِكٛسٖ ػٕذ جٌطشف جٌّػرصٚ٘ٝ ٚص 

 

 الحل
اٌؾىً اٌّمبثً ٘ٛ ِمطغ اٌىبثٌٛٝ ثٛاعطخ اٌّغزٜٛ اٌشأعٝ اٌّبس ثّؾٛسٖ .  ٔفشك اْ ِؼبدٌخ اٌّمطغ ثبٌٕغجخ 

 ٌٍّؾبٚس اٌّج١ٕخ 

BAxy 2                                                                                                                    (1)   

ayٚوبٔذ  0xػٕذ    2ِٕٚٙب
aB   ٚوزٌه ػٕذlx   0وبٔذy ِٕٚٙبlaA
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2
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x

    

   x ِٓ0ػٍٝ ثؼذ  pػضَ الأؾٕبس ػٕذ ا٠خ
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 خ(٠غبٜٚ ؽؽٛي ِؾٛس افمٝ )ِمطغ اٌىبثٌٛٝ اٌؼشمٝ ٌٍّغب pػضَ اٌمقٛس اٌزارٝ ٌّمطغ اٌىبثٌٛٝ ػٕذ 
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00,0  cyx ٚثبٌزؼ٠ٛل ػٓ اٌضبثذ 
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 ثبٌزىبًِ ِشح انشٜ 
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2
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 cyatx  

lxثٛمغ   ٓ0ٚاٌزؼ٠ٛل ػ
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c  ٠ٕزظ أخفبك اٌطشف اٌؾش ٠غبٜٚ  )7(فٝ ِؼبدٌخ

2

4

9

2

Ea

l
  

 (:4مثال )

)(غٌٛس  ABلع١د  ف١ف   ba  فمٝ ٚجقذ ٠ٚكًّ ٠شضىض ذطشف١ٗ ػٍٝ ٚضذ٠ٓ سأع١١ٓ فٝ ِغطٜٛ ج

 ػٓ جٌطشف جٌكش . أٚؾذ شىً جٌمع١د ٚػ١ٓ جلصٝ جٔخفحض ٌٗ.  aِغحفس  س ضرؼذػٕذ ٔمطW   غملا 

 

 جٌكً
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ABسدا اٌفؼً ػٕذ   ػٍٝ اٌزشر١ت ,
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A
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  
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 لقضيب يتعين من المعادلتين شكل ا
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axخ ػٕذ ِزقٍ yٚؽ١ش اْ   ْ1فب
DD   ػٕذ اٌطشفA : 

000  Dyx   

 : Bػٕذ اٌطشف 

0,  ybax  
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
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6
  

axa اى ان شكل القضيب هو المنحنى فى حالة   
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yٚلذ رغبٚد صٛاثذ اٌزىبًِ فٝ عضأٜ اٌمن١ت لارقبي 
dx

dy
axػٕذ  ,  اٌض٠بدح فٝ اٌغضس   ٚلإْ اٌؾذٚد

baxa   وزجذ ٚوٍِٛذ ثذلاٌخ)( ax   ؽزٝ رزلاؽٝ ػٕذax   ٚفٝ ٘زح اٌؾبٌخ لا داػٝ ٌزىشاس اٌؾذٚد

ٍغضس اٌضبٔٝ ِٓ اٌمن١ت . ٚرؼشف هش٠مخ اٌزىبًِ ٘زح ثطش٠مخ ِبوٌٛٝ اٌّزؾبثٙخ ٚٔىزفٝ فمو ثئمبفخ اٌؾذٚد الاصِخ ٌ

(Macaullay,s Method)  . 

 لا٠غبد القٝ إٔخفبك ٔجؾش ػٓ الاٚمبع اٌزٝ رزلاؽٝ ػٕذ٘ب ١ًِ اٌمن١ت ِٓ اٌّؼبدلاد اٌغبثمخ . 
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1
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ٚرًّٙ الاؽبسح اٌغبٌجخ فٝ 
1

x ٝٚاٌّٛعجخ ف
2

x ار أٙب رؼط١بْ ٔمطب نبسط اٌمن١ت ٚارا وبٔذba   ِٓ فبْ ولا
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, xx  ِٓ ًالa  ْٚػٍٝ رٌه فب
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)2(رغبٜٚ اٌقفشػٕذ ٔمطخ ػٍٝ اٌمن١ت رجؼذ ِغبفخ  

3

1
abb   ِٓ

ax( ٌٍغضس 1اٌطشف اٌؾش. ٚثبٌزؼ٠ٛل فٟ ) 0  ٠ّىٓ اٌؾقٛي ػٍٟ ألقٟ أخفبك . ٚثبٌّضً ارا وبٔذ

ab   ْ0فب
dx
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 (:5مثال )

cbaغٌٛس ABلع١د  ف١ف    س ٠ٚكّرً غمٍر١ٓ ١ٝ ػٍٝ ٚضذ٠ٓ سأع١١ٓ ػٕذ غشف٠شضىض فٝ ٚظغ جفم

12
, ww  ػٕذ ٔمطط١ٓ ضرؼذجْ ِغحفسaba ,  جٌطشف ِٓA  . ػٍٝ جٌطشض١د أٚؾذ شىً جٌمع١د 

 الحل

 

 زظ اْ Bٕ٠صُ ؽٛي  Aثبنز اٌؼضَٚ ؽٛي 
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 ؽىً اٌمن١ت ٠زؼ١ٓ ِٓ : 
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 الحالات غير المحددة إستاتيكيا:
ٙح ِؼحدلاش جلاضضجْ جٌؼحد٠س ٌكغحخ سدٚد جلافؼحي ف١ٕ٘حن ذؼط قحلاش جٌمعرحْ جٌّشضىضز جٚ جٌّػرطس لاضىفٝ 
ٚٔٗ ٘زٖ جٌمعرحْ فٝ جٌكغرحْ فحٔٗ جضخزٔح ِش جرج ف١ٙح . ٠ٚطٍك ػٍٝ ِػً ٘زٖ جٌكحلاش ئٔٙح غ١ش ِكذدز جعطحض١ى١ح , جِح

MyKذحعطخذجَ جٌمحْٔٛ   . 

 فٝ الاِضٍخ اٌزب١ٌخ: ٠زنؼ ٠ّىٓ ؽغبة سدٚد الافؼبي ٘زٖ. ٚ٘زا 

 (:1مثال )

٠شضىرض ػٍرٝ ٚضرذ سأعرٝ ذك١رع ورحْ جٌطشفرحْ Bِػرص أفم١ح ٚغشفس Aغشفس  a2غٌٛسABلع١د  ف١ف  

ABػررٓ جٌطررشف١ٓ Wأٚؾررذ جٔخفررحض جٌػمررً  Wفررٝ ِغررطٜٛ جفمررٝ ٚجقررذ . فررحرج ػٍررك ِررٓ ِٕطصررف جٌمعرر١د غمررلا  , 

 . ٚجسعُ ِٕكٕٝ ػضَ جلأكٕحء

 الحل

ABذ ٔفشك اْ سدٜ اٌفؼً ػٕ ّ٘ب ,
AB

RR  . A ٛ٘Gٚاْ ػضَ اٌزضج١ذ ,

 

WRR
BA
                                                                                                                      (1) 

 

WaGaR
A

2                                                                                                                  (2)  

 

 فبْ y٘ٛ ِؾٛس Aٚاٌشاعٝ اٌٝ اٌٝ اعفً ػٕذ xِؾٛس ABٚثبرخبر الافمٝ 
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 ( ٠ٕزظ اْ 6( ٚ )2( ٚ)1ثؾً اٌّؼبدلاد )
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 القضيب ياخذ شكل المنحنى  وعلى ذلك فإن
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 ؽىً )أ(

 دٌزبْ ٚوزٌه فبْ ػضَ الأؾٕبس رؼط١خ اٌّؼب

axaax
W

M

axxa
W

M

2)2(
16

5

0)116(
16





  

 ٚاٌؾىً )أ( ٠ج١ٓ ٘زا إٌّؾٕٝ . 

 (:2مثال )

ABِػرص ِٓ غشف١رس  a2غٌٛس ABلع١د  ف١ف   ذك١رع ورحْ جٌطشفرحْ فرٝ ِغرطٜٛ جفمرٝ ٚجقرذ. فرارج  ,

ABػٕذ جٌطشف١ٓ Wجٚؾذ جٔخفحض جٌػمً  Wػٍك ِٓ ِٕطصف جٌمع١د غملا   ٚجسعُ ػضَ جلأكٕحء.  ,

 الحل
 فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ ٠قجؼ اٌمن١ت ِزّبصلا ؽٛي اٌضمً اٌّؼٍك ٠ٕٚزظ ػٓ رٌه اْ : 
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 ؽىً )ة(

2

W
RR

BA
                                                                                                                     (1)  

.ٔز١غخ ٌٍزّبصً فٝ اٌؾىً ٠ىفٝ اػزجبس ٔقف اٌمن١ت الا٠غش ِضلا. Gػٕذ اٌطشف١ٓ  اؽذٚ ٚاْ ِمذاس اٌؼضَ )اٌزضج١ذ(

  ؽىً ٘زا إٌقف ٠زؾذد ِٓ اٌؼلالخ .
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yyؽٝ ٚلذ رلاؽٝ صبثزب اٌزىبًِ ٌزلا ,  0ػٕذx ً0ِٓ اٌزّبصy ػٕذax  ِْٕٚٙب ٠ٕزظ ا 
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Wa
G                                                                                                                               (5)  

  معادلة النصف الايسر للقضيب هى 

)23(
24

2

xa
Wx

EIy                                                                                                           (6)  

axثٛمغ   ً٠ٕزظ اْ أخفبك اٌضمw ٜٚػٓ اٌطشف١ٓ ٠غب 

EI

Wa
y

24

3

1
                                                                                                                          (7)  

 ؼط١خ اٌّؼبدٌزبْ ػضَ الأؾٕبس ػٕذ ا٠خ ٔمطخ ػٍٝ اٌمن١ت ر

axxa
W

M  0)2(
4

                                           (8)  

and 

axaax
W

M 2)32(
4

                                        (9)  

 ٚاٌؾىً )ة( ٠ج١ٓ ِٕؾٕٝ ػضَ الأؾٕبس .  
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  :(3مثال )

ػٍٝ ٚضذ سأعٟ  Bأفم١ح ٚجسضىض جٌطشف Aٌىً ٚقذز غٛي. غرص غشفس  ٚٚصٔٗ  l غٌٛسABلع١د  

ABذك١ع وحْ جٌطشفحْ   . Aفٝ ِغطٜٛ جفمٝ ٚجقذ. ػ١ٓ سد جٌفؼً ٚجلاصدٚجؼ جٌطػرص ػٕذ,

ئغرص جْ جلأخفحض ِٕطصف جٌمع١د ػٓ جٌطشف١ٓ 
EI

l

192

4


 ٚجسعُ ِٕكٕٝ ػضَ جلإٔكٕحء.  

 الحل

ABٔفشك اْ سد اٌفؼً ػٕذ  ّ٘ب ,
AB

RR  . A  ٛ٘Gٚاْ ػضَ اٌزضج١ذ ػٕذ ,

lRR
BA

                                                                                                                  (1)   

2

2
l

GlR
A


                                                                                                                   (2) 

 . Aثئرخبر ِؾٛس٠ٓ إؽذاّ٘ب أفمٝ ٚالأنش سأعٝ ػٕذ 
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 ؽىً )ط(
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lxػٕذ  0yٚؽ١ش اْ    

0
2462

1
2


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R
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G
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
                                                                                                    (7)  

 ( ٠ٕزظ اْ  7(ٚ)2(ٚ)1ثؾً اٌّؼبدلاد )

2

8

1
;

8

3
;

8

5
lGlRlR

BA
    

 ؽىً اٌمن١ت ٠زؾذد ثبٌّؼبدٌخ 
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2lxٚثٛمغ    ٜٚ٠ٕزظ اْ إٔخفبك ِٕزقف اٌمن١ت ػٓ هشف١ٗ ٠غب
EI

l

192

2


  

 ػضَ الأؾٕبس ػٕذ اٜ ٔمطخ ػٍٝ اٌمن١ت رؼط١خ اٌّؼبدٌخ . 











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llx

xlxlM
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 ٚاٌؾىً )ط( ٠ج١ٓ ِٕؾٕٝ ػضَ الأؾٕبس. 

 

 (:4مثال )

جٌررٝ جػٍررٝ ذمررٛز ِغررحفس  ٗس. جرج سفررغ جٌمعرر١د ِررٓ ِٕطصررف١ررلعرر١د ِٕررطظُ ِػرررص جفم١ررح ػٕررذ وررً ِررٓ ٔٙح٠ط

ئغررررررص جْ جٌمرررررٛز ضغرررررحٜٚ فرررررٛق جٌٕٙرررررح٠ط١ٓ .  ِمرررررذجس٘ح
2

24

3

W

a

K



ٚجْ جٌؼرررررضَ ػٕرررررذ جٌٕٙرررررح٠ط١ٓ ٠غرررررحٜٚ  

24

6

2

Wa

a

K



EIKٚصٔس ٚ Wغٛي جٌمع١د ٚ a2ق١ع    . 

 الحل

ٔفشك اْ اٌمٛح اٌّىؤصشح ػٕىذ ِٕزقىف اٌمنى١ت  Gٚوزٌه ػضَ الأؾٕبس  ٚاؽذ ػٕذ اٌطشف١ٓ Rِٓ اٌزّبصً سد اٌفؼً 

 ٝ٘F . 

 ِؼبدٌخ الارضاْ رؼطٝ ِٓ : 
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WRF  2                                                                                                                    (1)  

  فىىئْ ؽىىىً إٌقىىف الا٠غىىش ِىىٓ اٌمنىى١ت y ِؾىىٛس Aٚاٌشأعىىٝ اٌىىٝ اعىىفً ػٕىىذ  xِؾىىٛس ABثئرخىىبر الافمىىٝ 

ax 0   ٠زؾذد ِٓ اٌّؼبدٌخ 
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yy( ٌزلاؽٝ 4( ٚ)3ٚلذ رلاؽٝ صبثذ اٌزىبًِ فٝ ) ,0ػٕذx . 

axػٕذ  yٚؽ١ش اْ  ٝ( 4) ٚثبٌزؼ٠ٛل ف 
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axػٕذ  0yٚؽ١ش اْ    
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 ( ٔؾقً ػٍٝ  1( ٚاٌّؼبدٌخ )5(ٚ)6ثؾً اٌّؼبدٌز١ٓ )
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 للعزوم الثلاثة: Clapeyron,sمعادلة كلابيرون ثانيا: 

 لأحمال المركزة :    معادلة كلابيرون للعزوم الثلاثة-اولا
AAAAرؼزجش عضئ١ٓ 

12
ِٓ لن١ت نف١ف ِٕزظُ هٌٛٙب ,

12
, aaٌٕٚاٌغضسا شك أْ اٌمن١ت ارضْف ْ 

AAAA
12

ِؾّلاْ ثضم١ٍٓ ,
12

, ww ِغبفز١ٓ  رجؼذاْػٕذ ٔمطز١ٓ ِٕٙب
12

, xxٓػ
12

, AA ػٍٝ اٌزشر١ت فئرا وبٔذ

12
,, MMM ػضَٚ الأٔؾٕبس ػٕذ ٝ٘

12
,, AAA ٚوبٔذ

12
, ِمذاس إٔخفبك ٝ٘Aالأفمٝ ػٓ  ٓػ

12
, AA   ْفئ 
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222111
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xaxw
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xaxw 
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
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 لإصجبد رٌه:  

ٔفشك أْ لٜٛ اٌمـ ػٕذ 
12

,, AAA وّب ٘ٝ ِج١ٕخ ثبٌؾىً ٚإرا وبٔذ إؽذٜ إٌمو اٌضلاس فمو ٔمو إسرىبص ٌٍمن١ت

)(فئْ لٖٛ اٌمـ رىْٛ غ١ش ِزقٍخ ثّمذاس  –ٔمطخ اسرىبص Aٚفٝ اٌؾىً إرخزد  –
1

SS سد اٌفؼً ػٕذ٘ب ٠غب ٜٚ

AAAAثئػزجبس إرضاْ 
12

AAوً ػٍٝ ؽذٖ ٚانز اٌؼضَٚ ؽٛي , ,
2

 ػٍٝ اٌزشر١ت ٔؾقً ػٍٝ . 

0)(
1111

1

11
 MMxawSa                                                                              (4.2.1)  

0
2222

1  MMxwSa                                                                                      (4.2.2) 

سٜ الاؽذص١بد ػٕذ ٛإرا أنزٔب ِؾ
1

A  ًفئْ ؽىAA
1

 ٠زؼ١ٓ ِٓ اٌؼلالبد الار١خ 
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وزٌه ١ًِ 
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AA ػٕذA  ًٔفغخ ١ِ ٛ٘
2

AA  ػٕذ إٌمطخA  
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ثؾزف 
1

, cc( ٔؾقً ػٍٝ: 4.2.5(ٚ)2.4.4(ٚ)4.2.3ِٓ اٌّؼبدلاد ) 
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ػٓ Aؾذ الان١ش ٠ؼطٝ رأص١ش أخفبك ٌٚا
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, AA . ػٍٝ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ٘زٖ اٌّٛامغ 

AAAA٘زٖ اٌؼلالخ ٠ّىٓ رؼ١ّ١ّٙب لاوضش ِٓ صمً ػٍٝ اٌغضئ١ٓ 
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ٚف١ٙب 
i

x اثؼبد ٝ٘
i

w ٓػ
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j
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j
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   ِؼحدٌس جٌؼضَٚ جٌػلاغس ٌمع١د ِكًّ ذأطظحَ:  ١ح: غحٔ
 

فشك أٔخ ثذلا ِٓ الأؽّبي اٌّشوضح فٝ اٌجٕذ اٌغبثك ٕ٘بن ؽّلا ٔ
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w  ٌىً ٚؽذح هٛي ػٕذ ا٠خ ٔمطخ ِٓ عضس

AAاٌمن١ت 
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, ِٓ ٌىً ٚؽذح هٛي ػٕذ ا٠ٗ ٔمطخ
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 الاؽّبي إٌّزظّخ رؼطٝ ٚ٘ذٖ 
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 ثالثا: المعادلة العامة للعزوم الثلاثة: 
AAارا وبْ اٌغضساْ 

1
ٚ

2
AA  اٌمن١ت ِؾ١ٍّٓ أؽّبلا ِٛصػخ رٛص٠ؼب ِٕزظّب ٚانشٜ ِشوضح ث١ّٕب ِٓ

إٌمو 
12

,, AAA   :ْ١ٌغذ فٝ ِغزٜٛ افمٝ ٚاؽذ فئ 
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                               (4.2.9)  

ِٓ لجً. رؼشف ٘زٖ اٌؼلالخ ثّؼبدٌخ ولاث١شْٚ  ف١ٗٚاٌشِٛص فٝ ٘زٖ اٌؼلالخ رؾًّ ٔفظ اٌّؼٕٝ اٌزٜ اعزخذِذ 

 ٚاٌقٛس اٌغبثمخ ؽبلاد نبفٗ ِٕٙب. 

 أمثلة:     

   (:1مثال)

CA ٠ٗشضىض ػٕذ غشفAC١لع١د  ف١ف  فٝ ِغطٜٛ أفمٝ ٚجقذ .  دػٍٝ غلاظ أٚضحB ٗٚػٕذ ِٕطصف,

ABBCٚقًّ ػٕذ ِٕطصف  WW ذك١ٍّٓ, ػٍٝ جٌطشض١د  . جقغد سدٚد جلافؼحي ػٍٝ جلاٚضحد . ٚجغرص أْ 3,

 .Aجٌمع١د أفمٝ ػٕذ غشفس 

 الحل
ACَ الأؾٕبس ػٕذ اٌطشف١ٓػض  . B  ٛ٘Mٔفشك اْ ػضَ الأؾٕبس ػٕذ  .ا٠غبٜٚ ففش ,

ABCاٌّشوضح ػٍٝ ٔمو الاسرىبص  ثزطج١ك ِؼبدٌخ ولاث١شْٚ ٌٍؼضَٚ اٌضلاصخ ٌلاٚصاْ  ٔؾقً ػٍٝ :  ,,
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











 














 


a

aa
W

a

aa
WaM

2
3

2

3
8

22

    

WaMei
4

3
..                                                                                                                    (1)  

 هٛي اٌمن١ت  a4ؽ١ش 

ABCثفشك أْ سدٚد الافؼبي ػٕذ  ,, ٝ٘
ABc

RRR  .   Bػٍٝ اٌزشر١ت . ارْ ػضَ الأؾٕبس ػٕذ .,

)32(

2
4

3

aWaR

WaaR
aW

M

c

A




                                                                                          (2)    

WRWR
cA

8

9
,

8

1
                                                                                                      (3)  

 ٌٚىٓ إرضاْ اٌمن١ت 

WRRR
cBA

4                                                                                                            (4)   

WR
B

4

11
                                                                                                                      (5)  

 ٠زؼ١ٓ ِٓ اٌؼلالبد ABؽىً اٌغضس 

22
)(

216

1

)(
8

1

20

ax
W

WxcyEI

axWWxyEI

axaax







   

33
)(

632

1
ax

W
WxcxDEIy    

0,2ػٕذ 0yٌٚىٓ   xax ْ٠0ٕزظ اD . 

 . أٜ جْ جٌمع١د جفمٝ فٝ ٘زج جٌطشف٠غبٜٚ ففشا. Aٚ٘زا ٠ؼٕٝ اْ ١ًِ اٌمن١ت ػٕذ 0cٚا٠نب 
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 -:(2مثال )

ػٍٝ ٚضرذ ٠شضفرغ ِغرحفس  cٚجسضىض ِٕطصفس  أفم١ح, Aغرص غشفس a2غٌٛس  ABلع١د  ف١ف  
EI

wa
2

6

1
 

Ac. وزٌه أٚؾذ سدٚد جلافؼحي ػٕذ Aػٓ B. أقغد جٔخفحض جٌطشف Bِٓ جٌطشف جٌكش  w غملا فحرج ػٍك , . 

 جٌكً

 

Acٔفشك اْ سدٜ اٌفؼً ػٕذ  ّ٘ب ,
Ac

RR . c  ٛ٘waأِب ػضَ الأؾٕبس ػٕذ  A ٛ٘Gٚاْ ػضَ الأؾٕبس ػٕذ  ,

Aٚالانشٜ    ٠Aّىٓ اػزجبسٖ رشو١ضا ػٕذ ٔمطز١ٓ إؽذاّ٘ب Aاٌزضجذ ػٕذ    ِٓ لش٠جٗ عذاA ثؾ١ش ٠ّىٓ إػزجبس

AA  0=ففش
1
 وزٌه فبْ إٌغجخ

1

1

a


AAرؤٚي اٌٝ اٌقفش ؽ١ش أٙب رؼطٝ ١ًِ اٌغضس    ػٍٝ الافمٝ ٚ٘زا

٠غبٜٚ ففشا لاْ ٘زا اٌطشف ٌٍمن١ت ِضجذ أفم١ب ثزطج١ك ِؼبدٌخ ولاث١شْٚ ٌٍؼضَٚ اٌضلاصخ لاؽّبي اٌّشوضح ػٕذ 
1

,, AAc ْ٠ٕزظ ا 

EI

wa
EIawaaG

6
6..2

2

   

waGei .   
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AcBوبتطبيق معادلة كلابيرون عند النقط  ,,  
















aEIa

wa
EIwaaaG



6
64.

3

  

EI

wa
ei

3

3

1
.    

ِغبفخ  Bرؼٍٛ cاٜ اْ 
EI

wa

3

3

ِغبفخ  Aٚرؼٍٛ  
EI

wa
3

6

1
ِغبفخ Aاعفً B. ارْ 

EI

wa

6

3

. 

  A.  ثبنز اٌؼضَٚ ؽٛي BAٌؾغبة سدٚد الافؼبي ٔؼزجش إرضاْ  

wR
c

3   

 ومنها 

wR
A

2   

  :(3مثال )

  .ذحعطخذجَ ِؼحدٌس ولاذ١شْٚ قً ٘زٖ جٌّغحٌس 

لع١د ِٕطظُ ِػرص جفم١ح ػٕذ ولآِ ٔٙح٠طس. جرج سفغ جٌمع١د ِٓ ِٕطصرفس جٌرٝ جػٍرٝ ذمرٛز ِغرحفس ِمرذجس٘ح 

 ٜٚفررٛق جٌٕٙررح٠ط١ٓ. جغرررص جْ جٌمررٛز ضغررح
2

24

2

w

a

K



ٚجْ جٌؼررضَ ػٕررذ جٌٕٙررح٠ط١ٓ ٠غررحٜٚ  

24

6

2

w

a

K



ق١ررع 

a2 غٛي جٌمع١دw, ٗٔٚصEIK  . 

 الحل

1ٚالأنشٜ  ١Aٓ عذا اؽذّ٘ب زرشو١ضا ػٕذ ٔمطز١ٓ ِزمبسثAثبػزجبس ٔمو اٌزضج١ذ ػٕذ
A  ثؾ١ش ٠ّىٓ اػزجبس 
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
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

      

 )وّب اٚمؾٕب فٝ اٌّضبي اٌغبثك( 

BAAثزطج١ك ِؼبدٌخ ولاث١شْٚ ٌٍؼضَٚ اٌضلاصخ ػٕذ إٌمو  ,,
 ِغ ِلاؽظخ اْ  1

B
MMGMGM

aaa





21

21

,,

,0
  

 نحصل على 
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w
aMaG

B


6
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

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









                                                                                         (1)  

cBAبتطبيق معادلة كلابيرون للعزوم الثلاثة عند النقط   مع ملاحظة ان  ,,
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 نحصل على 



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
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2
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4
42.
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Kwa
MGei
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
                                                                                              (2) 

 ( ٔغذ اْ 2(ٚ)1ثؾً اٌّؼبدٌز١ٓ )

,
6

24
,

6

24
22

a

kwa
G

a

Kwa
M

B


   

 . Bفبْ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ABثبػزجبس اٌغضس 

4

wa
RaGM

B
   
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3

12

4 a

KGw
R    

 من اتزان القضيب كله 

3

24

2

2

a

KW

RWF






. 

 طاقة جهد قضيب نتيجه لانحنائه:  -ثالثا:
1٘ٛ ِمطغ اٌمن١ت ثٛاعطخ اٌّغزٜٛ اٌزٜ ٠نُ اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػ١ٍخ ٚاْ ABٔفشك اْ 

GGش عضس في١

١GGٓ اٌّمطؼ١ٓ اٌؼشم١١ٓ ٌٗ ث . ٚٔؼزجش عضس اٌمن١ت اٌّؾقٛس Sِٓ ِؾٛس اٌمن١ت هٌٛٗ  ,
1 . 

 

 

ٚػٍٝ ثؼذ Gغ ػٕذ ػٍٝ اٌّمط pالا١ٌبف ػٕذ ا٠ٗ ٔمو  oٔفشك أٗ ػٕذ إٔؾٕبس اٌمن١ت رمبهغ ٘زاْ اٌّمطؼبْ فٝ 

y   .ِٕٙب رزي١ش هٌٛٙب ثبلأؾٕبس 

hSٔفشك أٗ افجؼ   فبرا وبٔذ ٔقف لطش أؾٕبس ِؾٛس اٌمن١ت ػٕذ ٝ٘G ْفئ 



 S

y

h
                                                                                                                       (4.3.1)  
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          . فبْ هبلخ عٙذ ٘زٖ الا١ٌبف ٔز١غخ لاعزطبٌزٙب رغبٜٚ p٘ٝ ِغبفخ ِمطغ الا١ٌبف ػٕذ Aارا وبٔذ 

2

2

1
h

S

AE




                                                                                                                    (4.3.2) 

                                                                                  

SA
y

E 


2

2

2

1
   

 هبلخ عٙذ عضس هٌٛخS اٌمن١ت ِٓ 

 dAy
SE 2

2
2

1




                                                                                                         (4.3.3)  

ؽىٛي Gٌّمطىغ اٌمنى١ت ػٕىذ  Iٚ٘ىزا ٠غىبٜٚ ػىضَ اٌمقىٛس اٌىزارٝ  ٠ٚpؾغت اٌزىبِىً ػٍىٝ ِمطىغ اٌمنى١ت ػٕىذ 

 ِؾٛس ػٕذ٘ب ػّٛدٜ ػٍٝ ِغزٜٛ اٌمٜٛ. 

 ٘ٝ هبلخ عٙذ اٌمن١ت ٔز١غخ لأؾٕبئخ فبْ  Vارا وبٔذ 

 ds
EI

U
2

2

1


                                                                                                            (4.3.4)  

 ٚ٘زا اٌزىبًِ ِؾغٛثب ػٍٝ ِؾٛس اٌمن١ت. 

 Uػٕذِب ٠ىْٛ اٌمن١ت فٝ ؽبٌزٗ اٌطج١ؼ١خ ػٍٝ ؽىً ِٕؾٕٝ صىُ ري١ىش ٘ىزا الأؾٕىبس فىبْ ٠ّىىٓ اصجىبد اْ هبلىخ اٌغٙىذ 

 اٌّخضٚٔخ ٔز١غخ ٌٙزا الأؾٕبس رؼط١ٙب اٌؼلالخ 

 












 dsEIU

2

0

11

2

1


                                                                                              (4.3.5)  

ِؾغٛثب ػٍٝ ِؾٛس اٌمن١ت 
0

,   ذ ا٠ىخ ٔمطىخ ف١ىٗ لجىً ٚثؼىذ اٌزي١ىش فىٝ قفب لطش الأؾٕبس ٌّؾٛس اٌمن١ت ػّٕٔ٘ب

 أؾٕبئخ . 



EI
M                                                                                                                  (4.3.6)  

 ٠ٕزظ اْ  (4.3.4فٝ ) (4.3.6ٚرٌه ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ ) Mس ٠ّىٓ وزبثخ هبلخ عٙذ اٌمن١ت ثذلاٌخ ػضَ الأؾٕب

 ds
EI

M
U

2

2

1
                                                                                                            (4.3.7)  

 ٚ٘زا اٌزىبًِ ِؾغٛثب ػٍٝ ِؾٛس اٌمن١ت 
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 أمثلة:

 -(:1ثال)م

جقذ غشف١س ػٕذ سجعٙح جٔكٕٝ جٌمع١د ذؼذ رٌره ١ٌح رز  ١aٕس رجش ذحسجِطشطشىٍس جٌطر١ؼٝ و aلع١د غٌٛس  

)310(: أغرص جْ جٌطحلس جٌّخضٚٔس ف١ٗ ضغحٜٚ  aشىً دجتشز ٔصف لطش٘ح 
16


a

EI
  

 الحل

 

 اٌّؼبدٌخ اٌزار١خ ٌّٕؾٕٝ اٌىز١ٕخ ٘ٝ 

tanaS                                                                                                                          (1)  

 صا٠ٚخ ١ًِ اٌّّبط ػٕذ اٜ ٔمطخ ػٍٝ ِٕؾٕٝ اٌىزجٕخ ػٍٝ الافمٝ .  ِمبعخ ِٓ ساط اٌىز١ٕخ ,  Sؽ١ش 

  ٔقف لطش أؾٕبس اٌمن١ت ػٕذ ا٠خ ٔمطخ ف١خ لجً أؾٕبئخ 





2

0
seca

d

dS
  (2  )                                                                                                        

                                                        

 ٔقف لطش أؾٕبس اٌمن١ت ثؼذ أؾٕبئخ 

a                                                                                                                                  (3)  
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 الطاقة المخزونة فى القضيب نتيجة إنحنائة 






















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


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







4

0

2

2
2

2

0

sec
cos1

2

11

2

1

da
aa

EI

dsEIU

a

o
   

  



 

4

0

24
cos2sec

2
d

a

EI
   

 310
16


a

EI
                                                                                                                (4)  

  -(:2مثال)

 ٌىً ٚقذز قؿَٛ .  ٚٚصٔٗ   aٚٔصف لطش لحػذضس جٌّػرطس  aوحذٌٛٝ ػٍٝ شىً ِخشٚغ , جسضفحػس 

 ئقغد جٌطحلس جٌّخضٚٔس ف١س ٔط١ؿٗ لإٔكٕحٔٗ ضكص ضأغ١ش غمٍٗ. 

 الحل

 

٘ٝ  rفبرا وبٔذ   xِٚؾٛس اٌىبثٌٛٝ لجً أؾٕبئخ ِؾٛس  oضجزخ وٕمطخ افً ٌلاؽذاص١بد ثبنز ِشوض اٌمبػذح اٌّ

 فبْ  x   ِٓoؼذثٔقف لطش اٌّمطغ ػٕذ ا٠خ ٔمطخ ػٍٝ 
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l

a

xl

r



                                                                                                                           (1)  

  ٠ٚpىْٛ ٚصْ ٚؽذح اٌطٛي ػٕذ 

2
r    

 
2

2

2

xl
l

a



                                                                                                              (2)  

  قوة القص تعطى من العلاقة 


dx

dS
                                                                                                                           (3)  

 
2

2

2

xl
l

a



  

 ثبٌزىبًِ 

  cxl
l

a
S 

2

2

2

3


  

lxػٕذ اٌطشف اٌؾش 0Sٌٚىٓ    

  0cارْ 

 
3

2

2

3
xl

l

a
S 


                                                                                                         (3)  

 رؼطٝ ِٓ اٌؼلالخ  Mوزٌه فبْ ػضَ الأؾٕبس 

S
dx

dM
                                                                                                                           (4)  

 
3

2

2

3
xl

l
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dx

dM



                                                                                                       (5)  

 
4

2

2

12
xl

l

a
M 


                                                                                                         (6)  

lxػٕذ اٌطشف اٌؾش  ٠ٚMزلاؽٝ صبثذ اٌزىبًِ ٌزلاؽٝ   . 

  ػضَ اٌمقٛس اٌزارٝ ٌّمطغ اٌىبثٌٛٝ ػٕذp . 

 
4

4

4

4

44

1
xl

l

a
rI 


                                                                                                  (7)  
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   الطاقة المخزونة فى الكابولى نتيجة لانحنائة 


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dx
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  
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o

dxxl
E

4

2

18


  

5

2

90
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E
U


                                                                                                                     (8)  

 (:3مثال )

٠شضىض ػٍٝ ِغطٜٛ جفمٝ. جغشش ػٍٝ ِٕطصفس لٛز سجع١س سفؼطس جٌٝ جْ  Wٚصٔٗ a2لع١د ِٕطظُ غٌٛٗ 

غً جٌّرزٚي ضشن غشفحٖ جٌّغطٜٛ. أغرص جْ جٌت
EI

aW
32

20
 . 

 الحل
ٗ إٌٙبئٝ ٔبنز ِؾٛس٠ٓ اؽذاّ٘ب افمٝ ٚالانش ساعٝ اٌٝ أعفً ػٕذ اؽذ هشفٝ اٌمن١ت مؼلا٠غبد ؽىً اٌمن١ت فٝ ٚ

 .  ١ٌٚoىٓ اٌطشف الا٠غش 

 

 ؽىً إٌقف الا٠ّٓ ِٓ اٌمن١ت رؾذدح اٌؼلالخ 

2

4
x

a

W
yEI                                                                                                                       (1)  

c
a

Wx
yEI 

12

3

                                                                                                                  (2)  

 ٚؽ١ش اْ اٌمن١ت ِزّبصً ؽٛي اٌشأعٝ ػٕذ ِٕزقف اٌمن١ت .  
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axػٕذ  0yفبْ    . ِٕٚٙب 

1212

23
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Wa
c     
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412
  

٠ٚ0,0زلاؽٝ صبثذ اٌزىبًِ لاْ   yx  
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 ز١غخ ٌٛمؼخ ثبرخبر اٌّغزٜٛ الافمٝ ِٛمغ ل١بعٝ فبْ هبلخ عٙذ اٌمن١ت ٔ
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 هبلخ عٙذ اٌمن١ت ٔز١غخ لأؾٕبئخ  

dx
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  اٌؾيً اٌّجزٚي ثٛاعطخ اٌمٛح اٌشأع١خ ٠غبٜٚ ِغّٛع هبلزٝ اٌغٙذ اٌٍز١ٓ اوزغجٙب ٔز١غخ ٌّٛمؼخ ٚٔز١غخ لأؾٕبئخ

 اٜ رغبٜٚ 

.
20

3

EI

Wa
                                                                                                                             (7)  

 

 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 141 

 ػٍٝ جٌرحخ جٌشجذغ ضّحس٠ٓ

 
ِشضىض فٝ ٚظغ جفمٝ ػٕذ ٔٙح٠طٗ . أٚؾذ ٘رٛغ جٜ  ٚٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٕٗ  lلع١د ِٕطظُ غٌٛس  .1

 ٔمطس ِٓ ٔمحغ جٌمع١د .

  

ِٚشضىض فٝ ٚظغ جفمٝ ػٕذ ٔٙح٠طس . ٚلف سؾً غمٍٗ  لع١د ِٕطظُ ٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٕٗ ضغحٜٚ  .2

W  ػٕذ ٔمطس ػٍٝ ذؼذa  غشف ِٓ,b  جٌطشف جلا ش . أغرص جْ جٔخفحض جٌٕمطس جٌطٝ ٠مف ػ١ٍٙح ِٓ

 جٌشؾً ػٓ ِغطٜٛ جٌكح١ٍِٓ ٠غحٜٚ 












 W

ba

ab
baba

EI

ab 8
)3(

24

22
  

    

BAغٍػ١ٗلع١د ِٕطظُ ِشضىض ػٕذ ٔمططٝ  .3 جفم١ح. أغرص جْ جٌٕغرس ذ١ٓ جسضفحع ِٕطصف جٌمع١د ػٓ ,

AB ٓجٌٝ جٔخفحض ٔٙح٠س جٌمع١د ػAB ٜٚ128:19ضغح . 

 

  lػٕذ ِٕطصفٗ ِٚشضىض جفم١ح ػٕذ ٔمطط١ٓ ػٍٝ ذؼذ٠ٓ ِطغح١٠ٚٓ  Wٚظغ غمً  l4لع١د ِٕطظُ غٌٛس  .4

ضغحٜٚ  Wجرج وحْ جٌمع١د ػٕذ وً ِٓ ٔمططٝ جلاسضىحص . فحغرص جْ  ِٓ ِٕطصفس )ِشوضٖ(.
6

1
ٚصْ 

 جٌمع١د.

  

ح ِّٓ ذؼعٙ lِشضىض ػٕذ  ّظ ٔمحغ ػٍٝ ٔفظ جٌخػ جلافمٝ ٌٚٝ جذؼحد ِطغح٠ٚس  l4لع١د ِٕطظُ غٌٛس  .5

جغ١ص ج٠عح جْ ػضَ جلأكٕحء ػٕذ  32:26:11جْ سدٚد جلافؼحي ػٕذ ٔمحغ جلاسضىحص ضطٕحعد ِغ  . ئغرص

ؿحٚسٖ ٌٗ ِّٕ٘ٛطصف جٌمع١د ٚػٕذ وً ِٓ ٔمططٝ جٌشضىحص جٌ
56

,
112

3 wlwl
 ٚصْ جٌمع١د. wق١ع  

 

  

ِػرص ػٕذ غشف١ٗ ذك١ع وحْ جٌّّحط ٌٍمع١د ػٕذ  l3ٚغٌٛٗ  لع١د ِٕطظُ ٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٕٗ  .6

ػٓ جقذ جٌطشف١ٓ . فحرج وحْ غشفح جٌمع١د  lوً ِّٕٙح أفم١ح . جسضىض أ٠عح ػٕذ ٔمطس ِٕٗ ضرؼذ ِغحفس 

 ٚػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ جٌطشف١ٓ ٚٔمطس جلاسضىحص. ػٍٝ  ػ جفمٝ ٚجقذ . فأٚؾذ سدٚد جلافؼحي ٚٔمطس جلاسضىحص

 

٠DCBAشضىض ػٕذ جٌٕمػ  l3 ٚغٌٛٗ  ٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٕٗ ABCDلع١د ِٕطظُ  .7 ق١ع  ,,,

CDBCAB َٚجلأكٕحء ػٕذ وً ِٓ  ذك١ع وحْ جٌخػ جٌٛجصً ذ١ٓ جٌٕمحغ جلاسذغ أفم١ح . جٚؾذ ػض

CB  ٚسد جٌفؼً ػٕذ وً ِٓ جٌٕمحغ جلاسذغ. ,
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. a2جلافمٝ جٌّغحفس ذ١ّٕٙح  ٠شضىض فٝ ٚظغ ِطّحغً ػٍٝ قح١ٍِٓ ػٍٝ ٔفظ جٌخػ  l2لع١د ِٕطظُ غٌٛس  .8

alجرج وحٔص  2جلأكٕحء ٠ىْٛ ٔٙح٠ٗ ػظّٝ ػٕذ جٌكحًِ جٚ ػٕذ جٌّٕطصف قغرّح , فأضرص جْ ػض َ

al )22(2   جرج وحٔصal 2 . ًِفحْ ػضَ جلأكٕحء ٠ىْٛ ٔٙح٠س ػظّٝ ػٕذ جٌكح 

  

ٕطصف جٌمع١د غملا ِٕطظُ ِػرص ِٓ جقذ غشف١ٗ ذك١ع وحْ جفم١ح ػٕذ٘ح . فحرج ػٍك ػٕذ ِلع١د ِشْ  .9

 ٌٛصٔٗ . فأٚؾذ جٔخفحض جٌٕٙح٠س جٌكشز ٌٍمع١د.ِغحٚ 

 

  

ِٚشضىض فٝ ٚظغ ِطّحغً ػٍٝ قح١ٍِٓ ػٍٝ ٔفظ جٌخػ جلافمٝ وً ِّٕٙح ٠رؼذ  l5لع١د ِٕطظُ غٌٛٗ   .10

ض ػٓ جٌطشف . أٚؾذ جٌٕغرس ذ١ٓ جسضفحع ِٕطصف جٌمع١د ػٓ ِغطٜٛ جٌكح١ٍِٓ جٌٝ جٔخفحl2ِغحفس 

 جٌٕٙح٠ٗ جٌكشز ػٕٙح. 

 

غشف١س ِػرطحْ فٝ قحتط١ٓ سجع١١ٓ ذك١ع وحْ  l2ٚغٌٛٗ EI, صلاذطٗ  ABلع١د ًِّٙ جٌٛصْ -  .11

وّح قًّ  , ١cد ِٓ ِٕطصف جٌمعl4جٌّّحط ٌٍمع١د ػٕذ وً ِٓ جٌطشف١ٓ جفم١ح. ػٍك غمً ِمذجسٖ 

  ,2ضك١ّلا ِٕطظّح وػحفطس جٌط١ٌٛس  CB, ٚقًّ جٌؿضء ضك١ّلا ِٕطظّح وػحفطس جٌط١ٌٛس  ACجٌؿضء 

BAجٚؾذ سدٚد جلافؼحي ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ وً ِٓ   .C. جٚؾذ ج٠عح جٌٙرٛغ ػٕذ جٌّٕطصف ,

 

 

ٚجلا ش ػٕذ  Aػٍٝ قح١ٍِٓ , جقذّ٘ح ػٕذ جٌطشف lغٌٛس  ABجغرص جٔٗ جرج جسضىض لع١د سف١غ ِٕطظُ  .12

ضرؼذ ِغحفس  Cجٌطشف  32 l ٓػA  فحْ جٌّّحط ٌٍمع١د ػٕذC  .٠ىْٛ جفم١ح 

 

لع١د غم١ً ِٕطظُ ٠شضىض ػٍٝ أسذؼس جٚضحد فٝ ٔفظ جٌّغطٜٛ ذك١ع وحٔص جٌّغحفس ذ١ٓ وً ٚضذ٠ٓ ِططح١١ٌٓ   .13

ft100 ٚ ٗقذز جلاغٛجي ِٓ جٌمع١د ٚوحٔص وطٍطfts /tan2  ُجقغد سدٚد جلافؼحي ػٕذ جلاٚضحد ٚجسع

 ِٕكٕٝ ػضَ جلأكٕحء ٌٍمع١د وٍس .

 

  

 ft15لع١د ِٕطظُ ِشضىض ػٍٝ جسذؼس جٚضحد فٝ  ػ جفمٝ ٚجقذ جرج وحٔص جٌّغحفس جٌٛعطٝ ضغحٜٚ   .14

ftIbٚوحْ جٌمع١د ٠كًّ غملا لذسز  ft10حٜٚٚجٌّغحفطحْ جلا ش٠طحْ وً ِٓ ِّٕٙح ضغ ِٛصع 200/

جٚؾذ جلأخفحض ػٕذ ج٠س ضٛص٠ؼح ِٕطظّح ػٍٝ جٌمع١د. جسعُ ػضَ جلأكٕحء ػٕذ ج٠س ٔمطس ِٓ جٌمع١د . ٚ

 ٔمػ ِٕٗ .

 

٘ٛ  ١ٌaىْٛ شىً دجتشز ٔصف لطش٘ح  a2ذ١ٓ جْ جٌتغً جٌّرزٚي فٝ جٔكٕحء عٍه ِغطم١ُ غٌٛس   .15

a

EI
. 

------------------------------------------------------------------- 


	غلاف 2 تربية اساسي رياضيات استاتيكا.pdf
	الفصل الاول استاتيك عربى 2.pdf
	الفصل االثانى استاتيكا 2 -222.pdf
	الفصل الثالث.pdf
	الفصل الرابع.pdf

