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 البـاب الأول 

 

 المحاضرة الأولي: مقدمة في علم الديناميكا 

 مفاهيم أساسية 

 هو العلم الذي ندرس فيه حالة الأجسام من حيث السكون أو الحركة  علم الميكانيكا 

 إلي فرعين أساسين هما:  الميكانيكاوينقسم علم 

 يختص بدراسة سكون واتزان الأجسام   الإستاتيكا  -1

 راسة حركة الأجسام ص بد يخت  الديناميكا  -2

 خلال هذا الفصل الدراسي ديناميكا الجسيمات سندرس  بعون الله تعالي مبادئ علم  

 علي أنه نقطة مادية مهملة الأبعاد، وسنتناول دراسة الآتي:  الجسيم بداية سنعرف  

سارات المركزية  الم  -حركة الجسيم في المستوي وتطبيقاتها -حركة الجسيم في خط مستقيم 

 بيقاتها.وتط

 

 الحركة في خط مستقيم 

 

 تعاريف أساسية: 

 

 سنعرف الكميات الأساسية التي تحدد الحركة كالآتي: 

   r الإزاحة -1

هي كمية متجهه وتعرف بأنها المسافة المقطوعة للجسيم في اتجاه معين، وبالتالي تكون  

rrهي  المسافة = 

 ة  السرع -2

 هي كمية متجهه وتعرف بأنها معدل التغير الزمني للإزاحة التي يصنعها الجسيم

•== r
dt

rd
v 

 ويكون مقدار السرعة هو  

 حيث  

v

vv =

•== r
dt

dr
v
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   العجلة )التسارع( -3

 هي كمية متجهة وتعرف بأنها معدل التغير الزمني للسرعة

 

 ويكون مقدار العجلة هو  

 حيث 

 حظات: ملا

 فإن                                إذا كان -1

 إذا كان                فإن  -2

 

 الحركة في خط مستقيم 

 بفرض أن جسيما بدأ حركته من نقطة الأصل     وكانت المسافة التي تحركها بعد مضي زمن  

 هي  

 

 فإن سرعته     وعجلته     عند زمن     تعرفان كالآتي: 

1- 

 

2- 

 

 فة والسرعة ومربع السرعة باستخدام التكامل كالآتي: إيجاد المسا وبالعكس يمكن

1- 

2- 

3- 

 حيث           ثوابت تحدد باستخدام الشروط الابتدائية أو الشروط الحدية المعطاة في المسألة

 1مثال

   يرتبط بالزمن        يتحرك جسيم في خط مستقيم بحيث أن بعده عن نقطة ثابتة    )نقطة الأصل(

 بالعلاقة       

 

 أوجد الآتي:  

 )أ( سرعة وعجلة الجسيم عند أي لحظة  

 )ب( موضع الجسيم وعجلته عندما تتلاشي سرعته  

 )جـ( متي يمر الجسيم بنقطة الأصل  

 

 

 2مثال 

أثبت أن معادلات السرعة و المسافة كدالة في الزمن وكذلك السرعة كدالة في المسافة لجسيم  

f

•== v
dt

vd
f

ff =

•== v
dt

dv
f

v(t)v   trr == ),(
••=== r

dt

rd

dt

dv
f

2

2

)(rvv =

dr

dv
vf =

Ot

x
O

t

• 
vft

dt

dx
v =

dx

dv
v

dt

xd

dt

dv
f ===

2

2

 += Avdtx

 += Bfdtv

 += Cfdxvdv

C B, A,

Ox

181232 23 +−−= tttx t

t

O

f0v
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 بدأ حركته من نقطة الأصل بسرعة ابتدائية     هي:   م بعجلة منتظمة   يتحرك في خط مستقي 

)3(2)2()1( 2

0

22

2
1

00 fxvvfttvxftvv +=+=+= 

 

 

 

 قوانين الديناميكا  صخلم

 
 

 

 

 

dx

d
a

dt

d
a

dt

dx 



 === ,,  

 

 

 

فان القوانين المنظمة   0حيث الجسيم يبداء حركتة من نقطة الاصل وبسرعة ابتدائية مقدارها  

 ورةحركتة يمكن وضعها في الصل
 

xatatxta ccc 2,
2

1
, 222 +=+=+=    

 ثبات الا

   سوف نبداء من العلاقة
dt

d
a


 وحيث ان العجلة ثابتة فان   =

 

)1(1ctadtad

dtad
dt

d
a

dt

d
a

cc

cc

+=→=

=→=→=

 




 

0,0كانت    t=0في بداية الحركة اي عند اللحظة   ==x   01( نجد أن  1العلاقة )وبالتعويض في =c 

0  نحصل علي 1c(  عن قيمة 1وبالتعويض مرة اخري في العلاقة ) += tac والتي يمكن كتابتها بالصورة 

    (2                                )tac+= 0 

( وحيث أن  2بأخذ العلاقة )
dt

dx
=  نجد أن 

 :جلة متغيرةحركة جسيم في خط مستقيم بع في حال

 :في حال حركة جسيم في خط مستقيم بعجلة ثابتة 
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dttadtdxdttadtdxdttadxta
dt

dx
cccc  +=→+=→









+=→+= 0000   

2

2

0
2

1
ctatx c ++=                 (3) 

0,0كانت    t=0في بداية الحركة اي عند اللحظة   ==x  ( 3وبالتعويض في العلاقة )  02نجد أن =c 

(  عن قيمة 3ة )اخري في العلاقوبالتعويض مرة 
2c نحصل علي   

(4                    )2

0
2

1
tatx c+= 

(  عن قيمة   4(  في العلاقة )2بالتعويض من العلاقة )
ca

t 0 −
   نحصل علي =







 +−

+






 −

=







 −

+






 −

=

2

2

00

22

00

2

00
0

2

2

1

2

1

c

c

c

c

c

c

a
a

a
x

a
a

a
x






 

  

22

0

52

2

0

041

0

2

52

2

0

041

0

2

00

22

00

2

2222

222
2

02
0









+−=

+−+−=

+−
+

−
=

−=+=+−=+=+

c

c

cc

xa

xa

aa
x


 

 ها علي الصورة  والتي يمكن كتابت

xav c22

0

2 +=             (5) 

0)1(يتحرك جسيم في خط مستقيم طبقا للعلاقة   مثال: kte
k

v
x هي المسافة المقطوعة بالمتر  xحيث  =−−

kvهو الزمن بالثانية وكل من  tو  ),,(),,(),,(),,(),( ثوابت  أوجدي كل من   0, vaxaxvtatv          

 الحــــــــــــــل 

ktevktek
k

vktek
k

v

dt

dx
v

kte
k

v
x

−=−=−−−==

−−=

0
00

0

))(0(

)1(
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                                  ),...(..........0 tvktevv −=                  (1) 

 

),(...........0 taktevk
at

dv
a −−==             (2) 

xkvktevx
v

kktektex
v

k
−=−−=−→−−= 00

00

............11        (3) 

 

 ( 1( في ) 3من )

               ),...(..........0 xvxkvv −=                                                        (4) 

 

 ( 2( في ) 3من )
(5          )),(...........)()( 00 xavxkkxkvka −=−−= 

 

 ( 5في ) ( 4من )
(6          )   ),(...........)( 0 vavkxkvka −=−−= 

 

…………………………………….. 

vaمثال:  يتحرك جسيم في خط مستقيم طبقا للعلاقة  هي العجلة اذا بداء  aهي السرعة ,  vحيث  =−4.0

   السرعة والمسافة المقطوعة. أوجد كل من  صلالأ  من نقطة كيلو متر1علي بعد  من4.0بسرعة   الجسيم حركتة

 الحــــــــــــــل         

→−=→−=

−=

4.04.0

4.0

dx

dv
v

dx

dv
v

va

 

 

14.04.0 cxvdxdv +−=→−=  

18.0من الشروط الابتدائية    c= 

8.04.0 +−= xv  

 =
+−

−−
→=

+−
→+−= dt

x

dx
dt

x

dx
x

dt

dx

24.0

1

8.04.0
8.04.0  

2)2(
4.0

1
ctxLn +=+−

−
 

)1(0ة   من الشروط الابتدائي
4.0

1
2 =+=

−
cLn 

→=+−→−=+−
− textxLn

4.0
24.0)2(

tex
4.0

2
−

−=  
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 كينماتيكا الجسيم فى مستوى 

 حركة جسيم في المستوي 

 –يلزم لتحديد موضعه تماما عند أى لحظة من الزمن    عندما يتحرك الجسيم حركة مقيدة فى مستوى : مقدمة

عند إستخدام طريقة الإحداثيات الكارتيزية. وأثناء حركة الجسيم  yثى والإحدا xمعرفة عددين هما الإحداثى  

يتغير موضعه بمرور الزمن فيقال أن موضعه دالة فى الزمن. فإذا أدخلنا مفهوم المتجه نستطيع أن ندمج هذين 

 .  متجه الموضعكمية متجهه هى   العددين فى

               y                      المسار 

                                   (x, y)  p     

 

                           r


               y  

                  o             x                               x 

oprفنـا المتجـه فـإن موضـعه يتعـين تمامـا إذا عر  pوتفسير ذلك أنه إذا كان لدينا جسيما عند نقطة   الـذى  =

مـع خـط ثابـت ولـيكن   opالتى يصنعها    نقطة الأصل واتجاهه هو الزاوية    oحيث    opمقداره يساوى الطول  

. وواضـ  أن مركبتـى   pلأنه يحدد موضـع النقطـة    pموضع    متجه.  ويطلق على هذا المتجه اسم    xoالمحور  

 .  ويمكن التعبير عن ذلك بالإسلوب الاتجاهى كالآتى: pمتجه الموضع هما إحداثيا النقطة 

  jyixr +=  

يب .  وبتغيـر موضـع على الترت y, oxoمتجهان وحده فى الإتجاهين الموجبين للمحورين الثابتين   ,jiحيث 

oprالجسيم مع الزمن أثناء الحركة تصب    )t(أى أن   t  ى الزمنداله ف  = opr =    =opr ويرسم الجسيم تبعاً لذلك منحنـى  =

 دالة فى الزمن: y, xفى المستوى يسمى بالمسار ، كما تصب  كل من 

x = x(t)    ,    y  =  y (t) 

  t. وإذا حـذفنا    البـارامترهو    tحيث  للمسار    كمعادلتين بارامتريتينويمكن اعتبار مثل هاتين المعادلتين   

والهدف الأساسـى مـن دراسـتنا  y = y (x)تمثل المعادلة الكارتيزية للمسار  x, yبينهما نحصل على علاقة بين 

فة لمميزات الحركة أى سرعة وعجلة الجسيم المتحرك فى مسـتوى الحالية هو إستنتاج الصور الرياضية المختل

 -اثيات:بدلالة ثلاث أنواع من الإحد 

 الإحداثيات القطبية -ب    الإحداثيات الكارتيزية -أ

 الإحداثيات الذاتية )أو الطبيعية أو الشخصية( -ج

 

 
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 إيجاد سرعة وعجلة الجسيم بدلالة الإحداثيات الكارتيزية: -أ

 من الزمن كان الجسيم عند  tعند لحظة  ox, oyا يتحرك فى مستوى محدد بالمحورين الثابتين نفرض أن جسيم

oprالتى متجه موضعها    pالنقطة  أصـب   –تحرك فيهـا الجسـيم علـى مسـاره  -  t. بعد فترة زمنية صغيرة   =

oprوالتى متجـه موضـعها  pالقريبة جدا من  Qموضعه هو النقطة  =+ opr oprحيـث  = == -Qp


وطـول القـوس  

Qp


poوتساوى القوس  `oمقاسة على المسار من نقطة ثابتة عليه  sحيث   sعلى المسار يساوى  


 . 

                 y                     المسار  Q 

                                                    

                                                    s 

                                          opr =     e


 

                     opr =+  opr =  

                                             p 

                                 opr =                  

                                                      

                 o                                                          x                          

السرعة المتوسطة للجسيم فى هذه الإزاحة الصغيرة تساوى  
الزمنيةالفترة

الازاحةمتجه
 

أى   
t

r






إقترابا متناهيا نحصـل  pمن  Qمن الصفر وبالتالى تقترب  tوبأخذ نهاية هذا المقدار عندما تقترب   

 . tأى عند لحظة من الزمن  pعلى السرعة عند الموضع 

 : أى أن      

r
td

rd

t

r

ot
v







==




→
= lim  

 وبذلك يكون متجه السرعة هو المعدل الزمنى لتغير متجه الموضع .

 كذلك يمكننا كتابة ما يلى :

ese
td

sd

t

s

ots

r

ost

r

ot
v







 .limlimlim ==




→



→
=





→
=  

rأيضا من الصفر ، وفى نفـس الوقـت تقتـرب  sمن الصفر تقترب     tوذلك لأنه عندما تقترب   


  

ترب  أى يق   sمن  
s

r






من الواحد الصحي   كما يقترب إتجاه   
s

r






أى فى النهاية  pمن المماس للمسار عند  
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eيصب   
sd

rd 

eحيث    =


svesvومن ثم :    pمتجه  وحده فى اتجاه المماس للمسار عند    





== , 

sVesVوهذا يعنى أن متجه السرعة يكون دائما فى اتجاه المماس للمسار بينما يكون مقدار السرعة مساويا   




== , . 

 فإن :     x + x  ,  y + yهما  :     Qوإحداثيا    x , yهما   pوإذا كان إحداثيا 

j
t

y
i

t

x

t

r

j
t

y
i

t

x

t

r
jyixr

ototot








+




=








+




=




+=

→→→
limlimlim

,

 

jyixrvj
td

yd
i

td

xd

td

rd 









+==+=  

ji


 فى حالتنا هذه متجهان وحده ثابتان لا يتأثران بمرور الزمن . ,

yxيتض  مما سبق أن متجه السرعة له مركبتين       على الترتيب.   y, o xoفى اتجاهى    ,

22                         ويتعين مقدار متجه السرعة من yxv  += 

                               فيتعين من  xoيله على أما م
x

y



1tan−=     

 أى أن اتجاه السرعة ينطبق على المماس للمسار كما سبق استنتاجه.

 أما متجه العجلة فيعرف بأنه المعدل الزمنى لتغير متجه السرعة أى أن :

jiji

dt

yd

dt

xd

dt

yd

dt

xd
vr

dt

rd

dt

vd
f

2

2

2

2

2

2

+=+=====







 

jixjixf
dy

yd
y

dx

xd
y





 


++ ==  

22             وبذلك يكون مقدار متجه العجلة : yxf  += 

1tan)(                   من  xoويتعين ميلها على 
x

y



−=  
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 نلاحظ أن اتجاه العجلة لا يكون فى اتجاه المماس للمسار.

 يمين هما محورا الإحداثيات. نستنتج مما سبق أن الحركة المستوية للجسيم هى محصلة حركتين فى خطين مستق

                                y                                     المسار 

                                                        y f


 

                                                                           

                                                                                  x  

                                         o                                             x 

حركتين دراسة مستقلة ثم ندمج النتائج للحصول على محصلة السرعة أو العجلـة ويمكن دراسة كل من هاتين ال

 عند أى لحظة. 

 لة ــــــأمث

,53.المعادلتان البارامتريتان لحركة جسيم فى مستوى هما  :1مثال   22 +== tytx    حيثt    الزمن بالثانية

   ،y , x  أوجد أيضا عجلة الجسيم.وجسيم عند بدء الحركة بالمتر .  أوجد معادلة المسار الكارتيزية وسرعة ال 

 ل ــــــــــالح 

.)2(53),1( 22 +== tytx 

53     نحصل على   (2(, )1المعادلتين )بين   tبحذف   += xy          وهى المعادلة الكارتيزية للمسار. 

     نحصل على   (2(, )1المعادلتين )من 
.6,2

,6,2

....
..

==

==

yx

tytx
 

ــرعة بالصــورة  ــي الس sec/2الان تعط 102
)6(

2
)2(

22 .. mtyx ttv ــد أي  =+=+= ــي عن وه

 .t لحظة زمنية

22تعطي العجلة بالصورة  بينما 
)6(

2
)2(

22
sec/2 10

.... myxaf  وهي ثابتة.==+=+=

 لسكون من االجسيم عند بدء الحركة  ،  أى أن v=0فنجد أن    o t =الحركة نضع  اية عند بد 
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    بحيـــث يتعـــين أحـــداثي موضـــعهما بالصـــورةxoyاذا تحركـــت نقطـــة ماديـــة فـــي المســـتوي    :2مثـــال 

.sin,cos tbytbx  .  أوجـد   ثوابـت   ,b,  بـالمتر  الإزاحة المقاسـة  ,yxالزمن بالثانية     tحيث    ==

 ؟أي لحظة زمنية  عند  أيضا عجلة الجسيم والكارتيزية وسرعة الجسيم  رمعادلة المسا

 

 ل ــــــــــالح 

sin,cos.من العلاقات المعطاة                                 tbytbx  == 

)وبتربيع هاتين المعادتين                 ) ( ) .sin,cos
2222 tbytbx  == 

)والجمع                                  ) ( ) 222222 sincos bttbyx =






 +=+  

                                                                 222 byx =+ 

من العلاقات المعطاة نجد أيضا أي 

.sin,cos

,cos,sin.

sin,cos

22 ....
..

tbytbx

tbytbx

tbytbx







−=−=

=−=

==

    

 بالصورة  t  ومنهم تعطي السرعة عند أي لحظة زمنية  

sec/2222 )cos()sin(.. myx btbtbv  ==+ +−=. 

 بينما  تعطي العجلة بالصورة

22222
sec/222 )sin()cos(

.... myx btbtbf  ==+ −−= + 

 

    بحيـــث يتعـــين أحـــداثي موضـــعهما بالصـــورةxoyأذا تحركـــت نقطـــة ماديـــة فـــي المســـتوي   :3مثـــال 

.4sin5,3cos5 +=+= tytx  حيــثt   الــزمن بالثانيــةyx, أوجــد معادلــة  بــالمتر .  ة المقاســةحــالازا

 .أي لحظة زمنية  عند  أيضا عجلة الجسيم والمسار الكارتيزية وسرعة الجسيم 

 ل ــــــــــالح 

4sin5,3cos5.                               من العلاقات المعطاة  +=+= tytx 

sin54,cos53.                                                نجد أن  tytx =−=−   

)               ع هاتين المعادتين يوبترب  ) ( ) ( ) ( ) .sin254,cos253
2222

tytx =−=− 

)                               والجمع   ) ( ) ( ) ( ) 25sincos2543
2222

=






 +=−+− ttyx 



 

12 

 

                                                                 

( ) ( )

086

2516896

2543

22

22

22

=−+−

=+−++−

=−+−

yyxx

yyxx

yx

 

من العلاقات المعطاة نجد أيضا أي 
.sin5,cos5

,cos5,sin5

....

..
tytx

tytx

−=−=

=−=
      

بالصـــــــــــــورة  t عنــــــــــــد أي لحظــــــــــــة زمنيــــــــــــة وبــــــــــــذلك تعطــــــــــــي الســــــــــــرعة

sec/5)cos(sin25)cos5()sin5( 222222 .. myx ttttv ===+ +−= + 

 بينما  تعطي العجلة بالصورة

22222
sec/5)cos(sin25)sin5()cos5( 22.... myx ttttaf ===+ +−== وهي   +

 ثابتة. 

 

    بالصــورة ابحيــث يتعــين أحــداثي موضــعهمxoyأذا تحركــت نقطــة ماديــة فــي المســتوي   :  4 مثــال

.sin,cos tbytax  .   ابــت وث ,ba, بــالمتر الازاجــة المقاســة ,yxالــزمن بالثانيــة   tحيــث  ==

وكـذلك عنـدما   أي لحظة زمنيـة    عند   أيضا عجلة الجسيم  وأوجد معادلة المسار الكارتيزية وسرعة الجسيم  

2/,0 axx ==.  

 ل ــــــــــالح 

sin,cos.من العلاقات المعطاة                                 tbytax  == 

)وبتربيع هاتين المعادتين                 ) ( ) .sin,cos
2222 tbytax  == 

)                                منهمو  ) 







−=−==

2

2
222222 1sin1cos

b

y
atatax  

                                                                 







−=

2

2
22 1

b

y
ax 

من العلاقات المعطاة نجد أيضا 

.sin,cos

,cos,sin.

sin,cos

22 ....
..

tbytax

tbytax

tbytax







−=−=

=−=

==

   

 بالصورة  t  ومنهم تعطي السرعة عند أي لحظة زمنية  

sec/2222 )cos()sin(.. myx tbtav  +−= =+. 

 بينما  تعطي العجلة بالصورة
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22222
sec/)sin()cos( 22.... myx tbtaf  −−= +=+ 

 

نجد أن  x=0عندما 
2

900cos


 ==→== Ottax 

 بالصورة  و تعطي السرعة عند ذلك 

sec/2222 )
2

cos()
2

sin(.. myx abav 





 ==+ +−=. 

 بينما  تعطي العجلة بالصورة

22222
sec/222 )

2
sin()

2
cos(

.... myx bbaf 





 =+ −−= + 

 

نجد أن  =ax/2وعندما 
3

602/1cos2/cos


 ====→== Ottatax 

 بالصورة  تعطي السرعة عند ذلك 

sec/3 22

222222

2

)
2

1
()

2

3
()

3
cos()

3
sin(..

ma

yx

bv

babav

+

++

=

−−= ==+










 

 بينما  تعطي العجلة بالصورة

22
3

2

222222

sec/
2

)
2

3
()

2

1
()

3
sin()

3
cos(

2

2222....

mf

yx

ba

babaf

+

++

=

==+ −−−−=










 

 

 ملاحظة

( ) rjtbitajtbitaf


2222 sincossincos  −=+−=−−= 

وهذا يشير الي أن متجة العجلة في عكس اتجـاة متجـة الموضـع أي أن متجـة العجلـة متجهـة دائمـا نحـو نقطـة 

 الأصل.  
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 الإحداثيات القطبية:في جسيم حركة 

 زاوية والعجلة الزاوية: لالسرعة اتعريف 

فـإن  pعنـد النقطـة    tمستقيم ثابت وكان الجسيم عند اللحظـة    oxنقطة ثابتة،    oإذا تحرك جسيم فى مستوى فيه  

. نفرض أنه xoللجسيم عند هذه اللحظة منسوبة إلى   بالإزاحه الزاويةتسمى    xoمع    opالتى يصنعها    الزاوية  

. أى أن الإزاحـه الزاويـة التفاضـلية oxمـع   + يصنع زاويـة  oQحيث  Qإنتقل الجسيم إلى  tفى زمن 

بالكسـر  oللجسـيم حـول   السـرعة الزاويـة المتوسـطة. نعـرف  هـى    tللجسيم فى الفترة الزمنية التفاضلية  

t


التـى نرمـز لهـا   oيـة للجسـيم حـول  وإقترابا متناهيا نحصل على السرعة الزا  pمن    Qوعندما تقترب    

 أى أن: wبالرمز 


 ==




=

→ td

d

t
w

ot
lim  

                                                              Q          

                                                       

                                                                      p 

                                                       

                              o                                                      x 

نهـا أوتعـرف ب  oهى السرعة الزاوية للمستقيم الواصل من الجسـيم إلـى    oأى أن السرعة الزاوية للجسيم حول  

المعدل الزمنى لتغير الزاوية التى يصنعها هذا الخط مع مستقيم ثابت فـى المسـتوى. وتسـتخدم التقـدير الـدائرى 

 بأنها المعدل الزمنى لتغير سرعة الزاوية أى أن : oحول  العجلة الزاوية للجسيملقياس الزاويا. وبالمثل نعرف 








d

d

dt

d

td

d

dt

d
w


 ====

2

2
)(  

 دلالة الإحداثيات القطبية: سيم بة الجإيجاد سرعة وعجل –ب 

),(يتعين موضع الجسيم المتحرك فى مستوى بواسطة إحداثية القطبين وهما في الاحداثيات القطبية  r   حيثr  بعده عن نقطة

.  xo (القطببالمحور )مع خط ثابت فى المستوى يمر  rيضعها التى اوية هى الز والزاوية   oثابتة فى المستوى تسمى القطب  

r)(أى أن   tوتصبحان دوال فى الزمن   ,rوعندما يتحرك الجسيم على مساره تتغير كل من   =),(rrr هما    =

 هو البارامتر.   tحيث   لمسارتين لبارامتريالمعادلتين ال

 
 
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y

(x,y)
p.



x

y
r

xo

d e m o d e m o d e m o d e m o d e m o

d e m o d e m o d e m o d e m o d e m o

d e m o d e m o d e m o d e m o d e m o

d e m o d e m o d e m o d e m o d e m o

d e m o d e m o d e m o d e m o d e m o

d e m o d e m o d e m o d e m o d e m o

d e m o d e m o d e m o d e m o d e m o

d e m o d e m o d e m o d e m o d e m o

d e m o d e m o d e m o d e m o d e m o

d e m o d e m o d e m o d e m o d e m o

d e m o d e m o d e m o d e m o d e m o

d e m o d e m o d e m o d e m o d e m o

d e m o d e m o d e m o d e m o d e m o

 

 من المعروف بأن علاقات التحويل بين الكرتيزية و الاحداثيات القطبية تعطي بالصورة

 sin,cos ryrx ==  

 ة التحويلات العكسية بالصوربينما تعطي 

)(tan, 122

x

y
yxr −=+=  

أى  وفـى إتجـاه تزايـد  rتزايـد تجاه فى إ وجد مركبتى كل من السرعة والعجلة فى هذه الإتجاهات الموجبة أى

. تلاحظ أن إتجاهى التحليل ليسا ثابتين كما كـان الحـال فـى الإحـداثيات الكارتيزيـة بـل يتغيـران rعمودى على 

 بحركة الجسيم على مساره.

jiنختار هنا متجهى وحده  


i. الأول  ,

jى  الثانو  rفى إتجاه تزايد    


وفـى إتجـاه   rفـى الإتجـاه العمـودى علـى  

 .تزايد 

                                                  j


            i


 

                                                     

                                                          r      p 

                                                         irr


=   

                                          

                            o                                                  x 

irrإتجاهيا كالآتى :  pك يمكن التعبير عن موضع الجسيم عند لذل


jiنلاحظ هنا أن  =


متجهان متغيـران  ,

ji)بمعنـى أنهمـا يغيــران إتجاهيهمـا( مـع ثبــوت مقـداريهما أثنـاء الحركــة بعكـس مـا كــان عليـه 


فـى حالــة  ,

jiية عندما كانا متجهين ثابتين. لذلك نوجد أولا المعدل الزمنى لتغير تيزكارالإحداثيات ال


, . 

 

 

 

 

 

 

  
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                                   jjii

++ ,                                              i


   

         jjii

++ ,          Q                                           jjii


++ , 

                          j


                      i


                                              i


 

         irr


=+ irr


=              p                                                             jjii

++ ,  

                   irr


=                                                                             j


 

                                                                                                

           o                                        x                            jjii

++ ,      

 

                            

jiيدور كل من المتجهـين  Qإلى  pالجسيم انتقالا  صغيرا من   نلاحظ أنه عندما ينتقل


 زاويـة صـغيرة  ,

jjiiمع بقاء مقداريهما ثابت بدون تغيير  وهو الوحدة. أى أن مقدار كل من  

++ هو الوحدة. كما أنه   ,

iواض  أن إتجـــاه 


   يقترب من إتجاهj

jوأن إتجاه  


  يقتـــرب من إتجــــاهi


 لذلك يمكن كتابة : -

i
tt

j
j

tt

i




−=








=



 
,   

 :تقترب من الصفر نحصل على  tويجعل 

i
td

jd
jj

td

id
i  

 −==== ,  

متجـه لسرعة. من التعريـ  تفاضـل متجـه الموضـع بالنسـبة للـزمن فنحصـل علـى  نعود الآن لإيجاد مركبات ا

 . السرعه

jriririrrv










+=+==  

 بتفاضل متجه السرعه بالنسبة للزمن.  متجه العجلةثم نوجد 
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jr
td

d

r
irr

jrrirr

jrjrririrr
td

vd
f

))2((
1

)2(

)2()2(

)(















+−=

++−=

++++===

 

فى إتجاه  rوالثانية عمودية عليها  rه تزايد فى إتجا rوهذا يعنى أن لسرعة الجسيم مركبتان الأولى مركزية 

 . تزايد 

 

 

              r                  r                                rr 2+                
2 rr −  

                            p                                                p 

                          r                                             r 

                                                              

     o                                     x                  o                                   x 

 مركبات العجلة                                           مركبات السرعة                    

وهى    rأما مركبات العجلة فالأولى مركزية فى إتجاه تزايد  
2 rr اه والثانية عمودية عليها فى إتج  −

 وهى  : تزايد 

)2(
1

2   r
dt

d

r
rr =+  

 نتيجة:

                                                          v


 

                                      r              

                                                       r  
                                 r               p 

                                    

                            o             
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وهـى طبعـا مماسـة للمسـار عنـد موضـع   vلحظة  إذا تحرك جسيم فى مستوى وكانت سرعته عند أى  

 oفـإن سـرعة الجسـيم الزاويـة حـول   opمـع  الجسيم كما علمنا فيما سبق وكان إتجاه السرعة يصنع زاويـة 

 تتعين من 

2

sin

r

v

r

v  ==


  

ــث  ــن  حيـــ ــاقط مـــ ــود الســـ ــول العمـــ ــد  oطـــ ــاس عنـــ ــى الممـــ ــك لأن  pعلـــ ــار وذلـــ للمســـ

 sin,cos vrvr ==  

 * نهاية المحاضرة الرابعة 

 

 الحركة فى محيط دائرة: –حالة خاصة 

                                                      

              a                                                            a                

           a        p                                                a 2     p 

          o                          x                             o                           x                        

 العجلة                                                      السرعة                            

 oحـول المركـز  أى مقـدار ثابـت بسـرعة زاويـة  aنفرض ان جسيما يتحرك فى محيط دائرة نص  قطرهـا 

orrar)القطب(. فى هذه الحالة يكون  === , 

 ى صيغ متجهى السرعة والعجلة نحصل على :وبالتعويض ف

jaiafjav


 +−== 2,  

 وإذا تحرك الجسيم حول الدائرة بسرعة زاوية منتظمة أى ثابتة مع مرور الزمن تتلاشى العجلة الزاوية. أى أن 

tantsn= co     ,o= ى هذه الحالة من أى أن متجه عجلة الجسيم يتعين فiaf
2−=  وهــذا يعنــى

iafتكون بأكملها متجهه نحو مركز الدائرة وتساوى فى المقدار   أن عجلة الجسيم
2−=  a  وهذا فى حالـة مـا إذا كانـت

 حركة الجسيم بسرعة زاوية ثابتة حول المحيط. 

  
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ttttrن من العلاقتين  يتحرك جسيم فى مستوي بحث أن موضعة يتعي  5مثال +=−= 223 ,32     أوجد مقدار

 كل السرعة و العجلة وذلك بعد مرور ثانتين من بداية الحركة.

 الحـــــــــل 

.2,612

12,66

,,32

....
.. 2

223

=−=

+=−=

+=−=







tr

tttr

ttttr

 

 وبعد مرور ثانتين من بداية الحركة يكون  

2,186)2(12

51)2(2,12)2(6)2(6

....
.. 2

==−=

=+==−=





r

r
 

 كذلك بويكون  

( )







sin2sin2)sin(cos

sinsin2cos)sin(cos

)sin(,12),(

222222

22222222

..

baabbaabv

bbaabbabv

barrv

++=+++=

+++=++=

+==

 

 ويكون كذلك 

 

( )
( )

( ) ( )
22222222

22222222

2

222

sin44sin4)cos(sin4

,cos4sin4sin4cos2sin2

,cos2,sin2

,cos20),sin(sin)2,( ....... 2

ababababf

bababbabf

babf

bbabrrrrf

++=+++=

+++=+−−=

−−=

++−−=+−=









 

arيتحرك جسيم فى المنحنى    مثال :    جسـيمللعجلـة  ال  السـرعة و  أوجـد مركبتـى  بسرعة زاوية ثابتـة    =

 بدء حركتة من القطب . جسيمثابت وذلك بفرض أن ال aحيث 

 ل ـــــــــالح

),2(من المعلوم بأن   ....... 2  rrrrf +−=),,( .. rrv = 

,0,
... ==                

ctdtd
dt

d
+=→=→==  


.  
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0,0وعند بداية الحركة    == t   0وهذا يؤدي الى أن=c  وبالتالىt = 

.0

,

..
..

=

==

r

aar 
 

 علي ذلك فان  

( )







sin2sin2)sin(cos

sinsin2cos)sin(cos

)sin(,),(

222222

22222222

..

baabbaabv

bbaabbabv

baarrv

++=+++=

+++=++=

+==

 

 ويكون كذلك 

( )
( )

( ) ( )
22222222

22222222

2

222

sin44sin4)cos(sin4

,cos4sin4sin4cos2sin2

,cos2,sin2

,cos20),sin(sin)2,( ....... 2

ababababf

bababbabf

babf

bbabrrrrf

++=+++=

+++=+−−=

−−=

++−−=+−=









 

 ل ـــــــــالح

.sinsin

,coscos

,sin

,0,

2...
..

...









bbr

bbr

bar

−=−=

==

+=

==

 

 علي ذلك فان  

( )







sin2sin2)sin(cos

sinsin2cos)sin(cos

)sin(,cos),(

222222

22222222

..

baabbaabv

bbaabbabv

babrrv

++=+++=

+++=++=

+==

 

 ويكون كذلك 

( )
( )

( ) ( )
22222222

22222222

2

222

sin44sin4)cos(sin4

,cos4sin4sin4cos2sin2

,cos2,sin2

,cos20),sin(sin)2,( ....... 2

ababababf

bababbabf

babf

bbabrrrrf

++=+++=

+++=+−−=

−−=

++−−=+−=








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sinbarيتحرك جسيم فى المنحنى   مثال جسيم للعجلة ال السرعة و أوجد مركبتى زاوية ثابتة ة بسرع =+

 ثوابت.,baحيث   فى الإحداثيات القطبية

 ل ـــــــــالح

.sinsin

,coscos

,sin

,0,

2...
..

...









bbr

bbr

bar

−=−=

==

+=

==

 

 علي ذلك فان  

( )







sin2sin2)sin(cos

sinsin2cos)sin(cos

)sin(,cos),(

222222

22222222

..

baabbaabv

bbaabbabv

babrrv

++=+++=

+++=++=

+==

 

 ويكون كذلك 

( )
( )

( ) ( )
22222222

22222222

2

222

sin44sin4)cos(sin4

,cos4sin4sin4cos2sin2

,cos2,sin2

,cos20),sin(sin)2,( ....... 2

ababababf

bababbabf

babf

bbabrrrrf

++=+++=

+++=+−−=

−−=

++−−=+−=









 

 جلة جسيم بدلالة الإحداثيات الذاتية:جاد سرعة وعإي -جـ

                                              j


 المسار                     

                                        s                                     i


 

                                                       p (s, ) 

                                                                                مستقيم 

 ثابت                                                                                     

قيدة كإنزلاق خرزة على سلك منحنى ثابـت الشـكل والموضـع ستوى حركة معندما يتحرك جسيم فى م

كانت الإتجاهات الملائمة للتحليـل )حسـب التجربـة( التـى تجعـل دراسـة الحركـة أبسـط مـا يمكـن مـن الوجهـة 

الرياضية هى إتجاه المماس للمنحنى المعلوم وإتجاه العمودى عليه. وواضـ  أن هـذين الإتجـاهين يـدوران مـع 

على المنحنى يتعين فـى حالتنـا هـذه  p وموضع الجسيماره غير أنهما يحتفظان بتعامدهما. لجسيم فى مسحركة ا

o 
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علـى   pوزاوية ميل المماس لهذا المسـار عنـد    oالمقاس على المسار من نقطة ثابتة عليه    sمن طــول القــوس  

 . مستقيم ثابت فى المستوى

s, داثيات الذاتية للنقطة الإحp  وبمرور الزمن يتغير موضع الجسيم على مساره فتصب  كل من 

s , دوال فى الزمن أى)(t =   ،)ts = s(  وهما أيضا معادلتان بارامتريتان للمسـار حيـثt  .هـو البـارامتر

 )(   بالمعادلة الذاتية للمسارتسمى     ,sدلتين نتجت معادلة تربط  هاتين المعامن   tوإذا حذفنا هذا البارامتر 

 s = s   

jنختــار الآن متجهــى وحــده 

  , i


)أى فــى الاتجــاه  sالأول منطبــق علــى الممــاس فــى اتجــاه تزايــد   

)أى فى الاتجاه الموجـب   فى الاتجاه العمودى على الأول وفى اتجاه تزايد  ( والثانىs  الموجب للمتغير التابع

 (.للمتغير التابع 

isvلذلك نسـتطيع كتابـة  sفى إتجاه المماس للمسار ومقداره هو   متجه السرعةوسبق أن علمنا أن  

=  

 متجه العجلةلى لزمن نحصل عوبإجراء التفاضل بالنسبة ل

isisf







+=  

 أن: -فى حالتنا هذه   –وبنفس الطريقة السابق توضيحها فى حالة الاحداثيات القطبية يمكن إثبات 

ji




 =  

jلأن اتجاه كل من 

  , i


 ثم: يتغير مع حركة الجسيم ومن  







22.
,

v

d

ds

s

dt

ds

ds

d

dt

ds

dt

d

dt

ds
sjsisf ====+= 








 

حيث        



d

ds
 . pوهى نص  قطر التقوس أو الانحناء للمنحنى أو المسار عند النقطة   =

ji    إذن :       
ds

dv
jjvf

v
v

v 






22
++= = 
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 المسار                                                              

                                                                             v = s  

                                                       o            p 

 المسار                                                                

                                                          fn                 ft  

 p    مركز التقوس                                                  

                                                         s                                

                                                      o 

ــى  ــداهما ف ــان إح ــيم مركبت ــة الجس ــى لعجل ــذا يعن ــاروه ــاس للمس ــاه المم ــد  اتج ــاه تزاي ــى اتج ــدارها   sوف ومق

ds

dv
vsvtf ===     والأخرى عمودية على المماس وفى اتجاه تزايـد  أو نحـو الـداخل للمنحنـى مـارة

 بمركز التقوس ومقدارها :




s
v

nf ==
2

 

 

.  وهو أيضا مركز تقـوس المحـيط عنـد oومركزها     aلجسيم فى محيط دائرة نص  قطرها  حركة اكانت  وإذا  

)(فإن aأى نقطة عليه بينما نص  قطر التقوس ثابت لجميع نقط المحيط ويساوى  a=  : 

  asa
a tf

v
nfasasv === ==== ,2

2
,,  

 )نحو مركز الدائرة كما سبق أن عرفنا(.

 ملحوظة:

منتظمة فإنه يمكن الحصول على علاقات شبيهة بحالة الحركـة    oزاوية للجسيم حول  جلة الانت عإذا ك 

 فى خط مستقيم بعجلة منتظمة كما يلى:

o
tdtdtcons

dt

d



 


 +===== ,,tan  

 

s 
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حيث  
o

  تمثل ثابت التكامل وهو قيمة السرعة الزاوية عند البدء= o) t(  

o
t

o
tdt

o
td  ++=+=  2

2

1
,)(  

ث حي
o

t
o

tdt
o

td  ++=+=  2

2

1
,)  تمثل ثابت التكامل وهو قيمة الإزاحة الزاوية عند البدء .  كذلك يمكن : 

Ad
d

d
d +== ==  




 2

2

1
, , 


  

عند 
o
 تكون           =

o
  ooAإذن                =  −=

2.
2

1
 

)(222
oo  −+=   

مركبة العجـــلة فى إتجــاه المماس هــى :  ا كانت ( إذ 5) 
v

ft
+

=
1

1
 s v ,السرعة فأوجـد العلاقـة بـين  vحيث  

 . s = oمع العلم بأن الجســيم بدأ حركته من الســــكوت عـــن  tوالزمن  vوكذلك العلاقة بين 

 الحل

vds

dv
v

+
=

1

1
- 

cالتكامـل وب )ds = vd )2 v+ vبفصـل المتغيـرات 
vv

s ++=
32

32

كـذلك  c = oتكـون  o, s = o v =عنـد  

vdt

dv

+
=

1

1
t= d v) dv(1 +   ،Aبفصل المتغيرات     

v
vt ++=

2

2

 . o A =تكون    o t= o,   v =عند  
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 مسائل ديناميكا

 تمارين 

بالقدم والمركبة الأفقية لسرعته ثابتة     x, yحيث كل من     2xy = 2     طع المكافىءيتحرك جسيم على الق  -1

السرعة مقداراً  أيضاً  ،  وأوجد  المقدار والاتجاه  الجسيم فى  الثانية.  أوجد عجلة  فى  واحداً  قدماً  وتساوى 

 .  y = 8 ftواتجاهاً عند  

 الحل

65||,)8,1(,841,2

65,)8,1(

,84,1,2

2,2288

4,)4,(),(

,1,44,44

=−=−===−=

==

====

+==→=

===

======

vvxyxxat

vv

xyxxat

xxyat

foyxf

oxxxyxxxy









 

 : سيم هما  تان لمسار جالمعادلتان البارامتري   -2

24 t  -,    y  =  16 t      23 t  -x =  2o t   

وسرعته فى هذا    xبالثانية .   أوجد العجلة وأقصى إرتفاع للجسيم فوق المحور     tبالقدم ،       x , yوفيها        

 الموضع. 

 الحل

ooff

yty

xtox

1,)8,6(

8,816

6,62

=−−=

−=−=

−=−=




 

oyأقصى إرتفاع عند      = :ومنه 

y8 t)  = o       ,      t = 2   -(16    →8 t   =  o       -=  16     

16  =  16  ft  -=  32    24 (2)  -=  16 (2)      maxy 

 أما السرعة عندها :          
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8
max

,),8(
max

,1616
2

,8
2

==

=−=
=

+=
=

VoV

o
t

y
t

x 

 

 * نهاية المحاضرة الخامسة 

حول القطب .  أوجد السرعة والعجلة    wمنتظمة    رعة زاويةبس    = 2 2a rيتحرك جسيم فى المنحنى    -3

 . r = oكدوال فى الزمن إذا علم أن الجسيم بدأ من النقطة 

 الحل

232222

,222)(2222

,,,

,,

twawtwar

twawtwaar

twocootat

ctwow

==

===

====

+===















 

twaorr

twawarr

twarootwar

twarwar

twatwaV

3242

2422222

322,)(242

2422,222

)232,222(

+=+

−=−

===

==



=


















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 الخلاصة 

الاحداثيات   

 الكارتيزية 

 الاحداثيات الذاتية  الاحداثيات القطبية 

 (s, ) (r, ) (x, y) الوضع 

 لسرعة ا
),( yx  ),(  rr ),( os 

),( العجلة yx  

)
21

,2(
td

rd

r
rr





 − 

2

2

)
2

,(

2

3

]2)(1[

2

3

)2̀1(

``

xd

d

y

y

v
s

xd

yd

y

d

sd

+

=
+

==







 

نقطة  

الأصل  

ومتجهات 

 الوحدة

نقطة الأصل  

خارج المسار  

ومتجهات 

 الوحدة ثابتة

  خارج المسارلأصل نقطة ا

هات الوحدة متغيرة مع ومتج

 الزمن

نقطة الأصل على المسار ومتجهات  

 الوحدة متغيرة مع الزمن 
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 إستنتاج مركبات السرعة فى الإحداثيات القطبية من نظيرتها الكارتيزية

y                               متجه وحدة فى اتجاه تزايدe       

re                                                                                        

                 

                                                                 متجه وحدة فى اتجاه تزايد                                     

  

                   j 

                                    

                        o                    i                                                          x 





cossinsin

sincoscos

rryry

rrxrx





+==

−==
 

                        re   ايد اتجاه تزمتجه وحدة فى r 

                         e  متجه وحدة فى اتجاه تزايد 

 وكلاهما مقداره الوحدة ويتغير اتجاهه مع الزمن .         

                               i  متجه وحدة ثابت فى اتجاه تزايدx 

                            j  متجه وحدة ثابت فى اتجاه تزايدy 

)1(cossin,sincos  erejerei +=−= 

  بالتعويض فى صيغة السرعة .

 

 

 

 

 

)()(),( للحصول على العجلة يمكن إستخدام الصيغة  

]2coscossin2sinsincos[

sincos2sincossin2cos[

)cossin()cossin(

)sincos()sincos(





















rrrerre

rrrre

rrrrre

ererr

ererrjyixV

=+=

+++−

+++−=

+++

+−−=+=

 
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)cossin()sin2cos

coscossin()sincos

)cos2sinsinsincos(







ererr

rrrere

xrrrrrjyixf

+−+

+++−

−−−−=+=







 

 التالى : ك   reوe( وإستخلاص  1أو بطريقة أخرى للعجلة بحل المعادلة )

)(cossin

)(sincos

berej

aerei





+=
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 والجمع    sin فى      cos       ،bفى  (a)بضرب 

)2(sincos jire  += 

 والطرح    cos فى      sin        ،bفى  (a)بضرب 
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 وهذا ما حصلنا عليه سابقا 
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 ضاً كما سبق.وأي                 

ثابتة   -1 ثابت.   aحيث    r = aفى مسار مستوى معادلته القطبية    wيتحرك جسيم بسرعة زاوية  مقدار 

 أوجد سرعة وعجلة الجسيم إذا علمت أن الجسيم بدأ حركته من القطب. 
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  : مركبات السرعة
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 :ركبات العجلة م
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إذا تحرك فى كل من المسارات    wأوجد عجلة جسيم يتحرك حركة مستوية بسرعة زاوية ثابتة مقدارها    -2

 :القطبية الآتيه 

(i) r  =  a + b  

(ii) r  =  ae

  

 ثابتان.  a, bحيث             
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بين كي  يمكن وص  حركته بإستخدام كل من الإحداثيات  aها قطرئرة نص  ك جسيم على دايتحر -3

 القطبية.  –الذاتية   –الكارتيزية 

 الحل

 الإحداثيات الكارتيزية :  

                                y 

                                

                                             a 

                                                  

                                           A 

 

                                              x = a cos  ,  y = a sin  
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 ركبات العجلة. ن مفإ o=و  w=إذا كانت السرعة الزاوية ثابتة

2,sin2,cos2 wafwaywax =−=−=   

 :الذاتية 

 

                               a                  

                                                     x 
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 o=و     w=إذا كانت السرعة الزاوية ثابتة  

,o=  tf 2a w =  nf 

 القطبية:  
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  o=و     w=إذا كانت السرعة الزاوية ثابتة  

of
a

V
rf =−=


,

2
 

   = +  e sإذا كانت المعادلة الذاتية لمسار جسيم يتحرك فى مستوى هى  :       -4

 .  أوجد سرعة وعجلة الجسيم .  wسرعة زاوية ثابتة ر بمماس يدوابتان، وأن الث  ،حيث       

 الحل
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 بين أن العجلة الزاوية لاتجاه حركة جسيم فى مستوى تتعين من :  -5

sd
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vdv 

 2
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 الحل

هى السرعة الزاوية لدوران   ى  مع خط ثابت فى المستو     إتجاه الحركة )اتجاه السرعة( يصنع زاوية  

 هى العجلة الزاوية.   هذا الاتجاه و  
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.  فإذا كان   ovبسرعة ابتدائية   s = oبدأ حركته من الوضع   aيتحرك جسيم فى محيط دائرة نص  قطرها  -6

 رتبطين بالعلاقة  : م  nfمودية والعجلة الع  tf سية مقدار العجلة المما

     nk f -=    tf     حيثk   : ثابت .  أوجد العلاقة بين(s, t) , (v, t) , (v, s)  . 

 الحل
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 tحيـث    2t5 –= 20  y,          t= 5 xيم فى مستوى همـا :    بارامتريتان لحركة جسمعادلتان الال - -مثال 

بالمتر .   أوجد معادلة المسار الكارتيزية وسرعة الجسيم عند بدء الحركة وعند إلتقـاء   y , xالزمن بالثانية  ،  

 .  أوجد أيضا عجلة الجسيم.xالجسيم بالمحور 

 ل ــــــــــالح 

نحصل على    x, y بين   tحذف ب 
5

,
5

20
2 x

t
x

y وهـى المعادلـة الكارتيزيـة للمسـار.  كـذلك   =−=

5,10 =−= xty    وعند بدء الحركة نضع= o t    فنجـد أنsec/5, mxoy ==   أى أن سـرعة  ،

,sec/5الجسيم عند بدء الحركة كانت   mxoy ==   xبـالمحور ن عنـد إلتقـاء الجسـيم م نوجـد الـزمثـ  .  xoفـى اتجـاه    
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20,5ونعوض فيكون   sec t 2 =فنحصــــل علــى     o y =بوضــع  −== yx   . 

 

 تكون سرعته : xأى أنه عند التقاء الجسيم بالمحور       

sec5740025 mlV =+=  

,10مــن  ن .  والعجلــة تتعــي xمــع المحــور   tan-1)-(4واتجاههــا يصــنع  −== yox      هــــذا يعنــى أن

 .yفى الاتجاه السالب للمحور   2sec/m10الجسيم يتحرك بعجلة منتظمة قدرها 

 فى الحركة المستوية لجسيم كان احداثياه كدالة فى الزمن هما :  --مثال 

x = a [2t + sin 2t]        y = a [1 – cos 2t] 

 ر.لمقداإثبت أن العجلة ثابتة ا

 الحل
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22مقدار العجلة هو  yx   وهو مقدار ثابت .   a4أى     +

ــن 3) ــين م ــة تتع ــد أى لحظ ــرعته عن ــت س ــث كان ــتوى بحي ــى مس ــرك ف ــيم يتح ــار لجس ــة المس ــد معادل ( أوج

bxcybyax +=+=   ثوابت.  b, ca ,حيث  ,

 الحل

 بالقسمة نحصل على :  
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  لتكامل.ثابت ا eحيث 

 
 


