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Why we study Mathematics? 

Learning math is good for your brain

Practically every career uses math in some way.

Math is all around us and helps us understand the world better

Math is a universal language

Next Back to content

3_Syllabus_Math 111_Pure mathematics (I).pdf
0_Start.pdf


Important of Mathematics in  Computer science



Why we study Mathematics? 













Important of Mathematics in  Engineering

civil engineering Department



Power engineering

Newton's first law

Newton's second law

Newton's third law



electricity department

Ohm's Law



Computer scinces - Mathematics =



Some problems 
without solutions



.لفعلمن قال أن الرياضيات لا تسُتخدم في الحياة العملية؟ هناك استخدام يمُكنك حرفياً تناوله، أو رُبما تناولته با

.مُصادفةالمُميز ليس  Pringles" البرينجلز"رقائق شكل 

Fredric J. Baurالكيميائيتكليف تم 1956عام في  - Procter & Gambleوالذي كان يعمل في شركة-
. نها في عُبوّاتهابتطوير نوع جديد من رقائق البطاطس، وذلك بعد أن تكررت شكاوى العمُلاء بشأن تكسُّرها وتدهُّ 

تصميم أنفق الرجل عامين من عُمره في حل هذه المُشكلة، وأنتهى به الأمر باختيار شكل سرج الحصان الشهير ك

.للبطاطس، والعبُوات الاسطوانية كحاوية لها
هناك ) .Hyperbolic paraboloidأو" السطح المُكافئ الزائدي"بالمُناسبة، يعُرف هذا الشكل في الرياضيات باسم 

.("سطح شلجمي هذلولي: "ترجمة أخرى أقرب لتعويذة منها لمصطلح رياضي سأذكرها على أية حال
اضياتفي كل مرة تفتح فيها عُبوة من الشلاجم الهذلولية لتجدها كُلها سليمة فلتتذكر أن الفضل يرجع في ذلك للري
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Differentiation:
Functions and Limits: Functions and Their Graphs, Inverse Functions, Trigonometric Functions, Rigorous 
study of limits, Limit Theorems, Continuity of Functions. 
Derivatives: The derivative, Rules for finding derivatives, Derivatives of Trigonometric Functions, 
Derivatives of Exponential and Logarithmic Functions, Derivatives of inverse Trigonometric and 
Hyperbolic functions, The Chain Rule, Higher-Order Derivatives, Implicit Differentiation.
Applications of Derivatives: Maxima and Minima, The Mean Value Theorem, Indeterminate forms and 
L’Hôspital’s Rule. 

Algebra
Mathematics induction, Partial fractions, Mathematical logic, Sets, subsets, set operations and 
inductively definition of sets, Equivalent relations, equivalence classes, partitions and partial order, 
Maps, composition of maps, kinds of maps and inverse functions, permutation on finite sets, equivalent 
sets and cardinality of sets, binary operations, examples of groups and fields. 

Math 111: Pure mathematics (I)-2 Credit (Lecture 2h/w+ tutorial 2h/W) 

Contents:



Referances: 
Edwin J. Purcell and Dale Varberg, Calculus with Analytical Geometry 4th Edition 1984. 
J. Eccles, An Introduction to Mathematical Reasoning: Numbers, Sets and Functions, Cambridge University Press, 1997. 
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2 9y x x



Gottfried Wilhelm Leibniz









Domain and Range of  a Function





Find the  domain of







Types of Functions

(A)One-One Function

A function is one-one provided deferent elements of the domain are related to deferent
element of the range. 



(B) Many-One Function

The range of the function has at least one element, which is the image for two or more 
elements of the domain





(D) Bijective Function (or One-to-One Correspondence)

If the function is both one-one and onto. In a function that is one-one and onto, each 

image corresponds to exactly one element of the domain and each element of codomain 

is involved in the relation. Such a function is also called one-to-one correspondence or a 

bijective function.



Classification of Functions

Even and Odd Functions





Period of a Periodic Function
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𝑥

𝑥+1 − 1

𝑥+1 − 1

𝑥+1 − 1
=
x( 𝑥+1 +1)

x+1−1
=

x( 𝑥+1 +1)

x
= 𝑥 + 1 + 1
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DEFINITION A function is continuous at a number a if

Continuity
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EXAMPLE Show that there is a root of the equation

SOLUTION Let

We are looking for a solution of the given equation, that is, 
a number c between 1 and 2 such that

So is, a number c between 1 and 2 such that there is a root at it

Now f ( x) is continuous since it is a polynomial,

between 1 and 2 
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Derivatives and rates of change
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DERIVATIVES OF TRIGONOMETRIC FUNCTIONS









DERIVATIVE OF THE NATURAL EXPONENTIAL FUNCTION
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The chain rule
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Roll’s theorem and the mean value theorem
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INVERSE FUNCTIONS AND LOGARITHMS







INVERSE TRIGONOMETRIC FUNCTIONS 







DERIVATIVES OF LOGARITHMIC FUNCTIONS







DERIVATIVES OF INVERSE TRIGONOMETRIC FUNCTIONS





LOGARITHMIC DIFFERENTIATION



THE NUMBER e AS A LIMIT

Next Back to content

11_Hyperbolic and inverse Hyperbolic functions.pdf
0_Start.pdf




Hyperbolic and inverse Hyperbolic functions 
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INVERSE HYPERBOLIC FUNCTIONS
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𝑛! = 𝑛 𝑛 − 1 𝑛 − 2 … .3 2 1
5!=5(4)3(2)1
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Maximum and Minimum Values
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EXAMPLES





271stwart



A critical number
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  الأول  الباب

الرياضيمقدمة في المنطق   

  . الصحيح الاستدلال  وطرق   التفكير   في  تتبع  التي  القواعد  ي ـــف يبحث   الذي العلم  هو  المنطق 

  المنطقية   والعملية.  الخطأ  من  وصيانته  التفكير  طرق  بتحليل  يعنى  لأنه  للتفكير   أداة  بذلك  وهو

 . القضايا  أو الصيغ من  بفئة  تهتم

بأنه الأداة الفاصلة بين الحقيقة والخطأ. وقد  وبشكل عام يمكن القول عن المنطق الرياضي  

جورج   الإنجليزي  العالم  أبحاث  نتيجة  الميلاد  عشر  التاسع  القرن  أواسط  في  ظهر 

 م(.   1884-1815)بول

المنطق  المكممات   -منطق كلاسيكي  أنوع  الاسناديات   -منطق  الترجيحي  -منطق    - المنطق 

 المنطق البوليان. 

ق.م( أول من وضع قواعد الاستنتاج والذي  332  -384ويعتبر الفيلسوف الإغريقي أرسطو )

 يقوم على ثلاث مبادئ أساسية وهي: 

 ثنائية القيمــــة: أي أن قيمة القضية اما ان تكون صواب او خطأ.  .1

 التناقــض: أي ألا تكون القضية صواب وخطأ في ان واحد.  عدم .2

 الثالث المستبعد: أي ألا تكون القضية غير صحيحه وغير خاطئة.  .3

 العبارات المنطقية:  (1-1)

 :  تعريف
( هي جملة تحمل خبرا ولا تأخذ  A statement or propositionالقضية أو التقرير ) 

 .(Fخاطئة ) ( أو Tالا واحدة من قيمتين منطقتين صحيحة ) 

   مثال: 

 "جملة تمثل  تقرير"           لينا تدرس في كلية العلوم. -1

 "  جملة تمثل  تقرير "                تونس عاصمة تونس.  -2

3- x+2=8                                           " لأنها صحيحة لبعض القيم فقط  تقرير لا تمثل "   
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 جدول الصدق أو الحقيقة 

 تقرير يمكن تمثيلة بجدول يسمي بجدول الصدق فمثلاكل 

احدى    Pكان    إذا ▪ يأخذ  فأنه  تقريرا 

 القمتين 
   T أو F  

ويمكن وضع ذلك في جدول   
 الصدق.

 

 

P 

T 

F 

 
 .2𝑛من التقارير فان القيم تكون   nكان هناك   إذا ▪
 
 

 p ,qكان لدينا ثلاث تقارير    إذافمثلا  
,r  فان جدول الصدق 

 

R Q P 

T T T 

F T T 

T F T 

T T F 

T F F 

F T F 

F F T 

F F F  
  

   Compound Statement ( أدوات الربط المنطقية1-2)

 كان التقرير يحمل خبر واحد فانه يسمي تقريرا بسيطا مثل "لينا في كلية الطب".  إذا

كان يحمل أكثر من خبر فانه يسمي تقريرا مركبا مثل "صبا في كلية العلوم وتمتلك    إذاأما  

الربط    بأداةعن هذه الجملة لابد من ادخال اداه ربط "و" وهذه الاداة تسمي    “. وللتعبير سيارة  

 المنطقية.  

 خمس ادوات ربط:  على وسنختصر في دراستنا 
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 (: Negativeأداة النفي ) -1

صواب    هو  pكان التقرير   إذا( وتعريف كالاتي -يرمز بالرمز )

خطأ.                                                                                       يكون  p–فان 

هو   p–عدد طبيعي زوجي " فيكون  xهو التقرير "  pفمثلا ليكن  

 "x عدد طبيعي زوجي  ليس” . 

-p P 

F T 

T F 

 

 ملحوظة: 
قلنا نقيض التقرير    إذايجب التفريق بين النفي والنقيض ففي المثال يمثل النفي اما  

p هو  "x طبيعي فردى". عدد 

 

 " conjunction    "andأداة الوصل  -2

 وتعرف كالاتي:  ∧يرمز لها بالرمز  
فان    p, qكان    إذا 𝑝تقريرين  ∧ 𝑞    هو

تقرير صواب في حالة واحدة فقط عندما  
كلا هما صواب وخلاف ذلك    p, qيكون

 يكون خطأ. 
لينا   التالية"  الجملة  لدينا  نفرض  فمثلا: 
بالنادي   وعضوة  الطب  كلية  في  طالبة 
الأهلي" فلو رمزنا للتقرير "لينا طالبة في  

ورمزنا للتقرير    pكلية الطب" بالحرف  

  qالأهلي" بالحرف    بالنادي"لينا عضوة  
𝑝فان الجملة تصبح   ∧ 𝑞 . 

 

𝒑 ∧ 𝒒 𝒒 𝒑 

T T T 

F F T 

F T F 

F F F  

 Or” disjunction“  الفصلأداة  -3

 وتعرف كالاتي:  ∨يرمز لها بالرمز  
𝑝تقريرين فان    p, qكان    إذا ∨ 𝑞  هو تقرير

 ,pخطأ في حالة واحدة فقط عندما يكون  
q    يكون ذلك  وخلاف  خطأ  هما  كلا 

 صواب. 
صبا   التالية"  الجملة  لدينا  نفرض  فمثلا: 

الأهلي"    مبارهذاهبة لكلية الطب أو تشاهد  
الطب    لكلية  ذاهبة  فلو رمزنا للتقرير "صبا 

𝒑 ∨ 𝒒 𝒒 𝒑 

T T T 

T F T 

T T F 

F F F 
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تشاهد    ورمزنا للتقرير "صبا  p" بالحرف  

بالحرف    مباره الجملة    qالأهلي"  فان 

𝑝تصبح   ∨ 𝑞 
  

 " if …,thenأداة الشرط "  -4

 وتعرف كالاتي:  →يرمز لها بالرمز  
فان    p, qكان    إذا 𝑝تقريرين  → 𝑞   هو

تقرير خطأ في حالة واحدة فقط عندما يكون  
p    و    صائبq    خاطئ وخلاف ذلك يكون

 صواب. 
الجملة   لدينا  نفرض  “إذافمثلا:    التالية 

نجحت صبا في الامتحان فان والدها سوف  
يقدم لها هدية" فلو رمزنا للتقرير "نجحت  

بالحرف    " الامتحان  في  ورمزنا    pصبا 

  " هدية  لها  يقدم  سوف  والدها   " للتقرير 
تصبح    qبالحرف   الجملة  𝑝فان  → 𝑞 

حالة واحدة   في  نجحت    إذاوتكون خاطئة 
 صبا ولم يقدم لها والدها هدية. 

 

𝒑 → 𝒒 𝒒 𝒑 

T T T 

F F T 

T T F 

T F F 
 

 :" if and only ifأداة ثنائي الشرط " -5

 وتعرف كالاتي: ↔يرمز لها بالرمز  
فان    p, qكان    إذا 𝑝تقريرين  ↔ 𝑞  هو

تقرير صائب في حالة واحدة عندما يكون  
p,q صائب أو خاطئ وخلاف ذلك    كلاهما

 يكون خطأ. 
الجملة   لدينا  نفرض  “المثلفمثلا:    ث التالية 

كان وكان فقط    إذاالساقين    متساوييكون  
رمزنا   فلو  متساويتان"  زاويتا  فيه  يوجد 

الساقين "    متساويللتقرير "المثلث يكون  
  د المثلث يوجورمزنا للتقرير "  pبالحرف  

بالحرف    " متساويتان  زاويتا  فان    qفيه 

𝑝الجملة تصبح   ↔ 𝑞 . 
 
 

𝒑 ↔ 𝒒 𝒒 𝒑 

T T T 

F F T 

F T F 

T F F 
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 تعريف: 
العبارة المنطقية هي جملة تتكون من عدة تقارير تربط بينهم بعض الروابط  

 المنطقية. 

 (: 1)مثال  

 عبر عن الجمل التالية بصورة رمزية: 

 قنا مدينة مصرية ونهر النيل يمر في أثيوبيا.  -1

 يمر في أثيوبيا.  نهر النيل لا   قنا ليست مدينة مصرية أو  -2

 كانت قنا مدينة مصرية فان نهر النيل يمر في أثيوبيا.  إذا -3

 كان وكان فقط نهر النيل يمر في أثيوبيا.  إذاقنا مدينة مصرية  -4

 الحل:

تقريرا يمثل " نهر النيل يمر في    qيمثل " قنا مدينة مصرية "و    تقريرا p فرضنا إذا

 أثيوبيا " فان: 

𝑝تمثل:   -1 ∧ 𝑞 

𝑝−تمثل:   -2 ∨ 𝑞 − 

𝑝 تمثل:  -3 → 𝑞 

𝑝 تمثل:  -4 ↔ 𝑞 

 (: 2)مثال  

 بارة المنطقية التالية: عن الع عبر بجدول الصدق  

𝐴 = (𝑝 ∨ −𝑞) ∧ 𝑟 

 الحل:

𝒑 𝒒 𝒓 −𝒒 𝒑 ∨ −𝒒 𝑨 

T T T F T T 

T T F F T F 

T F T T T T 

T F F T T F 
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F T T F F F 

F T F F F F 

F F T T T T 

F F F T T F 

 

 Logical Equivalence  تكافؤ العبارات المنطقية(  3- 1)

 تعريف
لهما   قيم الصواب كانت  إذاأنهما متكافئتان منطقيا  A,Bمنطقيتين يقال لعبارتين  

𝑨متطابقة لجميع قيم الصواب. ويرمز لذلك بالرمز   ≡ 𝑩. 

 (: 3)مثال  

𝑝اثبت أن   ∨ (𝑝 ∧ 𝑞) ≡ 𝑝 

 ل: ــــالح

𝒑 𝒑 𝒑 ∧ 𝒒 𝒑 ∨ (𝒑 ∧ 𝒒) 

T T T T 

T F F T 

F T F F 

F F F F 

 نلاحظ أن العمود الاخير والعمود الأول متطابقين. 

 تعريف
لها دائما   قيم الصوابكانت  إذا صحيحة منطقيا أو استدلال  أنها  Aالمنطقية يقال للعبارة

 الصواب.
𝑨وتكتب  ≡ 𝑻. 
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 ( 4)مثال  

𝑝ل   اثبت أن العبارة التالية استدا  ∨ −𝑝 . 

 الحل:

𝒑 −𝒑 𝒑 ∨ −𝒑 

T F T 

F T T 

𝑝نلاحظ أن  ∨ −𝑝 ≡ 𝑇 

 فتعري
لها   قيم الصواب كانت  إذاأنها خاطئة منطقيا أو تناقض  Aالمنطقية  يقال للعبارة 

𝑨دائما خاطئة. وتكتب   ≡ 𝑭. 
 

 

 ( 5)مثال  

𝑝اثبت أن العبارة التالية تناقض  ∧ −𝑝. 

 الحل:

𝒑 −𝒑 𝒑 ∧ −𝒑 

T F F 

F T F 

𝑝نلاحظ أن  ∧ −𝑝 ≡ 𝐹. 
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  تمارين

 اثبت أن  -1

i. −(𝑝 ∧ 𝑞) ≡ −𝑝 ∨ −𝑞 

ii. −𝑝 ∨ 𝑞 ≡ 𝑝 ⟶ 𝑞 

iii. (𝑝 ⟶ 𝑞) ∧ (𝑞 ⟶ 𝑝) ≡ 𝑝 ↔ 𝑞 

 اثبت العلاقات الاتية:  r, p, qلأي ثلاث تقارير   -2

i. −(−𝑝) ≡ 𝑝. 

ii. −(𝑝 ∧ −𝑝) ≡ 𝑇. 

iii. −(𝑝 ∨ −𝑝) ≡ 𝐹. 

iv. 𝑝 ∧ 𝑝 ≡ 𝑝, 𝑝 ∨ 𝑝 ≡ 𝑝. 

v. 𝑝 ∧ 𝑞 ≡ 𝑞 ∧ 𝑝, 𝑝 ∨ 𝑞 ≡ 𝑞 ∨ 𝑝. 

vi. 𝑝 ∧ (𝑞 ∧ 𝑟) ≡ (𝑝 ∧ 𝑞) ∧ 𝑟, 𝑝 ∨ (𝑞 ∨ 𝑟) ≡ (𝑝 ∨ 𝑞) ∨ 𝑟 

vii. 𝑝 ∧ (𝑞 ∨ 𝑟) ≡ (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑟), 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ 𝑟) ≡ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧

(𝑝 ∨ 𝑟). 

viii. −(𝑝 ∧ 𝑞) ≡ −𝑝 ∨ −𝑞, −(𝑝 ∨ 𝑞) ≡ −𝑝 ∧ −𝑞. 

ix. 𝑝 ∨ (𝑝 ∧ 𝑞) ≡ 𝑝, 𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ≡ 𝑝. 

 . 
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 العلاقات في المنطق الرياضي ( 1-4)

 تعريف
تقضى   A إنمنطقيتين يحويا نفس التقارير المنطقية. نقول  عبارتين  A,Bبفرض أن 

B كانت   إذا𝑨 → 𝑩 ≡ 𝑻   وتكتب𝐀 ⟹ 𝐁 . 

 ( 6)مثال  

𝑝)برهن أن   ∨ 𝑞) ∧ −𝑝 ⇒ 𝑞 . 

 الحل:

𝑝)لنبرهن أن العبارة  ∨ 𝑞) ∧ −𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ 𝑇 

𝒑 𝒒 −𝒑 𝒑 ∨ 𝒒 (𝒑 ∨ 𝒒) ∧ −𝒑 (𝒑 ∨ 𝒒) ∧ −𝒑 ⟶ 𝒒 
𝑻 T F T F T 
T F F T F T 
F T T T T T 
F F T F F T 

 

 تعريف
  Bتكافئ   A إنمنطقيتين يحويا نفس التقارير المنطقية. نقول  عبارتين  A,Bبفرض أن 

𝑨 كانت   إذا ↔ 𝑩 ≡ 𝑻  وتكتب𝐀 ⟺ 𝐁. 
 

 

 ملحوظة: 
𝑨حيث   ↔ 𝑩   يتحقق الا عندما يكون    استدلال يعني صائبة منطقيا وهذا لاA,B   لهم

 نفس قيم 
𝐀ولهذا نكتب   الصواب في جدول الصواب  ⟺ 𝐁   أو𝑨 ≡ 𝑩 . 

 

 ( 6)مثال  

𝐴كانت   إذا ≡ 𝑝 ↔ 𝑞  و𝐵 ≡ (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (−𝑝 ∧ −𝑞)   فبرهن أن𝐴 ≡ 𝐵 

 الحل:
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𝒑 𝒒 A −𝒑 -q 𝒑 ∧ 𝒒 −𝒑 ∧ −𝒒 𝑩 A↔B 
𝑻 T T F F T F T T 
T F F F F F F F T 
F T F T T F F F T 
F F T T T F T T T 
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  تمارين

 اثبت أن  -1

i. 𝐴 ⇒ 𝐴 ∨ 𝐵,   𝐵 ⇒ 𝐴 ∨ 𝐵. 

ii. 𝐴 ∧ 𝐵 ⇒ 𝐴,   𝐴 ∧ 𝐵 ⇒ 𝐵. 

iii. (𝐴 ⟶ 𝐵) ∧ 𝐴 ⇒ 𝐵, (𝐴 ⟶ 𝐵) ∧ −𝐵 ⇒ −𝐴. 

iv. (−𝐴 ∨ 𝐵) ∧ 𝐴 ⇒ 𝐵,   (−𝐵 ∨ 𝐴) ∧ 𝐵 ⇒ 𝐴. 

v. 𝐵 ⇒ (𝐴 ⟶ 𝐵), −𝐴 ⇒ (𝐴 ⟶ 𝐵). 

vi. (𝐴 ⟶ 𝐵) ∧ (𝐵 ⟶ 𝐶) ⇒ (𝐴 ⟶ 𝐶).   
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 ( أنواع التقارير1-5)

جنوب    إذا جامعة  كليات  احدى  العلوم  "كلية  العبارة  الي  عبارة  الوادينظرنا  أنها  نجد   "

ولكن   "   إذاصحيحة  الجملة  الي  جنوب    xنظرنا  جامعة  كليات  يمكنن"    الوادياحدى    ا لا 

كلمة مناسبة بحيث تصبح    xالتحدث عن صحتها أو خطئها الا أنه يمكننا أن نضع بدلا من 

" ويسمى  F(x)لدينا عبارة صحيحة وتسمي الجملة السابقة جملة مفتوحة ويرمز لها بالرمز "

يصبح لدينا عبارة صحيحة تسمى    حتى"  xمتغيرا. ومجموعة الكلمات التي توضع بدلا من "

 مجموعة الحل للجملة المفتوحة. 

 تعريف 
  F(a)كان   إذا Dتقرير مفتوح مجاله   F(x). يسمى   Dمتغير مجالة    xنفرض أن
𝒂    تقرير لكل ∈ 𝑫 

 

 : مثال

𝑥3هو التقرير المفتوح   𝐹(𝑥)نفرض أن   > 𝑥2    حيث𝐷 = ℝ.   اكتب التقارير

𝐹(2), 𝐹(−1)  خاطئة؟ وأي من هذه التقارير صائبة وأيها . 

 الحل:

𝐹(−1) = −1 > 1                 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒 

𝐹(2) = 8 > 4                        𝑇𝑟𝑢𝑒 

 تعريف 
 𝑭(𝒙)فان مجموعة الحل "صواب" للتقرير   Dهو تقرير مفتوح مجاله   𝑭(𝒙)  كان إذا

 صواب أي أن:   𝑭(𝒙)وتجعل    Dهي مجموعة العناصر الموجودة في  
𝑺 = {𝒙 ∈ 𝑫: 𝑭(𝒙) 𝒊𝒔 𝒕𝒓𝒖𝒆} 

 مثال: 

أوجد مجموعة الصواب   ”x is a factor of 9 “هو التقرير المفتوح   𝐹(𝑥)نفرض أن  

 في الحالات الاتية:  𝐹(𝑥)ل  

𝑥كان   إذا (1) ∈ 𝐷 𝑎𝑛𝑑 𝐷 = ℤ+   . 

𝑥كان   إذا (2) ∈ 𝐷 𝑎𝑛𝑑 𝐷 = ℤ   . 

 الحل:

(1) 𝑆 = {1,3,9} 

(2) 𝑆 = {±1, ±3, ±9} 
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تحول  تحدد التقارير المفتوحة بأسوار يمكننا أن نحكم بصحة أو خطأ التقرير أي أنها  

 القضية الي صيغة منطقية سنذكر منها الاتي: 

 ∀التقرير الشمولي أو سور الشمول  أولا: 

 :تعريف
 . تسمي الجملة Dهو تقرير مفتوح مجاله  𝑭(𝒙)  نفرض أن

  ∀𝒙 ∈ 𝑫, 𝑭(𝒙) 
" تقرير شمولي ويكون التقرير الشمولي صائبا اذا كان  F(x)يكون التقرير    x"لكل  
S=D   .ويكون خاطئا اذا كان خلاف ذلك 

 مثال: 

 ان الشموليان الاتيان صائبان منطقيا: رهل التقري

(1)∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥2 ≥ 1. 

(2)∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥2 ≥ 0. 

 الحل:

(1)S = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑥2 ≥ 1} ≠ ℝ. 

 وبالتالي القرير خاطئ منطقيا

(2)S = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑥2 ≥ 0} = ℝ. 

 القرير صواب منطقيا وبالتالي 

 ∃أو سور الوجود   الوجوديالتقرير ثانيا: 

 :تعريف
 . تسمي الجملة Dهو تقرير مفتوح مجاله  𝑭(𝒙)  نفرض أن

  ∃𝒙 ∈ 𝑫, 𝑭(𝒙) 
كان   إذاصائبا  الوجودي ويكون التقرير   وجودي صواب" تقرير  F(x)بحيث    x"يوجد  

𝑺 ≠ 𝚽  كان خلاف ذلك.  إذاويكون خاطئا 
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 مثال: 

 التقرير هل 

∃𝑥 ∈ ℤ+, 𝑥2 = 𝑥 

 .صائب منطقيا 

 الحل:

S = {𝑥 ∈ ℤ+: 𝑥2 = 0} = {0,1} ≠ Φ.   

 .وبالتالي التقرير صواب 

 :لاحظاتم
 أي أن:  وجودي نفي التقرير الشمولي هو تقرير   -1

−(∀𝒙 ∈ 𝑫, 𝑭(𝒙)) ≡ ∃𝒙 ∈ 𝑫, − 𝑭(𝒙) 

 هو تقرير شمولي أي أن:   الوجودي نفي التقرير  -2
−(∃𝒙 ∈ 𝑫, 𝑭(𝒙)) ≡ ∀𝒙 ∈ 𝑫, − 𝑭(𝒙) 

 

 مثال: 

 أوجد نفي التقارير الاتية: 

 يكون عدد زوجي.  pكل عدد أولي  (1)

 درجة.  190مجموع زوايا تكون  Tيوجد مثلث    (2)

 الحل:

)هذا التقرير صواب   .تكون عدد غير زوجي pبحيث   pيوجد عدد اولي   (1)

pحيث يوجد   = 3) 

 درجة. )هذا التقرير صواب(  190 ي لا تساومجموع زوايا   Tكل مثلث   (2)
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 التقرير الشرطي الشمولي  ثالثا: 

 :تعريف
. تسمي  Dهو تقريران مفتوحان مجالهما   𝑭(𝒙)𝒂𝒏𝒅 𝑷(𝒙)  نفرض أن

 الجملة
∀𝒙 ∈ 𝑫;  𝑭(𝒙) → 𝑷(𝒙) 

 شمولي.  شرطييسمي تقرير 

 مثال: 

𝑥∀ نفرض أن   ∈ ℤ, 𝑖𝑓 𝑥 > 2, 𝑡ℎ𝑒𝑛 𝑥 >  هل التقرير صائب منطقيا؟  6

 الحل:

 نفرض ان   

𝐹(𝑥) = ∀𝑥 ∈ ℤ, 𝑥 > 2 𝑎𝑛𝑑 𝑃(𝑥) = 𝑥 > 6 

 أي أن 

∀𝑥 ∈ ℤ, 𝐹 → 𝑃 
 ليس منطقيا بينما  

∀𝑥 ∈ ℤ, 𝑃 → 𝐹 

 . صائب 
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 ( طرق البراهين 1-6) 

 :تعريف
ونعبر عن   انها نظرية إذا كانت صحيحة منطقيا.   𝑨نقول ان العبارة المنطقية  

 على النحو التالي: 𝑨النظرية  
,𝒑𝟏إذا كانت الفرضيات   𝒑𝟐, … , 𝒑𝒏   صحيحة فان النتيجةq  .صحيحة 

 

 الأن سوف نستعرض طرق البرهان 

 البرهان المباشر أولا: طريقة 

 صحيحة.  𝒒ونثبت أن   𝒑وفي هذه الطريقة نفرض صحة  

 مثال: 

 عدد صحيح فردى.  𝑛2عدد صحيح فرديا فان    𝑛برهن أنه إذا كان  

 الحل:

عدد صحيح فردى " ويكون   𝑞    "𝑛2عدد صحيح فردى" وأن   𝑛هي "   𝑝نفرض أن  

 المطلوب  

𝑝هو صحة   → 𝑞 

 وبالتالي فان  𝑝بفرض صحة  

  𝑛 = 3𝑚 

𝑛2 = 9𝑚2 

            = 3(3𝑚2) 

   = 3𝑘 

  𝑞عدد صحيح فردى أي أن   𝑛2عدد صحيح موجب والذي يؤدى الي أن   𝑘حيث  

   صحيحة. 

 البرهان بطريقة المثال المعاكس ثانيا: 

𝒙∀لدينا عبارة منطقية " إذا كان  ∈ 𝑫, 𝑷(𝒙)”  لكي نبرهن صحة هذه العبارة
𝒙باستخدام المثال المعاكس أي أن يتم العثور على عنصر على الأقل   ∈ 𝑫   بحيث

𝒙∃تكون العبارة التالية صحيحة   ∈ 𝑫, −𝑷(𝒙).   

 مثال: 

هو مجموع مربع أو   𝑥أي عدد صحيح موجب  𝑃(𝑥) هل العبارة التالية والتي تمثل " 

 مربعين أو ثلاث مربعات لأي عداد صحيحة موجبة". 

  :الحل
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1 =  12 

2 = 12 + 12 

 3 = 12 + 12 + 12 

4 = 22 

5 = 12 + 22 

6 = 12 + 12 + 22 

7∃لكن   ∈ ℤ+ 𝑏𝑢𝑡 𝑃(7) ≡ 𝐹  .وبالتالي العبارة خاطئة 

 البرهان بطريقة الحالاتثالثا: 

 الحالات. في هذا النوع يتم تقسيم المسألة الي عدد صغير من 

 مثال: 

𝑛فان     𝑛برهن أنه لكل عدد طبيعي   + 𝑛2  .عدد زوجي 

 الحل:

𝑛تعني   𝑃(𝑛)نفرض أن   + 𝑛2  عدد زوجي وبالتالي سوف يكون المطلوب 

  ∀ 𝑛 ∈  ℕ, 𝑃(𝑛) ≡ 𝑇.   من المفيد فرضℕ = 𝐴 ∪ 𝐵   حيث𝐴, 𝐵   تعني مجموعة

𝑛 ∀الأعداد الفردية والزوجية على الترتيب وبالتالي تصبح المسألة كالتالي   ∈

 𝐴, 𝑃(𝑛), ∀ 𝑛 ∈  𝐵, 𝑃(𝑛). 

عدد صحيح فردي فان مربعها يكون فردي وبما أن مجموع   𝑛إذا كان   الحالة الأولي:

𝑃(𝑛)أي عددين فرديين يكون زوجي فان   ≡ 𝑇 . 

عدد صحيح زوجي فان مربعها يكون زوجي وبما أن مجموع    𝑛إذا كان   :ثانيةالحالة ال

𝑃(𝑛)أي عددين زوجيين يكون زوجي فان   ≡ 𝑇 . 

 البرهان بالتناقض رابعا: 

صحيح فان هذا تناقض وبالتالي   𝑷−عبارة منطقية وكان الفرض   𝑷إذا كان 
 النظرية غير صحيحة. 

 مثال: 

 عدد غير نسبي.   5√برهن أن  

 الحل:
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 عدد نسبي فان   5√صحيحة أي أن   𝑃−عدد غير نسبي وأن    5√تعني   𝑃نفرض أن  

√5 =
𝑛

𝑚
, (𝑛, 𝑚) = 1 

∴ 5 =
𝑛2

𝑚2
⇒ 𝑛2 = 5𝑚2 

𝑛وعند وضع   𝑛2عامل من عوامل  5وهذا يعني  = 5𝑎   فان هذا يؤدي الي

𝑚2 = 5𝑛2  عامل من عوامل  5وبالتالي𝑚  وهذا يؤدى الي أن 𝑚, 𝑛   ليس أوليين فيما

 تكون صحيحة.  𝑃خطأ وهذا تناقض وبالتالي   𝑃−بينهما وبالتالي فان  

 البرهان بنقض الفرضخامسا: 

𝒑 المنطقية   عبارةالنفرض اننا أردنا برهان صحة  ⟶ 𝒒 سوف نستخدم القاعدة 
𝒑 ⟶ 𝒒 ≡ −𝒒 ⟶ −𝒑 

 خاطئة.  𝑝خاطئة ونبرهن أن  𝒒 أي أننا نفرض أن 

 مثال: 

 عدد صحيح زوجي.  𝑛2عدد صحيح زوجي فان    𝑛برهن أنه إذا كان  

 الحل:

عدد صحيح زوجي " بفرض    𝑝   "𝑛2عدد صحيح زوجي" وأن   𝑛هي "   𝑞نفرض أن  

عدد صحيح فردى وهذا يقتضي    𝑛تقرير صائب وهذا يعني   𝑞−تقرير خطأ وأن    𝑞ان  

𝑛2   عدد صحيح فردى من المثال الذي تم ذكره سابقا أي أن−𝑞 ⇒ −𝑝. 
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   تمارين

 عدد صحيح زوجي.  𝑛2عدد صحيح زوجي فان    𝑛إذا كان  برهن بالطريقة المباشرة  -1

𝑥2برهن بالتناقض أنه إذا كان   -2 + 𝑦2 = 𝑧2, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℤ    فانx  أوy   أوz    عدد

 زوجي. 

 عدد غير نسبي.   3√برهن أن   -3

هل العبارة المنطقية التي تمثل "أي مجموعة من ثلاثة أعداد صحيحة موجبة تصلح   -4

 صحيحة؟ لكي تكون أضلاع مثلث قائم الزاوية " 
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 الباب الثاني 

 نظرية المجموعات

الحاجة لكتابة الأنظمة والاشكال الرمزية والأرقام...الخ في شكل رمزي أو وصفى يختزل  

أو يوجد هذه الأشياء معا ضرورة حتمية نتيجة التطور السريع في علوم الرياضيات ومع  

وغيرها من العلوم تبلورت الحاجة الي  تقدم علوم الجبر ونظرية الأعداد والتحليل الرياضي  

الرياضيات وظهرت نظرية   العلوم من فروع  تبني عليها كل هذه  أساسية مشتركة  قاعدة 

المجموعات كأساس قوى تبدأ منه كل هذه العلوم في دراسات وبحوث الكثير من العلماء في  

 وكانتور....   ن القرن التاسع عشر وكان على رأسهم جالو وها ميلتو

 يم الأساسيةالمفاه -1

 Setتعريف المجموعة 

 هي تجمع من الأشياء المعرفة تعريفا جيدا ولها صفات مشتركة. 

بينما عناصرها سوف نرمز لها بالرمز   capital lettersسوف نرمز لها بالحروف  

small letters   وتوضع بين أقواس{} . 

 أمثلة: 

 مجموعة محافظات جمهورية مصر العربية.  (1)

(2) ℕ = {1,2, … }        

 |𝐴|.بالرمز  𝐴هي عدد عناصر المجموعة ويرمز لرتبة المجموعة    :رتبة المجموعة

 وبالتالي يمكن تصنيف المجموعات من حيث عدد عناصرها الي 

 

set

infinite

عناصرها لايمكن خصرها

finite

أي عناصرها يمكن حصرها
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 طرق تمثيل المجموعات: 

ℕوفيها يتم سرد عناصر المجموعة على سبيل المثال   طريقة السرد: -أ = {1,2, … }    . 

 وفيها يتم ذكر صفة مميزة للعناصر على سبيل المثال طريقة الصفة المميزة:  -ب

.  A = {𝑥: 𝑥 𝑖𝑠 𝑜𝑑𝑑 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟}       

 .ϕهي المجموعات التي لا تحتوي على أي عنصر ويرمز لها بالرمز  المجموعة الخالية 

هي المجموعات التي ل تحوي جميع العناصر التي تملك خاصية ما  ة  ملاشالمجموعة ال

 . Uويرمز لها بالرمز  

 العلاقات على المجموعات:  -2
 علاقة الانتماء:  ▪

 فأننا نقول:  Aعنصر من عناصر المجموعة   aإذا كان لدينا  

- a   ينتمي اليA    أي العنصر موجود فيA   وتكتب𝑎 ∈ 𝐴. 

- a   لا ينتمي اليA    أي العنصر موجود فيA   وتكتب𝑎 ∉ 𝐴 

 علاقة الاحتواء:  ▪

,𝐴إذا كان لدينا   𝐵   مجموعتين غير خاليتين فإننا نقول 

- 𝐴 ⊂ 𝐵    أي أن𝐵   تحتوي𝐴   بمعني كل عنصر من عناصر المجموعة𝐴  

𝐴والعكس ليس بالضرورة وتكتب   𝐵موجود في المجموعة   ⊂ 𝐵 ⇔ ∀𝑎 ∈

𝐴 ⇒ 𝑎 ∈ 𝐵. 

- 𝐴 ⊄ 𝐵    أي أن𝐵   لا تحتوي𝐴   بمعني يوجد عنصر على الأقل من عناصر

𝐴وتكتب   𝐵غير موجود في المجموعة   𝐴المجموعة   ⊄ 𝐵 ⇔ ∃𝑏 ∈ 𝐴 ⇒

𝑏 ∉ 𝐵. 

 :ملاحظات

𝐴∀ -أ ⇒ ϕ ⊂ 𝐴    ويمكن اثبات ذلك بالتناقض 

  𝐿𝑒𝑡 ϕ ⊄ 𝐴 ⇒ ∃𝑏 ∉ ϕ, 𝑏 ∉ 𝐴   

 وهذا تناقض. 
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𝐴∀ -ب  ⇒ A ⊂ 𝐴    

𝐴 -ج = 𝐵 ⇔ 𝐴 ⊂ 𝐵, 𝐵 ⊂ 𝐴. 

 Power setقوى المجموعة  -3

 تعريف: 

𝑃(𝐴)ويعبر عنها   𝐴هي جميع المجموعات الجزئية من     𝐴قوى المجموعة   =

{𝑆: 𝑆 ⊂ 𝐴}. 

 نظرية: 

2𝑛     فان  𝑛مجموعة رتبتها   𝐴  إذا كانت  = |𝑃(𝐴)|. 

 البرهان: يترك للطالب

 العلميات على المجموعات: -4

 الاتحاد  -أ

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑎: 𝑎 ∈ 𝐴 ∨ 𝑎 ∈ 𝐵} 

 التقاطع  -ب 

𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑎: 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑎 ∈ 𝐵} 

 الفرق -ج

𝐴 − 𝐵 = {𝑎: 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑎 ∉ 𝐵} 

 الفرق المتماثل  -د 

𝐴 △ 𝐵 = (𝐴 − 𝐵) ∪ (𝐵 − 𝐴) 

 الضرب الديكارتي "الكرتيزى"  - هـ 

𝐴 × 𝐵 = {(𝑎, 𝑏): 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐵} 

 المجموعة مكملة  -و

𝐴𝑐 = 𝑈 − 𝐴 = {𝑎: 𝑎 ∉ 𝐴} 
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 : التجزئة -5

تسمي    .𝑖∈𝐼{𝐵𝑖}وأن لدينا عائلة من المجموعات الجزئية   𝐴بفرض أن لدينا المجموعة  

 : نإذا حققت الشرطين التاليي  𝐴هذه العائلة تجزئة للمجموعة  

1 − 𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗 = 𝜙 ∀𝑖 ≠ 𝑗. 

2 −∪𝑖∈𝐼 𝐵𝑖 = 𝐴. 

 ملحوظة: 

زئة  تشكل تج 𝐴𝑐و   𝐴فان   𝑈مجموعة جزئية من   𝐴المجوعة الشاملة و   𝑈إذا كانت  

 .𝑈للمجموعة  

 : جداول الانتماء

فأننا    يأو لا تنتم   ي كما ذكرنا سابقا أن علاقة عناصر المجموعة بالمجموعة اما تنتم •

  1يمكننا التعبير عن ذلك باستخدام جداول الانتماء وفي حالة انتماء العنصر فأننا نعطيها  

 . 0 وفي حالة عدم الانتماء تأخذ 

 

 

 

 

 

بالنسبة   يكون جدول الانتماء المناظر لهما   𝐵و    𝐴وفي حالة كون لدينا مجموعتين   •

 aللعنصر 

 

 

 

A 

1 

0 
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 بالجدول التالي:  ت تمثيل جدول الانتماء مع العمليات على المجموعا  يمكن  •

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B A 

1 1 

0 1 

1 0 

0 0 

𝐴∆𝐵 𝐴 − 𝐵 𝐴 ∩ 𝐵 𝐴 ∪ 𝐵 𝐴𝑐 B A 

0 0 1 1 0 1 1 

1 1 0 1 0 0 1 

1 0 0 1 1 1 0 

0 0 0 0 1 0 0 
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 تمارين  
 اثبت العلاقات الاتية  

1 − 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴. 

2 − 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶. 

3 − 𝐴 ∪ 𝐴 = 𝐴. 

4 − 𝐴 ∪ ∅ = 𝐴. 

5 − 𝐴 ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵&   𝐵 ⊂ 𝐴 ∪ 𝐵. 

6 − 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴. 

7 − 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶. 

8 − 𝐴 ∩ 𝐴 = 𝐴. 

9 − 𝐴 ∩ ∅ = ∅. 

10 − 𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝐴 &   𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝐵. 

𝐴إذا كانت   -2 ⊂ 𝐵   و𝐵 ⊂ 𝐶   فبرهن أن𝐴 ⊂ 𝐶 

𝐴برهن   -3 − 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵𝑐 

𝐴برهن   -5 △ 𝐵 = (𝐴 ∩ 𝐵𝑐) ∪ (𝐵 ∩ 𝐴𝑐) 
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 لث الباب الثا

 العـــــــــــلاقات 
 : ضرب المجموعات

,𝐀بفرض أن لدينا المجموعتين  𝐁  الغير خاليتين فان حاصل الضر الديكارتي لهما
 يكون 

𝑨 × 𝑩 = {(𝒂, 𝒃): 𝒂 ∈ 𝑨 ∧ 𝒃 ∈ 𝑩}. 
 

 ملاحظات:

Aإذا كانت   -1 =  B  :فان حاصل الضر الديكارتي في هذه الحالة يكون كالتالي 

𝐴2 = 𝐴 × 𝐴 = {(𝑎, 𝑏): 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴}. 

 : عائلة منتهية من المجموعات حاصل ضرب -2

∏ 𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

= {(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛): 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖}. 

 حاصل ضرب عائلة غير منتهية من المجموعات: -3

∏ 𝐴𝑖

∞

𝑖=1

= {(𝑎1, 𝑎2, … ): 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖}. 

 مثال: 

Aإذا كانت   = ℝ  :فان 

ℝ2 = {(𝑎, 𝑏): 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ}. 

 تمثل نقاط المستوي. 

ℝ3 = {(𝑎, 𝑏, 𝑐): 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ}. 

 تمثل نقاط الفراغ. 

ℝ𝑛 = {(𝑎1, 𝑎2, … ): 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖}. 

 تمثل نقاط الفراغ ذو البعد النوني. 
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 :ملاحظات

|A|إذا كانت   -1 = n    و|B| = m   فان|A × B| = |A| × |B| = nm. 

,𝑎)بصفة عامة   -2 𝑏) ≠ (𝑏, 𝑎). 

 العلاقة: 

 تعريف: 
𝑹هي مجموعة جزئية من حاصل الضرب الديكارتي أي أن   𝑹العلاقة   ⊆ 𝐀 × 𝐁  

 𝒂وتعني العنصر   𝒂𝑹𝒃وعناصرها عبارة عن أزواج مرتبة وقد تكتب كالتالي  
بنطاق   𝑹وتسمي العناصر التي تظهر كمسقط أول في العلاقة   .𝒃مرتبط بالعنصر  

 .𝑹𝒂𝒏𝒈(𝑹)والمسقط الثاني بمدى العلاقة   𝑫𝒐𝒎(𝑹)العلاقة  
 

 

 تعريف: 
𝑹𝟏إذا كانت لدينا علاقتين  = {(𝒙, 𝒚): 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑨}   و𝑹𝟐 = {(𝒛, 𝒙): 𝒙, 𝒛 ∈

𝑨}   فان تحصليهما يكون كالتالي 
𝑹𝟏 ∘ 𝑹𝟐 = {(𝒛, 𝒚): 𝒛, 𝒚 ∈ 𝑨} 

𝑹𝟏بصفة عامة   ∘ 𝑹𝟐 ≠ 𝑹𝟐 ∘ 𝑹𝟏. 

 

 مثال: 

𝐴لتكن   = {1,2,3}, 𝐵 =  وبفرض أن  {2,3,5,6}

𝑅1 = {(1,2), (1,3), (1,0)} 

𝑅2 = {(2,2), (3,3), (3,5)} 

 تمثل علاقة.  𝑅2علاقة )اذكر السبب( بينما   ل لا تمث  𝑅1نلاحظ أن  

 العلاقة العكسية: 

𝑹إذا كانت   ⊆ 𝐀 × 𝐁   فان العلاقة العكسية تكون𝑹−𝟏 ⊆ 𝐁 × 𝐀   وتعرف بالشكل
 التالي:

𝑹−𝟏 = {(𝒚, 𝒙): 𝒚 ∈ 𝑩, 𝒙 ∈ 𝑨, (𝒙, 𝒚) ∈  𝑹} 
𝑹𝒂𝒏𝒈(𝑹)وفيها يكون   = 𝑫𝒐𝒎(𝑹−𝟏)   و𝑹𝒂𝒏𝒈(𝑹−𝟏) = 𝑫𝒐𝒎(𝑹) . 

 مثال: 

𝐴لتكن   = 𝑅   وبفرض أن {1,2,3,4} = {(𝑥, 𝑦): 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 > 𝑦}   :فأوجد 

 وكذلك نطاقها ومدها؟   𝑅تعرف العلاقة  -1

 وكذلك نطاقها ومدها؟  𝑅−1تعرف العلاقة   -2
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3-𝑅−1 ∘ 𝑅  ؟ وكذلك مثل𝑅−1   و𝑅   بالأسهم؟ 

 الحل:

1- 𝑅 = {(2,1), (3,1), (4,1), (3,2), (4,2), (4,3)}, 

𝐷𝑜𝑚(𝑅) = {2,3,4}, 𝑅𝑎𝑛𝑔(𝑅) = {1,2,3}. 

2-𝑅−1 = {(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4)}, 
𝐷𝑜𝑚(𝑅−1) = {1,2,3}, 𝑅𝑎𝑛𝑔(𝑅−1) = {2,3,4}. 

3-𝑅−1 ∘ 𝑅 =

{(2,2), (2,3), (2,4), (3,2), (3,3), (3,4), (4,2), (4,3), (4,4)} 

 

 

 

 

 
 

𝑅                                                                                  𝑅−1 

 خواص العلاقات: 

 Reflexive Relationالعلاقة العاكسة   -1

𝑅يقال للعلاقة   ⊆ 𝐴 × 𝐴   :أنها عاكسة إذا تحقق الشرط التالي 

∀𝑥 ∈ 𝐴 ⟹ (𝑥, 𝑥) ∈ 𝑅. 

 Symmetric Relationالعلاقة متماثلة   -2

𝑅يقال للعلاقة   ⊆ 𝐴 × 𝐵   إذا تحقق الشرط التالي:  متماثلةأنها 

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 ⟹ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅. 

 Antisymmetric Relationالعلاقة متخالفة   -3

𝑅يقال للعلاقة   ⊆ 𝐴 × 𝐵   ة إذا تحقق الشرط التالي: تخالف أنها م 

1 

2 

3 

4 

 

1 

2 

3 

4 

 

1 

2 

3 

4 

 

1 

2 

3 

4 
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∀(𝑥, 𝑦), (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 ⟹ 𝑥 = 𝑦. 

  Transitive Relationالعلاقة ناقلة   -4

𝑅يقال للعلاقة   ⊆ 𝐴 × 𝐵    إذا تحقق الشرط التالي:  ناقلةأنها 

∀(𝑥, 𝑦), (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅 ⟹ (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑅. 

 العلاقة مترابطة  -5

𝑅يقال للعلاقة   ⊆ 𝐴 × 𝐵   إذا تحقق الشرط التالي:  مترابطةأنها 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ⟹ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 ∨ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅. 

 مثال: 

𝐴لتكن   = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} وبفرض أن لدينا العلاقة 

𝑅

= {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑐), (𝑎, 𝑑), (𝑏, 𝑐), (𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑑), (𝑐, 𝑐), (𝑐, 𝑑), (𝑑, 𝑑)} 

 ادرس خواص هذه العلاقة. 

 الحل:

1- 𝑅   عاكسة حيث 

(𝑎, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑐, 𝑐), (𝑑, 𝑑) ∈ 𝑅. 

2- 𝑅  ليست متماثلة حيث 

(𝑏, 𝑐) ∈ 𝑅 𝑏𝑢𝑡 (𝑐, 𝑏) ∉ 𝑅 

3- 𝑅   .متخالفة لعدم وجود ما يمنع ذلك 

 ليست متخالفة وبالتالي نفي الشرط يكون صحيح أي أن  𝑅يمكن اثبات ذلك بفرض أن  

−[∀(𝑥, 𝑦), (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 ⟹ 𝑥 = 𝑦] ≡ ∃(𝑥, 𝑦), (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑅 ⟹ 𝑥

≠ 𝑦 

 . 𝑅وهذا الشرط غير محقق في  

4- 𝑅  .ناقلة من تعريف العلاقة 
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سوف نثبت صحة هذه الخاصية عن طريق نقض الشرط أي أن نفرض أن العلاقة  

 ليست ناقلة وبالتالي  

−[∀(𝑥, 𝑦), (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅 ⟹ (𝑥, 𝑧) ∈ 𝑅] ≡ ∃(𝑥, 𝑦), (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑅

⟹ (𝑥, 𝑧) ∉ 𝑅 

 وهذا غير محقق في العلاقة وبالتالي العلاقة ناقلة. 

 العلاقة مترابطة لان الشرط محقق.  -5

  relationOrderedعلاقة الترتيب  ▪

𝑹إذا كانت   ⊆ 𝑨 × 𝑨   فأننا نقول إن𝑹  :انها علاقة ترتيب إذا تحقق 
 عاكسة.  -1
 متخالفة.  -2
 ناقلة.  -3

,𝑨)وتسمي   𝑹)  .مجموعة مرتبة جزئيا 

 

 علاقة الترتيب الكلي  ▪

𝑹إذا كانت   ⊆ 𝑨 × 𝑨   فأننا نقول إن𝑹  :انها علاقة ترتيب كلي إذا تحقق 
 علاقة ترتيب.  -1
 مترابطة.  -2

,𝑨)وتسمي   𝑹)  .مجموعة مرتبة كليا 

 

 مثال: 

 علاقة معرفة عليها كالتالي  𝑅مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة وأن   +ℤلتكن  

∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ+, 𝑎𝑅𝑏 ⇔ 𝑎\𝑏 (𝑏 = 𝑛𝑎, 𝑛 ∈ ℤ+) 

 ادرس العلاقة من حيث كونها علاقة ترتيب ولكنها ليست علاقة ترتيب كلي.

 الحل:

 العلاقة عاكسة حيث  -1

∀𝑎 ∈ ℤ+ ⟹ 𝑎 = 1(𝑎) ⟹ 𝑎\𝑎 ⟹ 𝑎𝑅𝑎. 

 العلاقة متخالفة حيث  -2
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∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ+, 𝑎𝑅𝑏, 𝑏𝑅𝑎 ⟹ 𝑎\𝑏, 𝑏\𝑎 

                                                                             ⟹ 𝑏 = 𝑛𝑎, 𝑎

= 𝑚𝑏 ∀𝑚, 𝑛 ∈ ℤ+ 

                                              ⟹ 𝑏 = 𝑛(𝑚𝑏) 

                                        ⟹ 1 = 𝑛𝑚 

                                                     ⟹ 1 = 𝑛 𝑜𝑟 1 = 𝑚 

                                    ⟹ 𝑎 = 𝑏. 

 العلاقة ناقلة حيث  -3

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ+, 𝑎𝑅𝑏, 𝑏𝑅𝑐 ⟹ 𝑎\𝑏 𝑎𝑛𝑑 𝑏\𝑐 

                                                          ⟹ 𝑏 = 𝑛𝑎 𝑎𝑛𝑑 𝑐 = 𝑚𝑏 

                                         ⟹ 𝑐 = 𝑚(𝑛𝑎) 

                                     ⟹ 𝑐 = 𝑚𝑛𝑎 

                           ⟹ 𝑎𝑅𝑐. 

 وبالتالي تكون العلاقة ترتيب.

 العلاقة ليست مترابطة حيث  -4

2,3 ∈ ℤ+, (2,3) ∉ 𝑅  𝑜𝑟 (3,2) ∉ 𝑅. 

 مثال:  

 علاقة معرفة عليها كالتالي  𝑅مجموعة الأعداد الطبيعية وأن   ℕلتكن  

∀𝑎, 𝑏 ∈  ℕ , 𝑎𝑅𝑏 ⇔ 𝑎 ≤ 𝑏  

 فان هذه العلاقة تكون علاقة ترتيب كلي )تحقق من ذلك(.
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 Equivalent relationعلاقة التكافؤ  ▪

 علاقة تكافؤ إذا حققت الخواص الأتية:  𝑹نقول إن  
 عاكسة.  -1
 متماثلة.  -2
 ناقلة.  -3

 

 فصول التكافؤ  ▪

𝒙وليكن   𝑨علاقة تكافؤ على المجموعة   𝑹لتكن  ∈ 𝑨    نسمي مجموعة العناصر
ويرمز له بالرمز   𝒙بعلاقة التكافؤ بفصول تكافؤ العنصر   𝒙والمرتبطة مع   𝑨في  

�̅� 𝒐𝒓 [𝒙] 𝒐𝒓 𝒄𝒍[𝒙]  ويكون 
�̅� = {𝒚 ∈ 𝑨: 𝒙𝑹𝒚} 

 

 

 بعض خواص فصول التكافؤ

 نظرية: 
 فان:  𝑨علاقة تكافؤ على المجموعة   𝑹لتكن 

1-∀𝒙 ∈ 𝐀 ⟹ 𝒙 ∈ �̅�. 
2-𝒙𝑹𝒚 ⇔ �̅� = 𝒚.̅ 
3--∀𝒚 ∈ �̅� ⟹ �̅� = 𝒚.̅ 
4-∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑨, 𝒕𝒉𝒆𝒏 �̅� = �̅� 𝒐𝒓 �̅� ∩ �̅� = 𝚽. 

 . Aصفوف التكافؤ تشكل تجزئه للمجموعة -5

 

 متروك للطالب.  البرهان:

 : nعلاقة التطابق قياس   ▪

𝑛بفرض أن   ∈ ℤ+    وأن العلاقة 

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, xRy ⇔
𝑥 − 𝑦

𝑛
∈ ℤ 

𝑥وتكتب   𝑛تسمي هذه العلاقة بعلاقة تطابق قياس   ≡ 𝑦(𝑚𝑜𝑑 𝑛)    هذه العلاقة تمثل

 علاقة تكافؤ حيث 
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1-𝑙𝑒𝑡  𝑥 ∈ ℤ,
𝑥−𝑥

𝑛
= 0 ∈ ℤ ⟹ 𝑥𝑅𝑥.  

2- 𝑙𝑒𝑡  𝑥, 𝑦 ∈ ℤ, xRy ⟹
𝑥−𝑦

𝑛
=

−(𝑦−𝑥)

𝑛
∈ ℤ ⟹ 𝑦𝑅𝑥. 

3- xRy and yRx ⟹
𝑥−𝑦

𝑛
and

y−z

𝑛
⟹

𝑥−𝑦+𝑦−𝑧

2
⟹

𝑥−𝑧

2
∈ ℤ ⟹

𝑥𝑅𝑧. 

 نظرية: 
 عنصر وتكون   nهو  ℤ𝒏عدد عناصر المجموعة  

ℤ𝒏 = {�̅�, �̅�, … , 𝒏 − 𝟏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } 
 

 متروك للطالب.  البرهان:

 مثال: 

 فان   n=2إذا كانت  

ℤ2 = {0̅, 1̅} 
 

0̅ = {0, ∓2, ∓4, … , ∓2𝑘, … } 
1̅ = {∓1, ∓3, … , ∓(2𝑘 + 1), … } 

 فان   n=3إذا كانت  

ℤ2 = {0̅, 1̅, 2̅} 
 

0̅ = {𝑦 ∈ ℤ: y = 3k + 0} = {0, ∓3, ∓6, … } 
1̅ = {𝑦 ∈ ℤ: y = 3k + 1} = {… , −5, −2,1,4,7, … } 
2̅ = {𝑦 ∈ ℤ: y = 3k + 2} = {… , −4, −1,2,5,8, … } 
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 تمارين  
 العلاقات الاتية: ادرس  -1

I. ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ+, 𝑎𝑅𝑏 ⇔ 𝑏 = 5𝑎. 

II. ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ+, 𝑎𝑅𝑏 ⇔ 𝑎 ≠ 𝑏. 

III. ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑎𝑅𝑏 ⇔ 𝑎2 = 𝑏2. 

IV. ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑎𝑅𝑏 ⇔ 𝑎𝑏 ≥ 0. 

,𝑅1بفرض أن   -2 𝑅2   علاقتان على المجموعة الغير خاليةA   ناقش صحة

 العبارات التالية: 

(a) 𝑅1, 𝑅2   علاقتان عاكستان إذا كان وفقط𝑅1 ∪  𝑅2   .علاقة عاكسة 

(b) 𝑅1, 𝑅2   علاقتان عاكستان إذا كان وفقط𝑅1 ∩  𝑅2   .علاقة عاكسة 

 وكانت معرفه كالتالي:   +ℤعلاقة معرفة على   Rبفرض أن   -3

𝑅 = {(𝑎, 𝑏): 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ+, 𝑎 + 5𝑦 = 15} 

 . Rاكتب عناصر  -

,𝑅أوجد نطاق ومدي كلا من  - 𝑅−1, 𝑅 ∘ 𝑅−1, 𝑅−1 ∘ 𝑅 . 

 أعطي مثال لكل مما يأتي:  -4

 علاقة عاكسة وناقلة وليست متماثلة.  -

 علاقة عاكسة ومتماثلة وليست ناقلة.  -

 علاقة متماثلة وناقلة وليست عاكسة.  -
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 رابع الباب ال

 الرواسم
 تعريف : 

:𝒇مجموعتان غير خاليتان فان الراسم "الدالة"  A,Bإذا كانت لدينا   𝑨 → 𝑩   هي

 . Bيرتبط بعنصر وحيد من عناصر Aوفيه كل عنصر من عناصر   Bالي   A علاقة من
تسمي بالمجال   Bبالمجال في حين عناصر المجموعة   Aوتسمي عناصر المجموعة  

𝑰𝒎 𝒇تسمي بالمدى   A  𝒇(𝑨)المقابل وصور عناصر  ⊆ 𝑨. 

 

 :   مثال

:𝑓بفرض أن   -1 𝐴 → 𝐴, 𝑓(𝑎) = 𝑎 ∀𝑎 ∈ 𝐴    يسمي هذا الراسم براسم

 الوحدة أو دالة الواحدة أو راسم التطابق. 

:𝑓بفرض أن   -2 𝐴 × 𝐵 → 𝐴, 𝑓(𝑎, 𝑏) = 𝑎 ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎 ∈ 𝐵    يسمي هذا

𝐴بمسقط   الراسم × 𝐵    علىA . 

𝑆بفرض أن   -3 ⊆ 𝐴    وبتعريف الراسم 

𝑓𝑆: 𝐴 → {0,1}, 𝑓𝑆(𝑥) = {
1 𝑖𝑓 𝑥 ∈ 𝑆

0 𝑖𝑓 𝑥 ∈ 𝐴 − 𝑆 
  

 . Sوهذا الراسم يسمي بالراسم المميز للمجموعة 

 الرواسم  أو تركيب تحصيل 

 : تعريف  
:𝒈مجموعتان غير خاليتان وكان   A,Bإذا كانت لدينا   𝑨 → 𝑩   وكذلك𝒇: 𝑩 → 𝑪  

 فان تحصيل الراسمان يكون كالتالي
𝒇 ∘ 𝒈: 𝑨 → 𝑪, (𝒇 ∘ 𝒈)(𝒙) = 𝒇(𝒈(𝒙))∀𝒙 ∈ 𝑨 

𝒇وبصفة عامة   ∘ 𝒈 ≠ 𝒈 ∘ 𝒇. 

 : مثال

:𝑓بفرض أن   ℤ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + :𝑔وأن   4 ℝ → ℚ, 𝑔(𝑦) = √𝑦  أوجد 

  . 𝑓 ∘ 𝑔, 𝑔 ∘ 𝑓, 𝑓2, 𝑔2 

 الحل:
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𝑓2(𝑥) = (𝑓 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑓(𝑥)) = 3(3𝑥 + 4) + 4 = 9𝑥 + 16. 

𝑔2(𝑦) = (𝑔 ∘ 𝑔)(𝑦) = 𝑔(𝑔(𝑦)) = √√𝑦. 

(𝑓 ∘ 𝑔) =? 

(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) = √3𝑥 + 4 . 

Well define mapping 

   :تعريف  
:𝒇يقال للراسم   𝑨 → 𝑩  :معرف تعريفا جيدا إذا تحقق 

∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑨, 𝒙 = 𝒚 ⟹ 𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒚). 

 أنواع الرواسم

 Surjective or onto mappingالراسم الفوقي "الشامل" -1

   :تعريف  
:𝒇يقال للراسم   𝑨 → 𝑩  :أنه فوقي إذا تحقق 

∀𝒚 ∈ 𝑩, ∃ 𝒙 ∈ 𝑨: 𝒚 = 𝒇(𝒙), 𝒊. 𝒆. , 𝑰𝒎 𝒇 = 𝑩. 

 : مثال

:𝑓بفرض أن   ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 4 ∀𝑥 ∈ ℝ   اثبت أن𝑓  .يكون راسم فوقي 

 الحل:

𝑙𝑒𝑡 𝑦 ∈ ℝ, 𝑦 = 𝑓(𝑥)∀𝑥 ∈ ℝ ⟹ 𝑦 = 𝑥 + 4 

                                                                                  ⟹ 𝑥 = 𝑦 − 4 ∈ ℝ.   

 وبالتالي الراسم سوف يكون فوقي. 

 : مثال  

:𝑓بفرض أن   ℕ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 4 ∀𝑥 ∈ ℕ   اثبت أن𝑓  يكون راسم فوقي. لا  

 الحل:

𝐼𝑚 𝑓نلاحظ أن   ⊆ ℝ   .وبالتالي الراسم لا يكون فوقي 
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 Injective mapping or 1-1الراسم الأحادي "المتباين" -2

   :تعريف  
:𝒇يقال للراسم   𝑨 → 𝑩  :أنه احادي إذا تحقق 

∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑨, 𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒚) ⟹ 𝒙 = 𝒚 
 أو

∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑨, 𝒙 ≠ 𝒚 ⟹ 𝒇(𝒙) ≠ 𝒇(𝒚) 

 مثال: 

:𝑓بفرض أن   ℕ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥2 ∀𝑥 ∈ ℕ   اثبت أن𝑓  .يكون راسم احادي 

 الحل:

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℕ, 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⟹ 𝑥2 = 𝑦2 ⟹ 𝑥 = 𝑦. 

 اذن الراسم احادي. 

 مثال: 

:𝑓بفرض أن   ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥2 ∀𝑥 ∈ ℝ   اثبت أن𝑓  .لا يكون راسم احادي 

   )تحقق من ذلك(. 

 correspondence  Bijective mapping or 1-1الراسم تناظر احادي "التقابل" -3

   :تعريف  
:𝒇يقال للراسم   𝑨 → 𝑩  .أنه تناظر احادي إذا كان الراسم احادي وفوقي 

 

 : معكوس الراسم

   :تعريف  
:𝒈يقال للراسم   𝑩 → 𝑨   أنه معكوس للراسم𝒇: 𝑨 → 𝑩    ويرمز له بالرمز𝒈 =

𝒇−𝟏  إذا تحقق 
∀𝒚 ∈ 𝑩, 𝒙 ∈ 𝑨, (𝒇 ∘ 𝒈)(𝒙) = 𝒙 𝒂𝒏𝒅 , (𝒈 ∘ 𝒇)(𝒚) = 𝒚. 
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 نظرية : 

:𝒇الراسم  𝑨 → 𝑩   يكون له معكوس𝒇−𝟏    إذا وإذا كان فقط𝒇    راسم تناظري
 احادي.

 البرهان:

 وبالتالي  𝑓−1له معكوس   𝑓)الاتجاه الأول( بفرض أن الراسم  

 (𝑓 ∘ 𝑓−1)(𝑥) = 𝑥 ⟹ 𝑓(𝑓−1(𝑥)) = 𝑥 

 ليس احادي وبالتالي:  𝑓وبفرض أن  

 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 ≠ 𝑦 ⟹ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) 

                                                       ⟹ 𝑓−1(𝑓(𝑥)) = 𝑓−1(𝑓(𝑦)) 

                     ⟹ 𝑥 = 𝑦. 

 وهذا تناقض وبالتالي الراسم أحادي. 

 لأثبات أن الراسم فوقى 

𝑙𝑒𝑡 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑓(𝑓−1(𝑏)) = 𝑏 

 وبالتالي فان الراسم فوقي.   𝑓تحت تأثير    𝑓−1(𝑏)  هي صورة bفان وبالتالي 

:𝑓)الاتجاه الاخر( بفرض أن   𝐴 → 𝐵  :راسم تناظري احادي وبالتالي 

∀𝑦 ∈ 𝐵, ∃ 𝑥 ∈ 𝐴: 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

:𝑔الان سوف نعرف الراسم   𝐵 → 𝐴    كما يلي 

𝑔(𝑦) = 𝑥 ⟺ 𝑓(𝑥) = 𝑦 

 وبالتالي 

𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑓(𝑔(𝑦)) = 𝑦 

 .𝑓هو معكوس    𝑔اذن  

 نظرية : 
:𝒇بفرض أن الراسم   𝑨 → 𝑩    و𝑺 ⊆ 𝑨  :فان 

1- 𝑺 ⊆ 𝒇−𝟏(𝒇(𝑺)). 

2- 𝑺 = 𝒇−𝟏(𝒇(𝑺))  .بشرط أن يكون الراسم أحادي 

 البرهان:

1- ∀𝑥 ∈ 𝑆 ⟹ 𝑓(𝑥) = 𝑦 ∈ 𝑓(𝑆) ⟹ 𝑓−1(𝑦) ⊆ 𝑓(𝑆). 

𝑥وحيث   ∈ 𝑓−1(𝑦)   وبالتالي𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑓(𝑆))   ومنه يكون قد اثباتنا𝑆 ⊆

𝑓−1(𝑓(𝑆)). 

𝑓−1(𝑓(𝑆))لكي نثبت التساوي يكفي ان نثبت أن   -2  ⊆ 𝑆  :كالتالي 



 مقدمة الجبر المجرد                                                                 د. عمرو محمد الراوي

 

40       

∀𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑓(𝑆)) ⟹ 𝑓(𝑥) = 𝑦 ∈ 𝑓(𝑆) ⟹ 𝑥 = 𝑓−1(𝑦) ∈ 𝑆 

 وحيث الراسم أحادي. 

 نظرية : 
:𝒇بفرض أن الراسم   𝑨 → 𝑩    و𝑯 ⊆ 𝑩  :فان 

1-  𝒇−𝟏(𝒇(𝑯)) ⊆ 𝑯. 

2-𝒇−𝟏(𝒇(𝑯)) = 𝑯   .بشرط أن يكون الراسم فوقي 

 البرهان:

 )متروك للطالب(.                

 نظرية : 
 تركيب راسمين أحاديين هو راسم أحادي. -1
 تركيب راسمين فوقيين هو راسم فوقي.  -2
 تركيب راسمين تناظر أحادي هو راسم تناظر أحادي. -3

 البرهان:

 )متروك للطالب(. 

 : مثال  

:𝑓بفرض أن   ℝ − {1} → ℝ − {3}, 𝑓(𝑥) =
3𝑥−2

𝑥−1
 ∀𝑥 ∈ ℝ −  .𝑓−1أوجد   {1}

 الحل:

 نلاحظ أن الراسم هو تناظر احادي )تحقق من ذلك( لإيجاد قاعدة الراسم العكسي 

𝐿𝑒𝑡 𝑦 ∈ ℝ − {3}, 𝑦 = 𝑓(𝑥) =
3𝑥 − 2

𝑥 − 1
⟹ 𝑦(𝑥 − 1) = 3𝑥 − 2 

⟹ 𝑥(𝑦 − 3) = 𝑦 − 2 

      ⟹ 𝑥 =
𝑦 − 2

𝑦 − 3
∈ ℝ − {1}. 

 وبالتالي الراسم العكسي يكون 

.  𝑓−1: ℝ − {3} → ℝ − {1}, 𝑓−1(𝑦) =
𝑦−2

𝑦−3
∀𝑦 ∈ ℝ − {1} 
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 نتماري

:𝑓بفرض أن   -1 ℝ − {5} → ℝ − {3}, 𝑓(𝑥) =
3𝑥−1

𝑥−5
 ∀𝑥 ∈ ℝ − {1}  

 .𝑓−1أوجد  اثبت أن الراسم احادي وفوقي ثم 

:𝑓بفرض أن   -2 ℚ → ℚ, 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + :𝑔وأن   4 ℚ → ℚ, 𝑔(𝑥) =
3𝑥+1

5
 أوجد  

  . 𝑓 ∘ 𝑔, 𝑔 ∘ 𝑓, 𝑓2, 𝑔2, 𝑓−1, 𝑔−1 

:𝑓إذا كان لدينا الراسم   -3 𝑋 → 𝑌    وكانت𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋   فاثبت كلا من 

(i) 𝑓(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑓(𝐴) ∪ 𝑓(𝐵). 

(ii) 𝑓(𝐴 ∩ 𝐵) ⊆ 𝑓(𝐴) ∩ 𝑓(𝐵). 

(iii) 𝑓(𝐴) − 𝑓(𝐵) ⊆ 𝑓(𝐴 − 𝐵). 

(iv) 𝑓(𝐴) − 𝑓(𝐵) = 𝑓(𝐴 − 𝐵) بشرط أن الراسم أحادي    
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 خامس باب الال

 العملية الثنائية والزمرة
 تعريف : 

:𝒇مجموعة غير خالية يسمي الراسم  A بفرض أن 𝑨 × 𝑨 → 𝑨    عملية ثنائية على

A   ونرمز عادة للعملية الثنائية بدلا من𝒇   بالرموز∗, °, …. 

 

 تعريف : 
 نظاما ثنائيا.  (∗,𝑨)فإننا نسمي الزوج    Aعملية ثنائية على المجموعة   ∗إذا كانت  

 

 تعريف : 
نظاما ثنائيا إذا   (∗,𝑨)فإننا نسمي الزوج    Aعملية على المجموعة   ∗إذا كانت  

 تحقق شرط الأغلاق. 

 :   مثال

,ℤ)الأنظمة التالية أنظمة ثنائية   -1 +), (ℝ, +), (ℂ, −), (ℝ,×). 

,(÷,ℤ)الأنظمة التالية ليست أنظمة ثنائية   -2 (ℝ,÷), (ℂ,÷), (ℕ, −). 

 خواص العملية الثنائية:  •
 تعريف : 
 إبداليه إذا تحقق شرط:  ∗نظاما ثنائيا فإننا نقول إن العملية   (∗,𝑨)إذا كان 

∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝑨 ⟹ 𝒙 ∗ 𝒚 = 𝒚 ∗ 𝒙. 

 

 تعريف : 
 دامجة "تجمعية" إذا تحقق شرط:   ∗نظاما ثنائيا فإننا نقول إن العملية    (∗,𝑨)إذا كان  

∀𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ 𝑨 ⟹ (𝒙 ∗ 𝒚) ∗ 𝒛 = 𝒙 ∗ (𝒚 ∗ 𝒛). 

 

 تعريف : 
𝒆𝒓نظاما ثنائيا وإذا وجد العنصر    (∗,𝑨)إذا كان   ∈ 𝑨    فإننا نقول𝒆𝒓    عنصر محايد

 إذا تحقق شرط:  ∗يميني بالنسبة للعملية  
∀𝒙 ∈ 𝑨 ⟹ 𝒙 ∗ 𝒆𝒓 = 𝒙. 

𝒆𝒍ا وجد العنصر  وإذ ∈ 𝑨   فإننا نقول𝒆𝒍   إذا  ∗عنصر محايد يساري بالنسبة للعملية
 تحقق شرط: 

∀𝒙 ∈ 𝑨 ⟹ 𝒆𝒍 ∗ 𝒙 = 𝒙. 
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𝒆وإذا وجد العنصر   ∈ 𝑨   فإننا نقول𝒆   إذا تحقق   ∗عنصر محايد بالنسبة للعملية
 شرط: 

∀𝒙 ∈ 𝑨 ⟹ 𝒆 ∗ 𝒙 = 𝒙 ∗ 𝒆 = 𝒙. 

 

 تعريف : 
𝒆𝒓نظاما ثنائيا وإذا وجد العنصر    (∗,𝑨)إذا كان   ∈ 𝑨    عنصر محايد يميني بالنسبة

𝒙𝒓فإننا نقول إن العنصر    ∗للعملية  
𝒙معكوس أيمن للعنصر    𝟏− ∈ 𝑨   :إذا تحقق شرط 

𝒙 ∗ 𝒙𝒓
−𝟏 = 𝒆𝒓. 

𝒆𝒍وإذا وجد العنصر   ∈ 𝑨   فإننا نقول إن   ∗عنصر محايد يساري بالنسبة للعملية

𝒙𝒍 العنصر  
𝒙للعنصر  معكوس أيسر 𝟏− ∈ 𝑨  :إذا تحقق شرط 

𝒙𝒍
−𝟏 ∗ 𝒙 = 𝒆𝒍. 

𝒆وإذا وجد العنصر   ∈ 𝑨   فإننا نقول إن العنصر   ∗عنصر محايد بالنسبة للعملية

 𝒙−𝟏  معكوس للعنصر𝒙 ∈ 𝑨  :إذا تحقق شرط 
𝒙−𝟏 ∗ 𝒙 = 𝒙 ∗ 𝒙−𝟏 = 𝒆. 

 

 :   مثال

,𝑥∀حيث   (∗,ℝ)ادرس  𝑦 ∈ ℝ ⟹ 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 − 𝑦 + 3. 

 الحل:

 لأنه  ℝعملية ثنائية على المجموعة   ∗العملية   -1

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ ⟹ 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 − 𝑦 + 3 ∈ ℝ. 

 ليست إبداليه لأنه  ∗العملية   -2

1,0 ∈ ℝ ⟹ 1 ∗ 0 = 4 𝑏𝑢𝑡 0 ∗ 1 = 2. 

 دامجة )تحقق(.  ليست  ∗العملية   -3

𝑒𝑟نفرض   -4 ∈ ℝ   :عنصر يحقق 

∀𝑥 ∈ ℝ ⟹ 𝑥 ∗ 𝑒𝑟 = 𝑥 

                         ⟹ 𝑥 − 𝑒𝑟 + 3 = 𝑥 

         ⟹ 𝑒𝑟 = 3. 

𝑒𝑙نفرض   -5 ∈ ℝ   :عنصر يحقق 

∀𝑥 ∈ ℝ ⟹ 𝑒𝑙 ∗ 𝑥 = 𝑥 

                         ⟹ 𝑒𝑙 − 𝑥 + 3 = 𝑥 
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         ⟹ 𝑒𝑙 = 2𝑥 − 3. 

 وهذا يعني لا يوجد عنصر محايد يساري. 

𝑥𝑟نفرض   -6
−1 ∈ ℝ   :عنصر يحقق 

∀𝑥 ∈ ℝ ⟹ 𝑥 ∗ 𝑥𝑟
−1 = 𝑒𝑟 

                      ⟹ 𝑥 − 𝑥𝑟
−1 + 3 = 3 

       ⟹ 𝑥 = 𝑥𝑟
−1. 

 هو نفسه. أي أن المعكوس الأيمن للعنصر 

 المعكوس الأيسر لا يوجد لعدم وجودي معكوس أيسر.  -7

 تعريف : 
 أنه شبه زمرة إذا حقق خاصية الدمج.  (∗,𝑨)يقال للنظام الثنائي  

 :   مثال

,ℕ)النظام الثنائي    يمثل شبه زمرة.  (+

 تعريف : 
وكان   إذا حقق خاصية الدمج monoidأنه نظام منوئيد  (∗,𝑨)يقال للنظام الثنائي  

 به العنصر المحايد. 

 :   مثال

الي نفسها وكانت العملية هي   Aهي مجموعة الرواسم من المجموعة   Fبفرض أن  

 يمثل منوئيد.  (∘,𝐹)تحصيل الرواسم فان النظام  

 تعريف : 
المحايد وكل   أنه زمرة إذا حقق خاصية الدمج وكان به  (∗,𝑨)يقال للنظام الثنائي  

 عنصر له معكوس ويكون زمرة إبداليه إذا تحقق شرط الابدال مع الشروط السابقة. 
 

 

 :   مثال

,ℤ)  الأنظمة التالية  +), (ℝ, +), (ℂ, +), (ℝ∗,×)  .تمثل زمر 
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 مارين ت
𝐺أذا كانت   -1 = {𝑖, −𝑖, 1, تمثل عملية ثنائية وأيضا   (×,𝐺)تحقق من أن   {1−

 تمثل زمرة إبداليه. 

𝑆حيث   (×,𝑆)ادرس النظام الجبري   -2 = {𝑎 + 𝑏√2: 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄}. 

,𝑃(𝑋))ادرس النظام الجبري   -3 ∆). 

𝑥حيث   (∗,ℝ)ادرس النظام الجبري   -4 ∗ 𝑦 = 𝑦 − 𝑥 + 1 ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. 

 .(×,2ℤ)ادرس النظام الجبري   -5
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 السادس بابال

 الاستنتاج الرياضي 

ما   الرياضي هي طريقة لإثبات صحة علاقة  تعتمأالاستنتاج  قانون  أو  نظرية  على ــــو  د 

داد الطبيعية ونلجــأ لهذه الطريقة لعدم استطاعتنا إثبات صحة هذه العلاقة أو القانون  ــــــالأع

قبل الميلاد والتي حوت    370رة، ويرجع تاريخها الى محاورة أفلاطون سنة  ـــبطريقة مباش

الاستقراء  يمكن ملاحظــــــة اثار  أيضا  راء الرياضي على الإطلاق.ـــــات بالاستقــإثبأول  

إثبات  أول  أن  كما  لانهائي.  الأولية  الأعداد  عدد  بأن  إقليدس  إثبات  في  المبكرة  الرياضي 

ضمــني بالاستقراء الرياضي للمتوالية الحسابية كان على يد العربي البغدادي الكرخي حوالي  

كال، ــات نظرية ذات الحدين، مثلث باســـــــها لإثبـميلاديـــــة، والذي استخدم  1000سنة  

يين ــذي استخدم المبدأين الأساســوصيغة المجموع لتكامل المكعبات. كان إثباته هو الأول ال

التعبير = 𝑛  عند   في الإثبات الاستقرائي، "وهما صواب  اق الصواب من أجل  ـواشتق  1 

𝑛 =  𝑘     لقيمة  امن تلكn = k – 1  اء الحسن ابن الهيثم لإثبات ـــــومن بعده مباشرة ج

تقراء. لقد قام بإثبات ذلك على أعداد صحيحة  ــــــدرجة الرابعة بطريقة الاســمجموع قوى ال

السموأل بن يحيى    داد كان بالاستقراء وشاملا. كمـــا أنــــمعينه فقط ولكن إثباته لهذه الأع

بن عباس كان أقرب إلى الإثبات الحديث بالاستقراء الرياضي عندما استخدمه في توســيع  

 إثبات مثلث باسكال وذات الحدين. 

الخطوات  يتُبع  الرياضي  الاستنتاج  مبدأ  باستخدام  القانون  أو  العلاقة  صحة  إثبات  وعند 

 التالية:

 

= 𝑛نتحقق من صحة العلاقة عندما تكون  (1)  "1" ليس بالضرورة أن يكون  .1 
= 𝑛نفترض صحة العلاقة عندما تكون  (2)  𝑘   ( حيثk.)عدد صحيح موجب 

عندما   (3) العلاقة  صحة  = 𝑛 نثبت   𝑘 + صحيحة   1  العلاقة  ستكون  وبالتالي 

 الصحيحة الموجبة.  nلجميع قيم 

 (:1-1مثال )

 الاستنتاج الرياضي أن:أثبت باستخدام مبدأ 

                                  (1) 

 الحل:

 n = 1عندما  

)1n(n
2

1
n321r

n

1r

+=++++=
=
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)3k2)(2k)(1k(
6

1

)6k7k2)(1k(
6

1

)1k(6)1k2(k)1k(
6

1

2

+++=

+++=

++++=

)1k(k
2

1
k321r

k

1r

+=++++=
=



𝐿. 𝐻. 𝑆 = 1 𝑎𝑛𝑑 𝑅. 𝐻. 𝑆 = 1 

 . n = 1العلاقة صحيحة عندما وبالتالي 

= 𝑛( عندما 1نفرض صحة العلاقة )  𝑘  (k  :أي أن )عدد صحيح موجب 

                                                            

(2) 

𝑛في حالة  = (𝑘 + 1)  

𝐿. 𝐻. 𝑆 =  

                                                                                      

 . (1)فى   n = k +1وهذه العلاقة نحصل عليها فيما لو عوضنا عن  

  العلاقة صحيحة لجميع قيمn .العددية الصحيحة الموجبة 

 (:2-1مثال )

 أثبت باستخدام مبدأ الاستنتاج الرياضي أن:

                      (1) 

 الحل:

 n = 1عندما  

𝐿. 𝐻. 𝑆 = 1 𝑎𝑛𝑑 𝑅. 𝐻. 𝑆 = 1 

 . n = 1العلاقة صحيحة عندما وبالتالي 

= 𝑛( عندما 1نفرض صحة العلاقة )  𝑘  (k   :أي أن )عدد صحيح موجب 

                                          (2) 

𝑛في حالة  = (𝑘 + 1)  

𝐿. 𝐻. 𝑆 =  

                                                                                                       (3) 

 

 

 

 

 

)1k()1k(k
2

1
)1k(k321 +++=++++++ 

]2k)[1k(
2

1
++=

)1n2)(1n(n
6

1
n321r 2222

n

1r

2 ++=++++=
=



)1k2)(1k(k
6

1
k321 2222 ++=++++ 

222222 )1k()1k2)(1k(k
6

1
)1k(k321 ++++=++++++ 
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 .n = k + 1فيما لو عوضنا عن  (1)هي نفسها العلاقة  (3)العلاقة  

  صحيحة لجميع قيم  (1)العلاقةn .العددية الصحيحة الموجبة 

 (:3-1مثال )

 باستخدام مبدأ الاستنتاج الرياضي أن:أثبت 

                     (1) 

 الحل:

 n = 1عندما  

𝐿. 𝐻. 𝑆 = 2 𝑎𝑛𝑑 𝑅. 𝐻. 𝑆 = 2 

 . n = 1العلاقة صحيحة عندما وبالتالي 

= 𝑛( عندما 1نفرض صحة العلاقة )  𝑘  (k   :أي أن )عدد صحيح موجب 

                             (2) 

𝑛في حالة  = (𝑘 +  بالتعويض في الطرف الايسر   (1

 

                                                           =
1

3
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3)     

(3)
 .n = k + 1فيما لو عوضنا عن  (1)هي نفسها العلاقة  (3)العلاقة   

  صحيحة لجميع قيم  (1)العلاقةn .العددية الصحيحة الموجبة 

 (:4-1مثال )

 أثبت باستخدام مبدأ الاستنتاج الرياضي أن:

                                   (1) 

 الحل:

 n = 1عندما  

𝐿. 𝐻. 𝑆 = 1 𝑎𝑛𝑑 𝑅. 𝐻. 𝑆 = 1 

 . n = 1العلاقة صحيحة عندما وبالتالي 

= 𝑛( عندما 1نفرض صحة العلاقة )  𝑘   حيثk  :عدد صحيح موجب أي أن 

                                   (2) 

𝑛في حالة  = (𝑘 +  بالتعويض في الطرف الايسر   (1

 

)2n)(1n(n
3

1
)1n(n3221 ++=++++ 

)2k)(1k(k
3

1
)1k(k3221 ++=++++ 

)2k)(1k()2k)(1k(k
3

1
)2k)(1k()1k(k3221 +++++=+++++++ 

1)!1n()!n(n)!3(3)!2(2!1 −+=++++ 

1)!1k()!k(k)!3(3)!2(2!1 −+=++++ 

))!1k)((1k(1)!1k())!1k)((1k()!k(k)!3(3)!2(2!1 +++−+=+++++++ 
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 .n = k + 1فيما لو عوضنا عن  (1)علاقة  هي نفسها العلاقة وهذه ال

  صحيحة لجميع قيم  (1)العلاقةn .العددية الصحيحة الموجبة 

 (:5-1مثال )

 أثبت باستخدام مبدأ الاستنتاج الرياضي أن:

                                        (1) 

 الحل:

 n = 1عندما  

𝐿. 𝐻. 𝑆 =
1

2
 𝑎𝑛𝑑 𝑅. 𝐻. 𝑆 =

1

2
 

 . n = 1العلاقة صحيحة عندما وبالتالي 

= n( عندما 1العلاقة )نفرض صحة   k   حيثk  :عدد صحيح موجب أي أن 

                                            (2) 

𝑛في حالة  = (𝑘 +  بالتعويض في الطرف الايسر   (1

 

                                                          

 

                                                                         

 

 

 

 .n = k + 1فيما لو عوضنا عن  (1)العلاقة هي نفسها العلاقة وهذه 

  صحيحة لجميع قيم  (1)العلاقةn .العددية الصحيحة الموجبة 

 (:6-1مثال )

– 𝑥بل القسمة على تق 𝑥𝑛 – 𝑦𝑛أثبت باستخدام مبدأ الاستنتاج الرياضي أن   𝑦. 

 الحل:

1n

n

)1n(n

1

32

1
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1

+
=

+
++


+




1k

k

)1k(k

1

32

1
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1

+
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+
++


+




)2k)(1k(

1
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k

)2k)(1k(

1

)1k(k

1

32

1

21

1
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+

+
=
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+

+
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)2k(

)1k(

)2k))1k(

)1k(

)2k)(1k(

1k2k
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=
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=
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=
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 n = 1عندما  

 𝑥 –  𝑦   تقبل القسمة على𝑥 −  𝑦    إذن التقرير صحيح عندما ،𝑛 =  1 . 

= 𝑛نفرض صحة العلاقة عندما   𝑘   حيثk  :عدد صحيح موجب أي أن 

𝑥𝑘 – 𝑦𝑘   تقبل القسمة على𝑥 −  𝑦. 

− 𝑥تقبل القسمة على   𝑥𝑘+1 – 𝑦𝑘+1أن  والمطلوب إثبات   𝑦. 

  𝑥𝑘+1– 𝑦𝑘+1  =  𝑥𝑘+1 – 𝑥𝑦𝑘 +  𝑥𝑦𝑘 − 𝑦𝑘+1 

                            =  𝑥 (𝑥𝑘 − 𝑦𝑘)  +  𝑦𝑘  (𝑥 − 𝑦) 

𝑥𝑘ولكن     − 𝑦𝑘     تقبل القسمة على𝑥 –  𝑦  من الفرض وكذلك𝑦𝑘  (𝑥 − 𝑦)   يقبل

– 𝑥القسمة على    𝑦 

  العلاقة صحيحة لجميع قيمn .العددية الصحيحة الموجبة 

 (:7-1مثال )

22𝑛أثبت باسـتخدام مبدأ الاسـتنتاج الرياضـي أن  + عدد صـحيح    لأى 3تقبل القسـمة على  5

 .nموجب 

 الحل:

22𝑛يمكن كتابة العلاقة التي سوف نثبتها على الصورة  + 5 = 3𝑀𝑛 

 n = 1عندما  

22 + 5 = 9 = 3 × 3(𝑖. 𝑒. , 𝑀1 = 3) 

 وبالتالي العلاقة صحيحة 

= 𝑛عندما    𝑘  

22𝑘 + 5 = 3𝑀𝑘 

 العلاقة صحيحة 

  n = k+1عندما  

                                                                                                                                                                                          

22(𝑘+1) + 5 = 22𝑘+2 + 5 

                                    = 4. (22𝑘 + 5) − 15 

                            = 3(4. 𝑀𝑘 − 5) 

  العلاقة صحيحة لجميع قيمn .العددية الصحيحة الموجبة 
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   (:8-1مثال ) 

sin|أثبت أن   𝑛𝑥| ≤ 𝑛|sin 𝑥|  الموجبة ةصحيحلكل الأعداد ال  n  

 الحقيقية. xقيم  كل لو

 الحل: 

  : n=1 عندما خاصيةالصحة نثبت  (1)

.sin)1()1sin( xx 
 

 . n=1 صحيحة عندماوإذاً الخاصية 

kn  عندما  خاصيةال صحة نفرض ( 2)    ي أنأ =

xkkx sinsin 
 

=+1 عندماة خاصي نثبت صحة ال( 3) kn : 

( ) ( ) .sincoscossinsin1sin xkxxkxxkxxk +=+=+
 

 فإننا نحصل على: )المطلقة(وبتطبيق متباينة المثلث وخواص القيمة القياسية 

( ) .sincoscossin1sin xkxxkxxk ++
  

cosوبما أن  1x  قيم  لكلx فإنه ينتج أن: الحقيقية 

( ) ( ) xkxxkxkxxk sin1sinsinsinsin1sin +=+++
. 

=+1 صحيحة عندمافتكون الخاصية  kn  وذلك بفرض صحتها عندماkn =  

ولجميع قيم  الصحيحة الموجبة   n  لكل قيمصحيحة فتكون  n=1وحيث إنها صحيحة عندما 
x  .الحقيقية 
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 تمارين  

 [ أثبت باستخدام مبدأ الاستنتاج الرياضي أن: 1]

1. 1 + 3 + 5 + … + (2n – 1) = n2 

2. 1 + 7 + 13 + … + (6n – 5) = n (3n – 2) 

3. 1 + 4 + 7 + … + (3n -2) =  n (3n-1) 

4.  

5.  

6. 1 +
1

√2
+

1

√3
+ ⋯ +

1

√𝑛
> √𝑛   , (𝑛 > 1).     

7. (𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑛    = 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝑛𝜃 .            

8. 12 + 32 + 52 + … + (2n– 1)2 = n(2n – 1) (2n + 1) 

9. , n is positive number.

  

𝑦إذا كانــت      [2] =
1

𝑎𝑥+𝑏
     فــإن    

𝒅𝒏𝒚

𝒅𝒙𝒏
=

(−𝟏)𝒏𝒂𝒏𝒏!

(𝒂𝒙+𝒃)𝒏+𝟏
 . 

فـإن  y = sin (ax + b)إذا كانــت  [3]
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
= 𝑎𝑛 𝑠𝑖𝑛( 𝑎𝑥 + 𝑏 +

𝑛𝜋

2
). 

 . 9مكعبات أيه ثلاثة أعداد طبيعية متتالية يقبل القسمة على   مجموع [4]

≤ nلأى عدد صحيح    [5]  n+2(11)، يقبل       0   +  (12)2n+1     القسمة على

133 . 

!𝑛اثبت صحة العلاقة  [6] > 3𝑛  ∀ 𝑛 > 7. 

≤ nلأى عدد صحيح     [7]  اثبت صحة     0 

 

≤ nلأى عدد صحيح      [8]  اثبت أن أي عدد علي الصورة التالية يكون زوجي     0 

 n(𝑛 + 1)  

2

1

1n2

n

)1n2)(1n2(

1
...

53

1

31

1

+
=

+−
++


+



)!1n(

1
1

)!1n(

n
...

!4

3

!3

2

!2

1

+
−=

+
++++

3

1

n2n x
n

n
...x

2

n
x

1

n
1)x1( 








++








+








+=+
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                                        سابعال بابال

 الكسور الجزئية 

 يقال للدالة

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 = ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=0

 

تسمى معامـلات  aiالاعــــداد  أن و xفي المـتغير   nأنها كثـــيرة حـــدود من الدرجة 

,ai حيث رة الـــــحدود ـــــــــكثي 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 ∈ ℝ 𝑜𝑟 ℂ . 

𝑓(𝑥)  وفي حالة    = .  xفي المتغير   nبمعادلة جبرية من الدرجة  كثيرة الحدود تسمى 0

 . التي تحقق المعادلة تسمى بجذور المعادلة  xوقيم  

   ليكن لدينا كثيرتي الحدود التاليتين

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 

𝑔(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑥𝑛 

ℎ(𝑥)  فإن الدالة  =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑔(𝑥)دالة كسرية بشرط  تسمي     ≠ 0. 

 : ( الكسور الجزئية1) 
    اعتبر عملية الجمع 

  

ــر  أي أنه يمكن القول بأن الكس
5𝑥−1

(𝑥−3)(2𝑥+1)
ــط      ــرين أبس يمكن التعبير عنه كمجموع كس

ــوره الج ئيـة وهي   ــر حلـل إلى كســ منـه وفى هـذه الحـالـة يقـال إن الكســ
1

(2𝑥+1)
      ،

2

(𝑥−3)
   

وبوجه عام إذا أمكن بطريقة ما التعبير عن الكســــر  
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
بدلالة المجموع الجبري لكســــور  

 ه الج ئية.أبسط منه، فإنه يقال إن هذا الكسر قد حلل إلى كسور

عملية تحليل الكسـر إلى كسـور ج ئية لها قواعد تتوقع على نوع الكسر المراد تحليله وفيما  

 يلي سنوج  هذه القواعد.

)1x2)(3x(

1x5

1x2

1

3x

2

+−

−
=

+
+

−
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( قواعد تحليل الكسر  2)
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 إلى كسور جزئية:  

 يتم تقسيم الكسر الي نوعين: 

 : النوع الأول "الكسر العادي أو الحقيقي" -أ

ــر الذى  ــر العـادي هو الكســ ــط  درجةتكون  فيـه الكســ   المقـام أقل من درجة  𝑓(𝑥)  البســ

𝑔(𝑥). 

 وتكون قواعد التحليل طبقا للحالات الاتية:يتم تحليل المقام الي أبسط صورة 

 اذا كانت عوامل المقام عوامل خطية مختلفة أو مكرره يتم التحويل طبقا للاتي: -1

 التحويل  العامل

𝑎𝑥)  مختلع خطىعامل كل  + 𝑏)     


(𝑎𝑥+𝑏)  
,  is constant    

𝑎𝑥)عامل خطى مكرر  كل  + 𝑏)𝑛 


(𝑎𝑥 + 𝑏) 
+



(𝑎𝑥 + 𝑏)2  
+ 



(𝑎𝑥 + 𝑏)3  
+ ⋯ +

𝜀

(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛
 

 

ل يتم تحويلا   -2 ة للتحليـ ابلـ ة وغير قـ انيـ درجـة الثـ ام عوامـل من الـ انـت عوامـل المقـ اذا كـ

 طبقا للحالات الاتية

 التحويل  العامل

ل   ة كـ انيـ ة الثـ درجـ ل من الـ امـ 𝑎𝑥2)عـ +
𝑏𝑥 + 𝑐) 

x + 

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)  
,,  are constant 

ــرر   ــكــ مــ ــل  ــامــ عــ ــل  ــكــ ل كــ
(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑛  

𝑛𝑥 + 
𝑛

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑛
 

          

  النوع الثاني "الكسر الغير عادي أو الغير حقيقي" -ب 

ــر ــر الذى   الكس ــط درجةتكون  فيه  الغير العادي هو الكس ــاوى    𝑓(𝑥)  البس أكبر من أو تس

 .𝑔(𝑥)المقامرجة د 

 ويكون لدينا طريقتين للتحويل كالتالي:

 الطريقة الأولي: ▪

...
)cbxax(

x

cbxax

x
22

22

2

11 +
++

+
+

++

+
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إلى   فإننا نضـــيع ثابت وليكن    𝑔(𝑥)تســـاوى درجة    𝑓(𝑥)إذا كانت درجة   -1

 الكسور 

 الحالة الأولى.الج ئية الموجودة في 

فإننا نضـــيع    𝑔(𝑥)أعلى بمقدار درجة واحدة من درجة   𝑓(𝑥)إذا كانت درجة   -2

 رالمقدا

1𝑥 + 2 .إلى الكسور الج ئية الموجودة في الحالة الأولى 

ــفإننا نضي   𝑔(𝑥) درجة   أعلى بمقدار درجتين عن  𝑓(𝑥)إذا كانت درجة   -3 ـــ ـــ ع  ـ

 رداـــالمق

1𝑥2 + 2𝑥 + 3 الكسور الج ئية الموجودة في الحالة الأولى. وهكذالى ا 

 الطريقة الثانية:  ▪

 .القسمة باقيباستخدام القسمة المطولة ويتم ايجاد الكسور الج ئية ل  

 ( طرق تعيين الثوابت: 3) 

رطابق الكســن
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
  𝑔(𝑥)موع الكســور الج ئية المقابلة له ثم نضــرب المتطابقة في   بمج  

 وبذلك نحصل على متطابقة جديدة يمكن منها تعيين الثوابت وذلك باستخدام الطرق الآتية:

 .xنعطى قيم مناسبة للمتغير  -1

 المختلفة. xنساوى المعاملات المتناظرة في الطرفين لقوى  -2

 

 (:1-2مثال )

حلل الكسر الاتي الي كسوره الج ئية: 
2𝑥2−3

𝑥3−𝑥2−4𝑥+4
 . 

 الحل:

نلاحظ أن الكســر المعطي كســر حقيقي )لماذا( وبتحليل المقام الي أبســط صــوره نحصــل  

على  
2𝑥2−3

(𝑥−2)(𝑥+2)(𝑥−1)
وبــالنظر نجــد أن عوامــل المقــام من الــدرجــة الأولي ومختلفــة    

 وبالتالي التحويل يصبح:

2𝑥2 − 3

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)
=

∝

(𝑥 − 2)
+

𝛽

(𝑥 + 2)
+

𝛾

(𝑥 − 1)
 

 وبتوحيد المقامات نحصل علي    

2𝑥2 − 3

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)

=
∝ (𝑥 + 2)(𝑥 − 1) + 𝛽(𝑥 − 2)(𝑥 − 1) + 𝛾(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)
 

 الطرفين وبمساواة البسط في 
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2𝑥2 − 3 =∝ (𝑥 + 2)(𝑥 − 1) + 𝛽(𝑥 − 2)(𝑥 − 1) + 𝛾(𝑥 + 2)(𝑥 − 2) 

𝑥وبالتعويض عن   = 2, =∝نحصل   2,1−
5

4
, 𝛽 =

5

12
, 𝛾 =

1

3
 

 وبالتعويض نحصل علي 

2𝑥2 − 3

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)
=

5
4

(𝑥 − 2)
+

5
12

(𝑥 + 2)
+

1
3

(𝑥 − 1)
 

 (:2-2مثال )

حلل الكسر الاتي الي كسوره الج ئية: 
𝑥2+3𝑥+1

𝑥3+𝑥2−5𝑥+3
 . 

 الحل:

نلاحظ أن الكســر المعطي كســر حقيقي )لماذا( وبتحليل المقام الي أبســط صــوره نحصــل  

على  
𝑥2+3𝑥+1

(𝑥+3)(𝑥−1)2
ا مكرر    ــهـ ة الأولي وبعضــ درجـ ام من الـ ل المقـ د أن عوامـ النظر نجـ وبـ

 وبالتالي التحويل يصبح:

𝑥2 + 3𝑥 + 1

(𝑥 + 3)(𝑥 − 1)2
=

∝

(𝑥 + 3)
+

𝛽

(𝑥 − 1)
+

𝛾

(𝑥 − 1)2
 

 المقامات نحصل علي وبتوحيد    

𝑥2 + 3𝑥 + 1

(𝑥 + 3)(𝑥 − 1)2
=

∝ (𝑥 − 1)2 + 𝛽(𝑥 + 3)(𝑥 − 1) + 𝛾(𝑥 + 3)

(𝑥 + 3)(𝑥 − 1)2
 

 وبمساواة البسط في الطرفين 

𝑥2 + 3𝑥 + 1 =∝ (𝑥 − 1)2 + 𝛽(𝑥 + 3)(𝑥 − 1) + 𝛾(𝑥 + 3) 

 في الطرفين نحصل على نظام المعادلات التالي:   𝑥ومساواه معاملات قوى   

 1 =∝ +𝛽   

3 = −2 ∝ +2𝛽 + 𝛾 

1 =∝ −3𝛽 + 3𝛾 

=∝وبحل هذا النظام نحصل على 
1

16
, 𝛽 =

15

16
, 𝛾 =

5

4
 

 وبالتعويض نحصل علي 

𝑥2 + 3𝑥 + 1

(𝑥 + 3)(𝑥 − 1)2
=

1
16

(𝑥 + 3)
+

15
16

(𝑥 − 1)
+

5
4

(𝑥 − 1)2
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 (:3-2مثال )

حلل الكسر الاتي الي كسوره الج ئية: 
𝑥3+2𝑥+1

(𝑥2+1)(𝑥2+𝑥+1)
 . 

 الحل:

ــط وبالتالي التحويل   ــر حقيقي )لماذا( وأن المقام في أبســ ــر المعطي كســ نلاحظ أن الكســ

 يصبح:

𝑥3 + 2𝑥 + 1

(𝑥2 + 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1)
=

∝ 𝑥 + 𝛽

(𝑥2 + 1)
+

𝛾𝑥 + 𝛿

(𝑥2 + 𝑥 + 1)
 

 وبتوحيد المقامات نحصل علي    

𝑥3 + 2𝑥 + 1

(𝑥2 + 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1)

=
(∝ 𝑥 + 𝛽)(𝑥2 + 𝑥 + 1) + (𝛾𝑥 + 𝛿)(𝑥2 + 1)

(𝑥2 + 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1)
 

 وبمساواة البسط في الطرفين 

𝑥3 + 2𝑥 + 1 = (∝ 𝑥 + 𝛽)(𝑥2 + 𝑥 + 1) + (𝛾𝑥 + 𝛿)(𝑥2 + 1) 

 في الطرفين نحصل على نظام المعادلات التالي:   𝑥ومساواه معاملات قوى   

 1 =∝ +𝛾 

0 =∝ +𝛽 + 𝛿 

2 =∝ +𝛽 + 𝛾 

1 =  𝛽 + 𝛿 

=∝وبحل هذا النظام نحصل على  −1, 𝛽 = 1, 𝛾 = 2, 𝛿 = 0 

 وبالتعويض نحصل علي 

𝑥3 + 2𝑥 + 1

(𝑥2 + 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1)
=

−𝑥 + 1

(𝑥2 + 1)
+

2𝑥

(𝑥2 + 𝑥 + 1)
 

 (:4-2مثال )

 

ضع الكسر 
22

2

)32(

2

++

++

xx

xx
 على صورة مجموع كسور جزئية.  

 : الحل



 مقدمة الجبر المجرد                                                                 د. عمرو محمد الراوي

 

58       

ــر حقيقي )لماذا( وأن المقام في  ــر المعطي كســ ــط وبالتالي التحويل  نلاحظ أن الكســ أبســ

 يصبح:

)()32)((2

.
)32()32()32(

2

43

2

21

2

22

43

2

21

22

2





+++++=++

++

+
+

++

+
=

++

++

xxxxxx

xx

x

xx

x

xx

xx

 

32وبمقارنة معاملات  ,, xxx  الحد المطلق في الطرفين نحصل على: و 

.
)32(

1

32

1

)32(

2

132

,1231

,121

,0`0

22222

2

442

3321

221

11

++

+
−

++
=

++

++


−=+=

−=++=

=+=

==

xx

x

xxxx

xx









 

 (:5-2مثال )

حلل الكسر الاتي الي كسوره الج ئية: 
2𝑥3+3𝑥2−3

(2𝑥−1)(𝑥+3)
 . 

 الحل:

نلاحظ أن الكسر المعطي كسر غير حقيقي )لماذا( وأن المقام في أبسط ولكي نحول  

 طرقتين: اللكسوره الج ئية سوف نستخدم 

 الطريقة الأولي: نجري عملية القسمة المطولة المعتادة 
𝑥 − 1  

2𝑥3 + 3𝑥2 − 3 2𝑥2 + 5𝑥 − 3 
2𝑥3 + 5𝑥2 − 3𝑥 
−2𝑥2 + 3𝑥 − 3  
−2𝑥2 − 5𝑥 + 3  

8𝑥 − 6  
2𝑥3 + 3𝑥2 − 3

(2𝑥 − 1)(𝑥 + 3)
= 𝑥 − 1 +

8𝑥 − 6

(2𝑥 − 1)(𝑥 + 3)
 

وبما أن 
8𝑥−6

(2𝑥−1)(𝑥+3)
=

𝑎

(2𝑥−1)
+

𝑏

(𝑥+3)
 

 وبتوحيد المقامات نحصل علي
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8𝑥 − 6

(2𝑥 − 1)(𝑥 + 3)
=

𝑎(𝑥 + 3) + 𝑏(2𝑥 − 1)

(2𝑥 − 1)(𝑥 + 3)
 

 وبمساواة البسط في الطرفين 

8𝑥 − 6 = 𝑎(𝑥 + 3) + 𝑏(2𝑥 − 1) 

𝑥وبالتعويض عن   =
1

2
, 𝑎نحصل   3− =

−4

7
, 𝑏 =

30

7
 

 وبالتعويض نحصل علي 

2𝑥3 + 3𝑥2 − 3

(2𝑥 − 1)(𝑥 + 3)
= 𝑥 − 1 +

(
−4
7

)

(2𝑥 − 1)
+

30
7

(𝑥 + 3)
 

أن درجة البسط ت يد  بماسوف نستخدم العلاقات التي تم ذكرها سابقا و الطريقة الثانية:

 عن درجة المقام فان التحويل يكون  1بمقدار 

2𝑥3 + 3𝑥2 − 3

(2𝑥 − 1)(𝑥 + 3)
= 𝑐𝑥 + 𝑑 +

𝑎

(2𝑥 − 1)
+

𝑏

(𝑥 + 3)
 

 وبتوحيد المقامات نحصل علي

2𝑥3 + 3𝑥2 − 3

(2𝑥 − 1)(𝑥 + 3)

=
(𝑐𝑥 + 𝑑)(2𝑥 − 1)(𝑥 + 3) + 𝑎(𝑥 + 3) + 𝑏(2𝑥 − 1)

(2𝑥 − 1)(𝑥 + 3)
 

 وبمساواة البسط في الطرفين 

2𝑥3 + 3𝑥2 − 3 = (𝑐𝑥 + 𝑑)(2𝑥 − 1)(𝑥 + 3) + 𝑎(𝑥 + 3) + 𝑏(2𝑥 − 1) 

 في الطرفين نحصل على نظام المعادلات التالي:   𝑥ومساواه معاملات قوى   

 2 = 2𝑐 ⟹ 𝑐 = 1 

3 = 5𝑐 + 2𝑑 ⟹ 𝑑 = −1 

0 = −3 − 5 + 𝑎 + 2𝑏 

−3 = 3 + 3𝑎 − 𝑏 

𝑎ومنها نحصل على   =
−4

7
, 𝑏 =

30

7
 

 وبالتعويض نحصل علي 

2𝑥3 + 3𝑥2 − 3

(2𝑥 − 1)(𝑥 + 3)
= 𝑥 − 1 +

(
−4
7 )

(2𝑥 − 1)
+

30
7

(𝑥 + 3)
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 تمارين  
 حلل الكسور الاتية الي كسورها الج ئية:  -1

i- 
𝑥3

(2𝑥−1)(𝑥−3)
 

ii- 
𝑥3

(2𝑥−1)(𝑥2−3)
 

iii- 
32

(𝑥6−𝑥3)(𝑥+3)
 

iv- 
6𝑥−4

(𝑥3+1)(𝑥+1)
 

v- 
2𝑥+18

𝑥5+3𝑥3−4𝑥
 

vi- 
4+8𝑥−1

𝑥3−2𝑥
 

vii- 
𝑥2−16𝑥

𝑥3−4𝑥
−

2𝑥2+7𝑥+26

𝑥3−8
 

viii- 
1

𝑥3+2𝑥2−4𝑥−8
 

ix- 
𝑥5

𝑥3+2𝑥2−4𝑥−8
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