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 الباب الأول                                    
   رمتغٌ اكثر من فًلدوال ا

لقد درسنا فيما سبق دوال المتؽير الواحد ونهايتها واتصالها وكذلك تفاضلها 
ال المتؽياارا  وتكاملهااا بالتفصاايل وفااا بااذا البااا  سااوؾ نقااو  بدراساا  دو

المتعدده والتا ؼالبا ما تقابلنا فا القاواني  الرياضاي  والتيبيقاا  الفيئيا يا  
والهندسيه والعلو  المختلف  وسوؾ ندرس نهايتها واتصالها وكذلك تفاضلها 

 بالتفصيل.
  متغٌر اكثر منأمثلـة للدوال فى 

  :أأى  yوعرض  xيول با دال  فا  A ( مساح  المستييل1)
( , )A f x y xy 

 yوعرضااا  xباااو دالااا  فاااا يولااا   V( حجااا  متاااوائى المساااتيي  2) 

  : أأى  zوارتفاع  
( , , )V f x y z xyz 

  :أأى  2Rسوؾ نرمئ للمستوى بالرمئ 
2 ( , ) : ,R x y x y R 

  :أأى  nRسوؾ نرمئ للفراغ النونا بالرمئ 

1 2 1 2
( , ,..., ) : , ,...,n n

n xR x x x x x R 

 متغٌرٌن:فً   تعرٌف: الدوال

)ذا كان  إ , )z f x y إنه يقال أ  فz  متؽير تابع وأ  كل م,x y ا متؽير 

)وحيدة القيم  إذا ناظر كل ئوج مرت  fويقال أ  الدال    مستقل , )x y 

 z متعددة القيم  إذا كا  للمتؽير fويقال أ  الدال   zللمتؽير قيم  وحيدة 

)أكثر م  قيم  مناظرة للئوج المرت   , )x y.  
 مجال الدوال فً متغٌرٌن

)مجال تعرٌف الدالة   , )z f x y  ٌقصد به  مجموعة النقاط( , )x y  ًف

 والتً تكون عندها الداله معرفة أي تاخد قٌما حقٌقٌة . 2Rالمستوي 
)أي أن مجال  الدالة   , )z f x y :ٌكون علً الصورة 

2( ), : ,D x y x y R R 
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)العدد  ويكو   , )f x y  قيم  الدالا  بوf  عناد( , )x y  وتساما المجموعاD 

)وتساااما مجموعاا  القاااي  fبنياااق الدالااا  أو مجااال الدالااا   , )f x yنيااااق بال

 .fالمصاح  أو المدى للدال  

 
 (1)لمثا

أٔصذ يضبل حعشيف انذانت    
2 2

1
( , )

4
f x y

x y
 

 الحل: 

2حيث ا  الجذر 24 x y فا مقا  المقدار( , )f x y  يجا   نيااق الدالا  فإ

)أ  يكاااو  كااال النقااااي , )x y 2 بحياااث 24 0x y   2أى أ 2 4x y  أي

 أ :
2 2 2 24 0} 4}{( , ): {( , ):x y x yD x y x y 

)با مجموع  كل النقاي  Dوبذا يعني أ   , )x y التا تقع داخل الدا رة التا

 .2نصؾ قيربا مركئبا نقي  الاصل و
  (2ل)مثا

أٔصذ َطبق ٔيذٖ انذانت 
2

5
( , )

2

x y
f x y

y x
 ٔقيًخٓب عُذ انُقبط 

      ( 1,2), (1,2), (2,5)f f f 

 الحل: 

)ْوٕ يضًٕعوت انُقوبط  Dَطبق انذانت , )x y 2بغيوذ 0y x  ٌ2أٖ أy x  ْوٗ يضًٕعوت

2yصضئيت فٗ انًسخٕٖ أعهٗ )ٔداخم( انقطع انًكبفٗء x : ٗكًب ببنشكم انخبن 

 

 

 

 ٔقيًت انذانت عُذ انُقبط انًعطبة ْٗ 

2

2 5 5 5 7 3
(2,5) , ( 1,2) , (1,2)

2 2 22 5 2
f f f 

   Rٔيذٖ ْزِ انذانت ْٕ

 (3)مثال
 أٔصذ َطبق ٔيذٖ كلا يٍ انذٔال الاحيت 
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X 

y 

 ( ) ( , ) ln( 2)i f x y x y  

2 2 36

2 4
( ) ( , )

x y

x y
ii f x y 

2 21
4 2

2
( ) ( , ) x yiii f x y 

 

 الحل:

(i)   ٌعيووذ اln( )t  0حعووشا ارا كووبٌ ٔكووبٌ فقووظt  ٌانذانووت انًعطووبِ  يضووبل فإَووّ يُووخش أ

2عووشا فووٗ انُلووف انًنخووٕط يووٍ انًسووخٕٖ أٖ فووٗ انًُطقووتي 0x y   انغووذٔد(

2 0x y   ْٕ لا حذخم فٗ ْزِ انًُطقت(. ٔيذٖ انذانت( , ). 

(ii)  َطوووووبق انذانوووووت( , )f x y ًشحبوووووّيخكوووووٌٕ يوووووٍ كوووووم الاصٔاس ان( , )x y  ٔانخوووووٗ نٓوووووب

2 2 36 0x y  ,2 4 0x y ِانخوووٗ حكوووٌٕ ىيوووب عهوووٗ  فئوووت انوووُقظ . ْٔوووز

2انذائشة  2 36x y بسس انًُطقوت أٔ فوٗ خو(0,0)ٔيشكضْوب  6انخٗ َلوف قطشْوب

2)ببسخزُبء انُقبط انخٗ حقع عهٗ انخظ انًسخقيى انًغيطت بٓب 4 0x y.)  ْٕ ٘انًذ

R 

(iii)  2عُذيب 21
( , ) 4 2

2
z f x y x y  ٖٕيكٌٕ ْٕ انشكم انبيبَٗ نهُلف انعهو

نهًضسوووى انُوووبقل انخوووبنٗ : 
22

2

42

yx
z ُطوووبق ْوووٕ كوووم ٔان( , )x y  ٌبغيوووذ أ

2 2 42x y  2ٔانوووزٖ يكوووٌٕ قطوووع َوووبقل 2 42x y ٔانوووزٖ يشكوووضِ عُوووذ ,

0يع داخهّ. انًذٖ يكٌٕ ْٕ (0,0) 1z 

 (4)مثال

أٔصذ يضبل حعشيف انذانت     
2 2

1
( , )

4
f x y

x y
 

 الحل:

2عيووذ اٌ انضووزس  24 x y فووٗ يقووبو انًقووذاس( , )f x yفووإٌ انُطووبقD  يضووأ أٌ يكووٌٕ كووم

)انُقبط , )x y2بغيذ 24 0x y  ٌ2أٖ أ 2 4x y ٌٔببنخبنٗ فإD  يضًٕعوت كوم ْٗ

 .2انُقبط انخٗ حقع داخم انذائشة انخٗ يشكضْب َقطت الاصم َٔلف قطشْب 
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X 

y 

 

 

   

 

 

 (5)مثال

)1أٔصذ يضبل حعشيف انذانت    , ) sin
2

x
f x y x y 

 ل:الح

2انغذ الأل يٍ انذانت يعشا نكم  2x  ٌ0ٔانغذ انزبَٗ يأخز قيًب عقيقيوت ارا كوبx y 

 ْٔزا يغذد عُذيب:

00

00

xx
or

yy
 

 اٖ اٌ يضبل حعشيف انذانت انًٕضظ ببنشكم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (6)مثال
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 انًعشفت بـ   fاسسى انذانت 

                 2 2 2 2( , ) 9 : {( , ) ; 9}f x y x y D x y x y 

 الحل:

ٔ   xyفووووووٗ انًسووووووخٕٖ  3َٔلووووووف قطشْووووووب  (0,0)يُطقووووووت دائشيووووووت يشكضْووووووب  Dنووووووذيُب 

2 29 ( ) 0z x y  نكم( , )x y ٗفD  

)فبنذانووووت  , )z f x y ٖٕحًزووووم سووووطغبل يقووووع أعهووووٗ انًسووووخxy ٔيقطووووع يغووووٕسz عُووووذ

0نكووووم(0,0,9)انُقطووووت 9k ٌ2فووووإ 29 ( )x y K  ْووووٗ يعبدنووووت دائووووشة يشكضْووووب

(0,0, )k 0َٔلووف قطشْووب 9 k  2ْووٗ حقووبطع انسووطظ 29 ( )z x y  ٖٕٔانًسووخ

z k ٌٔببنخبنٗ فإ( , )z f x y  حًزم سطظ انًخشٔط انذائشٖ كًب ْٕ يبيٍ ببنشكم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (7)مثال

  ىسسى َطبق كلا يٍ انذٔال الاحيت :

(1) ( , )f x y x y 

(2) ( , )f x y x y 

2 2(3) ( , ) ln(9 9 )f x y x y 

 الحل:
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)( ٔاضوووظ أٌ انذانوووت 1) , )f x y  يعشفوووت نضًيوووع انقووويى انغقيقيوووت انخوووٗ حغقووو  انًخببيُوووت الاحيوووت

0x y ٔببنخبنٗ فإٌ انُطبقD  يضًٕعت كم انُقبط ْٗ( , )x y  انخٗ حغق  انًخببيُت الاحيوت

x y كًب ببنشكم انخبن: ٗ 

 

)( ٔاضظ أٌ انذانت 2) , )f x y  يعشفت نضًيع انقيى انغقيقيت انخٗ حغقو  كولا يوٍ انًخببيُوبث الاحيوت

0x ,0y ٔببنخبنٗ فإٌ انُطبقD  يضًٕعت كم انُقوبط ْٗ( , )x y  انخوٗ حغقو  انًخببيُوت

xالاحيت  y : ٗكًب ببنشكم انخبن 

 

2( ٔاضوووظ أٌ  انًقوووذاس3) 29 9x y  ٌيضوووأ اٌ يكوووٌٕ يٕصوووأ ٔلا يسوووبٖٔ انلوووونش اٖ ا

2 29 9 0x y   ّٔيًكٍ كخببت انًخببيُّ ببنلٕسة الاحي
2

2

9

x
y   ٔببنخبنٗ فإٌ انُطوبق

D  يضًٕعت  كم انُقبط ْٗ( , )x y  ٖانخٗ حقع داخم انقطع انُوبقل ٔلا حقوع عهوٗ عوذٔدِ ٔانوز

يعبدنخت 
2

2

9

x
y   : ٗكًب ببنشكم انخبن 
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 دالة فى متغٌرٌن النهاٌة 
)عنااادما تااا ول النقيااا Lتااا ول إلاااا النهايااا   fأ  الدالااا  يقاااال  , )x y إلاااا

النقي 
0 0

( , )x y  0وذلك إذا كا  لكل  0يمك  ايجاد بحيث يكو:  
( , )f x y L 

 كلما كا 

0 0
,x x y y  

 :وتكت  علا الصورة 

0 0 0

0

( , ) ( , )
lim lim ( , )( , )

x y x y x x
y y

f x y Lf x y L or 

 وتسمي بذه النهاي  بالنهاي  الاني  للدال  في متؽيري .

 العملٌات على النهاٌات 
)إذا كاااا  لكااال  نظرٌةةةة: , ), ( , )f x y g x y  معرفااا  فاااا المنيقاااD   وأ  النقيااا

0 0
( , )x y D  وبفرض ا 

0 0 0 0( ) ( , ) ( ) ( , ), ,

;lim ( , ) lim ( , )

x y x y x y x y

f x y L g x y M 

 عدد حقيقا فإ : ونفرض ا  

0 0( ) ( , ),

) lim [ ( , ) ( , )]

x y x y

i f x y g x y L M  

0 0( ) ( , ),

) lim ( , )( , )

x y x y

ii f g x y LM  

0 0( ) ( , ),

( , )
) lim ; 0

( , )
x y x y

f x y L
iii M

g x y M
 

0 0( ) ( , ),

( ) lim ( , )

x y x y

iv f x y L  

( ) ( , ) ( , ) ,( , )v if f x y g x y x y D L M 

 

)  إذا كان نظرٌة: , )f x y  معرفا  فاا المنيقاD   وأ
0 0

( , )x y D  وبفارض

  أ

0 0( ) ( , ),

lim ( , )

x y x y

f x y L 

)ٔكبَج )y x : فإ 

00 0( ) ( , ),

lim ( , ) lim ( , ( ))
x xx y x y

f x y f x x L 
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)  إذا كان :(1نتٌجة) , )f x y  معرف  فا المنيقD   وأ
0 0

( , )x y D   وامك

 ايجاد الع قتي 

1( )y x ،
2( )y x   بحيث أ

0 0
1 2lim lim( , ( )) ( , ( ))

x x x x
f x x f x x  فإ  النهاي 

0 0( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y تكو  موجودة، 

إذا كا  للنهاي  وبذا يعني أ   
0 0( , ) ( , )

lim ( , )

x y x y

f x y  عند قيمتي  مختلفتي

الاقترا  م  النقي  
0 0

( , )x y   لدال  نهاي  ا مساري  مختلفي  فإنهخ( , )f x y 

عند النقي 
0 0

( , )x y .تكو  ؼير موجودة 

)  إذا كان :(2نتٌجة) , )f x y  معرف  فا المنيقD   وأ
0 0

( , )x y D   وامك

 ايجاد الع ق 
( )y mx   بحيث أ

0
1lim ( , ( )) ( )

x x
f x x g m  فإ  النهاي 

0 0( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y 

 ؼير موجودة. تكو  
  :8مثال

2   اثب  أ                                     

( , ) (1, 2)

lim ( 2 ) 5

x y

x y 

 الحل : 

 0  يمكا  أ  نجاد 0 يج  أ  نثب  بأناه ىى باستخدا  تعريؾ النهاي 

 بحيث أ  لكل

 1 , 2x y      ٌ2فإ 2 5x y 

1 إذا كا  , 2x y    1    فإ , 2x y      

)مستبعدا النقي  , ) ( ,x y    وبالتالا فإ  

2 2 21 2 1 2x  

4 2 4 2y   

2غلم عهٗ       ٔببنضًع َ 2 25 4 4x y    

2أٖ أٌ                      2 24 5 4x y   

25فإَّ يخضظ أٌ          1فإرا كبٌ  5 5x y    

2أٖ أٌ                                2 5 5x y  

 أيًٓب أصغش(1)أٔ  5ٗ َأخزٔببنخبن
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1ٔببنخبنٗ فإَّ ىرا كبٌ  , 2x y   ٌ2فإ 2 5x y  

 ٔعهيت فإٌ 
2

( , ) (1, 2)

lim ( 2 ) 5

x y

x y 

     :9مثال

اربج أٌ 
2 2

2 2
( ) (0, 0),

lim 0

x y

x y
xy

x y
 

 الحل:

 خذو الاعذاريبث انقطبيت َغلم عهٗببسخ 

2 2 2 2 2 2
2

2 2
0 cos sin cos2 sin 4

4 4 4

x y r r x y
xy r

x y
 

بنشض أٌ 
2

4 2

y
 ,

2

4 2

x
 0فأَت نكم  0يٕصذ ٌٕبغيذ يك 

 ,x y        , 
2 2

2 2
0

x y
xy

x y
 

2 2

2 2
( ) (0, 0),

lim 0

x y

x y
xy

x y
 

   :11مثال

بي  أ   النهاي   
2

4 2
( , ) (0, 0)

lim

yx

x y

x y
 ؼيرموجودة 

 لـحال

yعلا الخي المستقي   (0,0)النقي   بالاقترا  م   mx     نجد أ  
2 3

4 2 4 2 2 2 2
0 0( , ) (0, 0)

lim lim lim 0

x xx y

x y mx mx

x y x m x x m
 

را  إلااا نقياا  الاصاال علااا أى خااي مسااتقي  يعيااا النهاياا  أى أ  الاقتاا
 صفرا.

2yمنحنااا القيااع المكاااف   خاا ل (0,0)النقياا   ولكاا  بااالاقترا  ماا   mx  

 فإ    

  
2 4

4 2 4 2 4 2
0( ) (0,0),

( )lim lim
1xx y

g m
x y mx m

x y x m x m
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وبالتالا فإ  قيما  النهايا  تختلاؾ  mن حظ أ  بذه النهاي  تعتمد علي قيم  
وعليا  فاإ  باذه  (0,0)قيمتها بناء علا اليريق  التا نقتار  بهاا ما  النقيا 

 النهاي  ؼير موجودة .

بيٍ أٌ انُٓبيت    :11مثال
2 2

( , ) (0, 0)

lim

x y

xy

x y
 .غيشيٕصٕدة 

 لـحال

yخ ل الخي المستقي   )0,0(النقي   بالاقترا  م   mx  نجد أ:   
2

2 2 2 2 2 2
0( ) (0, 0),

( )lim lim
1xx y

g m
xy mx m

x y x m x m
 

أختياريا  وأ  النهايا   mوحياث أ   mأى أ  قيم  النهاي  تعتمد علا العادد 
وعليا  (0,0)لاقترا  ما  وجد ( بؽض النظر ع  كيفي  ا أ تكو  وحيدة )

 فإ  نهاي  الدال  المعياة ؼير موجودة.
 طرٌقة أخرى:

cos نستخد  الاحداثيا  القيبي   , sinx r y r  فنحصل علا 

2

2 2 2
0( ) (0, 0),

cos sin
lim lim cos sin

rx y

xy r

x y r
 

 ا فها ؼير موجودة.وبالتال  أى أ  قيم  النهاي  تعتمد علا قيم 
 
 
 

 للدوال فً اكثر من متغٌر ( النهاٌات المتتالٌة)المكررة

)إذا كانااا  الدالااا   , )f x y   معرفااا  فاااا جاااوار النقيااا
0 0

( , )x y   فاااإ  النهايااا

0

lim ( , )
yy

f x y إ  وجااد  فهااا دالاا  فاااx ك  تولاا( )x   وعلياا  فااإ  قيماا

النهاي  
0

lim ( )
x x

x    مث ( وتكت   تكو  موجودة وتساوى( 

0 0 0

( ) ( )lim lim , lim
yx x y x x

f x y x 

)با النهاي  المتتالي  للدال   وبالتالا تكو   , )f x y  عندما
0

y y   أولا ثا

عناادما
0

x x   وإذا باادلنا ترتياا  النهاياا  فإننااا نحصاال علااا نهاياا  متتالياا.
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أخااارى وذلاااك باااإفتراض أ  
0

lim ( , ) ( )
xx

f x y y باااا دالااا  فااااy  بينماااا

0

lim ( )
y y

y وبذا يعنا  موجودة وتساوى 

0 0 0

lim lim ( , ) lim ( )
y x yy x y

f x y y 

 وعموما يمك  أ  تكو  باتا  النهايتا  متساويتا  أو لا.
 ملاحظات:

اذا وجد  النهايتا   .1
0 0

( )lim lim ,
yx x y

f x y ،

0 0

lim lim ( , )
y xy x

f x yا .ليس بالضرورة أ  تكو  متساويت 

قد تكو  النهايتا   .2
0 0

( )lim lim ,
yx x y

f x y ،

0 0

lim lim ( , )
y xy x

f x y  موجودتي   ولك  النهاي  الاني

0 0( ) ( , ),

lim ( , )

x y x y

f x y   .ؼير موجودة 

اذا كان  النهايه الاني   .3
0 0( ) ( , ),

lim ( , )

x y x y

f x y  موجودة فأن  يكو 

0 00 0

( )lim lim ( , ) lim lim ,
yx x yy xy x

f x y f x y س ؼير صحيح.ولك  العك 

بي  أ   النهاي     :12مثال
( ) (0, 0),

lim

x y

x y

x y
 ؼيرموجودة  

 لـحال

0 00 0 0 0

lim lim lim ( 1) 1, lim lim lim (1) 1

x yy y x x

x y x y

x y x y
 

أٖ أٌ انُٓبيبث انًكشسة غيش يخسبٔيت ٔكزنك  
( , ) (0, 0)

lim

x y

x y

x y
 غيشيٕصٕدة 

 انُٓبيت   دسط ٔصٕدأ   :13مثال

( , ) (0, 0)

( ) (1 )
lim .

( ) (1 )
x y

x y x

x y y
 

 لـحال    
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0 0 0

( ) (1 ) ( ) (1 )
lim lim . lim . 1

( ) (1 ) ( ) (1)
x y x

x y x x x

x y y x
 

0 0 0

( ) (1 ) ( ) (1)
lim lim . lim . 1

( ) (1 ) ( ) (1 )
y x x

x y x y

x y y y y
 

 أٖ أٌ انُٓبيبث انًكشسة غيشيخسبٔيت

  ٔكزنك 

 
( , ) (0, 0)

( ) (1 )
lim .

( ) (1 )
x y

x y x

x y y
 

 غيشيٕصٕدة

)ادسط ٔصٕد َٓبيت نهذانت  :14مثال , )f x y عيذ (0,0)عُذ انُقطت 

2 2
, ( , ) (0,0)

( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y

 

 لـحال    

2 2

0 0 0

lim lim lim 0 0
y x y

x y

x y
 

2 2
0 0 0

lim lim lim 0 0

x y x

x y

x y
 

 .نهذانت غيشيٕصٕدة الاَيت يخسبٔيت ٔنكٍ انُٓبيت  انًخخبنيت أٖ أٌ انُٓبيبث 

 اتصال الدوال فً اكثر من متغٌر
 للدوال فً اكثر من متغٌر الاتصال عند نقطة

)إذا كاناااا  الدالاااا    :تعرٌةةةةف , )f x y   معرفاااا  فااااا المنيقااااD   وأ  النقياااا 

0 0( , )x y D   يقال أ  الدال فإن( , )f x y   متصل  عناد النقيا
0 0

( , )x y  إذا كاا

بحياااااااث أ    0يوجاااااااد عااااااادد  0لكااااااال 
0 0

( , ) ( , )x y N x y   لكااااااال

0 0( , ) ( , )f x y f x y . 

)إذا كان  الدال  :تعرٌف , )f x y   معرف  فا المنيقD   وأ  النقي 

0 0( , )x y D   يقال أ  الدال فإن( , )f x y   متصل  عند النقي
0 0

( , )x y  اذا

 تحقق  الشروي التالي :
)الدال   (1 , )f x y   معرف  عند النقي

0 0
( , )x y. 

2) 
0 0

( , ) ( , )

lim ( , )

x y x y

f x y موجودة. 

3) 

0 0

0 0

( , ) ( , )

lim ( , ) ( , )

x y x y

f x y f x y. 
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 على منطقةمتغٌر الدوال فً اكثر من  اتصال 
)تكو  الدال    , )f x y   متصل   فا المنيقD  إذا كان  متصل  عند كل

 نياقها.  
بتيبيااق قواعااد النهايااا  السااابق  يمكاا  إثبااا  أ  المجمااو  والفاارق  قاعةدة :

ل  كااذلك بااي  الاادوال المتصاال  فااا متؽيااري  أو أكثربااا أيضااا  دوال متصاا
حواصل ضار  والمضااعفا  الثابت )حواصال الضار  فاا مقاادير ثابتا ( 
للاادوال المتصاال  تعاارؾ دوال متصاال  ،حاصاال قساام  دالتااي  متصاالتي  بااو 
دال  متصل  عند كل نقي  يكو  عندبا المقا  ؼير صفري ،كثيرا  الحادود 

  والدوال القياسي  بي دوال متصل  عند كل نقي   في نياقها

  درس إتصال كل م  الدوال الآتي :ا  :15مثال
2 2

2 2
, ( , ) (0,0)

(1) ( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y

 

2 2 , ( , ) (1,2)
(2) ( , )

0 , ( , ) (1,2)

x y x y
f x y

x y
 

2

4 2
, ( , ) (0,0)

(3) ( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y

 

2 2
, ( , ) (0,0)(4) ( , ) x y

x y
f x y

x y
 

 لـحال    

( اثبتنا سابقا أ  1) 
( , ) (0,0)

lim ( , )

x y

f x y  ؼير موجودة وعلا ذلك تكو  الدال

 .ومتصل  عند باقا نقاي المستوى(0,0)ؼير متصل  عند النقي  

نجد أ   (1,2)( نبحث نهاي  الدال  عند النقي 2)
(1,2)( , )

lim ( , ) 5

x y

f x y  والدال

(1,2)حيث أ  (1,2)معرف  عند النقي  0f   اذ،

(1,2)( , )

lim ( , ) (1,2)

x y

f x y f  (1,2)ومنها الدال  ؼير متصل  عند النقي 

 ومتصل  عند باقا نقاي المستوى.
( اثبتنا سابقا أ 3) 

( , ) (0,0)

lim ( , )

x y

f x y  ؼير موجودة وعلا ذلاك تكاو  الدالا

 توىومتصل  عند باقا نقاي المس (0,0)ؼير متصل  عند النقي 

وبالتااالا فإنهااا ؼياار متصاال  عنااد (0,0)( الدالاا  ؼياار معرفاا  عنااد النقياا 4)

 .ومتصل  عند باقا نقاي المستوى (0,0)النقي 
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2الدال ادرس إتصال   :16مثال 2
, ( , ) (0,0)

( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y

 

 
 لـحال 

yخ ل الخي المستقي   )0,0(النقي   بالاقترا  م   mx  نجد أ:   

2 2 2 2 2 2

2

0 0( ) (0, 0),

0
1

lim lim lim

x xx y

x
x y x m x m

xy mx m 

0)حيث أ  (0,0)الدال  معرف  عندحيث أ   و 0) 0,f : وبالتالي يكو 

(0,0)( , )

lim ( , ) (0,0)

x y

f x y f 

ومتصال  عناد بااقا  (0,0)  عناد النقيا متصل المعياة  الدال  وبالتالي تكو  

 نقاي المستوى.
 :17لمثا

 ادسط ىحلبل كم يٍ انذٔال الآحيت: 

2 2
2 2

1
( )sin , ( , ) (0,0)

(1) ( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y x y
f x y x y

x y

 

 الحل

)نكم   , ) (0,0)x y  َٗغلم عه 

2 2
2 2

0
1

( , ) (0,0) ( )sinf x y f x y
x y

 

2 2 2 2
2 2

1
( , ) (0,0) sinf x y f x y x y

x y
 

)أرٌ  , ) (0,0)f x y f   2عُذ 2 2 2,x y  (0,0)أرٌ انذانت يخلهت عُذ 
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 (1تمارٌن )

3( ارا كبَج 1) 2( , ) 2 3f x y x xy y فبٔصذ 

1 3 ( , ) ( , )
(1) ( 2,3) ; (2) , ; (3) , 0

f x y k f x y
f f k

x y k
 

 (عيٍ َطبق ٔيذٖ انذٔال الاحيت:2)

( , ) 1 r sf r s r e (5) 2( , )f x y y x (1) 

( , )
2

uv
f u v

u v
 (6) ( , ) 1f x y xy (2) 

( , ) ln( )f x y x y (7) ( , ) sin( )f x y xy (3) 

( , , )f x y z x y z (8) 2 2( , ) 1 ( )f x y x y (4) 

 ( أٔصذ كم يٍ انُٓبيبث انخبنيت 3) 

( , ) ( ,1)
2

1
lim 2 cos

x y

y

x
 

(2) 

2

( , ) (0, 0)

2
lim 3

x y

x

xy
 

(1) 

4 4

2 2

( , ) (0,0)

lim

x y

x y

x y
 

(3) 

4 3 2 2 2

2 2

( , ) (1,0)

2
lim

( 1)
x y

x x x x y

x y
 

(4) 

4 3 2 2 2 2 2

2 2 2

( , , ) (1,0,0)

2 ( )
lim

( 1)
x y z

x x x x y z

x y z
 

(5) 

3 2 2 2 2 2 3

2 2 2

( , , ) (0, 0,0)

( )
lim

x y z

x x y z y x y z y

x y z
 

(6) 

 

 ( بيٍ أٌ كم يٍ انُٓبيبث انخبنيت غيشيٕصٕدة 4) 

2

4 4

( , , ) (2,0,0)

( 2)
lim

( 2)
x y z

x yz

x y
 (4)

 

2 2

2 2

( , ) (0,0)

2
lim

2
x y

x y

x y
 

(1) 
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3 3 3

( , , ) (0,0,0)

lim 3
x y z

x y z

yz
 (5)

 

2 2

2 2

( , ) (0,0)

2 5

3 4
lim

x y

x xy y

x y
 

(2) 

2 2 2

( , , ) (0,0,0)

lim

x y z

xy yz xz

x y z

 

(6)

 
2 2

( , ) ( 2,1)

2 2
lim

( 2) ( 1)
x y

xy x y

x y
 

(3) 

 خذو الاعذاريبث انقطبيت لإيضبد انُٓبيت )ىٌ ٔصذث (: ( اسخ5)

3 3

2 2

( , ) (0,0)

lim

x y

x y

x y
 

(3) 

2

2 2

( , ) (0,0)

lim

x y

xy

x y
 

(1) 

2 2

2 2

( , ) (0,0)

lim
ln ( )

x y

x y

x y
 

(4) 

2 2

2 2

( , ) ( 2,1)

lim
sin( )

x y

x y

x y
 

(2) 

)( أٔصذ انُقبط  6) , )x y   ٖٕفٗ انًسخxy  انخٗ حكٌٕ عُذْب انذٔال انخبنيت يخلهت 

2

1
( , )f x y

x y
 

(3) 
1

( , ) sinf x y
xy

 (1) 

2 2

2
( , )

3 2

x y
f x y

x x
 (4) 2

( , )
1

y
f x y

x
 (2) 
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 الباب الثانً
 المشتقات الجزئٌة

)اذا كا  لدينا الدال   تعرٌةف: , )z f x y ساتقلي  دال  متصل  فاا المتؽياري  الم

,x y فإذا جعلنا المتؽير المساتقلy  ثابا  وبالتفاضال بالنساب  إلااx  نحصال

)علا المشتق  الجئ ي  للدال   , )z f x y  عند النقي( , )x yبالنسب  إلاx  ونرمئ

 لها بأى م  الرموئ اىتي :

( , )x x x x
f z

f x y f z D f
x x
  

 
 

 
 

 ويصاغ ذلك رياضيا كاىتا

0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) limx

h

f x h y f x y

h

f
f x y x y

x


 
 


 

نحصال  yثاب  وبالتفاضل بالنساب  إلاا xوبالمثل إذا جعلنا المتؽير المستقل

)علااا المشااتق  الجئ ياا  للدالاا   , )z f x y   عنااد النقياا( , )x y بالنسااب  إلاااy 

 ونرمئ لها بأى م  الرموئ اىتي :

( , )y y y y
f z

f x y f z D f
y y
  

 
 

 
 

 ويصاغ ذلك رياضيا كاىتا

0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) limy

k

f x y k f x y

k

f
f x y x y

y


 
 


 

ماا  المتؽياارا  المسااتقل   nدالاا  فااا  fكاناا  تعمااي : إذا 
1 2
, ,..., nx x x   فااإ

التفاضااااااال الجئ اااااااا للدالااااااا  بالنساااااااب  إلاااااااا 
1

x  ماااااااع اعتباااااااار بااااااااقا

المتؽيااارا 
1 2
, ,..., nx x x ئثابتااا  نرمااائ لاااه باااالرم

1x
f  أو

1

f

x




ويصااااغ ذلاااك  

 :رياضيا كاىتا

1
1

1 2 1 2

0

( , ,..., ) ( , ,..., )
lim

n n
x

h

f x h x x f x x xf
f

x h



 




 

 وعلا وجه العمو  يكو :
1 2 1 2, ,

0

( , , ..., ) ( , , ..., )
lim

i
i

n ni i
x

h

f x x x h x f x x x x

h

f
f

x
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i,...,1,2حيث  n .وذلك بشري وجود نهاي  لهذه الدوال 

2إذا كان   :1لمثا 2( , ) 2 2 1f x y x xy y     أوجد,x yf f .  

 الحل:

 )بأستخدا  التعريؾ( الطرٌقة الأولى

0

( , ) ( , )
limx

h

f x h y f x y
f

h


 
  

2 2 2 2

0

[2( ) ( ) 2 1] [2 2 1]
lim

h

x h x h y y x xy y

h


        
     

2 2 2 2 2

0

2( 2 ) 2 1 2 2 1
lim

h

x h h xy hy y x xy y

h


         
      

  
0

(4 2 )
lim 4

h

h x h y
x y

h


 
         

4 2 2
pxf    

  بالمثل

0

( , ) ( , )
limy

k

f x y k f x y
f

k


 
  

  
2 2 2 2

0

[2 ( ) 2( ) 1] [2 2 1]
lim

k

x x y k y k x xy y

k


        
     

0

( 2 4 )
lim 4

k

k x k y
x y

k


  
       

1 8 7y p
f     

 الطرٌقة الثانٌة:

 :ثابتا نحصل علا yمع اعتبار  xمباشرة بالنسب  إلا  fفاضل الدال  بت
    4xf x y  

 :ثابتا نحصل علا xمع اعتبار  yمباشرة بالنسب  إلا  fفاضل الدال  بتو
4yf x y   

32 كان  اذا:  2مثال yxz  فاوجد  xz ،yz. 

 لـالح

  332 2xyyx
x

zx 



 

  2232 3 yxyx
y

z y 
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 كان  اذا:  3مثال
x

y
z  وجدأف  xz ،yz. 

 لـالح

2

1

x

y

xx
y

x

y

x
zx 

























 

 
x

y
xxx

y

y
z y

11


















 

2إذا كان   مثال: 2x yez   وجد أ,x yz z   2ث  برب  أ( )x yz z x y z  . 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

   
2 2 2 2 2 22 2 2x y x y x y

xz e e x y xe
x x

   
   
 

 

 

   
2 2 2 2 2 22 2 2x y x y x y

yz e e x y ye
y y

   
   
 

 

 وبالتالي نجد أ  
2 2 2 2 2 2

2 2 2( ) 2( )x y x y x y
x yz z ye ye x y e x y z         

),(إذا كان   مثال: yxfez   وجد أ,x yz z   ث  برب  أzffzz yxyx )( . 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

  ),(
),( ),(),(),( yxfe

x

yxf
ee

xx

z
z x

yxfyxfyxf
x 














 

 

  ),(
),( ),(),(),( yxfe

y

yxf
ee

yy

z
z y

yxfyxfyxf
y 














 

 وبالتالي نجد أ  
zffefffefezz yx

yxf
yxy

yxf
x

yxf
yx )()( ),(),(),(  

x,وجدأ مثال: yf f : للدوال اىتي 

( , ) sin( )f x y y xy (2) 2 3 1( , ) x xy yf x y    (1) 
2

cos
( , )

y

y x
f x y


 (4) 1sin( , )

y

x
f x y   

 
 

 (3) 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
( , ) 3 1yf x y x  , 2 3( , )x x yf x y  (1) 
( , ) sin( ) cos( )yf x y xy xy xy  , 2( , ) cos( )xf x y y xy (2) 

2 2

1
( , )yf x y

x y



 , 22 yxx

y
f x


 (3) 

2

2cos

( cos )
( , )y

x

y x
f x y


 , 2

2 sin

( cos )
( , )x

y x

y x
f x y


 (4) 

)1إذا كان   مثال: , ) tan
y

x
f x y   

 
 

  وجد أ,x yf f . 
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 الحل

2
2 2 2

1
( )

1 ( )
x

y
y x

y x x y
f    

 
 

2 2 2

1
(1 )

1 ( )
y

x
f x

y x x y
 

 
 

1إذا كان   مثال: 3 3( , ) sin
y

f x y x y
x

  
 
 

     أثب  أ

2 2
x yx f y f x y .                               

 الحل

 

2

2 2 2

1
( )

1
x

x
f y x

x yy x

 


 

(1)                  
 

2

2 2 2

1
( )

1
x

x
x f y x

x yy x
   


 

 
2 2 2

1
( 1 )

1
y

y
f x

x yy x
  


 

(2 )                  
 

2

2 2 2

1
( )

1
y

y
y f y x

x yy x
   


 

 ( نحصل علا 2(،)1بجمع )
                                 2 2

x yx f y f x y      

 ملاحظات :

)للدال  إذا كا  -1 , )f x y   لمشتقتي,x yf f  وكانتا متصلتي  فا المنيقاD   فاإ  الدالا( , )f x y 

 تكو  متصل  فا بذه المنيق 

)لا يضم  اتصال الدال   Dوجود المشتق  الجئ ي  عند نقي  ما فا المنيق  -2 , )f x y عند باذه

 النقي  

x,اثب  أ  كل م   مثال : yf f للدال  (0,0)ولك  ليس  متصل  عند(0,0)موجودة عند 

2 2
, ( , ) (0,0)

( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y








 



 

 الحل :

x,جد كل م نو        yf fباستخدا  التعريؾ(0,0)عند 

0 0

(0 ,0) (0,0) 0
(0,0) lim lim 0x

h h

f h f
f

h h
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0 0

(0,0 ) (0,0) 0
(0,0) lim lim 0y

k k

f k f
f

k k
 


 

  

yإذا وضعنا mx  0وجعلناx     نجد أ  

2

2 2 2 2 2 2
0( , ) (0, 0)

lim lim
1

xx y

xy mx m

x y x m x m


 
  

 

أختياريا  وأ  النهايا  تكاو  وحيادة )إ   mوحياث أ   mيم  النهايا  تعتماد علاا العادد أى أ  ق

وعلياا  فااإ  نهاياا  الدالاا  المعياااة ؼياار (0,0)وجااد ( بؽااض النظاار عاا  كيفياا  الاقتاارا  ماا  

 (0,0)عند النقي   موجودة.أى أ  الدال  ؼير متصل 

 الشرط الكافى للاتصال :

 نظرٌة: 
)الشري الكافا لتكو   , )f x y  دال  متصل  عند النقي

0 0
( , )x y   0بو أ  تكو 0( , )yf x y  ،

0 0
( , )xf x y  موجودتا  وك  م,x yf f   محدوده فا جوار النقي

0 0
( , )x y. 

 المشتقات الجزئٌة من الرتب العلٌا 
)إذا كاناا   , )z f x y   لهااا مشااتقا  جئ ياا  ماا  الرتباا  اىولااا عنااد النقياا

( , )x y  علا منيق  تعريفها فإ,x yf f تكو  دوال,x y   فا ويكو  لها مشتقا

)جئ ي  وتسما المشتقا  الجئ ي  م  الرتب  الثاني  للدالا   , )f x y ويرمائ لهاا

 كالتالا 
2

2
( , )xx xx

f f
f x y f

x x x

 
 

 

  
 

  
  

2

2
( , )yy yy

f f
f x y f

y y y

 
 

 

  
 

  
  

2

( , )xy xy
f f

f x y f
x y x y

 
 

 

  
 

   
  

2

( , )yx yx
f f

f x y f
y x y x

 
 

 

  
 

   
  

وبنفس اليريق  يمك  تعريؾ المشتق  الجئ ي  م  الرتب  الثالث  وعلا سبيل 
 المثال

3 3

, ,...........xxy xyy
f f

f f
x x y x y y

 
 

     
 

والتعرياااؾ الرياضاااا للمشاااتقا  الجئ يااا  مااا  الرتبااا  الثانيااا  عناااد النقيااا  

0 0
( , )x yيكو  علا الصورة 
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2

2
0

( , ) ( , )
lim

h

x xf x h y f x yf

hx


 



  

2

2
0

( , ) ( , )
lim

k

y yf x y k f x yf

ky


 



  

2

0

( , ) ( , )
lim

k

x xf x y k f x yf

y x k


 


 
  

2

0

( , ) ( , )
lim

y y

h

f x h y f x yf

x y h


 


 
  

,أوجد   مثال: ,x y zf f f   : للدوال اىتي 
1( , , ) sec ( )f x y z x xz  (4) 2 2( , , ) 1 2f x y z x y z   (1) 

( , , ) (1 cos )f x y z x y z   (5) 2 2 2( , , )f x y z x x y z    (2) 

( , , ) sin cosf x y z z x y (6) 1( , , ) cos ( )f x y z xyz (3) 
 الحل

4zf z  , 2yf xy , 2
xf y (1) 

2 2 2
y

y
f

x y z




 
 

, 2 2 2
1x

x
f

x y z
 

 
 

(2) 

2 2 2
z

z
f

x y z




 
  

21 ( )
z

xy
f

xyz





 

, 21 ( )
y

xz
f

xyz





 

, 21 ( )
x

yz
f

xyz





 

(3) 

2

2

2

1
4)

( ) ( ) 1

( ) ( ) 1

( ) ( ) 1

x

y

z

f
x yz x yz

z
f

x yz x yz

y
f

x yz x yz


  


  


  

 

1zf   , sinyf x y , 1 cosxf y  (5) 
sin cos

z
f x y , sin sin

y
f z x y  , cos cos

x
f z x y (6) 

 :أوجد المشتقا  الجئ ي  م  الرتب  اىولا والثاني  والثالث  للدال  مثال:
                                   ( , ) xf x y xcos y ye  

 الحل

sin x
y

yf x e  , cos x

x
f y y e  

cos
yy

f x y , x

xx
f y e 
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( sin ) sinx x
yx

f x y e x x y e      , sin x
xy

f y e   

x
xxyf e , 

xxx

xf ye 

sin ,.......
yyy

f x y , cos
xyy

f y  

,أوجد  مثال: ,xx xy yyf f f  : للدوال اىتي 

( , ) ln(2 3 )f x y x y  (3) ( , )f x y x y xy   (1) 
1( , ) tan ( / )f x y y x (4) 2( , ) cos sinf x y x y y y x   (2) 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
1yf x  , 1xf y  (1) 
1xyf  , 0xx yyf f   
2 sin sinyf x y x   , 2 cosxf xy y x  (2) 
cosyyf y  , 2 sinxx y y xf    

  2 cosxyf x y   

2 3 0x y  , 
3

(2 3 )
yf

x y



 , 

2

(2 3 )
x

x y
f


 (3) 

2 3 0x y  , 2

9

(2 3 )
yyf

x y





 , 2

4

(2 3 )
xxf

x y





  

  2 3 0x y  , 2

6

(2 3 )
xyf

x y





  

( , ) (0,0)x y  , 2 2y
x

f
x y




 , 2 2x
y

f
x y

 


 (4) 

( , ) (0,0)x y  , 2 2 2

2

( )
yy

xy
f

x y



 , 2 2 2

2

( )
xx

xy
f

x y



  

  ( , ) (0,0)x y  , 
2 2

2 2 2( )
xy

y x
f

x y





  

xezإذا كان   مثال: y sin  وجد فأxxz ،yyz. 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

  xexe
x

z yy
x cossin  




 

    xexe
x

z
x

z yy
xxx sincos  









 

 وبالمثل نجد أ :

   xexe
x

z yy
y sinsin  




 

    xexe
x

z
x

z yy
yyy cossin  
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2إذا كان   مثال: 2x yez   وجد أ,xy yxz z   ث  برب  أ

2( )xy yx x yz z xz yz  . 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

   
2 2 2 2 2 22 2 2x y x y x y

xz e e x y xe
x x

   
   
 

 

   
2 2 2 2 2 22 2 2x y x y x y

yz e e x y ye
y y

   
   
 

 

   
2 2 2 2 2 22 22 2 4x y x y x y

xyz xe xe x y xye
y y

   
   
 

 

   
2 2 2 2 2 22 22 2 4x y x y x y

yxz ye ye x y xye
x x

   
   
 

 

 التالي نجد أ :وب
2 2

8 x y
xy yxz z xye   

2 2 2 2 2 2

2 2 4x y x y x y
x yyz xz xye xye xye      

 وبالتالي نجد أ 
2( )xy yx x yz z xz yz   

2إذا كان   مثال: 2( , ) ln( )f x y x y    0فأثب  أxx yyf f . 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

مارة نحصال  yمارة وبالنساب  الاا  xنساب  إلاابالتفاضل الجئ ا للع ق  بال

 علا 

                      
2 2 2 2

2
1 2

( )xf
f x

x
x x y x y

 



  

 

 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2( ) 4 2( )

( ) ( )
xx xf

f x y x y x
f

xx x y x y
 
    

 
  

                 (1)  

2 2 2 2
2

1 2
( )yf

f y
y

y x y x y
 



  

 

  2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2( ) 4 2( )

( ) ( )
yy yf f

f f x y y x y

yy x y x y


 
   

 
  

                    (2)  

0xx( نحصل علا    2( ، )1بجمع الع قا  ) yyf f . 

 إذا كان   مثال:
222

1
),,(

zyx
zyxf


  0فأثب  أ zzyyxx fff. 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
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  ),,(
1

)(
2

1

3

3

22

2

3
22

222

3
222

1
22

yxxf
xx

xyxx

yx
x

yxyx
x

zx

















































 

  52323333 33)()(),( fxffxfff
x

xx
x

fyxxf
x

z xxx 





















 

 :وبالمثل نجد أ 
523 3 fyfz yy  

523 3 fzfzzz  

 وبالتالي نجد أ :
52223 )(33 fzyxffff zzyyxx  

 وحيث أ  

2

222

222

2

222

111
),,(

f
zyx

zyx
f

zyx
zyxf 





 

 وبالتالي نجد أ :

03333 33

2

5
3  ff

f

f
ffff zzyyxx 

0عادلاا  لاباا س فااا بعاادي  بااام :ملحوظةةة
xx yy

f f   وبااا تصااؾ التوئيااع

ومعادلا  لابا س  فاا ث ثا   ة فا جس   مستقر )كصفيح  (المستقر للحرار
0أبعاد با 

xx yy zz
f f f   ، 

 :بي  أ  كل  م  الدوال  التالي   تحقق معادل  لاب س  مثال: 
3 4( , , ) cos5x yf x y z e z (4) 2 2( , )f x y x y  (1) 

( , , ) cos3 cos 4 sinh5f x y z x y z (5) 2
2( , ) cosyf x y e x (2) 

2 2 2 1 2( ) ( ), ,f x y z x y z    (3) 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

(1) 2 , 2 , 2 , 2x xx y yyf x f f y f       
2 2 0xx yyf f      

 
2 2(2) 2 sin 2 , 4 cos2y y

x xxf e x f e x 
    

                2 2
2 2 4 2cos , cosy y

y yyf e x f e x 
   

        2 24 cos2 4 cos2 0y y
xx yyf f e x e x        

 
2 2 2 3 2

)(3 ( ) ,
x

f x x y z     
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2 2 2 5 2 2 2 2 2( ) ( ) 3
xx

f x y z x y z x  
  

                   

 بالمثل نجد أ  
2 2 2 5 2 2 2 2 2( ) ( ) 3

yy
f x y z x y z y  

  
                     

2 2 2 5 2 2 2 2 2( ) ( ) 3
zz

f x y z x y z z  
  

                      

 ومنها نحصل علا: 

 5 22 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 3( ) 3 3 3 0
xx yy zz

f f f x y z x y z y z y            

 
3 4 3 4(4) 3 cos5 , 9 cos5x y x y

x xx
f e z f e z    

3 4 3 44 cos5 , 16 cos5x y x y

y yy
f e z f e z         

3 4 3 45 sin5 , 25 cos5x y x y

z zz
f e z f e z            

 وبالتالا فإ 
3 4(9 16 25) cos5 0x y

xx yy zz
f f f e z       

 
(5) 3sin3 cos4 sinh5

x
f x y z          

    3 ( )9cos cos4 sinh5 9 , ,
xx

f x y z f x y z           

           4cos3 sin 4 sinh5
y

f x y z   

16cos3 cos4 sinh5 16 ( , , )
yy

f x y z f x y z         

  5 cos3 cos4 cosh5
z

f x y z              
25cos3 cos4 sinh5 25 ( , , )

zz
f x y z f x y z          

 وم  ذلك ينتج أ 
( 9 16 25) 0

xx yy zz
f f f f        

)إذا كان   نظرٌة : , )z f x y معرف  فا منيقD  وكان  كل م  المشتقا

موجودة ومتصل  فا جوار النقي xf،yf ،xyf ،yxfالجئ ي 
0 0

( , )x y   فإ

xy yxf f عند بذه النقي.  

yxzاذا كان   مثال : tan : فبرب  أyxxy zz .   
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

      yy
y

z
y

zyyx
x

z xxyx
2sectan,tantan 














 

      yyx
x

z
x

zyxyx
y

z yyxy
222 secsec,sectan 
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yxxyوبالتالي نجد أ :  zz . 

اذا كان   مثال :
23 xyf x y e : فبرب  أ xy yxf f.   

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
2 2 22 2 2 3, 2 23 3xy xy xy

x yxf x y y e f x ye x y e     

 وكذلك   
2 2 23 2 32 , 2 23xy xy xy

y xyy yf x x e f x ye x e     

xy yxf f 

xyyxyxfإذا كان   مثال : cossin),( 22  : فبرب  أyxxy ff .   
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

 

    xyyxxyyx
y

z
y

f

xyyxxyyx
x

f

xxy

x

sin2cos2sinsin2

,sinsin2cossin

2

222


















 

 

    xyyxxyyx
x

z
x

f

xyyxxyyx
y

f

yyx

y

sin2cos2cos2cos

,cos2coscossin

2

222


















 

yxxyوبالتالي نجد أ :  ff . 

 نظرٌة :

)إذا كانااااااا           , )z f x y  معرفااااااا  فاااااااا منيقاااااااD   وكانااااااا  كااااااال مااااااا  المشاااااااتقا

,الجئ يا  , ,x y xy yxf f f f موجاودة ومتصاال  فاا جااوار النقيا
0 0

( , )x y   فااإxy yxf f عناد بااذه

 النقي  

xyابحث بل        مثال : yxf f    للدال
23 xyf x y e 

 :الحل 
2 2 23 2 32 , 2 23xy xy xy

y xyy yf x x e f x ye x e     

 وكذلك      
2 2 22 2 2 3, 2 23 3xy xy xy

x yxf x y y e f x ye x y e     

xy yxf f 

xyأثب  أ     مثال : yxf f   إذا كا 

 

2 2

2 2
, ( ) (0,0)

( ) (0,0)

( )
,

( , )

0 , ,

x y x y
x y

f x y x y

x y
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 الحل :

0

( ,0) (0,0)
(0,0) lim

y y
xy

h

f h f
f

h



 

0 0

(0, ) (0,0) 0
(0,0) lim lim 0y

k k

f k f
f

k k
 


   

2 2

2 2
0 0

( , ) ( ,0) ( )
( ,0) lim lim

( )
y

k k

f h k f h hk h k
f h h

k k h k
 

 
  


 

0

0
(0,0) lim 0xy

h

h
f

h


  


 

 بالمثل 

0

(0, ) (0,0)
(0,0) lim x x

yx

k

f k f
f

k



 

0 0

( ,0) (0,0) 0
(0,0) lim lim 0x

h h

f h f
f

h h
 


   

2 2

2 2
0 0

( , ) ( ,0) ( )
(0, ) lim lim

( )
x

h h

f h k f h hk h k
f k k

h h h k
 

 
   


 

0

0
(0,0) lim 1yx

k

k
f

k


 
    

xyومنها نجد أ    yxf f 

 لكلً للدوال فً اكثر من متغٌراالتفاضل 
),(الكلي للدال   يعرؾ التفاضل yxf:بالصورة 

dyfdxfdz yx  

),,(والتفاضل الكلي للداله zyxf:يكو  بالصورة 
dzfdyfdxfdf zyx  

إذا كان  وبصف  عام  
1 2

( , ,..., )nz f x x x    فإ

1 2

1 2

... n

n

f f f
df dx dx dx

x x x
  
  


  

. 

 لي للدوال الاتيه:أوجد التفاضل الك مثال:

2sin),,()(),()(),()(
22

zezyxfiii
y

x
yxfiie

y

x
yxfi yxx  

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح



29 

 

 يترك لليال  كتمري 

 تفاضل دالة الدالة: 
)لتك  نظرٌة: , )z f x y  إلا قابل  للتفاضل بالنسب دال x،y حيث أ 

( , )x x u v  ،( , )y u vy: فإ     

u x u y u u x u y uf f x f y or z z x z y
f f x f y z z x z y

u x u y u u x u y u
       
         

 
         

 

v x v y v v x v y vf f x f y or z z x z y
f f x f y z z x z y

v x v y v v x v y v
       
         

 
         

 

)نفاارض أ  :(1)نتٌجةةة , )z f x y  قابلاا  للتفاضاال بالنسااب  إلااا,x y   حيااث أ

( ), ( )x t y tx y  فيكو    

( ) ( ) ( ) ( )x y x yf x t f y t or z x t z y t
df f dx f dy dz z dx z dy

dt x dt y dt dt x dt y dt
      

   
   
   

 

dfويسما 

dt
dzأو  

dt
 بالمعامل التفاضلا الكلا. 

)نفاااارض أ  :(2)نتٌجةةةةة )z f r  قابلاااا  للتفاضاااال بالنسااااب  إلاااااr   حيااااث أ

( , )r r x y    فيكو 

( )

( )

x

y

r f r

r f r

f df r

x dr x

f df r

y dr y





 


 

 


 

 

)اذا كان  مثال : , )z f x y  حيث أ cos , sinx r y r    أ  فبرب:  
2 2 2 2

2

1
x y rz z z z

r
   

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

. . (1)cos sinr x y
z z x z y

z z z
r r r y r

     
    

    
 

. . ( ) ( ) (2)sin cosx yr r
z z x z y

z z z
x y  

  
     
    

    
 

 نحصل علا  r( علا 2اليرفي  فا المعادل  )بقسم  
1

(3)sin cosx y
r

z z z     

 ( بالتربيع والجمع نحصل علا  3( ،)1اذ  م  )
2 2 2 2 2 2

2

1
( cos sin ) ( sin cos )r x y x y x yz z z z z z z z

r
            

)2أثب  أ  الدال   مثال : )z f x y  2 تحقق الع قx yz zx y.                                         
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

2uنفرض أ   x y  أذ( )z f u   ويكو 
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2 ( )xz
z dz u df u

xyf u
x du x du x


  

  
  

 

2 ( )yz
z dz u df u

x f u
y du y du y


  

  
  

 

22 .( ).2 2 ( ( ) ) 2x yz zx f u x y y f u x y     

2 إذا كان  مثال : 2( )z f x y  0أثب  أ  فx yyz xz . 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

22u بوضع x y    نجد أ  ( )z f u  ويكو:  

2 ( )xz
z f u df u

xf u
x u x du x


   

  
   

 

2 ( )yz
z dz u df u

yf u
y du y du y


  

  
  

 

2 ( ), 2 ( )x yyz xzxyf u xyf u    
2 ( ) 2 ( )yyzx xz xyf u xyf u    

)إذا كان  مثال : ) ( )z f x ct g x ct   : 2 فبرب  أ
tt xxz c z. 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

uنفرض أ   x ct   ،v x ct     أذ( ) ( )z f u g v   و  ويك 

( ) ( ), 1

( ) ( )

x

xx

z f u g v
u

z f u g v
u

df u dg v u v

d x dv x x x

df u dg v

d x dv x

      

    

   

   

  

 

 

 وبالمثل يكو :

 

 2

( ) ( ) ,

( ) ( )

t

tt

z c f u g v c
u

z c f u g v
u

df u dg v u v

d t dv t t t

df u dg v

d t dt x

       

    

   

   

  

 

 

 وبالتالي يكو : 
2

tt xxz c z 

2إذا كان  مثال : 2( ),z f r r x y    : فبارب  أ
1

( ) ( )xx yyz z f r f r
r

    

. 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

2

( ) ,

( ( ) ) ( ( )) ( ) ( )

. ( )

( )( ) ( )

x x

xx x x x

x xx

x xx

z f r r
r

z f r r f r r f r r

r f r r
r

f r r f r r

df r

d x

x x x

df r

d x
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 بالمثل نجد أ و
2( ).( ) ( )yy y yyz f r r f r r   

 وبالتالي نجد أ :
2 2( ) ( ) ( ) ( )xx yy x y xx yyz z f r r r f r r r           

 ولك  
2

2 2 2

2 2 3 32 2
, x

x xx

x
r

r xrx x x r x yrr r
r x r r r r rx y


  

       
  

 

 وبالمثل نجد أ 
2

32 2
,y yy

y y x
r r

r rx y
  


 

 وبالتالي نجد أ :
2 2 1

( ) ( ) 1,x y xx yyr r r r
r

    

1
( ) ( )xx yyz z f r f r

r
    

)اذا كان   مثال : , )z f x y  حيثcos , sinx r y r    أوجد ك   م,xx yyf f   ثا

 أثب  أ  

                            
2

1 1
xx yy rrr

f f f f f
r r

    

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

cosم  الع قا   , sinx r y r    نستنتج أ 
12 2 2

, tan ( )r x y y x 
  

cos , sin
r x r y

x r y r
   

 
 

 
 

22 2 2 2
.

1 sin

1 ( )

y y y

x ry x x x y r

   
    




  
 

22 2 2
.

1 1 cos

1 ( )

x x

y x ry x x y r

 
   




  
 

          sin
. . cosx r

f f r f
f f f

x r x x r 

 




    
    

    
 

2

2
. .

sin
( ) ( ) cos x x

xx x x
f ff f r

f f f
x x r x x r rx

 


 

 
    

 

       
  
       

 

sin sin sin
cos cos cosr rf f f f

r r r r 

  
  



   
   
   

 
   

 
 

2
2

sin cos sin cos
cos rr r

f f f
rr
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2 2

2 2

sin cos sin sin cos sin
rrf f f f

r r r r
  

     
     

 وبالتالي نجد أ :
2

2

2 2

2

2

(1)

sin cos sin cos
cos

sin sin

rr r rxx

r

f f f f f
r r

f f
r r

  



   


 

  



   



                                       

 بالمثل 

. .
cos

siny r
f f r f

f f f
y r y y r 

 



  

    
 

    
 

2

2
. .( ) ( )y yyy

f f r
f f f

y y r y yy





 
   

 

      

     

 

           . .
cos cos

sin sinr r
r

f f f f
r r y r y 

  
 



   
    

   

   
 

   
 

           
2

.
cos cos

sin sinrr r
f f f

r r
 

 
 

 
  
 

  

            .
cos sin cos

sin sinr r
f f f f

r r r  

  
 

 
  
 

   

2
2

2 2

2

2

(2)

sin cos sin cos
sin

cos sin cos cos

rr r r

r

yy

r

f f f f f
r r

f f f
r r r

  

 

   


   

  



   

 

 

وحيث أ  الدال     f متصل  ومشتقاتها الجئ ي  متصل  فإ   r r
f f  وبجمع 

( نحصل علا معادل  لاب س فا اىحداثيا  القيبي 2( ، )1)  

2

1 1
xx yy rrr

f f f f f
r r

     

 ابق  يمك  كتابتها علا الصورة النتيج  الس ملحوظة :
2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1
f f

r rx y r r 

   
      
   

    
   

   
 

حيث يعرؾ الم ثر التفاضلا 
2 2

2 2x y

 


 
بما ثر لابا س بدلالا  الاحاداثيا   

x,الكارتيئياا   y  ؛ وعليااه فااإ  الصااورة
2 2

2 2 2

1 1

r rr r 

 
 
 
 

  
 

 
تعيااا ماا ثر  

r,داثيا  القيبي  لاب س بدلال  الاح  

 بصورة عام  يعرؾ م ثر لاب س فا الفراغ في الإحداثيا  الكارتيئي  
2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
( ) (sin )

sin sin
r

r rx y z r r r
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 لدوال المتجانسة:ا

)الدال  تعرٌف : , )f x y   تسما دال  متجانس  م  الدرجn فا,x y  كا :إذا  

(1)                          ( , ) ( , )nf x y f x y   

1حيث أ    . مقدار ثاب 
وعموماااااا يقاااااال أ 

1 2
( , ,..., )nf x x x  أنهاااااا دوال متجانسااااا  مااااا  الدرجاااااn 

فا
1 2
, ,..., nx x x  إذا كا 

(2         )1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )n n
nf x x x f x x x    

1بوضع 

x
 ( نحصل علا 1فا ) 

,
1

(1, ) ( ) ( )nf y x f x y f y x
x

 

(3)                                 ( , ) ( )nf x y x f y x 

 وبذا بو الصورة العام  لدال  متجانس  م  الدرج  النوني 
44برب  أ  الدال   ال :مث 3( , ) 5 2f x y x y xy   متجانس.   

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
4 4 3 4 4 4 3( , ) ( ) 5( ) 2( )( ) ( 5 2 )x y x y x y x y xyf            

.أذ  الدال  متجانس  م  الدرج  الرابع   
 نظرٌة أوٌلر للدوال المتجانسة:

)إذا كان   نظرٌه: , )f x y لدرج  دال  متجانس  م  اn فا ,x y  فإ  
x yx f y f nf  

 البرهان :

)حياااااااث أ   , )f x y   دالااااااا  متجانسااااااا  مااااااا  الدرجاااااااn فاااااااا,x y     فاااااااإ 

( , ) ( )nf x y x g y x   وبالتالا فإ 
1 2( ) ( ).( )n n

xf nx g y x x g y x y x   
1 2( ) ( )n nnx g y x y x g y x       

( ).(1 )n
yf x g y x x                              

x,بالتعويض ع   yf f  نحصل علا      
1 2

( ) ( ) ( ) (1 ).n n n
x yx f y f nx g x y x g x x g x xy y y 
     

( ) ( , )nnx g y x n f x y                                

2حقق نظري  أويلر للدوال المتجانس  للدال   مثال: 2 2( , , ) 5 2 7f x y z x y z  . 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

2 2 2 2( , , ) 5( ) 2( ) 7( ) ( , , )f x y z x y z f x y z          

 وبالتالي يكو : أى أ  الدال  متجانس  م  الدرج  الثاني 
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2x yx f y f f   

)1ن  إذا كا مثال : , ) tan
y

f x y
x

  
 
 

   0فأثب  أx yf fx y . 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

2 2x
y

f (x, y)
x y

 


 

2 2y
x

f (x, y)
x y




 

2 2 2 2
0x yf f

xy xy
x y

x y x y
    

 
 

xإذا كان   مثال : y
z

x y





0xفأثب  أ    yzxz y  

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

 يترك لليال  كتمري 
)إذا كان   مثال : ), y xf x y x ye   2فأثب  أx yfxf y f  

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

     

2

2 2

( ),x

y x y x y x

y x y x

y x y x

y x y x y x

x x x

y
y

x x

y
y

x

y y
x x

f x y x y e x y e x y e

e x ye

e x ye

y y
e e e

  
 

  

  
   

  

 
   

 

 
    

 



 

     ( )

1

( )

,y

y x y x y x

y x y x

y x y x

y x y x y x

y y y

y
x

y x

x
x

x y x y

f x y x y e x y e x y e

e x ye

e x ye

e e e

  
 

  

  
   

  

 
   

 

   



 

2

2 2

2 2

( )

( ) ( )

2 2 ( , )

x y

y x y x

y x y x

y x y x

f x y y x y
x

xy xx y

xy xy y xy f x y

y
xf y e e

y e e

y e e

 
     

 

   

       

 

إذا كان    مثال:
2 2

1sin
x y

z
x y

 



tan فأثب  أ  

x

f df
x y z

dy
 




. 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
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بما أ    
2 2

1sin
x y

z
x y

 



أذ               

2 2

sin
x y

f z
x y




  

اىولا ، وباستخدا  نظري  أويلر نحصل وبا دال  متجانس  م  الدرج  

 علا

(sin ) (sin ) 1.sin
d

x z y z z
x dy


 


 

 وبالتالي نجد أ 

(sin ) (sin ) sin
z d z

x z y z z
z x dz y

  
 

  
 

cos cos sin
z z

x z y z z
x y

 
 

 
 

cosبالقسم  علا  z نحصل علا: tan
z z

x y z
x y

 
 

 
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  الدوال الضمنٌة
ا  المشتقا  الجئ يه الدوال في اكثر م  متؽير لايجاد مشتقا  يمك  استخد

)sinالدوال المعرف  ضمنيا، فمث  المعادل :  ) 0xye x y     بي دال

)ضمني   علي الصورة  , ) 0F x y   وبي معادل  تعرؾ دال  ضمني  في

)بحيث أ   xمتؽير واحد  , ) 0, ( )F x y y f x و أ( , ( ) ) 0F x f x  وكذلك ،

)المعادل   , , ) 0F x y z  المتؽيري فا دال  ضمني   تعرؾx،y  حيث أ

( , )z f x y  ويكو  ( , , ( , )) 0F x y f x y  او  ( , , ) 0, ( , )F x y z z f x y . 

) اذا كان  المعادل  نظرٌة: , ) 0F x y   تعرؾ دال  ضمني   قابل  للتفاضل في

)بحيث أ   xمتؽير واحد  )y f x  فإ x

y

y
F

F
  . 

 البرهان

)بفرض أ  المعادل   , ) 0F x y   تعرؾ دال  في متؽير واحدx   بحيث أ

( , ( )) 0F x f x  : وبفرض أ ، 
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( , ) 0, ( )z F x y y f x   

 وبتيبيق قاعدة السلسل  نجد أ :

(1) 00 0 x y

dx
F y

dx dx dx

F F dy F F dy
F

x y x y
 

   
     

   
 

  وبالتالي نجد أ :
x

y

y
F

F
   

أوجد  ثال:م
dy

dx
0yإذا كان     xxe ye . 

 الحــــــــــــــــــــــــل

( 1) 1

( 1) 1

x

x

x

y

y e y
y

F x e x

F  
      

 
 

)اذا كان    مثال: )y f x  4تحقق المعادل 33 4 5 1 0y y x x      فأوجد
dy

dx
 . 

 لحــــــــــــــــــــــــلا

4 بفرض أ  3( , ) 3 4 5 1 0F x y y y x x       فيكو 
2

3

12 5

4 3

x

y

x
y

F y

F 
   


. 

)المعادل  اذا كان  نظرٌة:  , , ) 0F x y z   المتؽيري فا  دال  ضمني  تعرؾx ،

y    بحيث أ( , )z f x y  فإ   ,
yx

x y

z z

FF
z z

F F
   . 

)بفرض أ  المعادل  : البرهان , , ) 0F x y z   فا  دال  ضمني  تعرؾ

)حيث أ    x،yالمتؽيري  , )z f x y : فيكو 

( , , ( , )) 0F x y f x y  

 أو 
( , , ) 0, ( , )F x y z z f x y  

 وبتيبيق قاعده السلسل  نجد أ :

0 ,
x

x x

F F y F z

x y z x



 

    
  

    

 وبالتالي نجد أ :

(1) (0) 00 x
x z x x

z

F
F z z

F

F F F z
F

x y z x
    

   
   

   
 

0zFحيث أ    

 وبالمثل يمك  الحصول علي:
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y

y

z

F
z

F
 

 
)اذا كان  الداله مثال: , )z f x y    تحقق  الدال

الضمني 
2 2 2 3 4 5 0x z xz z yz     .الحــــــــــــــــــــــــل 

2 2

2 2

2

2 3 4

x
x

z

F xz y
z

F x z z z


  

 
 

2 2

2 4

2 3 4

y

y

z

F xy z
z

F x z z y


   

 
 

 المشتقة الاتجاهٌه للدوال فً اكثر من متغٌر 
),(معدل تؽير الدالا  تعريؾ:  yxf  فاي اتجااة متجا  الوحادة),( bau 

  يسامي

fDuبالمشااتق  الاتجابيااه  لهااذه الدالاا  ويرماائ لهااا بااالرمئ 
   وبااذه المشااتق

 :تعرؾ بالصورة

h

yxfbhyahxf
fD

h
u

),(),(
lim

0






 

  وبوجه عا  فإ  حسا  بذه النهاي   يكو  في ؼاي  الصعوب  ولذلك نح

بحاج  الي يريقه اكثر سهول  لحسا  المشتق  الاتجابيه وذلك م  خ ل 

استنتاج صيؽ  تكاف  بذا التعريؾ . ولاستنتاج صيؽ  تكاف  بذه النهاي  
),(لحسا  المشتق  الاتجابيه للدال   yxf :نتبع التالي 

 نعرؾ دال  جديدة في متؽير واحد بالصورة:
),()( 00 bzyazxfzg  

 ثواب  اختياري .  0x ،0y ،a ،bحيث أ 

 وبالتالي م  خ ل تعريؾ المشتق  للدوال في متؽير واحد نجد أ :

h

zghzg
zg

h

)()(
lim)(

0





 

 وبالتالي نجد أ :

h

ghg
g

h

)0()(
lim)0(

0





 

 نجد أ : zg)(التعويض في الع ق  السابق  ع  وب

),(
),(),(

lim
)0()(

lim)0( 00
0000

00
yxfD

h

yxfbhyahxf

h

ghg
g u

hh










 

 وبالتالي يكو  لدينا الع ق :
(*)),()0( 00 yxfDg u

 

),(للدال  المشتق  الاتجابي    نظرٌة: yxf عند النقي),( 00 yx  اتجاة متج  في

),(الوحدة  bau   تعيي م  الع ق: 
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byxfayxfyxfD yxu ),(),(),( 000000  

),,(المشتق  الاتجابي   للدال  و zyxf في اتجاة متج  الوحدة),,( cbau  تعيي 

 بالصورة:
cfbfaffD zyxu  

 البرهان

 لتحقق م  صح  بذه النظريه نعتبر الدال  
bzyyazxxyxfzg  00 ,),,()( 

 وبتيبيق قاعده السلسل  نجد أ :

byxfayxf
dz

dy

y

f

dz

dx

x

f

dz

dg
zg yx ),(),()( 









 

0xx نجد أ   0zوبوضع    ،0yy   وبالتالي يكو 
(**)),(),()0( 0000 byxfayxfg yx  

),(وم  الع قتي  )*( ، )**( نجد أ  المشتق  الاتجابي  للدال   yxf عند

),(النقي  00 yx : تعيي م  الع ق 
byxfayxfgyxfD yxu ),(),()0(),( 000000  

),(المشتق  الاتجابي   للدال  في سياق النظري  السابق  تكو   ملحوظة: yxf 

),(عند النقي   yx اتجاة متج  الوحدة في),( bau  بالصورة تعيي: 

byxfayxfyxfD yxu ),(),(),(  

),,(المشتق  الاتجابي   للدال  و zyxf  عند النقي),,( zyx   في اتجاة متج

),,(الوحدة  cbau  بالصورة: تعيي 
czyxfbzyxfazyxfzyxfD zyxu ),,(),,(),,(),,(  

u متج  الوحدة  ملحوظة: 
 المتج  الذي يصنع ئاوي  في اتجاة  مع الاتجاه

sin,(cos(  بو oxالموج  لمحور  u
. 

yxeyxfاذا كان   مثال: xy ),(  فاوجد)0,2(fDu
   حيث أu

   بو متج

وحدة في الاتجاة 
3

2
 . 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

uمتجه الوحدة في بذه الحال  
 :يعيي بالصورة 
















2

3
,

2

1
)sin,(cos u


 

 وبالتالي نجد أ :

)1(
2

3
)(

2

1
),(),(),( 2 























 xyxyxy

yxu exxyeebyxfayxfyxfD 
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 وبالتالي نجد أ :

2

135
)5(

2

3
)1(

2

1
)0,2(


























fDu

 

xyzzyzxzyxfاذا كان   مثال:  ),,(فاوجد  ),,(232 zyxfDu
  في اتجاه

v)3,0,1( المتج 
. 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

uمتج  الوحدة 
  3,0,1( في اتجاه المتج(v

 :يعيي بالصورة 

)3,0,1(
10

1


v

v
u 


 

 وبالتالي نجد أ :

)363(
10

1

)2(
10

3
)3)(0()2(

10

1

),,(),,(),,(),,(

32

2222

yzxzzyx

xyzyxxyzyyzxz

czyxfbzyxfazyxfzyxfD zyxu
























 

 الانحدار للدوال فً اكثر من متغٌر
),(متج  الميل او الانحدارللدال   yxf :يعيي بالصورة 

jfiffff yxyx


 ),( 

),,(والانحدار للدال   zyxf:تكو  بالصورة 
kfjfifffff zyxzyx


 ),,( 

يه الدوال في اكثر م  متؽير م  وبالتالي يمك  حسا  المشتق  الاتجاب
 كمايلي:خ ل متج  الميل لهذه الدوال  

),,.(),,).(,,(),,(),,(),,(),,( cbafcbafffczyxfbzyxfazyxfzyxfD zyxzyxu 

 وبالتالي نجد أ :
ufzyxfDu


 .),,(  

yxyxfاذا كان   مثال: cos),(   فاوجد),( yxfDu
 1,2( في اتجاة المتجه(v

. 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

uنوجد متج  الوحدة 
 1,2( في اتجاه المتج(v

: 











5

1
,

5

2
)1,2(

5

1

v

v
u 


 

 وبحسا  متج  الميل )الانحدار( نجد أ :
)sin,(cos),( yxyfff yx  

 وبالتالي نجد أ :
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)sincos2(
5

1

5

1
,

5

2
)sin,(cos.),( yxyyxyufyxfDu 











 

),,()ln()sin(اذا كان   مثال: 2xyzzyxf  وجد فأ),,( zyxfDu
   عند النقي

),1,1(  1,1,1( في اتجاة المتجه( v
. 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

uنوجد متج  الوحدة 
 1,1,1( في اتجاه المتج( v

: 











3

1
,

3

1
,

3

1
)1,1,1(

3

1

v

v
u 


 

 وبحسا  متج  الميل )الانحدار( نجد أ :









 yzyyzz

x
fffzyxf zyx cos,cos,

2
),,(),,( 

 وبالتالي نجد أ :

)1,,2(cos,cos,
1

2
),1,1( 








 f 

وبالتالي تكو :    

3

3
)12(

3

1

3

1
,

3

1
,

3

1
).1,,2(),1,1(














fDu

 

 
 

 (2تمارٌن )
 اىولا لكل م  الدوال التالي  : المشتقا  الجئ ي   ( أوجد1)

2( , ) ( 1)f x y xy  (7) 2( , ) 2 3 4f x y x y   (1) 

( ), yf x y x (8) 2 2( , )f x y x y (2) 

( , ) sin( )yf x y e x y  (9) ( , ) lnf x y xy (3) 

1( , , ) sec ( )f x y z x yz  (10) 1( , ) tan
y

x
f x y   

 
 

 (4) 

2 2
)( , ,f x y z x y z  (11) 2 2( , , ) 1 2f x y z yx z   (5) 

2 2 2( , , )f x y z x y z   (12) 1( , , ) sin ( )f x y z xyz (6) 

 : الثاني  لكل م  الدوال التالي المشتقا  الجئ ي   ( أوجد2)
( , ) sin( )f x y xy (3) ( , )f x y x y xy   (1) 

( , ) 1yh x y xe y  (4) ( , ) ln( )f x y x y  (2) 

xy( بي  أ  3) yxw w   لكل م 

sin sinw x y y x  (3) ln(2 3 )w x y  (1) 
2 2 2w x y z  (4) ln cosxw e x y y x   (2) 
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2إذا كا       xyzf( أوجد المشتق  4) 3 4 23 2f x y z x y z y z  

0xx( بي  أ  الدوال التالي  تحقق الشري  11)  yy zzu u u      
2 2 2 1 2( , , ) ( )u x y z x y z    (1) 

3 4
( , , ) cos5

yx
u x y z e z


 (2) 

( ) 3 4 5, , cos cos sinhu x y z x y z (3) 

dwأوجد    (11) 

dt
 إذا كا     

  siny t , cosx t , 2 2w x y  (1) 

  cos siny t t  , cos sinx t t  , 2 2w x y  (2) 
1

z
t

 , 
2siny t , 2cosx t , 

x y
w

z z
  (3) 

tz e , lny t , x t , sinw z xy  (4) 

rw,أوجد  (12) w    اذا كا 

siny r  , ln( cos )x r  , 4 lnxw e y (1) 

sinx r  , cosy r  , 1tan
y

w
x

 (2) 

dy( أوجد 13)

dx
 م  الع قا  الآتي : 

3 22 0x y x y   (1) 
2 3 3 0x y y x    (2) 

2sin lny
ex xy y   (3) 

x,(  أوجد 14) yz z إذا كان   
3 3 2 0z xy yz y     (1) 

1 1 1
1

x y z
   (2) 

sin( ) sin( ) sin( ) 0x y y z x z      (3) 

 المتجانس : للدوالنظري  أويلر  تحقق برب  أ  الدوال الاتي  ( 15)
1( , ) tan

x

y
f x y   

 
 

 (3) 3 2 3
( ), 2 3f x y x x y y  (1) 

  
3

2 2
( , )

x y
f x y

x y
 (2) 

)cos( إذا كا   16) ) cos( )z x y x y     0أثب  أxx yyz z  
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 الباب الثالث

 تطبٌقات على المشتقات الجزئٌة

 تطبٌقات هندسٌة:

,x)الكارتيئياا  المتعاماادة بالإحااداثيا يتحاادد  والااذي الث ثاايالفااراغ  فااي y,z) 

fالمعادلاا   (x, y,z) c بااي معادلاا  الساايحS  3فاايR وسااوؾ ناادرس بعااض .

 المفابي  الهندسي  علا بذا السيح.

fا السيحيسم تعرٌف: (x, y,z) c   00بالسايح التفاضالا عناد النقيا 0,(x ,y z ) 

xإذا كانااااا  المشاااااتقا  الجئ يااااا  y zf , f f,  كلهاااااا موجاااااودة ومتصااااال  عناااااد

00النقي  0,(x ,y z ). 

وبماااا أ  ىى مساااتوى يوجاااد ممااااس وحياااد )إ  وجاااد( عناااد كااال نقياااا  
يوجااد مماااس وحيااد )إ  وجااد( عنااد كاال نقياا   Sليااه.فبالمثل ىى ساايح ع

 عليه.
00وعليه نجد أ  المستوى المماس للسيح عند النقي  0,(x ,y z يحتاوى علاا  (

00كل خيوي التماس عند النقي  0,(x ,y z ). 

00لسيح عند النقي  لتعيي  معادل  المستوى المماس ل 0,P(x ,y z . نفرض أ  (

,Q(xالنقي  y,z)  تقع فا بذا المستوى. وليك
0

r, r   المتجهي  المرسومي  م

علاا الترتيا ، وعلياه فاإ  المتجاه QP,نقي  اىصل إلاا النقيتاي  
0
)(r r 

يقع فا المساتوى الميلاو .ليك  أيضاا المتجاه العماودى علاا السايح عناد 
بو  Pالنقي 

0 p
N f والرمئ السفلاP  يشاير إلاا معادل التؽيار العماودى

 فتكو  معادل  المستوى المماس با: . Pيحس  عند النقي 
(1                          )00 0 p

.(r r ) N (r r ). f 0       

ى  المتجه
0
)(r r  عمودى علا المتجه

0
N العمودى علا السيح(S.) 

 ة الكارتيئي  وبا:( فا الصور1ويمك  كتاب  المعادل  )
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(2                  )0 0 0
p pp

f f f
(x x ) (y y ) (z z ) 0

x y z

  
 

  
    

fالسيح  في نظرٌة: (x, y,z) c   يكوf.بو متجه عمودى علا السيح 

rنفااااارض أ   :البرهةةةةةان x i y j z k    باااااو متجاااااه الموضاااااع ىى نقيااااا

,P(x, y z): علا السيح وبالتالي فإ 

(1                                  )dr dx i dy j dz k    

. وبكتاباا  معادلاا  الساايح علااا  Pيقااع فااا المسااتوى المماااس للساايح عنااد
,x)الصورة  y,z) f (x, y,z) c 0    فنحصل علا 

(2                       )     d dx dy dz
x y z

  


  
  
  

   

ويمك  كتاب  بذا المقدار كحاصل ضر  قياسا لمتجهي  علا النحو 
 التالا:

.i j k (dx i dy j dzk) 0
x y z

   
 
 

  
    

  
 

.( يكو  2( ، )1م  ) dr 0  

 فهو عمودي علا السيح . ولذلكdrيكو  عموديا علا أى أ  
 ملاحظات:

يمك  إيجاد معادل  المستوى الممااس لسايحي   -1
1 2

S ,S عناد نقيا  التمااس

 بنفس اليريق  السابقه.
يكو  السيحا  متماسي  م  الداخل إذا كاا  المتجهاا  العمودياا  علاا  -2

 .السيحي  عند نقي  تماسهما متوائيي  ولهما نفس الاتجاه
يكو  السيحا  متماسي  م  الخارج إذا كا  المتجهاا  العمودياا  علاا  -3

 السيحي  عند نقي  تماسهما متوائيي  ولك  اتجابهما مختلفي  .
 
 

 معادلة الخط العمودى على السطح:

نفاارض أ   Pعنااد النقياا  Sلإيجاااد معااادلا  الخااي العمااودى علااا الساايح 
,R(x,النقياا   y z)  تقااع علااا العمااود

0
N علااا الساايح عناادP   ويكااوr  بااو

لا ذلك يكو  المتجه.وع Rإلا النقي  oالمتجه المرسو  م 
0
)(r r ينيباق

علا المتجه
0

N :وبالتالا تكو  معادل  العمودى علا السيح علا الصورة 

                                
0 0

(r r ) N   
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أى أ  
0 0

(r r ) N  .)حيث بارامتر( 

 فيكو وعليه 

(3 )        
0 0 0

p pp

f f f
(x x ) i (y y ) j (z z )k i j k

x y z

   
     
    

   

 والتي يمك  كتابتها علا الصورة:

(4 )                     
p pp y zx

0 0 0 t
(x x ) (y y ) (z z )

(f ) (f ) (f )


  
  

 أوجد معادل  المستوى المماس والمستقي  العمودى علا السيح مثال:
2 2f (x, y,z) x y z 9 0     

p(1,2,4)عند النقي     S 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

 p(1,2,4)نوجد أولا   المشتقا  الجئ ي  عند النقي  

   z z pf 1 (f ) 1  : y y pf 2y (f ) 4    ; xx pf 2x (f ) 2   

,1)عند النقي    معادل  المستوى المماس للسيح 2,  بي (4

                             2(x 1) 4(y 2) (z 4) 0         2أوx 4y z 14   

,1)معادلا  الخي  العمودى علا السيح عندالنقي   2,  بي (4
( 1) ( 2) ( 4)

2 4 1

x y z
t  

   

1               أي  2 2 4 4x t , y t , z t     

أوجد معادل  المستوى المماس والخي العمودى علا السيح   مثال :
2 3x xyz z 1    (1,1,1)عند النقي 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
 p(1,1,1)نوجد أولا   المشتقا  الجئ ي  عند النقي  

xx pf (2x yz) (f ) 3    

y y pf xz (f ) 1   

2
z z pf xy 3z (f ) 2     

 بي (1,1,1)معادل  المستوى المماس للسيح عند النقي 
3( 1) ( 1) 2( 1) 0x y z      

3xأو                                   y 2z 2   

 با  (1,1,1)معادلا  الخي  العمودى علا السيح عندالنقي 

                                 ( 1) ( 1) ( 1)

3 1 2

x y z
t  
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1  أي  3 1 1 2x t , y t , z t     

 أوجد معادل  المستوى المماس والخي العمودى علا السيح    مثال :
2 2 2S 4 6 2 2:x y z x y z 5      

,4)عند النقي   1,2). 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

2 2 2f (x, y,z) x y z 4 6 2 5x y z       

,p(4نوجد أولا   المشتقا  الجئ ي  عند النقي   1,2) 
xx pf (2x 4) (f ) 4    

y y pf (f ) 42y 6   

z z pf 2z 2 (f ) 2    

,4)معادل  المستوى المماس للسيح عند النقي    1,2)بي 

4( 4) 4( 1) 2( 2) 0x y z               2 أوx 2y z 8   

,4)معادلا  الخي  العمودى علا السيح عندالنقي   1,2)  بي 
( 4) ( 1) ( 2)

4 4 2

x y z
t  

   

4  أي  2 1 2 2x t , y t , z t      
 :مفكوك تاٌلور

fالعااا  السااابق مفكااوك تااايلور للدالاا   فاايدرسانا  (x) حااولx a  وكااا  علااا

 الصورة 
(n)2

n
n

(x a) (x a) (x a)
( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) R

1! 2! n!
f x f a f a f a f a

  
       

 م  الحدود ومقداره nبو الباقا بعد   nRحيث 
(n 1)

(n 1)
n

(x a)
R f (a x) , 0 1

(n 1)!
 




   


 

fوالآ  يمكننا تعمي  مفكوك تايلور للدال   (x, y) حول النقي(a,b) 

 مفكوك تاٌلورللدوال فى متغٌرٌن

fإذا كاناا   (x, y)  دالاا  لهااا مشااتقا  جئ ياا  متصاال  ماا  الرتباا  النونياا  فااا

وباذه المنيقا  كبيارة بدرجا  ماا لتحتاوى (a,b)منيق  مؽلقا  تحتاوى النقيا  

a)النقي   h,b k)   0بداخلها فإنه يوجد عدد موج 1    :  بحيث أ 

f (a h,b k) f (a,b) h k f (a,b)
x y
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2 n

n
1 1

h k f (a,b) ... h k f (a,b) R
2! x y n! x y

   
    

   

   
    

   
           

 م  الحدود ومقداره nبو الباقي بعد   nRحيث 

(n 1)

n ,
1

R h k f (a h,b k) 0 1
(n 1)! x y

  


 

  
 

 
    

  
 

 (a,b)وتسما بنظري  تايلور أو مفكوك تايلور حول النقي  

 اب  مفكوك السابق علا الصورة المختصرة :يمك  كت
rn

(a,b)
r 0

n|
1

f (x, y) (x a) (y b) f R
r! x y

 
   

 

 
 

 
  

fتسااما المتسلساال  التالياا  متسلساا  تيلااور للدالاا   nوعناادما (x, y) حااول

 : (a,b)النقي 
r

(a,b)
r 0

|
1

f (x, y) (x a) (y b) f
r! x y





 
  

 

 
 

 
 

  تعااد المصاادر القياسااا لتقرياا  الاادوال فااا متؽيااري  يلور السااابقاصاايػ تاا
,xفااايبإساااتخدا  كثيااارا  حااادود  y  الحااادود ال.n  الاولاااا تعياااا كثيااارة

يعياا الخياأ فاا التقريا  . الثالثا  حادود  اىخيرالحدودي  التقري   والحد 
تقري  الخيا للدال .لتحسي  التقريا  الاولا فا صيؽ  تيلور لدال  تعيا ال
 الخيا نضيؾ حدود القوى اىعلا .

مفكوك تايلور للدال  الحدود الث ث  اىولا فا أوجد  مثال:
1 y

f (x, y) tan
x

  
 
 

    (1,1)حول النقي 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
1 x

f (x, y) tan
y

  
 
 

 

 1f (1,1) tan (1)
4

  

x
1

f (1,1)
2

   2 2x
y

f (x, y)
x y

 


 

y
1

f (1,1)
2

  2 2y
x

f (x, y)
x y




 

xx
1

f (1,1)
2

  
 

2
2 2

xx
x y

2xy
f (x, y)


 

xy 0f (1,1)  
 

2
2 2

2 2

xy
x y

y x
f (x, y)
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yy
1

f (1,1)
2

   
 

2
2 2

yy
x y

2xy
f (x, y)


  

f (x, y) f (1,1) (x 1) (y 1) f (1,1)
x y

 
 
 

 
     

 
 

                  
2

1
(x 1) (y 1) f (1,1) ....

2 x y

 
 



 
    

 
                      

                x yf (1,1) (x 1)f (1,1) (y 1)f (1,1)                      

   2 2
xx xy yy

1 1
(x 1) f (1,1) x yf (1,1) (y 1) f (1,1) ..

2 2
         

1 2 2x 1 1 1 1
f (x, y) tan ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ......

y 4 2 2 4 4
x y x y


           

أوجاااااد كثيااااارة الحااااادود مااااا  الدرجااااا  الثانيااااا  لتقريااااا  الدالااااا    مثةةةةةال:
( )f x, y sin xsin y حاااول نقيااا  اىصااال .ووضاااح درجااا  دقااا  التقريااا  إذا

yكا  0 1      وx 0 1  
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

f (0,0) sin0sin0 0   f (x, y) sin xsin y 

xf (0,0) cos0sin0 0   xf (x, y) cosxsin y 

y(0,0) 0 0 0f cos sin   y ( )f x,y cos ysin x 

xxf (0,0) sin0sin0 0   xxf (x,y) sin xsin y  

yy(0,0) 0f sin0sin0   yy( )f x,y sin xsin y  

xy(0,0) 0 0 1f cos cos   xy ( )f x,y cosxcos y 
2

1
f (x, y) f (0,0) x y f (0,0) x y f (0,0) ....

x y 2 x y

   
   
   

   
      

   
 

                x y(0,0) (0,0) (0,0)f xf yf               

   2 2
xx xy yy

1 1
x f (0,0) x yf (0,0) y f (0,0) ..

2 2
                  

2 2
( ) 0 0 0 0f x,y sin xsin y xy R xy R         

دود مااااااااا  الدرجااااااااا  الثانيااااااااا  لتقريااااااااا  باااااااااذه باااااااااي كثيااااااااارة الحااااااااا
fالدال  (x, y) sin xsin y  عند نقي  اىصل ويقدر الخيأ في التقري 

(n 1)

n
1

R h k f (a h,b k)
(n 1)! x y

 


 

  
 

 
 

  
 

3 2 2 3
xxx xxy xyy yyy2

1
R (x f 3x yf 3xy f y f )f (a h,b k)

6
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 كل المشتقا  الجئ ي  م  الرتب  الثالث  لا تئيد قيمتها الميلق  ع  الواحد 
3 3 3 3 3

2

1 8
R (0.1) 3(0.1) 3(0.1) (0.1) (0 1) 0.0014

6 6
 
 

        

sinأي أ  الخيأ فا تقري  xsin y حول نقيا  اىصال باساتخدا  كثيارة حادود

yلما كان    0.0014م  الدرج  الثاني   لا يئيد ع   0 1 وx 0 1      

,xأثب  أ  لجميع قي    مثال: y  المتنابي  في الصؽر يكو
2x 1

e ln(1 y) y xy y
2

 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
xfنفرض أ   (x, y) e ln(1 y) 

 f (0,0) 0 

xf (0,0) 0  x
xf (x,y) e ln(1 y)  

yf (0,0) 1  y
x 1

f (x, y) e
1 y

 


 

xx xxx
x( ) ( ) ..... (1 )f x,y f x,y e ln y    

xx xxxf (0,0) f (0,0) ..... 0    

yy ( ) 1f x, y   yy 2

x

( )
(1 )

e
f x, y

y





 

yyyf (0,0) 2  yyy

2

3

x2( 1) e
f (x, y)

(1 y)





 

 وعليه فإ 
r

r 1
r ( ) ( 1)( 1)f 0,0 r

y
   




 

r r 1

r r
x( 1) ( 1)

( )
(1 )

r
f x, y e

y y

 







 

xy ( ) 1f 0,0  xy

x

( )
1

e
f x, y

y



 

r 1
s r

r s

( ) ( 1)( 1)f 0,0 r
x y




   


 
 

r 1 x

s r r

r s ( 1) ( 1)!
( )

(1 )

r e
f x, y

x y y

  






 
 

2 2x 1 1
(1 y) 0 (0) (1) (0) (1) ( 1) ......

2 2
e ln x y x xy y         

,xولقااي  y المتنابياا  فااا الصااؽر يمكاا  إبمااال قااوىx, y درجاا  ابتااداء ماا  ال

 الثالث  فتحصل علا 

                             2x 1
(1 y)

2
e ln y xy y    

,xلقي  y المتنابي  في الصؽر 

 حل آخر:م  صؽي  تيلور لدال  فا متؽير واحد ؛ نعل  أ  
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2 3x 1 1
e 1 x x x .....

2! 3!
     

2 3

.........
y y

ln(1 y) y
2 3

    

2
2 3

2 3x 1
......... y xy y

2

1 1 y y
e ln(1 y) 1 x x x ..... y

2! 3! 2 3

  
           

     

,xبإبمال حدود الدرج  الثالث  فأكثر في y  وذلك لقيx, y  المتنابي  فا

 الصؽر 
2fأوجد مفكوك الدال   مثال: (x, y) x y 3y 2    في قوى( 1),( 2)x y  

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

(a,b)نستخد  مفكوك تايلور حيث أ   (1, 2)    وعلي  فإ 

f (1, 2) 10   2f (x, y) x y 3y 2   

xf (1, 2) 4   xf (x,y) 2xy 

yf (1, 2) 4    2
yf (x, y) x 3  

xxf (1, 2) 4   xxf (x,y) 2y 

yyf (1, 2) 0  yyf (x, y) 0 

xy yxf (1, 2) 2 f (1, 2)    xy yxf (x, y) 2x f (x, y)  

xxy yxxf (1, 2) 2 f (1, 2)    xxy yxxf (x, y) 2 f (x, y)  

 والمشتقا  العليا اىخرى كلها تساوى صفرا 
xyy yyy yxyf (x, y) f (x, y) f (x, y) 0   

 وعلي  فإ 
2 21

x y 3y 2 10 4(x 1) 4(y 2) 4(x 1) 4(x 1)(y 2)
2
 
 

             

31
3(x 1) (y 2)(2) 0

6
 
 

                     

2 2x y 3y 2 10 4(x 1) 4(y 2) 2(x 1) 2(x 1)(y 2)            
2(x 1) (y 2)                   

 مفكوك مكلورٌن للدوال فى متغٌرٌن:

aإذا وضعنا  0 ،b 0 ،h x , y k  فا مفكوك تايلور نحصل علا 

f (x, y) f (0,0) x y f (0,0)
x y

 
 
 

 
  

 
 

2 n

n
1 1

x y f (0,0) ... x y f (0,0) R
2! x y n! x y
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 م  الحدود ومقداره nبو الباقي بعد   nRحيث 

(n 1)

n ,
1

R x y f ( x, y) 0 1
(n 1)! x y

  


 

  
 

 
  

  
 

fوبو ما يسما بمفكوك مكلوري  للدال   (x, y)    (0,0)حول نقي   

 يمك  كتاب  مفكوك السابق علا الصورة المختصرة :
rn

(0,0)
r 0

n|
1

f (x, y) x y f R
r! x y

 
   

 

 

 
  

(n 1)

n
1

R x y f ( x, y) ,0 1
(n 1)! x y

  


 

  
 

 
  

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (3تمارٌن )

المسااتوى المماااس والخااي العمااودى للساايوع التالياا  عنااد  (أوجااد معادلاا 1)
 النقاي المبين  أما  كل منها:

(1,0,0) , 2 2 2x y z 1   (1) 
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(1,1,1) , 2 2 2xy yz zx 1  (2) 

(1,2,2) , 4xyz  (3) 

(0,0,1) , y xxe ye (4) 

( 2,1, 3)  , sin x y 2cos yz 0  (5) 

,1)( أوجد معادل  المستوى المماس المشترك للسيحي  عند النقي  2) 2,3) 

2 2 2 2x y z 14 , x 2y 3z 9 5cosh(3x z)        

1xfفكوك الدال م ( أوجد3)  (x, y) e tan y  حتاا حادود ما  (1,1)حاول النقيا

x),قوى    الدرج  الثاني  فا  1) (y 1) . 

4مفكاااوك الدالااا  ( أوجاااد4) 2 2 4x x y y  حتاااا حااادود مااا   (1,1)حاااول النقيااا

  .الدرج  الثاني 

2xمفكوك الدال  ( أوجد5) y 3y 2 في قوى,(x 1) (y 2) . 

1مفكوك الدال    ( أوجد6) y
sin

x
    (2,1)حول النقي. 

مفكوك الدال    ( أوجد7)
22

xy
z

x y



x),في قوى  1) (y 1) .   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (2تمارٌن )

 اىولا لكل م  الدوال التالي  : المشتقا  الجئ ي   ( أوجد1)

2( , ) ( 1)f x y xy  (7) 2( , ) 2 3 4f x y x y   (1) 

( ), yf x y x (8) 2 2( , )f x y x y (2) 

( , ) sin( )yf x y e x y  (9) ( , ) logf x y x (3) 

1( , , ) sec ( )f x y z x yz  (10) 1( , ) tan ( )f x y y x (4) 

2 2
)( , ,f x y z x y z  (11) 2 2( , , ) 1 2f x y z yx z   (5) 

1
22 2 2( , , ) ( )f x y z x y z   (12) 1( , , ) sin ( )f x y z xyz (6) 
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 : الثاني  لكل م  الدوال التالي المشتقا  الجئ ي   أوجد( 2)

( , ) sin( )f x y xy (3) ( , )f x y x y xy   (1) 

( , ) 1yh x y xe y  (4) ( , ) ln( )f x y x y  (2) 

xy( بي  أ  3) yxw w   لكل م 

sin sinw x y y x  (3) ln(2 3 )w x y  (1) 

2 2 2w x y z  (4) ln cosxw e x y y x   (2) 

2إذا كا       xyzf( أوجد المشتق  4) 3 4 23 2f x y z x y z y z  

4إذا كا       tutf( أوجد المشتق  5) 2 2 3
3vf u t u v t  

إذا كا       rvru( أوجد المشتق  6) secu v rt 

2إذا كا       zzyv( أوجد المشتق  7) 4ln ( )zv y x  

( أوجد المشتق  8)
3w

z y x



  
)sinإذا       )w xyz 

( أوجد المشتق  9) 
5

2 3

w

x y



 
 ذا كا   إ    

2 6 2xw y x e  (1) 

2
( )sinw y y x x   (2) 

0xx( بي  أ  الدوال التالي  تحقق الشري  11) yy zzu u u      

2 2 2 1 2( , , ) ( )u x y z x y z    (1) 

3 4
( , , ) cos5

yx
u x y z e z


 (2) 

( ) 3 4 5, , cos cos sinhu x y z x y z (3) 

(  أوجد  11) 
dw

dt
 إذا كا     

  siny t , cosx t , 2 2w x y  (1) 

  cos siny t t  , cos sinx t t  , 2 2w x y  (2) 

1
z

t
 , 

2siny t , 2cosx t , 
x y

w
z z

  (3) 

tz e , lny t , x t , sinw z xy  (4) 
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rw,أوجد  (13) w    اذا كا 

siny r  , ln( cos )x r  , 4 lnxw e y (1) 

sinx r  , cosy r  , 
1tan

y
w

x
 (2) 

)( باااااي  أناااااه إذا كانااااا 13) , )w f u v  0تحقاااااق معادلااااا  لابااااا سuu vvf f     وكانااااا

v xy2 2 ,
1

( )
2

u x y    0فإxx yyw w       

  

  

  

 
 

 


