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 الأولامحاب 

 المعادلات امخفاضلية ذات امرثحة الاولي و الدرخة الاولي

 ملدمة 

ير من امعلوم اميندس ية المعادلات امخفاضلية من الموضوعات اميامة مورودىا في كثير امعلوم مثل امرياضيات امححخة و امخعحيلية وفي امعحيعة و امكيمياء وفي كث

ائحرة ا علي المعادلات امخفاضلية وكذلك ثذتذب الاحسام و الذتذبات امكيرتية واهخلال الحررار  واهدارار الاحسرام الذفكثير من مسائل الانحناء ثعتمد في حلي

 .وسرعة امخفاعلات امكيميائية

 امخفاضلية ثعريف المعادلة( 1.1)

x دالة في المخغير  yهفرض أأن  وأأن   
 

, ,...,
n

y y y   الما خلات امخفاضلية من امرثحة الاولي و امثاهية حتي الما خلة امنوهية نلمخغيرy  لي بامنس حة ا 

x  ي علاكة حرتط تين ن ا  x,فا  y ذا كاهت  ة عادية" وأأحد الما خلات امساتلة جسمي "معادلة ثفاضلي دالة في اكثر من مذغير وميا ما خلات حزئية  yأأما ا 

نها جسمي "معادلة ثفاضلية حزئية " وهذكر الان تعض الامثلة المخخ  .لفة نلمعادلات امخفاضلية امعاديةفا 
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 درخة المعادلة امخفاضلية ( رثحة و 1.1)

  .هي رثحة أأعلي ما خلة موحوده في المعادلة امخفاضلية :رثحة المعادلة امخفاضلية

  .دد مرثحة المعادلةهي الاس الذي يرفع اميو أأعلي معاملي ثفاضلي مح :امخفاضليةدرخة المعادلة 

ثة و الدرخة ام معادلة من امرثحة امث (3والمعادلة ) .من امرثحة امراتعة والدرخة الأولي (1المعادلة )و  هي معادلة من امرثحة امثاهية والدرخة الاولي . ( 1فمثلًا المعادلة )

 .معادلات ثفاضلية حزئيةهي  (5)،(4امثاهية .و المعادلات )

 ( حكوين المعادلة امخفاضلية3.1)

 يتم حكوين المعادلة امخفاضلية بحذف امثواتت الاخذيارية هفرض أأن لدينا امعلاكة 

( , , ) 0 (1)f x y c  

لي 1)ىذه المعادلة تمثل مجموعة المنحنيات المس خوية ذات امحارامتر امواحد وتخفاضل امعلاكة ) ,نحصل علي معادلة تحخوي علي  xبامنس حة ا  , ,x y y c ومخكن 
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 , , , 0 (2)x y y c   

 نحصل علي علاكة في امصور   (1( ، )1من ) cوبحذف

( , , ) 0 (3)x y y   

موعرة هي معادلة ثفاضلية عادية من امرثحة الاولي حصلنا عليها هديجة لحذف ثاتت اخذياري واحد وجسرمي ىرذه المعرادلة بالمعرادلة امخفاضرلية ج (3و امعلاكة )

 .(1)المنحنيات 

 عخبر المثال الاتيذلك ه ومخوضيح 

 (1مثـال )

 المعادلة امخفاضلية جموعة المنحنيات الاثية اوخد

 2 4y a x c  

 الحل

 بامخفاضل نحصل علي  .4a ىذه المعادلة تمثل مجموعة من املعاعات المكافئة امتي محورىا المحور امسيني ووحرىا امحؤري امعمودي

2
dy

y a
dx

 

 وىذه هي المعادلة امخفاضلية جموعة املعاعات المكافئة. 

 وفي الحالة امعامة اذا اعخبرنا امعلاكة 

1 2( , , , , , ) 0 (4)nf x y c c c  

1 من امحارامترات n وىذه امعلاكة تحخوي علي 2, , , nc c c دلة امخفاضلية المناػر نلحصول علي المعا. 

 من امعلاكات في امصور   n فنحصل علي x من المرات المخخامية بامنس حة الي n هفاضل ىذه امعلاكة

1 1 2

2 1

( )

1

( , , , , , , ) 0

( , , , , , , ) 0
(5)

( , , , , , , , ) 0

n

n

n

n n

x y y c c c

x y y y c c

x y y y c c







  
   


  

  

1ت كن حذف امثواتيم 1n وعددىا( 5)،  (4)من امعلاكات  2, , , nc c cوحكون امنديجة هي الحصول علي معادلة ثفاضلية عادية ورثختها n  علي

 امصور  

( )( , , , , ) 0nx y y y    

 (1) مثال

 المعادلة امخفاضلية جموعة المنحنيات اوخد

2

1 2( ) 0 (1)c x y c   
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 الحل

هنا هفاضل  بارا مترينتحخوي علي  (1) مجموعة المنحنياتحير ان معادلة   منحصل علي مرثينيا فا 

1 2

2

2

2( ) 0 (2)

2 2( ) 0 (3)

c y c y

y y c y

  

   
 

 نحصل علي( 1) من المعادلة

1 22( ) (4)c y c y   

 نجد ان( 1) في( 4) هعوض من

2

2 22 ( ) ( ) 0 (5)xy y c y c     

 نحصل علي( 3)من المعادلة 

2

2 (6)/y c y y    

 وهي ةنحصل علي المعادلة امخفاضلية المعلوت( 5)في ( 6) بامخعويض من

2 0y xy   

 (3) مثال

 .راس ية المحور امخفاضلية نللعاعات المكافئة أأوخد المعادلة

 الحل

 راس ية المحور هيمعادلة املعاعات المكافئة 

2 (1)x x y c    

,تحخوي علي زلاث زواتت  (1) و حير ان ىذه المعادلة ,c .  منحصل علي زلاث مرات مذخامية ياهفاضل بامخالي 

2 3

2 3
2 , 2 , 0

dy d y d y
x

dx dx dx
       

 المعادلة امخفاضلية المعلوتة هيو حكون  

  
3

3
0

d y

dx
 

 (4) مثال

ذا كاهت  ا 

2e e (1)x xy a b   

ن   فازخت ا 

2

2
2 0

d y dy
y

dx dx
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 الحل

 نجد أأن (1نلمعادلة ) بامخفاضل

2

2
2

2

2 e e (2)

4 e e (3)

x x

x x

dy
a b

dx

d y
a b

dx





 

 

 

 نجد أأن   ( 1) ،(1)بجمع 

23 e (4)xdy
y a

dx
  

 ينذج أأن         (3)، (1)وبجمع 

2
2

2
6 e (5)xd y dy
a

dx dx
  

 ( نجد ان 5( ، )4جبملارهة )

2

2
2

d y dy dy
y

dx dx dx

 
   

 
 

 و منها ينذج

2

2
2 0

d y dy
y

dx dx
   

 .وىو المعلوب

 حل المعادلات امخفاضلية ( 4.1)

ي عملية عكس عملي ويمكرن ثلسر ه ىرذه ة حكوين المعادلة و امتي درسر ناىا. حل المعادلة امخفاضلية ىو عملية الحصول علي الأصل امكامل نلمعادلة امخفاضلية ا 

لي الاهواع الاثية: من حير امخفاضلية من امرثية الاولي و الدرخة الاولي ادلاتالمع  ظرق حليا ا 

 .ذات المخغيرات املاتلة ملاهفصال المعادلات امخفاضلية -1

 .المعادلات امخفاضلية المخجاوسة  -1

 .امخفاضلية ذات المعاملات الخعية المعادلات  -3

 .المعادلات امخفاضلية امخامة  -4

 .اضلية الخعيةالمعادلات امخف  -5

 .رهوليمعادلات ج  -6

 .معادلات ريكاتي  -7

 و سوف هدرس كل هوع علي حد  
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 ذات المخغيرات املاتلة ملاهفصال المعادلات امخفاضلية( 1.4.1)

 فصل المخغيرات علي اماكل الاتييمكن كخاتة المعادلات امتي يمكن فيها 

( ) ( ) 0 (1)M x dx N y dy  

 او 

( ) ( ) 0 (2)M y dx N x dy  

لي  (1المعادلة ) ) علي ةوذلك باملسم( 1المعادلة )صور  يمكن تحويليا ا  ) ( )N x M y  أأي أأن 

0
( ) ( )

dx dy

N x M y
  

حراء امخكامل مداشر تفصل كل مذغير في ظرف و  يمكن حلياالمعادلات وىذه    .ا 

 ( 1) مثال

 أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية

2 21 1 0x y dx y x dy    

 الحل

الملدار علي  ظرفي المعادلة لسمةت 
2 21 1x y  نحصل علي 

2 2
0

1 1

x y
dx dy

x y
 

 
 

 وتخكامل ىذه المعادلة نحصل علي

2 2

2 2
1 1

1 1

xdx y dy
c x y c

x y


 

 

      
 

 

 .تمثل الحل امعام نلمعادلة امخفاضليةالمعادلة الاخير  

  (1) مثال

  ام المعادلة امخفاضليةأأوخد الحل امع

 cos
dy

y x
dx

  

 الحل

Let 

1  1

u y x

du dy dy du

dx dx dx dx
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1 cos

cos 1  cos 1

du
u

dx

du
u du u dx

dx

  

    

 

21
cosec

cos 1 2 2

du u
dx du dx

u

 
 


   


  

 

   

1

1 1

1 1

1 1

cot cot
2 2

2cot 2cot

u u
x c x c

u x c y x x c



 

    

     

 

   

 .تمثل الحل امعام نلمعادلة امخفاضليةالمعادلة الاخير  

  (3مثال )

 لة امخفاضليةأأوخد الحل امعام المعاد

3 2 2 2 21
dy

xy x y x y
dx

     

 الحل

 هضع المعادلة علي امصور  

3 2 2 2 3 2 2

3 2 2

(1 ) (1 ) (1 )(1 )

(1 )(1 )

dy dy
xy x y x xy x y

dx dx

xy dy x y dx

       

  

 

 ظرفي المعادلة علي ةتلسم
2(1 )x y  

3 2

2

1

1

y x
dy dx

y x





 

 وبامخكامل نحصل علي 

 

3 2

2

2

2 2
2

2 2 2

1

1

1

1

1
ln( 1) ln ,

2 2 2

2ln 1

y x
dy dx

y x

y
y dy x dx c

y x

y x
y x c

x y x y c
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 .امعام نلمعادلة امخفاضلية تمثل الحلالمعادلة الاخير  

 (4مثال )

 أأوخد الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية 

 
2

8 2 1 (1)
dy

x y
dx

   

 الحل 

 تفرض ان 

  8 2 1u x y   

لي  نحصل علي  xثم بامخفاضل بامنس حة ا 

 
1

8 2 , 8
2

u y y u       

 نحصل علي ( 1في المعادلة ) yبامخعويض عن كيمة 

2 28 2 , 2 8
du

u u u
dx

     

 بامخكامل نحصل علي 

1

2

1
2 tan 2

4 2 2

du u
dx c x c

u





    


 

 الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية هي  

 1

1 1

8 2 1
tan 4 , 2

2

x y
x c c c   

   
 

 

 .تمثل الحل امعام نلمعادلة امخفاضليةالمعادلة الاخير  

 ت امخفاضلية المخجاوسة المعادلا( 1.4.1)

يلال نلدالة   ,f x y  نها مذجاوسة من درخة ذا امكن وضعيا علي امصور   nا   ا 

( , ) ( , ) ( , )n ny
f x y x f x y x g x y

x

 

   
 

 

دالة نلمخغير  gحير 
y

x
.  

  امخفاضلية التثية لال نلمعادلةوي

( , ) ( , ) 0 (1)f x y dx g x y dy  

ذا كاهت كل من الدامخين  )انها مذجاوسة ا  , )f x y  ،( , )g x yن ي ا   مذجاوسة من هفس الدرخة ا 
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( , ) , ( , )n ny y
f x y x g x y x

x x
 
   

    
   

 

 علي امصور   يمكن وضعيا (1) المعادلةو بامخالي 

0 (2)
y y

dx dy
x x

 
   

    
   

 

لي معادلة ويمكن تحويل ىذه المعاد  ذات مذغيرات كاتلة ملاهفصال وذلك تفرض أأن لة ا 

y dy dz
z y xz x z

x dx dx
      

 علي امصور ( 1) وتوضع المعادلة

( ) ( )

( ) ( )

y

dy dz z dz zx
x z x z

ydx dx z dx z

x


 

 


 
              
   
 
 

 

 .اتلة ملاهفصال يمكن حليا كما س حقكذات مذغيرات وىذه معادلة 

 (1)مثال 

 امعام المعادلة امخفاضليةأأوخد الحل 

2 2( ) 2 0x y dx xydy   

 الحل

 المعادلة امساتلة يمكن وضعيا علي امصور  

2 2

2

dy y x

dx xy


  

yويوضع  xz نجد أأن 

2 2

2

2

2
2

2

2 2

1 1

2 2

2
ln ln(1 ) ln

1

(1 ) 1

0

dz z dz z
x z x

dx z dx z

dx z
dz x z c

x z

y
x z c x c

x

x y cx

 
 



 
    

      


 
     

 

  

 

 . مجموعة من الدوارروهي معادلة تمثل الحل امعام نلمعادلة امخفاضليةالمعادلة الاخير  
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 (1) مثال

 أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية

2 2 0
y

x
dy

ye x x y
dx

 
    

 
 

 الحل

 يمكن كخاتة المعادلة امساتلة علي امصور   

2

2
y

x

dy x y

dx
x ye






 

yضع تو  zx  نجد أأن 

 

2

2 2

2 2 2

2
2 2 2

2

2 2(1 e )

1 2 e 1 2 e

1 2 e e 2
2ln

2(1 e ) e

2ln ln e ln ( e )

e e

z

z z

z z

z z

z z

y x y x

dz z dz z
z x x

dx z dx z

dx z z
dz x dz

x z z

x z c x z c

y
x c y x c

x





 

 

 
  

 

 
   

 

 
  

 

      

 
     

 

 

 .ثل الحل امعام نلمعادلة امخفاضليةتم المعادلة الاخير  

 (3) مثال

 أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية

2 2xy x y y    

 الحل 

2

2
1

y y
y

x x


    

yهضع  zx ن  نجد  ا 

 

2

2

2

1

1

1
1

sin ln sin ln

y xz z xz z z z

dz dx
xz z

xz

z cx y x cx
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 ةامخفاضلية ذات المعاملات الخعيالمعادلات  (3.4.1)

 المعادلات امخفاضلية ذات المعاملات الخعية حكون علي كصور  التثية 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0 (1)a x b y c dx a x b y c dy      

 أأو حكذة علي امصور  

1 1 1

2 2 2

a x b y cdy

dx a x b y c

 
 

 
 

لي   وىذه المعادلات ذات المعاملات الخعية يمكن تحويليا ا 

 .معادلات مذجاوسة -1

 .دلات ذات مذغيرات كاتلة ملاهفصالمعا -1

لي معادلات مذجاوسة: المعادلات ذات المعاملات الخعية وامتي يمولاأأ   كن تحويليا ا 

 في ىذه الحالة المس خليمان 

1 1 1 2 2 20 , 0a x b y c a x b y c      

)مخكن  يخلاكيان في هلعة و , ) ن محدد المعاملات  وىذا يعني ا 
1 1

2 2

a b

a b
 لا يساوي امصفر. 

x, هضع  u y v     ،  فيكون
dy dv

dx du
،  ثصحح  (1)و المعادلة 

1 1

2 2

a u b vdv

du a u b v


 


 

  .وىذه معادلة ثفاضلية مذجاوسة فيمكن حليا كما س حق

لي   كاتلة ملاهفصالمذغيرات معادلات ثفاضلية ذات ثاهيا: معادلات يمكن تحويليا ا 

 ن محدد المعاملاتفي ىذه الحالة يكو
1 1

2 2

a b

a b
يساوي امصفر أأي أأن  

1 2 2 1a b a b  والمس خليمان 

1 1 1 2 2 20 , 0a x b y c a x b y c      

 يكونان مذوازيان ويكون 

2 2 1 1( )a x b y a x b y   

 هضع 

1 1 1 1 1

1

1du dy dy du
u a x b y a b a

dx dx dx b dx
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 ثصحح( 1)والمعادلة 

1
1

1 2

1
( )

u cdu
a

b dx u c


  


 

 .كما س حق وىذه معادلة ذات مذغيرات كاتلة ملاهفصال فيمكن حليا

 (1) مثال

 أأوخد الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية 

(2 4) ( 2 5) 0 (1)x y dy x y dx      

  -الحل :

هلاحغ أأن محدد المعاملات 
2 1

1 2




لي معادلةيمكن تح (1امخفاضلية ) المعادلةو بامخالي لا يساوي امصفر    .مذجاوسة ثفاضلية ويليا ا 

 أأولا : هوخد هلعة امخلاظع نلمس خليمين 

2 4 0, 2 5 0x y x y      

)فنحصل علي هلعة امخلاظع  , ) ( 1,2)   . 

 باس خخدام امخعويض 

1 , 2

,

x u y v

dx du dy dv

   

 
 

 ثصحح علي امصور   (1) المعادلة

(2 ) ( 2 ) 0 (2)u v dv u v du    

vس خخدام امخعويض  با uz  فيكون
dv dz

z u
du du

  

 ثصحح علي امصور  (1) المعادلة

 

1 2
(2 ) (1 2 ) 0

2

dz dz z
z z u z z u

du du z

 
         

 
 

2 22 1 2 1

2 2 2

dz z z z z
u

du z z z

  
  

  
 

2

2 1 1 3

1 2 1 1

z du du
dz dz

z u z z u

  
    

   
 

 باحراء امخكامل نحصل علي
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2 2

3 3

1 3
ln( 1) ln( 1) ln ln

2 2

1 1
ln 2ln

( 1) ( 1)

z z u c

z z
cu c u

z z

    

 
  

 

 

, كه  بامخعويض عن ,u v z  نحصل علي 

 2

1 13

3
,

( 1)

y x
c c c

y x

 
 

 
 

 أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية( 1)مثال 

(2 4 5) 2 3 0
dy

x y x y
dx

      

 الحل

ن محدد المعاملات  هلاحغ ا 
2 4

1 2




 .يساوي امصفر 

 هضع  

2 , 1 2

1
1

2

dy du
x y u

dx dx

dy du

dx dx

   

 
  

 

 

 ثصحح علي امصور   امخفاضلية المعادلة 

1 1 3 4 11

2 2 2 5 2 5

du u du u

dx u dx u

 
    

 
 

 باحراء امخكامل نحصل علي

2 5 1 1
1

4 11 2 4 11

u
dx du du

u u


 

 

  
   

  
 

1
2 ln(4 11)

4

8 4 8 ln(4 8 11)

4 8 ln(4 8 11) 0

x c u u

x c x y x y

x y x y c

   

     

     

 

 المعادلات امخفاضلية امكاملة )امخامة(( 4.4.1)

 يلال نلمعادلة امخفاضلية التثية 

( , ) ( , ) 0 (1)M x y dx N x y dy   



 محمد يوسفد. أحمد                                               الباب الاول  )المعادلات التفاضلية ذات الرتبة الاولي و الدرجة الاولي(

13 

ذا تحلق M,نلدامخين  أأنها كاملة ) تامة ( ا  N  المخصلخين امعلاكة 

(2)
M N

y x

 


 
 

,حير كل من 
M N

y x

 

 
)و مخكنعنصراً ثفاضليا تاما ً لدالة ما ( 1)تذلك يكون امعرف الأيسر نلمعادلة  و  دالة مذصلة  , )f x y  بامنس حة نلمخغيرين

,x y  ي أأن  ا 

( , ) ( , ) ( , )df x y M x y dx N x y dy  

ن تحلق امعلاكة    (.1)وامشرط امضروري و امكافي لذلك ىو ا 

  (1)مثال 

 ازخت أأن المعادلة امخفاضلية التثية تامة و أأوخد أأصليا امخام.

2 2 2 2(2 4 ) (2 4 ) 0 (1)y xy x dx x xy y dy      

 الحل

 هفرض أأن

2 2 2 2( , ) 2 4 , ( , ) 2 4M x y y xy x N x y x xy y      

 فيكون 

4 4 , 4 4
M N

y x x y
y x

M N

y x

 
   

 

 
 

 

 

 .المعادلة تامةاذن 

 هفرض أأن حل المعادلة علي امصور  

( , )f x y c 

 فيكون 

2 2( , ) 2 4 (3)
f

M x y y xy x
x


   


 

لي  (3)تخكامل المعادلة    xبامنس حة ا 

2 2 3
( , ) 2 2 ( ) (4)

3

x
f x y y x x y y    

لي( حزئيا 4)وتخفاضل امعلاكة    yبامنس حة ا 
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2 2 2( , ) 2 4 4 2 ( )
f

N x y x xy y xy x y
y




      


 

3
2

3 3
2 2

( ) ( )
3

( , ) 2 2
3 3

y
y y y c

x y
f x y xy x y c

       

    

 

  ( 1)مثال 

 أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية

 sincos e sin cos cos sin 0 (1)xx y x dx y xdy   

 الحل

 توضع

sin( , ) cos e sin cos

( , ) sin cos

xM x y x y x

N x y x y

 


 

cos cos , cos cos
M N

y x x y
y x

M N

y x

 
 

 

 
 

 

 

 . فيكون الحل في امصور  امخاميةبامخالي  المعادلة تامة

sin( , ) e sin sinxf x y x y c   

  امعوامل المكاملة 

 من الدرخة الأولى وامرثحة الأولى ذا كاهت المعادلة امخفاضلية ا  

( , ) ( , ) 0 (1)M x y dx N x y dy  

 

 غير تامة أأي يكون 

M N

y x

 


 
 

ه لي معادلة تامة وذلك تضرهاا في عامل مكامل يم وفا  )كن تحويليا ا  , )x y وامعامل المكامل( , )x y  يكون غامحا دالة في( , )x y. 

)في امعامل المكامل (1)تضرب المعادلة  , )x y  مكي ثصحح تامة 

       , , , , 0 (2)x y M x y dx x y N x y dy   
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 يكون  و تذلكاصححت تامة  (1)المعادلة 

   M N
y x
 

 


 
 

0 (3)
M N

M N
y x y x

 

    

    
    

 

)كدالة في يخعين امعامل المكامل (3) ومن المعادلة , )x y. 

 فلط. yدالة في فلط أأو xدالة في لذلك سوف هعخبر أأن ةلة امعامة هي مسبألة رياضية غير ثس يعومكن الحصول علي امعامل المكامل في الحا

 فلط x أأولا : شرط وحود عامل مكامل دالة في

)ميا عامل مكامل (1)هفرض أأن المعادلة   )x   علي امصور   (3)وتذلك ثصحح المعادلة 

M N
N

x y x



   

  
   

 

1 1
(4)

M N

x N y x





   
  

   
 

ن امعرف الأيمن دا x دالة في (4)واضح أأن امعرف الأيسر نلمعادلة   فلط. x لة فيفلط وتذلك فا 

فلط ىو أأن يكون الملدار  xعامل مكامل دالة في (1)امشرط امضروري وامكافي كي يكون نلمعادلة 
1 M N

N y x

  
 

  
 فلط. xدالة في 

 يكون  (4المعادلة ) وتخكامل

1
1

ln ( ) ( ) e

M N
dx

N y xM N
x dx x

N y x
 

  
 

  










  
    

  
 

 . xكدالة في  وىذه امعلاكة ثععي امعامل المكامل تصور  صريحة

 فلط y دالة في مكامل ثاهيا : شرط و حود عامل

 علي امصور   (3) وتذلك ثصحح المعادلة yميا عامل مكامل في (1)هفرض أأن المعادلة 

1 1
(5)

N M

y M x y





   
  

   
 

ن امعرف الأيمن يكون كذلك دالة في yواضح أأن امعرف الأيسر نلمعادلة ىو دالة في  فلط. yفلط وتذلك فا 

فلط ىو أأن يكون الملدار y في عامل مكامل دالة( 1)وامكافي مكي يكون نلمعادلة  امضروري شرطم ا
1 N M

M x y

  
 

  
 فلط. yدالة في  

 (5)وتخكامل ىذه المعادلة 
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1
1

ln ( ) ( ) e

N M
dy

M x yN M
y dy y

M x y
 

  
 

  










  
    

  
 

 . yكدالة في  وىذه امعلاكة ثععي امعامل المكامل تصور  صريحة

  (1)ل مثا

 أأوخد الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية

3 2 2( 1) 0 (1)xy dx x y dy   

 الحل

3 2 2

2 2

( , ) , ( , ) 1

3 , 2

M x y xy N x y x y

M N M N
xy xy

y x y x

  

   
   

   

 

 .المعادلة غير تامة

2

1 1

M N
xy

y x

M N

M y x y

 
 

 

  
  

  

 

 فلط يخعين من  yدالة في يوخد عامل مكامل بامخالي

1
( ) e

dy

yy
y



  

)في امعامل المكامل  (1المعادلة ) تضرب )y  و علي امصور  تامة (1)ثصحح المعادلة 

2 2 1
0 (2)xy dx x y dy

y

 
   
 

 

 

 

 علي امصور   (1)حل المعادلة امخفاضلية يكون  و

2 21
( , ) ln

2
f x y x y y c   

 (1)مثال 

 لة امخفاضلية أأوخد الحل امعام نلمعاد

2(1 ) ( ) 0 (1)xy dx xy x dy    
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 الحل 

21 ,

, 2

M xy N xy x

M N M N
x y x

y x y x

   

   
     

   

 

  .غير تامة( 1)المعادلة اذن 

1 1
,

( )

M N M N x y
x y

y x N y x x y x x

     
       

     
 

)يوخد عامل  مكامل  )x دالة فيx  فلط يخعين من 

1
1

( ) e e

M N dxdx
N y x xx

x


  
  

  

  
    

 و علي امصور تامة  (1) د امضرب في امعامل المكامل ثصحح المعادلة امخفاضليةتع

21
0

xy xy x
dx dy

x x

   
   

   
 

 واضح أأن حل المعادلة امخفاضلية امخامة امساتلة ىو    

2

( , ) ln
2

y
f x y x xy c    

 المعادلات امخفاضلية الخعية  (5.4.1)

ذا كاهت  لي yالمعادلة امخفاضلية حكون خعية ا  نلمعرادلة  من الدرخة الأولي وغير مضروتة تحعضيا وحكون امصرور  امعامرة xوما خلاتها امخفاضلية بامنس حة ا 

 هي nامخفاضلية الخعية من امرثحة 

( ) ( 1)

0 1 1... ( )n n

n na y a y a y a y f x


     

حير أأن  
0 1, ,....., , ( )na a a f x   دوال فيx. 

 والمعادلة امخفاضلية الخعية من امرثحة الأولي و الدرخة الأولي حكون علي امصور  

( ) ( ) (1)

or

( ) ( ) (2)

dy
p x y x

dx

dx
R y x y

dy





 

 

 

لي صور  معا ) في عامل مكامل( 1) وذلك يضرب المعادلة دلة تامةولحل ىذه المعادلة هلوم تخحويليا ا  )x  

 امصور   الي( 1)المعادلة  فذخحول 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 (3)x dy x p x y x x dx      

ذا تحلق امشرط ( 3)و المعادلة   حكون تامة ا 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x p x y x x
x y
   

 
 

 
 

 ومنها يكون 

e (4)
pdxd d

p pdx
dx

 
 


     

 ( نحصل علي4من )

(5)d pdx  

 نحصل علي امصور  ( 3)في ( 5)وبامخعويض من 

( )dy yd dx d y dx        

 و تخكامل ىذه المعادلة نحصل علي 

1 c
y dx c y dx  

 
      

 (.1) معام نلمعادلة امخفاضلية الخعيةىو الحل ا

يجاد حل المعادلة امخفاضلية   علي امصور   (1)وبالمثل يمكن ا 

1
, e

Rdyc
x dy 

 

    
 

 

 (1) مثال

 المعادلة امخفاضلية  امعام لالحأأوخد 

cot sec
dy

y x x
dx

  

 الحل

 xهوخد أأولا عاملًا مكاملًا يعتمد علي 

cot

e sin
xdx

x   

 الحل امعام نلمعادلة يصحح علي امصور  

( sin ) tan sin tan

(cosec ) (ln sec ) cosec

d
y x x y x xdx c

dx

y x x c x

   

 


 

 . امخفاضليةثل الحل امعام نلمعادلةالمعادلة الاخير  تم 
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 (1) مثال

 :أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية

2( 1) 3 xdy
x x y x e

dx
   

 الحل

 يمكن كخاتة المعادلة علي امصور  

 

1
1

2

3 2 3 2

3 2

1
1 3 e e e

e 3 e e 3 e

3 9 9 9
e e

2 4 4 8

dx
x xx

x x x x

x x

dy
y x x

dx x

d
yx x yx x dx c

dx

xy x x x c


 
 

 




 

      
 

   

 
     
 

 

 ىو الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية 

  معادلة جرهولي (6.4.1)

 هي المعادلة حكون علي امصور  

( ) ( ) (1)ndy
yp x Q x y

dx
  

 لا يساوي واحد.عدد حليلي  n حير

لي معادلة خعية وذلك باملسمة علي  لحل ىذه المعادلة يتم تحويليا أأولًا ا 
ny  

1 ( ) ( ) (2)n ndy
y y p x Q x

dx

   

ثم هفرض أأن 
1 nu y   فيكون 

(1 ) (3)ndu dy
n y

dx dx

  

 نحصل علي ( 1)في  (3)وبامخعويض من 

1
( ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )

1

du du
p x u Q x n p x u n Q x

n dx dx
      


 

 .ثفاضلية خعية يمكن حليا كما س حق وىذه معادلة

 (1) مثال

 أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية
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2 55
2

dy y
x y

dx x
  

 الحل

باملسمة علي
5y  نجد أأن 

5 4 21
5

2

dy
y y x

dx x

   

هفرض أأن 
4y u  فيكون لدينا 

5 2

2

1
4 5

4 2

2
20

dy du du u
y x

dx dx dx x

du u
x

dx x

     

  

 

 وهوخد أأولًا امعامل مكامل وىو  لايجاد حليا وىذه معادلة ثفاضلية خعية

2
2( )

dx

xx e x

  

 فيكون لدينا

2 4

5
2 5 3 4

2 2

( ) 20

4
4 4

d
ux x

dx

c c x
ux x c u x y

x x



 


        

 

 الحل امعام المعادلة ىو

2
4

54

x
y

c x



 

  معادلة ريكاتي (7.4.1)

 معادلة ريكاتي هي المعادلة امتي حكون علي امصور  

2( ) ( ) ( ) (1)
dy

p x y Q x y R x
dx

   

,حير  ,R Q P  دوال فيx  لي علم أأحد الحلول الخاصة ميا 1yفلط ويمكن حل ىذه المعادلة ا  y  حير
1y دالة فيx  

 يععي بامخعويض( 1)ه الحالة فالأصل امخام نلمعادلة وفي ىذ

1

1
(2)y y

u
  

 و امخالييمكن ايجادىا علي امنح xدالة في   u حير أأن
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حير أأن 
1y y  ( و يكون1)يحلق المعادلة  فاهو (1)حل نلمعادلة 

21
1 1( ) ( ) ( ) (3)

dy
p x y Q x y R x

dx
   

 ينذج أأن  (1)من المعادلة  (3)يعرح المعادلة 

2 2

1 1 1( ) ( )( ) ( )( ) (4)
d

y y p x y y Q x y y
dx

     

 نحصل علي ( 1)من المعادلة 

1 2

1 1
( )

d d du
y y

dx dx u u dx

 
    

 
 

 ثصحح علي (4)المعادلة 

 

2 2

1 12 2

1

1 1 2 1
( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )

du y
y y p x Q x

u dx u u u

du
y p x Q x u p x

dx

 
      

 

   

 

  .وىذه معادلة خعية يمكن حليا كما س حق

 (1) مثال

1yازخت أأن   اضلية التثية ثم أأوخد حليا امعامحل خاص نلمعادلة امخف 

( 1)( )
dy

y xy y x
dx

    

 الحل

 توضع المعادلة امخفاضلية علي امصور  

2( 1) (1 2 ) (1)
dy

x y x y x
dx

     

 وىذه معادلة تمثل معادلة ريكاتي 

1yبامخعويض    نحصل علي ( 1)في المعادلة 

1 (1 2 ) 0x x x     

ن  1yولذلك فا   (.1) حل خاص نلمعادلة امخفاضلية  

 هفرض أأن الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية علي امصور  

2

1 1
1

dy du
y

u dx u dx
     

 نحصل علي( 1)بامخعويض في المعادلة 
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2

2

2 2 2

2

1 1 1
( 1) 1 (1 2 ) 1

( 1)( 1) (1 2 )( ) 0

( 1 1 2 ) (2 2 1 2 ) 1

1 (2)

du
x x x

u dx u u

du
x u x u u u x

dx

du
u x x x u x x x

dx

du
u x

dx

   
          

   

       

          

  

 

 امعامل المكامل ميا ىو  وىذه المعادلة معادلة خعية

( ) e e
dx xx

   

 حل ىذه المعادلة ىو

(e ) (1 )e e (1 )e e

e

x x x x x

x

d
u x u x dx c x c

dx

u x c

           

 

 

ي أأن الحل امعام لمعادلة   ىو  (1)ا 

1
e

1

xx c
y
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 (1)ن تماري

 لية جموعة المنحنيات التثيةامخفاض  المعادلة اوخد (1)

3

2 2 2

2 3 2

2 2

(i) ( ) (ii) sin( )

(iii) 2 (iv) ( 2)

(v) e (vi)

(vii) cos (ln ) sin (ln )

(viii) 1 1

x

n n

y x c y x c

x cy y y c x

y ax b y ax bx cx

y x x

y a x x b x x

 

   

   

    

 

        
   

 

 .ثاتت معلق nحير 

(ix) ( )coshy a bx mx  

 .ثاتت معلق mحير 

1 2 1 2

1 2

2 2 2

(x) (sin ) (cos )

(xi) cos 2 sin 2

(xii)

(xiii) ( ) ( )

x

y a x b x

y c x c x

y e

x y a



 

  

 



   

 

 . ئة امتي محورىا ىو المحور امسينيأأوخد المعادلة امخفاضلية نللعاعات المكاف  (1)

2yالمعادلة امخفاضلية نلدوارر امتي هصف كعرىا امواحد امصحيح ومركزىا ثلع علي المس خله  اوخد (3) x. 

 فصل المخغيراتتعريلة خفاضلية التثية حل المعادلات ام اوخد  (4)

2 2

2 2

2

3 2 2 2 2

2 2

2

(i) cos( ) (ii) tan sin cos cot 0

(iii) (iv) 1

(v) 4 2 1 (vi)

(vii) 1

(viii) (1 ) ( 1)

(ix) ( ) 1

dy
y x x ydx x ydy

dx

dy dy
x y y xy x

dx dx

dy dy
x y x y a

dx dx

dy
xy x y x y

dx

x x dy x x ydx

dy dy
x y x y xy

dx dx
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 خفاضلية المخجاوسة التثيةحل المعادلات ام اوخد  (5)

/

2 2 2 2

2 2 2 2

(i) ( 2 ) 0 (ii) e

(iii) ( ) ln (iv) cos ln

(v) tan (vi) ( 2 ) 2

(vii) ( ) 2 5 (viii) cos

y xx y dx xdy xy y x

x y y
xy y x y xy y

x x

y dy
xy y x x xy y x xy y

x dx

dy dy y
x y x xy y x y x

dx dx x

    

  
      

 

       

 
       

 

 

 التثية ذات المعاملات الخعية  ل المعادلات امخفاضليةحاوخد  (6)

2 2

4 7
(i) (ii) (2 4 6) ( 3) 0

2 1

(iii) ( 1) ( 2) 0 (iv) (3 ) 3 4

(v) ( 5 5) (5 1) 0 (vi) (2 1)

(vii) (y ax b)

x y
y x y dx x y dy

x y

x y y x y y x y x y

dy
x y dy x y dx x x y

dx

dy
y ax b

dx

 
       

 

          

        

    

 

 تين أأن المعادلات التثية تامة واوحد الحل امعام  (7)

2 2 2 2 3

3 2 3 3

2 2 2 2

2 2

(i) 2 ( ) (ii) (2 9 ) (4 6 ) 0

(iii) ( 3 ) ( 3 ) 0

(iv) ( ) (v) (3 4 ) (2 3 ) 0

(vi) (cos cos ) (sin sin ) 0

xydx x y dy xy xdx y x ydy

x xy dx y x y dy

xdx ydy
xdx ydy a x xy dx x y dy

x y

x x y dy y y x dx

     

   


     



   

 

3

2 2 3
2 2

2 3

2

sin

2

(vii) e (2 e ) 0 (viii) ( ln ) 0

2 2 5
(ix) 0 (x) (1 sin 2 ) 2 cos 0

( 1)cos
(xi) ( 2) 0

sin cos 2 1

(xii) sin cos cos sin cos e 0

(xiii) 3 2( 2 )

y y

x

y
dx y x dy dx y x dy

x

x y x y
dx dy y x dx y xdy

y y

x x y
dx dy

y y

x ydy x ydx x dx

ax a h xy

      

 
    


  



  

   2 2 2( 2 ) ( 2 ) 2( 2 ) 3 0b h y dx a h x b h xy by dy            
 

 

 التثية ومن ثم أأوخد احليا امخام فلط مكل من المعادلات امخفاضلية  xأأوخد عامل مكامل يعتمد علي  (8)
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3 4 3 2

3 3 2

2 2 2 2

(i) ( ) 8 0 (ii) (1 ) (1 )

(iii) ( 2 3 ) 3 ( ) 0

(iv) (2 ) ( 2 )( ) 0

x y dx xy dy xy dx x dy c

x y xy dx x y x dy

x xy a ydx x y x a dy

      

    

     

 

  أأوخد احليا امخامضلية التثية ومن ثمفلط مكل من المعادلات امخفا yأأوخد عامل مكامل يعتمد علي  (9)

 

3 2 2 2

2

(i) ( 1) 0 (ii) ( 1) 0

(iii) ( 1) ( 1) 0 (iv) 1 ( ) tan 0

xy dx x y dy y dx xy dy

y dx xy y y dy dx x y y dy

     

         
 

 مكل من المعادلات الخعية التثيةأأوخد الحل امعام  (11)

4 5

2 2 2 2

(i) ( 1) 3 4 (ii) 2 1 1 2

(iii) 2( 1) (2 1) 8 1 (iv) 2(1 ) (1 ) 1

dy dy
x y x x x y x x

dx dx

dy dy
x x x y x x x y x

dx dx

 
        

 

          

 

2 2 2

3 2

2

2

2

(v) (1 ) (1 )(1 ) 2 (vi) tan sin 2

(vii) sin cos cos 2 cos 0

1
(viii) tan 2 1 e 2 (ix) 2 3cosh

2

(x) 2 cosec 2 2cot cos 2 (xi) cot cose 2 cos 2

(xii) (1 )

dy dy
x x x y y x x

dx dx

dy
x x y x x

dx

dy dy
y x s c x y x x

dx dx

dy dy
y x x x x y c x x

dx dx

dy
x

d

      

 

     

    

 1 2sin (1 ) 1xy x x x x
x

    

 

لي معادلات خعية ثم أأكمل حليا حول المعادلات امخفاضلية التثية (11)  ا 

 

2
2 2

2

2 3 2 2

3
3 2 3

3 2 2

1
(i) ( ) 1 (ii) 1

1

(iii) (2 1) (1 ) (iv) 4 4

2 1
(v) 2 (vi) 2

(vii) cos sin 0 (viii) 2(1 ) 2 3 0

dy y dy
xy y y x y

dx ty dx

dy dy
y x y y y x y y

dx dx

dy x dy
x y x x y y

dx y dx

dy dy
x y x y x y x x y

dx dx

   
      

   

     


   

       

 

1yأأزخت أأن  (11)  ليا امخام ادلة امخفاضلية التثية ثم أأوخد أأص حل خاص نلمع 

( 1)( )
dy

y xy y x
dx
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ازخت أأن  (13)
2

1x
y

x


 ضلية التثية واوحد أأصليا امخامحل خاص نلمعادلات امخفا 

2

4

1dy
y

dx x
  

yأأزخت أأن  (14) x ام .مخفاضلية التثية ثم أأوخد حليا امعحل خاص مكل من المعادلات ا 

2

2 2 3

2 2

(i) ( 1) ( ) 2 0

(ii) (2 1) 1 0

(iii) ( ) 2 3 0

ndy
x n ax y x y x

dx

dy
xy x y x x

dx

dy
x a y xy a

dx
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 الثانيالباب 

 المعادلات الخفاضلية من الرثبة الأولي و الدرخات العليا

 المعادلات الخفاضلية من الرثبة الأولي و الدرخات العليا  (1.2)

فاضلية الخدرس يا في الباب الأول كيفية حل المعادلات الخفاضلية من الرثبة الأولي و الدرخة الأولي وفي ُذا الباب سوف هدرس كيفية حل المعادلات 

 هدرسِا هي من الرثبة الأولي و الدرخات الأعلى و المعادلات التي سوف

 معادلات كاتلة للحل في (1)
dy

p
dx

             (2 )معادلات كاتلة للحل في x 

 y معادلات كاتلة للحل في (3)

 .لات التي من درخة أأعلً من الأوليهدرس الحلول الشاذة لبعض المعادوكذلك سوف 

  p المعادلات اللاتلة للحل في (1.1.2)

 بة الأولي و الدرخات العليا هيلمعادلة الخفاضلية من الرث الصورة العامة ل

1

0 1 1..... 0 (1)

n n

n n

dy dy dy
L L L L

dx dx dx





   
       

   
 

0 حير أأن  1, ,......., nL L L دوال في ,x y. 

 فرض أأنت
dy

p
dx

،  ثصبح علً الصورة( 1)المعادلة  

1

0 1 1..... 0 (2)n n

n nL p L p L p L

     

لي  يلِال ت كنن من الم n الطرف الأيسر لِذٍ المعادلة عبارة عن كثيرة حدود من الدرخة  علً الصورة pبالًس بة اؤ

1 2( )( )......( ) 0np p p      

1 حير 2, ,......., n    دوال في ,x y. 

 علً الصورة ن الرثبة الأولي و الدرخة الأوليخفاضلية مال عادلات لٍوعة من المُذٍ  و

1 2, , ......., np p p     

1 2( , ), ( , ), ....., ( , )n

dy dy dy
x y x y x y

dx dx dx
     

 حلول ُذٍ المعادلات يمكنن فرضِا علً الصورة 

1 1 2 2( , , ) 0, ( , , ) 0, ..., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c   
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 ُو ( 1)ويكنون الحل العام للمعادلة 

1 1 2 2( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0 (3)n nf x y c f x y c f x y c  

 علً الشكل تمثل لٍوعات من الميحييات( 3)المعادلة 

1 1 2 2( , , ) 0, ( , , ) 0, ...., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c   

ذا اسدبدليا  1اؤ 2, ,..., nc c c  بالثاتت الاخذياريc  ورسميا الميحييات 

1 2( , , ) 0, ( , , ) 0,...., ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c   

لي  ثخغير من  cوحعليا  هيا نحصل علً هفس الميحييات اؤ  ُو  (1) الحل العام للمعادلةو يكنون  .فاؤ

1 2( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c  

 .من الرثبة الأولي( 1)د لآن المعادلة وُو يحخوي علً ثاتت اخذياري واح

 (1)مثال 

  لمعادلة الخفاضلية الآثيةالعام ل لاوخد الح

2

2 cosh 1 0
dy dy

x
dx dx

 
   

 
 

 الحل

 توضع
dy

p
dx

 

2 (e e ) e e 0x x x xp p       

 يلل بالخح

1 2

( e )( e ) 0

e , e

e , e

x x

x x

x x

p p

dy dy

dx dx

y c y c







  

 

   

 

 الأصل الخام للمعادلة ُو يكنون 

( e )( e ) 0x xy c y c     

 (2)مثال 

 لمعادلة الخفاضليةالعام لأأوخد الحل 

2 ( ) 0p x y p xy    
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ر حي)
dy

p
dx

) 

 الحل

 بالخحليل 

2

1

2

( )( ) 0,

1

2

x

p x p y

dy
p x x y x c

dx

dy
p y y y c e

dx

  

     

    

 

 ُو  الحل العاميكنون و 

21
( )( ) 0

2

xy x c y ce    

 x المعادلات اللاتلة للحل في  (2.1.2)

 ثبأخذ الصورة  xالمعادلات الخفاضلية اللاتلة للحل في

( , ) (1)x f y p 

حير 
dy

p
dx

. 

لي با (1)وبمفاضلة المعادلة   نحصل علyًلًس بة اؤ

1dx f f p

dy p y p y

  
  

  
 

y,وُذٍ معادلة ثفاضلية في المخغيرين  p  ذا أأمكنن حلِا علً الصورة  فاؤ

( , ) (2)y p c 

هَ بالخعويض عن  علً نحصل ( 1) في المعادلة yفاؤ

( , ) (3)x p c 

ذا لم يمكنن حذف  و( 3، ) (2) من المعادلخين pيًذج بحذف (1)الحل العام للمعادلة  ن المعنادلخ pاؤ  انجسنمي( 3(، )2ين )منن المعنادلخين فناؤ

 .  بالمعادلات البارا مترية للحل

 ( 1مثال )

  لمعادلة الخفاضليةالعام لل الحاوخد 

22 (1)x y ap ap   
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 ثاتت مطلق. aحير 

  الحل

لي  نجد أأن  yبالخفاضل بالًس بة اؤ

1 1
1 (2 2 ) (1 ) 2 (1 )

dp dp
a ap p a p

p dy p dy
       

 و منها نحصل علً 

2

2

(2)

dy ap dp

y ap c



 
 

 نحصل علً  (1)في المعادلة ( 2من المعادلة ) yوبالخعويض عن كيمة 

2 (3)x ap c  

 وذلك كلٌ يلً( 3)،  (2) من المعادلة pيمكنن حذف  َأأه هلاحظ

2

2

2

2

,
2

( )

4

( ) 4 ( )

y c x c
p p

a a

x a y c

a a

x c a y c

 
 

 


  

 

 وهي لٍوعة من اللطاعات المكافئة 

 ( 2) مثال

 لمعادلة الخفاضلية ل العام للحاوخد ا

2 (1)x yp p   

حير 
dy

p
dx

. 

 الحل

لي  yبالخفاضل بالًس بة اؤ
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2

2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

2

1 1

dp dp dp
p y p y p p

p dy dy dy p

dy dy
y p p p y p

p dp p dp

dy p p
y

dp p p

      

   
          

   

  
 

 

 كامل لِاالمالعامل ثفاضلية خطية من الرثبة الأولي،  وُذٍ معادلة

 

22 2

1 2

2 ln 1 21 1

2 2
2 2

2 2

2
2

2

( ) e e e 1

2 2
1 1

1 1

2
1

1

p p
dp dp

pp pp p

d p p
y p p

dp p p

p
y p dp c

p

  

 
 
 






    

    
 

  


 

يجاد ُذا الخكامل وس خخدم الخعويضو   لاؤ

2 2
2

2

2

1 2

cosh sinh

2 2cosh
. sinh 2cosh

sinh1

1
(1 cosh 2 ) sinh 2

2

sinh cosh

1 sinh cosh

cosh 1

p dp d

p
dp d d

p

d

y p c

p p p c

  


   



   

  

  



 

 


   

 

   

   

  

 

 ومنها نجد 

1

2

1
(cosh ) (2)

1
y p p c

p

  


 

  (1) في المعادلة الأصلية yبالخعويض عن

2

2 1 2

2
(cosh )

1

x yp p

p
p p c p

p
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 وحكنون 

1

2
(cosh ) (3)

1

p
x p c

p

 


 

 .متري للمعادلة المطلوتةل الباراتمثلان الح (3) ، (2المعادلخان )

 

 

 

 

 y المعادلات اللاتلة للحل في (3.1.2)

 يمكنن كخابتها علً الصورة yالمعادلات اللاتلة للحل في

( , ) (1)y f x p 

لي   xتخفاضل بالًس بة اؤ

f f p
p

x p x

  
 
  

 

x,وُذٍ معادلة ثفاضلية في  p  ذا أأمكنن حلِا علً الصورة  فاؤ

( , ) (2)x p c 

 نحصل علً  (1)في المعادلة  xفبأهَ بالخعويض عن كيمة

( , ) (3)y p c 

ذا ثغدر الحذف جسمي المعادلخين( 3(، )2) من المعادلخينpيًذج بحذف ( 1) عادلةالحل العام للم  .مترية للحللمعادلات البارابا( 3(، )2)  و اؤ

 حل المعادلة الخفاضلية الآثية ( 1) مثال

3 (1)y p p  

 الحل 

لي   نجد أأن  xبالخفاضل بالًس بة اؤ

2 2

2

3 (1 3 )

1 3

dp dp dp
p p p

dx dx dx

p
dx dp c

p






   


 

 

 لذلك يكنون 
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23
ln (2)

2
x p p c    

 ( تمثل المعادلات البارا مترية للحل.2(،)1المعادلخين )

 ( 2مثال )

 أأوخد حل المعادلة الخفاضلية

2 (1)y xp p  

 الحل

لي  نحصل علً  xتخفاضل ُذٍ المعادلة بالًس بة اؤ

2 2

(1 ) (2 1)

dp dp
p p xp

dx dx

dp
p p xp

dx

  

  

 

 و التي يمكنن وضعِا علً الصورة

2 1

1 (1 )

dx
x

dp p p p
 

 
 

 العامل المكامل لِا ُو  وُذٍ معادلة خطية 

2

2ln(1 ) 21( ) e e (1 )

dp

ppp p





    

 و يكنون حلِا علً الصورة 

2 1
[ (1 ) ]

d p
x p

dp p


  

 وبالخكامل نحصل علً 

2

2

1
(1 )

(1 ) ln

p
x p dp c

p

x p p p c






  

   

 

 ويكنون

2

ln
(2)

(1 )

p p c
x

p

 



 

 نحصل علً( 1 )في x ةعن كيم (2)بالخعويض من 
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2 3 2

2

ln
(3)

(1 )

p p p p c
y p

p

 
 


 

 .ل العام في الصورة البارا متريةتمثلان الح( 3)، (2) و المعادلخين

 معادلة كليروت (4.1.2)

 الصورةمعادلة كليروت حكنون على 

( ) (1)y xp f p  

حير
dy

p
dx

 لى  تصل على xبالخفاضل بالًس بة اؤ

( )

[ ( )] 0

dp dp
p p x f p

dx dx

dp
x f p

dx

  

 

 

0من المعادلة الاخيرة يكنون اما 
dp

dx
  او( ) 0x f p   

0في حالة 
dp

dx
  يكنونp c ( نحصل عل1ًوبالخعويض في ) 

( ) (2)y cx f c  

  .معادلة لٍوعة من الخطوط المس خليمةهى و

)و في حالة  ) 0x f p  

 يكنون 

( ) (3)x f p  

 نحصل علً xعن (1)وبالخعويض في 

- ( ) ( ) (4)y f p p f p  

)( نحصل على علاكة تين4( ، )3) تينp بحذف , )x y الاثيةعلى الصورة 

( , ) 0 (5)x y  

  .لِذا الحل يخينمتر البارا عادلخين ( ُلٌ الم4، ) (3وحكنون المعادلخين ) (1)تمثل حل أأخر للمعادلة  (5)المعادلة 

 .c ام توضع كيمة خاصة للثاتتُذا الحل من الحل الع اجس خًذيمكنن احل خاص وعلى العموم لا  فِييلا تخوى على ثاتت اخذياري  (5) المعادلة

 .(1) لمعادلة الخفاضليةُو "حل شاذ " أأو حل "مفرد" ل (5الحل الخاص )
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 .c( تمثل الحل العام وهى معادلة لٍوعة من المس خليمات ذات البارامتر2ادلة )المع

 (1) مثال

ثية  أأوخد الحل العام والحل المفرد للمعادلة الخفاضلية الأ

(1 ) (1)y xp ap p   

 الحل

لى  نجد أأن xبالخفاضل بالًس بة اؤ

( 2 )

( 2 ) 0

0

dp dp
p p x a ap

dx dx

dp
x a ap

dx

dp
p c

dx

   

  

  

 

 الحل العام للمعادلة ُوو منها يكنون 

2y cx ac ac   

 يكنون  أأو

2 0 (2)x a ap   

 نجد أأن (2)،  (1)من المعادلخين  p بحذف

2( )

4

x a
y

a


 

 أأي أأن

2( ) 4x a ay  

 . المس خليمات الممثلة بالحل العام الحل المفرد ويمثل غلاف لٍوعة وُذا ُو

  (2مثال )

 أأوخد الحل العام والحل المفرد للمعادلة الخفاضلية 

2
(1)

1

ap
y xp

p
 


 

 الحل

لى بالخفاضل  نحصل على xبالًس بة اؤ
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2 3/2(1 )

dp a dp
p p x

dx p dx
  


 

 تذلك يكنون

2 3/2
0

(1 )

a dp
x

p dx

 
  

 
 

0ا منها يكنون أأم
dp

p c
dx

    

 الحل العام للمعادلة الخفاضلية ُو

2
(2)

1

ac
y xc

c
 


 

 . وهى تمثل لٍوعة من المس خليمات

 أأو

2 3/2
(3)

(1 )

a
x

p
 


 

 نجد أأن x( عن كيمة1( في )3بالخعويض من )

3

2 3/2
(4)

(1 )

ap
y

p



 

  .( نحصل علً المعادلة الكارثيزية للحل المفرد4، ) (3تين ) pللحل المفرد وبحذف ُلٌ المعادلخان البارامتريخان (4(، )3) المعادلخان

 ( نجد أأن3من )

2/3

2 3

2/3

2/3 2/3 2 2/3

2/3 2/3 2/3 2/3 2/3

1 ,

( ) ( ) 1

( )

a
p y xp

x

a
y x p x

x

y a x a x

 
     
 

  
       

   

    

  

 ليةالحل المفرد للمعادلة الخفاض  و يكنون 

2/3 2/3 2/3x y a    

 وُو غلاف لٍوعة المس خليمات التي يمثلِا الحل العام .  

 (3مثال )
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 أأوخد الحل العام والحل المفرد للمعادلة الخفاضلية

sin cos cos sinpx y px y p  

 الحل

 ىكنذة المعادلة على الصورة

1

sin cos cos sin

sin( )

sin

px y px y p

xp y p

xp y p

 

 

 

 

 و بالخالي يكنون 

1sin (1)y xp p    

 .وُذٍ صورة معادلة كليروت

لى  نجد أأن xبالخفاضل بالًس بة اؤ

2

2

1

1

1
0 0

1

dp dp
p p x

dx dxp

dp dp
x p c

dx dxp

  


 
      

   

 

 الحل العام ُوو يكنون 

1siny cx c  

 الأخرىومن الياحية 

2

2

1 1

1

x
x p

xp


  


  

 نجد أأن (1)بالخعويض في 

2
2 1 2 1 1 21

1 sin 1 sin 1
x

y x x x x
x

  
       

  .وُذا ُو الحل المفرد ويمثل غلاف المس خليمات

 رثبتهاالمعادلات الخفاضلية من الرثة العليا التي يمكنن تخفيض  (2.2)

 هي  nعادلة الخفاضلية من الرثبة الصورة العامة للم
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( )( , , , ,....., ) 0 (1)nf x y y y y   

 . تالمعادلا ُذٍمثل باشرٍ لحل ولا يوخد حتى الأن طريلة م 

تواب السوف هعرض  و  . خطية (1)اصة من ُذٍ المعادلات وهى التي حكنون فهاا المعادلة الخ تالاالح لايجاد الحل لبعضة طرق لادمفي الأ

ٍ الحالة الخاصة ل وهلاحظ َ حتى في ُذ لا n اضلية خطية من الرثبةوس خطيع أأن نحصل على طريلة مباشرٍ هوخد بها الحل العام لأى معادلة ثف نأأه اؤ

 .التي حكنون فهاا المعاملات زواتت في الحالات

 .عادلة ثفاضلية أأخرى ذات رثبة أأكلالتي يمكنن فهاا باس خخدام ثعويض مٌاسة تويلِا الى م (1)وسوف هدرس الأن تعض الحالات للمعادلة 

 تصورة صريحة y وى علىالمعادلات الخفاضلية التي لا تخ (1.2.2)

 الصورة العامة لِا هي 

 ( ) ( 1) ( ), , , , 0 (1)k k nf x y y y  

ن رثبة المعادلة يمكنن أأن ثؤول الى n وفى ُذٍ الحالة فاؤ k وذلك توضع 
( )ky z 

 ثبأخذ الصورة ( 1)المعادلة 

 ( ), , , , 0 (2)n kf x z z z   

)وُذٍ المعادلة الخفاضلية من الرثبة )n k نيفي المخغير,x z ذا أأمكنن حلِا على الصورة  فاؤ

1 2( , , ,....., ) 0 (3)n kz z x c c c   

 . (1الخفاضلية ) ادلةنحصل على الحل العام للمع (3لمعادلة )من المرات ل k حراء الخكاملوباؤ 

 (1) مثال

 لمعادلةالعام لل اوخد الح

4 3

4 3

1
0 (1)

d y d y

dx x dx
  

 الحل

3 4

3 4
Let

d y d y dz
z

dx dx dx
   

 على الصورة  (1) ثصبح المعادلة الخفاضلية
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1 1

3
4 21 2

1 3 43

1
0

ln ln ln

24 2

dz
z

dx x

dz dx
z x c z c x

z x

c cd y
c x y x x c x c

dx

 

     

     

 

 .(1للمعادلة الخفاضلية ) وُذا ُو الحل العام

 (2) مثال

 ادلة الخفاضليةالحل العام للمع أأوخد

22

2
2 1 (1)

dy d y dy
x

dx dx dx

 
   

 
 

 الحل

2

2
Let

dy d y dz
z

dx dx dx
   

 ثصبح على الصورة (1) المعادلة

2

2

2
2 1

1

dz zdz dx
xz z

dx z x
   


 

2 2

1 1

2

1 1

3 2

1 1 2

1

2 2 3

1 2 1

ln( 1) ln ln 1

1 1

2
1 ( 1)

3

9 ( ) 4( 1)

z x c z c x

dy dy
c x c x

dx dx

y c x dx y c x c
c

c y c c x

     

 
      

 

       

  



 

 . (1) وُو الحل العام للمعادلة الخفاضلية

 تصورة صريحة  x المعادلات الخفاضلية التي لا تخوى (2.2.2)

 كنون على الصورةي تالمعادلا ا اليوع منُذ 

 ( ), , , , 0 (1)nf y y y y   

yوباس خخدام الخعويض  p  ن تخفيض رثبة المعادلة كلٌ يلىيمكن 
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2

2

23 2
2

3 2

, ,
dy d y dp dp dy dp

p p
dx dx dx dy dx dy

d y d dp d p dp
p p p

dx dx dy dy dy

    

   
     

   

 

لخعويض عن كيموبالمثل بالًس بة الى باقي المش خلات من الرثة الأعلى وبا
 

( ), ,....., ny y y 
ن المعادلة    ثصبح على الصورة (1)فاؤ

2 1

2 1
, , , , , 0

n

n

dp d p d p
y p

dy dy dy






 
 

 
 

)وُذٍ معنادلة ثفاضنلية منن الرثبنة 1)nفي المخغنيرين ,y pيجناد ذا أأمكننن حنل المعنادلة الأخنيرة واؤ هنَ باسن خخدام  yكندالة فيp فناؤ فاؤ

yالفرص p  (1الحبل العام للمعادلة ) نحصل على معادلة ثفاضلية من الرثبة الأولى وبحلِا هوخد. 

 (1) مثال

ثية  أأوخد الحل العام للمعادلة الخفاضلية الأ

22

2
( 1) 0 (1)

d y dy
y y

dx dx

 
   

 
 

 الحل

 هضع

2

2

dy d y dp
p p

dx dx dy
   

 ثصبح على الصورة( 1)المعادلة 

2

1
1

( 1) 0 ( 1) 0

1 1

( 1) 1

ln ln ln
1 1

dp dp
y y p p y y p

dy dy

dp dy
dy

p y y y y

c yy
p c p

y y

      

 
    

  

   
 

 

1
1

1 2

1

1

ln

c ydy y
p dy c dx

dx y y

y y c x c






   



  


 

 .(1)وُو الحل العام للمعادلة 
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 ملحوعة

ذا كاهننت المعننادلة الخفاضننلية خاليننة مننن  x,اؤ y ن يمكنننن حننل الم ولكنننن هلاحننظ أأن اسنن خخدام  عننادلة تبأخننذ أأحنند الخعويضننين السنناتلين.فنناؤ

الخعويض
2

2

d y dp
p y p

dx dy
    .يكنون أأسِل في الحل 

 (2) مثال

 معادلة الخفاضليةلل العام لاوخد الح

2
2

2
1 ( ) (1)

dy d y
m

dx dx
  

 ثاتت مطلق. mحير 

 الحل

ا معادلة لا تخوى على  (1) المعادلة سوف هدرس حل ا معادلة لا تخنوى عنلىx باعخبارُ تصنورة  yتصورة صريحة ) ويترك دراس تها باعخبارُ

 ( .صريحة كتمرين

 باس خخدام الخعويض

2

2

dy d y dp
p p

dx dx dy
   

 المعادلة ثصبح على الصورة

2

2

2 2 2

1 12

2 22
12 1

1 1
2 2

2 2

1

2
1

1
1

1
1 1 ( )

( )( )
1

cosh
( )

cosh

dp mpdp
p mp dy

dy p

m p y c p y c
m

y c my c dy
p

m dx m

y cmdy
dx c m c x

my c m

x c
y m c

m













   


      

 
   

 
     

  


 





 

 .وُو الحل العام

 المخجاوسة  تالمعادلا (3.2.2)

ذا كاهت كل حدودُا من هفس البعدثعريف :    المعادلة الخفاضلية حكنون مذجاوسة اؤ
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ذا اعخبرنا x,اؤ y ن  من البعد الواحد فاؤ

0
lim
x

dy y

dx x 





 

المش خلة اذن 
dy

dx
 .البعد صفر من 

2

2 0
lim
x

y

d y x

dx x 






 

المش خلةاذن 
2

2

d y

dx
ُكنذا هلاحظ أأن و.  1 من البعد 

3

3

d y

dx
،  2من البعد

n

n

d y

dx
1)حكنون من البعد  )n. 

 فمثلًا المعادلة الخفاضلية

2
2 3 2

2
4 2 0

dy d y
x x y

dx dx
   

 المعادلة الخفاضلية  و .2هي معادلة مذجاوسة من البعد 

2( 4 ) 8 0
dy dy

x xy y
dx dx

   

 خبر الحالات الأثيةلحل المعادلات المخجاوسة هع  و .1د هي معادلة مذجاوسة من البع

ذا كاهت المعادلة الخفاضلية   ثية) أأ ( اؤ  يمكنن كخابتها على الصورة الأ

2
2

2
, , , , 0

n
n

n

dy d y d y
y x x x

dx dx dx

 

 
 

 

 الخعويضيمكنن حل ُذٍ المعادلة باس خخدام 

2 2

2 2 2 2 2

2 2
2

2 2

e ln

1

1 1 1 1 1

tx t x

dy dy dt dy dy dy
x

dx dt dx x dt dx dt

d y d dy dy d dy dt dy d y

dx dx x dt x dt x dt dt dx x dt x dt

d y d y dy
x

dx dt dt

  

   

 
         

 

 

 

يجاد تلية الحدود وبالخعويض ثصبح المعادلة   على الصورة( 1)وُكنذا يمكنن اؤ
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2

2
, , , 0
dy d y

y
dt dt


 

 
 

 

 تصفة صريحة ويمكنن حلِا باس خخدام الخعويض  t ُذٍ المعادلة لا تخوى على

dp
y p y p

dy
    

 .ةتخفيض رثبة المعادلة بملدار الوحد وتذلك يمكنن

 (1) مثال

 أأوخد الحل العام للمعادلة المخجاوسة

22
2

2
4

d y dy dy
y x y x

dx dx dx

     
      
    

 

 الحل

 ُذٍ المعادلة مذجاوسة وحكنون على الصورة 

2
2

2
, , , 0

dy d y
f y x x

dx dx

 
 

 
 

etxباس خخدام الخعويض   نجد أأن 

2 2
2

2 2

dy dy d y d y dy
x x

dx dt dx dt dt
    

 المعادلة ثصبح على الصورة

22

2
4 0

d y dy dy
y y

dt dt dt

 
   

 
 

 توضع

2

2

dy d y dp
p p

dt dt dy
   

2 1
4 0 4

dp dp
yp yp p p

dy dy y
      

 وُذٍ معادلة خطية يكنون عاملِا الكامل ُو



               محمد يوسفد. أحمد           الباب الثاني  )المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولي و الدرجات العليا(

33 

 

1

2

1

1 1

24
1 22

1

2 2 4 44
1 2 1 2

4 4
2 2 1

( ) e

( ) 4 2

2 2

1 4
ln 2 ln

4 2

2 2

2 2

dy
yy y

d
py y yp y c

dy

c cdy
p y y

y dt y

ydy
dt y c c x

y c

y c xc y c x c

x c c
y









 

   

    

   


    

 



 

 .وُو الحل العام

ذا كاهت المعادلة الخفاضلية على الصورة  )ب( اؤ

2

2
, , , 0 (1)

y dy d y
f x

x dx dx

 
 

 
 

 وفى ُذٍ الحالة هضع  .مذجاوسة من البعد صفر حكنونان المعادلة الخفاضلية أأي 

, ety zx x  

 فيكنون

2 2

2 2
2

dy dz d y dz d z
z x x

dx dx dx dx dx
     

 ولكنن 

2 2
2

2 2

2 2 2
2

2 2 2

2 2

2 2

,

, (2)

2 2

(3)

dz dz d z d z dz
x x

dx dt dx dt dt

dy dz
z

dx dt

d y dz d z dz d z dz
x x x

dx dx dx dt dt dt

d y d z dz
x

dx dt dt

  

 

    

  

 

 الى الصورة( 1)ثخحول المعادلة  (3) ،(2)وبالخعويض عن 
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2

2
, , , 0
dz d z

z
dt dt


 

 
 

  

  .ويمكنن حلِا كلٌ س بق t وهى معادلة خالية من 

 (1) مثال

ثيةأأوخد الحل العام ل  لمعادلة الخفاضلية المخجاوسة الأ

2 2 2 2( )( ) 0 (1)x y y xy x y y      

 باللسمة علً الحل : 
3x نجد أأن 

2 2

2 2
1 0

y y y
y xy

x x x

  
      

  
  

 توضع

, ty zx x e  

 الى الصورة ( 1)ثخحول المعادلة الخفاضلية 

 
2

2 2

2

2
2 2 2

2

2
2

2

1 0

0

dz d z dz
z z z z

dt dt dt

dz dz d z dz
z z z

dt dt dt dt

d z dz
z

dt dt

  
       

   

    



 

 توضع

2

2

dz d z dp
p p

dt dt dz
    

 ثخحول المعادلة الخفاضلية
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2

2

2

2 2

1 1

ln 1 ln( )

ln( ) ln ln ln ln

dp dz
z p p dp

dz z

z a dz z a
p

z a az dt az

az dz a
dt t b a dz az a z a

z a z a

a y y
t az a z a b x a a b

x x






 

 

  

 
     

 
          

 
         

 





 

 و يكنون 

2

e

a ay

x
y

x b a
x

 
  

 
 

 .وُو الحل العام

 من رثبة المعادلة بملدار الوحدة اكل مش خلة لملدار ثفاضلًيكمن كخابتها علً صورة المعادلات الخفاضلية  (4.2.2)

 الأيسر للمعادلة الطرف في ُذٍ الحالة 

( )( , , , ,....., ) 0 (1)nf x y y y y   

)لملدار ثفاضلً ما من الرثبة  الاولي ش خلةالم عن  يكنون عبارة 1)n :وليكنن مثلًا 

 ( 1), , , , , nc x y y y    

0 ( علً الصورة1) ُيا يمكنن كخاتة المعادلة
d

dx


  ومنها c . 

 (1) مثال

 معادلة الخفاضليةاوخد الحل العام لل

2 0yy y    

 الحل

 ُذٍ المعادلة يمكنن كخابتها على الصورة

( ) 0
d

yy
dx

   

 نومنها يكنو

2

1 1 2yy c y c x c      
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 ( 2مثال)

 معادلة الخفاضليةللاوخد الحل العام 

2yy y  

 الحل

 نحصل على yy باللسمة على

1 1

ln ln ln

ln ln cx

y y y y
y y c

y y y y

dy
y yc yc

dx

dy
cdx y cx c y c e

y

 
  
 

   
     

 

   

     

 

 .ُو الحل العام و

 (3) مثال

 الاثية حل المعادلة الخفاضلية

22y y y    

y على الحل: باللسمة y    نحصل على 

2

2 2

ln 2ln ln

y y y y

y y y y

y y c y cy

 
  
 

   
  

   

      

 

y وتوضع z   

 

2

12

1 1

1 2

1

1 1

1
ln

dz dz
cz cdx cx c

dx z z

dy
z

cx c dx cx c

y cx c c
c

      

    
 

   

  

 .وُو الحل العام
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 (2) تمارين

لى (1) ،  p  أأوخد الحل العام لكل من المعادلات الخفاضلية بحلِا بالًس بة اؤ
dy

p
dx

  

 

2 2 2 2 2

2 3 2 2

2 2

(i) 3 2 0 (ii) ( 2 ) 2 0

(iii) 6 0 (iv) ( ) 0

(v) 2cos 1 0 (vi) (1 )

y p xyp x p xy x p x y

p p p p x xy y xy x y

p x x yp p xy

      

        

     

  

ا كاتلة للحل في (2) ثية باعخبارُ  xأأوخد الحل العام لكل من المعادلات الخفاضلية الأ

3 2

2

2

3

(i) 4 4 (ii) 2 1 0

(iii) 2 2 2 ( 1) (iv) tan
1

(v) ( 3) 0

x p p p xp

p
y p p x p p x

p

p p y x

    

 
      

 

   

 

ا كاتلة للحل في (3) ثية باعخبارُ   y أأوخد الحل العام لكل من للمعادلات الخفاضلية الأ

2 3

2

2

(i) (ii)

(iii) (iv) sin cos

(v) tan ln cos (vi) e 1p y

y xp p y x p

p p e y p p p

y p p p p

   

   

   

 

 الآثية فاضليةكليروت الخ تد لمعادلاأأوخد الحل العام والحل المفر  (4)

2 3

2 2 2

2

2 2

2

(i) (ii)

(iii) cos (iv)

(v) ln( ) (vi) cosh cosh sinh sinh

(vii) (viii) 1
1

(ix) (x) 1 ln( 1)
1

y xp p y xp p

y xp p y xp a p b

p xp y xp y px y p

p
y xp y xp p

p

ap
y xp y xp p p p p

p

   

    

   

    


       


 

ا خالية من الاثية حل المعادلات الخفاضلية (5)   y باعخبارُ

2 2 2

2

( ) ( 1)

(i) 2 1 (ii)

(iii) (iv) cosec 1

(v) (1 ) 2(1 ) 1 (vi) 2 en n x

xy y y x y y

y y xy y x

x x y x y y y 
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ا خالية منالاثية  الخفاضليةالمعادلات  حل (6)   x باعخبارُ

2 2

2 2

2 2 3

2 2

(i) (ii) (3 2 ) 0

(iii) 1 (iv) 1

(v) 2 (vi)

(vii) 2 0

yy y y y y y y

yy y y y

yy y yy y y

yy y y

        

      

      

   

  

ثيةحل المعاد (7)  لات الخفاضلية المخجاوسة الأ

2

2 2 2 2 2 2 2

(i) 0 (ii) 5 0

(iii) 2 (iv) (2 ) 0

xy xy y x y xy y

x yy y x y yy y x y
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 ولالا امفصل

 ات المؾصملات امثصبخةذ الخطَة لات امخفصض َةدمؾصل الخص  ن الح

 ملدمة (1.3)

 هي ذات المؾصملات امثصبخة الخطَة ؾصدلات امخفصض َةن مامصورة امؾصمة 

1

0 1 11
( ) (1)

n n

n nn n

d y d y dy
a a a a y f x

dx dx dx




      

0 حير 1, , , na a a  بخةثاملصدٍر، ( )f x المخغير في دالة x. 

 .والمَكاهَكا وامكهرباء وغير ذلك المخذبذبات بكل أ هواؼهص فيوهذا امنوع من المؾصدلات ذات أ همَة هبيرة 

ذا رمزنا   ،  rت من امرثبة ن خفصضلافص 
r

r

d

dx
  ، 1,2, ,r n ةز الاثَو بامرم 

2
2

2
, , ,

n
n

n

d d d
D D D

dx dx dx
    

 امصورةؽلً ( 1كن نخصبة المؾصدلة )يم، فصهه ( الاش خلصق "ؽصمل " أ و  " المؤثر امخفصضلً" أ و   "صمل امخفصضلًؾالم"ٌسمي  D  حير)

 1

0 1 1 ( )n n

n na D a D a D a y f x

       

 أ و

( ) ( )F D y f x   

) حير )F D نثيرة حدود من الدرجةn المؤثر امخفصضلً فيD. 

 المؤثرات امخفصض َة   (2.3)

  D المؤثر امخفصضلً خوا   (1.2.3)

ذا كاهت (  أ   )   y,ا  z يردوال ن مخغ x وكاهتD حرمز ن خفصضل بامنس بة الىx فص ن  

 ( ) ( ) ( ) ( )D y x z x Dy x Dz x    

 .وهو كصهون ثوزًػ المؤثر ؽلً الدػ

ذا  (  ب )   ن  x  ،c دالة ن مخغير y كاهتا   ملدار ثابت فص 

 ( ) ( )D cy x cDy x   

 .مػ امثوابت امخبصدلوهو كصهون 
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ذا  (  ج )   x  ،,m دالة ن مخغير y كاهتا  n ن  ؽددًين صحَحين موجبين فص 

{ ( )} { ( )} ( )m n n m m nD D y x D D y x D y x  

 .ال سسوهو كصهون 

yDz هلا هيخضػ ن لواهين الجبًرة فيما ؽدا أ هه لا ًدبصدل مػ المخغيرات وذلك  Dأ ن المؤثر أ ي zDy  ذا كاهتت y,ا  z  دامختين تخ فتين

 . صحَحة وموجبة Dوى كبشرط أ ن حكون  جبريرمز  ك ي Dلى ذلك فمن الممكن أ ن تجرى امؾم َصت الجبًرة ؽلى المؤثرؽxن مخغير

 

) خوا  المؤثر امخفصضلً (2.2.3) )F D 

ن Dالمؤثر امخفصضلً ثؾرًفمن  (  أ   )   )فص  )F D الاثَين دالة ثفصض َة ثأ زيًرة وجسمى مؤثر ثفصضلً خطى ل نهص تحلق امشرطين 

 

 

(i) ( ) ( ) ( ) ( )

(ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

F D cy x cF D y x

F D y x z x F D y x F D z x



  
 

y, حير z دوال ن مخغيرx  ،c ثابت. 

ذا كاهت (  ب )   1 ا  2( ), ( )F D F D  المخغير فيدامخينD  ،y   المخغير فيدالةx  ن لٍوع وحصصل ضرب دامختين ًؾتر   ثتأ زيٍرنفص 

 كالاتي

 

   

1 2 1 2

1 2 1 2

(i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

F D F D y x F D y x F D y x

F D F D y x F D F D y x

  


 

 امبرهصن

 (ii)لازبصت رقم 

من الجذور وكد ٍكون بؾضهص مذكرر  nجمَػ مؾصملاتهص أ ؽداد حليلية مهص ًوجه ؽصم  وامتي nمن المؾرو  أ ن كل نثيرة حدود من الدرجة 

هه كد يمكن تح َل )نلٌ أ نهص كد حكون حليلية أ و مرهبة وؽلى ذلك فص  )F D  لىاn من امؾوامل الخطَة وٍكون 

 1

0 1 1

1 2

( ) ...

( )( ).....( )

n n

n n

n

F D y a D a D a D a y

D D D y  



    

   
 

 رحي 1,2, , ii n  هي جذور المؾصدلة الجبًرة 

1

0 1 1 0n n

n na a a a  

     

 وًلاحظ أ ن 

1 2 2 1( )( ) ( )( )D a D a y D a D a y     
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 ل ن

1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2

2 1 2 1 1 2 2 1

1 2 2 1

( )( ) ( )( )

( )

( )( ) ( )( )

( )

D a D a y D a y a y y a y a y a a y

y a a y a a y

D a D a y D a y a y y a y a y a a y

y a a y a a y

           

    

           

    

 

 لمثل يمكن أ زبصت أ ن وبا

1 2 2 1[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]F D F D y F D F D y 

ذا كاهت مؾصملات 2وذلك ا  1( ), ( )F D F D ملصدٍر ثابخة 

 بؾض المخطصبلصت امهصمة  (3.2.3)

 )كصهون امخؾوًض(  (  أ   )  

( )e ( )eax axF D F a 

)حير )F D ات مؾصملات ثابخةنثيرة حدود ذ ،a ملدار ثابت. 

 امبرهصن

e بمص أ ن er ax r axD a ، حيرr ن  ؽدد صحَح موجب فص 

1

0 1 1

1

0 1 1

1

0 1 1

( )e ( )e

e e ..... e e

e e e e

( )e

ax n n ax

n n

n ax n ax ax ax

n n

n ax n ax ax ax

n n

ax

F D a D a D a D a

a D a D a D a

a a a a a a a

F a













    

    

    



 

زاحة (  ب )    ()كصهون الا 

 

{e ( )} e ( ) ( )n ax ax nD z x D a z x  

)حير  )z x دالة ن مخغير x   ،a  ثابت ملدار ،n ص وس خنذ  أ نمنه ؽدد صحَح موجب و 

( ){e ( )} e ( ) ( )ax axF D z x F D a z x  

 :امبرهصن

  امرياضي بالاس خنذصجهبرهن ذلك 

1nحصلة  في  
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{e ( )} e ( ) ( ) e e ( ) ( )e

e ( ) ( )

ax ax ax ax ax

ax

D z x Dz x z x D Dz x az x

D a z x

   

 
 

ذن امؾلا 1nحصلة  فيكة صحَحة ا   

nحصلة فيهفرض أ ن امؾلاكة صحَحة  mأ ن أ ي 

{e ( )} e ( ) ( )m ax ax mD z x D a z x  

1nحصلة فيالمط وب أ زبصت صحة امؾلاكة  m  

 
 

1

1

{e ( )} {e ( )} e ( ) ( )

e ( ) ( ) ( ) e ( ) ( )

m ax m ax ax m

ax m ax m

D z x D D z x D D a z x

D a D a z x D a z x





    

    
 

ذن امؾلاكة صحَحة  1nحصلة فيا  m  ذن  .الموجبة mصحَحة لدَػ كيم  فهييا 

  (  ج )  

2 2

2 2

( )sin ( ) ( )sin( )

( )cos ( ) ( )cos( )

F D ax b F a ax b

F D ax b F a ax b

   

   
 

a,حير b  بخة.ثاملصدٍر  

  امبرهصن 

ذا كاهت ن ؽدداً rا   صحَحصً موجبصً فص 

 

2 2

2 2

2 2 2 2 2

0 1 1

2 2 1

0 1

2 2 1

0 1 1

sin( ) sin( 2 )
2

( 1) sin( ) ( ) sin( )

( )sin( ) sin( )

( ) sin( ) ( ) sin( ) .... sin( )

{ ( ) ( ) (

r r

r r r

n n

n n

n n

n

n n

n

D ax b a ax b r

a ax b a ax b

F D ax b a D a D a D a ax b

a a ax b a a ax b a ax b

a a a a a a













    

     

      

        

       2

2

) }sin( )

( )sin( )

na ax b

F a ax b

 

  
 امطرًلة امسصبلة يمكن أ زبصت أ ن وبنفس       

2 2( )cos( ) ( )cos( )F D ax b F a ax b    
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 المؤثرات امخفصض َة امؾكس َة (3.2.3)
1 1

,
( )F D D

 

 ثؾرًف

 ؾصمل امخفصضلً امؾكسيالم
1

D المخغير فيؾصمل الذى ثأ زيره ؽلى دالة هو المx ًهو ؼكس ثأ زير امؾصمل امخفصضلDلةؽلى هفس الدا . 

ذا كاهت أ ي  فص نxدالة ن مخغير yا 

1 1
{ ( )} ( ) ( )Dy x D y x y x

D D

 
  

 
 

ومن ذلك ًخضح أ ن
1

D
  حكاملًؾصمل مولذلك فهو  Dؾصملمالمؾكوس الجبري ن  هو 

1
( ) ( )y x y x dx

D
  

 ثابت ن خكامل مكى ثخحلق امؾلاكة وجود بدون

1
{ ( )} ( )Dy x y x

D
 

وبالمثل

 

1

( )F D 

) امخفصضلًؾصمل هو ؼكس ثأ زير الم xن مخغير  مصؾصمل امخفصضلً امؾكسي الذى ثأ زيره ؽلى دالة محرمز ن  )F D  ؽلى هفس

 أ ن أ ي. الدالة

1 1
{ ( ) ( )} ( ) ( ) ( )

( ) ( )
F D y x F D y x y x

F D F D

 
  

 
 

)هذه امؾلاكة وبمراؽصة أ ن وباس خخدام )F D دالة ثأ زيًرة يمكن أ زبصت أ ن
1

( )F D
 أ ن . أ ية خطَة دالة ثأ زيًر أ ًضصً 

1 1
(i) { ( )} ( )

F( ) F( )

1 1 1
(ii) { ( ) ( )} ( ) ( )

F( ) F( ) F( )

cy x c y x
D D

y x z x y x z x
D D D



  

 

y,حير  z دوال ن مخغير x ،c لدار ثابتم. 

 امبرهصن 

(i)  ٌ لدالة امخأ زيًرة با سرهؤثر ؽلى امطر  ال( )F D 
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1

( ) ( ) ( ) (*)
( )

F D cy x cy x
F D

 
 

 
 

) لدالة امخأ زيًرةباهؤثر ؽلى امطر  ال يمن   )F D 

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (**)

( ) ( )
F D c y x cF D y x cy x

F D F D

   
    

   
 

 نحصل ؽلً المط وب. (**)،  (*)بملصرهة 

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
F D c y x cF D y x cy x

F D F D

   
    

   
 

(ii) ؤثر ؽلى امطر  ال يمن بالدالة امخأ زيًرة ه( )F D 

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

F D y x z x F D y x F D z x
F D F D F D F D

y x z x

     
       

     

 

 

بالدالة امخأ زيًرة  المؾصدلة امسصبلة ؤثر ؽلى كل من طرفيه
1

( )F D
 نحصل ؽلً  

1 1 1
( ) ( ) { ( ) ( )}

( ) ( ) ( )
y x z x y x z x

F D F D F D
   

ذا كاهت الدالة امخأ زيًرة مهص  لى صحة المخطصبلصت امثلاث الاثَةكن امبرهنة ؽوبنفس امطرًلة امسصبلة يم هيا 
1

( )F D
 

  (  أ   )  

1 1
e e

( ) ( )

ax ax

F D F a
 

)حير  ) 0F a  ،a ملدار ثابت. 

 امبرهصن

)ؤثر ؽلى امطر  ال ٌسر بالدالة امخأ زيًرة ه )F D 

 
1 1

( ) e ( )e e
( ) ( )

ax ax axF D F D
F D F D

 
  

 
 

)بالدالة امخأ زيًرة  نؤثر ؽلى امطر  ال يمه )F D 



 محمذ يوسفد. أحمذ                 ات المعاملات الثابتة(ث )المعادلات التفاضلية الخطية راب الثالالب

05 

1 1 1
( ) e ( )e ( )e e

( ) ( ) ( )

ax ax ax axF D F D F a
F a F a F a

 
   

 
 

)حير أ ن  )F a بامخصلي نحصل ؽلًثابت . 

1 1
e e

( ) ( )

ax ax

F D F a
 

  (  ب )  

1 1
{e ( )} e { ( )}

( ) ( )

ax axz x z x
F D F D a




 

 امبرهصن

)ؤثر ؽلى امطر  ال يمن بالمؤثر امخفصضلً ه )F D 

1 1
( ) e ( ) e ( ) ( ) e ( )

( ) ( )

ax ax axF D z x F D a z x z x
F D a F D a

    
      

     
 

 

بالدالة امخأ زيًرة  في المؾصدلة امسصبلة ينؤثر ؽلى كل من امطرفه
1

( )F D
 

1 1
e ( ) {e ( )}

( ) ( )

ax axz x z x
F D a F D




 

  (  ج )  

2 2

2 2

1 1
sin( ) sin( )

( ) ( )

1 1
cos( ) cos( )

( ) ( )

ax b ax b
F D F a

ax b ax b
F D F a

  


  


 

 حير
2( ) 0F a  ،a .ملدار ثابت 

 امبرهصن 

 ثؤثر ؽلى امطر  ال يمن بالدالة امخأ زيًرة
2( )F D 
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2 2

2 2

2

2

1 1
( ) sin( ) ( )sin( )

( ) ( )

1
( )sin( ) sin( )

( )

F D ax b F D ax b
F a F a

F a ax b ax b
F a

 
   

  

    


 

بالدالة امخأ زيًرة ن مؾصدلة امسصبلة ينثؤثر ؽلى كل من امطرف
2

1

( )F D
 

2 2

1 1
sin( ) sin( )

( ) ( )
ax b ax b

F a F D
  


 

زبصت امؾلاكة امثصهَةوبا  .لمثل يمكن ا 

 .ة الخطَة ذوات المؾصملات امثصبخةامخكامل الخص  ن مؾصدلات امخفصض َ

يجصد امخكامل الخص  )الحل الخ في  ص ( ن مؾصدلة امخفصض َة الخطَةهذا الجزء سو  نهتم با 

( ) ( ) (1)F D y f x 

)بؾض الحصلات الخصصة نلدالة  فيوذلك  )f x. 

  أ ولاً 

ذا كاهت ) ا  ) eaxf x   أ ن أ ي ( ) axF D y e .من ثؾرًف المؤثر امخفصضلً امؾكسي
1

( )F D
 ًنذ  أ ن 

1 1
{ ( ) ( )} e

( ) ( )

1
( ) e

( )

ax

ax

F D y x
F D F D

y x
F D





 

ذا كاهت ) فص  ) 0F a  ن امخكامل الخص  ن مؾصدلة هو  فص 

1
( ) e

( )

ax

py x
F a

 

ذا كاه )ت وا  ) 0F a  هه يمكن نخصبة ) فص  )F D  ؽلى امصَغة 

( ) ( ) ( )rF D D a D  

) ،  ؽدد صحَح موجب rحير  ) 0a   . وهذا مؾنصه أ نa جذر مذكرر r  من المرات نلدالة ( )F D  ٍكون  هذه الحصلةوفى 

( 1)( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,. , ( ) 0rF a F a F a F a     
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 أ مص 
( ) ( ) 0rF a  

 

1 1 1 1
e e e

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
e e 1

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
e e {1} e e (1)

( ) ( ) ( ) ! ( ) !

ax ax ax

r r

ax ax

r r

r r
ax ax ax ax

r

F D D a D D a D

D a a a D a

x x

F D a D a r a r

 

 

  

 
   

   

 
   

  

   

 

 ومكن

 ( ) ( ) ( )rF D D a D  

ن باس خخداممن المرات  rبمفصضلة هذه امؾلاكة  ة مَبنز فص   هغرً

( ) ( )

1( ) ( ) ! ( ) !( ) ( ) ( )r r r rF D D r C D r D a D a D        

( )

( )

1
( ) ( ) ! e e e

( ) ( ) ! ( )

r r
r ax ax ax

r

x x
F a a r

F D a r F a



    

ذا كاهت أ ي ن امخكامل الخص  ن مؾصدلة  aلا ًنؾدم ؼند امليمة  F رثبة أ ول مؾصمل ثفصضلً نلدالة هي rأ هه ا   فص 

 ( ) ( ) eaxF D y x   

) حير ) 0F a  ٍكون  

 
( )

( ) e
( )

r
ax

r

x
y x

F a
 

 أ مثلة مح ولة

 (1مثصل )

ثَة من المؾصدلات امخفصض َةأ وجد امخكامل الخص  مكل   ال 

2
3

2

2
2

2

(i) 6 8 2

(ii) 6 9 50

x

x

d y dy
y e

dx dx

d y dy
y e

dx dx
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2
2

2

4 3

4 3

(iii) 4 4 50

(iv) 2 2 6

x

x

d y dy
y e

dx dx

d y d y dy
y e

dx dx dx



  

   

 

 الحل

(i)  هيالمؾصدلة امخفصض َة  

2 3( 6 8) 2e xD D y   

 امخكامل الخص  هو

 3 3

2 2

3 3

1 1
( ) 2e 2 e

6 8 6 8

1
2 e 2e

9 18 8

x x

p

x x

y x
D D D D

 
   

  
 

 

(ii)  هي امخفصض َة المؾصدلة 

2 2( 6 9) 50 xD D y e   

 امخكامل الخص  هو

   2 2

2 2

2 2

1 1
( ) 50e 50 e

6 9 6 9

1
( ) 50 e 2e

4 12 9

x x

p

x x

p

y x
D D D D

y x

  
   

  
 

 

 (iii)  هيامخفصض َة المؾصدلة 

2 2( 4 4) 50 xD D y e   

 امخكامل الخص  هو

2 2

2 2

2

1 1
( ) {50 } 50

4 4 4 4

( ) 4 4, (2) 0

( ) 2 4, (2) 0

( ) 2 , (2) 2

x x

py x e e
D D D D

F D D D F

F D D F

F D F

  
   

   

   

  

 

 بامخصلي ٍكون امخكامل الخص  هو 

2
2 2 2( ) 50 e 25 e

2

x x

p

x
y x x    

زاحةباس خ)حل أ خر    (خدام كصهون الا 
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 امخكامل الخص  هو

2 2

2 2

2 2
2 2 2

2

1 1
( ) {50 } 50 {1}

( 2) ( 2 2)

1 50
50 {1} 25

2

x x

p

x
x x

y x e e
D D

e x
e x e

D

 
  

   

 

(iv)  هيامخفصض َة المؾصدلة 

4 3( 2 2 1) 6e xD D D y     

 امخكامل الخص  هو

4 3 4 3

4 3

3 2

2

1 1
{6e } 6 {e }

2 2 1 2 2 1

( ) 2 2 1 , ( 1) 0

( ) 4 6 2, ( 1) 0

( ) 12 12 , ( 1) 0

( ) 24 12, ( 1) 12

x x

py
D D D D D D

F D D D D F

F D D D F

F D D D F

F D D F

  
     

     

     

    

     

 

 بامخصلي ٍكون امخكامل الخص  هو 

3 31 1
( ) 6 e e

( 12) 2

x x

py x x x    


 

 تمرٍن

 امخفصض َة وجد امخكامل الخص  ن مؾصدلةأ   
2 sinhy k y kx   

 ثاهَصً 
ذا كاهت  ا 

( ) sin( ) or ( ) cos( )f x ax b f x ax b    

 أ ي أ ن

( ) ( ) sin( )F D y x ax b  

 فيكون امخكامل الخص  هو

1
( ) sin( )

( )
py x ax b

F D
  

)ومكن  )F D يمكن نخصبتهص ؽلى امصورة 
2 2( ) ( ) ( )F D g D h D D  

 فرض أ نبو 
2 2

1 2( ), ( )c g a c h a    

ذن امخكامل الخص  هو  ا 

1 2

1
( ) sin( )py x ax b

c c D
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امخفصضلً  ؤثروبامخأ زير ؽلى امطر  ال يمن بالم 1 2c c D المؤثر امؾكسي له. نحصل ؽلً و 

 

1 2

1 2 1 2

1 2 2 2 2

1 2

1 2 2 2 2

1 2

1 22 2 2

1 2

1 1
( ) ( ) sin( )

1
( ) sin( )

1
( ) sin( )

1
sin( ) cos( )

py x c c D ax b
c c D c c D

c c D ax b
c c D

c c D ax b
c c a

c ax b c a ax b
c c a

 
   

  

 
   

 

 
   

 

   


 

 أ زبصت أ ن امخكامل الخص  ن مؾصدلة وبنفس امطرًلة يمكن

( ) cos( )F D y ax b  

 هو 

1 22 2 2

1 2

1
( ) { cos( ) sin( )}py x c ax b c a ax b

c a c
   


 

 (2) مثصل

 أ وجد الحل الخص  ن مؾصدلة امخفصض َة

2

2
16 5sin3 3cos5

d y
y x x

dx
   

 الحل 

 هيامخفصض َة المؾصدلة 
2( 16) 5sin3 3cos5D y x x   

 

 

 

 امخكامل الخص  هو

2

2 2

1
( ) {5sin 3 3cos5 }

16

1 1
5 sin 3 3 cos5

16 16

1 1
5 sin 3 3 cos5

9 16 25 16

5 1
sin 3 cos5

7 3

py x x x
D

x x
D D

x x

x x

 


   
 

   
   

 

 

  (3)مثصل 

 أ وجد امخكامل الخص  ن مؾصدلة امخفصض َة
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2

2
3 2 cos2

d y dy
y x

dx dx
   

 الحل

 هي امخفصض َة المؾصدلة
2( 3 2) cos2D D y x   

 امخكامل الخص  مهص هو

2

2

1 1
( ) cos2 cos2

3 2 ( 4) 3 2

1
cos2

2 3

1 1
( ) ( 2 3 ) cos2 ( 2 3 ){cos2 }

9 4 40

1 1
{ 6sin 2 2cos2 } {3sin 2 cos2 }

40 20

p

p

y x x x
D D D

x
D

y x D x D x
D

x x x x

 
    


 

 
      

  

     

 

 (4)مثصل 

 اوجد الحل الخص  ن مؾصدلة امخفصض َة

2
5

2
7 12 e sin 2xd y dy

y x
dx dx

   

 الحل

 هيامخفصض َة المؾصدلة 
2 5( 7 12) e sin 2xD D y x   

 الحل الخص  مهص هو

5 5

2

5 5

2

5 5

2

5
5

5

1 1
( ) e sin 2 {e sin 2 }

7 12 ( 3)( 4)

1 1
e {sin 2 } e {sin 2 }

( 2)( 1) 3 2

1 1
( ) e {sin 2 } e ( 2 3 ) sin 2

4 3 2 4 9

1 e
e ( 2 3 ) sin 2 ( 2sin 2 6cos2 )

4 36 40

e
(sin 2 3cos2 )

20

x x

p

x x

x x

p

x
x

x

y x x x
D D D D

x x
D D D D

y x x D x
D D

D x x x

x x

 
   

 
   

   
   

     


  

 

 م حوعة

ذا كاهت  ا 
2( ) 0F a  يجصد امخكامل الخص  ن مؾصدلة امخفصض َة هه لا   فص 
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( ) sin( )

or

( ) cos( )

F D y ax b

F D y ax b

 

 

 

هنص وس خخدم كيمة الجَب و الج   ة.َ  خَ َب امتمام نلدالة ال س َة وجسصوي ال جزاء الحليلية وال جزاء امخ فص 

 

 (5)مثصل 

 أ وجد امخكامل الخص  ن مؾصدلة امخفصض َة

2
2

2
cos

d y
y x

dx
   

 الحل

 هيامخفصض َة المؾصدلة 
2 2( ) cosD y x   

 الحل الخص  هو

2 2 2 2

2 2

1 1
( ) cos Real part of

1
Re

i x

p

i x

y x x e
D D

e
D






 



 
   

  

 
  

 

 

 ومكن
2 2( ) , ( ) 0

( ) 2 , ( ) 2

F D D F i

F D D F i i

 

 

  

  
  

 و بامخصلي ٍكون 

2 2

1
e e (cos sin )

2 2

1
( cos sin ) (sin cos )

2 2 2

i x i xx x
x i x

D i i

x x
x x x i x

   
  

   
 

  


   

 

 و ٍكون امخكامل الخص  هو 

( ) sin
2

p

x
y x x


 

 

 ثامثصً 

ذا كاهت   )ا  )f x ؼبصرة ؼن نثيرة حدود من الدرجةr فيx ؽلً امصورة ؾصدلة امخفصض َة أ ي أ ن الم 
1

0 1 1( ) ...r r

r rF D y a x a x a x a

     

 امخكامل الخص  هو

1

0 1 1

1
( ) { ... }

( )

r r

p r ry x a x a x a x a
F D
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المؤثر فم هلوم ب pyامخكامل الخص   لا يجصد
1

( )F D
المتؤثر  امخصتصؽدًة وذلك بخح َتل Dحستب كتوي Dفي صتورة نثتيرة حتدود في 

1

( )F D
لي هسور  ة ذات الحدٍن.الج ها   زيَة م  اس خخدام هغرً

 م حوعة

مفكوك ذات الحدٍن باي اس    ٍكون ؽلً امصورة امخصمَة 

2 3( 1) ( 1)( 2)
(1 ) 1 , 1

1! 2! 3!
x x x x x        

        

 (6)مثصل 

 خكامل الخص  ن مؾصدلة امخفصض َةأ وجد ام 

3
2

3
4 5

d y dy
x

dx dx
   

 الحل

 هيامخفصض َة المؾصدلة 
3 2( 4 ) 5D D y x   

 الحل الخص  مهص هو

 

2 2

3 2

1
2 2

2 2

3
2 2

1 1
( ) { 5} ( 5)

4
4 1

4

1 1
1 ( 5) 1 ( 5)

4 4 4 4

1 1 1 11
5 2 33

4 2 4 3 2 24

py x x x
D D D

D

D D
x x

D D

x x
x x x

D



   
  

 
 

   
         

   

  
        

   

 

 

 (طرًلة المؾصملات غير المؾَنة) كصؽدة هصمة

ذا كاهت  )هلاحظ من المثصل امسصبق أ هه ا  )f x 1حدود من الدرجة   نثيرةr  2و كاهتr  رثبة المش خلة ذات ال كل رثبة في الدالة( )F D 

هه ام   خكامل الخص  ن مؾصدلة امخفصض َةفص 

( ) ( )F D f x 

1ٍكون نثيرة حدود من درجة  2r r ويمكن فرصة ؽلً امصورة 

1

0 1 1( ) ...r r

r ry x b x b x b x b

     

1حير  2r r r  .0ثؾَين  و 1, , , rb b b  ض ؼن المخخ فة في  xفي المؾصدلة امخفصض َة م  مسصواة مؾصملات و مش خلصتهص  yبامخؾوً

 .ينامطرف
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 (7)مثصل 

 امخفصض َة لمؾَنة أ وجد الحل الخص  ن مؾصدلةبطرًلة المؾصملات غير ا

2
2

2
4 3 27 9

d y dy
y x x

dx dx
    

 الحل

2بمص ان  10 , 2r r    1فصن 2 2r r r   

 هفرض أ ن   

2

0 1 2 0 1 0( ) 2 2y x b x b x b y b x b y b         

)ؼن  صدلة امخفصض َةبامخؾوًض في المؾ )y x  ،( )y x  ،( )y x  

2 2

0 0 1 0 1 2

2 2

0 1 0 2 1 0

2 4(2 ) 3( ) 27 9

3 (3 8 ) (3 4 2 ) 27 9

b b x b b x b x b x x

b x b b x b b b x x

      

      
 

 xبملصرهه مؾصملات كوي 

0 0 1 0 1

2 1 0 2

3 27 9 3 8 9 21

3 4 2 0 22

b b b b b

b b b b

        

    
 

   هوالحل الخص

2( ) 9 21 22py x x x   

 وعةم ح

ذا كاهت  )ا  ) ( )axf x e p x  حير( )p x  نثيرة حدود فيx  ،a هه امخكامل الخص  ن مؾصدلة  ثابت فص 

( ) e ( )axF D y p x                                     

 ٍكون هو 

 
1 1

( ) e ( ) e ( )
( ) ( )

ax ax

py x p x p x
F D F D a

 


 

 (8) مثصل

 أ وجد امخكامل الخص  ن مؾصدلة امخفصض َة

2
3 2

2
5 6 e (8 20 )xd y dy

y x x
dx dx

    

 الحل

 هيامخفصض َة المؾصدلة 
2 3 2( 5 6) e (8 20 )xD D y x x    
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 امخكامل الخص  هو

   

 

 

3 2 3 2

2

3 2 3 2

1

1 3 2

2 3

2 3 3 2

1 1
( ) e (8 20 ) e (8 20 )

5 6 ( 3)( 2)

1 1 1
e 8 20 e { }{8 20 }

( 2)( 1) 2 1

1
e 1 (1 ) {8 20 }

2 2

1
( ) e 1

2 2 4 8

1 {8 20 }

x x

p

x x

x

x

p

y x x x x x
D D D D

x x x x
D D D D

D
D x x

D D D
y x

D D D x x





   
   

    
   

   
       

   

  
       

  

     

2 3 3 2

3 2 2

3 2

3 7 15
e 1/ 2 {8 20 }

4 8 16

e {4 10 18 30 42 35 45}

e {4 8 12 10}

x

x

x

D D D x x

x x x x x

x x x

 
      

 

      

   

 

 م حوعة

ذا كاهت  ا 

( ) ( )sin

or

( ) ( )cos

f x p x x

f x p x x









 

)حير  )p x  نثيرة حدود فيx ،a  ن امخكامل الخص  ن مؾصدلة  ثابت فص 

( ) ( )sinF D y p x x 

 هو

1
( ) Imaginarypart of { ( )}

( )

1
Im { ( )}

( )

1
Im ( )

( )

i x

p

i x

i x i x

y x e p x
F D

e p x
F D

e e p x
F D ia





 

 
  

 

 
  

 

 
  

 

 

 وبالمثل امخكامل الخص  ن مؾصدلة
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( ) ( ) cos

1
Real part of {e ( )}

( )

1
Re {e ( )}

( )

1
Re e . ( )

( )

iax

p

iax

iax

F D y p x x

y p x
F D

p x
F D

p x
F D ia



 
  

 

 
  

 

 
  

 

 

 (9)مثصل 

 امخكامل الخص  ن مؾصدلة امخفصض َة أ وجد

9 25 sin 4 ,
d

x x t t D
dt

   

 الحل

 المؾصدلة امخفصض َة هي

2( 9) 25 sin ,
d

D x t t D
dt

   

 امخكامل الخص  هو

4

2 2

4

1 1
{25 sin 4 } Im 25

9 9

1
Im e 25

( 3 4 )( 3 4 )

i t

p

i t

x t t te
D D

t
D i D i

 
   

  

 
  

    

 

1 1

2 2

1 1 1 1

( 3 4 )( 3 4 ) 6 3 4 3 4

1 1 1
1 1

6 4 3 4 3 (4 3) 4 3

1 1 1
1 1

6 4 3 4 3 4 3 4 3

1 1 1

6 4 3 4 3 (4 3) (4 3)

D i D i D i D i

D D

i i i i

D D

i i i i

D D

i i i i

 

 
  

        

     
       

        

    
         

       

 
     

    

 

2 2

2 2

2

1 6 (4 3) (4 3)

6 (4 3)(4 3) (4 3) (4 3)

1 6 48 1 8

6 25 ( 25) 25 625

i i
D

i i i i

i
D iD

   
   

    

 
       

  

 

ذن   ا 
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4 4

4

4

1 1 8
e 25 e .... (25 )

( 3 4 )( 3 4 ) 25 625

8 8
e ( ) (cos4 sin 4 )( )

25 25

8 8
cos4 sin 4 ( sin 4 cos4 )

25 25

1 8
Im e 25 ( sin 4 cos4 )

( 3 4 )( 3 4 ) 25

it it

it

it

p

t iD t
D i D i

t i t i t t i

t t t i t t t

x t t t t
D i D i
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 (3) تمصرٍن

 من المؾصدلات امخفصض َة الآثَة أ وجد امخكامل الخص  مكل 

2 2

2 2 3

2 2 2

3 3

3 2 2

2

(1) ( 2 2) e (2) ( 13 12) 36

(3) ( 13 42) 112e (4) ( 6 25) 104e

(5) ( 9) 54e (6) ( ) sinh

(7) ( ) 2cosh (8) ( ) e e

(9) ( 4 4 ) 8e (10) ( 1) 10sin 2

(11) ( 5 6) 10

x

x x

x

x x

x

D D y D D y

D D y D D y

D y D a y a ax

D D y x D D y

D D D y D y x

D D y





     

     

   

    

    

  

2

2

3 2

2 2

3 3 2

2 2

0sin 4

(12) ( 2 401) sin 20 40cos 20

(13) ( 8 25) 18cos 16sin

(14) ( 6 11 6) 2sin 3

(15) ( 1) 4cos (16) ( 1) ( 3)e

(17) ( 3 2) 540 e (18) ( 2 2) 2e sin

(19) ( 1) 24 cos (20) (

x

x x

x

D D y x x

D D y x x

D D D y x

D y x D y x

D D y x D D y x

D y x x

 

   

   

   

    

     

  5

2 3 3

3 2

2

4 3 2 2 2

3 2 2

) 12e 8sin 2

(21) ( 6 25) 2e cos 4 8e (1 2 )sin 4

(22) ( 1) (23) ( 2 ) 24

(24) ( 6 9) 54 18

(25) ( 6 9 ) 54 18 (26) ( 2) 44 76 48

(27) ( 2 ) 44 76 48

x

x x

D D y x x

D D y x x x

D y x D D y x

D D y x

D D D y x D D y x x

D D D y x x

   

    

   

   

        

    

 

k(28)                                   ؽدد صحَح موجب ( )k xD k y k   

2 3

2

2 2 2

(29) ( 1) sec (30) ( 1)

(31) ( 2) 8( )sin 2

x

x

e
D y x D y

x

D y x e x
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 نيامثا امفطل

  الدالة المكملة نومؼادلات امخفاضوية ذوات المؼاملات امثابخة

 ملدمة (1.3)

هفرض أ ن
 

( )py y x نومؼادلة امخفاضوية حل خاص 

( ) ( ) ( )F D y x f x 

 امؼام ىو وهفرض أ ن الحل

( ) ( ) ( )py x y x z x  

حيث
 

( )py x
 

  ،( )z x دوال نومخغيرx. 

 أ ي أ ن

( ){ ( ) ( )} ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p

p

F D y x z x f x

F D y x F D z x f x

 

 
 

ومكن
 

( ) ( ) ( )pF D y x f x
 

ل ن
 

( )py xيكون لذلز  .حل خاص 

( ) ( ) 0F D z x  

)حيث  )z x ي هي الحل امؼام نومؼادلة امخفاضوية المختزلة امناتجة من المؼادلة ال ضيلة بوضع امطرف ال يمن يساوي ضففر وجسفم( )z x  بالدالة

ن الحل  هافا أ ي حلمفل خفاص المكملة أ و الحل المكمل نومؼادلة ال ضوية وػلً ذلز فا  امؼام نومؼادلة امخفاضوية الخطية يساوي الدالة المكملة ثضفاف ا 

) نومؼادلة ) ( ) ( )pF D y x f x. 

1فرض أ ن ب 2, ,...., nz z z حوول خاضة نومؼادلة المختزلة( ) ( ) 0F D z x  1أ ن و 2, , , nc c cجوابت اختيارية. 

 الدالة هؼخبر

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )n nz x c z x c z x c z x        

 فيكون 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

( ) ( ){ ( ) ( ) ( )}

( ){ ( )} ( ){ ( )} ( ){ ( )}

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.0 .0 ... .0 0

n n

n n

n n

n

F D z F D c z x c z x c z x

F D c z x F D c z x F D c z x

c F D z x c F D z x c F D z x

c c c

   

   

   

    

 

ذا كاهت كل من 1 أ ي أ هو ا  2, ,...., nz z z نومؼادلة المختزلة خاضة حوول 
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( ) ( ) 0F D z x  

ن الدالة  فا 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )n nz x c z x c z x c z x    

,1 امثوابت الاختيارية حكون أ يضاً حل ميذه المؼادلة وذلز لديع كيم , nc c. 

يجاد الحل امؼام نومؼادلة المختزلة ) الدالة الم (2.3)  (كملةا 

 المؼادلة امخفاضوية ثؼخبر

( ) ( ) 0 (1)F D y x  

eهفرض أ ن xy حل خاص أ ي أ هو يحلق المؼادلة امخفاضوية 

( )e 0 ( )e 0x xF D F    

e و حيث ان 0x   نجد ان( ) 0F   .أ ي أ ن e xy   ذا كان  (1) حل خاص نومؼادلة ) ا  ) 0F    ذا كاهت أ ي ا 

 المساػدة خذر نومؼادلة 

1

0 1 1 0 (2)n n

n na a a a  

     

حيث
0 1, , , na a a  (1)الحوول الخاضة نومؼادلة امخفاضوية ( 2)دد طبيؼة خذور المؼادلة المميزة وتح( 1)جوابت حليلية نومؼادلة 

 .وىناك جلاث حالات

ذا كاهت جميع خذور ا: الحالة ال ولي (1.2.3)  .لمؼادلة المساػدة حليلية ومخخوفةا 

1هي (2) هفرض أ ن خذور المؼادلة المساػدة 2, ,...., n    .نومؼادلة المختزلة   حكون الحوول الخاضةفي ىذه الحالة  و جميؼيا حليلية مخخوفة

 هي (1)

1 2e ,e , ,e nxx x  
 

 ىو (1لة )المختز ويكون الحل امؼام نومؼادلة وىذه دوال مس خللة خطياً 

1 2

1 2( ) e e e nxx x

c ny x c c c
 

    

 أ مثلة

 ( 1مثال )

 ومؼادلات امخفاضوية الآثيةن امؼام لاوخد الح

2

2
(i) 2 5 2 0

d y dy
y

dx dx
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2

2

3 2

3 2

(ii) 2 15 0

(iii) 2 0

d y dy
y

dx dx

d y d y dy

dx dx dx

  

  

 

 الحل

(i) هفرض أ ن e xy  المؼادلة المساػدة هي فتكون ،  المؼطاة امخفاضوية حل خاص نومؼادلة 

22 5 2 0 (2 1)( 2) 0          

 هي المساػدة المؼادلةخذور 

21 2 , 2     

 الحوول الخاضة هيو حكون 

(1 2) 2e , ex x 
 

 ىو نوؼادلة المختزلة الحل امؼامبامخالي فان 

(1 2) 2( ) e ex x

cy x A B   

A,حيث B  اختياريةجوابت. 

(ii) هفرض أ ن e xy  المؼادلة المساػدة هيفتكون ،  المؼطاة امخفاضوية حل خاص نومؼادلة 

2 2 15 0 ( 3)( 5) 0          

 هي  المساػدة خذور المؼادلة

1 23, 5    

 الحوول الخاضة هيو حكون 

3 5e , ex x
 

 ىونوؼادلة المختزلة الحل امؼام بامخالي فان 

3 2( ) x x

cy x Ae Be  

(iii)  هفرض أ ن
xy e المؼادلة المساػدة هي، فتكون المؼطاة امخفاضوية حل خاص نومؼادلة 

3 2 22 0 ( 2) 0

( 1)( 2) 0

     

  

      

  
 

 هي المساػدة خذور المؼادلة
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1 2 30, 1, 2      

 الحوول الخاضة هي و حكون 

21, e , ex x
 

 ىونوؼادلة المختزلة الحل امؼام بامخالي فان 

2( ) x x

cy x A Be Ce   

ذا كاهت بؼظ خذور المؼادلة المساػدة أ ػداد مركبة(2.2.3)   الحالة امثاهية : ا 

pهفرض أ ن iq فان حليلية اػداد مؼاملات المؼادلة المساػدة حيث ان  و(. 2)أ حد خذور المؼادلة المساػدة ىوp iq ر ىو أ يضاً خذ

ويكون ( 2)نومؼادلة المساػدة 
( ) ( )e ,ep iq x p iq x 

 .(1)حلان خاضان نومؼادلة امخفاضوية  

 فيكون  مؼادلة خطية( 1)المؼادلة امخفاضوية وحيث ان 

( ) ( )1 1
e cos

2 2

p iq x p iq x pxe e qx   

 حل خاص.

 كذلز

 ( ) ( )1 1
e e e sin

2 2

p iq z p iq z pxi i qx    

 .حل خاص

p, المناظر نوجذرين امؼام نومؼادلة المختزلة ويكون حزء الحل iq p iq  ىو 

1 2

1 2

( ) e cos e sin

e ( cos sin )

px px

c

px

y x c qx c qx

c qx c qx

 

 
 

 ( 2مثال )

 مؼادلات امخفاضوية الآثيةنو امؼام لوخد الحأ  

2

2

2

2

(i) 6 13 0

(ii) 25 0

d y dy
y

dx dx

d y
y

dx

  

 

 

 الحل

(i) هفرض أ ن e xy  المؼادلة المساػدة هي، فتكون المؼطاة امخفاضوية حل خاص نومؼادلة 
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1,2

6 36 52
6 13 0 3 2

2
i  

 
       

 الحوول الخاضة هيو حكون 

3 3cos2 , sin 2x xe x e x 

 ىونوؼادلة المختزلة الحل امؼام بامخالي فان 

3

1 2( ) e ( cos2 sin 2 )x

cy x c x c x  

(ii) هفرض أ ن
xy e المؼادلة المساػدة هي، فتكون المؼطاة امخفاضوية حل خاص نومؼادلة 

2

1,225 0 5i      

 الحوول الخاضة هي و حكون 

cos5 ,sin5x x 

 ىونوؼادلة المختزلة الحل امؼام بامخالي فان 

1 2( ) cos5 sin5cy x c x c x  

 (3)مثال 

 الاثية ومؼادلة امخفاضويةامؼام نل اوخد الح

9 9 0y y y y      

 الحل

e هفرض أ ن xy  المؼادلة المساػدة هي، فتكون المؼطاة امخفاضوية حل خاص نومؼادلة 

3 2 29 9 0 ( 1)( 9) 0            

 

 الحوول الخاضة هيفتكون 

e , cos3 , sin3x x x 

 ىونوؼادلة المختزلة الحل امؼام بامخالي فان 

1 2 3( ) cos3x sin3x

cy x c e c c x   

 

ذا كان بؼظ خذور المؼادلة المساػدة مكرراً  (3.2.3)  الحالة امثامثة : ا 

m هفرض أ ن  مكرر (2نومؼادلة المساػدة ) خذرr فيكون  من المرات ( )rD m ػامل نلدالة ( )F D 
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( ) ( ) ( ) , ( ) 0rF D D m D m    

 هي( 1)وحكون المؼادلة امخفاضوية 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 (3)rF D y x D m D y x   

)بفرض ان  ) ( ) ( )D y x u x   ػلً امشكل (3) المؼادلة امخفاضويةفتطبح 

( ) ( ) 0 (4)rD m u x  

) واضح أ ن ) emxu x  ميذه المؼادلة وىذا الحل مكرر خاص  حلr لا هو من يكون ىناك ا   اببت من المرات و مكنو في الحليلة حل واحد ل 

ن ىذا واحد وػلً ىذا ف  هفرض أ ن الحل امؼام ىو لذا  .ناكصالحل ا 

( ) e ( )mxu x z x 

 xدالة نومخغير zحيث

( ) {e } 0 e ( ) 0r mx mx rD m z D u x    

 و منها نجد ان 

( ) 0rD u x   

 واضح أ ن الدوال
2 11, , , , rx x x 

mنوجذرالمناظرة حكون الحوول الخاضة  و. نومؼادلة ال خيرةحوول خاضة    المكررr  ةمر 

 هي 

1e , e , , emx mx r mxx x 
 

 ويكون .وىذه دوال مس خللة خطياً 

 1

0 1 1( ) emx r

ru x c c x c x 

    

mالمناظر نوجذر نومؼادلة المختزلة امؼام ىو الحل   المكرر r رةم. 

 (4)مثال 

 مؼادلة امخفاضوية الآثيةاوخد الحل امؼام نو

4 2

4 2

4 3 2

4 3 2

4 3 2

4 3 2

(i) 4 0

(ii) 6 5 24 36 0

(iii) 9 11 4 0

d y d y

dx dx

d y d y d y dy
y

dx dx dx dx

d y d y d y dy
y

dx dx dx dx

 

    

    

 

 الحل
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(i) هفرض أ ن e xy  المؼادلة المساػدة هي، فتكون المؼطاة امخفاضوية حل خاص نومؼادلة 

4 24 0   

 خذور المؼادلة المساػدة هي

1,2 3,40,0 , 2i    

 الحوول الخاضة هيفتكون 

1, , cos2 , sin 2x x x 

 ىونوؼادلة المختزلة الحل امؼام بامخالي فان 

1 2 3 4( ) cos2 sin 2cy x c c x c x c x    

(ii) هفرض أ نe xy  المؼادلة المساػدة هي، فتكون المؼطاة امخفاضوية حل خاص نومؼادلة 

4 3 2

2

6 5 24 36 0

( 2)( 2)( 3) 0

   

  

    

   
 

 الحوول الخاضة هي فتكون 

2 2 3 3e ,e ,e , ex x x xx  
 

 ىونوؼادلة المختزلة الحل امؼام بامخالي فان 

 2 2 3

1 2 3 4( ) e e ex x x

cy x c c c c x     

(iii) هفرض أ ن 
xy e المؼادلة المساػدة هي، فتكون المؼطاة امخفاضوية حل خاص نومؼادلة 

4 3 2

3

9 11 4 0

( 1) ( 4) 0

   

 

    

  
 

 الحوول الخاضة هي فتكون 

2 4e , e , e , ex x x xx x  
 

 ىونوؼادلة المختزلة الحل امؼام بامخالي فان 

2 4

1 2 3 4( ) ( )e ex x

cy x c c x c x c    
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 أ مثلة متنوػة

 (1)مثال 

 ومؼادلة امخفاضويةن امؼام  لاوخد الح

2

2
5 4 3 2

d y dy
y x

dx dx
    

 الحل

 المؼادلة امخفاضوية هي

2( 5 4) 3 2D D y x    

 حيث
d

D
dx

. 

 أ ولاً 

 حل المؼادلة المختزلةهوخد 

2( 5 4) 0D D y   

e هفرض أ ن xy  المؼادلة المساػدة هيالمختزلة، فتكون  حل خاص نومؼادلة 

2 5 4 0 ( 1)( 4) 0          

  الحوول الخاضة هي

4e ,ex x 
 

 ىونوؼادلة المختزلة الحل امؼام بامخالي فان 

 
4

1 2( ) e ex x

cy x c c   

 ابهياً 

 المؼطاةامخفاضوية الحل الخاص نومؼادلة هوخد 
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2

1

1

2
2

1 1
( ) {3 2 } {3 2 }

5 4 ( 1)( 4)

1 1
{3 2 } (1 ) 1 {3 2 }

4 4
4( 1) 1

4

1
(1 ) 1 3 2

4 4 16

1 5 1 11 1 11 1
1 3 2 2 11 4

4 4 4 2 8 8 2

py x x x
D D D D

D
x D x

D
D

D D
D D x

D
x x x x





   
   

  
       

       
 

  
         

  

   
            

   

 

 ىو المؼطاة امخفاضوية الحل امؼام نومؼادلة

4

1 2

1 11
( ) e e

2 8

x xy x c c x     

 (2)مثال 

 الاثيةومؼادلة امخفاضوية امؼام نل اوخد الح

2
2 3

2
5 6 e xd y dy

y x
dx dx

   

 الحل

 أ ولًا 

 حل المؼادلة المختزلة هوخد 

2( 5 6) 0D D y   

 هفرض أ ن
xy e المؼادلة المساػدة هيالمختزلة، فتكون  حل خاص نومؼادلة 

2 5 6 0 ( 2)( 3) 0          

 الحوول الخاضة هيفتكون 

 
2 3e , ex x

 

 ىونوؼادلة المختزلة الحل امؼام بامخالي فان 

2 3

1 2( ) e ex x

cy x c c  

 ابهياً 

 المؼطاةلحل الخاص نومؼادلة امخفاضوية هوخد ا



 محمذ يوسفد. أحمذ             الباب الثالث  ) المعادلات التفاضلية الخطية روات المعاملات الثابتة (

07 

   2 3 2 3 2 3

2

2 3

2 1 3 2 2 3

2 4 3 2

1 1 1
( ) e e e

5 6 ( 2)( 3) ( 1)

1 1
e

1

1 1
( ) e (1 ) e (1 ....)

1
e 3 6 6

4

x x x

p

x

x x

p

x

y x x x x
D D D D D D

x
D D

y x D x D D x
D D

x x x x



  
    

 
   

 

   
            

   

 
      

 

 

 الحل امؼام نومؼادلة امخفاضوية المؼطاة ىوبامخالي فان 

2 3 2 4 3 2

1 2

1
( ) e e e 3 6 6

4

x x xy x c c x x x x
 

       
 

 

 (3)مثال 

 أ ن الحل الخاص نومؼادلة امخفاضوية اجبت

2
2

2
2 cos

d s ds
k p s a qt

dt dt
   

 امطورةيمكن كخابخو ػلً 

( ) cos( )ps t b qt  

 حيث

 
1 2 2 22 2 2 2 2

2
, tan

( ) 4

a kq
b

p qp q k q
 

 
 

ذا كاهت امفزمن الدوري  ثلريبفاأ كبر ما يمكن يكون امزمن الدوري نلربذبات امليرية يسفاوي   bضغيرة خداً ثبين أ هو غندما حكون امسؼة  kوا 

هو  نلربذبات الحرة.  وفي ىذه الحالة فا 

,
2 2

a
b

kp


  

 الحل

 المؼادلة امخفاضوية هي

2 2( 2 ) cosD kD p s a qt   

حيث 
d

D
dt
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 فيكون الحل الخاص نومؼادلة امخفاضوية المؼطاة

 

 
 

 
 

 

 
   

 
  

 

 

   

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2
2 2 2 2

2 2

2
2 2 2 2

2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
( ) cos

2

1
cos

2

1
2 cos

4

1
2 cos

4

cos 2 sin
4

2
cos sin

4 4 4

ps t a qt
D kD p

a qt
p q kD

p q kD a qt
p q k D

a p q kD qt
p q k q

a
p q qt kq qt

p q k q

p qa kq
qt qt

p q k q p q k q p q k q


 


 

   
   

   
 

 

  
 

 


 
     


cos( )b qt






 

 

 حيث 

2 22 2 2 2 2

2
, tan

( ) 4

a kq
b

p qp q k q
 

 
 

هنا هوخدb امؼظمي نوسؼةنوحطول ػلً اهنهاية  فا 
db

dq
 ووساويها بامطفر . 

  2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 8 0

4 ( 2 ) 0 0 Or 2

p q q k q

q p q k q q p k

   

       
 

 امليرية ىو  نلربذيةامزمن الدوري 

2 2

2 2 2

2p qp k

  
 


 

 .ضغيرة خداً  kنلا

يجاد  .الحرة نحل المؼادلة المختزلة نلربذبيةامزمن الدوري  لا 
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 2 2

2 2

2 2 2 2

1,2

2 0

2 4 4

2

D kD p s

k k p
k k p k i p k k ip

  

  
           

 

 ضغيرة خداً  kل ن 

   1 2 3 4 1 3 4 2 3 4( ) e cos sin e cos( ), cos , sinkt kt

cs t c pt c pt c pt c c c c c c c      

 

امزمن الدوري نلربذية الحرة 
2

p


 .يباً امزمن الدوري نلربذية الحرةامزمن الدوري نلربذية امليرية يساوي ثلر اي ان  

 في ىذه الحالة يكون

2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
tan

( 2 )

2
tan

2 2

( ) 4 (2 ) 4 ( 2 )

22

kq kq

p q p p k

kq q

k k

a a
b

p q k q k k p k

a a

kpk p k
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 (3) تمارين

 (2في تمارين ) المؼطاةأ وخد الحل امؼام لديع المؼادلات امخفاضوية  (1)

 أ ن اجبت (2)

2 2

cos cos( )
( )

( )

ax a x
y x

a a

 


 
 

 حل نومؼادلة امخفاضوية

   2 2 cos( )D a y a x   

 ثم اس خنتج امخلمل الخاص نومؼادلة

  2 2 cosD a y ax  

 بين أ ن امخلمل الخاص نومؼادلة (3)

 
2

2 2

2
2 e coshtd y dy
h h p y k pt

dt dt

    

eا يمثل ذبذبذية سؼته
2

htk

p


ذا كاهت  ،   أ وخد امسؼة غندما .ضغيرة خداً  hأ وخد أ كصي سؼة وبين أ نها حكون كبيرة خداً ا 

 t  . 

 بين أ ن حل المؼادلة (4)

2 1( 1) 0nD y   

 يمكن وضؼو ػلى امطورة  

1

( cos sin )
n

x ax

r r
r

y Ae e B x C x 


   

 حيث 

2 2
cos , sin

2 1 2 1

r r

n n

 
  

 
 

ذا كان  (5) ا 
1 1F(D ),

d
D x

dx
   كثيرة حدود من الدرخةn  جبت أ ن  فا 
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1

1 1

1 1
(i) , ( ) 0

( )

1 1
(ii) ( ) ( )

r r

r r

x x F r
F D F r

x z x x z x
F D F D r

 




 

 .xدالة في المخغير  zحيث 


