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 عٍ انكًبيوتش يمذيت

ٌا٠ ضمم١امببٌرلب٠ممامبٌّضمم  ًمم ممٝمتممُمػّممًمبٌىّر١ممٛتامٌسممًمبٌؼل٠مملمِممٓمبٌّ ممى  .م ممملمزممً

 مٝممتسىمُمبةومد مبلأ٠م َؼّمًم٘م ٖم٠تد ر٠ما.مٚملأغماب ٚبٌٕٙلص١ا.مثُمتؼ ًِمِغمبٌر١ ٔم  م

بؼٍّٗم ٝموًممبٌىّر١ٛتا ٝمبٌّص ٔغ.م٠مَٛممب٢لا مإٔت جٚخطٛطممٌغٛبص  مٚبٌط  اب ب

مبٌّخاخ  .مإخابج٘ ٖمبٌّد لا مػٓمطا٠كمبصتمر يمبٌر١ ٔ  مثُمِؼ ٌدتٙ مثُم

م

م:بٌىّر١ٛتاِىٛٔ  م

مّ٘ :مأص ص٠ٓ١١تىْٛمبٌىّر١ٛتامِٓمخز ١ٓم

1- Hardwareبٌصٍرامبلأخزبءم 

2- Softwareبٌصٍرامبلأخزبءتسىُم ٝمػًّمتمبٌتِٟدّٛػامبٌرابِحمم. 

تصمُّممبٌتٟمبلأخاٜمب٢لا ٌ صتخلبِ  مبٌّتؼل ة,مبخ فممآٌا٠ت١ّزمبٌىّر١ٛتامبدٔٗم

ل ب١ٍممامبٌىّر١ممٛتامٌٍراِدممامبرممابِحمِتؼممل ةممإٌممٌٍٝم١مم َمبؼّممًمٚبزمملم مممظ.م٠اخممغم ٌممهم

ٚمبٌّؼمملب ممبلأخٙممزةِٚختٍفممامٌٍم١مم َمبّٙمم َمِتؼممل ة.مٚومم ٌهملاتصمم ٌٗمب ٌؼل٠مملمِممٓم

م.ٜبلأخا

مبٌّىٛٔ  مبٌصٍرامٌٍىّر١ٛتا:

مِٓمبٌّىٛٔ  مبٌصٍرامٌٍىّر١ٛتامٚ٘ٝ:مأٔٛبعمأربؼا٠ٛخلم

مبلإ خ يٚزلب م -1

 بلإخابجٚزلب م -2
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 بٌ بواةمبٌا ١ض١ا -3

 ٚزلةمبٌؼ جمٚبٌّٕطك -4

م

 :الإخشاجووحذاث  الإدخالوحذاث 

 بوماةمبٌىّر١مٛتا.م٠ٛخملممإٌمٝبٌر١ ٔ  مِمٓمبٌخم رجممإ خ يػٍٝممبلإ خ يمأخٙزةتؼًّم

مبلألمابص,مِسانمبلألابصِسانم,مِٕٙ ,مٌٛزامبٌّف ت١ر,مبلإ خ يمأخٙزةلمِٓمبٌؼل٠

م,مبٌفدرة.بٌضٛ ٟبٌّغٕ ط١ض١ا,مبٌّ صرم

,مبٌّغٕ ط١ضممٟمبلألممابص,مِسممانمبلألممابص ت ممًّ:مِسممانممبلإخممابجمأخٙممزةمأِمم 

مبٌ  شا,مبٌط بؼا.

م

مِٓم١ِّزب مبٌىّر١ٛتا:

 .Automationمأٚتِٛ ت١ى١ابطا٠ماممبلأ بءمٝػٍمللرتٗ -1

مم.Programmable ب١ٍتٗمٌٍراِدامل -2

م

م:بٌٝممضُمبٌىّر١ٛتامزضبمبزد ِا٠ٕ

ممmicrocomputerمصغ١ازدُم -1

 مminicomputerزدُمٚصظمم -2

 مmainframe computerزدُمور١ام -3
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٠ؼرممامػٕٙمم م ممٝمصممٛرةممأِْممٓمبٌّ ممى  م ممٝمبٌٕٙلصممامٚبٌؼٍممَٛم٠ّىممٓممتٛخمملمبٌؼل٠ممل

 ًمبٌت١م رب مٚبٌدٙممٛ م ممٝمِثمًمِضمم  ًمبٌساوممامبلا٘تزبم٠مامِٚضمم متف ضمم١ٍام ِؼم  لا

لملم٠ىمْٛمبٌسمًمبٌملل١كمٌّثمًم٘م ٖمبٌّؼمم  لا ممٌىٓ, ة...ٚ٘ىم ب. ٚب مامبٌت١م رب مبٌّتا 

مإٌمٝمٍٔدمدٌم ٌهممبؼضمبٌس لا .م ٟب صتخلبَملٛب١ٔٓمبٌتف ضًمصؼبمأٚمغ١امِٛخٛ م

ٚ٘مٝمم,Numericallyتما٠ر١ا,مٚ ٌهمبسٍٙ مبطاقمػل ٠ازًمتٍهمبٌّؼ  لا مبطاقم

بٌىث١ممامِممٓمبٌٛلممك.مٌمم ٌهمٔضممتخلَمبممابِحمبٌىّر١ممٛتا.مصممٛفممطمماقمط٠ٍٛممامٚتضممتٍٙه

.مػمل ٠ مزًمتٍهمبٌّؼ  لا مبابِحم ٟبٌّضتخلِاممبٌا٠ ض١امٔتٕ ٚيمٕ٘ مبؼضمبٌطاق

ٚممتىٍّامِ مٔمصمِمٓمب١ ٔم  .ممأٞ,مInterpolationٚو ٌهمبؼضمطاقمبلاصتىّ يم

ممر١ ٔ  .ِٕسٕٝم٠ّامبّدّٛػامِٓمبٌمأٚ,مٚ٘ٛمبصتٕت جمب ضًمخظمFittingبٌتٛ ١كم
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 انباب الاول

 يمذيت عٍ انفشوق

٠ٛخلم اعمِٓمبٌا٠ ض١  مِٙتُمب ٌفاٚقمب١ٓمبلأرل َمبٌّتت ١ٌام ٟمِتضٍضمٍا.متضمتخلَم

زضمم قملمم١ُمتف ضم  ملمملم٠صممؼبممٔتم  حم٘مم ٖمبٌفماٚقم ممٟموث١ممامِمٓمبٌتطر١ممم  مِٕٙم 

اٚقم.م٠ٛخلمث ثامبٔٛبعمِٓمبٌفاٚق:مبٌفاٚقمبلاِ ١ِا،مٚبٌفزض بٙ مب ٌطاقمبٌتس١ٍ١ٍا

مبٌخٍف١ا،مٚبٌفاٚقمبٌّتٛصطا.

 الاياييت انًمصود بانفشوق-

مم Yn = 3n – 1ممممممممممممممممممممبفا مأْمٌل٠ٕ مبٌّؼ  ٌا

,مبم ٌتؼ٠ٛضمػمٓم٘م ٖمبٌمم١ُم مٟمبٌّؼ  ٌمامم … , n = 1 , 2 , 3صم ٌسامٌٍمم١ُم

ممم .. , 14 , 11 , 8 , 5 , 2مممممممممممممممممممممYٔسصًمػٍٟمبٌم١ُمبٌت ١ٌامٌٍّتغ١ام

م:ممٟ٘ب١ٓمبلأرل َمبٌّتت ١ٌام ٟمبٌٕت  حممبلأِ ١ِاٚبٌفاٚقم

5 - 2 = 3    ,     8 - 5  = 3    ,     11-8 = 3       ,        14-11 = 3 , ..  

م٠تُموت بامصٍضٍٗمبلأرل َمٚصٍضٍٗمبٌفاٚقمػ  ةمو ٌت ٌٟم:م

 ٔت  ح  19 11 8 5 2

  اقمأِ ِٟمأٚيم  3 3 3 3

م

Yn = nبٌّؼ  ٌام:ممو ٌهمبفا مأْمٌل٠ٕ 
2
 – 3n –2 مم

م ٟمبٌصٛرةمبٌت ١ٌا:مبلأِ ١ِاٚبٌفاٚقممتىْٛمبٌٕت  حم .. , n = 1 , 2 , 3 ئٔٗمٌٍم١ُم
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م

 ٔت  حمم 16    8     2     2 –     4 –  4 –

مم اقمأِ ِٟمأٚيمممممممممممم 8     6     4     2     0     

مم اقمأِ ِٟمث ٟٔم  2     2     2     2      

م

ٚأرلم َمم،بلأرلم َم مٟمبٌصملمبٌثم ٟٔم٘مٟم ماٚقمبلأرلم َم مٟمبٌصملمبلأٚيمىْٛت

 اٚقمبلأرل َم ٟمبٌصلمبٌث ٟٔم.متضمّٝمأرلم َمبٌصملمبٌثم ٟٔمبم ٌفاقممٟ٘بٌصلمبٌث ٌثم

مٌٗم.مماقمبٌث ١ٔٚٚأرل َمبٌصلمبٌث ٌثمب ٌفام،بلأٚيمٌٍصلمبلأٚي

y1 , y2ممممممممػ ِام،مإ بم اضٕ مأْمبصٛرة
 
, y3 , .. yn مم

مٟمأ٠امأرل َمِتت ١ٌام،م ئْمبٌفاٚقمبلأٌٟٚمٌٙ متؼطٟمِٓمبٌؼ لام٘

∆yn = yn+1 - yn  

∆مممٚ اٚلٙ مبٌث ١ٔامتؼطٟمِٚٓم:
2
yn = ∆yn+1 - ∆yn                

م                                               

∆مممممممممممممممممممممممممممممممممٚ اٚلٙ مبٌث ٌثام٠ؼطٟمِٚٓم:
3
yn = ∆

2
yn+1 - ∆

2
yn  

مٚ٘ى بم،م٠ؼطٟمخلٚيمبلأرل َمٚ اٚلٙ مبلأٚيمٚمبٌث ٟٔمٚبٌث ٌثم ٝمبٌصٛرةم:
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y1  y2  y3  y4  y5  

      ∆y1   ∆y2    ∆y3   ∆y4    ∆y5  

          ∆
2
y1   ∆

2
y2   ∆

2
y3  ∆

2
y4  ∆

2
y5  

              ∆
3
y1   ∆

3
y2    ∆

3
y3  ∆

3
y4   ∆

3
y5  

Etc 

 

 

بذلانت انفشوق تصهتتفاضم انذانت انً  

 

م٠ٛخمملمثمم قمطمماقمٌؼّممًم ٌممهم,م)×(ّممامِؼٍِٛمماميم١ػٕمململمF (x)تف ضممًم بٌممامٌسضمم قم

تضّٝم٘ ٖمم.ب١ٓمل١ُم٘ ٖمبٌلبٌامًمبللاٌامبٌفاٚقض١١امػٓمبٌتف ؼٚ ٌهمب ٌتم,ا م١تما٠رمبطا٠ما

م٘ ٖمبٌطاقمٟ٘م:متف ضًمبٌلبٌامػل ٠  .ممبٌؼ١ٍّامبسض ق

 . ِٟبٌفاقمبلأِزض قمبٌتف ضًمبللاٌام .1

 .زض قمبٌتف ضًمبللاٌامبٌفاقمبٌخٍفٟ .2

م.بٌفاٚقمبٌّاوز٠ازض قمبٌتف ضًمبللاٌام .3

م.م

ىماىهوىالتغاضلى؟ى

 فو الرورة التالية :  F(x)يعخف تفاضل دالة 
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x

xfxxf
xF

o 






)()(
lim)(1        →    (1) 

 x∆ً  لابووج موون جعوول x,عشووج قيسووة معيشووة  لكووو يووتج ديجوواد ىووحا التفاضوول عووجديا

ويوووتج بدووواب التفاضووول بابوووجى الصوووخق الوووثلاث شيوووا لا تدووواور الروووفخ . صوووةيخة جوووجا  لك

 . الدابقة

 التفاضل الاول بدلالة الفرق الامامى: -1

1- Forward difference approximation of the first derivative:  

 : كون فو الرورة الآتية ي F'(x)عمج أن تفاضل الجالة ن

x

xfxxf
xf

ox 






)(()(
lim)(  

 :يخة ججا  يكون صة x∆جعل بو 

x

xfxxf
xf






)()(
)(1  

 
 

 
 
 

x+∆x 

 

x 

F(x) 

x 



 -11- 

 ر ج توضيحى لحداب التفاضل الاول بجلالة الفخق الامامى         

fسووة يلووحلإ دذا أردنووا ديجوواد ق   
’
(x)  عشووجx = xi عووج ب، نختووار نقصووة أخووخى ت

 : وبالتالو يكون  x = xi + 1للأمام وعشجىا  x∆بسقجار 

x

xifxxif
xf






)()(
)(1  

ii

i

xx

xifxf










1

1
)()(

  →    (2) 

   x = xi+1 – xi∆بيث 

 : الخمفىالفخق بدلالة  الاول التفاضل

2- Backward difference approaimation of the first derirahive  

 نعمج مسا  بق ان

x

xfxxf
xf

ox 






)()(
lim)(1  

 :ججا  يكون  ةصةيخ  x∆قيسة وباعتبار 

x

xfxxf
xf






)()(
)(1  

  , فانسكيسة  البة ) أر فخق خمفو ( x∆ختيار فإذا تج ا
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x

xfxxf
xf






)()(
)(1  

x

xxfxf






)()(
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ر ج توضيحى لحداب التفاضل الاول بجلالة الفخق الخمفى
 

نقصة تخجع عشيا بسقجار يسكششا أن نختار   x = x iعشج  F'(x)فإذا أردنا ديجاد 

∆x  وىوx = x i – 1   وبالتالو: 

x

xfxif
xf i




  )()(

)( 11  

1

1)()(










ii

i

xx

xfxif
  →    (3) 

   x = x i – x i – 1∆بيث 

x 
x 

F(x) 

x-∆x 
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 1مثال

 اذا سانت  خعة صاروخ تعصى من العلاقة التالية:

t
tX

X
tv 8.9

21001014

1014
ln2000)(

4

4











  ,                   300  t  

, ا ووتخجم t=16sمووة عشووج ا ووتخجم بدوواب التفاضوول بوا ووصة الفووخق الامووامى لتعيووين العج

 .t=2s∆فخق مقجاره 

 الحل:

                                             ( 2من السعادلة )
t

tvtv
ta ii




  )()(

)( 1 

2

,16





t

ti
 

 

ti + 1 = ti + ∆t  

  = 16 + 2 = 18  

2

)16()18(
)16(

vv
a


  

  V(16) , V(18)لحداب يس و عبالت
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)18(8.9
)18(21001014

1014
2000)18(

4

4













 InV  

= 453.02 m/s  

)16(8.9
)16(20001014

1014
2000)16(

4

4













 InV  

 = 392.07 m/s  

 : وبالتالو 

2

)16()18(
)16(

vv
a


  

2

07.39202.453 
   = 30.475 m/s

2 
 

 وىحا ىو الحل التقخيبو بجلالة فخق الدخعات 

 

 : نشا نفاضل السعادلة فإ 16s.,  a(16)سة الحكيكية لمعجمة عشج يلإيجاد الك

t
t

IntV 8.9
21001014

1014
2000)(

4

4













  

 :وذلإ سالتالو 

 )()( tV
dt

d
ta   

 : من السعموم أن 
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 
t

tIn
dt

d 1
)(       ,      

2

11

ttdt

d









 

8..9
21001014

1014

1014

21001014
2000)(

4

4

4

4



























tdt

dt
ta  

8.9)2100(
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بدبب التقخيب .  أمن مقارنة الكيسة التقخيبية بالكيسة الحكيكية يسكن معخفة مقجار الخص  

 دذا سانت  خعة صاروخ تعصو من العلاقة  :ىى2مثالى
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، ا وتخجام  .t = 16sج عشوالخمفو لمتفاضول الأول العجموة  الفخق ا تخجام تقخيب بأبدب 

  .t = 2s∆فخق مقجاره 

ى:لىــــــالح
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     ( 3) من العلاقة 
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 .  أيسكن بداب الخص لمتفاضلوبسعخفة الكيسة الحكيكية 

 ايلور تمتدلدلة  باستخدام الاول الفرق الأمامي التفاضل الاول بدلالة يالحرول عل

Derivative of the forward difference approximation 

From Taylor series 
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وسوول  xiعشووج نقصووة  F (x)ايمور عمووو أنووو فووو بالووة معخفووة قيسووة دالووة توونظخيووة تووشز 

فوإن   xi + 1و  xiموا بوين ت مترومة مذتقاتيا عشج تمإ الشقصة ، بذخط أن تكوون السذوتقا

  العلاقة التالية: يعصو من  xi + 1عشج قيسة الجالة 
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 .  (x∆)في  كون دالةفو التقخيب ي أتبين أن الخص o(∆x)بيث 

الدابقة سسا يلابظ أن الحل الشواتج عون  ا ىشا علامة = بجلا  من شا تخجميلابظ أنشا 

سسا أتزح من  (x∆)شا ب مع يتالفخق الأمامو يكون أكبخ من الكيسة الحكيكية بسقجار 

  .(1السثال )
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باسىتخدام متدلدىلة تىايلور  الخلفىى الاولالفرق  التفاضل الاول بدلالة الحرول علي

. Derivative of the backward difference approximation 

From Taylor series 
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 .xلحلإ فان الجقة تدداد  بشقز  xواضح ان درجة الجقة تكون دالة فى 

 .باستخدام متدلدلة تايلور المركزى الفرق  لالةالتفاضل الاول بد الحرول علي

Central difference approximation of the first derivative. 

ندتخجم الفخق السخسدى بجلا من الفخق الامامى او الفخق الخمفى وذلإ لموصول الوى دقوة 

 اكبخ فى تعيين التفاضل عجديا.

 ية:و فى بالة الفخوق الاماممن مفكوك تايمور نعمج ان
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 , فى بالة الفخوق الخمفية:كحلإ
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  1من السعادلة  2بصخح السعادلة 
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خبوووع تعتبوووخ ىوووحه السعادلوووة اكثوووخ دقوووة فوووى بدووواب التفاضووول الاول لان الخصوووأ دالوووة فوووى م

 .∆xالسدافة الرةيخة 

 مثال

 دذا سانت  خعة صاروخ تعصو من العلاقة  ى
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IntV        30 to  

فخق مقجاره  مدتخجما،  .t = 16sعشج  الفخوق السخسديةلتفاضل الأول با تخجام ا أبدب

∆t = 2s.. 

 الحل:
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وىوووى قيسوووة أدق مووون تموووإ التوووو توووج الحروووول عمييوووا با وووتخجام الفوووخق الاموووامى أو الفوووخق 

 الخمفو.

 

 
 
 

 ر ج توضيحى لحداب التفاضل الاول بجلالة الفخق السخسدى           

x x+∆x 
x 

F(x) 

x-∆x 
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ى

ى

ى

ى

ىالبابىالثانى

ىالغروقىالأماموظ

ىالمذتػاتىبدلالظىالغروقىالأماموظ

ىالغروقىالأماموظىبدلالظىالمذتػات
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 ** انفــــشوق الأياييـــــت **

 
مبفا مٚخٛ ممممم مبٌر١ ٔ  . مٔتؼ ًِمِغمبلب٠  مِتضٍضٍا مبٌفاٚقمبلاِ ١ِامػٕلِ  تضتخلَ

مٌٍّتغ١امبٌّضتمًم مٔم طمِسل ة مػٕل مِؼٍِٛا متضمxiل١ُ م] موًمل١ّاممxiّٝمل١ُ م، م[ ب لأ ٌا

م xi+h – xi = hػٍٟمأبؼ  مِتض ٠ٚامبس١ثممxiوّتغ١امت بغم.مٚبفا مأْمبلأ ٌامم٠yiم بٍٙ م

متؼطٟمِٓمبٌؼ لام:ممyi ئْم اٚقمبٌم١ُمبٌٕ تدامٌٍّتغ١امبٌت بغم

∆yi = yi+1 – yi    → (1)  

مبٛضغمبٌص١غمبٌت ١ٌامٌٍتض١ًٙم،م

yi+1 = yr , yi+2 = y2r , yi+3 = y3r …  

م:ممانتانيت ٟمبٌصٛرةممyi , xi ئٔٗم٠ّىٓمرصُمبٌؼ لامب١ٓم

 
 
 
 
 
 
 
 

م:مانتانيت(مبٌصٛرةم1ٌ ٌهمتدخ مبٌّؼ  ٌام)

Y2r 

 
Yr 

 
Yi 

 

Xi          Xi+h Xi+2h 
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∆yi = yr – yi    → (1)  

مٚتضّٟمِؼ  ٌامبٌفاٚقمبلأِ ١ِامبلأٌٟٚم.

م(yi),(بللاٌماملم١ُمبٌّتغ١مامبٌتم بغممyi∆ٔ زظمإٔٔ مزضرٕ مبٌفاٚقمبلأِ ١ِامبلأٌٟٚم

iم(م ٟم٘ ٖمبٌس ٌامتؼرامػٓمتات١بمبٌالُم ٟمِتضٍضٍامبٌر١ ٔ  مبٌّؼراةمػٓمبٌٕت  حم.م

م اٚقمبٌفاٚقمبلأِ ١ِامبلأٌٟٚمتضّٟمب ٌفاٚقمبلأِ ١ِامبٌث ١ٔامٚتسضبمو ٌت ٌٝم:

∆
2
yi = ∆(∆yi) = ∆yi+1 - ∆yi  

   = ∆yr - ∆yi  

   = (y2r – yr ) – ( yr – yi)  

   = y2r – yr – yr + yi  

   = y2r – 2yr + yi       → (3)  

مو ٌهم٠ّىٓمزض قمبٌفاقمبلأِ ِٟمبٌث ٌثم:

∆
3
yi = ∆(∆

2
yi)  

 = ∆( y2r – 2yr + yi )  

 = ∆y2r - 2∆yr + ∆yi  

 = (y3r  - y2r ) – 2 ( y2r – yr ) + ( yr – yi )  

 = y3r – y2r – 2y2r + 2yr + yr – yi  

∆
3
yi = y3r – 3y2r + 3yr – yi     → (4) 

 i = r - 1أٚمم r = i + 1لامتٕضٝمبدْم



 -24- 

 وبانًثم، يًكٍ حساب انفشق الأيايي انشابع :

∆
4
yi = ∆ ( ∆

3
yi )  

  = ∆( y3r – 3y2r + 3yr – yi )  

= ∆y3r - 3∆y2r + 3∆yr - ∆yi  

= ( y4r – y3r ) – 3( y3r – y2r ) + 3( y2r -  yr ) – ( yr – yi )  

= y4r – y3r – 3y3r + 3y2r + 3y2r – 3yr – yr + yi  

∆
4
yi = y4r – 4y3r + 6y2r – 4yr + yi    → (5)  

ًكٍ وضع لاَوٌ عاو نحساب انفشق انُوَى الأيايي عُذ أيةت َمةةت ييًا سبك 

(i :في انًتسهسهت ورنك عهي انصوسة انتانيت ) 

∆
n
yi = ∆

n – 1
yi+1 - ∆

n-1
yi  

∆ ّث  م٠ّىٓمإ٠د  م
3
yiٕمطامٚ٘ٛمبٌفاقمبٌث ٌثمبلأِ ِٟمػٕلمبٌمiمو ٌت ٌٟم:مم

∆
3
yi = ∆

2
yi+1 - ∆

2
yi    (1) →ممممممممممممممممممممممم  

م*بتطر١لمبٌم ْٔٛمػٍٝمبٌسلمبلاٚيمِٓمبٌطافمبلا٠ّٓمٔدل

∆م
2
yi+1 = ∆yi+2 - ∆yi+1 م*……………………………م 

م**مبتطر١لمبٌم ْٔٛمػٍٝمبٌسلمبٌث ٔٝمِٓمبٌطافمبلا٠ّٓمٔدل

 ∆
2
yi = ∆yi+1 - ∆yi ……………………………………** 

مبٌّؼ  ٌا)م*م(مٔسصًمػٍٟم:مِٓم

∆
2
yi+1  = ( yi+3 – yi+2 ) – ( yi+2 – yi+1 )  
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  = yi+3 – yi+2 – yi+2 + yi+1  

  = yi+3 – 2yi+2 + yi+1  

مِٓمبٌّؼ  ٌام)م**م(مٔسصًمػٍٟم:م

∆
2
yi   = ( yi+2 – yi+1 ) – ( yi+1 – yi )  

  = yi+2 – yi+1 – yi+1 + yi  

  = yi+2 – 2yi+1 + yi  

∆(مػٓم1ؼ٠ٛضم ٟمِؼ  ٌام)ب ٌت
2
yi , ∆

2
yi+1م ئْم:م

∆
3
yi   = ( yi+3 – 2yi+2 + yi+1 ) – ( yi+2 – 2yi+1 + yi )  

  = yi+ 3 – 2yi+2 + yi+1 – yi+2 + 2yi+1 – yi  

= yi+3 – 3yi+2 + 3yi+1 – yi  

ِمث  مٚ٘مٟمأٚيمٔمطمام مٟمم i = o مئ بمأر ٔم مزضم قمبٌفماقمبٌث ٌمثمػٕملمبٌٕمطمام

م  حم ئْم:ِتضٍضٍامبٌٕت

∆
3
yo = y3 – 3y2 + 3y1 – yo م 

∆ ٟمم i = oٚ ٌهمب ٌتؼ٠ٛضمػٓم
3
yiمبٌض بما.ممم

م ئْمم i = 3و ٌهم ئْمبٌفاقمبٌث ٌثمػٕلمبٌٕمطامبٌاببؼامِث  م

∆
3
y3 = y6 – 3y5 + 3y4 – y3  

∆و ٌهم ئْم
3
y8مػٕلمبٌٕمطامبٌت صؼامتىْٛمم

∆
3
y8 = y11 – 3y10 + 3y9 – y8  
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مٚ٘ى بم....م

م

م:ممـــ يِثـــ

مأثركمأْم

∆
4
yo = y4 – 4y3 + 6y2 – 4y1 + yo  

مبٌســـــــــًم:

مِٓمبٌتؼا٠لم

∆
4
yo = ∆

3
y1 - ∆

3
y0      → (1) 

∆ٚز١ثمأْم
3
yoمتُمبٌسصٛيمػ١ٍٙ مٟٚ٘متض ٚٞم:م

∆
3
yo =  y3 – 3y2 + 3y1 – yo  

∆ ئْم
3
y1مم1ٔىْٛمٌٙ مٔفشمبٌص١غامبز٠  ةمبلأ ٌامبٌضف١ٍام)مبتملِٙ م(مبّملبرمم

∆
3
y1 = y4 – 3y3 + 3y2 – y1  

م(م1ب ٌتؼ٠ٛضم ٟم)

∆
4
yo = y4 – 3y3 + 3y2 – y1 – y3 – 3y2 – 3y1 + yo  

 = y4 – 4y3 + 6y2 – 4y1 + yo ٚ٘ٛمبٌّطٍمٛقمم,,,,مممممممممممممممممممممممممممممم

 ممممممممممممممممممم

م

مِث يم:مٌسض قمبٌفاٚقمبلأِ ١ِام
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yn =nبفما مأْمٌمل٠ٕ مبٌّؼ  ٌمام
2
 – 3n – 2 صم ٌسامٌمم١ُممn = 1 , 2 , 3 , 4 , … م

مم n = 3أٚخلمبٌفاقمبلأِ ِٟمبلأٚيمٚبٌفاقمبلأِ ِٟمبٌث ٟٔمػٕلم

مبٌســـــًم:م

مٌٙ مبٌٕت  حمبٌت ١ٌاممynتىْٛمم … , n = 1 , 2 , 3 , 4 , 5ٌم١ُم

y1  y2  y3  y4  y5  

-4  -4  -2  2 8 

مِؼ  ٌامبٌفاقمبلأِ ِٟمبلأٚيمٟ٘م

∆yi  = yr – yi  

∆y3 = y4 – y3  

 = 2 – (-2)  

 = 4  

مِؼ  ٌامبٌفاقمبلأِ ِٟمبٌث ٟٔم

∆
2
yi

 
  = y2r – 2yr + yi  

∆
2
y3

 
  = y5 – 2y4 + y3  

 = 8 – 2 (2) + (-2) = 8 – 4 – 2 = 2  

ٌٍتدولمِٓم ٌهمبٌسًمٔىتبمِتضٍضٍامبٌٕت  حمِٚتضٍضٍت١ٓمبٌفاقمبلأِ ِٟمبلأٚيمبٌث ٔٝمػٍمٟم

مبٌتات١بمو ٌت ٌٟم:م
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y1  y2  y3  y4  y5    

                                                                                                        

ج         8 2 2- 4- 4- تائ ن  ال

  اقمبِ ِٝمبٚي          6       4       2        0      

  اقمبِ ِٝمث ٔٝ                  2  2  2             

 

م٘ٛممy3ِٕٙ م٠تضرمأْمبٌفاقمبلأِ ِٟمبلأٚيمػٕلم

2 – (-2) = 4  

م٘ٛمy3ٚأْمبٌفاقمبلأِ ِٟمبٌث ٟٔمػٕلم

م 2 = 4 – 6مممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممممم

م

يًكةةٍ حسةةاب انفةةشوق الاياييةةت الاول و انثةةاَى وانثانةةج و .... بواسةةةت انمةةاَوث ان ةةاو 

 انتانى:

1

0

)1( 















  k

k

i

k

i

i

i

k yy  

مk ٝمبٌفاقمرلُمم٠iؼطٝم٘ بمبٌم ْٔٛمبٌسلمرلُم

م٘ٝمرترامبٌسلم بخٍٗ.مi٘ٝمرترامبٌفاقم)مبلاٚي.مبٌث ٔٝ,مبٌث ٌث,م.....(مٚممkأٜمبْمم
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بٌسلم






 k

i

ػر رةمػٓمم
!

)(

i

k i

مI,مٚملم١ُم5بٌمٝمم1ِمٓمم٠ٚkؼطٝموّ م ٝمبٌدلٚيمبٌتم ٌٝمٌمم١ُمم

م5.بٌٝمم0ِٓم
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م.1بٌٝمم0تتغ١امِٓممi,ممk=1ٔضغم ٝمبٌم ْٔٛم

 i=0,ممk=1أٚلا:مبٛضغم
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00

1

1

1

1 )1( yyy 













  

 بدّغمبٌّؼ  ٌت١ٓمبٌض بمت١ٓ,

01 yyyi   

مٚ٘ٛمبٌفاقمبلاِ ِٝمبلاٚي.

 أنفشق الايايى انثاَى

مبٌث ٔٝ,م٠دخ مبٌم ْٔٛمبٌؼ َمبٌصٛرةمبٌت ١ٌا:ٌسض قمبٌفاقمبلاِ ِٝم

i

ii

i

i yy 















  2

22

0

2 )1(  

 يكوٌ i=0بوضع 

 

  202

2

0

0

0

2 1 yyy 













   

 يكوٌ i=1بوضع 

 

  112

2

1

1

1

2 21 yyy 













   

 يكوٌ i=2بوضع 
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  022

2

2

2

2

2 1 yyy 













   

 بجًع انثلاث ي ادلاث انسابمت َحصم عهى

012

2 2 yyyyi   

 

 بت يًكٍ حساب انفشق الايايى انثانج بُفس انكيف

 حيج يأخز انماَوٌ ان او انصوسة انتانيت:

 

i

ii

i

i yy 















  3

33

0

3 )1(  

 

 َحصم عهى i=0بوضع 

  303

3

0

0

0

3 1 yyy 













   

 َحصم عهى i=1بوضع 

  213

3

1

1

1

3 31 yyy 













   

 َحصم عهى i=2بوضع 
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  123

3

2

2

2

3 31 yyy 













   

 َحصم عهى i=3بوضع 

 

  033

3

3

3

3

3 1 yyy 













   

 بجًع الاسبع ي ادلاث انسابمت

0123

3 33 yyyyyi   

 كزنك يًكٍ حساب انفشق انشابع الأيايي,

 حيج يأخز انماَوٌ ان او انصوسة انتانيت:
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
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









  4

44

0

4 )1(  

 َحصم عهى i=0بوضع 

  404

4

0

0

0

4 1 yyy 













   

 َحصم عهى i=1بوضع 

  314

4

1

1

1

4 41 yyy 













   

 َحصم عهى i=2بوضع 
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  224

4

2

2

2

4 61 yyy 













   

 َحصم عهى i=3بوضع 

 

  1134

4

3

3

3

4 4
6

24
1 yyyy 














   

 َحصم عهى i=4بوضع 

  044

4

4

4

4

4 1 yyy 













   

 بجًع انً ادلاث انخًس انسابمت, َحصم عهى

01234

4 464 yyyyyyi   

 

 

 

م٠ّىٓمبْم٠دخ مبٌم ْٔٛمبٌض بكمبٌ ىًمبٌت ٌٝمٌسض قمبٌفاقمبلاِ ِٝ

م

mki

k

m

k

m

m

i

k yy 















 

0
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تؼرامػٓمرلُمبٌسلم ٝمِتضٍضٍامبٌر١ ٔ  مبلاص١ٍامبٌّاب مزض قمبٌفاقمبلاِ ِٝممiز١ثم

م....ٌٍسلمبلاٚيم،مبٌث ٔٝم،مبٌث ٌثم.....ػٍٝمبٌتات١ب.م2،م1،م0ػٕلٖم٠ّٚىٓمبْمتدخ مبٌم١ُم

K مبٌم١ُمم مٌٍفاقمبلاِ ِٝمبلاٚيم3،م2،م1تؼرامػٓمرترامبٌفاقمبلاِ ِٝمٚتدخ  م.... ،م،

مبٌث ٔٝم،مبٌث ٌث،م...مٚ٘ى ب.

m بٌٝمم0رلُمبٌسلم ٝمِؼ  ٌامبٌفاقمبٌٕ تدامٚتدخ مبٌم١ُمِٓممk+1م.م

م

مٚب ٌت ٌٝم ئٔٗمٌٍفاقمبلاِ ِٝمبلاٚيم٠ىْٛمٌل٠ٕ 

k=1 

m=0, 1 

ممk=1ٚممm=0 ١ىْٛمبٌسلمبلاٚيمِٓمل ْٔٛمبٌفاقمبلاٚيمٔسصًمػ١ٍٗمبٛضغم
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 ii yy 

= 11*1*1   iii yyy 

مk=1ٚمم٠ٚm=1ىْٛمبٌسلمبٌث ٔٝمِٓمل ْٔٛمبٌفاقمبلاٚيمٔسصًمػ١ٍٗمبٛضغم
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1)1( 












 ii yyم

iii yyy  *1*1 

 

م ١ىْٛمل ْٔٛمبٌفاقمبلاِ ِٝمبلاٚيم٘ٛمِدّٛعمبٌسل٠ٓمبٌض بم١ٓ
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م

yiyy ii  1  

مل ْٔٛمبٌفاقمبلاِ ِٝمبٌث ٔٝ

ممm=0, 1, 2ب ٌت ٌٝمتىْٛمٚمk=2 ٝم٘ ٖمبٌس ٌام٠تُمٚضغم

م ٝمبٌم ْٔٛمm=0ٔسصًمػٍٝمبٌسلمبلاٚيمبٛضغم

miم

mm
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
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2 م)1(

م ٝمبٌم ْٔٛم ١دخ مبٌصٛرةمبٌت ١ٌامm=0ٔسصًمػٍٝمبٌسلمبلاٚيمبٛضغم
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مٔسصًمػٍٝمبٌسلمبٌث ٔٝممm=1بٛضغم
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
 iiii yyyyم

مٌثٔسصًمػٍٝمبٌسلمبٌث مm=2بٛضغم
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


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iiii yyyy   12
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irri yyyy  22

م2

مبٌفاٚقمبلأِ ١ِامبللاٌامبٌّ تم  م
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ٚوًمِ تم تٙ مػٕلممy = f(x)تٕصمٔظا٠امت ٠ٍٛرمػٍٟمأٔٗم ٟمز ٌامِؼا امل١ّام بٌام

 x )ػٕلمم ئْمل١ّامبٌلبٌامh , xبٌلبٌامٚمبٌّ تم  مِتصٍامِ مب١ٓم  ب اطمأْمتىْٛمxٔمطام

+ h )متؼطٟمِٓم:م
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3
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xhDyxyhxy )(xyD
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dx
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D  ممممممممممز١ث  
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

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D
ni

h
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h
hDxyhxy ...
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1)()( 2
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hDexyhxy )()(      → (1) 

م

مز١ثمبٌّؤثام:م

ii

i

hD Dh
i

e
!

1

0





  

مٚز١ثمأْم

yx  at  yi  

y ( x + h )       at   yr  

م ئْمبٌفاقمبلأِ ِٟمبلأٚيم

∆yi = yr – yi  

 = y ( x + h ) – yx   

 = yx e
hD 

– yx  

 = yx ( e
hD 

– 1 )  

∆yi = yi ( e
hD

 – 1 )  
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∆ = e
hD

 – 1    → (1)  

مبٌفاقمبلأِ ِٟمبٌث ٟٔمبللاٌامبٌّ تم  م

∆
2
 = ∆.∆  

 = ( e
hD

 – 1 )
2
  

 = e
2hD

 – 2e
hD

 + 1  → (2)  

مبللاٌامبٌّ تم  مبٌفاقمبلأِ ِٟمبٌث ٌثم

∆
3
 = ∆(∆

2
)  

∆ب ٌتؼ٠ٛضمػٓم
2
م  (1) , (2)ِٓمممم∆ , 

∆
3
 = ( e

hD
 – 1 ) ( e

2hD
 – 2e

hD
 + 1 )  

 = e
3hD

 – 2e
2hD

 + e
hD

 – e
2hD

 + 2e
hD

 – 1  

 = e
3hD

 – 3e
2hD

 + 3e
hD

 – 1   → (3)  

 

مبٌّ تم  مبللاٌامبٌفاٚقمبلأِ ١ِا

م~~~~~~~~~~~~~~~~

مبٌّ تمامبلأِ ١ِامبلأٌٚٝم

1

1





hd

hD

e

e
 

مٌٍطا ١ٓممlnبدخ م

hD = ln ( ∆ + 1 )  
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........
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432
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





hD   → 1 

مبٌّ تمامبٌث ١ٔامبللاٌامبٌفاٚقم:
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 = hD*hD  
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مبضاقمبٌسل٠ٓمِؼ  م
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مص١ــــغمبٌفـــــاٚق

م~~~~~~

م٠ٛخلمبٌؼل٠لمِٓمص١غمبٌفاٚقمٌٍلٚبيمصٛفمٔلرسمِٕٙ م:

مرب م: اقمبٌلبٌامبٌث بتام٠ض ٚٞمأصف م-1

∆C = o  

مأثركمأٔٗمٌٍلبٌامبٌث بتامتىْٛمخ١ّغمبٌفاٚقمأصف رب م

مٚ٘ ٖم بٌامث بتام،مٚب ٌت ٌٟم٠ىْٛم:مiٌدّرغمل١ُمم yi = cٔفا مأْم

∆yi = yi+1 – yi = c – c = o  

مِملبرمث بكم ــــــئْم:مcبفا مأْمم-2

∆ ( cyi ) = c∆yi  

مٚلإثر  م:

∆ ( cyi ) = cyi+1 – cyi = c [ yi+1 – yi ] = c∆yi  

مبٌخ ص١امبٌخط١ام:م-3

ٚأْمل١ُم٘ ت١ٓمبٌلبٌت١ٓم٘مٟممم xiبفا مٚخٛ م بٌت١ٓمِؼا ت١ٓمٌٕفشمبٌفئامٌلأ ٌام

viمم،uiمٚب ػتر رم بٌامث ٌثامٔدخ مبٌم١ُمبٌت ١ٌام:م

Wi = c1  ui  + c2  vi  
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م،مأثركمأْم:مxiث بت ْمِضتم ْمػٓممc2،مم c1ز١ثم

∆wi = c1∆ui + c2∆vi  

مِٓمبٌتؼا٠ف  م:بٌرا٘ ْم

∆wi  = wi+1 – wi  

 = ( c1ui+1 + c2vi+1 ) – ( c1ui + c2vi )  

 = c1 ( ui+1 – ui ) + c2 ( vi+1 – vi )  

 = c1 ∆ui + c2 ∆vi ٚ٘ٛمبٌّطٍٛقمممممممممممممممممممممم 

 

مبٌفاٚقمٌس صًمضاقم بٌت١ٓمتؼطٟمب ٌص١غامم-4

∆ ( uivi ) = ui∆vi + vi+1∆ui  

مبٌرا٘ ْم

مui , viٚأْمل١ُم٘ ت١ٓمبٌملبٌت١ٓممxiِؼا ت١ٓمٌٕفشمبٌفئامِٓمبلا ٌامم  بٌت١ٓمب ػتر ر

م ئٔٗم:مممم zi = uiviؼترام بٌامٔٚ

 يٍ انت شيف 

∆zi = ui+1vi+1 – uivi  

مٌٍطافمبلأ٠ّٓممuivi+1بطاذمٚإض  امبٌسلم

∆zi = ui+1vi+1 – uivi+1 + uivi+1 – uivi  

 = vi+1 ( ui+1 – ui ) + ui ( vi+1 – vi )  
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 = ui∆vi + vi+1∆ui ٚ٘ٛمبٌّطٍٛقمممممممممممممممم 

 

م٠ّىٓمبٌرإ٘امػٍٟمبٌٕت١دام

∆zi = ui+1∆vi + vi∆ui  

مٌٍطافمبلأ٠ّٓممui+1viٚ ٌهمبئض  امٚطاذم

م****متّ ر٠ـــــٓم****

م(م1تّا٠ـــٓم)

م[ممxk = kب٢ت١ام]م٠ّىٓمبػتر رمأْممykأزضبمإٌٟمبٌفاٚقمبٌاببؼامٌٍم١ُم -1

م

k 0 1 2 3 4 5 6 

yk 0 1 16 81 256 625 1296 

م

مبٌســــــًم:م

م٠ّىٓمٚضغمبٌدلٚيمٚبٌفاٚقم ٟمبٌصٛرةمبٌت ١ٌامم:

k yk ∆yk ∆
2
yk ∆

3
yk ∆

4
yk 

0 0     

1 1 1    

2 16 15 14   
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3 81 65 50 36  

4 256 175 110 60 24 

5 625 369 194 84 24 

6 1296 671 302 108 24 

ثر  م ٟمبٌّازٍامبٌاببؼامٚأْمبٌفاٚقمبٌتٟم ٛلٙم مٚبضرمأْمبٌفاٚقمتصًمإٌٟمبٌ

متىْٛمأصف رم

م

م(2تّا٠ــــٓم)

مِضتخلِ مبٌؼ لامبٌت ١ٌا:

ik

k

i

k

i

i

i

k yY 











 

0

1  

مأثركمأْم

∆
5
yi= y5 – 5y4 + 10y3 -10y2+ 5y1 – yo  

مبٌســــــــًم

م ٟمبٌتؼا٠لمم i = oمبٛضغ

∆
5
yo = (-1)

o







 5

0

y5-o = y5   → (1)  

مم i = 1بٛضغم

∆
5
y1 = (-1)

1







 5

1

y5-1 = -5y4   → (2)  
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مم i = 2بٛضغم

    ∆
5
y2=(-1)

2













 5

2

y5-2=10y3 →(3)   

                                                                                                          

i = 3 مبٛضغ  

∆
5
y3 = (-1)

3













 5

3

y5-3 = -10y2               → (4) 

مم i = 4بٛضغم

1454

5 5
4

5
4)1( yyy 








      → (5) 

مم i = 5بٛضغم

00

5

5

5

5

5
)1( yyy 








      → (6) 

م٠ىْٛمم(6)زتٝمم(1)بدّغمبٌٕت  حمِٓم

∆
5
yi = y5 – 5y4 + 10y3 – 10y2 + 5y1 - yo  

مٚ٘ٛمبٌّطٍٛقم....

م

 ( 3تًشيــــٍ )

yk = kأثركمأٔٗمإ بمو ٔكم
4

∆ ئْمم
4
yk = 24 مم

مبٌســـــــًم:
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Yk = k
4
  

∆yk = 4k
3
 , ∆

2
yk = 12k

2 , 
∆

3
yk = 24k , ∆

4
yk = 24  

مٚ٘ٛمبٌّطٍٛقم:م

م(م4تّا٠ــــٓم)

مب صتخلبَمبٌم١ُمٌٍفاٚقمبلأٌٚٝمبٌّؼط ةم،مأزضبمبٌم١ُمبٌّستا ام

yk  o … … … … …   

∆yk  1 2 4 7 11 18  

مبٌســــــــــــــــً

yk  o 1 3 7 14 25 43  

∆yk  1 2 4 7 11 18  

م(م5تّا٠ــــٓم)

مبتملَمخ١ّغمبلأ ٌام ٟمبٌص١غام

∆
2
yo = y2 -2y1 + yo  

∆أوتبمِفىٛو  مِّ ث  مٌىًمِٓم
2
y2 , ∆

2
y1مثُمأزضبمز صًمبٌدّغمٌٍفاٚقمبٌث ثام٘ ٖ.مم

مبٌســـــــــــــــً

∆
2
y1 = y3 -2y2 + y1  

∆
2
y2 = y4 – 2y3 + y2  

مز صًمبمٌد١ّغمٌٍفاٚقمبٌت ١ٌاموٍٙ م٠ىْٛم
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∆
2
yo + ∆

2
y1 + ∆

2
y2 = y2 – 2y1 + yo + y3 – 2y2 + y1 + y4 – 2y3 + y2  

 = - y1 + yo – y3 + y4 = y4 – y3 – y1 + yo  

م……ٚ٘ٛمبٌسًم

م
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 انفشوق انخهفيت

  انفشوق انخهفيت بذلانت انًشتماث

 انًشتماث بذلانت انفشوق انخهفيت
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 الفــــروق الخلفيـــة
م~~~~~~~~~

فوووإذا  تعامووول موووع نيايوووة متدمدووومة البيانوووات.نحتووواج لمتعامووول موووع الفوووخوق الخمفيوووة عشوووجما ن

تكوون عموو  xiلمستةيخ التابع, وبفوخض ان الادلوة  yi توجج قيسة  xiفخضشا أنو لكل قيسة 

تعصوو  yiإن الفوخوق لمكويج الشاتجوة لمستةيوخ التوابع فو xi – xi-1 = hابعاد متداوية بحيث 

 من :

yi = yi – yi-1                                                         → (1)  

 ويدسى ىحا بالفخق الخمفو الأول 

 بوضع الربغ التالية لمتدييل 

Yi-1  =  yL , yi-2  =  y2L , yi-3  =  y3L , …  

 سالتالو :  xi  ،yiفإنو يسكن ر ج العلاقة بين 

 

 
Yi 

 
YL 

 
Y2L 

 

Xi+2h  Xi-h          Xi 
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 ( الرورة التالية :1لحلإ نأخح السعادلة )

yi = yi – yL    → (2)  

سسووووا فووووو الفووووخوق الأماميووووة الدووووابق  ،i. وتدووووسى معادلووووة الفووووخق الخمفووووو الأولووووو

 .  الشتائجالخقج فو متدمدمة  عن تختيب تعبخ ،عشيا الحجيث

 فخوق الفخوق الخمفية الأولى تدسى بالفخوق الخمفية الثانية :


2
yi  =   (yi )  

 =   ( yi – yL )  

 = yi - yL  

 = ( yi – yL ) – ( yL – y2L )  

 = yi – yL – yL + y2L  

 = yi – 2yL + y2L     → (3)  

  ..… ,  L = i – 1  ,  2L = i – 2   ,   3L = i – 3يلابظ أن :      

 كحلإ يسكن بداب الفخق الخمفو الثالث 


3
yi =   (

2
yi )  
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 =   ( yi – 2yL + y2L )  

 = yi - 2yL + y2L  

 = ( yi – yL ) -2 ( yL – y2L ) + ( y2L – y3L )  

 = yi – yL – 2yL + 2y2L + y2L – y3L  

 = yi – 3yL + 3y2L – y3L     → (4)  

ىكذلكىومكنىحدابىالغرقىالخلغيىالرابعى:


4
yi =   (

3
yi )  

 =   ( yi – 3yL + 3y2L – y3L )  

 = yi - 3yL + 3y2L - y3L  

 = ( yi – yL ) -3 ( yL – y2L ) +3 ( y2L – y3L ) – ( y3L – y4L )  

 = yi – yL – 3yL + 3y2L + 3y2L – 3y3L – y3L – y4L  

 = yi – 4yL + 6y2L – 4y3L + y4L    → (5)  

ىأمثلظىرليىحدابىالغروقىالخلغوظى:ى

yn = n  دلةبفخض أن لجيشا السعا
2
 – 3n – 2   

، أوجوج الفوخق الخمفوو الأول والفوخق الخمفوو   … , n = 1 , 2 , 3 , 4صوالحة لكويج 

   n = 3الثانو عشج 
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ىالحـــــــــلى:

 ليا الستدمدمة التالية : ynتكون الشتائج   n = 1 , 2 , 3 , 4 , 5لمكيج 

y1  y2  y3  y4  y5  

-4  -4 -2 2 8  

 الأول ىو  معادلة الفخق الخمفو

yi  = yi – yL  

 = y3 – y2  

 = -2 – ( -4)  

 = 2  

 معادلة الفخق الخمفو الثانو ىو 


2
yi  = yi – 2yL + y2L  

 = y3 – 2y2 + y1                    ,بيث  i=3, L = i-1 = 2, 2L = i -2 = 

1 

 = -2 -2 (-4) + (-4)  

 = -2 + 8 – 4  

 = 2  
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لمتأكج من ذلإ الحل نكتب متدمدمة الشتائج ومتدمدمة الفخوق الخمفية الأولو ثج 

 متدمدمة الفخوق الخمفية الثانية سالتالو 

y1  y2  y3  y4  y5  

 الناتج    8 2  2-  4-  4-

 فخوق خمفية أولى   6 4 2 0 

فخوق خمفية ثانية    2 2 2    

 ىو  y3خمفو الأول عشج مشيا يتزح أن الفخق ال

- 2 –(-4) = - 2 + 4 = 2  

 ىو  y3وأن الفخق الخمفو الثانو عشج 

2 – 0 = 2  

 ا تشتاج صيغ الفخوق الخمفية من القانون:

 

mi

k

m

k

m

m

i

k yy 















 

0

)1(  
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مبٌسلم ٝمِتضٍضٍامبٌر١ ٔ  مبلاص١ٍامبٌّاب مزض قمبٌفاقممiز١ثم مبٌخٍفٝتؼرامػٓمرلُ

م....ٌٍسلمبلاٚيم،مبٌث ٔٝم،مبٌث ٌثم.....ػٍٝمبٌتات١ب.م2،م1،م0ُمػٕلٖم٠ّٚىٓمبْمتدخ مبٌم١

K بلاٚيم،مبٌث ٔٝممبٌخٍفٝ،م....مٌٍفاقم3،م2،م1ٚتدخ مبٌم١ُممبٌخٍفٝتؼرامػٓمرترامبٌفاقمم

م،مبٌث ٌث،م...مٚ٘ى ب.

m بٌٝمم0بٌفاقمبٌٕ تدامٚتدخ مبٌم١ُمِٓمم)ص١غا(مرلُمبٌسلم ٝمِؼ  ٌامk+1م.م

م

miبٌفاقمبٌخٍفٝمبلاٚيمِٓمبٌؼ لامم:مبصتٕتحممص١غام1ِث ي

k

m

k

m

m

i

k yy 















 

0

م)1(

مبٌسً:

م mٚب ٌت ٌٝم ئْممk=1ز١ثمبْمبٌّطٍٛقم٘ٛمبصتٕت جمص١غامبٌفاقمبٌخٍفٝمبلاٚي،م ئْم

م.1،م0تدخ مبٌم١ُم

mi ٝمبٌؼ لاممm=0ٚممk=1ب ٌتؼ٠ٛضمػٓم

k

m

k

m

m

i

k yy 















 

0

م)1(

م ئْ

iiii yyyy 












  *1*1)1( 0

1

0

0  

مٔسصًمػٍٝمm=1ٚممk=1ب ٌتؼ٠ٛضمػٓم

111

1

1

1 *1*1)1(  












 iiii yyyy  
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مٚب ٌت ٌٝمتىْٛمبٌص١غامبٌٕٙ  ١امٌٍفاقمبٌخٍفٝمبلاٚيمو ٌت ٌٝ:

1 iii yyy  

م٠ّٚىٓمبْمتىتبم ٝمبٌصٛرة:

Lii yyy   

مم2ِث يم

miبصتٕتحمص١غامبٌفاقمبٌخٍفٝمبٌث ٔٝمِٓمبٌؼ لام

k

m

k

m

m

i

k yy 















 

0

م)1(

 الحل:

م mٚب ٌت ٌٝم ئْممk=2بٌّطٍٛقم٘ٛمبصتٕت جمص١غامبٌفاقمبٌخٍفٝمبٌث ٔٝ،م ئْمز١ثمبْم

م.2،م1،م0تدخ مبٌمٟم

mi ٝمبٌؼ لاممm=0ٚممk=2ب ٌتؼ٠ٛضمػٓم

k

m

k

m

m

i

k yy 















 

0

مٔسصًمػٍٝ:)1(

iii yyy 












 0

2

0

02 )1(  

مm=1ٚممk=2ب ٌتؼ٠ٛضمػٓم

11

2

1

12 2)1(  












 iii yyy  

مm=2ٚممk=2ب ٌتؼ٠ٛضمػٓم
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22

2

2

22 )1(  












 iii yyy  

21

2 2   iiii yyyy  

مٚبٌتٝم٠ّىٓمبْمتىتبم ٝمبٌصٛرة

LLii yyyy 2

2 2   
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 بذلانـــــت انًشتمــــــاث *انخهفيت  * انفــشوق

 من مفكوك تايمور نعمج ان

hDexyhxy )()(      → (1) 

 

 فإن  h–سكيسة  البة  hوإذا أخحنا 

hDexyhxy  )()(     → (2) 

 h–وقيسووة  h+عشووج قيسووة  y(x)تعبووخ عوون مفكوووك تووايمور لمجالووة  (2)،  (1)السعووادلتين 

  .أر فو بالة الفخق الأمامو والخمفو xقبل وبعج 

 بجلالة السذتقات yiالتعبيخ عن الفخق الخمفو الأول عشج 

ى***ى~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~***ى

ى

ى

ى

Yx = Yi 

 
Yx-h = YL 

 
Yx-h = Y2L 

 

 

Xi-2h  Xi-h          Xi 
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 تالية يعبخ عن الفخق الخمفو الأول فو الرورة ال

yi  = yi – yL  

 = yx – y ( x – h )  

 من مفكوك تايمور   y ( x – h )ويس عن عبالت

 = yx – e 
–hD

 y (x)  

 = yx ( 1 – e 
–hD

 )  

yi  = yi ( 1 – e
-hD 

)  

 الفخق الأول 


  

= 1 – e 
–hD

  

 مفو الثانو الفخق الخ


2
yi  =   ( yi – yL )  

 =   [ yx – y (x – h ) ]  

 =   [ yx – yx e 
–hD

 ]  

 = yx [ 1 – e 
–hD

 ]  


2
yi  = yi [ 1 – e 

–hD
 ]  
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
2
  =   [ 1 – e 

–hD 
]  

 من الحالة الدابقة  بالتعويس من 


2
 = ( 1 – e 

–hD
 ) ( 1 – e 

–hD 
) = 1 – 2e 

–hD
 + e 

-2hD
  

 

or 


































 .....

!3!2
11....

!3!2
11

33223322 DhDh
hD

DhDh
hD  




















!3!2
11

!3!2
11

53223322 DhDh
hD

DhDh
hD  




















!3!2!3!2

33223322 DhDh
hD

DhDh
hD  

 بزخب القو ين معا  :

!3!2

3322 DhDh
hD   

!3!2

3322 DhDh
hD   

ووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووو  

i

DhDh
Dh

3!2

4433
22   

!3!.2!2!.2!2

554433 DhDhDh
  
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!3!.3!3!.2!3

665544 DhDhDh
  

وووووووعوووووووووووو بالجسعوووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووو  

................
24

14

!2

2 4433
22 
 DhDh

Dh  

................
12

7 44
33222 

Dh
DhDh  

 الفرق الخلفي الثالث بدلالة الدشتقات


3
yi  =   (

2
)  

 
















 443322

3322

12

7

!3!2
DhDhDh

DhDh
hD  

 زخب القو ين معا  :ب

!3!2

12

7

3322

443322

DhDh
hD

DhDhDh





 

وووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووو  
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!312

7

!3!3

!212

7

!2!2

12

7

776655

665544

554433

DhDhDh

DhDhDh
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تانًشتماث بذلانت انفشوق انخهفي  

 اثبتشا ان 


  

= 1 – e 
–hD

  

)1ln()ln(

1









hd

hD

e

e
 

)1ln(  hD  

 وبيث ان مفكوك:

....
432

)1ln(
432


xxx

xx  

)
432

(
432 







 hD  

432

432 






hD وىى معادلة تعبخ عن السذتقة الاولى بجلالى الفخوق   

 الخمفية

ات ان السذتقة الثانية بجلالة الفخوق الخمفية تكون فى الرورة:كحلإ يسكن اثب  

43222

12

11
Dh  
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 و السذتقة الثالثة بجلالة الفخوق الخمفية تكون فى الرورة:

54333

4

7

2

3
Dh  

 و السذتقة الخابعة بجلالة الفخوق الخمفية تكون فى الرورة:

65444

6

17
2 Dh  
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 كزيةالفروق الدر

 الفروق الدركزية بدلالة الدشتقات
 القيمة الدتوسطة للدالة
ىالغروقىالمركزوظ

ىالاختلافاتىالمركزوظىالمتودطظ
ى~~~~~~~~~
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ىالغروقىالمركزوظى)ىالاختلافاتىالمركزوظىالمتودطظى(
 

 

 

 

 

 

ى
ى
 
 

 

 

 

ىالغرقىالمركزيىالأولى:ىى

2

1

2

1



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yyyi    →                         

ىالغرقىالمركزيىالثانيى:ى

)(2 yiyi    
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
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



2

)(

)(

2

1
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2
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



   →  
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yr 
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ىالغرقىالثالثى:ى

 
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



























































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Liiiir

Liiiir

Lir
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yyyy

yyyyyy

yyyyyy

syyy

yyy

yy







 →  

 ....... بالسثل يسكن بداب الفخق السخسدر الخابع ، الخامذ ،

 ا تشتاج صيغ الفخوق السخسدية

 ق السخسدية من العلاقات التالية:صيغ الفخو  يسكن  ا تشتاج

اولا : صيغ الفخوق السخسدية ذات الختب الدوجية )الفخق الثانى، الفخق الخابع، الفخق 

 الدادس، ....(

 تدتشتج صيغ الفخوق السخسدية ذات الختب الدوجية من العلاقة التالية:



 -65- 

   mki

k

m

k

m

m

i

k yy 














22
2 )1(  

مبٌّاوزٜ ٔ  مبلاص١ٍامبٌّاب مزض قمبٌفاقمتؼرامػٓمرلُمبٌسلم ٝمِتضٍضٍامبٌر١مiز١ثم

م....ٌٍسلمبلاٚيم،مبٌث ٔٝم،مبٌث ٌثم.....ػٍٝمبٌتات١ب.م2،م1،م0ػٕلٖم٠ّٚىٓمبْمتدخ مبٌم١ُم

K بلاٚيم،ممبٌّاوزٜ،م....مٌٍفاقم3،م2،م1ٚتدخ مبٌم١ُممبٌّاوزٜتؼرامػٓمرترامبٌفاقمم

مبٌث ٔٝم،مبٌث ٌث،م...مٚ٘ى ب.

m 2بٌٝمم0بٌفاقمبٌٕ تدامٚتدخ مبٌم١ُمِٓمم()ص١غامرلُمبٌسلم ٝمِؼ  ٌامkم.م

م:1ِث ي

mkiبصتٕتحمص١غامبٌفاقمبٌّاوزٜمبٌث ٔٝمِٓمبٌؼ لام

k

m

k

m

m

i

k yy 














22
2 )1(م

م.م2،م1،م0تدخ مبٌم١ُممmٚب ٌت ٌٝممk=1بٌسً:ٌسض قمبٌفاقمبٌّاوزٜمبٌث ٔٝم٠تُمٚضغم

مٔسصًمػٍٝمبٌؼ ل  مبٌت ١ٌا:

 m=0ٚممk=1بٛضغم

101

2

0

02 )1(  












 iii yyy  

 m=1ٚممk=1بٛضغم

 

iii yyy 2)1( 11

2

1

12 












   
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 m=2ٚممk=1بٛضغم

 

121

2

2

22 )1(  












 iii yyy  

11

2 2   iiii yyyy  

Liri yyyy  22  

 ٚبٕفشمبٌطا٠مام٠ّىٓمبصتٕت جمص١غامبٌفاقمبٌّاوزٜمبٌاببغمٚبٌض  سمٚ...

 

الفخق الثالث، الفخق  ثانيا: صيغ الفخوق السخسدية ذات الختب الفخدية )الفخق الاول،

 الخامذ، ....(

 تدتشتج صيغ الفخوق السخسدية ذات الختب الفخدية من العلاقة التالية:

   mki

k

m

k

m

m

i

k yy 




















  1

1212

2

1

12 )1(  

مِث ي:

mkiبصتٕتحمص١غامبٌفاقمبٌّاوزٜمبلاٚيمِٓمبٌؼ لامم
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k yy 
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











  1

1212

2

1

12 )1(م

م.1،م0تدخ مبٌم١ُممmٚب ٌت ٌٝممk=0ٌسض قمبٌفاقمبٌّاوزٜمبلاٚيم٠تُمٚضغممبٌسً:
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 ٔسصًمػٍٝمبٌؼ ل  مبٌت ١ٌا:

م.مm=0ٚممk=0بٛضغم

1010
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2

1 )1( 










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
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 ii
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yyy  

 .مm=1ٚممk=0بٛضغم
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 


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1 1)1(  

مبدّغمبٌسل٠ٓمبٌض بم١ٓ

ii
i

yyy  

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1  

مِٓمبلا ٌام½بطاذم
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


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i yyy  

مِث ي:م

mkiٌؼ لابصتٕتحمص١غامبٌفاقمبٌّاوزٜمبٌث ٌثمِٓمب
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م0،1،2،3تدخ مبٌم١ُممmٚب ٌت ٌٝممk=1ٌسض قمبٌفاقمبٌّاوزٜمبٌث ٌثم٠تُمٚضغممبٌسً:

 ٔسصًمػٍٝمبٌؼ ل  مبٌت ١ٌا:

 .مm=0ٚممk=1بٛضغم
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 .مm=1ٚممk=1بٛضغم
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 .مm=3ٚممk=1بٛضغم
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مبدّغمبٌسلٚ مبٌض بما
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3 33 
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مِٓمبلا ٌامٔسصًمػٍٝ½مبطاذم
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3 33
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
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 *** القيمــة الدتوسطــة للدالـــــة ***

من الخ ج الدابق نجج أن 
2

1
i

y  ط  ىو متو yr + yi   : أر أن 

 ir
i

yyy 
 2

1

2

1  

 نجج أن :  كحلإ

)(
2

1

2

1 Li
i

yyy 


 

 ) مؤثخ السشترف ( أو مؤثخ أخح الستو ط فإن : µفإذا أخحنا 

)(
2

1

2

1 ir
i

yyy 


   →  

 

)(ممممممممو ٌه
2

1
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1

2

1



ii

i yyy 

م ئ بمأ خٍٕ م٘ بمبٌّؤثاػٍٝمِؼ  ٌامبٌفاقمبلأٚيم:م
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i yyy  
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
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





  →  

 بإدخال ىحا السؤثخ عمو معادلة الفخق الستو ط الثانو :

μ 2 yi = μ   (  yi)  

        = μ ( yr – 2yi + yL )  

= μyr – 2μyi +μyL ) 

        =½ ( yr + ½ + yi + ½ ) – 2 * ½ ( yi+ ½ + yi - ½ ) + ½ ( yi -½ + yL -½ )  

 = ½ yr +½ + ½ yi +½ -yi + ½ - yi -½ + ½ yi - ½ +1/2 yL-1/2 

= ½ yr + ½ - ½ yi+½ - ½ yi - ½ +½ yL -½  

μ 2 yi = ½ ( yr + ½ - yi + ½ - yi - ½ + yL - ½ )                      → 3 

 بإدخال ىحا السؤشخ عمو معادلة الفخق الستو ط الثالث : 

  μ 3 yi = μyr+ ½ - 3μyi +½ +3μyl - ½ - μyL-1/2 

= ½ (y2r+yr)-3/2(yr+yi)+3/2(yi+yL)- ½ ( yL+y2L) 

= ½ { y2r + yr – 3yr – 3yi + 3yi + 3yL– yL– y2L}  
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= ½ { y2r – 2 yr + 2yL– y2L}      

ىالغروقىالمركزوظىبدلالظىالمذتػات

ى~~~~~~~~~~~~~~~~~~

مِٓمِفىٛنمت ٠ٍٛرمٔدلمبٔٗم ٝمز ٌامبٌفاٚقمبلاِ ١ِا:

i

hD

r yey   

مٚو ٌهم ٝمز ٌامبٌفاٚقمبٌخٍف١ا:

i

hD

L yey   

م٠ؼطٟمِٓمبٌؼ لام:مم yiٚز١ثمبْمِتٛصظمبٌفاقمبٌّاوزٞمػٕلم

 Lr yyyi 
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م:مم  yr , yL ب ٌتؼ٠ٛضمػٓم
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 وىو الفخق السخسدر الأول بجلالة السذتقات 
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 وبيث أن :
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ىالغرقىالمركزيىالثانيىبدلالظىالمذتػات
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22 DhDh

Dh   

 المذتقات بدلالة الفروق المركزية 

 الفخوق السخسدية بجلالة السذتقات وجج ان من

)sinh(hD  
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)(sinh 1 hD                  ………………..1 

 sinh-1من مفكوك 
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3*1
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()(sinh
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ىللتبدوطىندتطملىالثلاثىحدودىالاولىىفػط
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ى(,ىنحصلىرلى1ادلظى)بالتطووضىفىىالمط










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5432 
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42بالتطووضىرنىقومظى ,ىفىىالحدونىالثانىىوالثالثىفوماىبونىالاقواسى
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ىوبالتالىىفان
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 Interpolationالاستكمال 

 Interpolation. الا تشتاج أو الا تكسال ما السقرود بو 

 ,(x0,y0)  عشووج نقوواط محووجدةمعخفووة فقووط    y= f(x) بفووخض وجووود دالووة  

(x1,y1), (x2,y2), …(xn,yn) , وجوج قيسوة الجالوة عشوج أيوة قيسوة أخوخى نكيو  يسكون أن

x   غيخ تمإ الكيج ؟  يسكن عسل ذلإ با تخجام دالة مترمةf (x)   تسثيل تموإ البيانوات

درجووووة الجالووووة السدووووتخجمة.  n، بيووووث  n+1تسووووخ بشقوووواط عووووجدىا  f(x)بحيووووث أن الجالووووة 

}   Interpolationوبووحلإ يسكوون بدوواب قيسووة الجالووة عشووج أيووة نقصووة وىووحا مووا يدووسو بووو 

فوإن تعيوين قيسوة الجالوة عشوج  f(X)تقع خارج مجى الجالوة  xا تكسال {. بالصبع دذا سانت 

x حالة يدسو فو ىحه الExtrapolation  . } ا تشتاج { 

 نأتو بعج ذلإ لاختيار نوع الجالة التو يجب ا تخجاميا لتسثيل البيانات .  

 وذلإ لمرفات التالية وىو :  polynomialمن الذائع ا تخجام الجوال سثيخة الحجود 

  يولة بدابيا .  (1)
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  يولة تفاضميا .  (2)

  يولة تكامميا .  (3)

 أو الجوال الأ يو .   sin وذلإ بسقارنتيا بجوال

ى

 polynomial  Interpolationكوغوظىرملى

 يسكن عسل سثيخة الحجود لتسثيل الجالة بعجة شخق مشيا 

 .  Direct method  of  Interpolationالصخيقة السباشخة  .1

 .  ewton’s divided difference methodشخيقة نيوتن لمفخوق السقدسة  .2

 . Lagrange interpolation method ج  نخاجشخيقة لا .3

 Sterling method شخيقة شتيخلشج للا تجلال .4

 

 أولا : الطريقة المباشرة لعمل كثيرة الحدود : 
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نقواط فإنوو يسكون أن   ( n+1 )فخض أن لوجيشا بتعتسج الصخيقة السباشخة عمو أنو 

 سسا يمو :   (n)يتج عسل سثيخة بجود من الجرجة 

Y= a0 + a1 x + a2 x
2 
+…. an x

n 
 →   

ثوابت بكيكية. وبيث أنشا لوجيشا   n+1عبارة عن   an … , a1, a0 عبخ البيانات بحيث 

n +1   قويج لووy   يقابميواn+1   قويج لووx   فإنشوا يسكششوا عسول ،n+1  معوادلات . ثوج بعوج

. وبسعخفة تموإ الثوابوت يوتج معخفوة   a0 , a1,a2 .. an ثوابت وىو  n+1ذلإ يتج بداب 

  yفييووا يووتج معخفووة قيسوة  x.وبوالتعويس عوون قيسووة  عوون البيانووات رقووج  الجالوة السعبووخة

 . السصموب بدابيا 

لكن ما درجة سثيخة الحجود التو  وف ندوتخجميا ؟ ىول يسكون ا وتخجام سثيوخة بوجود مون 

الجرجة الأول ) والتو تدسو معادلة خصية ( ، أم من الجرجة الثانيوة ) معادلوة تخبيةيوة ( 

الثووة ) تكعيبيووة ( ، ومووا الفووخق فووو دقووة الشتيجووة ؟ يسكوون ديزوواح ذلووإ ، أم موون الجرجووة الث

 بسثال .

 تعصو الدخعة الخأ ية لراروخ سسا فو الججول التالو سجالة فو الدمن :  1مثىىىىىال 
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30 22.5 20 15 10 0 ts 

901.67 602.97 517.35 362.78 227.04 0 Vm/s 

  

يقوة السباشوخة وسثيوخة بوجود مون الجرجوة با وتخجام الصخ   t=l6sعين  وخعة الرواروخ عشوج 

 الأولو 

بيووث أنشوا مصموووب مشوا ا ووتخجام معادلووة مون الجرجووة الأولوو ) معادلووة خصيووة ( ، :  الحول

 تكون معادلة الدخعة فو الرورة التالية 

V(t) = a0 + a1 t  

 ويكون ر سيا البيانو سسا يمو 
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ولووى ) معادلووة خصيووة ( . تكووون بيووث أنشووا مصموووب مشووا ا ووتخجام معادلووة موون الجرجووة الأ

 معادلة الدخعة فو الرورة التالية : 

v(t) = a0+a1t 

 ويكون ر سيا البيانو سسا يمو : 

 

 

 

نقواط أر نقصتوين .   n + 1 فإنشوا نختوار   n = 1وبيث أن السعادلة من الجرجوة الأولوو 

صة واقعو فو ىاتين الشقصتين يجب أن يحيصا بالشقصة السصموبة وذلإ لكو تكون تمإ الشق

 مجى تصبيق السعادلة السدتشتجة . 

 فإن  الشقصتين يجب أن يكونا  ∆t = 16s l ةوبيث أن الشقصة السصموب

t1 =20 , t0 = 15 

 وبيث أنشا لجيشا 

 رشه خط مصتقيه لتنثيل البياىات الخاصة بالصاروخ

x0,y0 

x1,y1 

f1(x) 

y 

X 
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t0 = 15, v( t0) = 362.78 

t1= 20, v(t1) = 517.35  

 يكون لجيشا معادلتين 

V (15) = a0+ a1(15) = 362.78  

V (20) = a0+ a1(20) = 517.35  

 يسكن ستابة السعادلتين فو صورة مرفوفة : 



























35.517

78.362

201

151

1

0

a

a
 

 بحل السعادلتين الدابقتين تحرل عمو :

a0 = -100.91  

a1 = 30.913  

 وبالتالو تكون السعادلة السقتخبة ىو : 

v(t) = -100.91 + 30.913            15 ≤ t ≤ 20  

   tوض فو ىحه السعادلة عن قيسة نع t= 16s لحداب الدخعة عشج 

V(16) = 393.7 m/ s  

 :  2مثىىال



 -86- 

 تعصو  خعة صاروخ رأ يا سسا بالججول التالو :  

30 22.5 20 15 10 0 t= s 

901.67 602.97 517.35 362.78 227.04 0 v(t) m/s 

خة وسثيوخة بوجود با وتخجام الصخيقوة السباشو  t = 16 s عين  خعة الرواروخ عون 

 من الجرجة الثانية . 

لعسل معادلة من الجرجة الثانيوة ) معادلوة تخبيةيوة ( تكوون عموو الذوكل الحىىىل : 

v(t) = a0 + a1t + a2tالتالو : 
2 

 وتخ ج بيانيا  سالتالو :

  

 

 

 

فإنشوا نختوار ثولاث   t = 16 s وبيث أنشا نخيج أن ندتشتج  وخعة الرواروخ عشوج 

 ىحه الشقاط ىو :   (16s )يث يذسلان الكيسة ( بح n+1نقاط )

T0=10 ,  t1 = 15 ,    t2 = 20  

x0,y0 

x1,y1 

 

y 

X 

x2,y2 
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 وتعصو السعادلات التالية لكل نقصة :

v(10) = a0 + a1(10) + a2(10)
2
 = 227.04  

v(15) = a0 + a1(15) + a2(15)
2
 = 362.78  

v(20) = a0 + a1(20) + a2(20)
2
 = 517.35 

 وفة سالتالو : نزع تمإ السعادلات فو صورة مرف
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س لمححف الأموامو والتعوويس الخمفوو أو و يسكن بل ىحه السرفوفة بصخيقة جا

 . نحرل بعج ىا عمو :   LUبصخيقة 

a0 = 12.001  ,      a1 = 17.740  ,        a2 = 0.37637  

 وتكون السعادلة السصموبة ىو :

v(t) = 12.001 + 17.790t + 0.37637 t
2
  10 ≤ t ≤  20  

 :  v(16)نحرل عمى  فو ىحه السعادلة t= 16sبالتعويس عن قيسة 

v(16)  = 12.001 + 17.790 (16) +0.37637 (16)
2 
  

            = 392.19   m/s  
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 c absoluteالتقخيبو الشدبو السصمق : أمن السثالين الدابقين يسكن بداب الخص

relative approximate error   الشاشووع عوون التحووول موون معادلووة درجووة أولووو دلووو

 معادلة درجة ثانية :

%38502.0

100
19.392

70.39319.392






c  
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Newton's Divided Difference Interpolating Polynomral 

Method 

 طريقة ىيوتً لعنل كثيرة حذود بواشطة الفرق المقصوو

د مون الجرجوة الأولوو )معادلوة لذخح ىحه الصخيقة  وف يوتج أولا  عسول سثيوخة بوجو 

خصية(  ومن الجرجة الثانية ) معادلة تخبيةية (  ثج يوتج عسول الصخيقوة العاموة وفييوا يوتج 

 عسل معادلة من الجرجة الثالثة . 

ىأولًاى:ىادتنتاجىمطادلظىخطوظى)ىمنىالدرجظىالأوليى(ى:

الجرجوة الاولوى , ا وتشتج معادلوة مون   ( x1 , y1 )، (x0 ,y0) بفوخض أن لوجيشا نقصتوين 

 عبخ البيانات.

 يذيخ دلو درجة السعادلة .   f, yا فل  (1)الخقج   y1 = f1(x)بفخض ان 

 لحلإ يكون لجيشا 

                                                       y0 = f (xo)  , y1 = f ( x1 )  

 بفخض أن السعادلة الخصية تكون عمو الرورة 
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                                                     f1(x) = b0 + b1 ( x –x0 )  

  x = x0عوض عن ن  b1 ,b0نخيج بداب الثوابت 

f1(x0) = f(x0) = b0+b1 (x0 – x0 ) = b0 

b0=f(x0)                                                                             → 1 

   x =x1ثج نعوض عن 

f1(x1) = f(x1) = b0 + b1 ( x1 –x0 )  
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 وبالتالو تكون قيسة الثوابت ىو :  
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 وتكون السعادلة الشيائية بالرورة  : 

 )(
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 مثال 

 تعصو  خعة الراروخ الخأ ية سجالة فو الدمن سسا فو الججول التالو : 

3- 22.5 20 15 10 0 T= s 

901.67 602.97 517.35 362.78 227.04 0 s 

ام معادلة مون الجرجوة الأولوو مدوتخجما  با تخج t = 16sقيسة الدخعة عشج عين 

 شخيقة الفخوق السقدسة لشيوتن .

 الحل  : 

 

 

 

با وووتخجام السعادلوووة الخصيوووة التوووى مووون الجرجوووة الاولوووى بصخيقوووة الفوووخوق السقدوووسة لشيووووتن 

 تعصو الدخعة من العلاقة : 

V(t) = b0 +b1(t –t0 )  

  خعة 
m/s 

 (sزمن )
 لأزمية مختلفة كنا فى المثال الصرعة 
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 بل وبعج تمإ الشقصة وىسا فإنشا نحتاج نقصتين ق t=16sوبيث أنشا نخيج الدخعة عشج 

t0 = 15 ,  t1= 20  

 

at t0 = 15 ,   v(t0) = 362.78  

at t1 = 20 , v(t1) = 517.35 

 ومشيا يتج بداب الثوابت 

b0 = v(t0) = 362.78  

914.30

1520

78.36235.517
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tt

tvtv
b

 

 v(t) =b0      وبالتالو تكون السعادلة : 

+ b1( t- t0)   =362.78 + 30.914 ( t – 15 )  15 ≤ t ≤ 20 م

متؼٛ م:مم t = 16ٌسض قمبٌضاػامػٕلم

 v(t) = 362.78 + 30.914 ( t – 15 )  

 نحرل عمو 

 v(t) = - 100.93 + 30.914 t  
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 وىو نفذ السعادلة التو تج الحرول عمييا بالصخيقة السباشخة 

ى(ىى quadrahc  interpolationثانواًى:ىالمطادلظىالتربوطوظى)ى

 (x2 , y2) , (x1 ,y1), (x0 ,y 0) قاط التالية يفخض أن لجيشا الش

 ار ج سثيخة بجود عبخ البيانات فو الججول الحر فو السثال الدابق . 

ىالحــــــلى:

 y = f(x) , yo = f(x0 ) , y 1 = f(x1) , y2 = f (X2)بسلابظة   

 نفتخض أن السعادلة سثيخة الحجود من الجرجة الثانية تعصى من العلاقة 

f2 (x) = b0 + b1 ( x – x0 ) + b2 (x-x0) ( x- x1 )  

 يكون لجيشا    y =x0عشج 

f (x0) = f2 (x0) = b0 + b1 (x0 –x0 ) + b2 (x0-x0 )(x0-x1)  

            = b0  

b0 = f(x0)  

 يكون لجيشا   x= x1 عشج 

f(x1) = f2 (x1) = b0 + b1 ( x1 – x0 ) + b2 ( x1- x0 )(x1- x1)  



 -94- 

f(x1) = f(x0) + b1 (x1 –x0)  

01
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
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    x =x2عشج 

F(x2) = f2 (x2) = b0 + b1 ( x2 – x0 ) + b2 ( x2- x0 )(x2- x2) 

 b0 , b1عوض عن 
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 نحرل عمى : 
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 وبالتالو فإن السعادلة التو من الجرجة الثانية :

f2 (x) = b0 + b1 ( x – x0 ) + b2 ( x- x0 )(x- x1)  

 تربح بعج التعويس عن الثوابت :
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x1,y1 

f2(x) 

y 

x2,y2 
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ى:ىى2الىــــمث

 تعصو  خعة صاروخ رأ يا  سسا فو الججول الدابق 

مدووتخجما  معادلووة موون الجرجووة الثانيووة با ووتخجام  t = 16 sعووين  ووخعة الروواروخ عشووج 

 شخيقة نيوتن لمفخق السقدوم . 

 ل السعادلة التخبيةية تكون فو الرورة الح

v(t) = b0 + b1 ( t – t0 ) + b2 ( t- t0 )(t- t1) 

فإنشا فو باجة ألو ثلاث نقواط تكوون قخيبوة   n = 2وبيث أن ىحه السعادلة تخبيةية أن 

 ( ، ىحه الشقاط ىو  t=16 وتكون بوليا ) أر قبل وبعج   t =16 من 

t0 = 10 ,  v(t0) = 227.04  

t1 = 15 ,  v(t1) = 362.78   
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t2 = 20 ,  v(t2) = 517.35   

 وبالتالو يكون :

b0 = v( to) 

     = 227.04 

37660.0
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 بالتعويس عن ىحه الكيج لمثوابت فو السعادلة تحرل عمو : 

v(t) = b0 + b1 ( t – t0 ) + b2 ( t- t0 )(t- t1) 

      = 227.04 + 27.148 ( t -10 ) + 0.37660 ( t- 15 )                         

10 ≤ t ≤ 20  

at   t = 16  

v(16) = 227.04 + 27.148 ( 16 -10 ) + 0.37660 ( 16 – 10) ( 16-15)  

= 392.19 m/s  

 ٚبفهمبلألٛبسمٔسصًمػٍٝم:م

V( 16) = 12.05 + 17.733  t + 0.37660  t
2
 10 ≤ t ≤ 20  
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 ا  ابقا  بالصخيقة السباشخة .وىو  السعادلة التو برمشا عميي

ا وووتشتاج شخيقوووة عاموووة لا وووتشتاج السعادلوووة سثيوووخة الحوووجود بوا وووصة شخيقوووة نيووووتن 

 لمفخوق السقدسة  .

 من السعادلة التخبيةية بصخيقة نيوتن وجج أن الحل يكون من الرورة .

f2 (x) = b0 + b1 ( x – x0 ) + b2 ( x- x0 )(x- x1) 

 :  بيث تج بداب الثوابت سالأتو
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نلابظ أن ىحه الثوابت موا ىوو دلا فوخوق مشتييوة مقدوومة ومون ىشوا جواء تدوسية 

ىووو الفووخق الأول   b2 , b1 , b0الصخيووق بصخيقووة نيوووتن لمفووخوق السقدووومة . بيووث 

 السقدوم ، الفخق الثانو السقدوم ، الفخق الثالث السقدوم عمو التوالو . 

 السقدوم سالآتو :  وف تخمد لمفخق الأول
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  )( 00 xfxf   

 وتخمد لمفخق الثانو السقدوم سالآتو :
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 والفخق الثالث السقدوم سالآتو :
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بالوجوال السقو وة   f [ x1, x0 ]  , f[x0]  , F [x2,x1,x0]  بيوث تدوسو الوجوال 

 لأقواس .لستةيخاتيا السحرورة داخل ا

 وبكتابة الرورة العامة لسعادلة نيوتن لمجرجة الثانية بالجوال السقو ة 

F2 ( x) = f [x0 ] + f [ x1,x0 ] ( x – x0) + f [ x2 ,x1 ,x0 ] ( x – x0 ) ( x – 

x1 )  

 ( من البيانات   n+ 1وبالتالو تكون الرورة العامة لصخيقة نيوتن  لعجد ) 

(x0 ,y0 ) , (x1,y1) , ….(xn-1, yn-1) , (xn ,yn ) 

 ليا الرورة التالية 
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Fn(x)=b0+b1(x-x0)+…bn(x-x0)(x-x1)….(x-xn-1) 

 بيث تكون الثوابت سالتالى:

b0=f[x0] 

b1=f[x1-x0]  

b2=f[x2,x1,x0]  

bn-1=f[xn-1,xn-2,..x0]  

bn=f[xn,x(n-1),….x0]  

mبحيث أن الرورة العامة ليحه الثوابت التو يصمق عمييوا 
th

 divided differences 

 ىو 
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)   recursivelyموون التعخيووو  الدووابق نجوووج أن الفووخوق السقدوووومة ثووج بدوووابيا 

 بالعودة لموراء ( . 

ىمثــــــــالى:ى

 فخض أن لجيشا البيانات التالية : نجو الثالثة ، لجر كسثال لعسل سثيخة بجود من ا
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(x0,y0),(x1,y1)(x2,y2) and (x3,y3)  

 فإن سثيخة الحجود تكون فو الرورة العامة 

F3(x)=f]x0[+f]x1,x0[(x-x0)+f]x2,x1,x0[(x-x0)(x-x1)+f]x3,x2,x1,x0[(x-

x0)(x-x1)(x-x2) .  

فووو بالووة سثيووخات الحووجود موون   b3,b2,b1,b0يسكوون عسوول ر ووج تخصيصووو لكوويج الثوابووت 

دلوى سثيوخة بوجود مون  x0( صفخ 0درجات مختمفة تتخاوح ما بين سثيخة بجود من درجة )

 سسا يمى :  x3الجرجة الثالثة 

درجة 
كثيرة 
 الحدود

قيمة  
الثابت 
 الأول

     

قيمة     
الثابت 
 الثاني

   

x0 f(x0)      قيمة
الثابت 
 الثالث

 

   f]x1,x0[     قيمة الثابت
  الرابع

x1 f(x1)    f]x2,x1,x0[   

 

   f]x2,x1 
[ 

   f]x3,x2,x1,x0[ 
  

x2 f(x2)    f]x3,x2,x1[   
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   f]x3,x2[     

 

x3 f(x3)       
 

ى:ىى3مثــــالى

الخأ ية لراروخ سسا فو الججول الدابق فو السثال الدابق .عين  الدخعة تعصو

خيقووة مدووتخجما سثيووخة بووجود موون الجرجووة الثالثووة با ووتخجام ش  t=16sقيسووة الدووخعة عشووج 

 نيوتن لمفخوق السقدومة . 

 تعطي معادلة الدرعة من الدرجة الثالثة في الرورة التالية : الحـــــــــــلى:ى

 v(t) = b0 + b1 ( t – t0 ) + b2 ( t- t0 )(t- t1) + b3 ( t- t0 )(t- t1) (t –t2)  

 قخيبوة مون فإنشا تختار أربوع نقواط لمبيانوات   t = 16وبيث أنشا نخيج بداب الدخعة عشج 

t = 16   : وتحيط بيا . ىحه الأربع نقاط ىو 

t0  =10     ,  v (t0) = 227.04  

t1  =15     ,  v (t1) = 362.78  

t2  = 20    ,  v (t2) = 517.35  

t3  = 22.5    ,  v (t3) = 602.97  

 مفة . بجلالة قيج الدخعة عشج تمإ الأزمشة السخت  b3 , b2 , b1 , b0ثج نأتو لحداب 
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b0 = v[ t0 ]  

     = v( t0)  

    = 227.04  

b1 = v[ t1 , t0 ]  
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b2 = v [ t2,t1 ,t0 ]  
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 وبالتالو تكون 

V (t) = b0 + b1 ( t – t0 ) + b2 ( t – t0 ) ( t –t1 ) + b3 ( t-t0 ) ( t –t1 ) (t-

t2 )  

   = 227.04+27.148( t – 10 ) + 0.37660( t- 10) (t- 15) + 5.437 * 10
-

3
 ( t – 10 )( t- 15 ) (t – 20 ) 

   t =16بالتعويس عن 

v( 16) = 392.06 m/s 

ملات ىوو الفوخوق يسكن ستابة السعاملات فو صيةة نيوتن لكثيخات الحجود ] ىوحه السعوا

 السقدومة [ فو صورة ججول سسا  بق. 
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 x0 ,x1 ,… xn عموو التقواط   interpolated  ووف يوتج ا وتكساليا   Fلجالوو  مثـالى:ى

 يسكن عسل الججول التالى: 
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 ثج يتج عسل الحجود با تعسال مجخلات القصخ الأعمى فو الججول سسعاملات .

ىمثالى:ى

با وتعسال الفوخوق السقدوومة عشوج   f(x) = tan x سول سثيوخة بوجود لمجالوة افتوخض ع 

 الشقاط التالية 

X0 = -1.5     x1 = -0.75     x2 = 0   x3 = 0.75      x4 = 1.5  

F(x0) = -14.1014 ,   f(x1)= - 0.931596  ,  f(x2 ) =0  , f(x3) = 

0.931596  , f (x4) = 14.1014  

ىتاليىبادتطمالىدتظىأرقامىدقظى:ىىومكنىرملىالجدولىال
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X  F(x)    

- 1.5 -14.1014    

  13.1698 

 

  

-0.75 -0.931596  -12.2382 

 

 

0 0 0.931596 

 

 12.23821 

 

0.75 0.931596 0.931596 

 

0  

    12.23821 

 

   12.23821 

 

 

1.5 14.01014 13.1698 

 

  

 وبالتالو فإن السعادلة تأخح الرورة  

Tan(x) = -14.1014 + 13.1698 (x +1.5 ) -12.2382 (x +1.5 ) ( x 

+0.75) +12.23821 (x +1.5 ) ( x +0.75) ( x)  

 = …………………………………………….  
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Lagrangian interpolation 

شخيقة لاجخانج ىو وابجة من الصخق السدوتخجمة لعسول سثيوخة بوجود مون الجرجوة 

n    تسخ بعجد من الشقاط ( n + 1 )   . 

 عصو سثيخة الحجود با تخجام شخيقة لاجخانج سسا يأتو :ت

)()()(
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i
n xfxLxf
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  y =f( x), تسثل درجوة سثيوخة الحوجود التوو تقوخب الجالوة   fn (x) فى   nبيث 

 فى صورة   (n + 1 )لعجد من الشقاط 

( x0 , y 0 ) , ( x1 , y1 ) , ……. ( xn ,yn )  

 

Li (x)   : تعصو فو الرورة 
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لا يجخل فييا الحجود التوو    (n)يسثل باصل ضخب عجد من الحجود مقجاره  ∏الخمد 

 .   j , i يتداور بيا 
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  وف يتزح ىحا من السثال التالو :

 تعصو الدخعة الخأ ية لراروخ سجالة فو الدمن سسا فو الججول :

30 22.5 20 15 10 0 T= s 

901.67 602.97 517.35 362.78 227.04 0 V(t) m/s 

با وتخجام سثيوخة بوجود مون الجرجوة الأولوو بصخيقوة    t = 16 sعوين قيسوة الدوخعة عشوج 

 لاجخانج :  

لعسوول سثيووخة بووجود موون الجرجووة الأولووو ) معادلووة خصيووة( تعصووى الدووخعة موون الحــــــــــلى:ى

 السعادلة التالية بصخيقة لاجخانج : 
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  i=0  ,i=1ن بالتعويس ع

= L0(t)v(t0)+L1(t)v(t1)  

 

 

 

 التنثيل الخطي

x0,y0 

x1,y1 

f1(x) 

y 

X 
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  t =16 نختووار نقصتووين بووول  t = 16sعشووج  vوبيووث أنشووا نخيووج بدوواب 

 وتحيصان بيا وىسا :

t0 = 15    ,   v (t0) =  362.78  

t1 = 20  ,    v (t1) = 517.35  

فوو   j وبالتوالو تكوون قيسوة   j= 0 تحودف الحوج الوحر بوو    i = 0  بالوةفوو 

 فقط ومشيا يكون  1ىو  1الى     0السجر منىحا 
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1 )(  وبالسثل يكون                            

وبالتوالو تكوون  j = 1 وبالتوالو يحوحف الحوج الوحر بوو   i = 1فوو ىوحه الحالوة 

 فقط ومشيا يكون :  0ىو  1الى  0فو ىحا السجى من      j قيسة
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 فو السعادلة نحرل عمو :    L1 (t) , L 0( t) بالتعويس عن 
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 تحرل عمو :   t = 16بالتعويس عن 

V(16 ) = 393.7 m/ s  

ى:ىى2مثالىى

لشفذ البيانات فو السثال الدابق ا تشتج معادلوة تخبيةيوة بصخيقوة لاجوخانج ومشيوا 

   t = 16 s ج ابدب الدخعة  عش

ىالحلى:

 فو ىحه الحالة تعصو الدخعة من العلاقة : 

)()()()()()(

)()()(

221100

2

0

2

tvtLtvtLtvtL

tvtLtv
i

ii




  

 

 

x0,y0 

x1,y1 

f2(x) 

y 

X 

x2,y2 
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 وىو   t = 16 فإنشا نختار ثلاث نقط بول   t = 16 s بيث أنشا نخيج الدخعة عشج 

t0 = 10 , v(t0) = 227.04  

t1 = 15 ,  v(t1) = 362.78  

t2 = 20 , v(t2) = 517.35  

 سالتالو :  L2 (t)  , L1 ( t) , L0(t) وتحدب 



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
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
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 كحلإ : 







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
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 كحلإ : 
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
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
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 تحرل عمو :   L2 (t) , L1 (t) , L0 ( t) بالتعويس عن 
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)35.517)(12.0()78.362)(96.0()04.227)(08.0(

)35.517(
)1520)(1020(

)1516)(1016(
)78.362(

)2015)(1015(

2016)(1016(
)04.227(

)2010)(1510(

)2016)(1516(
)16(
















v

= 392.19 m/s 

ى:ىى3مثـــــــالى

ومشيوا   (cubic ) شيوا عوين معادلوة مون الجرجوة الثالثوة تقوذ بيانوات الجوجول الدوابق م 

 بصخيقة لاجخانج :  t = 16 s أبدب الدخعة عشج 

ىالحــــــــلى:ىى

 تعصو معادلة لاجخانج لمدخعة من الجرجة الثالثة فو الرورة التالية : 

)()()()()()()()(

)()()(

33221100

3

0

tvtLtvtLtvtLtvtL

tvtLitv
i

i




  

 وىو :  t = 16 وبالتالياربع أربع نقاط تحيط بالشقصة 
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t0 = 10  ,  v (t0) = 227.04   

t1 = 15  ,   v(t1)  = 362.78  

t2 = 20  ,  v(t2)  = 517.35  

t3 = 22.5  ,  v(t3)  = 602.97  

 , L3 (t) , L2 (t) نخيوج بدواب   v ( t3) , v (t2) ,v(t1) , v(t0)بعوج الحروول عموو 

L1 (t) , L0 ( t)  : وذلإ سالتالو 
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 بالتعويس عن ىحه الكيج فو السعادلة الأصل نحرل عمو : 

V ( 16 ) = 392.06 m/s  

 شخيقة شتيخلشج للا تجلال
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 يسكن ستابة متدمدمة تايمور عمى الرورة التالية:









 ......
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h
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hDxyhxy


 ………1 

 hDexy )(    

 من الفخوق السخسدية وجج ان

2....................................................................
306

(
53 

 hD  

3....................................................................
9012

)(
64

22 
 hD  

(hD) و (hD)بالتعويس عن قيسة 
 فى السعادلة الاولى: 2


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




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
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




 ......
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1)(

22
xy  

 وذلإ بأخح الحج الاول بعج الزخب فى القو ين

)(
!2

)()(
22

xyxyxy


   

 y(x)  =yiعن بالتعويس 
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iii yyy
!2

22
   

)(
2

)( 2
2

iii yyy 


   

وىوووحه ىوووو صووويةة شوووتيخلشج للا وووتكسال, ويسكووون ا وووتعسال الحوووجين الأوليوووين مووون الصوووخف 

 بجود. ةو با تعسال الثلاثأالأيسن 

 فإذا ا تعسمشا الحجين الأوليين فقط, تؤول العلاقة دلى الرورة التالية:
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2

)()(

Lri

ii

yyy

yyhxy









 

)(وذلك لان 
2

1
Lri yyy  

 أما اذا استعملنا الثلاثة حدود فان العلاقة تأخذ الرورة التالية
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]2)1()1([
2

iLri yyyy 


  

])1(
2

)1(
2

2

iLri yyyy 





  

riL yyy )1(
2

)1()1(
2

2 





 . 

 مثال

tan 16أوجووج قيسووة 
با ووتخجام البيانووات فووى الجووجول التووالى, مدووتعسلا شخيقووة شووتيخلشج  0

 للا تكسال.

25
o 20

o 15
o 10

o x 

0.4603 0.3640 0.2679 0.1763 Tan x 

 الحل

)(16tan hxy   

x=15,   h=20-15=5,  αh=1 

2.0
5

1
  

ىوووى الكيسوووة التوووى تووودداد بيوووا  αhىوووى مقوووجار الخصووووة التوووى تووودداد بيوووا البيانوووات,  hبيوووث 

15الكيسة السصموبة عن اقخب قيسة معمومة وىى فى ىحا السثال 
o. 
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 با تعسال الصخيقة الاولى لذتيخلشج وىى ا تعسال بجين فقط:

)(
2

16tan Lri yyy 


 

15عشج   tanىى قيسة  yi بيث
o. 

 yr  ىى قيسةtan   20عشج
o

 

 yL  ىى قيسةtan   10عشج
o 

2866.0)1763.03640.0(
2

2.0
2679.016tan   

 با تعسال الصخيقة الثانية لذتيخلشج وىى ا تعسال الثلاثة بجود.

28679.0)364.0)(12.0(
2

2.0
)2679.0)()2.0(1()1763.0)(12.0(

2

2.0

)1(
2

)1()1(
2

16tan

2

2



 riL

o yyy 





 

اكثوخ موون الحوجود سمسوا اقتخبشوا موون  والصخيقوة الثانيوة اكثوخ دقوة. وىكووحا سمسوا ا وتعسمشا عوجد

 الكيسة الحكيكية.
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Regression   توفيق البيانات 

 Regression توفيق البياناتيوجج نوعين من  

1- linear regression توفيق خصى 

2- nonlinear  regression توفيق غيخ خصى 

   linear regression التوفيق الخطى

linear regression توفيقىوو مون أشويخ مووديلات الوو regression  وفيوو يوتج وصوف

 (x0, y0) , ( xn , yn) … ( x2 ,y2 ) , ( x1 ,y1 ) مون الشقواط    n وموك عوجد 

 بوا صة موديل خصو يعصو فو الرورة 

y = a 0 + a 1 x →  

ىووو ثوابووت السوديوول. لكيوواس سفوواءة السوديوول ، أر دلووو أيووة مووجر يووشجح  a1 , a0بيووث  

 فوو وصوف  وموك البيانوات نحتواج دلوو تعيوين الستبقوو   y = a 0 + a1 x السوديول 

residual   نقصة وىو يعصى من العلاقة التالية: عشج سل 
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  R= y i – ( a 0 + a1 xi )  

  , i = 1,2,…….n بيث 

 yi الكيسة الأ ا ية.  ىى 

( a0 + a1 xi)   .الكيسة السحدوبة بالسوديل 

فووى الحالووة السثاليووة ، عشووجما يكووون البوواقى  يدوواور صووفخا لكوول الشقوواط ، فووإن سوول 

يووول ( وبالتوووالو فوووإن تقميووول البوووواقو ىوووو اليوووجف الشقووواط تكوووون واقعوووة عموووى الخوووط ) السود

 لمحرول عمى معاملات السوديل الأندب . 

)  LEAST SQUARES METHODمن أشويخ الصوخق لتقميول البوواقو ىوو شخيقوة 

بحيووث تعصووو أقوول  a1 ،a0شخيقووة اقوول السخبعووات ( بيووث يووتج اختيووار قوويج ثوابووت السوديوول 

قيسة لسجسوع مخبعات الفخوق ، أر تقميل 


n

i

R
1

2. 

لسوواذا تمجووأ دلووى تقميوول مجسوووع مخبعووات الفووخوق ولوويذ دلووى تقميوول مجسوووع الفووخوق أو 

مجسووووع الكووويج السصمقوووة لمفوووخوق أو دلوووى الأخوووح فوووى الاعتبوووار أن متو وووط الشيوووائو لمفوووخوق 

 يداور صفخا دون الأخح فى الاعتبار تقميل الفخق لكل نقصة عمى بجر . 
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 التالى:   وف نشاقر ذلإ فى السثال

 أفتخض أن لجيشا البيانات التالية :

3 2 3 2 x 

8 6 6 4 y 

 صف ىحه البيانات بسوديل ) خط مدتكيج ( فى الرورة 

y=a0+a1x 

 أولا:

مجسوووع الفووخوق أى جعوول  تقميوولنختووار أن 



n

i

iR
1

 . a1 , a0وذلووإ لمحرووول عمووى  0

 نجج أن السوديل قج يأخح الرورة 

Y=4x-4  

 فى الذكل التالو :  كسا

 

 

 

Y=4x-4 

y 

X 
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فى ىحه الحال يكون مجسوع البواقو 



4

1

0
i

iR  : سسا ىو مبين فى الججول التالو 

x y y predicted  =y-y predicted 

2 4 4 0 

3 6 8 -2 

2 6 4 2 

3 8 8 0 

 



n

i

iR
1

0  

 

صأ وىو فى صورة وبالتالو يكون لجيشا أقل خ



n

i

iR
1

لكن ىحا الذخط لا يعصو قيسة  0

 y=6وابجة لسعاملات السوديل. فوإذا أخوحنا السوديول فوى صوورة خوط مدوتكيج لوو السعادلوة 

 كسا فو الذكل التالى: 

 

 

 

 
y=6 

y 

X 



 -121- 

يتحقوووق سوووحلإ أن مجسووووع الفوووخوق = صوووفخا 



n

i

iR
1

ويكوووون الفوووخوق لكووول نقصوووة سسوووا  0

 لججول:با

x y y predicted  =y-y predizted 

2 4 6 -2 

3 6 6 0 

2 6 6 0 

3 8 6 2 

 



n

i

iR
1

0  

 

وبيوووووث أن ىوووووحا الذوووووخط 











n

i

iR
1

لا يعصوووووو موديووووول خصوووووو وبيوووووج فإنوووووو لا يسكووووون  0

لسواذا لا يسكون ا وتخجام ىووحا . دعشوا الآن نووخر  a0, a1ا وتخجامو لإيجواد قويج السعواملات

 الذخط برورة عامة . 

 بيث أنشا نخيج أن تقمل الكيسة :

 
 


n

i

n

i

ii xaayRi
1 0

10 )(    6  
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 تحرل عمى :  a1وبالشدبة دلى  a0وبالشدبة دلى  (6)فإنشا نفاضل السعادلة 

n
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R
n

i

n

i

i










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1 1     7 

 وسحلإ :



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 



n

i

i

n

i

i

Xnx
a

R
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1  

 تسثل الستو ط  Xبيث 

وىووووحا مدووووتحيل لأن  n=0مدوووواواة ىووووحه السعووووادلات بالرووووفخ بتصمووووب أن تكووووون 

 .  a1 , a0السوديل بو بجود . لحلإ نقول لا يوجج قيج وبيجة لمسعاملات 

 كحلإ فى باقو الحالات نجج أن قيج السعاملات لا تكون وبيجة.

 Least squaresمخبعوووات الفوووخوق   جسووووع م أتو لسشاقذوووة شخيقوووة تقميووولنووو

method  

 فى ىحه الحالة نخيج تقميل 

 
 


n

i

n
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iiir xaayRS
1 1

2

10

2 )(  
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 مجسوع مخبعات الفخوق :  Srبيث 

 

 

 

 

 موضحا الستبقو  الستةيخين بين  موديل خصو                 

ذلإ . لا يتج  a1 , a0بالشدبة دلى  Srتعسل عمى تقميل الستبقو   a1 , a0لإيجاد 

 يكون صفخا سالتالو :  a1,a0دلا بجعل التفاضل بالشدبة دلى 


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  15فى  a0بالتعويس عن 
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

   



   













n

i

i

n

i

i

n

i

n

i

iii

n

i

n

i

n

i

iii

xnx

xyxnxxy

na

1

2

2

1

1 11 1 1

0  

 يزخب الصخفين فى السقام 



 -126- 

   

     

   

   

     

   





















































































n

i

n

i

n

i

n

i

iiiii

n

i

n

i

n

i

iii

n

i

i

n

i

n

i

n

i

n

i

ii

n

i

iiii

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

n

i

n

i

n

i

iii

n

i

iii

n

i

i

n

i

i

yxnxyxn

yxnyxxxyxyxnxnxna

yxnxxyxnxxyxnxna

1 1 1 1

2

1 1 1

2

2

11 1 1 111

2

2

1

0

11

2

2

11 1 1 111

2

2

1

0

 






























   



   

n

i

i

n

i

i

n

i

n

i

n

i

n

i

iii

xnxn

yxinxxn

a

1

2

2

1

1 1 1 1

2

0  



   



   













n

i

i

n

i

i

n

i

n

i

n

i

n

i

iii

xnx

yixxiyx

a

1

2

2

1

1 1 1 1

2

0     17 
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ىمثـــــــالى:

 , a1أوجوج الثوابوت  سسوا فوو الجوجول التوالو xبجلالوة الستةيوخ  yيعصوو الستةيوخ 

a0  التالية  التوفيقفى معادلةy=a1x+a0  

y x 

3 1 

5 2 
7 3 

9 4 

ىالحـــــــلى:

 تقوم بعسل الججول التالو :  a1 , a0لإيجاد قيج 

xy X2 y x 

3 1 3 1 
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 فإن :  n=4وبيث أن 

 

  

 

  














4

2
4

1

2

4

1

4

1

4

1

1

di i

i

i i i

iii

i

i

xxn

yxyxn

a  

2

20
40

100120

240280

)10()30(4

)24)(10()70(4

1

2















a

 

)30(4)10(

)24)(30()10)(70(
2

4

1

2

2
4

1

4

1

4

1

2
4

1

4

1

0




















 



 

i

i

i

i

i i

ii

i

i

i

ii

xnx

yxxyx

a  

12

1

20

20

120100

720700

0















xy

a السعادلة فى الرورة                                    وتكون  

  



 -129- 

 
قيـــاس الأخطـــاء                        

measuring errors 
خصواء مون تحجث الأخصاء فو أر تحميول عوجدر أثشواء الحدوابات و ووف نشواقر تموإ الأ

 بيث : 

 مرادرىا  -1

 تقجيخىا وقيا يا  -2

 تقميميا لمحج السصموب  -3

  انتذارىا خلال الحدابات . -4

Sources of Errors  

ىمصـــادرىالأخطــــــــاءى:ىى-1
 يسكن أن تشتج الأخصاء أثشاء بل السذاكل الفيديائية أو اليشج ية من مرادر عجة . 

 ن نظام أو شخيقة البخمجة . أولا : يسكن أن يشتج الخصأ ع

ثانيووا : يسكوون أن يشووتج عوون اعتسوواد السوديوول الخياضووو عمووى اقتخابووات  غيووخ واقةيووة . 

فسووثلا : يسكوون أن يفتووخض مبووخمج الكسبيوووتخ أن قوووة الذووج لمعخبووة تتشا ووب مووع  ووخعتيا ، 
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لكن فو الواقع ىو تتشا ب موع مخبوع  وخعتيا. يسكون أن يتدوبب ذلوإ الخصوأ فوو بوجوث 

خ فووو تعيووين سفوواءة العخبووة بةووس الشظووخ عوون دقووة السعووادلات والصووخق العجديووة خصووأ سبيوو

 السدتخجمة فى الحل.

ثالثوووا : يسكووون أن يشوووتج خصوووأ أيزوووا بدوووبب وجوووود أخصووواء فوووو البخمجوووة نفدووويا أو فوووو  

قياس الكسيات الفيديائيوة . لكون عسميوا ، عشوج ا وتخجامشا الصوخق العجديوة لحول السعوادلات 

من من الأخصاء . نخيج أن تخسد عمى نوعي

1- Round – off error.  

مبٌخط ءمبٌٕ تحمػٓمٚللمتىابرمبلأرل َمبؼلمبٌؼ ِامبٌؼ ا٠ام.مم-1

2- Truncation error.  

م بٌخط ءمبٌٕ تحمػٓمبلاختص رمٌٍسلٚ مبٌث ث١ام.مم-2

مِ م٘ٛمبٌخط ءمبٌٕ تحمػٓمٚللمبٌتىابرم

What is round off  error ?  

٠ّىٓمأْم٠ؼرامم1/3ؼرامػٓمبٌالُمبطا٠مامتما٠ر١ام مظم ّث مبٌالُم٠ضتط١غمبٌىّر١ٛتامأْم٠

ٚب ٌتمم ٌٟم٠ىممْٛمبٌخطممدمبٌتىممابرٞم ممٟم٘مم ٖمبٌس ٌممام٘ممٛمم0.333333ػٕممٗمبٌىّر١ممٛتامبممـم

7103.300000033.0333333.0
3

1 م
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م,2و ٌهم٠ٛخلمأرل َمأخاٞملام٠ّىٓمبٌتؼر١امػٕٙ مب ىًمصس١رمٟٚ٘م

م

م؟ممِ م٘ٛمخطدمبلاختص ر

What is truncation error ?   

م٠ؼافمخطدمبلاختص رمبدٔٗمبٌخطدمبٌٕ تحمػٓمبختص رمبٌتؼر١امبٌا٠ ضٟم.

eػٍمممممممٝمصمممممممر١ًمبٌّثمممممممًم،مِفىمممممممٛنمِممممممم وٍٛر٠ٓمٌٍلبٌمممممممام
x

٠ؼطمممممممٟم مممممممٟمبٌصمممممممٛرةمم

......
!32

1
32


x

i

x
xexم.ممم

مٌٚٙ ٖمبٌّتضٍضٍامػل ملأٙ  ٝمِٓمبٌسلٚ م،مٌىٓمػٕملمبصمتخلبَم٘م ٖمبٌّتضٍضمٍامٌسضم ق
x

eم

م ئٕٔ مٔضتخلَمػل مِسلٚ مِٓمتٍهمبٌسلٚ م.م ئ بمبصتخلِٕ مث قمزلٚ م مظم ئْ

!2
1

2x
xe

x

  

م٠ٚىْٛمخطدمبلاختص رم ٝم٘ ٖمبٌس ٌام٘ٛم

.......
!4!3!2

1eerror   truncation
432x











xxx
x  

مبٌّث يم؟مم1 ٟم٘ م truncation errorٌىٓمو١لم٠ّىٓمبٌتسىُم ٟم

 relativeٌٕممم تحمػمممٓمبلاختصممم رم٠ّىٕٕممم مأْمٔضمممتخلَم)مٌٍمممتسىُم مممٝمبٌخطمممدمب

approximation errorم(مٚ ٌهمٌّؼا اموُمزلمِطٍٛقمبصتخلبِٗم.مم

e ئ بم اضٕ مإٔٔ مٔا٠لمزض قم
1.2

م ئْممmaclaurin seriesب صتخلبَمِفىٛنمِ ٌىٛر٠ٓمم
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......
!3

2.1

!2

2.1
2.11

322.1

e  

بسضم قمبلأخطم ءمم%1بفا مإٔٔ مٔا٠لمأْم٠ىْٛمبٌخطمدم مٟمبٌسضم ب  مألمًمِمٓم

م.مم%1بلًمِٓممrelative approximation terrorزلٚ م٠دؼًمم 6ٔدلمأْمبصتخلبَم

 مTruncation errorأِثٍامأخاٜمػٍٝم

أْم٠سلقم ٟمتؼر١اب مر٠ ض١امأخماٜمغ١مامبٌّتضٍضم  مم٠Truncation errorّىٓمٌـم

م،م ّث م:م

ملإ٠د  متف ضًم بٌام،م٠ّىٓمزض بٗمِٓم:م

0,
)()(

lim)(1 



 x

xfxxf
xf  

مصغ١اةمخلبمبس١ثم٠ىْٛم:ممX∆ٌ ٌهمتخت رمممX=0∆ٌىٓمٔسكملامٔضتط١غمبصتخلبَم

x

xfxxf
xf






)()(
)(1  

بممللامِممٓممX∆ٕ٘مم مبضممربمبصممتخلبَمل١ّممامِسممل ةمٌممـممTruncation errorٌمم ٌهم٠سمملقم

∆X=0م.م

مِثــــــ يم:م

f(x)=xٌٍلبٌامم1f)3(لإ٠د  م
2

م

مم١م١امٚ ٌهمبئخابءمبٌتف ضًم:م٠ّىٕٕ مزض قمبٌم١ّامبٌس

F(x)=x
2
 م

F
1
(x)=2x 
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= 2×3  

= 6  

مٚػٛضٕ م ٟمِؼ  ٌامبٌفاٚقم:ممX =0.2∆ ئ بمبختأ م

2.6

2.0

24.1

2.0

924.10

2.0

)3()2.3(

2.0

)3()2.03(
)3(1
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م٠ٚىْٛمخطدمبلاختص رم٘ٛم:م

Truncation error = 6-6.2=0.2  

م؟ممX∆ً٘م٠ّىٓمأْمتمًٍمبٌخطدمب خت١ رمل١ّامألًمٌـم

مللم٠سلقمخطدمبختص رمأ٠ض م ٟمبٌتى ًِمبٌؼل ٞم

مِث يم:


b

a

dxxfI )(  

بٌسًمبٌّضرٛطم٘ٛمػر رةمػٓمزض قمبٌّض زامتسكمبٌّٕسٕٟ،مٌىمٓمٌؼّمًم ٌمه،م

ِطٍٛقمزض قمِض زامػل ملأٙ  ٝمِٓمبٌّضتط١  مبٌصغ١اة،مٚ ٌهملام٠سلقمموّ م مٟم

مِث يم:ممTruncation errorصًمػٍٝمبٌّث يم٠ٚضربمإٔٔ ملام٠ّىٕٕ مػًّم ٌهم ئٕٔ مٔس
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 بطريقة دقيقة وبطريقة ترتيبية : 
مبٌطا٠مامبٌلل١مام:


4

3

2dxx  

234
3

39

3

3

33

9

3

9

3

2








 










x
dxx

 

بٌطا٠مممامبٌتما٠ر١ممام،مإ بمرصممّٕ مِضممتط١ٍ١ٓمٌتما٠ممبمبٌّضمم زاموّمم مب ٌ ممىًم،مِضممتط١ٍ١ٓم

مِتض ١٠ٚٓم ٟمبٌؼا م.م

 
 
 
 

fx 

x 

y 

x 

Y=x
2
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 x=9بتى  y=x2 x=3ة تقخيبية لمسدابة تحت السشحشو ر ج يوضح قيس
 

م ئْمبٌم١ّامبٌتما٠ر١امٌٍّض زامتىْٛم:

135

10827

3)6(3)3(

)69()36(

22

6

9

3

2

3

22







  xx xxdxx

 

   99=135-234٘ٛممممTruncation errorٚب ٌت ٌٟم٠ىْٛم

ب خت١مم رمػممل مأورممامِممٓمبٌّضممتط١  موّمم م٘ممٛممTruncation error٘ممًم٠ّىٕممهمتم١ٍممًم

م ءمبٌٕ تحمِٛضرمب ٌ ىًمبٌت ٌٝمِ م٘ٛمبٌخط

 
 
 
 
 
 
 

م٠ر١ٓمبٌّض زامبٌتما٠ر١امتسكمبٌّٕسٕٟممy=x2رصُمٌٍؼ لام

مب صتخلبَمأربغمِضتط١  م.مX =9زتٝممX =3ِٓم

y 

x 



 -136- 

مبٌســــــــــــًم:

 

25.182

5.1)25.56(5.1365.1)25.20(5.19

5.1)5.7(5.1)6(5.1)5.4(5.1)3(

)5.79()()65.7)()5.46()()35.4()(

2222

5.7

2

6

2

9

3

5.4

2

3

22







 

xxxx

xxxxdxx x

 

مٚ٘ٛمألًمِّ مصركم:م51.75=182.25-٠ٚ234ىْٛمبٌخطدمبٌٕ تحمػٓمبٌتما٠بم

م

Quantifying the error          مذيش انخةأ                                             ت

                  

 

مأٚلام:مبٌخط ءمبٌسم١مٟم

٘ممٛمبٌفمماقمبمم١ٓمبٌم١ّممامبٌسم١م١ممام)مٚتضممّٟمومم ٌهمبٌم١ّممامبٌّضممرٛطام(ممEtبٌخطممدمبٌسم١مممٟم

مٚبٌم١ّامبٌتما٠ر١ام.م

مبٌم١ّامبٌتما٠ر١ام.مم–بٌخط ءمبٌسم١مٟم=مبٌم١ّامبٌسم١م١ام

ممِث يم:

مو ٌت ٌٟم:مxػٕلمل١ّامم٠f(x)ّىٓمزض قمل١ّامتما٠ر١امٌتف ضًمبٌلبٌام

x

xfxxf
xf






)()(
)(1  

مأٚم:
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h

xfhxf
xf

)()(
)(1 
  

 f(x)=7e ئ بمو ٔكم
0.5x

مأٚخلمِ م٠ٍٟم:ممh=0.3،مم

 fل١ّامتما٠ر١اميمم-1
1
(2) 

fبٌم١ّامبٌسم١ماميمم-2
 1
(2) 

بٌخطدمبٌسم١مٟم ٟمم-3
(1)

م.ممم

 fّامتما٠ر١اميمل١م-1م:بٌسًم
1
م(2)

265.10

3.0

028.19107.22

3.0

77

3.0

)2()3.2(

3.0

)2()3.02(
)2(1)(1

3.02

)()(
)(1

)2(5.0)3.2(5.0




















ee

ff

ff
fxf

handxfor

h

xfhxf
xf

 

= 10.265  

م(م2بٌم١ّامبٌسم١مام٠ّىٓمبٌسصٛيمػ١ٍٙ مب ٌتف ضًمبٌّر شامٌٍلبٌامػٕلم)م-2

F(x)=7e 
0.5x

 

F
1
(x)=0.5(7)e 

0.5x
 

= 3.5e 
0.5x
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fٌ ٌهم ئْمبٌم١ّامبٌسم١ماميم
1
متىْٛم:مم(2)

F
1
(2)=3.5e 

0.5(2)
  

= 9.5140  

= 9.5140-10.265  

= - 0.75101  

مبٌم١ّامبٌتما٠ر١ام-بٌخط ءمبٌسم١مٟم=مبٌم١ّامبٌسم١مام-4

Et = 9.5140-10.265 

= - 0.75101  

 بٌضم بما بٌخطدمبٌسم١مٟملام٠ٛضرمِ مإ بمو ْم٘ بمبٌخطدمور١اب مأَملام ّث مب بمبخ  مبٌلبٌا

F(x)=7*10بٌ ىًم
-6

e
0.5x

ػٕملمٔفمشمبٌؼٕ صماممf1(2) دْمبٌخطمدمبٌسم١ممٟم مٝمزضم قمم

10*0.75061-صٛفم٠مًم٠ٚىْٛمممh=0.3ٚممx=2ٚ٘ٝم
-6

م.م

م٠مٛ ٔ م ٌهمإٌٝمِ م٠ؼافمبـمٔضرامبٌخط ءمبٌسم١مٟم

 انخةأ انحميمى انُسبى ) َسبت انخةأ انحميمى(

 انخةأ انحميمى انُسبى ) َسبت انخةأ انحميمى(= انخةأ انحميمى /انميًت انحميميت 

f(x)=7eِث يم:مإ بمو ٔكم
0.5x

متما٠بمِضتخلِ مبٌممh=0.3ٚمم

h

xfhxf
xf

)()(
)(1 
أٚخلمٔضرامبٌخطدمبٌسم١مٝمػٕلممx=2 

مِٓمبٌّث يمبٌض بكمٔدلمأْمبٌخطدمبٌسم١مٝ

Et = 9.5140-10.265 
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= - 0.75061  

 9.5140ٚز١ثمبْمبٌم١ّامبٌسم١م١امٌٍتف ضًم٘ٝم

مٚب ٌت ٌٟمتىْٛمٔضرامبٌخطدمبٌسم١مٟمٟ٘م

- 0.0789= Et 

مءمبٌسم١مٟم(موٕضرام ٟمبٌّ ءموّ م٠ٍٟم:مم)مٔضرامبٌخط م٠Etّىٓمبٌتؼر١امػٓم

Et= -0.0789×100% 

= -7.89% 

م

ىApproximate Errorالتػروبيىىأالخط
٠تُمزض قمبٌخطدمبٌسم١مٟمٚٔضرامبٌخطدمبٌسم١مٟموّم مصمركم مٟمز ٌمامٚبزملةم ممظم

بٔهمتخترامبأ ِحمِغمٚخٛ ملم١ُم ٟٚ٘مز ٌامِؼا امبٌم١ّامبٌسم١م١امبٌّم صام.مِث يم ٌهمٌٛ

متم رْمبٙ مِخاخ  مبٌرأ ِحم.ممزم١م١ا

ٌىٓم ٟمِؼظُمبلأز١ ْملامتؼافمبٌم١ّامبٌسم١مام.موّم م مٟمزمًمبٌّؼمللا مرل١ّم مٍٔدمدمإٌمٝم

مبٌتما٠بمٚب ٌت ٌٟمٔا٠لمِؼا امبٌخطدمبٌٕ تحمػٓم ٌهمبٌتما٠بم.م

مٌ ٌهمتسضبمِ م٠ؼافمبـمبٌخطدمبٌتما٠رٟم

ممEaبٌتما٠بمبٌض بكم٠ٚاِزمٌٗمبٌخطدمبٌتما٠رٟم٠ؼافمبدٔٗمبٌفاقمب١ٓمبٌتما٠بمبٌس ٌٟمٚ

Approximate Errorم = Present Approximation - Past 

Approximation .  
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ممتما٠ر١ مب ٌؼ لام:مXػٕلمل١ّامِسل ةممF(x)ِث يم:م٠ؼطٟمتف ضًم بٌام

h

xfhxf
xf

)()(
)(1


  

f (x)=7e ئ بمو ٔكم
 0.5x

مأزضبمممx=2ٚػٕلمم

a- f
1
(2)using  h= 0.3  

b- f
1
(2)using  h=0.15  

c- Approximate error for the value –f
1
(2) for part (b)  

مبٌسًم

aم(مبٌتؼر١امبٌتما٠رٟمٌتف ضًم بٌام٘ٛم:مم

265.10

3.0

77

3.0

)2()3.02(
)(1

3.02

)()(
)(1

)2(5.0)3.2(5.0














ee

ff
zf

handxfor

h

xfhxf
xf

 

bموارمبٌخطٛب م ٟم)a م0.15ٌىٓمػٕلمم=hم،متىْٛم:م

8799.9

15.0

77

15.0

)2()15.2(
)2(1

)2(5.0)15.2(5.0









ee

ff
f

 

Cم٠ىْٛمبٌخطدمبٌتما٠رٟم)Eaم٘ٛم:م
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Ea = Present Approximation - Past Approximation 

= 9.8799-10.265=-0.38474  

ٔدمملمأْمبٌخطممدمبٌتما٠رممٟملام٠رمم١ٓمِمملٞمصممٛءمبٌخطممدم.م ّممث م،مبٌخطممدمبٌتما٠رممٟم

Ea=0.3830010لمممملم٠رمممملٚمصممممغ١ابم،مٌىممممٓمب بمبصممممسركمبٌلبٌممممام٘ممممٟممممممممممم
-6

e 

0.5x
×f(x)=7ممئْمبٌخطممدمبٌتما٠رممٟمٌسضمم قمم f

1
10مممصممٛفم٠ىممْٛم0.15=مhػٕمملمم(2)

-

6
×Ea=-0.38474 ٖمبٌم١ّامٌٍخطدمبٌتما٠رٟمأصغام.مزتٝمٌٛمأْمبٌّضدٌت١ٓمِت م ب١ٙٓمم ٘

م.ممh=0.3ٚممh=0.15ٚل١ّاممx=2 ٟمبٌم١ّامبٌتٝمتُمبٌسض قمػٕل٘ م

م٠مٛ ٔ م ٌهمإٌٝمتؼا٠لمِ م٠ضّٟمبـم

ممrelative Approximate Errorبٌخطدمبٌتما٠رٟمبٌٕضرٟم

Relative Approximate Error is denoted by Ea is defied as the rat 

ice hewed the Approximate Error and the present Approximate  .  

مبٌخط ءمبٌتما٠رٟم

مبٌخط ءمبٌتما٠رٟمبٌٕضرٟم=مـــــــــــــــــــــــــــــــــ

مبٌتما٠بمبٌس ٌٟ

مام:متما٠ر١  مِٓمبٌؼ ل×مػٕلمل١ّامِسل ةممf (x)ِث يم٠ّىٓمزض قمتف ضًم بٌام

h

xfhxf
xf

)()(
)(1


  
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f(x)=7e ممئ بمو ٔممكم
0.5xم

fأٚخمملمبٌخطمم ءمبٌتما٠رممٟمبٌٕضممرٟمٌسضمم قم
1
ب صممتخلبَملمم١ُمم(2)

h=0.15,h=0.3م.مم

مبٌســـــــًم:مِٓمبٌّث يمبٌض بكمٚخلٔ مأْم:م

F1(2)=10.263 ػٕل h=0.3  

 ٚو ٌهم

F1(2)= 9.8800 ػٕل h= 0.15  

Ea = present approximate – previous Approximate بٌخطمدمبٌتما٠رمٝم

 ٠ىْٛمممممممم

= 9.8800-10.265  

= -0.385 

-ٚب ٌتمم ٌٟم ممئْمبٌخطممدمبٌتما٠رممٟمبٌٕضممرٟم٠ىممْٛم:م=مبٌخطممدمبٌتما٠رممٝ/مبٌتما٠ممبمبٌسمم ٌٝم=م

0.385/9.8800 

ϵa =-0.0389  

م٠ّىٓمو ٌهمبٌتؼر١امػٓمبٌخط ءمبٌتما٠رٟمبٌٕضرٟموٕضرامِئ٠ٛام

ϵa % = -3.89%  

مقمبٌم١ّامبٌّطٍمامٌٍخط ءمبٌتما٠رٟمبٌٕضرٟمو ٌهم٠ّىٓمزض 

ϵa = 3.89%  

ممPropagation of errorبٔت  رمبٌخطدمم-4
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إ بمأخا٠كمبٌسضم ب  مػٍمٝمأرلم َم١ٌضمكمِضمرٛطام)مبٙم مأخطم ءم(م مئْمبٌٕت١دمامبلأخ١ماةم

صٛفم٠ىْٛمبٙم مخطمدم.مصمٛفمٕٔم لامٕ٘م مو١ف١مامبٔت م رمبٌخطمدم مٟمومًمرلمُمٚز١ملمػرمام

مهمبؼضمبلأِثٍام.مبٌسض ب  مٌٕٚدخ مٌ ٌ

 ز١ث:ممYٚممXِث يم:مأٚخلمزلٚ مبٌخطدمػٕلمخّغمرل١ّٓم

X= 1.5±0.05 

y= 3.4 ±0.04 

مب ٌٕظامإٌٝمبٌال١ّٓمبٌّطٍٛقمخّؼّٙ مٔدلمأْمأورامل١ّامِّىٕٗمٌّٙ مٟ٘م

X= 1.55 

Y= 3.44م 

مٚب ٌت ٌٟم ئْمأورامل١ّامِستٍّامٌّدّٛػّٙ مٟ٘م:

X+ y =1.55+3.44=4.99 

م١ّامِستٍّامٌٍال١ّٓمّ٘ مٚو ٌهمتىْٛمألًمل

X=1.45, Y=3.36  

مٚتىْٛمألًمل١ّامٌّدّٛػّٙ مٟ٘م

X+ Y =1.45+3.36 

= 4.81  

مٚب ٌت ٌٟم٠ىْٛمزلمبٌخط ءمٌّدّٛػٙ م٘ٛم

4.81≥ X +Y≥ 4.99  
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مبٕفشمبٌطا٠مام٠X-Y, X/Y, X*Yّىٓمب٠د  مزلمبٌخطدمٌٍؼ١ٍّ  مبٌسض ب١امبلاخاٜم

مو١ف١امبٔت  رمبٌخط ءم ٟمبٌلٚبيم: م

مf ئْمألصٟمخطدمِستًّم مٟمبٌلبٌماممxn..( x3,x2,x1 بٌام ٟمػلةمِتغ١اب ممfا مأْم٠ف

م٠سضبمِٓمبٌؼ لام:

nx
xn

f
x

x

f
x

x

f
f 














 .....

21
2  

ϵ=F/hبٌ لمػٍٝمػٕصامطٌٟٛمٌّض زامبٌّمطغمتؼطٟمِٓمبٌؼ لام:ممِث ي:
2
E 

مز١ثم:

Fمبٌمٛةمبٌّؤثاةمػٍٝمػٕصامبٌطٛيمب ٌٕٛت١ٓمم=Nم

Hطغمب ٌّتام=مطٛيمأٚمػا مِض زامبٌّممMمم

Eمِؼ ًِم٠ٕحم=modulusب ٌر صى يممPaمم

م ئ بمو ٔكم

F   = 72±0.9مN  

H  = 4±0.1مmm  

E  = 70± 1.5مGPa  

م دٚخلمألصٟمخطدمِستًّم ٟمبٌ لمبٌّم سم.م

مبٌسًم:م

زضٍبمبٌم١ّامبٌصس١سامٌٍ لمأٚلامٚ ٌهمب ٌتؼ٠ٛضم ٟمبٌم ْٔٛممب ٌدزءمبٌصس١رمميتى أولا

مٌٍّتغ١اب م:
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مثُم٠تُمزض قمألصٟمخطدمِٓمبٌؼ لام:م
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3955.5
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  (ϵ=64.286µ±5.3955µٚب ٌت ٌٟمتىْٛم

م(م58.8905µ,69.6815µِّ م٠ليمػٍٝمأْمبٌ لمبٌطٌٟٛمتىْٛمزلٚ ٖمِ مب١ٓم)م

ىمٓمأثرم  م ٌمهمبٕظا٠مامبٌخطدمبٌٕ تحمِٓمطاذمل١ُمشرامِتض ٠ٚامللم٠ىْٛمور١مابمخملبم،م٠ّ

مبٔت  رمبٌخط ءم.م
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مِث يم:بفا م
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مٚبدخ مبٌم١ُمبٌّطٍمام

yx   

مٚب ٌت ٌٟم ئْمبٌتغ١امبٌٕضرٟمبٌّطٍكم٠ىْٛم:
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


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

yx

yx

z

z
 

ضمظملا٠رامِٓمبؼضٙ مبٌرؼضم ئْمبٌّم َم٠صمررمصمغ١امخملبمب ٌٕضمرامٌٍرمy،ممx ئ بمو ٔكم

مٚب ٌت ٌٟم٠تف لُمبٌخطدم.م

مِث يم:م

X=2±0.001  

Y=2.003±0.001  
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م

 ،،، والحمد لله رب العالمين 
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 بنهايه الفرل الدراسي يكون الطالب قادر علي ان :
1

1

1

1

5

 الفرل الدراسي يكون الطالب قادر علي ان :بنهايه 
5

5

6

 ه الفرل الدراسي يكون الطالب قادر علي  :بنهاي
4

4

interpolation

ExtrapolationData 

fitting 
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