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 مقدَّمة
 

لقد تنامت وتزايدت أهمية استتتتت داس ايستتتتاليي الييااتتتتية الا  ااة الميا.ت الت  يقية         

تستادد دىى ات اذ    والتلاالييااتيات  الا    ويهدف هذا ال تاي إلى تقديس  عض الم ادئ ايستاستية

والم استتت ة وارداي     ا.قتصتتتاد الميا.ت الم تىفة لىعىوس التيايية مثل  الا   القياي الصتتت ي 

 والتسويق وارنتاج، إلى غيي ذلك من الميا.ت 

والا تقديملا لهذا ال تاي ياديت ال ستتتتا ة الا العيض والستتتتلأستتتتة الا ايستتتتىوي قدي       

الا   قد استت دمت استت ادتلا، مملأ  أن ييد اي  القايئ ما هدات من أيى  الا تقديس  تا لا هذا  و

إلى يموز    للأاتقايالمعاد.ت والت ىيلأت الييااتتية وذلك الا     عض اليموز  -ميتهدا    –ذلك 

أن أقدس أ  ي ددد مم ن  الا      ييا     يصتلامتفق دىيها  الىغة العي ية الا هذا الشتنن  وقد  ان  

الميتا.ت  من ايمثىتة الم ىولتة وغيي الم ىولتة ومن الت  يقتات الم ىولتة وغيي الم ىولتة الا  

اتتفى دىى مواتتودات هذا ال تاي صتتت غة  تيايية تيعل  أن أ    يفوتنلاالتيايية الم تىفة  ولس  

  العديد من  دموما   وقد تمثَّل ذلك الا تقديس  ايدمالمن دياستت  أميا  مفيدا  لىديا  الا ميا.ت  

والتستويق  والم است ة وارداي     ا.قتصتاد ميا.ت  الا   وذلك  ةم ىولالغيي  و  لةم ىوال  ات ت  يقال

 لعىها تقدس العون لىقايئ دىى اهس واستيعاي ما نود ديا  الا هذا الشنن  ،وارنتاج

نصت ا   ول ما يا  الا   لاَّ ل ل من يستد  إل  تقديي شت ي  ودييس    لَّ ومع  ل هذا، أقدس ي        

 هتذا ال تتاي، أملأ  الا تقتديمت   صتتتتتوي  أااتتتتتل دنتد إدتاد    عت   واقنتا   وإيتا س إلى 

 ما ي ي ويياى 

 و َ أييو أن ينتفع  هذا ال تاي  ل قايئ ل ، إن  سميع مييي      

 

 القاهرة        

 أبو بكر عبد الرحمن عبد المتعال                                            2022 أكتوبرفي  
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 الأول الفصل

 العلاقات الرياضية
 مقدمــــة:

 

 تنقسس ال ميات الييااية دىى وي  العموس إلى نوديْن هما: 

وهلا التلا . تتغيي قيمهتا أثنتا  العمىيتات ال ستتتتتا يتة التلا تتد تل ايهتا  ودتاد  متا  كميـات ثـابتـة:

     ، H ،F ي يمز إلى ال ميات الثا تة  اليموز: 

وهلا التلا تتتن تتذ قيمتتا  م تىفتتة، وي ع َّي دنهتتا دتتاد   متغييات وي يمز إليهتتا    كميــات متريرة:

،     وتتوقف قيس المتغييات دىى القيس التلا تتن تذهتا متغييات أ ي     ،  ، تاليموز:  

  وذلك واقا  لعلأقة ييااية معينة 
 

والتلا تفيتد   Variables  والمتغييات   Constants  ايمثىتة دىى الثوا تت وايمتا يىلا  عض        

 التعامل معها ايما  عد  القايئ الا  يفية

 تالتة ويود دتدد من المثىثتات: اتان مقتايي  الزوايتا ت تىف من مثىتث أ ي، أ  أنت     الا •

ي ع َّي دن تىتك المقتايي   متغييات  وأمتا ميموع الزوايتا الا أ  مثىتث اهو مقتداي ثتا تت  

 ديية   180يساو  دائما 

  أن   النست ة لعد  دوائي، اان  لًأ  من مستا ة وم ي  الدائي  ي تىف من دائي  ي ي ، أ  •

أن  تتلًأ  منهما ي مثَّل  متغيتتي  وأما النس ة  ين مسا ة  ل دائتتي  وم ي ها اهو مقداي ثا ت  

)  يساو  دائما  نصف ق تي الدائتتي 
2

 2 

 
 

   =
 2 

(  و ذلك النس ة  ين م ي  أ  دائي  

)  دائما النس ة التقيي ية  وق يها يستتتاو 
2

 2 

 
 =  ) 

يمثىها   • ال لأي  هؤ.   وأدماي  أوزان  اان  أو  ىية،  مديسة  أ   يتعىق   لأي  ايما  أن  

متغييات  إذ أن العمي والوزن من شنن أ  منهما أن يتغيي من  الي أ ي  الا  ين أن  

 يداعها ال لأي تعت ي مقدايا  ثا تا   اليسوس الدياسية التلا  

 إلى غيي ذلك من ايمثىة العديد  الواقعيتة التلا توا  مفهوس  ل من المتغيي والثا ت 
 

هذا والعلأقة الييااتية هلا صتيغة ييااتية تشتتمل دىى متغيي )متغييات( أو ثا ت )ثوا ت(  

يم ن من  لألهتتا ت تتديتتد قيمتتة أ  متغيي  معياتتة قيس المتغيي )المتغييات( اي ي   وهتتذ   

 الصيغة الييااية تن ذ إ د  الصوي التالية: 

 الدوال -المت اينات      -المعاد.ت      -  

  لًأ  منها  شلا  من التفصيل الا هذا الفصل وسوف نتناول 



 

2 
 

    المعـــادلات
 أولاً: المعادلات وخصائصها

دن ال تا.ت التلا ي ون ايهتا مقتدايان ي ييتان متستتتتتاويتان،  Equationsتع ًتي المعتاد.ت      

 والمقداي الي ي  قد يمثى  متغيي أو أ ثي  وايما يىلا  عض ايمثىة لىمعاد.ت:
 

5 - 8  =6 - 2 ( أ ) 
2  +3  =17 )ي( 
2 –  2   +5   =8 )يت( 

 

   الا متغيي وا تد هو    First-Degreeوالمعتادلتة الا )أ( هلا معتادلتة من التدييتة ايولى  

     ،وأما المعادلة الا )ي( اهلا معادلة من الديية ايولى أياتتتا ول تتتتتتتتن الا متغيييْن  

الا متغيي    Second – Degreeوأ ييا  اان المعادلة الا )يتتتت( هلا معادلة من الديية الثانية  

  و شت ل داس، اان ديية المعادلة تستاو  أ  ي أ  ت مى  المتغييات التلا  وا د هو المتغيي  

 ادلة تشمىها المع
 

هتذا و تل المعتادلتة هو إييتاد القيس التلا لو دواتتتتتنتا دن المتغييات ايهتا اتان المعتادلتة تت قق   

 المعادلة  Rootsوقيس المتغييات التلا ت قق المعادلة تسمى يذوي 

، وهلا  Identityوهنتا ييتي أن نفيب  ين ثلأثتة أنواع من المعتاد.ت  المعتادلتة المت تا قتة  

 المعادلة التلا ت ون ص ي ة ليميع قيس المتغييات  و نمثىة لىمعادلة المت ا قة 

3  +2  =
+4 6

2

  
 

4(  + = )4  +4 
 

 المتغييات سوف ييعل  يالا  ل منهما متساوييْن والا هاتيْن المعادلتيْن اان أ  قيس تن ذها 
 

، وهلا المعادلة Conditional Equationوالنوع الثانلا من المعاد.ت هو المعادلة الشي ية  

 التلا ت ون ص ي ة الا  الة ددد م دود من القيس اق  لىمتغييات  ومثال ذلك:
 

      - 3  =9 
     =12هلا دندما إذ أن هذ  المعادلة ص ي ة الا  الة وا د  اق  و

 False Statement orوأمتتتا النتتتوع الثالتتتث متتتن المعتتتاد.ت اهتتتو المعاد.ت ال ا ئة  

Contradiction وهلا المعتاد.ت التلا . ت ون صتتتتت ي تة أ تدا ،  معنى أنت  لي  هنتاك قيس   

     =  +3لىمتغييات ت قق المعادلة  و مثال لهذا النوع من المعاد.ت: 



 

3 
 

ايمي اتان هتذ  . تمثتل معتادلتة إذ أن  يايهتا . يم ن أ تدا  أن ي ونتا متستتتتتاوييْن   والا واقع  

 والتع يي الص ي  دن مثل هذ  ال الة هو:

      +3 

    +3. تساو   أ  أن 

و ما ستتت ق وأن أشتتتينا اان  ل المعادلة يتمثل الا إيياد قيس المتغييات )اليذوي( التلا ت قق  

دتاد  متا ي ون هنتاك نوع من المعتاليتة الي ييتة تتمثتل الا إدتاد     المعتادلتة  والا  تل المعتادلتة

ن الا النهاية من  ىها  وهناك  عض ايستت  والقوادد   تيتيي  دود المعادلة  الشتت ل الذ  يمً ت

المت عة الا هذا الشتتنن،  يث يم ن إييا   عض العمىيات الي يية دىى  يالا المعادلة والتلا  

 نويدها ايما يىلا:

 إاااة ) يح( مقاديي  قيقية دىى )من(  يالا المعادلة  -أ

 ايي )قسمة(  يالا المعادلة الا )دىى( أ  مقداي ثا ت . يساو  صفي  -ب

 ايي  يالا المعادلة الا مقداي ي تو  دىى متغييات  - جـ

 تي يع  يالا المعادلة  -د

   الصفي قسمة  يالا المعادلة دىى مقداي ي ي  ي تو  دىى متغييات و. يساو - هـ
 

 Equivalentهتذا وتؤد  القتادتدتيْن الا )أ(، )ي( إلى ال صتتتتتول إلى معتاد.ت مت تاائتة  

Equations  وهلا المعاد.ت التلا لها نف  اليذوي  وأما القاددتيْن الا )يتتت(، )د( ايم ن أن ،

تؤد   ل منهما إلى يذوي ت تىف دن يذوي المعادلة ايصىية  وأ ييا  اان القادد  الا )هتتتت(  

ؤد  إلى معاد.ت ت تىف  عض يذويها دن يذوي المعادلة ايصتىية، أو ي ما تؤد  إلى قد ت

 معاد.ت . ت ون م اائة لىمعاد.ت ايصىية 
 

 ثانياً: حل المعادلات من الدرجة الأولى في مترير واحد
Solving First-Degree Equations in One Variable       

 

 ايولى الا متغيي وا د الصوي  العامة:تن ذ المعادلة من الديية 
 

H   +F  صفر = 

 صفي H ثوا ت  ،    HF  ، يث: 

ايولى الا إن  ييقتة  تل أيتة معتادلتة تعتمتد دىى   يعتة هتذ  المعتادلتة  اتالمعتادلتة من التدييتة  

 متغيي وا د يم ن  ىها  نسىوي غاية الا ال سا ة، و عيد  ل ال عد دن أ  تعقيد 

 ولنن ذ المعادلة التالية  مثال:

3  =  +6 



 

4 
 

، الا  يف من  يالا ، أو ال تد التذ  ي تو  دىى ويتمثتل  تل تىتك المعتادلتة الا يعتل  

 الن و التاللا:المعادلة ويعل المقاديي الثا تة الا ال يف اأ ي وذلك دىى 

3 –   =6   :2،    أ  أن  =6 

∴                =
6

 2 
   =3 

ايصىية نيد أن  يايها   الا  يالا المعادلة  3  تت  قيمتتة     التعويض دن هنتتا أن   ويلأَ تتي

 ( 9متساويان ) ل منهما يساو  

 ولنن ذ مثا. م ي:

5 – 4  =3  +8 

 5 – 3  =8  +4وهنا نيد أن: 

2  =12    ،  =6 

 التلا ت قق المعادلة  وهلا قيمة  
 

 (:1مثال )

ل المعادلة: =   – 5   ت
+10 2-

3

   
 

 الحــل:

 ينتج أن: 3 ايي  يالا المعادلة الا      

3( – 5 = )- 2  +10  3وهذا يع لا  +2  =10  +15 

3 – 15  =- 2  +10  

5  =25     :أ  أن   ،  =5 
 

 (:2مثال )

ل المعادلة:      =  2 – 3   ت
−6 4

2

   
 

 الحــل:

 ن صل دىى: 2 ايي  يالا المعادلة الا      

2(2 – 3 = )4 – 6 

4 – 6  =4 – 6 
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 تن  قيمتة اتان    ويلأَ ي هنتا أن  يالا المعتادلتة متمتاثلأن تمتامتا   أ  أنت   تالتعويض دن  

الا  يف والمقتداي الثتا تت الا  يف م ي اتاننتا    المعتادلتة تت قق  وإذا متا  تاولنتا أن نيعتل 

 6 -=  6 -  نيد أن:

 أية قيمة   وهذ  مت ا قة، وهلا تشيي إلى إم انية إد ا  
 

القدي الا تناولنا ل ل المعادلة ال  ية من الديية ايولى الا متغيي  وستوف ن تفلا  هتتتتتتذا       

 وا د  إذ أن هذا ايمي من ال ستتتتا ة  م ان إلى ال د الذ  . يستتتتت ق مع  ال ديث دن  أ ثي  

 مما أسىفنا 
 

 ثالثاً: حل المعادلات من الدرجة الثانية في مترير واحد
Solving Second – Degree Equations in One Variable:    

 

 ، الصوي  التالية:تن ذ المعادلة من الديية الثانية الا متغيي وا د، ولي ن         

         H2  +F + صفي = 

 صفي H  ثوا ت  ،   ، H ،F  يث: 
 

 Quadraticودتاد  متا ي  ىق دىى المعتادلتة من التدييتة الثتانيتة استتتتتس المعتادلتة التي يعيتة        

Equation  وإذا  انت  H   صتفي اان =2   ت تفلا، و. تعد المعادلة  ينئذ من الديية الثانية

  ل ت ولت إلى معادلة من الديية ايولى  و نمثىة دىى المعادلة من الديية الثانية:
 

2  +8   +12 ، صفي = 

22  =18 ، 

32  +1  =2 – 5 
 

 قيقيان أو يذي وا د والمعادلة من الديية الثانية ) استتتتتتثنا  المت ا قة( قد ي ون لها يذيان  

 قيقلا، وقتد . ي ون لهتا يتذوي  قيقيتة دىى ار لأب   ويم ن إييتاد يتذوي المعتادلتة من  

 التدييتة الثتانيتة  تاستتتتتت تداس دتد   يب، ول نهتا يميعهتا ت تدأ  تال  و  ايوليتة وهلا إدتاد   تتا تة 

 المعادلة دىى الصوي :
 

H2   +F   +  صفي = 
 

 

هذا ويم ن  ل المعادلة من الديية الثانية  ات اع دد   يب ستتتتوف ندي  منها هنا  ييقتيْن  

 اق  هما:
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  Factoring Method ييقة الت ىيل إلى دوامل        -
 

  Quadratic Formula           الصيغتتة التي يعيتتة  -
 

ي القايئ  نن  ق ل ت  يق أ  من ال ييقتيْن ييي     والا دياستتتتنا ل ل من هاتيْن ال ييقتيْن ن ذً ت

الصتتتتتوي :   دتىتى  تت تون  التثتتتانتيتتتة  ت تيتتتث  التتتدييتتتة  متن  التمتعتتتادلتتتة  صتتتتتيتتتاغتتتة   إدتتتاد  

H2  +F +  صفي، هذا إن لس ت ن هلا أصلأ   ذلك = 
 

 

      Factoring Method            طريقة التحليل إلى عوامل: -1
 

واقتا  لهتذ  ال ييقتة اتاننتا نقوس  ت ىيتل المقتداي الا ال يف اييمن من المعتادلتة إلى  تاصتتتتتل      

اتتتتيي دوامل أولية  ل منها من الديية ايولى   عد ذلك يم ن ت ديد يذوي المعادلة وذلك 

  ما يوا   المثال التاللا:
 

 (:3مثال )

 = صفي 10 –  3 – 2أويد يذوي المعادلة:       
 

 الحــل:

 = صفي  2 – 3 – 10 يث أن: 

اان  يم ن ت ىيل المقداي الا ال يف اييمن إلى  اصتل اتيي دامىيْن  ل منهما من الديية 

 ايولى  ما يىلا:

( – 5( )  +2صفي = ) 

( = صفي أو    – 5و متتتتا أن  اصل ايي العامىين = صفي، اتتان ذلتتك يعنتتى إمتتا أن )

(  +2صفي = ) 

    =5،  اان:      = صفي    – 5أ  أن  إذا  ان: 

   = -  2،   اان:    = صفي    +2أو إذا  تتان: 

 وه ذا اان يذي  المعادلة هما:

  =5    و  =-2 

 التلا ت قق  ل منهما المعادلة ايصىية  وهما قيمتا 
 

 (:4مثال )

 2  =4 – 4أويد يذوي المعادلة: 
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 الحــل:

  ما ستتتت ق وأن أشتتتتينا، اان  ييي إداد  صتتتتياغة المعادلة لتصتتتت   دىى الصتتتتوي :       

H2  +F  + :صفي، والا مثالنا هذا، نعيد تيتيي المعادلة لت ون = 

2 – 4  +4 صفي = 

( – 2( ) – 2صفي = ) 

    =2و مساوا   ل دامل  الصفي، نيد أن لىمعادلة يذي وا د هو: 

وهنا قد يثيي القايئ تستتتاؤ.  من قيا  وهو: وهل الا ا.ستتتت ادة دائما  التوصتتتل إلى العوامل 

يتدت  إن    -ايوليتة   لىمقتداي الا ال يف اييمن   يتث أنت  الا  عض ال تا.ت . ي ون من    -و 

الستتهل معياة العوامل ايولية التلا يت ون منها المقداي الا ال يف اييمن من المعادلة  ودىى  

 س يل المثال، المعادلة:

2 +9 – 322 ( أ )   = صفي 

 )ي(  = صفي 2 – 43  +442أو المعادلتة: 

الصتتعي دىى القايئ التوصتتل إلى العوامل ايولية لى يف اييمن الا  ل من  ي ما ي ون من  

المعادلتيْن  ومثل تىك المعاد.ت نتعيض إلى  ىها  اصتتة الا  عض الت  يقات ا.قتصتتادية،  

 وهو ما سنيا  . قا الا هذا الفصل والفصول التالية 

 يف اييمن لىمعادلة .  أاتف إلى ذلك، أن  الا  ا.ت أ ي  نيد أن المقداي التي يعلا الا ال

 يم ن ت ىيى  إلى دوامل أولية  االمعادلة:

2  +10  +2 صفي = 

 . يم ن ت ىيل  ياها اييمن إلى دوامل أولية 

والا مثل تىك ال ا.ت ااننا نىين دند إيياد يذوي المعادلة إلى ات اع ال ييقة الثانية وذلك دىى  

 الن و الموا  ايما يىلا:
 

 Quadratic Formula Method     الصيرة التربيعية:طريقة  -2
 

 والا هذ  ال ييقة يم ن إيياد يذي  المعادلة من الديية الثانية والتلا تن ذ الصوي :     

H2  +F +  صفي = 

 التي يعية التالية: است داس الصيغة 
 

   = 

2

2

4H
H

   − -FF
 

 ولعل ايمثىة التالية توا  ذلك:     
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 (:5مثال )

 أويد يذي  المعادلة:     

2  +9 – 322 صفي = 

 . تتتتتتتتتتي أن هتذ  المعتادلتة هلا التلا أشتتتتتينتا إليهتا من ق تل الا )أ( وذلتك ق تل تنتاولنتا لتىتك 

 ال ييقة م اشي  
 

 الحــل:

 = صفي 2  +9 – 322 يث أن:    

 H  =1        ،F  =9        ،  =- 322اان:  

 الا الصيغة: HF    ،،و التعويض دن 
 

   =
−

 

2

2

4H
H

   -FF
 

 ينتج أن:
 

   =
( ) ( ) ( )

( )

−
 

2 9322- 1 9

1 2

4   -
 

∴    =
+

 
91288 81

2

   -  =
 

91369
2

 - 

           =
37 9

2

  -
 

 و است داس إشاي  اليمع:
 

  =
+37 9

2

  -  =28

2
  =14 

 و است داس إشاي  ال يح:
 

 

  =
−37 9

2

  -  =46

2

-  =-23 
 

لتتتتتتتتتت    23  -،  14وه تتذا اتتان القيمتين    والتلا ت قق  تتل   همتتا القيس ال قيقيتتة الو يتتد  

 منهما المعادلة 
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 (:6مثال )

 أويد يذوي المعادلة:

2  =2 – 15 

 الحــل:

 = صفي  +  H2  +Fناع أو.  المعادلة دىى الصوي :       

 = صفي 2 – 2  +15 يث نيد أن: 
 

∴  H  =1    ،F  =-2    ،  =15 
 

    =
( ) ( ) ( ) ( )

( )

−
 

2 2-15 1 2-

1 2

4   -
 

                 =
−  

260 4
2

      =
 

256
2

-  
 

 

، اان  يم ننا استنتاج أن  لي  هناك قيس  قيقية  56  –و يث أن  لي  هناك يذي  قيقلا لىمقداي 

 ت قق المعادلة ايصىية  لت 

 أ  أن المعادلة لي  لها يذوي  قيقية 
 

−هذا والمقداي الذ  يويد ت ت اليذي التي يعلا ) 24H   F  يسمى المميًتز )Discriminant   

 واست داس هذا المميًتز يساددنا دىى معياة ددد يذوي المعادلة من الديية الثانية  يث أن :
 

 إذا  ان:

− 24H   F > يكون للمعادلة جذران حقيقيان صفر 

− 24H   F للمعادلة جذر واحد حقيقييكون  = صفر 

− 24H   F < لا يوجد جذور حقيقية للمعادلة صفر 

 

  Linear Equationsرابعاً: المعادلات الخطية       
     

إن دياستتتتتة العلأقتات ال  يتة دىى قتدي   يي من ايهميتة وذلتك لعتد  أستتتتت تاي  ومن هتذ       

ايست اي أن معيس اليواهي ال قيقية ن ون الا  اية إلى تمثيىها ييااتيا ، وداد  ما ي ون هذا 

التمثيتل   يتا  أو يقتيي  تدييتة معقولتة من التمثيتل ال  لا  ومن هنتا اتان المعتاد.ت ال  يتة  

  صتتتتفة   –ى ن اب واستتتتع الا  ياتنا العمىية  أاتتتتف إلى ذلك أن العلأقات ال  ية  ت   َّق دى



 

10 
 

أيستي  ثييا الا ت  يقها من العلأقات غيي ال  ية  وأ ييا ، اان ايستاليي المت عة الا  –دامة  

الت ىيل غيي ال  لا أ يانا  ما ت ون مشتتا هة أو امتدادا  لتىك ايستتاليي المستتت دمة الا الت ىيل  

ة لذلك اان دياستتتتة واهس ايستتتتاليي الييااتتتتية ال  ية إنما يعت ي أميا  .زما   ال  لا  ونتيي

 وايوييا   وصف  شي ا  أو مت ىَّ ا  أساسيا  لدياسة ايساليي الييااية غيي ال  ية 

والا دياستتتتتتنا لىمعاد.ت ال  ية ستتتتتوف نقصتتتتتي اهتمامنا دىى المعاد.ت ال  ية الا       

 متغيييْن وذلك ل ايتنا إليها الا  عض الت  يقات ا.قتصادية الا هذا الفصل والفصول التالية 
 

 المعادلات الخطية في متريريْن:
Linear Equations in Two Variables 

 

 لىمعادلة ال  ية الا متغيييْن هلا:الصوي  العامة 
 

H  +F   = 
 

 أو  ىيهما . يساو  الصفي  Fأو  Hثوا ت،    HF    ،، يث:  
 

وهنا تىزس ارشاي  إلى أن المعادلة ال  ية هلا معادلة من الديية ايولى أ  أن اي  ل ل من  

، أو أن  1  ولو أن هنتاك متغييا  الا المعتادلتة لت  أ  يزيتد دن  1هو    ،  المتغيييْن  

أو أ  أ  م ي   1المعادلة تشتمل دىى  د يمثل  اصل اتتتتيي متغيييْن  ل منهما ل  اي   

   ( اان المعادلة  ينئتتتتتتتتذ . تعت ي   ية  هذا وتستتتمى الثوا ت 3)دىى ستتت يل المثال:  

H  ،F  ،    الا المعتادلتة  تالمَعىمَتاتParameters  وايمتا يىلا  عض ايمثىتة لمعتاد.ت   يتة   

 الا متغيييْن:

 

 المعادلة

3 -  2   =5 

4   +3   =2 

2   =3 

 المعلمــات

H   F   
3    -2    5 

4     3     2 

2     0     3 
 

 هذا ولو  ان لدينا معادلة   ية دىى الصوي :
 

H  +F   + صفي = 
 

( والتلا ت قق تىتتتتك المعادلتتتتة  والا  ، اان  ل هذ  المعادلة يعنى إيياد أزواج القيس )

( التلا يم ن ااتيااها وت قق  ، واقع ايمتي، اان هناك دددا  .نهائيا  من أزواج القيس )

المعادلة  و. يم ننا ت ديد قيس أ  زوج إ. إذا ااتياتتنا قيمة ي د المتغيييْن ثس دواتتنا دنها  

الا المعتتادلتتة وأويتتدنتتا قيمتتة المتغيي اأ ي المنتتايي  لهتتا  وهتتذ  ال ييقتتة تفتيض أن  لأ 

 صفي  F صفي،  H ن مويود الا المعادلة، أ  أن: المتغيييْ 
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 والمثال التاللا يوا  ذلك:
 

 (:7مثال )

 إذا  ان لدينا المعادلة التالية:     

2  +3  =12 

 المطلوب:

    =3 دد زوج القيس الذ  ي قق المعادلتة دندما  -1

    =4ما هو زوج القيس الذ  ي قق المعادلة دندما  -2
 

 الحــل:

 نيد أن:   =3دندما  -1

2  ×3  +3  =12 

3  =12 – 6  =6    ،  =2 

 (2، 3أ  أن زوج القيس هو: )
 

 نيد أن:   =4دندما  -2

2  +3  ×4  =12 

2      ،   صفي = صفي = 

 (4أ  أن زوج القيس هو: )صفي،        

 ( ي قق المعادلة 4( و )صفي، 2، 3أ  أن  لًأ  من زويلا القيس )       
 

 

 

 ملحوظة هامة:

العتدد اللأنهتائلا من أزواج القيس التلا ت قق معتادلتة من التدييتة ايولى الا متغيييْن يتنتلا        

نتيية لويود معادلة وا د  ومتغيييْن  أ  أن ددد المعاد.ت المستقىة يقل دن ددد المتغييات  

ت قق    )المياهيل(، وهلا ال الة التلا يم ن أن نواي  ايها  عدد . نهائلا من قيس المتغيييْن التلا

 ااتياض قيمة ي د المتغيييْن ثس  ستتتتاي   – ما ذ ينا من ق ل  –المعادلة  و. ينتلا ذلك إ.  

 القيمة المنايي  لها لىمتغيي اأ ي 
 

 التمثيل البياني للمعادلات الخطية في متريريْن:
Graphing Two – Variable Linear Equations: 

 

 يم ن تمثيل المعادلة ال  ية الا متغيييْن     مستقيس وذلك  ات اع ال  وات التالية:      
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والم وي اليأسلا    الم وييْن اياقلا واليأسلا   يث يمثل الم وي اياقلا المتغيي    ارسم -1

   المتغيي  
 

د -2 زوييْن من القيس التلا ت قق المعادلة وذلك  ال ييقة السا تق شي ها، ثس دين مواع    حد ِّ

( لها  ،   ل زوج من القيس دىى اليسس  . ي أن  ل زوج من القيس سيمثى  نق ة ) 

 سينلا أو.   إ داثيان سينلا وصاد  )أ  أاقلا ويأسلا(، وي ذ ي ار داثلا ال
 

ل -3   ين النق تيْن     مستقيس   صِّ
 

 

ال   المستقيس ممتدًا  الا ا.تياهيْن إلى ما  عد النق تيْن وذلك  س ما تقتاي  الايوي ،    اجعل   -4

 أو إلى ال د الميغوي اي  والذ  ي قق الغيض الذ  من أيى  تس يسس هذا ال    
 

 وهنا تىزس ارشاي  إلى ما يىلا: 

النق ة   • تمثل  أ   )الم وييْن(،  المتغيييْن  من  ل ل  صفي  القيمة  تمثل  ايصل  نق ة   أن 

 )صفي، صفي(  

وقيمتة    أن أ  نق تة تقع دىى ال   المستتتتتتقيس ي ون لهتا إ تداثيتان يمثلأن قيمتة المتغيي  •

دىى التيتيتي  وقيس المتغيييْن دنتد هتذ  النق تة ت قق المعتادلتة مثىهتا مثتل أيتة    المتغيي  

 نق ة أ ي  تقع دىى هذا ال   

 = صتتتتتفي ثس نويد قيمة   أن أستتتتتهتل  ييقتة لت تديد النق تيْن هو أن نفتيض أن:   •

المنايي ، ولت تتتتن      عدها نفتيض أن: ص = صفي ثس نويد قيمة  Hالمنايي ، ولت ن  

F ،صفي( وهنتا اان النق تين هما  H( و )F )صفي ، 

إذا  تان من المم ن ادت تاي أ تد المتغيييْن متغييا  تتا عتا  )أ  يتتنثي  تالمتغيي اأ ي( واأ ي   •
متغييا  مستتتتتقلأ  )أ  يؤثي الا المتغيي اأ ي(، اان المتغيي التا ع داد  ما ي يمز ل   اليمز  

 ويمثىت        اليمزويمثىت  الم وي اليأستتتتتلا، وأمتا المتغيي المستتتتتتقتل اي يمز لت   ت  
 الم وي اياقلا 

 

 (:8مثال )

 6  +3  =12مثًتل المعادلة ال  ية التالية  يانيا :   
 

 الحــل:

المنايي   ثس نفتيض   = صتتتفي مي  ثس نويد قيمة   لت ديد النق تين ددنا نفتيض        

 المنايي   = صفي ونويد قيمة  أن 

 = صفي  واع   

∴  3  =12          و  =4 

 = صفي  واع   
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     ∴ 6  =12          و  =2 

∴  ( هما  المستقيس  ال    ت ددان  الىتان  ) 4،  0النق تان  و  ذلك  0،  2(  ويوا     ) 

 (  1  - 1الش ل )
 

 
  (1  –  1الشكل )

 6   +3   =12التمثيل البياني للمعادلة: 
 

 

 وهنتا نؤ تد مي  أ ي  أن  تل نق تة تقع دىى ال   المستتتتتتقيس الميستتتتتوس ي قق إ تداثيتاهتا  

( المعتادلتة  و يتث أن ال   المستتتتتتقيس يقع دىيت  دتدد . نهتائلا من النق ، اتان هتذا  ،  )

 ( التلا  ،  نهائيا  من أزواج القيس )يؤ تتتتتتتتد ما ستتت ق وأن أشتتتينا إلي   نن هناك دددا  .  

 ت قق المعادلة 

 (:9مثال )

 مثًتل المعادلة ال  ية التالية  يانيا :

4 – 5 صفي = 

 الحــل:

 = صفي = صفي  ،  نيد أن   واع   

   =4،  نيد أن     =5 واع   

 ( 2 – 1(، ويوا  ذلك الش ل )4، 5النق تان هما: )صفي، صفي( و ) ∴
 

ومن هتذا المثتال يم ننتا أن ن يج  نتييتة مهمتة وهلا أن أ  معتادلتة   يتة الا متغيييْن دىى      

 = صتتتفي يمثىها    مستتتتقيس . د وأن يمي   = صتتتفي، أ  أن:   H  +Fالصتتتوي :  

  نق ة ايصل 
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واأن، و تى . نستتتتتيستتتتل الا ستتتتيد أموي قد . تعنينا  ثييا  ايما  عد دند دياستتتتتنا        

لمواتتودات هذا ال تاي  ستتوف ني ز اهتمامنا دىى  عض المفاهيس المتعىقة  المعادلة ال  ية  

لا ني  أن لهتا متدلو.ت اقتصتتتتتاديتة يت تس دىى  تل قتايئ أن يتديك معنتاهتا  الا متغيييْن  والت

ويفهس ا واها وصتتتو.  لى قيقة . ستتتواها، تاي ين الا ذلك يواني  ثيي  لىمعاد.ت ال  ية،  

يواني ي ما ت يج دن ن اب ما نهدف إلي  من ت  يق ايستتتتتاليي الييااتتتتتية دىى ميا.ت  

 ا.قتصاد الم تىفة 

 
 ( 2  –  1الشكل )

 = صفر  4  – 5التمثيل البياني للمعادلة: 

 

 ومن هذا المن ىق سوف نتناول اأن  الدياسة  لًأ  من المواودات التالية:

 اليز  المق وع من الم وي السينلا  •

 اليز  المق وع من الم وي الصاد   •

 ميل ال   المستقيس  •

 المستقيس  معىومية:ت ديد معادلة ال    •

 نق تان تقعان دىى ال   المستقيس  −

 ميل ال   المستقيس ونق ة تقع دىي   −
 

 X-Interceptالجزء المقطوع من المحور السيني:     

اليز  المق وع من الم وي الستتتتتينلا لمعتادلتة   يتة هو النق تة التلا يق ع ال   دنتدهتا        

 = صفي  الم وي السينلا  وهو يمثل زوج القيس الذ  ن صل دىي  دندما 
 

 Y-Interceptالجزء المقطوع من المحور الصادي:     

اليز  المق وع من الم وي الصتتتتتاد  لمعتادلتة   يتة هو النق تة التلا يق ع ال   دنتدهتا        

 = صفي  الم وي الصاد   وهو يمثل زوج القيس الذ  ن صل دىي  دندما 
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 (:10مثال )

أويد اليز  المق وع من الم وي الستتتينلا واليز  المق وع من الم وي الصتتتاد  وذلك       

 ( 8لىمعادلة الوايد  الا مثال )
 

 الحــل:

اليز  المق وع من الم وي الستتتينلا واليز  المق وع من الم وي الصتتتاد  مواتتت ان        

(  وهتذا  4،  0)  ( و0،  2( وهمتا دىى التيتيتي: )8( الا مثتال )1  –  1دىى الشتتتتت تل ال يتانلا )

( يق ع الم وي الستتينلا الا نق ة  8يعنى أن ال   المستتتقيس الممثل لىمعادلة المع ا  الا مثال )

،  ينما يق ع الم وي الصتاد  الا نق ة ت عد دن نق ة ايصتل 2ت عد دن نق ة ايصتل  مقداي  

  4 مقداي 
 

= صفي  أ  أن  تس   = صفي ثس  واتتتع   ( تس ت ديد النق تتتتيْن  واتتتع  8والا مثال )

ت ديد هذين اليزئيْن ق ل تمثيل المعادلة  يانيا   هذا مع اي ذ الا ا.دت اي أن  يم ن يستس ال   

 المستقيس دن  ييق ت ديد أ  نق تيْن أ يييْن . يويد الا إ داثيات أ  منهما القيمة صفي 
 

 (:11مثال )

اليز  المق وع من الم وي الستينلا واليز  المق وع من الم وي الصتاد  لىمعادلة   أويد       

 ( 9الوايد  الا مثال )
 

 الحــل:

من الواات  أن ال   المستتقيس الممثل لتىك المعادلة يمي  نق ة ايصتل )صتفي، صتفي(         

لذلك اان اليز  المق وع من  ل من الم وييْن وا د وهو )صتفي، صتفي(  أ  أن  لي  هناك  

 ( 2 – 1يز  مق وع من  ل من الم ويين )الش ل: 

لها يز  مق وع من الم وي الستتتتينلا  هذا وييي التنوي  إلى أن المعادلة ال  ية الا متغيييْن  

ويز  مق وع من الم وي الصتتتتتاد  متا دتدا  تالتيْن  تاصتتتتتتيْن نيتد أن لىمعتادلتة ايهمتا يز ا  

 مق ودا  من م وي وا د اق   وهاتان ال التان هما:

=  ،    =  H= صفي، اان المعادلة تن ذ الصوي :   Fدندما   -
H

 

 أ  أن المعادلة تن ذ الصيغة: 

= ل  ،  ل =        
H

 مقدار ثابت   

والا هتذ  ال تالتة ي ون ال   المستتتتتتقيس مواز  لىم وي الصتتتتتاد   و تذلتك ي ون هنتاك يز  

مق وع من الم وي الستتينلا اق  ويمثى  النق ة )ل، صتتفي(، و. ي ون هناك يز  مق وع  

 (، د([ 3 – 1من الم وي الصاد  ]الش ل )
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=  ،    =  F= صفي، اان المعادلة تص   دىى الصوي :   Hدندما   -
  F

     

 و المثل، ااننا نيد أن المعادلة تن ذ الصيغة:  

= ل  ،  ل =         
  F
 مقدار ثابت 

وي ون ال   المستتقيس الا هذ  ال الة مواز  لىم وي الستينلا  و ذلك ي ون هناك يز  مق وع  

 ينمتا . ي ون هنتاك يز  مق وع من  من الم وي الصتتتتتاد  ويمثىت  النق تة )صتتتتتفي، ل(  

 (، يت[ 3 – 1الم وي السينلا ]الش ل )
 

 Slopeالميــــل:  

يم ن معياتتة  صائص  دن   –ما ددا ال  و  اليأسية )العمودية(   –إن أ     مستقيس        

 ييق معياتة ميىت   ويقصتتتتتد  ميتل ال   المستتتتتتقيس دييتة ان تداي ، ايتفتادتا  أو ه و تا ،  ىمتا 

ت ي نا من اليستتتتاي إلى اليمين   ول الم وي الستتتتينلا  هذا والمعدل الذ  ييتفع    ال   أو  

 س  ميل هذا ال   يه   إنما يقي

هتذا وميتل ال   المستتتتتتقيس قتد ي ون موي تا  أو ستتتتتال تا  أو مستتتتتاو  لىصتتتتتفي أو غيي م تدد 

Undefined وال   ذو الميتل المويتي ييتفع من اليستتتتتاي إلى اليمين، أ  ي ون الا  تالتة  

  ،  معنى أنت   ىمتا زادت ،  صتتتتتعود  ومثتل هتذا ال   يع ي دن دلأقتة  يديتة  ين  

(، أ[  وأما ال   ذو الميل الستتالي اان  يه   من  3  –  1والع   صتت ي  ]الشتت ل ) زادت 

والع     نقصتتتت    اليستتتاي إلى اليمين أ  ي ون الا  الة ه و   وهنا اان   ىما زادت 

الا  الة ال   ذ  الميل (، ي[  و3  –  1صت ي ، أ  أن العلأقة  ينئذ ت ون د ستية ]الشت ل )

ثا تة    أو نقصتتانها تيل   المستتاو  لىصتتفي، اان  ي ون   ا  أاقيا   ودندئذ اان   زياد   

[   (، يتتت3 –  1= ل، ل ثا ت ]الش ل ) ويع ي دتتتن هتتتذ  ال التتتة ال اصة ال   المستقيس  

= ل، اتان ميتل ال      وأمتا الا  تالتة ال   العمود  والتذ  تتن تذ ايت  المعتادلتة الصتتتتتوي :  

ثا تة اان  . يم ننا مشتتتاهد    (، د[   يث أن   الما أن  3 –  1ي ون غيي م دد ]الشتتت ل )

 ( ال ا.ت الم تىفة ل   المستقيس 3 – 1  ويوا  الش ل )دند تغيي سىوك 
 

هذا وي قا  ميل ال   المستتتقيس  عدد  قيقلا   ما أن إشتتاي  الميل تشتتيي إلى ما إذا  ان ال   

وأما مقداي )القيمة الم ىقة(    صتتاددا  أس ها  ا  )مي  أ ي  مت ي ين من اليستتاي إلى اليمين( 

 تغيي قيمة    لىميل ايشيي إلى ديية ان داي ال     ما ي  ينا الميل إلى أ   د تتغيي قيمة  

نتيية الت يك من نق ة ي ي  مقستتوما  دىى      يث أن الميل يقي  نستت ة التغيي الا  

نتييتة      و ع تاي  أ ي ، اتان الميتل يشتتتتتيي إلى مقتداي التغيي الا   التغيي المنتايي الا  

+  Hل   المستتتقيس:   مقداي و د  وا د   ومن النا ية ال ستتا ية، اان ميل ا لىتغيي الا  
F = :يم ن قياس   ما يىلا 
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   ميل الخط المستقيم =
− معامل 

معامل  
 

 
 

 يتل الزاويتة التلا يصتتتتتنعهتا ال   المستتتتتتقيس مع    –من النتا يتة الهنتدستتتتتيتة    –وهو يقي   
 الم وي السينلا 

 

 زادت   كلما زادت 

 
 أ (  )    

 ميل موجب                                 

 نقصت   كلما زادت 

 
 (ب)    

 ميل سالب     

 

 

 (    =ثابتة ) تظل   كلما زادت أو نقصت 
 

 
() 

 الميل = صفي

  ثابتة برض النظر عن قيمة (   = ) 
 

 
 )د(

 الميل غيي م دد 

 ( 3  –  1الشكل )
 الحالات المختلفة لميل الخط المستقيم 

 

ودىى س يل المثال، اان يل الزاوية التلا يصنعهتتتا ال   المستقيتتتتتتس الممثل لىمعادلة المع ا  

( يستاو :  8الا مثال )
6-

 3 
 مقداي و د  وا د  نقصتت      وهذا يعنى أن   ىما زادت  2-=   

يفيتتد  تتنن مقيتتا  الزاويتتتتتتتتتتتة هتتتتتتتتتتو:      مقتتداي و تتدتيْن، والع   صتتتتت ي    متتا 
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تقيي ا  )يم ن استت داس األة ال است ة الا هذا الشنن(  وهذا يعنى أن ال     116,6°=   -1-2

 ([ 1 – 1تقيي ا  ]يايع الش ل ) °116,6المستقيس يصنع مع الم وي السينلا زاوية مقدايها 
 

وهنا يم ن لىقايئ ت  يق مفهوس الميل  يل لىزاوية التلا يصتنعها ال   المستتقيس مع الم وي    

يساو     °180(   يث ييد أن يل الزاوية  3  -1السينلا دىى ال التين )يتتتت(، )د( الا الش ل )

 يساو  مقدايا  غيي م دد ° 90أن يل الزاوية [،  ينما ييد (، 3 –1الصفي ]الش ل )
 

  هذا ويم ن إيياد ميل ال   المستتتقيس  معىومية نق تيْن يمي  هما هذا ال  ، أ  نق تيْن ت ققان

( و) 1، 1)  ال   المستتتتقيس يمي  النق تيْن  المعادلة التلا يمثىها ال   المستتتتقيس  ااذا  ان

 ( اان ميل هذا ال   يم ن إيياد   است داس الصيغة التالية:2، 2
  

1( =  lالميل )  2

1 2

  
   

 

 ولعل المثال التاللا يوا  ذلك 
 

 (:12مثال )

(، مستتت دما  الا ذلك 9ا ستتي ميل ال   المستتتقيس الذ  يمثل المعادلة المع ا  الا مثال )      

  ييقتيْن م تىفتيْن ثس اسي ما ت صل دىي  من نتائج 
 

 الحــل:

 ال ييقة ايولى:

الميل =       
− معامل 

معامل  
  =

4-

 5- 
  =0.8 

 

 ال ييقة الثانية:

1الميل =       2

1 2

  
   

 

 (، اان:4، 5و يث أن  تس إث ات أن ال   المستقيس يمي  النق تيْن )صفي، صفي( و )

الميل =      
 4 − صفي

5  − صفي
  =

4-

 5- 
  =0.8 

 

 السا قة وهلا نف  النتيية 

 تزيتد أياتتتتتا  ول ن     مقتداي و تد  وا تد  اتان    وتعنى هتذ  النتييتة أنت   ىمتا زادت  

 و د   0.8 مقداي 
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 = صفي  4 - 5 ما تشيي هذ  النتيية  نن ال   المستقيس الممثل لىمعادلة: 

 تقيي ا   °38,7=  0.8-1يصنع مع الم وي السينلا زاوية مقدايها: 
 

 (:13مثال )

(، مستتت دما  الا ذلك 8ا ستتي ميل ال   المستتتقيس الذ  يمثل المعادلة الم يَّنة الا مثال )      

 نق تيْن يمي  هما هذا ال   
 

 الحــل:

يمي    6   +3   =12( أن ال تت  المستقيس الممثتتل لىمعادلة 8أث تنتتا من ق تتل الا مثال )      

 ذا ال    ما يىلا:(  و ذلك يم ن  ساي ميل ه4، 0( و )0، 2 النق تيْن )

1الميل =  2

1 2

  

  
 

  =
 4 − صفي

صفي − 2
  =

4

 2- 
 =-2 

 وهلا نف  النتيية التلا  صىنا دىيها من ق ل 
 

 إيجاد معادلة الخط المستقيم بمعلومية نقطتيْن أو نقطة واحدة والميل:  

( اتانت  يم ن إييتاد المعتادلتة 2،   2( و)1  ، 1إذا مي ال   المستتتتتتقيس  تالنق تيْن )      

 يمثىها هذا ال   وذلك  است داس أ  من الصيغتيْن التاليتيْن:التلا 

  1

1

  

  
 = 1 2

1 2

  

  
 

2 أو         

2

  

  
 = 1 2

1 2

  

  
 

 

المستقيس  لذلك اان  يم ن إيياد  . ي أن ال يف اييسي الا  ل من الصيغتيْن يمثل ميل ال    

 ( ونق تتة وا تتد  يمي  هتتا هتتذا ال  ، ولت ن  lمعتتادلتتة ال   المستتتتتتقيس  معىوميتتة الميتتل )

 (، وذلك واقا  لىصيغة التالية:1، 1)
 

1( =  lالميل ) 

1

  

  
 

 

 ولعل المثاليْن التالييْن يوا ان ذلك 
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 (:14مثال )

 ( 5-،  2( و )10،  3 -يمي    مستقيس  النق تيْن: )     

 المطلوب:

 (  إيياد معادلة ال   المستقيس 1)

 (  ا سي ميل ال   المستقيس مست دما  الا ذلك:2)

 ( 1المعادلة الم سو ة الا )  -      

 النق تان الىتان يمي  هما ال   المستقيس   -      

 ثس تن د من أن الميل وا د الا ال التيْن، مفسيا  النتيية التلا  صىت دىيها       
 

 الحــل:

2 يث أن:  (1) 

2

  

  
  =1 2

1 2

  

  
 

اان:         
( )5-   

2   
  =

( )
10  5-

3 -   2 
  =15-

 5 
  =-3 

أ  أن:       
5  

2   
  =-3 

            +5  =- 3  +6 

 معادلة ال   المستقيس هلا: ∴
 

3  +  =1 

 واقا  لىصيغة:ويم ن إيياد المعادلة   ييقة أ ي  
 

 1

1

  

  
  =1 2

1 2

  

  
 

( )
10  

3 -    
 

 3-تس إث ات أن ال يف اييسي يساو      3 -=  

 – 10  =-3 - 9 

 3  +  =1أ  أن:      

 وهلا نف  النتيية السا قة 
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 ميل ال   المستقيس: (2)

  است داس المعادلة: -      

الميل =          
− معامل 

معامل  
  =

3 -

 1 
  =- 3 

 

  است داس النق تيْن: -      

1الميل =           2

1 2

  

  
 تس إث ات ذلك من ق ل     3 -=  

 

 الميل وا د الا ال التيْن أ  أن 
 

 

 و د  وا د ، أد  ذلك إلى نقصان    ، اان ذلك يعنى أن   ىما زادت 3  - يث أن: الميل =  

 مقداي    يتيتي دىي  نقصتتتان الا    مقداي ثلأث و دات  أ  أن  ل و د  زياد  الا  

 و دات  3
 

 (:15مثال )

(  أويد معادلة هذا ال  ، ثس تن د من  4  -،  3ويمي  النق ة )  2   مستتتقيس ميى  يستتاو         

  است داس المعادلة التلا ت صل دىيها   2أن ميل ال   هو 
 

 الحــل:

1( =   l يث أن: الميل ) 

1

  

  
 

∴ 2    =
4

3  
  

 

2 – 6  =  +4  2،  وهذا يع لا –   =10 

 أ  أن معادلة هذا ال   هلا:

2 –   =10 

وي ىغ ميل هذا ال  :  
− معامل 

معامل  
   =

2-

 1- 
  =2 

 المثال وهو مقداي الميل المع ى الا 
 

و عد أن استتتعياتتنا  الدياستتة يواني دد  لىمعاد.ت، اان  من الملأئس أن نتعيض اأن        

إلى ت  يق أسىوي المعاد.ت دىى  عض اليواني ال اصة  ميا.ت ايدمال دموما  )اقتصاد، 

ثىى المتعىقة  تىك الميا.ت   م اس ة، إداي ( وذلك  هدف الوصول إلى القيايات الم 
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 ً  : تطبيقات في مجالات الأعمال )المعادلات(خامسا

الا تنتاولنتا لىت  يقتات ا.قتصتتتتتاديتة ستتتتتوف نتن تذ الا ا.دت تاي  عض اليوانتي المهمتة الا       

 ا.قتصاد والم اس ة وارداي  والتلا نذ ي منها: 

 معد.ت اييوي –استهلأك اأ.ت  –سياسة التسعيي  –ا.ستثماي  –ارنتاج الم تى  
 

 مثتل منهينتا هنتا الا ديض مثتال ت  يقلا ل تل ميتال من تىتك الميتا.ت  وستتتتتوف يت      

 المشاي إليها 
 

 Production Mix     الإنتاج المختلط: -1

 (:16مثال )

سادة دمل     200تنتج شي ة نوديْن من المنتيَات  وت ىغ سادات العمل المتا ة أس وديا         

ستادات دمل،  ما تت ىي  ل و د  من المنتجَ    4ااذا  انت  ل و د  من المنتجَ ايول تت ىي  

 ستتادة دمل  ااذا يغ ت إداي  الشتتي ة الا استتتعمال ال اقة القصتتو  لستتادات    2.5الثانلا  

  ة العمل المتا

 المطلوب:

و د      أويد المعادلة التلا تواتتت  استتتت داس يميع ستتتادات العمل المتا ة الا إنتاج   (1)

 و د  من المنتجَ الثانلا  دىى المنتجَ ايول و

الصتاد ،   دد  لأا من اليز  المق وع من الم وي الستينلا واليز  المق وع من الم وي   (2)

 ثس  ين د.لة  ل منهما من النا ية ا.قتصادية 

 (  ثس  يًتن د.لت  اقتصاديا  1أويد ميل ال   المستقيس الذ  يمثل المعادلتة الم سو ة الا ) (3)

و تد  من   60متا هو دتدد الو تدات التذ  يم ن إنتتايت  من المنتجَ ايول الا  تالتة إنتتاج   (4)

 المنتجَ الثانلا 

منتجَ وا د اق ، ما هو ال د ايقصى لى مية التلا يم ن أن تنتيها  إذا قييت الشي ة إنتاج   (5)

 من المنتجَ ايول 
 

 الحــل:

 و د  من المنتتَج ايول  دتدد سادتات العمل التلا يت ى ها إنتاج  (1)

                =4  ×  =4  

 و د  من المنتجَ الثانلا  ددد سادات العمل التلا يت ى ها انتاج     

                =2.5  ×  =2.5  

 و يتث أن الشتتتتتي تة تيغتي الا استتتتتت تداس يميع ستتتتتادتات العمتل المتتا تة، اتان المعتادلتة     
 الم ىو ة هلا:

 

               4  +2.5  =200 
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 القيمة صتتفي   اليز  المق وع من الم و الستتينلا يم ن ال صتتول دىي   التعويض دن    (2)

 ( 1الا المعادلة الم سو ة الا )

    4  +2.5  = 200× صفي 

   ∴            =
200

4
  =50 

، صتتتتفي(، وهو يعنى أن  لو أيادت 50أ  أن اليز  المق وع من الم وي الستتتتينلا هو: )

الشتي ة استت داس يميع ستادات العمل الا إنتاج المنتجَ ايول اقتتتتتت  اان  مية ارنتاج ت ىغ  

و تد ، هتذا الا الوقتت التذ  . ي ون هنتاك إنتتاج   50 تدهتا ايقصتتتتتى من هتذا المنتجَ وهو  

 لىمنتجَ الثانلا 

 القيمة صتتتتفي الا   اليز  المق وع من الم وي الصتتتتاد  يم ن ت ديد   التعويض دن  

 ( 1الم سو ة الا )المعادلة 
 

   =200×  2.5× صفي +  4       

∴       =,
200

25
  =80 

(، وهو يشتتتيي إلى أن  لو 80أ  أن اليز  المق وع من الم وي الصتتتاد  هو: )صتتتفي، 

أيادت الشتتتي ة استتتتغلأل يميع ستتتادات العمل المتا ة الا إنتاج المنتجَ الثانلا اق  اانها  

و تد  من هتذا المنتجَ، هتذا الا الوقتت التذ  ينعتدس ايت  ارنتتاج تمتامتا  من  80 ينئتذ  ستتتتتتنتج  

 المنتجَ ايول 
 

  يث أن المعادلة هلا: (3)

4  +2.5  =200 

الميل = 
− معامل 

معامل  
  =,

4-

25
  =-1,6 

إلى أن  الا  الة استتت داس يميع ستتادات العمل اان زياد  المنتجَ ايول  و د   وهو يشتتيي  

 و د  الا المتوس   1.6وا د  تؤد  إلى نقص الا المنتجَ الثانلا  مقداي 
 

و تد  من المنتجَ الثتانلا، اتان دتدد الو تدات التلا يم ن إنتتايهتا من    60الا  تالتة إنتتاج    (4)

 دات العمل المتا ة يت دد  ما يىلا:المنتجَ ايول الا  الة است داس يميع سا

4  +2.5  ×60  =200  :4، وهذا يع لا  =200 – 150  =50 

∴     =
50

 4 
 و د    12.5=   
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و تد  من المنتجَ    60أ  أن ال ميتة التلا يم ن إنتتايهتا من المنتجَ ايول الا  تالتة إنتتاج  

 و د   12.5الثانلا هلا 
 

(  أ  أن ال د ايقصتتى الم ىوي 2تمت اريا ة دىى هذ  النق ة اتتمنيا  الا الم ىوي )  (5)

 و د  من المنتجَ ايول  50هنا هو 
 

 Investmentالاستثمــار:    -2

 (:17مثال )

تستتعد شتي ة   يي  لتنييي الستيايات لشتيا  ستيايات يديد  لىعاس القادس  وقد يصتدت هذ        

مىيون يني  لشيا  نوديْن من السيتتايات  ااذا  ان سعي السياي  من    20الشي ة م ىغا  مقداي  

يني   و ان ددد   50000يني ،  ينما سعي السياي  من النوع الثانلا    75000النوع ايول هو  

، وددد الستيايات المشتتيا  من النوع الثانلا  ايات المشتتيا  من النوع ايول يستاو   الستي

  يساو  

 المطلوب:

  20صتتياغة المعادلة التلا تواتت  أن إيماللا المنفق دىى شتتيا  الستتيايات اليديد  هو   (1)

 مىيون يني  

 د.لت  ا.قتصادية إيياد الميل، موا ا  (2)

 ت ديد اليز  المق وع من الم وي السينلا مع تفسيي  اقتصاديا   (3)
 

 الحــل:

  يث أن: (1)

 ددد السيايات من النوع ايول × سعي السياي  من هذا النوع + ددد السيايات من النوع      

 ، اان المعادلة هلا:20000000الثانلا × سعي السياي  من هذا النتوع = 

75000  +50000  =20000000 

الميل = ( 2)
− معامل 

معامل  
  =

75000-

50000
  =-1,5 

 

وهذا يشتيي إلى أن  دند  ل زياد  مقدايها ستياي  وا د  الا ددد الستيايات المشتتيا  من  

ستياي     1.5النوع ايول ستوف ين فض ددد الستيايات المشتتيا  من النوع الثانلا  مقداي  

ايمي أقيي إلى الفهس، ددنا نقول إن  دند  ل زياد  الا ددد  الا المتوستتتت   و تى ي ون  

الستيايات المشتتيا  من النوع ايول  مقداي سيايتيْن سوف ينقص ددد السيايات المشتيا  

 من النوع الثانلا  مقداي ثلأث سيايات 
 

 اليز  المق وع من الم وي السينلا يت دد  ما يىلا: (3)

75000   +50000  = 20000000× صفي 
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=   أ  أن:   
20000000

75000
 =266.7 

 

 ، صفي(266.7اليز  المق وع من الم وي السينلا هو: ) أ  أن

وهذا يعنى أن  لو قييت الشتتي ة إنفاب الم ىغ  ى  دىى شتتيا  ستتيايات من النوع ايول  

 سياي   266.7اق  اان  يم نها  ينئذ شيا  
 

 Pricing Policy     سياسة التسعير: -3

 (:18مثال )

 تاي  ومن    20000اان  يستت يع  يع  ينيها لى تاي الوا د    20لو  اع ناشتي أ د ال تي  ستعي  

   ي  الناشي السا قة، اان  يعىس أن  ل يني  زياد  الا سعي ال تاي يؤد  إلى نقص ددد ال تي 

  تاي  500الم  ادة  مقداي 

 المطلوب:

  الناشتتتي ال تاي الوا د  تى ي قق د لأ   ىيا  مقداي  ما هو الستتتعي الذ  ييي أن ي يع        

 يني   425000
 

 الحــل:

 يني   نفتيض أن الزياد  الا سعي ال تاي =      

 +  20السعي اليديد لى تاي =  ∴

  ينئذ اان ددد ال تي التلا يم ن أن ت اع واقا  لىسعي اليديد هو:

20000 – 500    تاي  

 ال تاي الوا د × ددد ال تي الم  ادة الد ل ال ىلا = سعي 

 (()20000 – 500+  20= ) 425000أ  أن: 

 و ذلك ن صل دىى:  

2 – 20  +50 صفي = 

  =
( )

( )

  −
 

2
2050 1 20

1 2

4      
 

                 =
 

 ينيها تقيي ا   17=    5 2 10
  

  ينيها   37=  17+  20أ  أن: السعي اليديد لى تاي = 
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ينيهتا   تى ي قق د لأ  مقتداي    37وه تذا اتانت  دىى النتاشتتتتتي أن ي يع ال تتاي الوا تد  ستتتتتعي 

 يني   425000
 

       Machine Depreciation  استهلاك الآلات: -4

دندما تقتتتوس شي تتتة  شيا  ملة أو أ  شلا  م ي ينديج ت ت مسمتتتى "ايصول الثا تة"        

ىون قيمة هذ  األة الا  ند ايصتول الثا تة الا  يان   مثل المعدات والم انلا، اان الم است ين يد  ت

  الميزانية  والا السنتتتتتتوات التالية، اان  من ال  يعلا أن تتناقص قيمة هذ  ايصول الثا تة سنة

 عد أ ي  نتيية للأستتتتتعمال  وهذا التناقص التديييلا الا قيمة ايصتتتتل الثا ت هو ما ي ىق  

   Depreciationدىي  ا.ستهلأك )ارهلأك(، أو ا.ن فاض الا قيمة ايصل نتيية ا.ستعمال  

ومن ال يب الشتتائعة الا تقديي  مية ا.ستتتهلأك )ا.ن فاض الا قيمة ايصتتل الثا ت( إنقاص  

قداي ثا ت ستنويا    يث يت ول ايصتل الثا ت الا قيمت  إلى ستعي ال يد  الا نهاية  قيمة األة  م

 Straight-Lineالعمي المقدَّي ل   السنوات  وهذا ما ي ىق دىي  ا.ستهلأك واقا  ل   مستقيس  

Depreciation"التتداتييتتة "القيمتتة  نق تتة زمنيتتة م تتدد   الا  األتتة  قيمتتة     وي ىق دىى 

Book Value  
 
 

 (:19)مثال  

( ألة  معدل   لا د ي ستتتتنوات دميها  ااذا من المتوقَّع أن تتناقص القيمة النقدية )      

يني ،    18000= صتتفي )أ  دند الشتتيا ( هو    ان ستتعي هذ  األة دند النق ة الزمنية  

 يني   14500وسعيها  عد ميوي داس سوف ي ون 
 

 المطلوب:

 ت ديد المعادلة التلا توا  العلأقة  ين قيمة األة ودميها  (1)

 (، ثس تفسيي الد.لة ا.قتصادية ل  1إيياد ميل المعادلة الم سو ة الا ) (2)

واليز  المق وع من الم وي الصتتتتاد ، ثس  إيياد اليز  المق وع من الم وي الستتتتينلا   (3)

 تفسيي النتيية التلا ت صل دىيها من النا ية ا.قتصادية 

 ما هلا قيمة األة  عد ميوي أي ع سنوات  (4)
 

 الحــل:

 (، اان المعادلة   ( تتناقص  معدل   لا د ي سنوات دميها ) يتث أن قيمة األة ) (1)

 الم ىو ة تن ذ الصوي  التالية:     

     =H  +F  

 دمي األة  السنوات   قيمة األة  الينية   ،      يث:    
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(،  يث  14500،  1( و )18000( هما )صتفي،  2، 2( و )1،  1وهناك نق تان )

 تمثل  ل منهما قيمة ودمي األة الا زمنيْن م تىفيْن )دند الشيا  و عد ميوي داس( 
 

 النق تيْن يم ن إيياد المعادلة دىى الن و التاللا:و است داس هاتيْن 

1

1

  

  
 = 1 2

1 2

  

  
 

18000

0    
   = 18000    14500

0    1
 

18000   = 18000    14500

0    1
 

18000   = 3500-

1
  =3500 

 – 18000  =- 3500 

 أ  أن المعادلة هلا:

  =18000 –  3500 
 

 

 يم ن صياغة المعادلة دىى الصوي : (2)

  +3500  =18000 

اان: الميل = 
− معامل 

معامل  
  =

3500-

1
  =- 3500 

 ويم ن إيياد الميل   ييقة أ ي ،  يث أن:
 

1الميل =   2

1 2

  
  

   =18000 14500

0 1

 
  
   = -  3500 

 

 يني   3500سنة زياد  الا دمي األة تتناقص قيمتها  مقداي وهذا الميل يعنى أن ل ل 
 
 

 اليز  المق وع من الم وي الصاد : (3)

  =18000 – 3500  = 18000× صفي 

 وهو يشيي إلى قيمة األة دندما ي ون دميها مساو  لىصفي، أ  دند شيائها يديد       

 اليز  المق وع من الم وي السينلا:     
 

 3500 – 18000صفي = 

3500   =18000 
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  =18000

3500
  =5.14 

 سنة  5.14وهو يعنى أن القيمة الداتيية للآلة ستص   صفيا   عد ميوي     
 

 4×  3500 – 18000قيمة األة  عد ميوي أي ع سنوات =  (4)

 يني  4000=  14000 – 18000= 
 

 Wage Rates     معدلات الأجور: -5

 (:20)مثال  

ينيت     720ييغتي ييتل أدمتال م تتدئ الا إقتامتة مشتتتتتيوع صتتتتتغيي ت ىغ ت تاليفت  الثتا تتة        

 ستتادة دمل  ل أستت وع     48أستت وديا   و ستتي م    صتتا ي المشتتيوع اان  ي تاج إلى  

نتيَت   زيتاد  قتديهتا   دن الت ىفتة ال ىيتة وأن ت ون أي تا ت     %40 متا أنت  ييغتي الا أن ي  تاع م 

  مساوية لت ىفة العمل
 

 المطلوب:

 ( ما هو معدل اييي لىسادة الذ  ييي أن يت مى  1)
و د  أست وديا ، ما هو الستعي الذ  ييي    70(  ااتياض أن صتا ي المشتيوع قاس  تصتنيع  2)

 دىي  أن ي يع     
 

 الحــل:

 ،م48ت ىفة العمل =  ، اان:l ااتياض أن معدل اييي لىسادة )يني  / سادة( هو  (1)

 ( = الت ىفة الثا تة + ت ىفة العمل )الت ىفة المتغيي ( الت ىفة ال ىية )      

 م48+  720=      

ستتتتتوف نىقى المزيتد من الاتتتتتو  دىى مفهوس الت ىفتة ال ىيتة والت ىفتة المتغيي  الا   ملحوظـة:

 مواع . ق من هذا ال تاي 
 

 ، اان: %40و يث أن صا ي المشيوع ييغي الا أن تزيد الم يعات دن الت ىفة ال ىية  مقداي  

 1.4اريياد =             

 الت ىفة ال ىية  –و يث أن: ايي اح = اريياد 

      =1.4 –   =0.4 

 (م48+  720)0.4=      

 م19.2+  288ايي اح =  أ  أن:    

 و يث أن: ايي اح = ت ىفة العمل 
 

 ااننا ن صل دىى:
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      288=  م19.2 – م48 ∴م  ،  48=  م19.2+  288

 ينيهات  10=  م،      288=  م28.8         
 

 ينيهات دن الستتتتادة الوا د   تى ي قق ما   10أ  أن  دىى صتتتتا ي المشتتتتيوع أن يداع  

 يهدف إلي  
 

  يث أن: (2)

 (م720  +48)1.4  =1.4الد ل =      

     =1.4(720  +48  ×10) 

 يني  1680=  1200×  1.4= 

سعي ال يع لىو د  الوا د  =  ∴
1680

 70 
 ينيها 24=  

 

   المتباينات 

 أولاً: المتباينات وأنواعها

دن ال الة التلا يويد ايها  ميتان غيي متستتتتاويتيْن  ويتس    Inequalitiesت ع ًتي المت اينات        

   وايما يىلا شيح لما تعني   عض أنواع المت اينات >و  <ذلك  است داس يموز المت اينات 
 

 المعنــى                      المتباينـــة  
 " 6أقل من  4"  6 > 4 ( أ)
 "25أ  ي من  "قيمة    > 25 ( ب )
 "10وأقل من  3أ  ي من  "قيمة   < 10 > 3 (ج)

 

 

، وذلتك نييا  ين  تل  يف Strict Inequalityو تل من هتذ  المت تاينتات تعت ي مت تاينتة تتامتة    

من  يالا المت تتاينتتة . يم ن أن يستتتتتتاو  اأ ي  والمت تتاينتتة الا )أ( هلا مت تتاينتتة م ىقتتة    

Absolute Inequality    هو دائما    4 يث أنها دائما  صت ي ة، إذ أن  من المعيوف أن اليقس

اهلا المت تاينتة التلا    Conditional Inequality  وأمتا المت تاينتة الشتتتتتي يتة  6أقتل من اليقس  

 ت ون صت ي ة الا يل شتيو  معينة  االمت اينة الا )ي( ت ون صت ي ة اق  دندما تن ذ  

 ، اتان المت تاينتة ت ون صتتتتت ي تة، وأمتا إذا  تانتت 60=      اىو  تانتت  25قيمتة أ  ي من  

( هلا ما تستتتمى  المت اينة  جاانها ت ون غيي صتتت ي ة  وأ ييا  اان المت اينة الا )  10=   

  Double Inequalityالمزدوية 
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ي المت اينات دمىية المقاينة  ين ايدداد  ويوات  الشت ل التاللا    ايدداد ال قيقية   هذا وت يستًت

Real Number Line    والذ  يستتت دس الا هذا الشتتنن  اىو  ان لدينا دددان  قيقيان،   HF ،
 دىى    ايدداد ال قيقية  Fسوف تقع دىى يساي  H، اان H < Fاان  لو  انت 

 

 

 

 

 
 

 

 ، اان  لأا من التع ييات التالية تع ي دن نف  المعنى:H < Fولو  انت 

•  H  أقل منF •  F  أ  ي منH  
•  H < F  •  F > H  
•  H - F <  صفي •  F - H >  صفي 

 

•  H  تقع دىى يسايF  دىى    ايدداد ال قيقية 
•  F  تقع دىى يمينH  دىى    ايدداد ال قيقة 

 

، ومثتل هتذا النوع من  و      وهنتاك نوع م ي من المت تاينتات والتلا تع ًتي دنهتا اليموز   

 المت اينات يتامن إم انية تساو   يالا المت اينة  
 

 اعىى س يل المثال:     
 

 المعنـــــى المتباينــــة      
 "15أقل من أو تساو    - 2"القيمة    - 2  15(    أ )      

 " أ  ي من أو تساو  قيمة  "قيمة    )ي( 
 

 Intervalوستتتتتوف نتنتاول اأن  ييقتة التع يي دن المت تاينتة  تاستتتتتت تداس دلأمتة الفتي   

Notation  والفتي  هلا ميمودة ايدداد ال قيقية التلا تن صتتتتتتتتتتتي ما  ين دددين  H  ،F   

 ويم ن التع يي دن ذلك الن و التاللا:
 

(H ، F = )     H  F | 
 

   تديهتا )نق تلا  تدايتهتا ونهتايتهتا( همتا  Open Intervalفترة مفتوحـة  (  H،Fهتذا وتمثتل )
،   HF  وأما       H  F وتت ون من أدداد HF   ،اتشتتتتيي إلى اتي  مفتو ة  ديها هما   |

)ويع َّي دن  ىمة " يث" ال   العمود    F  وتقل دن Hدن     يث تزيد قيمة    قيقية  

 غيي مشمولتيْن الا الفتي  HF   ،|(  وي قصد  فتي  مفتو ة هنا هو أن 

-6  -5  -4  -3  -2  -1  0 1 2 3 4 5 6 

-6  <4 -

4 
-1  < 2 4 < 5 
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ن   Closed Intervalالمقفلة    الفترةوأما   اهلا تىك الفتي  التلا تشمل قيمتتتتة  ل من ال ديتتتتْ

،  HF  والا هذ  ال التتتة  [ ي ع َّي دتتتن تىك الفتي   الش ل،  HF  و  ييقة أوا  يم ن التع يي ،]

 دن الفتي  المقفىة  ما يىلا:
 

[،  HF = ]      H  F | 
 

 H، وهلا الفتي  التلا تشتمل أ د ال ديْن  Open Interval -Halfفترة نصـف مقفلة  وهناك  
اق  مشتتمولة اتتمن الفتي  اان  يم ن  تا ة الفتي  دىى   Hولي   ىيهما  وهنا إذا  انت   Fأو  

 الن و التاللا:

[،  HF = )     H  F | 

 " فترة مفتوحة من الطرف الأيسروتسمى هذ  الفتي   ت "

اق  هلا المشتمولة اتمن الفتي  اان  يم ن التع يي دن تىك   Fودىى الياني اأ ي، إذا  انت  

 الفتي   ما يىلا:

(،  HF = ]     H  F | 

 : "فترة مفتوحة من الطرف الأيمن" وي  ىق دىى هذ  الفتي  
 

 ويوا  الش ل التاللا التمثيل ال يانلا ل ل نوع من أنواع الفتيات المشاي إليها سا قا  
 

(H ،  F = )    H   F|              )      (  أو  

[،  HF = ]     H   F|                     ]      [  أو 

[،  HF = )     H   F|               ]     (  أو 

(،  HF = ]    H    F|                      )     [  أو 
 

 ويلأَ ي من هذا الشتت ل أن تمثيل اينواع الم تىفة من الفتيات قد استتت دس اي  ايقوا  )  (،  

غة   والدائي  المصتتتمتة      يث تفيد الدائي  المفيغة    o]   [،  ما استتتت دس اي  الدوائي المفيَّ

  نن ال د غيي مشتتتمول اتتتمن الفتي ، وأما الدائي  المصتتتمتة اتشتتتيي إلى أن ال د مشتتتمول  

 الفتي   امن
 

 (:21مثال )

  است داس اليسس الت  ي لا، مثًتل  لأ من الفتيات التالية:     

 [3، 1)يت( ]     [ 1، 2-)ي( )   ( 2، 1-( ) أ )

H 
F 

H F 

H 
F H 

F 

H 
F H

 

F 

H 
F H 

F 
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 الحــل:

 يم ن تمثيل  ل من الفتيات المشاي إليها دىى الن و التاللا:     
 

 (2، 1-)أ( 
 

 [1، 2-)ب( 
 

 [3، 1]جـ( 
 

 

 ثانياً: بعض خصائص المتباينات

ستتتوف نتناول اأن  عض  صتتتائص المت اينات والتلا تفيد ايما  عد الا  ىها وذلك دىى        

 الن و التاللا:
 

   > H < F ،Fإذا  انت:  -1

  > Hاان:   
 

إذا أايف أو   يح مقداي وا د من  يالا مت اينتتة، اان المت اينة تيل ص ي ة و. يتغيي    -2

 اتياهها  أ  أن:

 اان: H < Fإذا  انت: 

H  + < F  +   ، 

H -  < F –   
 

 مت اينة الا مقداي مويي اان المت اينة . يتغيي اتياهها، أ  أن :إذا ا يي  ياا  -3

 H < Fإذا  انت  

 الا  يالا المت اينة، نيتد أن: اان   ايي مقداي مويي  

               H < F 
 

 إذا تس ايي  يالا مت اينة الا مقداي سالي اان المت اينة يتغيي اتياهها  -4

 H < Fااذا  انت:  

 H > Fمقداي سال ا ، اان:   و انت  
 

 يم ن يمع )أو  يح( المت اينات التلا الا نف  ا.تيا   -5

 [ < ،         H < Fااذا  انت:        

 [ H   < F اان:       
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 Solving Inequalities     ثالثاً: حل المتباينات

إن  ل المت اينات يش    ل المعاد.ت   يث أن  الا  ل المت اينات ن اول إيياد ميمودة        

القيس التلا ت قق المت اينتتتتة  ونوا  اأن  يب  ل المت اينات من الدييتتتتة ايولى الا متغيي  

 وا تد مستعينيتن الا ذلك  ايمثىة التالية:
 

 (: 22مثال )

ل المت اينة:         2  +3  8- ت
 

 الحــل:

  ما ستتت ق وأن ذ ينا اان  ييقة  ل المت اينة هلا نف   ييقة  ل المعادلة،  يث أننا هنا      

الا أ تد  يالا   التلا ت قق المت تاينتة  ويقوس ذلتك دىى م تاولتة واتتتتتع    نويتد قيمتة  

المت اينة ثس نتعامل  عد ذلك ي ييا  و نف  ال ييقة المت عة الا  ل المعاد.ت وذلك ريياد قيمة  

  وهنتا، والا  تل المت تاينتة، يويتد اتايب وا تد ي تىف دن متا ي ون الواتتتتتع دىيت  الا 

التي اتان اتيتا  المت تاينتة  المعتاد.ت  وهو أنت  الا  تالتة اتتتتتيي  يالا المت تاينتة الا مقتداي ستتتتت

 دىى التيتيي، والع   ص ي    أو    >إلى    أو  <يتغيي  أ  تت ول العلأمة 
 

 والا مثالنا ال اللا:

 2  +3   8- يث أن: 

 من ال ياين أو  ت ييك المقداي الثا ت الا اليمين إلى اليساي 3  يح 

 2   5-اان:         

 ن صل دىى:  1-و ايي  يالا المت اينة الا 

  2  -5 

  1- عد ايي  يالا المت اينة الا   إلى    . ي هنا أن اتيا  المت اينة قد تغيي من   

 نيد أن: 2و قسمة  يالا المت اينة دىى      

   
5-

 2 
 

 ويم ن تمثيل ذلك  ما يىلا:
 

 

 ملحوظة:

الا ال يف اييستتتتي  وهذا  يم ن  ل المت اينة أياتتتتا   يعل ال د الذ  ي تو  دىى        

  وهذ   2.5  –تزيد دىى أو تساو    د أية قيمتتتة لتتت تتتمعنتتتا  أن المت اينة ايصىية تت قق دن

 2.5- صفي
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القيمة التلا ت قق المت اينة ايصتتتىية يم ن تمثيىها الا ميمودة ايدداد ال قيقية الممثىة  الفتي   

(- 2.5 ، ) 
 

 (:23مثال )

  ل المت اينة:

3  +7 > 5 – 1 

 الحــل:

 3  +7 > 5 –1 يث أن:  

∴ -2  +7 > -1    5  يح من ال يايْن 

    -2 > -8    من ال يايْن 7  يح 

 ن صل دىى:   1–و ايي  يالا المت اينة الا 

2 < 8   ، < 4 

ت قق المت اينة ايصىية  وهذا يفيد  دوي   نن ال ل   4تقل دن    وهتتذا يعنى أن أية قيمتتة لتت 

 (  أ  أن: ،4 -يتمثل الا ميمودة ايدداد ال قيقية الا الفتي  )
 

         (  

 

 (:24مثال )

ل المت اينة:   +    ت
3

 4 
   

2 5

3

  
   +1 

 

 الحــل:

ق ل  ل شتتلا  ييي أن ن ىًتص المت اينة من أ   ستتوي وذلك ت ستتي ا  لىعمىيات ال ستتا ية،        

  12ويتنتَّى ذلك  ايي  يالا المت اينة الا 

+  )12أ  أن:     
3

 4 
 )   12(

2 5

3

  
  +1) 

12  +9  4(5 - 2 + )12 

12  +9  20 - 8  +12  

12  +9  20  +4  

من ال يف اييستتتي إلى اييمن، و ت ييك ال د الثا ت من     ت ييك ال د الذ  ي تو  دىى  

 ال يف اييمن إلى اييسي، نيد أن:

 صفي 4
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               -8   -5    ، أي أن 
8

 8 
 ≥ 

5

 8 
 

 

 . ي هنا أن اتيا  المت اينة قد تغيي نتيية قسمة ال يايْن دىى مقداي سالي   

    أ  أن:  
5

 8 
التلا تزيتتتتد دىى  وهذا يعني أن الحل يتمثل في مجموعة الأعداد الحقيقية   

أو تساو  
5

 8 
، أ  ايدداد ال قيقية الا الفئة ]

5

 8 
   ، ) 

 

 

 

 (:25مثال )

ل المت اينة:          ت
5

  
 > 2     ،    صفي 

 الحــل:

يم ن أن ت ون أقل من الصتتتفي )أ  تن ذ  صتتتفي، اان ذلك معنا  أن      يث أن        

 قيما  ستتتتال ة(، أو ت ون أ  ي من الصتتتتفي )أ  تن ذ قيما  موي ة(  وستتتتوف نن ذ الا ا.دت اي  

  لًأ  من هاتيْن ال التيْن  -دند  ل المت اينة  -
 

 صفي: > دندما  -1

 يث أن:         
5

  
 صفي  > ،    2 < 

اان:    
5

  
   ×

 5 
 <  2   ×

 5 
   

 يايها الا مقداي سالي )تغيي اتيا  المت اينة نتيية لايي 
 5 

  ) 

 0.4    ، > 2.5 > 1أ  أن: 

 صفي  > والا نف  الوقت   > 2.5وهنا . يص   معقو. أن ت ون 

وهذا معنا  أن  . يويد  ل لتىك المت اينة الا هذ  ال الة  أ  أن ائة ايدداد ال قيقية التلا تمثل  

، وهلا الفئتة التلا .   ىول تىتك المت تاينتة هلا الفئتة ال تاليتة )الفتايغتة( والتلا نيمز لهتا  تاليمز 

ت تو  دىى أ  دناصتتتي  وتفيد هذ  النتيية  نن  . يم ن أن ي ون المقداي 
5

  
  2أ  ي من    

 صفي
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سوف تيعتتل   سال تتة  وهذا أمي من قلا إذا أن أية قيمة سال ة لتت   وت تتون قيمتتتتة  
5

  
 

 مقدايا  سال ا ، أ  أقل من الصفي 
 

 

 صفي: < دندما  -2

 يث أن:        
5

  
 > 2     ،  >  صفي 

اان:        
5

  
   ×

 5 
 >  2   ×

 5 
  

  0.4      ، < 2.5 < 1أ  أن:      

 صفي  < و يث أن:  

م صتتوي  ما    صتتفي هو أن ت ون قيس    <    <  2.5  ،اان ال ل الذ  ي قق ال التين:  

(  وهو ما يم ن  2.5  أ  أن ال ل يتمثل الا ائة ايدداد ال قيقية )صتتتتفي،  2.5 ين صتتتتفي،  

 تمثيى   التاللا:

 
             

 

 الدرجة الأولى(المتباينات من ) رابعاً: تطبيقات اقتصادية

ق ل أن نتناول  عض الت  يقات ا.قتصادية يىزس إلقا   عض الاو  دىتتتتتى مفهوس الت ىفة        

ال ىية، وهو مفهوس ستتتتوف نستتتتت دم  الا  ثيي من الت  يقات ا.قتصتتتتادية الا هذا الفصتتتتل  

 والفصول التالية 
 

  Total Cost     التكلفة الكلية:

 ىفة ال ىية  ننها د اي  دن ميموع نوديْن  ف الم استت ون وا.قتصتتاديون التداد  ما ي عيًت       

 Totalوالت ىفتة ال ىيتة الثتا تتة   Total Variable Costsمن الت ىفتة، الت ىفتة ال ىيتة المتغيي  

Fixed Costs :أ  أن   
 

 التكلفة الكلية = التكلفة الكلية المتريرة + التكلفة الكلية الثابتة 
 

هذا وتعتمد الت ىفة ال ىية المتغيي  دىى ددد الو دات المنتيَة  اراتتتااة إلى متغييات أ ي ،  

وأما الت ىفة الثا تة ايت مىها المنتج دون أن يتوقف ذلك دىى  مية ارنتاج  ودىى ست يل المثال، 

تواتت     هلا ددد الو دات المنتيَة      يث   ، ( = )0.5    +12000ت ىفة:  اان دالة ال
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ع َّي ، أ  أن ت ىفتة إنتتاج الو تد  الوا تد  من المنتجَ  ;05,دنهتا  تال تد   ا  أن هنتاك ت ىفتة متغيي  م 

يت مىها المنتتج  ، وهلا ت ىفة  12000،  ما توات  الدالة أن هناك ت ىفة ثا تة مقدايها  0.5هلا  

  تى لو لس يقس  انتاج أ  و دات 
 

ولعى  من الملأئس هنا أن نواتتت   عض العلأقات ا.قتصتتتادية الهامة والتلا ستتتت ون مواتتتع  

 ت  يق الا أيزا  م تىفة من هذا ال تاي 
 

 = سعر الوحدة × عدد الوحدات المُباعة   الإيراد الكلي

 التكلفة الكلية  -الأرباح الكلية = الإيراد الكلي 
 

واأن سوف نتناول  عض الت  يقات ا.قتصادية لىمت اينات من الديية ايولى الا متغيي وا د  

 وذلك  شنن ات اذ القيايات الا الميا.ت ا.قتصادية التالية:

 ا.ستثماي  –ارنتاج  -التصنيع  -ايي اح 
 

 Manufacturer’s Profit     أرباح صاحب المصنع: -1

 (:26مثال )

نتيَ   ستتعي         ينيها  لىو د   ااذا  ان إنتاج الو د  الوا د  من    60ي يع صتتا ي مصتتنع م 

ينيهتا  لىمواد ال تاس والعمتل  هتذا  تاراتتتتتااتة إلى ت تاليف ثتا تتة مقتدايهتا   40هتذا المنتجَ ي ىف  

 يني  الا ايس وع، وذلك  تى يتم ن صا ي المصنع من تشغيل مصنع   3000

 المطلوب:

دد الو دات التلا ييي أن ينتيها صتتا ي المصتتنع وي يعها  تى ي قق اي ا ا  .  إيياد د      

 يني   ل أس وع  1000تقل دن 
 

 الحــل:

و د  الا ايستتت وع  اان   ;لنفتيض أن ددد الو دات التلا ييي أن ت نتجَ وت  اع يستتتاو       

يني   اراتااة إلى   3000و د  تتمثل الا الت ىفة الثا تتتتتتتة ومقدايها   ;الت ىفة ال ىية رنتاج  

 ينيها  لىو د  الوا د   أ  أن:  40الت ىفة المتغيي  ومقدايها 

 يني      40  +3000الت ىفة ال ىية = 

 ينيها  لىو د  الوا د   60و د   سعي   يع و يث أن اريياد يت قق من 

  60اريياد =  اان: 

 لذلك نيد ايي اح، والتلا تتمثل الا الفيب ما  ين اريياد والت ىفة، تساو : 
 

 الت ىفة  -ايي اح = اريياد 

 =60 - (40  +3000)  =20 - 3000 
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 أس وديا ، اتتتان:يني   1000و يث أننا  صدد ت قيق أي اح . تقل دن 
 

  1000ايي اح                   

 20 - 3000  1000أ  أن:  

 ومنها ن صل دىى:  

20  4000      ،   200 
 

و د  من منتيَ  وذلك  تى ي قق    200وه ذا ييي دىى صتا ي المصتنع أن ينتج دىى ايقل  

  200ما زاد ددد الو دات دن  يني   ويلأَ ي هنا أن   ى  1000أي ا ا  أستتتتت وديتة . تقتل دن  

 يني   1000و د   ىما أ ذت ايي اح ايس ودية الا الزياد  دن 
 

 Manufacturing Decision     قرار التصنيع: -2

 (:27مثال )

تيغي إداي  أ د المصانع الا إنتاج إ د  ق ع الغياي التلا تست دمها الا مصانعها وتقوس      

يني  لىق عة الوا د   ااذا  ان إنتاج المصتتنع لق ع الغياي  1.1 استتتييادها من ال ايج  ستتعي

يني   ل شتتهي،  ما أن ت ىفة المواد ال اس والعمل ستتوف    800ستتوف ي ىف إداي  المصتتنع  

 لىو د  قيشا   60ت ىغ 

 المطلوب:

ما هو ددد ق ع الغياي التلا ييي أن يستتتتت دمها المصتتتتنع  ل شتتتتهي والذ  ي يي قياس        

 المصنع  تصنيع ق ع الغياي  نفس  
 

 الحــل:

  ودىى ذلك اان ;لنفتيض أن ددد ق ع الغياي المستت دمة شتهييا   واست ة المصتنع هو      

يني    ما أن ت ىفة تصتتنيع    1.1يني  لىق عة الوا د  هلا  1.1ت ىفة شتتيا  ق ع الغياي  ستتعي 

 ينيت  ت تاليف ثتا تتة شتتتتتهييتا   تاراتتتتتااتة إلى ت ىفتة متغيي   800ق عتة غيتاي د تاي  دن   ;

   ;06,مقدايها 

 ق عة غياي هلا:   ىية لتصنيع وه ذا اان الت ىفة ال

,06;  +800 
وستتوف ي ون هناك م يي من قلا لىمصتتنع لىقياس  تصتتنيع ق ع الغياي  نفستت  إذا زادت ت ىفة  

 شيا  ق ع الغياي دىى ت ىفة إنتايها 

 ت ىفة التصنيع  <أ  أن:   ت ىفة الشيا  

 وهذا يعنى أن:

 1.1 > ,06;  +800 
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 ,05; > 800     ، > 1600 

ق عة غياي دىى ايقل  تى ي ون ذلك م ييا  لقيام     1600إذا  ييي أن يستتتتت دس المصتتتتنع  

  تصنيع تىك الق ع 
 

 Production Decision     رار الإنتاج:ق -3

 (:28مثال )

نتيَ   ستتعي         ينيها  لىو د  الوا د   ااذا  انت الت اليف الثا تة    30ي يع صتتا ي مصتتنع م 

يني  شتتهييا   و اراتتااة إلى ذلك، اان إنتاج الو د  الوا د  ي ىف    12000للإنتاج تستتاو   

 ينيها   22صا ي المصنع 

 المطلوب:

يع  شتتتهييا  وذلك  تى  ما هو ددد الو دات الذ  ييي أن ينتي  صتتتا ي المصتتتنع وي       

 ي قق أي ا ا  
 

 الحــل:

 و د   إذا ااتيانا أن دتدد الو تدات الذ  ييي أن ين تج وي  اع شهييتا  هو      

 30الد ل =        

 22  +12000ت ىفة ارنتاج = 

 و تى ي قق صا ي المصنع أي ا ا ، اان الد ل ييي أن يزيد دن ت ىفة ارنتاج  أ  أن:

30  >22  +12000 

 8 > 12000 

∴  > 1500 
 

و د  شهييا   تى يتم ن من ت قيق    1500وه ذا اان دىى صا ي المصنع أن ينتج أ ثي من  

يا  إنتاي    أي اح من يَّ
 

 Investment Decision     قرار الاستثمار: -4

 (:29مثال )

يني  ييغي الا استتتتثماي   ويستتتت يع ييل ايدمال أن   60000ييل أدمال لدي  م ىغ        

   ما أن  مقدوي  استتثماي هذا الم ىغ الا %8يستتثمي هذا الم ىغ الا ستندات ال  ومة  عائد ي ىغ  

ول ن  م ا ي  أ  ي  ااذا يغي ييل   %10شتتتيا  أستتتهس  عض الشتتتي ات وذلك  عائد ي ىغ  

 هذا الم ىغ الا سندات ال  ومة وايسهس معا   ايدمال الا استثماي
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 المطلوب:

ما هو ال د ايدنى لىم ىغ الذ  ييي أن يستتثمي  ييل ايدمال الا أستهس الشتي ات وذلك       

 تى ي قق د لأ  ستنويا  يفوب ذلك الد ل الذ  ي صتل دىيتتتتتت  ايما لو أودد  الا أ د ال نوك  

 وديعة  فائد  
1

 6 
9 %   

 

 الحــل:

يني   اان الم ىغ المستتتثمَي الا  لنفتيض أن الم ىغ المستتتثمي الا شتتيا  ايستتهس هو        

 ( يني   - 60000سندات ال  ومة يساو  )

 0.1  +0.08(60000 -  )العائد من ا.ستثماي =  ∴

×  60000الفائد  دىى الوديعة = 

1
9

 6 
 100 
 

        =60000  ×
55

 600 
 يني   5500=  

 و تى ت قق ا.ستثمايات دائدا  يفوب الفائد  دن الوديعة، اان:

0.1  +0.08(60000 -  )> 5500 

 0.1  +4800 - 0.08 > 5500  

0.02 > 700     ،  > 35000 

يني  الا شتتيا  أستتهس    35000وهذا يعنى أن  دىى ييل ايدمال أن يستتتثمي م ىغا  يزيد دن  

الشتي ات،  ينما يستتثمي الم ىغ المت قلا الا شتيا  ستندات ال  ومة وذلك  تى يتم ن من ت قيق  

الا يني ، وهو الد ل الذ  ي صتتتل دىي  ايما لو أودع م ىغ     5500د ل ستتتنو  يزيد دىى  

 ال نك  وديعة 
 

 خامساً: المتباينات من الدرجة الثانية في مترير واحد
Quadratic Inequalities in One Variable 

 ، الصيغة التالية:تن ذ المت اينة من الديية الثانية الا متغيي وا د، ولي ن      
 

 H2  +F   + > صفي( >)أو     صفي 

 صفي( )أو     صفي ≤ +  H2  +F  أو  

 صفي H ثوا ت  ،      H F    ،، يث:  
 

 ثانية، اان  ل ل المت اينة من الديية الثانية الا متغيي وا د، ن ون  صتتتدد إيياد قيس هذا   ومي   
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المتغيي والتلا ت قق المت تاينتة  ويم ن  تل تىتك المت تاينتة إذا أم ن ت ىيتل ال ميتة المي عتة إلى 

 دوامل أولية  ل منها من الديية ايولى 
 

 ويوا  ذلك المثال التاللا:
 

 (:30مثال )

ل المت اينة:         32  4 – 11 ت
 

 الحــل:

 32  4 – 11 يث أن:      

 صفي 32   +11 - 4 اتان  

 صفي ( 3 – 1()  +4أ  أن: )
 

 ( متا هو إ. د تاي  دن  تاصتتتتتل اتتتتتيي العتامىيْن  4+   ()1  –  3هتذا والمقتداي )

( الا  عاتهما  ومن المفيوض أن ي ون  اصتل الاتيي إما مستاو   4+   ( و )1 –  3)

 لىصفي أو مقدايا  موي ا   وسوف ي ون  اصل الايي موي ا  الا  التيْن هما:

 دندما ي ون  ل من العامىيْن موي ا   -أ 

 دندما ي ون  ل من العامىيْن سال ا   -ب

 :(4+  ) و (1 – 3ويوات  الش ل التاللا إشايات  ل متن العامىيْن )
 

 

 

  < صفي دندما   <( 1  – 3وهنا تىزس ارشاي  إلى أن: ) 
1

 3 
   

<    صفي دندما    >(  1  –  3 ما أن ) 
1

 3 
  ويم ن استنتاج ذلك  سهولة من الش ل السا ق   

( لىعامل  )    +4وأما  النس ة  أن:  انيد   )    +4  )>    دندما  ،    >  -4صفي 

(   +4  ) <   ( صفي دندما  <   -  4  ومتتتن الش ل السا ق أياا  يم ننا  سهولة أن نستنتج   )

 <  أن  لأ العامىيْن ي ون موي تا  دندما  
1

 3 
    <  -4، الا  ين ي ون  لأهما سال ا  دندما 

 والا أ  من ال التيْن ي ون  اصل اي هما موي ا   وه ذا اان: 
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 (3 – 1()  +4 )> صفي 

  < دندما 
1

 3 
   < -4أو           

 والا هذا المثال ااننا معنيون  المت اينة:      
 

(3 – 1()  +4 )  صفي 

 التلا ت قق: لذلك اان  ل المت اينة يشمل أياا قيس 

(3 – 1()  +4صفي = ) 

=   أ  أن ال ديْن )نق تلا النهاية(  
1

 3 
   ،  = -4   مشمو.ن امن اتي  ايدداد ال قيقية

 التلا تمثل  لأ  لىمعادلة  ودىى ذلك اان  ل هذ  المت اينة هو: 

  
1

 3 
   ،   - 4 

 وهو ما يوا   الش ل التاللا:     
 

 

 (:31مثال )

 المت اينة: ل ت      

22 – 3 – 2 < صفي 
 

 الحــل:

22 – 3 – 2 < صفي 

 (2  +1() – 2 )< صفي 

 وهذا يم ن أن يت قق الا  التيْن:     

 صفي <(  – 2صفي  أو  ) >( 2  +1) -أ

 وهذا يؤد  إلى:       

2 <  -1    و >  2 

  >  أ  أن:   
1

 2 
   >  2و     

 وهذا غيي مم ن من قيا ، أ  . يويد  ل لىمت اينة الا هذ  ال الة     
 

 صفي >(  – 2صفي  و  ) <( 2  +1) - ب
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 مما يعنى أن:       

2 > -1    ، < 2 

 أ  أن:       

   > - 
1

 2 
    ، < 2 

 وهذا أمي مم ن       

  -أ  أن  ل المت اينة يتمثل الا:        
1

 2 
 <   < 2 

 والذ  يمثى  الش ل:

   
 

 المتباينات من الدرجة الثانية(سادساً: تطبيقات اقتصادية )

يم تتتتتتتتن استتتت داس المت اينات من الديية الثانية الا متغيي وا د الا  ثيي من الت  يقات        

ا.قتصتتادية  ولعل ايمثىة التالية تىقى الاتتو  دىى هذا ايمي ايما يتعىق  ات اذ القيايات الا 

  عض ايموي ا.قتصادية ذات ايهمية مثل:
 

الد ل من    –ستياستات التستعيي    –ستعيي  قياي الت –د ل صتا ي المصتنع    –ارنتاج والي  ية  

 ايي ة الم يعات 
 

   Production and Profitability     الإنتاج والربحية: -1

 (:32مثال )

ينيت  لىو تد  الوا تد    و تد  من منتجَ معين دنتد ستتتتتعي مقتداي    ;إذا  تانتت م يعتات        

و د  من نف  المنتجَ هلا:   ;  ااذا  انت ت اليف إنتاج  ;3  –  200=   ت ددها العلأقة:  

 ( =650  +5;  يني ) 

 المطلوب:

متا هو دتدد الو تدات التذ  ييتي أن ي نتجَ وي تاع من هتذ  الستتتتتىعتة وذلتك  تى يتس ت قيق        

 يني  دىى ايقل  2500أي اح شهيية مقدايها 
 

 الحــل:

 يني  لىو د  الوا د  هو: و د   سعي  مقداي اريياد الذ  يم ن ت قيق  من  يع       

   ×  = الد ل = 

         =(200 – 3) 
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 200 – 32أ  أن:  اريياد  = 

 و د  هلا: و يث أن ت ىفة تصنيع 

 5+  650الت ىفة =           

 يني  لىو د  الوا د  تساو : و د   سعي  اان ايي اح الناتية دن  يع 

 الت ىفة  –ايي اح = اريياد 

          =200 – 32 – (650  +5) 

          =195 – 32 – 650 

 يني  دىى ايقل شهييا  اان: 2500و يث أن ايي اح المياد ت قيقها هو 

  2500ايي اح 

 195 – 32 – 650  2500أو         

 صفي 32  +195 – 3150 -أ  أن     
 

 ن صل دىى: 3 –و قسمة  يالا المت اينة دىى 

2 – 65  +1050  ي تغيي اتيا  المت اينة  صفي . 

( – 30() – 35 ) صفي 

 ( يقل دن الصتتفي الا هاتين ال التيْن:    – 35( و )  –  30هذا و اصتتل اتتيي العامىيْن )

 صفي >(  – 35صفي  و  ) <(  – 30)   -أ

 صفي <(  – 35صفي  و  ) >(  – 30) - ب
 

 :( أ )الا ال الة 

 > 30     و < 35 

  <  35 > 30وهو ما يعنى أن:   
 

 :)ب(الا ال الة 

 < 30    و > 35 

 وهتو ما . يتفق مع المن ق اليياالا، أ  . يويد  ل لىمت اينة الا هذ  ال الة 
 

و يث أننا معنيون أياتا   ال الة التلا يستاو  ايها  اصتل اتيي العامىيْن الصتفي  اان ذلك 

، وأن هاتيْن النق تيْن مشتتمولتان أياتتا  اتتمن ائة ايدداد 35=   ;و    30=   ;معنا  أن:  

 ال قيقية التلا تمثل  لأ  لىمت اينة  أ  أن:
 

30    35 
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يني ، ييي دىى صتتا ي المصتتنع أن ينتج    2500وه ذا اان  لت قيق أي اح شتتهيية مقدايها  

 و د   35إلى  30شهييا  من 
 

 Manufacturer’s Revenue إيراد صاحب المصنع: -2

 (:33مثال )

يني    و د  من أ د منتيَات   ستتعي   ;يستتت يع صتتا ي مصتتنع ما أن ي يع شتتهييا         

لىو د  الوا د   ااذا  انت العلأقة  ين ددد الو دات الم  ادة وستتعي الو د  ت  مها الصتتيغة:  

  =600 – 5  

 المطلوب:

 أو. : إيياد ددد الو دات التلا ييي أن ي يعها صتتتا ي المصتتتنع  تى ي قق إييادا  شتتتهييا   

   د أدنى  18000ي ىغ 

 سعي الو د  الذ  ي قق اريياد المشاي إلي  الا "أو. " ثانيا : ت ديد 
 

 الحــل:

  يث أن: اريياد = ددد الو دات الم ادة × سعي الو د   أولاً:

    = (600 – 5 )اريياد =  ∴

            =600 – 5 2 
      

 يني ، اان: 18000و يث أن اريياد الشهي  . ييي أن يقل دن       
 

600 – 5 2  180000 

-5 2  +600 – 18000  صفي 
 

 :5 – قسمة  يالا المت اينة دىى 

2 – 120  +3600  صفي     . ي تغيي اتيا  المت اينة 

( – 60)2  صفي 
 

مي ع  امل، اان قيمت  . يم ن أن تقل   ال من اي وال دن الصتفي     2(  –  60و يث أن )

 ويص   ال ل هو:

( – 60)2 صفي = 

   =60ومنها نيد أن:  
 

و د  شهييا  وذلك  تى ي قق إييادا  شهييا     60أ  أن  ييتتتتتي دىى صا ي المصنع أن ي يع  
 يني   18000. يقل دن 
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    18000ويدنا الا "أو." أن:    ثانياً:

   =60و يث أن:  

∴  60  18000 

   300أ  أن:  
 

يني  دىى ايقل لىو د ،   300وهذا يعنى أن  ييي دىى صا ي المصنع أن ي يع منتيَ   سعي  

 يني    د أدنى  18000وذلك إذا ما يغي الا ت قيق إيياد شهي  مقداي  
 
 

 حل آخر:

 يم ن  ل "ثانيا "   ييقة أ ي  دىى الن و التاللا:     

   =600 – 5  يث أن:  

 اان  يم ن إث ات أن:

  =120  -  
 5 
 

و ما أن اريياد هو د اي  دن  اصل ايي ددد الو دات الم  ادة الا سعي  يع الو د ، ااننا  
 نيد أن: 

  -      =(120اريياد =    
 5 
) 

 =120  -  
2

 5 
 

 يني  دىى ايقل شهييا ، اان:   18000و يث أن اريياد الم ىوي هو 

120  -  
2

 5 
  18000 

600 – 2  90000    5 ايي  يالا المت اينة الا 

        ∴ - 2  +600 – 90000  صفي 

 ن صل دىى: 1–  ايي  يالا المت اينة الا

2 – 600  +90000      صفي 

( – 300)2  صفي 
 

، وهلا نف  النتييتة       =300و متا ستتتتت ق الا "أو. " اتاننتا نيتد أن  تل المت تاينتة يتمثتل الا 

 التلا  صىنا دىيها من ق ل 
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 Pricing Decision قرار التسعير: -3

 (:34مثال )

يني  لىو د  الوا د ،   و د  من منتيَ   ستتعي ;يستتت يع صتتا ي مصتتنع أن ي يع        

إنتتتتاج  ;  –  200=     يتتتث:   ت ىفتتتة  اىو  تتتانتتتت  هلا   ;   المنتجَ  هتتتذا  من   و تتتد  

 ( يني  ;45+  2800)
 

 المطلوب:

الذ  ييي أن ي يع    صتتا ي المصتتنع منتيَ  وذلك  تى ي قق   ما هو ستتعي الو د         

 يني  دىى ايقل  3200أي ا ا  أس ودية مقدايها 
 

 الحــل:

   =200 –  يث أن:  

          ∴   =200 –  

 و ما أن: اريياد = سعي  يع الو د  × ددد الو دات الم ادة

  =   =(200 – ) 

  =200 – 2 

 و يث أن:

 الت ىفة –ايي اح = اريياد           

  =200 – 2 – (2800  +45) 

  =200 – 2 – 2800 – 45 

  =200 – 2 – 2800 – 45(200 – ) 

  =200 – 2 – 2800 – 9000  +45 

  =245 – 2 – 11800 

مقدايها   أس ودية  أي ا ا   المصنع  صا ي  ي قق  اان     3200ول تى  ايقتل،  دىى   يني  

 ييي أن: 

245 – 2 – 11800  3200 

-2  +245 – 15000  صفي 

 ن صل دىى: 1– ايي  يالا المت اينة الا 

2 – 245  +15000      صفي 

( – 120() – 125 ) صفي 

 (، نيد أن:12(، )11و ات اع نف  ايسىوي المست دس الا مثاللا )
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  120         ،  125 

    125 120أ  أن:    

ينيها     125إلى    120وهذا يفيد  نن  دىى صتتا ي المصتتنع أن ي يع منتيَ   ستتعي يتياوح من  

 يني  دىى ايقل أس وديا   3200أي ا ا  مقدايها وذلك  تى ي قق 
 

 حل آخر:

يم ن  تل هتذا المثتال   ييقتة أ ي  م نيتة دىى ت تديتد دتدد الو تدات التلا ييتي  يعهتا        

 لى صتتتتتول دىى التد تل   ×  ;لت قيق الي   الم ىوي  وستتتتتوف يت قق ذلتك  اتتتتتيي 

 (  نق تة  تدايتة ل تل المثتال  والا هتذ  ال تالتة ي ون التد تل مستتتتتاويتا  ;–  200);أ :  

  دىى ينيت 3200  ودىى القتايئ أن يث تت  ينئتذ أنت  ل لا ت ىغ ايي تاح 2;200  –  ;200  

 ايقل شهييا ، اان  ييي أن:

2 – 155  +6000  صفي 

 وسوف ييد القايئ أن  ل المت اينة هو:

75    80 

     =200  – وهلا    و   الا التدالتة التلا تواتتتتت  العلأقتة  ين   و تالتعويض دن قيمتة  

    125 120نيد أن:  

 وهلا نف  النتيية التلا توصىنا إليها من ق ل 
 

 Pricing Policy   سياسة التسعير: -4

 (:35مثال )

ويد مديي أ د المتايي أن  أماس  مية من ال يتقال ييي أن ت  اع و ستتيدة وإ. تعياتتت       

لىتىف مما ي قق  ستتتائي ل   ااذا  ان المديي يعيف من ستتتا ق   يت  أن  إذا ديض ال يتقال  

يتمت تنتتت   تيتع     ستتتتتعتي   اتتتانتتت   التوا تتتد  يتياس  لتىت تيتىتو  يتياس،  تيتتتث:   قتيشتتتتتتتا     تيتىتو 

 ;  =1000 – 20  

 المطلوب:

ما هو الستتتتعي الذ  ييي أن ي يع    مديي المتيي  يىو ال يتقال الوا د وذلك  تى ي قق        

 ينيها  120إييادا  يزيد دىى 
 

 الحــل:

  يث أن: اريياد = سعي  يع ال يىو يياس × ال مية الم ادة  ال يىو يياس 

     =  ×  =   =(1000 – 20) 
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    =1000 – 2002 

 ينيها دىى ايقل، اان  ييي أن: 120ي قتق مديي المتيي إييادا  مقداي  ول تى 

1000  –  202  > 12000     عد ت ويل الينيهات إلى قيوش  

- 202  +1000 – 12000 > صفي 

 ن صل دىى: 1– ايي  يالا المت اينة الا 

202 – 1000  +12000 <    صفي 

 نيد أن: 20 قسمة  يالا المت اينة دىى 

2 – 50   +600 < صفي       

( – 20() – 30 )< صفي 
 

 صفي >(  – 30صفي   و  ) <(  – 20إذا  انت: ) -أ

  < 30و        >20اان:     

  < 30 > 20أ  أن  ل المت اينة الا هذ  ال الة هو:     
 

 صفي <(  – 30صفي  و  ) >(  – 20إذا  ان: ) - ب

  > 30و     < 20اان:         
 

 وهو ما . يتفق مع المن ق اليياالا، أ  . يويد  ل الا هذ  ال الة      
 

  < 30 > 20إذا  ال ل النهائلا هو:      

  30قيشتتتا  ويقل دن    20وهذا يفيد  نن  دىى مديي المتيي أن ي يع ال يتقال  ستتتعي يزيد دىى  

 ينيها   120قيشا  وذلك  تى ي قق إييادا  من  يع  . يقل دن 
 

 Revenue from Sales Tax    الدخل الحكومي من ضريبة المبيعات: -5

 (:36مثال )

يني  لىو د  دىى مستتتتتو   ىد من ال ىدان   ل  وت ىغ    1000ت  اع ستتتتىعة تيايهية  م ىغ        

و د   ل داس  وت  ث   ومة هذا ال ىد ايض ايي ة    20000 مية الم يعات من هذ  السىعة  

دىى م يعات هذ  الستتتىعة  دىما   نن  لو وصتتتل مستتتتو  الاتتتيي ة المفيواتتتة دىى الو د  

  500، اتان  ميتة الم يعتات ستتتتتوف تن فض  مقتداي  %عتة إلى  الوا تد  من هتذ  الستتتتتى

 الا السنة 
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 المطلوب:

والذ  ييي أن تفياتت  ال  ومة دىى م يعات تىك الستتىعة  ما هو مستتتو  الاتتيي ة        

 مىيون يني  دىى ايقل سنويا   1.92 تى ييىي دىيها د لأ  من ويا  هذ  الايي ة مقداي  
 

 الحــل:

مقداي الايي ة دىى  ل و د  من السىعة =  
 100 
    ×1000   =10   

 500 – 20000الايي تتتة =  مية الم يعات  عد ايض 
 

 10(20000 – 500مقداي المت صَّل من ايض الايي ة =  ∴
) 

                                             =200000 – 5000 
2 

و يث أن ال  ومة تهدف من ويا  ايض ايي ة دىى م يعات تىك السىعة إلتتتتتى ت صيتتتتتل  

 ايقل سنويا ، اان  ييي أن:مىيتون يني  دىى  1.92د ل مقداي  

200000 – 50002  1920000 

40 – 2  384 

- 2  +40 – 384  صفي 

2 – 40  +384  صفي 

( – 24() – 16 ) صفي 
 

( نيد  11(، )10و  تتتتتتل هذ  المت اينة مت عين الا ذلك ايستىوي الستا ق شتي   الا المثاليْن )

     24 16أن:  

من    %24إلى    %16أ  أن  دىى ال  ومة أن تفيض اتتتيي ة دىى م يعات هذ  الستتتىعة  واقع  
  1.92ستتعي الستتىعة وذلك  تى تتم ن من ال صتتول دىى د ل من هذ  الاتتيي ة . يقل دن  

 مىيون يني  سنويا  
 

 Absolute Valuesسابعاً: القيم المطلقة   

القيمة الم ىقة لعدد  قيقلا هو   عد هذا العدد دن موقع الصتفي دىى    ايدداد ال قيقية،        

|  وواقا   Hييمتتز لهتتا  اليمز |  Hوهذا ال عد يزيد دن الصفي أو يساوي   والقيمة الم ىقة لىعتتدد  

   ويوا  ذلك الش ل التاللا:2| =  2- و  |  2| =  2 لهذا المفهوس اان: |
 

 

 
 
 

 

 ددد  قيقلا اان: Hهذا وإذا  انت 

         

 |2  = |2 

 2ال عد = 

 |-2  = |2 

 2ال عد = 

 4-    3-   2-     1-صفي         1      2      3      4      
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  H    إذا  انتH  صفي 

|H| = 
  -H   إذا  انتH < صفي 

مع ملأ ية أن القيمة الم ىقة لىعدد صتتفي تستتاو  الصتتفي  ويم ن التف يي الا القيمة الم ىقة 

 سال ا  من من ىق أنها مقداي العدد  غض النيي دن إشايت  موي ا   ان أس 
 

 Some Properties of Absolute Valuesبعض خصائص القيم المطلقة:  
 

 ستتتتتوف نتنتاول ايمتا يىلا  عض  صتتتتتائص القيس الم ىقتة لةدتداد ال قيقيتة وذلتك دىى        

 الن و التاللا:
 

 القيمة الم ىقة ي  ددد أ  ي أو تساو  الصفي  -1

 أن:أ  

 

 ودىى س يل المثال:

 صفي، ≤ 8| =  8 |  ،  صفي ≤ 4| =  4- |

 صفي  ≤| صفي| = صفي 

 

 القيمة الم ىقة ي  ددد هلا مقداي هذا العدد  غض النيي دن إشايت : -2
 أ  أن:

 
 

 6| =  6 | = | 6- مثال: |
 

 H  =-Fأو  H  =Fصفي اان:  F ،  يث  H  = |F إذا  انت: | -3

 H  =-Fأو  H  =F| اان: H | = |F و ذلك إذا  انت: |    
 

 (:37مثال )

  ، ا سي قيمة  3 – 5  = |4 إذا  انت: |     
 

 الحــل:

 واقا  لمفهوس القيمة الم ىقة اان:     

3 – 5  =4          3أو – 5  =- 4 

 الا ال التيْن: 4تساو   3 – 5 يث أن القيمة الم ىقة لت 

 3  – 5  =4و يث أن:    

∴ 3  =5  +4  =9   ،  =3 

|  H  | صفي ≥ 

 

|  H  | = | -H   = |H 
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 3 – 5  =-4    ،3  =5 – 4  =1و ذلتتك:      

∴   =
1

 3 
 

،     :3وه ذا اان  ل من قيمتلا 
1

 3 
 ت قق المعادلة المع ا     

 

4- 

 

 (:38مثال )

 (  است داس ال اصية ال الية 37أيي دن الم ىوي الا مثال )     
 

 الحــل:

 3 – 5  = |4  يث أن:  |

 ∴ 3 – 5  =4      3 – 5و  =4 

=   و       =3أ  أن:     
1

 3 
 

 وهلا نف  النتيية السا قة 
 

 

 التي يعلا لمي ع هذا العدد القيمة الم ىقة ي  ددد  قيقلا هلا د اي  دن اليذي  -5

  أ  أن:      

 
 

 وذلتك ين المقصتتتتتود  تاليتذي التي يعلا هو اليتذي التي يعلا غيي الستتتتتالتي لىمقتداي  ودىى  

 س يل المثال:

| 8   = |
 

2 8  
 

 القيمة الم ىقة لىعدد ايولالقيمة الم ىقة ل اصل ايي ددديْن تساو   اصل ايي  -6

 الا القيمة الم ىقة لىعدد الثانلا 
 

 أ  أن: 
 

 

 و ذلك: 

 

 |  –   | = |   –   | 

   
 2    | |=  

|HF  | = |H  |×|F   | 

|
 H 
F

   = |
  

  H

F
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 (:39مثال )

 H  =2       ،F  =-3إذا  انت:  

HF| = |H|× |F  |  (ii| )|  ( iأث ت أن:  )
 H 
F

  = |
  

  H

F
 

 الحــل: 

(i) HF  =2(-3 = )-6    ،|HF| = | -6  = |6  ، 

     |H| |F| = | 2 |×| -3  = |2  ×3  =6 

 |HF| = |H|×|Fأ  أن: |     

 (ii )   |
 H 
F

| = |
2

3

  
-

  = |
2

3

  
 

        
  

  H

F
   =

  

 2

3

 

-
  =2

3

  
 

أ  أن:  |        
 H 
F

  = |
  

  H

F
 

 

القيمتة الم ىقتة ل تاصتتتتتل يمع مقتداييْن أقل من أو تستتتتتاو   اصتتتتتل يمع القيس الم ىقتة   -7

 لىمقداييْن 

 أ  أن:       

 
 

 (:40مثال )

 ( الا  الة:7أث ت ص ة ال اصية يقس )     

(i  )H  =2    ،F  =5 

(ii )H  =10    ،F  =- 4 
 

 الحــل:

(i) |  H+F| = | 2  +5  | = |7  = |7 

     | H  | +  |F| = | 2 | + | 5  = |2  +5  =7 

      ∴ |  H+F| = |H| + |F| 
 

|  H+F  | ≤   |H  | + |F   | 
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(ii) |  H+F| = | 10 – 4 | = | 6  = |6 

      | H  | + |F| = |10| + |-4 = |10  +4  =14 

      ∴ |  H+F |< | H  | +  |F| 

 ( أن  إذا  ان أ د المقداييْن سال ا  اان:i( ،)iiويتا  من )    

 |  H+F |< | H  | +  |F    | 

 وأما إذا  ان  لأ المقداييْن موي ا  اان:    

 |  H+F| = | H  | +  |F| 

 و ش ل داس، يم ننا استنتاج أن:     

 |  H+F |≤ | H  | +  |F   | 

 Theorem     نظرية: -8

 صفي ، اان: < Hإذا  انت:       

 

 

 
 

 (:41مثال )

ل المت اينة: |       3 – 7  |< 2  ت

 ثس د ًتي دن نتييتك الا صوي  اتي  
 

 الحــل:

اتانت  يم ن إدتاد   تتا تة المت تاينتة        | <  H  |اتان:    H   <     <  H- يتث أنت  إذا  تانتت:        

 المع ا  دىى الصوي  التالية:
 

-2 < 3 – 7 < 2 
 

 ل ل من أيزا  المت اينة نيد أن: 7و ااااة      

5 < 3 < 9 

أ  أن: 
5

 3 
 <  < 3 

 وهو ما يوا   الش ل التاللا:

      

|   | <  H    :إذا  انت -H   <   <  H  ، 

|   | >  H  :إذا  انت  >  H   أو  <  -H  
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 (:42مثال )

ل المت اينة:        ت

|  – 2  | 3 –  
 

 الحــل:

 (،  يتث نيد أن:8ال اصية )هنا يم ن ت  يق النييية المشاي إليها الا 

- (3 –  )< ( – 2 )< 3 –  

 – 3 < ( – 2 )< 3 –  

 و يث أن:

 – 2 < 3 –  

2   <5     ، <  
5

 2 
 

  >  و ذلك       < 3و ما أن:  
5

 2 
 

  > اان ذلك يفيد  نن:  
5

 2 
 

،   -أ  أن  ل المت اينة يتمثل الا الفئة:  )
5

 2 
) 

 

 ملحوظة:

 ، ينها تفيد  نن: – 3 <  – 2يلأَ ي أننا لس نست دس العلأقة:      

 وهو ما . ن  ث دن   1 >صفي 
 

 (:43مثال )

ل المت اينة:  |  2 – 3  |>  5  ت
 

 الحــل:

 2 – 3 |> 5     ،5 > 1 يث أن:  |

 ( نيد أن:8اان  ت  يقا  لىنييية المشاي إليها الا ال اصية )

    2 – 3 < 5   2  أو – 3 < -5 

    2 > 8  2  أو < -2 

      > 4   أو    < -1 
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 وهو ما يوا   الش ل التاللا:     
 

 
 

 
 

  دوال  ـال

 أولاً: مفهوم الدالة  

هو وا د من أهس ايا اي التلا يقوس دىيها دىس الييااتتتيات   Function إن مفهوس الدالة       

 يث أن  يندي أن تويد دياستتة تهتس  ت  يق ايستتاليي الييااتتية الا  ل المشتت لأت الم تىفة  

ها دىى  ميات أ ي   ومن  و. تستتتتت دس هذا المفهوس  وت ع ًتي الدالة دن  مية تعتمد الا ت ديد 

 أمثىة ذلك: 

 ت اليف إنتاج سىعة من السىع تعتمد دىى ددد الو دات المنتيَة  •

 القو  الشيائية لىيني  المصي  تتوقف دىى مؤشي غلأ  المعيشة  •

  مية ال ىي أو العيض دىى سىعة ما يتوقف دىى سعي هذ  السىعة   •

لشتتتهي  لها، ودىى  يس ايستتتي ، مقداي ارنفاب الشتتتهي  لةستتتي  يتوقف دىى الد ل ا •

 ودىى ددد اي نا  الا ميا ل التعىيس الم تىفة، إلى غيي ذلك من العوامل اي ي   
 

 معياتة قيمتة    علأقتة معينتة   يتث تت تدد قيمتة     متغيي م ي  هتذا وإذا ايت   متغيي

 دالة لىمتغيي    أو  معنى م ي، يقال إن المتغييدالة لىمتغيي ، دندئذ ي قال  نن  

 Independent المتغيي المستقل     ويسمى المتغيي  دىى تغيي دندما يتوقف تغيي  

Variable  ايستتتمى  المتغيي التا ع   ، وأما المتغييDependent  Variable  يث نيد   

 أن المتغيي التا ع يتغيي  تغيي المتغيي المستقل ولي  الع   
 

وإذا متا أ تذنتا الا ا.دت تاي ايمثىتة التلا أويدنتاهتا من ق تل لقىنتا أن ت تاليف ارنتتاج هلا متغيي  

القو  الشتيائية لىيني  المصتي     تا ع وهلا دالة لعدد الو دات المنتيَة )متغيي مستتقل(   ما أن

)متغيي تا ع( هلا دالة لمؤشتي غلأ  المعيشتة )متغيي مستتقل(  وأما  مية ال ىي دىى ستىعة ما 

أو  مية المعيوض منها )متغيي تا ع( اهلا دالة لستتعي هذ  الستتىعة )متغيي مستتتقل(  والا  ل 

نيد الا الدالة أ ثي من متغيي   تىك ايمثىة الثلأث نيد أن هناك متغييا  مستتتقلأ  وا دا   ول ن قد 

هو متغيي تا ع، وهودالة    -دىى ست يل المثال    -مستتقل )اثنين ان ثي(  اارنفاب الشتهي  لةستي  

الا ددد من المتغييات المستتقىة منها الد ل الشتهي  لةستي  و يس ايستي  وددد اي نا  الا 

 ميا ل التعىيس الم تىفة  

 متغيي مستتتتتتقتل دىى     متغيي تتا ع والمتغيي    هتذا ويم ن ديض العلأقتة  ين المتغيي

 الصوي  التالية: 

  د =  ( ) 
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ي قيأ:    الا  د  هلا  تتاصتتتتتتل اتتتتتيي    وهتتذا التع يي . يعنى أن    دالتتة   ، ول ن 

   لىمتغيي 

   يتث أن Simple Function( هلا دلأقتة داليتة  ستتتتتي تة  )  = د   والعلأقتة التداليتة:  

  يعتمد دىى متغيي مستقتل وا د هو المتغيي  المتغيي التا ع 
 

وأمتا إذا  تان هنتاك أ ثي من متغيي مستتتتتتقتل وا تد يؤثي دىى المتغيي التتا ع اتان العلأقتة التداليتة  

  ودىى ستتتتت يتل المثتال،    Multivariate Functionت ون دلأقتة داليتة متعتدد  المتغييات  

 دالة الا الد ل الشتتهي  وددد أاياد   -والذ  أشتتينا إلي  من ق ل  -ارنفاب الشتتهي  لةستتي  

د اي نا  الا ميا ل التعىيس الم تىفة يمثل دالة متعدد  المتغييات  ونستتتتوب هنا  ايستتتتي  ودد 

مثتاليْن م ييْن لهتذا النوع من التدوال   يتث نيتد أن  ميتة ال ىتي دىى ستتتتتىعتة معينتة يتتنثي  عتد   

دوامل منها: ستعي تىك الستىعة، أستعاي الستىع ال ديىة، د ل المستتهىك، المستتو  التعىيملا، إلى 

لعوامل التلا يم ن أن تؤثي دىى  مية ال ىي دىى ستتتتىعة معينة   ما أن أي اح  غيي ذلك من ا

شتي ة من الشتي ات يتوقف دىى دد  دوامل منها:  مية ارنتاج،  مية الم يعات، المنصتيف 

دىى الدداية واردلأن، ستتتعي الستتتىعة، إلى غيي ذلك من العوامل اي ي   والا  ل من هذ  

ا عا  وا دا  ودد  متغييات مستتتتتقىة، وهذ  المتغييات المستتتتتقىة  ايمثىة نيد أن هناك متغييا  ت

 تؤثي ميتمعة  دىى المتغيي التا ع 

 ولىمتغييات المستقىة  اليموز: وإذا يمزنا لىمتغيي التا ع  اليمز      


1
 ،

2
 ،   ،k الصوي :  اان العلأقة الدالية ت تي دىى 

  د = (1 ،2 ،  ،) 

   = (1 ،2 ،   ، ) أو:      

   = (1 ،2 ،   ،)  أو:     
 

التتدالتتة  تتندا  متتد لأت     وتتمثتتل  Input-output Deviceم ييتتات    -ويم ن النيي إلى 

وأمتا  المتد لأت الا القيس الم تىفتة لىمتغيي المستتتتتتقتل والتلا يم ن التعويض دنهتا الا التدالتة،  

الم ييتات اهلا قيمتة المتغيي التتا ع دنتد القيس الم تىفتة لىمتغيي المستتتتتتقتل  ويتس ذلتك من  لأل 

 ايدا  والتلا تمثىها الدالة  ويم ن تواي  ذلك  الش ل الت  ي لا التاللا:
 

 

 

 

      Types of Functions ثانياً: أنواع الدوال

يم ن تقستتتيس الدوال إلى دد  أنواع وذلك واقا  ل  يعة و صتتتائص المتغييات المستتتتقىة        

 الدا ىة ايها  وسوف نتناول  عاا  من هذ  اينواع دىى الن و التاللا:

 المخرجات الدالة المدخلات
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  Constant Functionالدالة الثابتة:     -1

 وهذا النوع من الدوال ين ذ الصوي :     
 

  د = ( = )H    
 

 مقداي ثا ت  قيقلا  H يث: 

  12( = ) = د    ودىى س يل المثال:     

 دائمتا   وهتذا   12، اتان قيمتة التدالتة تستتتتتاو   هلا دالتة ثتا تتة  و غض النيي دن قيمتة  

 أن: -دىى س يل المثال  -يعنى 
 

 

 ،12( = 6) ،     د    12( = 5-) د 

 وه ذا         12( = H +F) د 

 

  والمفهوس  Marginal Revenueو مثتال اقتصتتتتتاد  لىتدالتة الثتا تتة نيتد اريياد ال تد   

ا.قتصتتتتاد  للإيياد هو أ د الت  يقات ا.قتصتتتتادية لىدالة الثا تة  ااريياد ال د  هو اريياد  

 يع و د  وا د  من المنتجَ أو ال دمة  اىو أن منتيَا  معينا   يعت و دات   نف   اراتاالا نتيية  

الستعي اان اريياد ال د  يستاو  دائمتتتتتتا  ستعي الو د  الوا د  من هذا المنتجَ  ودىى ست يل  

ح، يم ن   ينيها  اان اريياد ال د ، ي  20المثال  لو  ل ستتتعي  يع الو د  من منتج معين هلا  

 الة دىى الصوي :أن ي مثَّل  د 
 

vp 20( = ) = د 

 ددد الو دات الم  ادة من المنتجَ  هو اريياد ال د ،  vp يث:     

 

  Linear Functionالدالة الخطية:    -2

 التدالتة ال  يتة هلا التلا تمثتل ال   المستتتتتتقيس والتلا معتادلتت  من التدييتة ايولى  وهلا       

 تن ذ الصيغة:

  د = ( = )H  +F 

 ثوا ت  H  ،F يث:  
 

 (:44مثال )

 3 - 2( = )  انت:  د إذا 

   =2    ،  =1    ،  =4أويد قيمة الدالة دندما: 

 ( دىى التيتيي 4) ( ، د 1) ( ، د 2) أ : د  
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 الحــل:

 الا  تل مي      الم تىفتة اتاننتا نعوض الا التدالتة دن قيمتة    رييتاد قيس التدالتة دنتد قيس        

 أ  أن:
 4=  2 - 6=  2 - 2×  3( = 2) د 

 1=  2 - 3=  2 - 1 × 3( = 1) د 

 10=  2 – 12=  2 - 4×  3( = 4) د 
 

 

 (:45مثال )

لنفتيض أنك  صتتىت دىى وييفة  ائع  وأن صتتا ي العمل قيي أن ي ون مقداي الميتي       

ايستتت ودلا الذ  تتقااتتتا  متوقفا  دىى ددد الو دات التلا تستتتت يع أن ت يعها الا ايستتت وع  

 الوا د  ااذا ااتيانا أن:

 ، الميتي ايس ودلا  اليني = 

   ددد الو دات الم  ادة أس وديا = 

 الميتي ايس ودلا دىى الم يعات ايس ودية يم ن تمثيى  دىى الصوي :   اان ادتماد 

  د = () 

  يتث:  د هلا اسس دالة الميتي 

 ولو ااتيانا أن صا ي العمل قد قيي أن ت ديد الميتي ي ون واقا  لىدالة:
 

  د = ( = )3  +25 

المنتايي  لتىتك القيمتة     ، يم ن التعويض دنهتا لى صتتتتتول دىى قيمتة  اتانت   معياتة قيمتة  

و د   اان ميت ك    100ودىى س يل المثال لو ااتيانا أنك است عت أن ت يع الا أ د ايسا يع  

 الا هذا ايس وع سوف ي ىغ:

  =3 (100 + )25  =325   ينيها 

 (  أ  أن: H) هلا د    =H( دندما ) و ش ل داس، اان قيمة د 

 ينيها   325( = 100) د 

 و د ، اان الميتي الا هذا ايستتتت وع يت دد    80وإذا  ىغت  مية الم يعات الا أ د ايستتتتا يع  

  ما يىلا:

 ينيها   265=  25( + 80) 3( = 80) د 
  

 وأما إذا  ان هناك أس وع لس تتم ن اي  من  يع أية و د ، اان الميتي  ينئذ ي ون:
 

 ينيها   25=  25)صفي( +  3)صفي( =  د 
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 هتذا ويم ن تمثيتل التدالتة هنتا  شتتتتت تل ت  ي لا يواتتتتت    يعتهتا  متد لأت وم ييتات وذلتك 

  ما يىلا:
 

 دالة المرتب الأسبوعي 

 

 

 
 

 

    Quadratic Function     الدرجة الثانية:الدالة من  -3

الدالة من الديية الثانية هلا من أ ثي الدوال است داما  الا ال يا  العمىية  وتن ذ هذ  الدوال     

 الصيغة التالية:

  د = ( = )H 2  +f   + 

 صفي H  ثوا ت  ،    ، H ،F يتث:     
 

 ودىى س يل المثال، اان الدالة:

  د = ( = )32 - 2  +10  

 هلا دالة من الديية الثانية ايها:

H  =3         ،F  =-2         ،  =10 

  ما أن الدالة:

  د = ( = )-5 2 

 هلا أياا دالة من الديية الثانية ايها:

H  =-5    ،F  =  صفي = 
 

 

  Cubic Function   الدالة من الدرجة الثالثة:   -4

 وهلا تن ذ الصيغة التالية:     

  د = ( = )H 3  +f 2  +   +I 

 صفي H  ثوا ت ،    H  ،F  ،  ،I يتث:    

 23 - 32  +5  +8االدالة:     

 الديية الثالثة ايها:هلا دالة من 

H  =2    ،F  =-3    ،  =5      ،I  =8 

 

 

 الدالة:

 3  +25( = ) د

 

 المدخلات
 

 

عدد الوحدات  

 المباعة أسبوعياً 

 

 المخرجات
 

 

المرتب الأسبوعي  

 )بالجنيه(
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   Polynomial Function     الدالة متعدد الحدود: -5

يميع ايش ال التلا أشينا إليهتتتا من ق ل هلا  ا.ت  اصة لىدوال متعدد  ال دود   يث        

 تن ذ الصوي : kأن الدالة متعدد  ال دود من الديية 
 

  د = ( = )H  +1  k
1  kH  +       +1H  +0H 

 

 صفي  kH ثوا ت،  kH ،1  kH ،      ،1H ،0H يث: 
 

ددد صتت ي  غيي ستتالي   ما أن ديية الدالة تقا   قيمة    هذا وييي أن ي ون اي  ل ل 

 أ  ي أ  مويود 

 ودىى س يل المثال الدالة:

  د = ( = )4 

 هلا دالة من الديية اليا عة ايها:

4H  =1       ،3H  =2H  =1H  =0H صفي = 
 

وهنتا ييتي ملأ يتة أن التدوال الثتا تتة، ال  يتة، من التدييتة الثتانيتة ومن التدييتة الثتالثتة، هلا  

 دىى التيتيي  3، 2، 1دوال متعدد  ال دود من الديية صفي، 

 – Nonوتيتدي ارشتتتتتاي  إلى أن التدوال من التدييتة الثتانيتة أو أ ثي هلا دوال غيي   يتة  

Linear وذلك تمييزا  لها دن الدالة ال  ية ،Linear  
 

هذا وهناك دوال مشهوي  مثل الدوال الىوغاييتمية والدوال ايسية والتلا ل ل منها است داماتها  

هذا ال د الا دياستتتتنا لىدوال م تفين  هذا الا ميال ا.قتصتتتاد  ومع ذلك ستتتوف نتوقف دند  

القدي الذ  ن تاج إلي  دند ت  يق ايستاليي الييااتية الا الميا.ت ا.قتصتادية الا هذا الفصل 

 واصول تالية 
 

 

 ثالثا: تطبيقات اقتصادية )الدوال(

 ة:الا دياستنا لىدوال وت  يقاتها ا.قتصادية سوف نن ذ الا ا.دت اي المواودات التالي      

نماذج    -دالة الي      -دالة الت ىفة    -دالة الد ل   -توازن الستتتوب    –دالة العيض   -دالة ال ىي 

 تغ ية النفقات 

وستتتتتتتوف ي ون تناولنا لتىك المواتودات من  لأل أمثىة دمىية  تى تيستي دىى القايئ        

 اهس واستيعاي هذا ايمي 
 

  Demand Functionدالة الطلب:   -1

دالة ال ىي هلا دلأقة ييااتتتية تع ًتي دن ال ييقة التلا تتغيي واقا  لها  مية ال ىي دىى        

ستتىعة ما  تغيي ستتعي تىك الستتىعة، والعلأقة  ين هذيْن المتغيييْن ) مية ال ىي والستتعي( هلا  
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دلأقة داد  ما ت ون د ستتتية   معنى أن النقص الا الستتتعي يؤد  داد  إلى زياد  الا ال ىي 

ص يتتتتت   هذا والهدف من أ  دمىية  يع هو ت فيز أو  ث المستهَى ين دىى ارق ال  والع    

قيشتا ، اان ذلك من شتنن     50دىى شتيا  المنتجَ  اىو أن متييا  أنقص ستعي  يىو الست ي  مقداي

أن يؤد  إلى زياد  يوهيية الا ال ىي دىى الستت ي  ومن يهة أ ي ، اان الزياد  الا ستتعي 

اد  إلى نقص الا ال ىي دىى هذ  الستىعة  اىو تصتوينتتتتتتا أن ستعي ستىعة معينة ستوف تؤد  د

 يىو الستت ي قد ايتفع اين  ليصتتل إلى الاتتعف، هذا مع ااتياض ث ات العوامل اي ي  مثل  

مستتتويات الد ل، اان ذلك ستتيؤد  . م الة إلى أن دددا  من المستتتهَى ين ستتوف يعيز دن  

 شيائ   هذا السعي الميتفع 
 

ن هناك استثنا ات لهذا السىوك ا.قتصاد ،  يث نيد أن ال ىي دىى  عض  ومما .شك اي ، أ

المنتيَات أو ال دمات والتلا تعت ي من الاتتيوييات يميل إلى التغيي  ديية أقل من التغييات  

الا ايستعاي  ومثال ذلك العقاقيتتتتتتي ال  ية وال دمات ال  ية و عض أنواع ال عاس  والا واقع  

 صف   يعة العلأقة الا مثل تىك ال ا.ت ايمي، اان ميونة ال ىي ت
 

ودوال ال ىتي معيمهتا غيي   يتة، وإن  تانتت هنتاك  تا.ت ت ون ايهتا دوال ال ىتي إمتا   يتة  

 :الصوي  التاليةوإما تقتيي  ديية معقولة من الصوي  ال  ية  وتن ذ دالة ال ىي 
 

 

 )سعر الوحدة( دالة كمية الطلب = 

  () = د                                      أ  أن: 

 سعي الو د  من السىعة  ،   مية ال ىي  الو دات    يث :  
 

 (:46مثال )

  60000من ال  ي  الستتتا قة ي د المنتتيين اان مستتتتو  ال ىي دىى منتيَ  يصتتتل إلى        

و د  دند    44000ينيها  لىو د  الوا د    ما يصتل مستتو  ال ىي إلى   24و د  دند ستعي  

 ينيها  لىو د  الوا د   32سعي 

 المطلوب:

 : دد دالة ال ىي ال  ية والتلا تن ذ الصوي  (1)
 

                 د = ( ) 
 

 سعي الو د  من المنتج  تمثل  مية ال ىي  ،    يث:       

 و د ، ما هو سعي  يع الو د  الوا د  من المنتجَ دندئذ  80000( إذا  ىغت  مية ال ىي 2)

 ينيها   30( ما هلا  مية ال ىي المتوقَّعة إذا  ىغ سعي الو د  3)

ي 4)  ( 1ال ىي الم سو ة الا )معنى ميل دالة  –اقتصاديا   –( اسًت
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 الحــل:

 (،  1  ،1من ال يتانتات المع تا  نستتتتتت يع القول  تنن معتادلتة ال ىتي تمي  تالنق تيْن )  (1)

(2 ،2:يث  ) 

1  =24    ،1  =60000  ،  2  =32    ،2  =44000 

 دالة ال ىي يم ن إييادها  ما يىلا  ∴

1

1

 

 

; ; 
 

  =1 2

1 2

 

 

; ; 
 

 

24

60000 ;
 
  

 
  =60000 44000

24 32

  
   

24

60000 ;
 
  

 
  = 16000 

8

- 
 

 و اييا  العمىيات الي يية اللأزمة يم ننا أن نصل إلى أن:     

( = )108000 - 2000  

 و د  يت دد  ما يىلا: 80000سعي الو د  دندما ت ىغ  مية ال ىي  (2)

 80000  =108000 - 2000 

2000  =108000- 80000  =28000 

    ∴   =
28000

2000
  =14 

                 

 يني   14هو  80000أ  أن السعي الذ  ت ىغ دند   مية ال ىي      
 

 ينيها  يم ن إييادها دىى الن و التاللا: 30 مية ال ىي المتوقَّعة دند سعي  (3)

   (30 = )108000 - 2000  ×30 

 و د   48000=  60000 – 108000= 
 

ميل دالة ال ىي =   ( 4) 
− معامل  السعي 

معامل  ال مية
 

 

 H  +f  =يىزس أو.  أن نعيد صياغة دالة ال ىي دىى الصوي :     

   +2000  =108000أ  أن:  

الميل =   ∴
2000

1

-  =-2000 

 و د   2000وهذا يعنى أن  ل ل يني  وا د زياد  الا سعي الو د  اان ال ىي ينقص  مقداي 
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 Supply Function     دالة العرض: -2
  

دالة العيض هلا أياتتا  دلأقة ييااتتية تفستتي انع ا  ستتعي الستتوب دىى ت ديد ال مية        

التلا ينتيها المنتتج ويعياتتتها لى يع  وتفيد دالة العيض الا ت ديد ال مية التلا ييي دياتتتها  

الا ايستتواب معتمد  الا ذلك دىى الستتعي الذ  ي ون المستتتهَى ون دىى استتتعداد لداع  مقا ل  

ىعة  هذا وتتنثي ال مية المعيواتة الا ايستواب  شت ل م اشتي دىى ستعي الستىعة اقتنا  تىك الست

الا السوب   يث أن   ىما أيتفع سعي السىعة  ىما شيع ذلك المنتتج دىى زياد  إنتاي  وديا   

 لى يع، و ىما أد  ذلك  دوي  أياا  إلى ان فاض السعي الذ  يييد المستهَىتك داع  هذ  السىعة 
 

ل ىتي، اتان دالتة العيض دتاد  متا ت ون غيي   يتة، وإن  تانتت هنتاك  تا.ت  و متا الا دالتة ا

 تقتيي ايها دالة العيض  ديية مق ولة من الصوي  ال  ية 
 

 (: 47مثال )

 إذا  انت دالة العيض ر د  السىع هلا:    
 

( = )-0.5  +35  

 سعي الو د   اليني    مية المعيوض من السىعة  الو دات،   يتث: 

 المطلوب:  

 ينيها   20 السعي ( إييتاد ال مية المتوقَّعة لىمعيوض من السىعة دند 1)

 ( إيياد ميل دالة العيض مع تواي  د.لت  ا.قتصادية 2)
 

 الحــل:

 ينيها ، اان  مية المعيوض منها يت دد  التاللا: 20إذا  ىغ سعي الو د  من السىعة  (1)
 

  (20 = )-0.5 (20 + )35 

 و د   25=  35+  10-=        
 

   +0.5   =35  يم ن إداد   تا ة الدالة دىى الصوي : (2)

الميل =   ∴
− معامل  السعي 

معامل  ال مية
   =

,05-

 1 
  = - 0.5 

 

وهذا يعنى أن  ل ل يني  وا د زياد  الا ستعي الستىعة اان  مية المعيوض منها تنقص  مقداي  

نصتتتف و د  الا المتوستتت   و تع يي م ي، نستتتت يع القول  نن  ل ل ينيهيْن زياد  الا ستتتعي 

 السىعة اان  مية المعيوض منها تنقص  مقداي و د  وا د  
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       Market Equilibrium     توازن السوق: -3

لو أن ستعي ستىعة معينة ميتفع يدا  اان المستتهَى ين ستوف يمتنعون دن شتيائها،  ينما لو        

 ان ستتعيها من فاتتا  يدا  اان المنتتيين ستتوف يمتنعون دن  يعها  والا الستتوب التنااستتلا،  

والعيض المتاح منها اق ، اان السعي دندما يعتمد سعي الو د  دىى  مية ال ىي دىى السىعة 

يتي  ين يعدل نفست  وذلك  الصتوي  التلا تتستاو  ايها الا النهاية ال مية الم ىو ة من الستىعة 

 واستتت ة المشتتتتيين مع ال مية التلا ييغي المنتتج الا دياتتتها  وهنا ي دث توازن الستتتوب  

Market Equilibrium  لم ىو ة مع ال مية  دند مستتو  الستعي الذ  تتستاو  دند  ال مية ا

المعيواتة  أ  أن ستعي التوازن يت قق دند نق تتتتتتة تقا ع دالتلا ال ىي والعيض  و ع اي   

 أ ي ، اان سعي و مية التوازن يم ن ت ديدها   ل دالتلا ال ىي والعيض معا  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (:48مثال )

 إذا  انت دالة ال ىي ر د  السىع هلا:     

2  +2  =169 

 سعي الو د      مية ال ىي  ،      يث:  

 و انت دالة العيض لنف  السىعة هلا:
 

  =  +7 

 أويد سعي السىعة وال مية التلا يت قق دندهما توازن السوب 
 

 الحــل:

 من دالة ال ىي نيد أن:      
 

  =
 

2 169  - 

     = - 7ومن دالة العيض نيد أن:

 و يث أن توازن السوب ي دث دندما تتساو  ال مية الم ىو ة مع ال مية المعيواة اان:

 
 صفي

 

 توازن السوب

 
 ال ىي

 

 العيض
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2 169  -  = - 7 
 

 و تي يع ال يايْن ن صل دىى:

             169 - 2  =2 - 14  +49  

22 - 14 - 120  صفي = 

2 - 7 - 60  صفي = 

( - 12()  +5 صفي = ) 

  =12          و   =-5 

   =12و يث أن القيمة السال ة لىسعي غيي مق ولة اان: 

 الا دالة العيض ن صل دىى: و التعويض دن قيمة 

  =12 - 7  =5 

، ودند هذا الستعي ت ون  مية  12توازن الستوب يت قق دندما يصتل ستعي الستىعة إلى  أ  أن  

 و دات  5التوازن مساوية 
 

 نيد أن: 12أ  أن  دند مستو  السعي 

 و دات  5 مية ال ىي =  مية العيض = 
 

هتذا وستتتتتوف نغ ى  عض اليوانتي اي ي  لتوازن الستتتتتوب دنتد دياستتتتتتنتا لت  يقتات        

 ات الا الميا.ت ا.قتصادية الم تىفة الم ددات والمصفوا
 

 

  Total Revenue Function     دالة الإيراد الكلي: -4
    

 س ق أن أشينا إلى أن:     

 اريياد ال ىلا = سعي  يع الو د  × ددد الو دات الم ادة      

 وإذا  ان لدينا دالة ال ىي والتلا تن ذ الصوي :     

  د = ( ) 

 سعي الو د    مية ال ىي  ،     يث:     

 اان  يم ن أياا ت ديد دالة اريياد ال ىلا  است داس دالة ال ىي 

 وذلك دىى الن و التاللا:

 () د   ×    =اريياد ال ىلا = 

 وهنا أم ن التع يي دن اريياد ال ىلا  دالة تي يعية لىسعي  
 

 هذا ويم ن ت ديد اريياد ال ىلا  دالة لى مية الم  ادة وذلك دىى الن و التاللا:
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 يتس التع يي دن السىعة  دالة الا  مية ال ىي  ما يىلا:

            د = () 

 ( ) د  ×    =اريياد ال ىلا = 
 

 (:49مثال )

 إذا  انت دالة ال ىي دىى أ د المنتيَات هلا:     

  د = ( = )1500 – 50 
  

 سعي الو د   اليني    ال مية الم ىو ة  آ.ف الو دات ،   يث: 

 المطلوب:

 ( إيياد دالة اريياد ال ىلا 1)

 ينيها  20( ما هو اريياد ال ىلا إذا  ىغ سعي الو د  2)

 و د   400 ىغت  مية الم يعات ( ما هو اريياد ال ىلا إذا 3)
 

 الحــل:

   ( = اريياد ال ىلا ) (1)

 ، اان اريياد ال ىلا يم ن ديات   دالة الا الستعي،  دالة لتتتتتت   وين دالة ال ىي تعيض 

 أ  أن:

 ( ) د   ×  ( = )اريياد ال ىلا = 

                = (1500 – 50 
) 

    ∴  ( = )1500 – 50 
2 

 دالة اريياد ال ىلا هلا 

 ينيها  هو: 20مقداي اريياد إذا  ىغ سعي الو د   (2)
 

(20 = )1500(20 )- 50(20)2 

 يني   10000=  20000 – 30000=          
 

 و تد  وذلتك  تاستتتتتت تداس    400يم ن إييتاد مقتداي اريياد دنتدمتا ت ىغ  ميتة الم يعتات    (3)

  ييقتيْن م تىفتيْن:
 

 الطريقة الأولى:

   =400 يث أن: 

 الا دالة ال ىي ينتج أن: اان   التعويض دن قيمة      

  400  =1500 - 50 
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50 
  =1900 - 400  =1100 

  ∴    =
1100

 50 
 ينيها    22=  

و د  هو نفستت  مقداي اريياد دندما ي ىغ    400أ  أن مقداي اريياد دندما ت ىغ  مية الم يعات  

ينيها تت قق م يعات    22ينيها  وهذا يعنلا أن  دند ستتتتعي الو د  الوا د    22ستتتتعي الو د   

 و د   400مقدايها 
 

∴ (22 = )1500(22 )- 50(22)2 

 يني   8800=  24200 - 33000=             
 

 الطريقة الثانية:

 يم ن إداد  صياغة دالة ال ىي الا الصوي : السعتي  دالتة لى مية، وذلك  ما يىلا:     

    =1500 – 50          ،50   =1500 -  يث أن:     

                   =30 –  
1

 50 
   

                  =30 – 0.02  

 )ال مية( أ  أن:     السعي = د 

                  د = ( = )30 - 0.02  

   و يث أن:  اريياد ال ىلا = 

                     ( =30 - 0.02)  =30 – 0.022 

 دالة اريياد ال ىلا  دالة ل مية الم يعات هلا: ∴

( = )30 – 0.022 

 و د  يت دد  ما يىلا: 400اان مقداي اريتياد دندمتا ت ىغ  مية الم يعات  سَّ ومن ثَ 

(400 = )30(400 )– 0.02(400)2 

 و د  8800=  3200 - 12000=         
 وهلا نف  النتيية التلا  صىنا دىيها من ق ل 

 

 دالة التكلفة الكلية ودالة الربح الكلي: -5
Total Cost and Total Revenue Functions 

 

ست ق وأن أشتينا الا مواتع ستا ق من هذا الفصتل  نن الت ىفة ال ىية والي   ال ىلا يت ددان        

  ما يىلا:

 التكلفة الكلية = التكلفة الكلية المتريرة + التكلفة الثابتة 

 التكلفة الكلية  –الربح الكلي = الإيراد الكلي 
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 والمثال التاللا يوا  ذلك:
 

 (:50مثال )

ينيها  لىو د  الوا د ، و انت الت ىفة    55تستتتت يع شتتتي ة أن ت يع أ د منتيَاتها  ستتتعي        

ينيت   اىو   400000ينيهتا ،  ينمتا ت ىغ الت تاليف الثتا تتة    23المتغيي  لىو تد  الوا تد  تستتتتتاو   

 هلا ددد الو دات التلا تس إنتايها و يعها  لأل السنة  يانا أن اات

 المطلـوب:

   ( إيياد دالة الت ىفة ال ىية  1)

 ( ت ديد دالة اريياد ال ىلا  2)

 ( إيياد دالة ايي اح  3)

 و د   لأل السنة  15000( ما هو مقداي الي   إذا تس إنتاج و يع 4)

 يني  64000الم ىو ة ل لا ت قق الشي ة أي ا ا مقدايها ( ما هلا  مية ارنتاج 5)
 

 الحــل:

  يث أن: (1)
 الت ىفة ال ىية = الت ىفة ال ىية المتغيي  + الت ىفة الثانية 

               =23  +400000  

 ( = )23  +400000أ  أن دالة الت ىفة ال ىية هلا:       
 

  يث أن: اريياد ال ىلا = سعي  يع الو د  × ددد الو دات الم ادة  (2)

                   =55  

 ( = )55دالة اريياد ال ىلا هلا:   ∴      
 

 الت ىفة ال ىية – يث أن: ايي اح ال ىية = اريياد ال ىلا  (3)

                     =55 – (23  +400000 ) 

                     =55 – 23 – 400000 

                     =32 – 400000 

  ( = )32 – 400000دالة ايي اح هلا:   ∴       

 

 و د  هو: 15000مقداي الي   إذا تس إنتاج و يع  (4)

 (15000 = )32(15000 )– 400000 

 يني   80000=  400000 – 480000=                
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يني  اان  مية ارنتاج يم ن ت ديدها  ينئذ    64000ل لا ت قق الشتتتي ة أي ا ا  مقدايها    (5)

  ما يىلا:

 ( = )64000  =32 – 400000 

 32  =400000  +64000  =464000 

        =46400

 32 
 و د   14500=  

 (:51مثال )

 إذا  انت دالة ال ىي ي د المنتيَات تن ذ الصوي :     
 

  =75 – 0.25 

 سعي الو د   اليني      مية ال ىي دىى المنتجَ   ،       يث:      
 

 و د  ) المئات( ت ددها الدالة: وإذا  انت الت ىفة ال ىية رنتاج 

 ( = )2 – 150   +5000 

 المطلوب:

 ( صياغة  ل من:1)

 )أ( دالة اريياد ال ىلا     )ي( دالة الي   ال ىلا       

ي اع  تى يت قق ي   مقداي  2)  يني   4000( ما هو ددد الو دات الذ  ييي أن ي نتجَ و 
 

 

 الحــل:

    =75 – 0.25 يث أن:     (1)

 اان  يم ن إداد  صياغة الدالة  ما يىلا:

0.25  =75 –  

         =300 – 4 

 و يث أن:     اريياد = سعي  يع الو د  × ددد الو دات الم ادة
 

 (4 – 300اريياد = ) ∴              

                          =300 – 42 

 أ  أن دالة اريياد ال ىلا هلا:

( = )300 – 42 

 و يث أن:
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 الت ىفة ال ىية  –الي   ال ىلا = اريياد ال ىلا  

 ( =300 – 42 )– (2 - 150  +5000) 

  =300 – 42 – 2  +150 – 5000 

  =450 – 5 2 – 5000  
 

 أ  أن دالة الي   ال ىلا هلا:

 ( = )450 – 5 2 – 5000 

 يني  اان: 4000 تى يت قق ي   مقداي   (2)

450 – 5 2 – 5000  =4000 

450 – 5 2 – 9000  صفي = 

5 2 – 450  +9000  صفي = 

    2 – 90  +1800  5= صفي   قسمة ال يايْن دىى 

    ( – 30() – 60صفي = ) 

   =30          و  =60 

و د      60و تتتتتتتد  أو    30اان  ييي إنتتتتتتتتاج  يني     4000أ  أن  ل لا يت قق ي   مقداي   

و تد  وذلتك   60و تد  اق  ولي   30والمن ق هنتا يقول إنت  لت قيق هتذا الي   اتانت  يتس إنتتاج  

 تواييا  لىوقت 
 

 فكرة حل آخر:

يم ن لىقايئ إداد   ل هذا المثال   ييقة أ ي  تتمثتتتتل الا التع يي دن  ل من اريياد        

الا الستتتتتعي  و عتد ت تديتد الستتتتتعي التذ  ي قق الي   الم ىوي يم ن  والت ىفتة والي    تدالتة  

 التعويتض دن قيمت  الا دالة ال ىي لى صول دىى ال مية التلا ت قق الي   الميغوي اي  

 

      Break - Even Modelsنماذج ترطية التكلفة:    -6

إن أية مؤستتتستتتة مهما ا تىف نشتتتا ها تهدف إلى ت قيق أي اح  لذلك اان نماذج تغ ية        

ن هذ  النماذج   الت ىفة تعت ي أدا  هامة من أدوات الت  ي  الا إداي  تىك المؤستستات   يث ت مً ت

مت ذ  القياي من ت ديد  مية ارنتاج التلا تغ ى دندها المؤستتتتستتتتة ت ىفة إنتايها اق  دون  

أي تاح أو  ستتتتتائي  وهتذا المستتتتتتو  من ارنتتاج ي ىق دىيت  نق تة تغ يتة الت ىفتة    ت قيق أ 

Break-Even Point  وهذ  النق ة تمثل  مية ارنتاج التلا يتستتاو  دندها اريياد ال ىلا مع  
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 الت ىفتة ال ىيتة، وأ   عتد دن تىتك النق تة )زيتاد  أو نقصتتتتتانتا ( ستتتتتوف ي تدث دنتد  إمتا ي    

 أو  ساي  
 

والتلا    Assumptionsلنماذج تغ ية الت ىفة ستوف نفتيض  عض ا.اتيااتات    ودند تناولنا

 نى صها ايما يىلا:
 

أن  لًأ  من دالتة الت ىفتة ال ىيتة ودالتة اريياد ال ىلا   يتة  وااتياض أن دالتة الت ىفتة ال ىيتة  •

  يتة يعنى أن الت ىفتة المتغيي  ل تل و تد  إمتا أن ت ون ثتا تتة أو أنهتا من المفتيض أن  

 ثا تة   ما يعنى ذلك أياا أن الت ىفة المتغيي  تعتمد دىى مستو  ) مية( ارنتاج ت ون 
 

وأما ااتياض أن دالة اريياد ال ىلا   ية، ايشيي إلتتتتتى أن سعي ال يع لىو د  ثا ت  والا   •

اي وال التلا . ي ون ايها ستتعي ال يع لىو د  مقدايا  ثا تا ، اان متوستت  الستتعي أ يانا  ما 

 دت اي دند إييا  هذا الت ىيل يؤ ذ الا ا.
 

أن ستعتتتتتتي الو د  الوا د  من المنتجَ ي ون أ  ي من الت ىفة المتغيي  لىو د   ولنف ي الا    •

ذلك ولو لى ية،  يث نيد أن  لو  ان سعي الو د  أقل من ت ىفتها المتغيي ، اان المؤسسة  

ناك  الة يم ن  ستوف ت قق  ستاي  الا  ل و د  تنتيها وت يعها   ينئذ ستوف . ي ون ه

 دندها تغ ية الت ىفة اق  دون ت قيق أ  أي اح 
 

والا ت ىيىنتا لنمتاذج تغ يتة الت ىفتة ستتتتتوف نتن تذ الا ا.دت تاي  ميتة ارنتتاج التلا ت قق تغ يتة  

الت ىفتة وذلتك دون غييهتا من العوامتل مثتل إييتاد قيمتة الم يعتات التلا ت قق تغ يتة النفقتات   

 الت ىفة ييي ات اع ال  وات التالية:ول لا ن دد نق ة تغ ية 
 

ع َّيا  دنها  عدد و دات ارنتاج   -أ ، ولت ن  ;صتتتياغة الت ىفة ال ىية  دالة الا  مية ارنتاج م 

  ( )الدالة 

 ( )ولت ن الدالة  ;صياغة دالة اريياد ال ىلا  دالة الا ددد و دات ارنتاج  -ب

 يث أن مييد تغ ية ت ىفة ارنتاج يت قق دندما تتستتتتاو  ت ىفة ارنتاج مع اريياد، اان    - ج

 ()(  ت ) يم ن ت ديد نق ة تغ ية النفقات  مساوا  
 

 Break – Even(  تمثتل نق تة تغ يتة النفقتات  )  (  = )التلا ت قق:     أ  أن قيمتة  

Point  
 

(، يم ن إييتاد دالتة الي    تدالتة الا  ميتة ارنتتاج، وذلتك   يح دالتة  جو   و   تديىتة لى  و  )
 الت ىفة من دالة اريياد ثس مساوا  دالة الي    الصفي 

 

 والمثال التاللا يوا  ذلك:
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 (:52مثال )

ينيهتا  لىو تد  الوا تد   اتاذا  تانتت الت تاليف   45تقوس شتتتتتي تة   يع أ تد منتيَتاتهتا  ستتتتتعي       

ينيتت   ما هو ددد الو دات الذ  ييي    450000ينيها لىو د  والت اليف الثا تة    33المتغيي   

 إنتاي  و يع   تى تغ ى الشي ة ت ىفة إنتايها دون ت قيق أ  أي اح أو  سائي 
 

 الحــل:

  لنفتيض أن ددد الو دات هو      

 ( = )45دالة اريياد ال ىلا: 

   ( = )33  +450000دالة الت ىفة ال ىية: 

 ولى صول دىى تغ ية الت ىفة اان:    

( = ) () 

 45  =33  +450000أ  أن:       

12  =450000 

     =450000

 12 
 و د   37500=   

 و تد   تى يغ ى اريياد ت ىفتة ارنتتاج دون ت قيق أي تاح   37500وه تذا اتانت  ييتي إنتتاج  

 أو  سائي 
 

 ويلأَ ي أن  دند هذا المستو  من ارنتاج نيد أن:

      ( = )45  ×37500  =1687500   يني 

  ( = )33  ×37500  +450000و ذلك             

               =1237500  +450000 

 يني   1687500=               

 (37500 = ) (37500 )أ  أن:  

  37500و تد   و ع تاي  أ ي ، اتان إنتتاج   37500وهتذا يعنى أن نق تة تغ يتة الت ىفتة هلا  

 و د  ي قق إييادا  يغ ى ت ىفة ارنتاج اق  دون ت قيق أ  أي اح أو  سائي 
 

 (:53مثال )

 ،  دد نق ة تغ ية الت ىفة (51المثال ) است داس  يانات      
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 الحــل:

 ( أن دالة الي   تن ذ الصيغة:51ويدنا الا مثال )     

( = )450 – 5 2 – 5000 

 (  الصتفي  أ  ييي ت ديد  ) ولى صتتتتتتتول دىى نق ة تغ ية الت ىفة اان  ييي مستتتتتتتاوا   

 لىصفي ( مساوية )التلا تيعل  قيمة 

 أ  أن:

 ( = )450 – 5 2 – 5000  صفي = 

-52  +450 – 5000  صفي = 

2– 90  +1000 5- قسمة  يالا المعادلة دىى    = صفي 

  =
( ) ( ) ( )

 

2
901000 1 90

2

4   −
 

    = 
904100 

2

 
 

اتتان هنتتاك نق تيْن ت قق  تتل منهمتتا تغ يتتة الت ىفتتة دون ت قيق أي تتاح  وهتتاتتتان    وه تتذا 

 النق تان هما:

   = 
904100 

2

 و د    77≈  + 

   = 
904100 

2

 و د    13≈  − 

و د  اان إييادات الشي ة تغ ى اق    13و د  أو    77وهذا يعنى أن  لو قامت الشي ة  انتاج  

 ;ت ىفة إنتايها دون ت قيق أي اح أو  ستتائي  ويم ن لىقايئ الت قق من ذلك  التعويض دن  

هذيْن المستتتوييْن  الا دالة الي  ،  يث ستتييد أن قيمة ايي اح دند  ل من    13أو    77   القيمة

للإنتاج تستتتاو   مستتتة ينيهات اق  ويييع ت قيق هذا القدي الاتتتئيل يدا من ايي اح إلى 

دمىيتة التقييتي وإهمتال اليز  ال ستتتتتي  الا دتدد و تدات ارنتتاج )من المفتيض أن مقتداي 

 ايي اح = صفي( 
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 تمارين
 الفصل الأول

 المعادلات:
ل المعاد.ت التالية: -1   ت

 -أ
+7 3

2

  
   =

+ 1

3

  
 -ب          

−6 5

2

  
  = –  

− 2

2

  
 

 2 ( +  +1)2 ( =2 – 1()  +3) - جـ

 2 ( = – 2)2( – 4) -د
 

ل المعاد.ت التالية  است داس  ييقة الت ىيل إلى دوامل: -2   ت

 = صفي  2  +2 – 3 -ب            = صفي 2  +5   +6 -أ

 = صفي  42 – 5  -د     = صفي  42 – 4 – 15 - جـ

+    62  - هـ
5

 2 
   +

1

 4 
 = صفي 

 

ل المعاد.ت التالية  است داس الصيغة التي يعية: -3   ت

  2  =2( – 1)2(  +1) -ب        2  =3(  +1 )(2  +1) -أ

 = صفي  32  +6 – 2 -د        = صفي 22  +5  – 3 - جـ

 - هـ
   2l +  =  +1              و-   +3  =

 
11 5  + 

 

 أويد معادلة ال   المستقيس التلا ت قق الشيو  الا  ل من: -4

 ( وميى  يساو  الصفي 4، 3يمي  النق ة ) -أ

  3-(  ميل يساو  2-، 1يمي  النق ة ) -ب

 5واليز  المق وع من الم وي الصاد  =  2-الميل =  - جـ
 

 

 ا سي الميل واليز  المق وع من الم وي الصاد  ل ل من المعاد.ت ال  ية التالية: -5

 -ب         4   +5  =20 -أ
 3 

 +
 4 
   =1 

 = صفي  3   +4 -د        = صفي   –2   +3 - جـ
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 أويد معادلة ال   المستقيس الذ  يصل  ين أزواج النق  التالية، ثس  دد الميل ل ل   : -6

 (1-، 4) ( و1، 2) -ب   (7، 5( و )1، 2) -أ

 (5، 1-( و )5، 3) -د    (4، 3-( و )2، 3-) - جـ
 

  120ايس وع  تقوس شي ة  تصنيع نوديْن من المنتيَات  وت ىغ سادات العمل المتا ة الا    -7

ستتتتتادتة دمتل وذلتك لتصتتتتتنيع هتذيْن المنتيَيْن  وين  لأ المنتيَيْن يتدي ي  تا  ييتدا  دىى  

الشتتي ة، اانها تييد أن تستتتعمل يميع ستتادات العمل المتا ة  ااذا دىمت أن إنتاج و د  

ستتتتتادتات دمتل،  ينمتا يت ىتي إنتتاج الو تد  الوا تد  من  3وا تد  من المنتجَ ايول يت ىتي  

 سادة دمل  2.5الثانلا المنتجَ 

 المطلوب:

 إيياد المعادلة التلا تواتتت  استتتت داس يميع ستتتادات العمل المتا ة الا إنتاج    أولاً:

 و د  من المنتجَ الثانلا  و د  من المنتجَ ايول و

 دد اليز  المق وع من الم وي الستتتينلا واليز  المق وع من الم وي الصتتتاد ،   ثانياً:

 موا ا الد.لة ا.قتصادية ل ل منهما 

( ثس واتتت  د.لت   1أويد ميل ال   المستتتتقيس الذ  يمثل المعادلة الم ستتتو ة الا ) ثالثاً:

 ا.قتصادية 

و تد    40الا  تالتة إنتتاج   متا هو دتدد الو تدات التذ  يم ن إنتتايت  من المنتجَ ايول رابعـاً:

 من المنتجَ الثانلا 
 

يني  الا نوديْن من ا.ستتثمايات  ايول يدي   100000إذا أياد شت ص أن يستتثمي م ىغ    -8

ستتنويا      %10،  ينما يدي دىي  النوع الثانلا من ا.ستتتثمايات  %8دىي  ي  ا  ستتنويا   نستت ة  

ما هو الم ىغ الذ  ييي أن يستتتثمي  الا  لأ النوديْن من ا.ستتتثمايات إذا أياد أن ي قق  

 يني   8500د لأ  سنويا  مقداي  
 

  16(، إذا  انت ت ىفة إنتاج النس ة الوا د  متتتن ال تاي هلا  18 است داس  يانات المثال )  -9

شتي ال تاي  تى ي قق ي  ا  مقداي  يني  لىنست ة، ما هو الستعي الذ  ييي أن ي يع    النا

 يني   20000
 

يفت  م ل تياي  لىتنييف الياف لىملأ   ثمانلا ستتتتادات يوميا  الا  مستتتتة أياس الا   -10

معامىة الا السادة الوا د ،  يث تدي  ل معامىة   15ايس وع  ويقوس هذا الم ل  انياز  

ينيها  لىستتتادة الوا د ،   16ينيهات الا المتوستتت   وت ىغ ت ىفة العمالة    6د لأ  مقداي   

ينيهتا   وأما الت ىفتة الو يتد  المت قية    560ديتا  لىم تل مقتداي    متا أن هنتاك إييتايا  أستتتتت و

 ينيها  ل ل معامىة  اتتمثل الا المواد ال اس والتلا ت ىغ 
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 المطلوب:

   صياغة دالة ايي اح ايس ودية  -أ

  ااتياض أن: -ب

 يني   6000الم ل ي قق  اليا  أي ا ا  أس ودية مقدايها  −

 الا ايس وع القادس  %20تيتفع  نس ة ت ىفة المواد ال اس سوف  −

  %10سوف تيتفع ايسعاي  النس ة لىز ائن  نس ة  −

 . ي دث هناك أ  تغيييات أ ي   لأل ذلك  −
 ما هو مقداي ايي اح السنوية اليديد  

 

 إذا  ان ددد الو دات الم ىو ة من منتجَ معين يم ن توقع  واقا  لىمعادلة: -11
 

        =50000 – 12.5 

 سعي  يع الو د     مية ال ىي  الو دات  ،     يث: 

 المطلوب:

موات ا  الد.لة ا.قتصتادية    واليز  المق وع من    إيياد اليز  المق وع من    أولاً:

 ل ل منها 
 أويد إيياد ميل المعادلة مع شيح د.لت  ا.قتصادية  ثانياً:

  200ة إذا  ىغ سعي الو د  عما هلا  مية ال ىي المتوقَّ  ثالثاً:

 و د ، ما هو سعي الو د  المتوقَّع  25000إذا وصل مستو  ال ىي إلى  رابعاً:
 

 

 المتباينات:
ل المت اينات التالية: -12   ت

      +7 > 31 – 3 5 -ب4  +5( – 1                 ) <(  – 1)3 -أ

+   -د                          3 – 2  4  +8 - جـ
4

 3 
 > 

−3 2

4

  
  +1 

 - هـ
+1

4

  
 – 

3
 > 1   +

−1 2

6

  
 

 -ز           6 – 11  3  +1   5  –7 -و
−

+

1

2

  
  

 < 2 
 

ل المت اينات التالية: -13   ت

 صفي  2 – 9  -ب            صفي  2 – 16  -أ

 22 – 3 < 2 -د     صفي   < 2 – 2 – 3 - جـ
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 صفي > 22  +5  +3 -و     صفي < 22 –  – 10 - هـ

  2  +7 > 4 - ح      9 > 2  +14 -ز
 

  ل المت اينات التالية: -14

 2  |< 7 - 3|2+  5 -ب   3  +7 |< 4| -أ

  | - جـ
−3 2

7

  
 | 1   6| - د  – 15  | -6 

   –  5  |  3| -و    2  – 2  | 2| - هـ

 | - ز 
−

−

5 3

4

  
  

 |<  2 ،   4 

 

ينيها   ااذا  انت    150يستتتتت يع تايي أيهز  تىيفونات أن ي يع اليهاز الوا د  ستتتتعي    -15

يني  شتهييا  ل ل شتهي،  اراتااتتتتتتة إلى أن ت ىفة المواد ال اس   15000الت ىفة الثا تة  

ينيت   أويتد دتدد اييهز  التلا ييتي أن ت نتج وت  تاع  تى    100والعمتل ل تل يهتاز ت ىغ 

 يني  دىى ايقل  100ودية مقدايها ي قق التايي أي ا ا  أس 
 

تيغي مؤستستة لصتنادة الستيايات الا معياة ما إذا  ان يم نها تصتنيع ستيي الميو ة    -16

يني  لىستتتيي الوا د  ااذا  ان تصتتتنيع ستتتيي    2.5والذ  تستتتتويد  من ال ايج  ستتتعي  

يني   ل شتتهي،   1500الميو ة  واستت ة المؤستتستتة ستتوف يزيد الت ىفة الثا تة  مقداي  

اق  لىسيي الوا د  ما هو ددد السيوي    يني   1.7ول ن  سي ىف المؤسسة الا تصنيعتتتتت   

 الذ  ييي أن تست دم  المؤسستة  ل شهي والذ  ي يي إقدامها دىى تصنيع   نفسها 
 

ينيها  لىو د   ااذا  انت ت ىفة    15يستت يع صتا ي مصتنع أن ي يع  ل ما ينتي   ستعي    -17

ت اليف ثا تة  يني     4000ينيهات،  اراتااة إلى   8المواد ال اس والعمل ل ل و د  هلا  

الا ايستتت وع ما هو ددد الو دات الذ  ييي أن ينتي  صتتتا ي المصتتتنع  تى ي قق  

 يني  دىى ايقل أس وديا   3000أي ا ا مقدايها 
 

ينيها  لىو د ، وتت دد الت ىفة ال ىية    25ي يع صتتتتا ي مصتتتتنع أ د المنتيَات  ستتتتعي    -18

 و د   الصيغة: رنتاج 

 )20+  300=  )ك - 0.12 

 متا هو دتدد الو تدات التذ  ييتي أن ي نتجَ وي تاع أستتتتت وديتا  ل لا ي قق صتتتتتا تي 
 المصنع أي ا ا  

يني  لىو د   و د  من منتيَ  أست وديا   ستعي ;يستت يع صتا ي مصتنع أن ي يع    -19

ي تاع أستتتتت وديتا   ;  –  200=    يتث:    متا هو دتدد الو تدات التذ  ييتي أن ي نتجَ و 
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يني  دىى ايقل  وما هو    9900 تى ي قق صتتتا ي المصتتتنع إييادا  شتتتهييا  مقداي   

 سعي الو د  الذ  ي قق هذا اريياد 
 

  4ي  ز ونا  الا المتوستت   ل يوس و ستتع   120يستتتق ل صتتا ي م عس لىوي ات ال فيفة    -20

قيشتتتا  ل ل وي ة تؤد  إلى نقص الا   50ينيهات ل ل وي ة  ااذا  انت الزياد   مقداي  

ز ائن يوميا   ما هو ال د ايقصى لسعي الوي ة الذ  يتقااا  من   8ددد الز ائن  مقداي  

 يني  دىى ايقل  520 ل ز ون  تى ي قق صا ي الم عس د لأ  يوميا  مقداي  
 

يني  لىو د  دىى مستتو  إ د  الدول   ل  وت ىغ    2000ت اع ستىعة تيايهية  م ىتتتتتتغ    -21

و تد  الا العتاس  وت  تث   ومتة هتذ  التدولتة    12000 ميتة الم يعتات من هتذ  الستتتتتىعتة  

ايض اتتتيي ة دىى م يعات هذ  الستتتىعة  دىما   نن  لو وصتتتل مستتتتو  الاتتتيي ة  

، اان  مية الم يعات ستتوف %  المفيواتتة دىى الو د  الوا د  من هذ  الستتىعة إلى

والذ  ييي أن  الا الستتتتنة  ما هو مستتتتتو  الاتتتتيي ة    400تن فض  مقداي  

تفياتت  ال  ومة دىى م يعات تىك الستتىعة  تى ييىي دىيها د لأ  مقداي  مىيون يني   

 دىى ايقل سنوي ا 
 
 

 الــــدوال:
 ( ل ل من الدوال التالية:3) ( و د 2-) )صفي( و د   دد د  -22

                       15( = ) د  -ب    32 – 2  +10( = ) د  -أ

( = ) د  -د              8 – 5( = ) د  - جـ
 

29 2     + − 
 

 إذا  انت: -23

2  ( =  ، ،) د 
3 

 (3، 1، 4) أويد: د 
 

و د  من منتيَ     80000إذا  انت ال  ي  الستا قة ي د المنتتيين تفيد  نن  يستت يع  يع    -24

  30و د  دند ستعي    62500ينيها  لىو د  الوا د    ما أن  يستت يع أن ي يع    20 ستعي  

 ينيها  لىو د  

 

 المطلوب:

 () = د   دد دالة ال ىي ال  ية التلا تن ذ الصوي :   ( أ )

 سعي الو د  من المنتجَ  اليني     مية ال ىي  ،     يث: 
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 و تد ، متا هو ستتتتتعي  يع الو تد  الوا تد  من    70000إذا  ىغتت  ميتة ال ىتي    )ب(

 المنتجَ دندئذ 

 أويد ميل دالة ال ىي مع تفسيي د.لت  ا.قتصادية  )جـ(

 ينيها   25ما هلا  مية ال ىي المتوقَّعة إذا  ىغ سعي الو د   (  د )
 

 

 إذا  انت دالة العيض ر د  السىع تن ذ الصيغة التالية: -25
 

  =0.52  - 200 

 سعي الو د   اليني      مية العيض  ،     يث:   

 المطلوب:

 ينيها   40إييتاد  مية المعيوض من هذ  السىعة إذا  ىتغ سعي الو د  الوا د   )أ(

 ت ديد ميل دالة العيض مع تواي  د.لت  ا.قتصادية  )ب(
 

 

 إذا  انت دالة ال ىي ودالة العيض ر د  السىع هما:  -26

    =85 - 3     دالة الطلب  

    =15 - 5     دالة العرض 

  مية الم ىوي أو المعيوض من السىعة،    يث: 

           سعي الو د   اليني 

 المطلوب:

 تفسيي دالتلا ال ىي والعيض مست دما الا ذلك ميل  ل دالة  )أ(

 ت ديد السعي وال مية التلا يت قق دندهما توازن السوب )ب( 

د  مية ال ىي و مية العيض لهذ  السىعة دند مستو  السعي    )ج( ، م ديا  ما تيا  4 دًت

 مناس ا  من تعىيق 
 
 

 إذا  انت دالة ال ىي ودالة العيض ي د المنتيَات هما: -27

  =2 -  40   +400      دالة الطلب 

  =2 - 100               دالة العرض 

 الىذيْن ي ققان توازن السوب  دد سعي و مية المنتجَ 
 

 

 

ينيها  لىو د  الوا د   ااذا  ىغت الت ىفة المتغيي  لىو د     65ت يع شتي ة منتيَاتها  ستعي    -28

ال تتاس و  20الوا تتد    لىمواد  الثتتانيتتة   27.5ينيهتتا   الت ىفتتة  و تتانتتت  لىعمتتل    ينيهتتا  

 يني   100000
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 المطلوب:

 التع يي دن الي    دالة لعدد الو دات المنتيَة والم  ادة ك  أولاً:

 ياد ميل دالة الي   الم سو ة الا "أو. " مع تواي  الد.لة ا.قتصادية ل  إي ثانياً:

 و د    20000ما هتو مقتداي الي ت  الذ  يم تن أن تيني  الشي ة نتيية  يعها لت  ثالثاً:
 

 

يني ، الا  ين    10000إذا  انت الت اليف الثا تة الا مصتتنع رنتاج أيهز  التىفاز ت ىغ    -29

 يني  لىيهاز الوا د  500ت ىغ ت ىفة العمل والمواد ال اس 

 المطلوب:

 إيياد دالة الت ىفة ال ىية  دالة الا ددد أيهز  التىفاز المنتيَة والم  ادة  )أ(

ينيت ،  تدد  لأا من دالتة اريياد   2000لو ااتياتتتتتنتا أن  تل يهتاز تس  يعت   م ىغ  )ب(

 ودالة الي   

تس إنتتتاج و يع   )ج( إذا  المصتتتتتنع  ي ققتت  هتتذا  يم ن أن  الي   التتذ    متتا هو مقتتداي 

 يهاز  200
 

 

 نت دالة ال ىي دىى إ د  السىع تن ذ الصيغة التالية:إذا  ا -30

  د = ( = )48000 - 3000  

 سعي الو د   اليني     مية ال ىي  ،     يث: 

 المطلوب:

 التع يي دن اريياد  دالة لت: أولاً:

 سعي الو د   -ددد الو دات المنتيَة      -

 يني   100ما هو مقداي اريياد إذا  ىغ سعي الو د   ثانياً:
 

 

 إذا  انت الت اليف ال ىية رنتاج منتجَ معين هلا: -31
 

  د = (  = )1002   +1300   +1000 

 الت ىفة ال ىية  آ.ف الينيهات  ددد الو دات المنتيَة  اأ.ف  ،     يث: 

 يني  لىو د   2000ااذا تس  يع  ل و د  من المنتجَ  م ىغ      

 المطلوب:

 إيياد دالة اريياد ال ىلا  أولاً:

 ت تديتتتتتتتتتتد  ميتة ارنتتاج التلا تغ ى اق  ت ىفتة ارنتتاج دون ت قيق أي تاح    ثــانيــاً:

 أو  سائي 

 م.ف و د   4إنتاج إيياد دالة الي   ال ىلا، ثس  ساي مقداي الي   ال ىلا دند ثالثاً: 
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 الفصل الثاني

 المتسلسلات 
 تعريف:

إذا  ان لدينا ميمودة من ايدداد أو ال دود المتتا عة و انت ميت ة  ستتتتتي قانون معين        

أو قادد  ثا تة، أ  تتوالى ايدداد ايها واقا لنم  معين اان ميمودة ايدداد أو ال دود تستمى  

"متستتتتىستتتتىة"  االمتواليات العددية والهندستتتتية والتوااقية هلا  عض الصتتتتوي التلا تن ذها  

 لأت  وأياا  دىى س يل المثال:المتسىس
 

المتسىسىة:  
3 2

   
3 2

    

=هلا متسىسىة  دها العاس هو:  
k

 
k

 p 

  و ذلك المتسىسىة:  
3 2 1

 
 4  3  2 

    

=هلا متسىسىة  دها العاس هو:
+

 
1

 
 
k
k

 p 

 

 أنواع هذ  المتسىسلأت:وايما يىلا نتناول  الدياسة  عض 
 

 أولاً: بعض أنواع المتسلسلات
 

 Convergent Series المتسلسلة التقاربية: -1
انا ميمودة ايدداد:      س ق أن ديَّ

    
3 2 1

 
 4  3  2 

    

= ننها متسىسىة  دها العاس ين ذ الش ل:
+

 
1

 
 
k
k

 p 
 

المتواليتة الا زيتاد  مستتتتتتمي ،  معنى أن  تل  تد من  تدودهتا أ  ي من  وي لأَ ي أن  تدود هتذ   

 ال د الذ  يس ق ، ويم ن التع يي دن ذلك  ما يىلا:
 

  
  

 1 k k
1

1 2
 

 
  
k k
k k

    - p p-
+

+
=

+ +
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( ) ( )

( ) ( )

-+ +
=

+ +

2
2 1 

2 1 

k k  k

k k( ) ( )
- - + +

=
+ +

 
2 22 1 2 

2 1 

k  k   k k 
k k

 

  
( ) ( )

=
+ +

1

2 1 k k
 

وهذا يعنى أن الفيب  ين ال ديْن 
+  1 kp  وkp :هو مقداي مويي، أ  أن 

+  1 kp > kp  ليميع قيسk 

  معنى أن:

 
( ) ( )     1 2k k

1

3 2 k k
  p p-

+ +
=

+ +
 

+  2 kp > 
+  1 kp  ، وه ذا  النس ة ل قية ال دود 

 

شتتتاي إليها يزيد الا قيمت  دن ال د   يث يم ننا استتتتنتاج أن أ   د من  دود المتستتتىستتتىة الم 

يت     –الستتا ق ل   وقد يشتتيي هذا  إلى أن ميموع هذ  المتستتىستتىة قد يؤول إلى ما .    –الا ياهت

نهاية دند زياد   دودها إلى ددد . نهائلا من ال دود  إ. أن الواقع هو غيي ذلك تماما ،  يث  

أن أ   تد من  تدود هتذ  المتواليتة لن يتعتدَّ الوا تد الصتتتتت ي   تن   تال من اي وال وذلتك ين  

(  وهتذا يعنى أن النهتايتة ال تميتة ي  ي  تدود هتذ   k 1+( أصتتتتتغي من المقتاس )kال ستتتتت  )

 المتسىسىة هو:

          
k

1
1 

k
k

  


=
+

 

 

 

 ينئذ ي قال إن هذ  المتستىستىة هلا متستىستىة تقاي ية  يث تنشتن لها نهاية م دود   و صتفة دامة،  

 إلى   k( إلى نهاية م دود  دندما تؤول  kميمودها )يقال لىمتستتتىستتتىة أنها تقاي ية إذا مل 

 ما . نهاية 
 

 

 

 وعلى سبيل المثـال:

  المتسىسىة  
1 1

 1
 4  2 

التلا  دها       اللأنهائية  الهندسيتة  تعيف  المتوالية  متسىسىة   هلا 

   ويم ن إيياد هذا الميموع  است داس العلأقة:  0.5وأساسها   1ايول  

  =
−1v 
H  =, −1

1
05 
  =2 

    k  دندما      2 أ  أن:  

 إذاً تقاربية.االمتسىسىة 
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 Divergent Series المتسلسلة التباعدية: -2
وهلا المتواليتة التلا تتن تذ الا ا.زديتاد المستتتتتتمي و. يم ن ت تديتد نهتايتهتا  يتث يؤول        

   k    إلى متا . نهتايتة، أ  دنتدمتا     k( إلى متا .نهتايتة دنتدمتا تؤول  kميمودهتا )

 :ومثال ذلك

=المتسىسىة التلا  دها العاس: 
+

2

 k1
 

 
k
k

 p 

 يمثىها ميمودة ايدداد:

    
9 4 1

 
 4  3  2 

    

 هلا متسىسىة ت اددية  يث أن  ل  د من  دودها يزيد دن سا ق ،  ما أن:

  


 =
+

2

k1
  

 
k
k

 

 

ممتا يعنى انت  دنتدمتا يزداد دتدد  تدود هتذ  المتواليتة إلى متا . نهتايتة اتان ال تد اي يي و تد   

 مما يشيي إلى أنها متسىسىة ت اددية  يساو  
 
 

 Oscillating Series المتسلسلة المتذبذبة: -3
 هناك نودان من هذ  المتسىسىة هما:

 

 Finite Oscillating المتسلسلة المتذبذبة المحدودة:    -أ

وايهتا يتس التتذ تذي  ين نهتايتات م تدود ، و مثتال دىى هتذا النوع من المتستتتتتىستتتتتلأت نيتد        

 المتسىسىة التلا  دها العاس:

  ( )    
k

k
1

1- 2  3
 k 

  p+ + = 

 ،    k1 p =دددا    ييا  ايديا  اان ال د النونلا لهذ  المتسىسىة يؤول إلى القيمة:     kااذا  انت  
 دددا    ييا  زوييا  اان ال د النونلا لهذ  المتسىسىة يؤول إلى القيمة:  kوأما إذا  انت  

 

    

                    = k5 p 
 

 ( 5،  1وهذا يعنى أن هذ  المتسىسىة تتذ ذي نهايتها ما  ين القيمتيْن )
 

 Infinite Oscillating     المتسلسلة المتذبذبة غير المحدودة: -ب  

وهلا المتستتىستتىة التلا ت ون ايها اتي  التذ ذي غيي م دود ، ومثال ذلك المتستتىستتىة التلا        

  دها العاس:
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  ( )  
k

k
1

1- 1  2  k
 k 

    p 
 
 

+ + + = 

دددا    ييا  زوييا  نيد أن:  kااذا  انت       = k p 
 

 k2 p =دددا    ييا  ايديا  اان:  kوأما إذا  انت      
 

 (، لتذلتك تستتتتتمى  تالمتستتتتتىستتتتتىتة المتتذ تذ ة  ،  2أ  أن نهتايتة المتستتتتتىستتتتتىتة تتتذ تذي متا  ين )

 غيي الم دود  

 ت ون ت اددية و ذلك يم ننا استنتاج أن المتسىسىة المتذ ذ ة قد ت ون تقاي ية وقد 
 

 المتسلسلة مستمرة الزيادة أو مستمرة النقصان: -4
Monotonic Increasing or Decreasing Series 
 

إذا  انت المتستىستىة ذات  دود موي ة والا زياد  مستتمي ،  معنى أن  ل  د من  دودها        

 يزيد دن سا ق   أ  أن:
 

+  1 kp > kp   ليميع قيسk 

  معنى أن:

2p > 1p    ،3p > 2p    وه ذا      ، 

 اان المتسىسىة تسمى  ينئذ متسىسىة مستمي  الزياد  
 

 على سبيل المثال:  

− المتسىسىة التلا  دها العاس:      =  k
1

 3
 k 

 p 

 هلا متسىسىة مستمي  الزياد       
 

 وأما إذا  انت المتسىسىة ذات  دود موي ة ومستمي  النقصان، أ  أن:

+  1 kp < kp   ليميع قيسk 

2p < 1p     ،3p < 2p    وه ذا      ، 
 

 اان المتسىسىة تسمى  ينئذ متسىسىة مستمي  النقصان  ومثال ذلك:

المتسىسىة التلا  دها العاس: 
+

=
2

 k
1

 
 k

k
 p 

يم ننا استتنتاج أن أ   د من  دودها يقل الا قيمت  دن  هلا متستىستىة مستتمي  النقصتان،  يث  

 ال د الذ  يىي  
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 ويم ننا إث ات أن المتستتتتىستتتتىة مستتتتتمي  الزياد  أو مستتتتتمي  النقصتتتتان وذلك  ات اع إ د  

 ال ييقتيْن التاليتيْن:
 

،  kpدراسة إشارة الفرق بين الحديْن  -1
+  1 kp   :أي الفرق

+
−

  1 k k  p p  
 

أي قيمة الكسر:  دراسة خارج قسمة الحد النوني على الحد الذي يليه -2
+  1

k

k

p

p
 

 

هذا ويلأَ ي أن  الا  عض المتستتتىستتتلأت نيد أن  دودها . تتعد  الا قيمتها  دا  معينا  دىى  

 ار لأب  والا هذ  ال الة يقال إن المتسىسىة م دود   ال د ايدىى  ومثال ذلك:
 

 المتسىسىة التلا  دها العاس:

  − =  k
2

 3
 k 

 p   3ي ون ال د ايدىى لها مساويا  

ومن يهة أ ي  قد ينشتتن  د أدنى لىمتستتىستتىة وذلك دندما ي ون من غيي المم ن أن يقل أ   

 سىة دن قيمة معينة  مثال ذلك:من  دود المتسى

 المتسىسىة التلا  دها العاس:

   k
1

4  
 k 

 p+ = 

  4ت ىغ قيمة أصغي  د  ين  دودها القيمة 

  Bounded Sequencesويسمى هذا النوع من المتسىسلأت  المتسىسلأت المقيد  
 

 

 Finite Series المتسلسلات المحدودة: -5
وهلا المتستتىستتلأت التلا لها ددد م دود من ال دود  االمتستتىستتىة التلا يم ن التع يي دن        

 ميمودها  ما يىلا:
 

  =1p  +2p  +    +kp 
 

 هلا متسىسىة م دود  
 

ويم ن إيياد ميموع المتستتىستتىة الم دود  وذلك  استتت داس  ييقة الفيوب، والتلا تعتمد دىى    

الا صتوي  ايب  ين  ديْن متتاليْن ر د  الدوال، أ   kpالتع يي دن ال د العاس لىمتستىستىة  

 دىى الصوي :

vp  د = (v  +1 )–  د (v) 

 وهنا يم ن إيياد ميموع المتسىسىة دىى الن و التاللا:

  =1p  +2p  +    +kp 
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  ](k) د  –( k  +1) د [([ +     + 2) د  –( 3) ([ + ]د 1) د  –( 2) = ]د     

 ([1) د  –( k  +1) = ]د 
 

والمثتال التتاللا يىقلا  عض الاتتتتتو  دىى  يفيتة استتتتتت تداس هتذ  ال ييقتة الا إييتاد ميموع  

 المتسىسىة الم دود :
 

   (:1مثال )

 من المتسىسىة التالية: kأويد ميموع ال دود ايولى التلا دددها      

  
  

     
1 1 1

 
 4 3  3 2  2 1 

 

 الحــل:

 ال د العاس لهذ  المتسىسىة ين ذ الصوي :     

  
( )

=
+

 v
1

1 
 

v v
 p 

  يث يم ن التع يي دن   ما يىلا:

  
( )

=
+

 v
1

1 
 

v v
 p - =

+
  

1 1

1
  

 v v
 

  دا  ايولى من المتسىسىة دىى الن و التاللا: kودىى ذلك يم ن إيياد ميموع 

   =
( )

+ + + +
  +

 
1 1 1 1

 
 4 3  3 2  2 1 1

      
  k k

 

      =...       
       
       

− + + − + − + −
+

    
1 1 1 1 1 1 1

    1
 1      4  3  3  2  2 

    
k k

     

      =−
+

 
1

 1
 1   k

  =
+

1

 1   k
 

 

 (:2مثال )

 استعن  المت ا قة:     

(2v  +1)3 – (2v – 1)3  =24v2  +2 
 

 

 ال  يعية:الا إيياد ميموع مي عات ايدداد 
 

12  +22  +32  +    +k2 
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 الحــل:

 يم ن است داس المت ا قة المع ا  دىى الن و التاللا:     
 

 3 – (2v – 1)3  =24v2  +2(2v  +1 يث أن: )
 

 v  =1 ،2 ،3 ،   ،kاان   التعويض الا المت ا قة دن 
 ن صل دىى:

 v  =1   :33 – 13  =24  ×12  +2دند 

 v  =2   :53 – 33  =24  ×22  +2دند 

 v  =3   :73 – 53  =24  ×32  +2دند 

  

  

 v  =k(   :2k +1)3 – (2k +1)3  =24k2  +2دند 
 

 المت قلا الا ال يايْن ن صل دىى:و ن ذ 
 

  (2k  +1)3  – 13  =
=

k

1  v
242v   +2k 

∴  
=

k

1  v
242v  ( =2k   +1)3  –  1  –  2k ( =2k   +1)3 –   (2k  +1 ) 

 ( =2k  +1 ([ )2k  +1)2  –  1]  

 ( =2k  +1 [ )4k2   +4k  +1  – 1 ] 

( =2k  +1()4k 

2  +4k)  =4k(k  +1()2k   +1) 

        ∴
=

k

1  v

2v =
( ) ( )1 12 4

24

 k  k k+ +
  =

( ) ( )1 12

6

 k  k k+ +
 

 ثانياً: بعض المتسلسلات المعروفة

 سوف نتناول  عض المتسىسلأت المعيواة وذلك دىى الن و الموا  ايما يىلا:     
 

 المتسىسلأت: ذات ال ديْن، ايسية، الىوغاييتمية  •

 المتسىسلأت التلا تنشن  دودها من  واصل الايي لةدداد ال  يعية المتتالية  •

 المتسىسلأت التلا تمثل ميموع القو  الم تىفة لةدداد ال  يعية  •
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 ، اللوغاريتمية ، الأسية المتسلسلات: ذات الحديْن  -1

 The Binomial Series متسلسلة ذات الحديْن: -أ

 سال ة أو  سيية اان: kو انت  1| < نعىس من نييية ذات ال ديْن أن  إذا  انت |     

 
( ) ( ) ( )

( )... − − −
+ + + + = +

  
3 2

   k2 1 1 
        1     1 

3 2 1 2 1

k k k k k
k 

اان ) k > 1ااذا  انت 
1

 k 
=  ، و واع 1 >( 

1

 k 
 ن صل دىى:  

( ) ( ) ( )...        
       
       

− − −
+ + + + = +

  

3 2
   

k2 1 1 1 1 1 1
        1     1  

3 2 1 2 1

k k k k k
k

 k  k  k  k 
 

                
( ) ( ) ( )... − − −

+ + + + =
  

   2 1 1 1 1
          1  

 3  2 

k k k k k k
k k k k k k

 

                ...          
         
         

− − −
+ + + + =

   
  

2 1 1 1 1 1
          1  

 3  2  1 

k k k k k
k k k k k

 

           ...      
     
     

+ − − + − + + =    
  

2 1 1 1 1 1
  1  1     1      1  

 3  2  1  k k k
 

    إلى ما . نهاية اان  لأ  من المقاديتتتي:   kودندما تؤول  
2 1

    k k
 تؤول إلى الصفي       

 و التاللا نيد أن:



 
 
 

+ 
k

1 
 1

k
  =...+ + + +

  

1 1 1
        1

 3  2  1  
   (1) 

 

 ، أ  أن:Iوي يمز إلى ميموع المتسىسىة اللأنهائية  ال يف اييسي  اليمز 

 I  =...+ + + +
  

1 1 1
        1

 3  2  1  
   (2) 

 

 م دود،  يث يم ننا استنتاج أن:وهلا متسىسىة تقاي ية لها ميموع 

I >  1  +1   +
1

 2 
 I >  2.5، أ  أن:  

  ينما نيد أن:

I < 1   +1   +1

 2 
  +1

 4 
     + 
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وذلك ين:   
1

 3 
 <  

1

 4 
   ،1

 4 
 <  

1

 8 
  وه ذا   

 

+   I > 1 ( +1أ  أن:     
1

 2 
  +1

 4 
   +

1

 8 
  )   + 

+   1و يث أن:  
1

 2 
  +1

 4 
   +

1

 8 
       ميمودها هو:   هلا متوالية هندسية . نهائيتتة  +     

1
2

 05 1 
 

  
 , -= 

 

∴ I < 1  +2  3، أ  أقل من 
 

  3، 2.5تقع ما  ين  Iوهذا يعنى أن قيمة 

 I  =2.718282و ن ذ ددد  اف من ال دود نيد أن: 
 

 (:3مثال )

 اان: 1 >| أث ت أن  إذا  انت |

−

1

 1 
  =1   +   +2   +3     + 

 

 الحــل:

 سال ة أو  سيية اان: kو انت  1 >|  يث أن  إذا  انت |    
 

( ) ( ) ( )
( ) 

3 2
   k

 
2 1 1 

        1     1 
3 2 1 2 1

k k k k k
k... − − −

+ + + + = +
  

 

 

 ن صل دىى: k  =-1،  -=  اان   واع: 
 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
3 2 1-3 - 2- 1- 2- 1-

      1-   1     1 
3 2 1 2 1

...+ + + + = −
  

 
 

أ  أن:
−

1

 1 
  =1  +  +2  +3    +  (3) 

 

 

 Exponential Series المتسلسلة الأسية:  -ب

دىى ياني   يي من ايهمية الا الت  يقات الييااتية،  يث أن  يستت دس  نستا     Iالعدد        

مثلأ ( اتان النتاتج ي ون    لىوغتاييتمتات ال  يعيتة  ويتميز هتذا العتدد  تننت  إذا ياع ييتة قو  )

 دىى س يل المثال:ومتسىسىة تقاي ية  
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

 
 

  
  
 

+ = 

k

 
k

1 
 1

k
I



 
 
 

+ = 

k

  
k

1 
 1

k
 

( ) ( ) ( )3 2

 
   

    k

2 1 1 1 1 1
        1

3 2

k k k k k
k

 k  k  k 
...



      
      
       

− − −
+ + + + =   

...


          
          
           

− − −
+ + + + = 

    k

2  1  1 1  1
        1

3 2

k k k k k k
k k  k k  k  k 

 

...


      
      
       

+ − − + − + + = 
    k

 2  1 1  1 1
           1

3 2 1k k k   
 

 

 أ  أن: 

 I  =...+ + + +
3 2

  
        1

 3  2  1  
    (4) 

 

 و المثل نيد أن:

  I  =( ) ( )...+ + + +
  

3 2

  

 
        1

 3  2  1  
  

H  =،  نيد أن:    I =H و واع  
I

 

 وينتج من ذلك أن:

H  =( ) ( )...+ + + +

3 2

  

H
        1

 3  2  1  

H HI I I  (5) 

  وتعيف المتسىسىة  ال يف اييسي  المتسىسىة ايسية وهلا ص ي ة ليميع قيس 
 

 (:4مثال )

  2I أ تي ال دود ايي عة ايولى الا مف وك      
 

 الحــل:

  يث أن:

  I  =( ) ( )...+ + + +
  

3 2

  

 
        1

 3  2  1  
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        ∴  2I  =( ) ( )...+ + + +
  

3 2

  

2 2 2
        1

 3  2  1  
 

 (:5مثال )

 أث ت أن:     

 
1

  I
  =...+ + +

  

6 4 2
      

 7  5  3  
 

 الحــل:

...=  I  يث أن:      + + + + +
4 3 2

  
            1

 4  3  2  1  
 

 1-=  و واع      

∴ 1-I  =1

  I
   =

( ) ( ) ( )... + + + + +

4 3 2

  
            1

 4  3  2  1  

1- 1- 1- 1- 

  =...      
     
     

+ − + − + −
  

              
 5  4  3  2  1  

1 1 1 1 1
1 

  =
- - -...+ + +

  

1  7 1  5 1  3
      

 7  5  3  
    =...+ + +

  

6 4 2
      

 7  5  3  
 

 

 (:6مثال )

 أث ت أن:     

 ( )−
1

 2 
  I I  =...+ + +

5 3

      
 5  3 

 

 الحــل:

...=  I  يث أن:      + + + + +
4 3 2

  
            1

 4  3  2  1  
 

          I  =... + − − − −
4 3 2

  
            1

 4  3  2  1  
 

 

 و ال يح ن صل دىى: 

 −  I I  =... 
 
 
 

+ + +
5 3

  
        

 5  3  1  
2 
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 ∴ ( )−
1

 2 
  I I  =...+ + +

5 3

      
 5  3 

 

 

    Logarithmic Series اللوغاريتمية:  المتسلسلة  -جـ 
ق ل أن نعيض المتستىستىة الىوغاييتمية اان  من الملأئس أن نقدس  عض التعييفات المتعىقة        

  الىوغاييتمات و ذلك  عض  واص الىوغاييتمتات، وذلك من قَ يل التذ يي لىقايئ 

 اتاننتا نقول  تنن    H=    ، و تانتت H   1دتدديْن  قيقييْن موي يْن،    ، Hإذا  تانتت  

 ذلتك  ما يىلا:  ويم ن التع يي دن Hلةسا   هلا لوغاييتس 
 

  =H 

 دىى س يل المثال:و

10
 100  =

10
(10)2  =2       ،

10
 1000  =

10
(10)3  =3، 

 

2
 8  =

2
(2)3  =3        ، 

3
 81  =

3
(3)4  =4 

 وهنا يم ننا استنتاج أن:

H1   ، صفي =HH  =1 

H (F = )HF  +H، 

 
 
 

H
  F  =HF  -  H 

 دىى س يل المثال:و

10
 10  =1         ،

I
 = صفي، 1

10
= صفي  ،     1 

I
I  =1 

 

)والتلا ستت ق تعييفها(    Iوايستتا     10هذا وهناك أستتاستتان لىوغاييتمات وهما ايستتا   

،  ينما  Common Logarithms الىوغاييتمات العادية    10وتستمى الىوغاييتمات لةستا   

  Natural Logarithms الىوغاييتمات ال  يعية  Iتسمى الىوغاييتمات لةسا  
 

ف المتستتتتىستتتتىة الىوغاييتمية وذلك دىى الن و المواتتتت     واأن لعى  من المناستتتتي أن نعيًت

 ايما يىلا:
 

 أن: أوا نا س ق أن
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 H  =
( ) ( )...+ + + +

3 2

  
        1

 3  2  1  

H H HI I I 

 ااننا نيد أن: و يث أن هذا ص ي   النس ة ليميع قيس 

 H  =
( ) ( )...+ + + +

3 2

  
        1

 3  2  1  

H H HI I I 

 

 ن صل دىى: +  H  =1و واع 

( )+  1  =
( ) ( ) 

 
+

+ +
+

2
 

  

 1
     1

 2  1  

  1
II 

            
( )...

 
  

+
+ +

3
  1

   
 3 

I                              (6) 
 

اتانت  يم ن اتك ال يف اييمن من هتذ  المعتادلتة  تاستتتتتت تداس نيييتة    1  >|  و تااتياض أن |

 ذات ال ديْن وذلك  ما يىلا:

( )+  1  =
( ) ( ) 

 
+

+ +
+

2
 

  

 1
     1

 2  1  

  1
II( )...

 
  

+
+ +

3
  1

   
 3 

I 

         =
−

+ +2
2

  

 
    1

 2  1  
... + −

+ +3
2 32  3 

   
 3 

 

       =
 

− 
 
 

+ +
2 3 2

 
  

    1
 2  2  1  

 

  ...  
+ − 

 
 

+ +
3 2 2 3 3

     
 3  3  3 

2 3                (7) 
 

 (، اتان ال يف اييستتتتي  7( يستتتتتاو  ال يف اييمن الا )6و يتث أن ال يف اييمن الا )

الا ال يف اييستي الا  (  و مستاوا  معامل  7( يستاو  أياتا  ال يف اييستي الا )6الا )

 ( ن صل دىى:7(، )6المعادلتيْن )
 

( )+  1
I

  =... + − + −
4 3 2

          
4 3 2 1  

    (8) 
 وت عيف المتستتتىستتتىة الا ال يف اييستتتي  المتستتتىستتتىة الىوغاييتمية، وهلا صتتت ي ة دندما  

  1=  و ذلك دندما  1 >| |
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 (:7مثال )

 مقيًت تا  نتتائيتك إلى أي عتة أيقتاس دشتتتتتييتة، مستتتتتت تدمتا  الا ذلتك   1.2  ا ستتتتتي        

 المتسىسىة الىوغاييتمية 
 

 الحــل:

 
I
 1.2  =

I
 (1  +0.2) 

 و يث أن:

 ( )+  1
I

  =... + − + −
4 3 2

          
4 3 2 1  

 

 ، ااننا ن صل دىى:1 >| التلا ت قق | وذلك ليميع قيس 

 ( )+02 1  
I

  =( ) ( ) ( ) ( )... − + − + −  

5 4 3 2
02 02 02 02 02

          
5 4 3 2 1  

 

 يلأ ي هنا أن القيمة الم ىو ة . تتنثي ا تدا   من ال د ال ام   أ  أن:

 ( )+02 1  
I

  =0,2 – 0,02  +0,00267 – 0,0004 

 تقيي ا    0.1823=              
 

الطبيعية    -2 للأعداد  الضرب  حواصل  من  حدودها  تنشأ  التي  المتسلسلات 

 المتتالية: 

 هذا النوع المتسىسلأت ين ذ الصوي التالية:     

  -أ 
=

k

1  v
v( )+1  v       ، 

-  ب 
=

k

1  v
v( )+1  v( )+2  v ، 

-جـ
=

k

1  v
v( )+1  v( )+2  v( )+3  v     وه ذا 

 

ااذا ادت ينا أولى هذ  المتستتتىستتتلأت وأيدنا إيياد ميمودها، اان  يم ننا ات اع  ييقة الفيوب  

 الم شاي إليها من ق ل وذلك دىى الن و التاللا:
 

 لو أ ذنا الدالة:

 v(v  +1) (v  +2)( = v) د 
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 ااننا نيد أن:

 v(v  +1) (v  +2 )– (v – 1)v(v  +1)( = v – 1) د  –( v) د 

     =v(v  +1) (v  +2 – v  +1) 

     =3v(v  +1) 
 

 أ  أن  يم ن التع يي دن ال د العاس لىمتسىسىة الا الصوي :     

vp =
1

 3 
 ([ v  – 1)  د  –( v)  ]د   

 و ن ذ ميموع ال يايْن ن صل دىى:

        
=

k

1  v
vp =

1

 3 =

k

1  v
 ([v – 1) د  –( v) ]د 

       =
1

 3 
 [  1)  د  –( 2) ([ + ] د 0) د  – ( 1) ]د) 

 ([ k  – 1)  د  –( k)   ( [ +    + ]د 2)  د  –(  3)  +]د            

  =
1

 3 
 ([ 0)  د  –( k)   ]د  

 و التاللا يم ن  تا ة ميموع المتسىسىة  ما يىلا:

  
=

k

1  v
vp =

1

 3 
  [k  (k  +1)  (k   +2 )–  2( ) 1)  صفي ]) 

                  =
( ) ( )+ +  2 1 

3

k k k
 

 vp =v(v    +1()v   +2)وأمتا الا  تالتة إييتاد ميموع المتستتتتتىستتتتتىتة التلا  تدهتا العتاس:

 اان  يم ننا ادت اي الدالة:

 v(v  +1()v  +2()v  +3)( = v) د 
 

 و ات اع  ييقة الفيوب دىى الن و المشاي إلي  ن صل دىى:

 v(v   +1() v   +2() v  +3)  –  (v –  1)v(v    +1() v  +2) ( =v–  1د)  –  (vد)

    =v(v  +1()v  +2)(v  +3 )– (v – 1) 
    =v(v  +1()v  +2()4) 

    =4v(v  +1()v  +2) 
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∴  vp =
1

 4 
 ([ v  – 1د) – ( v]د)  

 

   أ  أن:
=

k

1  v
vp =

1

 4 =

k

1  v
 ([v – 1د) –( v]د)

         =  
1

 4 
 [ (1د )– v(0(د[ + ])2 )– (1د]) 

=  ([k – 1د) –( kد) +    + ]         
1

 4 
 ([0د) –( kد) ]

   =
( ) ( ) ( )+ + +   3 2 1 

4

k k k k
 

 هذا و ات اع نف  ايسىوي يم ننا إث ات أن ميموع المتسىسىة التلا  دهتا العاس:

vp  =v( )+1  v( )+2  v( )+3  v 

هو  
( ) ( ) ( ) ( )+ + + +    4 3 2 1 

5

k k k k k
 

 مع ملأ ية أن الدالة المست دمة الا هذ  ال الة هلا:

)v( = vد) )+1  v( )+2  v( )+3  v 
 

 

 مجاميع القوى المختلفة للأعداد الطبيعية:  -3

من أهس اوائد المتستىستلأت الستا قة أن  يم ن استت دامها الا إيياد مياميع القو  الم تىفة        

 لةدداد ال  يعية وذلك دىى الن و الموا  الا ايمثىة التالية:
 

 (:8مثال )

 أويد ميموع مي عات ايدداد ال  يعية، أ :     

12  +22  +32  +    +k2 
 

 الحــل:

 يم ننا إيياد الميموع الم ىوي  ا.ستعانة  المت ا قة:     

 2v  =1Hv( )+1  v  + 2Hv + 3H 

 الا ال يايْن ن صل دىى: vو مساوا  قو  

1H  =1     ،2H  =-1     ،3H صفي = 

)2v  =vأ  أن:  )+1  v  – v 
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 وين ذ ميموع ال يايْن ن صل دىى:     

      
=

k

1  v

2v =
=

k

1  v
v( )+1  v  –

=

k

1  v
v 

 

 و يث أن:

        
=

k

1  v
v( )+1  v   =

( ) ( )+ +  2 1 

3

k k k
 س ق إث ات ذلك  

    ∴
=

k

1  v

2v   =( ) ( )+ +  2 1 

3

k k k –  ( )+ 1 

2

k k 

      =( )+ 1 k k
 

− 
 

+ 1 2 

 2 3
 

k   =( )+ 1 k k
( ) 

 
 
 

− + 3 2 2

6

  k 

      =( )+ 1 k k
 
 
 

− + 3 4 2

6

  k
   =

( ) ( )+ +  1 2 1 

6

k k k  

 (:9مثال )

 أويد ميموع م ع ات ايدداد ال  يعية، أ :     

13  +23  +33  +    +k3 

 الحــل:

 يم ن إيياد الميموع الم ىوي  است داس المت ا قة التالية:     

 3 v  =1Hv( )+1  v ( )+2  v  + 2Hv( )+1  v  + 3Hv + 4H 

 الا ال يايْن ن صل دىى: vو مساوا  قو  

1H  =1     ،2H  =-3     ،3H  =1     ،4H صفي = 

3أ  أن:      v  =v( )+1  v ( )+2  v  – 3v( )+1  v  + v 
 

 وين ذ ميموع ال يايْن ن صل دىى:

=

k

1  v

3 v =
=

k

1  v
v( )+1  v ( )+2  v  –  

=

k

1  v
3( )+1  v   +

=

k

1  v
v 

  يث أن:

=

k

1  v
v( )+1  v ( )+2  v    =

( ) ( ) ( )+ + +   3 2 1 

4

k k k k
 ، 
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=

k

1  v
( )+1  v    =

( ) ( )+ +  2 1 

3

k k k
 

∴
=

k

1  v

3 v   =( ) ( ) ( )+ + +   3 2 1 

4

k k k k – ( ) ( )+ +  2 1 
3

3

k k k
  +

( )+ 1 

2

k k
 

         =
( )+ 1 

4

k
k( ) ( ) ( )   2 2 4 3 2  k  k k   + −

 
+ + + 

          =
( )+ 1 

4

k
k( )+ −− + + 2   2 8 4 6   k  k5 k   

         =
( )+ 1 

4

k
k( )+ 2 k k  =( )+ 1 

4

k
k( ) 

 
+ 1 k k 

             =
( ) 

 
 
 

+
2

 1

2

 k k 
 

 Infinite Series:     ثالثاً: المتسلسلات اللانهائية

  يث أن ميمودها يستتتمي إلى   1p   +2p   +3p       +إذا ادت ينا المتستتىستتىة:        

 ددد غيي م دود من ال دود اان المتسىسىة تسمى  ينئذ  المتسىسىة اللأنهائية 

 يم ن تواتتتتي   دىى   هذا والمن ق الييااتتتتلا ويا  دمىية يمع  دود المتستتتتىستتتتىة إلى  

 الن و التاللا:

  دا ايولى من المتسىسىة، أ  أن: kتشيي إلى ميموع الت   ااتتياض أن  •

k  =1p  +2p  +    +kp 

تع ى ت يييا  لىمن ق الييتااتتتتتلا ويا  دمىيتة    kالنهتايتة التلا يؤول إليهتا الميموع   •

 اليمع،  معنى أن  إذا  انت:
 


k

k
 اان المتسىسىة ت ون تقاي ية ،  قيمة م دود   = 

 

وإما إذا  انت:  


k
k

  =  اان المتسىسىة ت ون ت اددية ، 

 

والا  عض ال ا.ت قد ي ون الميموع اليزئلا متذ ذ ا  تذ ذ ا  م تتتتدودا  أو غيي م دود،  ينئذ  

 ي ىق دىيها المتسىسىة اللأنهائية ذات التذ ذي الم دود أو غيي الم دود 
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 :اختبارات التقارب والتباعد للمتسلسلات اللانهائية

ستتتوف نويد ايما يىلا  عض ا. ت ايات التلا يم ن من  لألها ال  س دىتتتتتتتتى تقايي أو        

 ت ادد المتسىسلأت اللأنهائية وذلتك دىى الن و الموا  ايما يىلا:
 

 (:1اختبار ) -1

إلى الصفي وذلك    kpمن الايوي  ي  متسىسىة . نهائية تقاي ية أن يؤول  دها العتاس       

إلى ما . نهاية )أ :    kدندما تؤول  


k
k

p  صفي(، ول ن هذا الشي  غيي  اف  رث ات =

 تقايي المتسىسىة  اميمودة المتسىسلأت التلا ين ذ  دها العاس  الش ل: 

  
  

1
H

  
k

p= 

إلى ما . نهاية  ول ن   kهلا متستىستلأت . نهائية يؤول  دها العاس إلى الصتفي دندما تؤول  

هلا    Hهذا . ي فلا لى  س دىى تقايي هذ  المتسىسلأت أو ت اددها  والا واقع ايمي، اان قيمة  

 المتسىسىة تقاي ية أس ت اددية وذلك دىى الن و التاللا:التلا ت دد ما إذا  انت 

 ،تباعدية ت ون المتسىسىة   H  1إذا  انت:  

  تقاربيةت ون المتسىسىة   H > 1إذا  انت:  
 

 ومثال ذلك:

المتسىسىة:    •
2 2 2

  
1 1 1

 
 3  2  1 

 H  =2 > 1هلا متسىسىة تقاي ية ين:       
 

  المتسىسىة:   •
1 1 1

 
 1      3  2 

H =   1هلا متسىسىة ت اددية ين:       

 2 
 <  1 

 

المتسىسىة:  •
15 15 2

  
1 1 1

 
 3  2  1 

   ,  H  =1.5 > 1هلا متسىسىة تقاي ية ين:   ,

 

 Comparison Test     اختبار المقارنة(:  2اختبار ) -2
 

واقا  لهذا ا. ت اي يم تتتتتتن ال  س دىى تقايي أو ت ادد المتستىستىة وذلك من  لأل مقاينة        

 ال د العاس لها  ال د العاس لمتسىسىة أ ي  معيوف تقاي ها أو ت اددها وذلك دىى الن و التاللا: 
 

إذا  انت المتسىسىة -أ


=1  k
kp  موي ة ال تدود، و انتتتp < k  ،kليميع قيس  ;

اان المتسىسىة      


=1  k
kp  ت ون تقاي ية إذا  انتتت المتسىسىة



=1  k
k  ت اددية   ;
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إذا  انت المتسىسىة  - ب


=1  k
p > kموي ة ال تدود، و انتتت    ،kليميع قيس   ;

اان المتسىسىة      


=1  k
kp   ت ون ت اددية إذا  انتتت المتسىسىة



=1  k
k  ت اددية  ;

 

 (:10مثال )

+ا ت ي المتسىسىة:   + + +
2 2 2

 
1 1 1

1
 4  3  2 

        

  است داس ا ت اي المقاينة من  يث التقايي أو الت ادد وذلك 
 

 الحــل:

الا ال داية تىزس ارشتتتاي  إلى أن هذ  المتستتتىستتتىة تقاي ية وهذا ما أث تنا  دند استتتت دامنا        

 (،  يث أن الش ل الذ  ين ذ  ال د العاس لهذ  المتسىسىة هو:1للأ ت اي )

  
  

1
H

  
k

p= 

 قاي ية ، إذا  االمتسىسىة ت1وهلا أ  ي من  H  =2 ما أن: 
 

ول ن الا هذا المثال نود أن ن ت ي تقايي أو ت ادد هذ  المتسىسىة واقا  . ت اي المقاينة، وذلك 

 من  لأل مقاينتها  متسىسىة أ ي  معيوف تقاي ها أو ت اددها  ا مقاينة المتسىسىة:

  + + + +
2 2 2

 
1 1 1

1
 4  3  2 

        

 المتسىسىة:  
     
     
     

+ + + + +

4 3 2

 
1 1 1 1

1
 2  2  2  2 

      

نيد أن  ل  د من  دود المتستىستىة ايولى أقل من نييي  الا المتستىستىة الثانية  استتثنا  ال د 

ايول والذ  ين ذ القيمة وا د الا  ل من المتسىسىتيْن  و يث أن المتسىسىة الثانيتتتتتة تمثتتتتتل  

متوالية هندسية . نهائيتتة ميمودهتتتتتتتتا )
1

2
 05 1 

  
  , (، أ  أنها تقاي ية  اان  يم ن ال  س =-

 دىى المتسىسىتتتة ايولى  ننها تقاي ية أياا 
 

 (:11مثال )

+ا ت ي المتسىسىة:   + + + 
1 1 1

1
 4  3  2 

        

 من  يث التقايي أو الت ادد 
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 الحــل:

يم ننا أياتتتتا  ا ت اي التقايي أو الت ادد لىمتستتتتىستتتتىة المع ا  وذلك  استتتتت داس أ  من        

 ( وذلك دىى الن و التاللا:2( وا ت اي )1ا. ت ايين: ا ت اي )
 

 (:1باستخدام اختبار )

 ال د العاس لهذ  المتسىسىة ين ذ الصوي  التالية:    

  =
  

1
  

k
p  ، :أ  أنH  =1 
 إذا  المتسىسىة ت اددية 

 
 

 (:2باستخدام اختبار )

+  تا ة المتسىسىة:   + + + 
1 1 1

1
 4  3  2 

 دىى الصوي :          

 
   
   
   

+ + + + + + + + 
1 1 1 1 1 1 1

1
 8  7  6  5  4  3  2 

              

 

 ثس مقاينتها  المتسىسىة:

    
   
   

+ + + + + + + + 
1 1 1 1 1 1 1 1

 8  8  8  8  4  4  2  2 
              

 أ   المتسىسىة: 

 + + + + 
1 1 1 1

 2  2  2  2 
        

 

نيد أن  ل  د من  دود المتسىسىة ايولى )الم ىوي ا ت اي تقاي ها أو ت اددها( هو أ  ي من  

ال د   ددا  )ما  الثانية  المتسىسىة  الا  أن  نييي   و يث  المتسىسىتيْن(   الا  متساو   اهو  الثانلا 

، إذا  اهلا ت اددية  و ذلك يم ننا استنتاج أن  1المتسىسىة الثانية تمثل متوالية هندسية أساسها =  

إليها  است داس   توصىنا  التلا  النتيية  مع  يتفق  ما  أياا  وهو  ت اددية  المع ا  هلا  المتسىسىة 

 (  1ا ت اي ) 
 

 (:12مثال )

ا ت ي تقايي أو ت ادد المتسىسىة:      


=1  k+ 2

1

2

 

 k
 

 الحــل:

=  kpال د العاس لهذ  المتسىسىة هو:      
+ 2

1

2

 

 k
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 و مقاينة هذ  المتسىسىة  المتسىسىة:


=1  k
2

 1 

k 
k،   أ  أن:      ;   =

2

 1 

k 
 

 

kp < kااننا نلأ ي أن:   kليميع قيس  ;
 

و يث أن المتسىسىة  


=1  k
2

 1 

k 
 (، 1(، واقا  . ت اي )H   =2  > 1تقاي ية )  

 اان المتسىسىة ايولى هلا تقاي ية أياا  
 
 

 (:13مثال )

 ا ت ي المتسىسىة التالية من  يث التقايي أو الت ادد:     
 

+ + +
  

     
1 1 1

 
 6  5  4  3  2  1 

 

 الحــل:

  مقاينة هذ  المتسىسىة  المتسىسىة التالية:     

 + + +
  

     
1 1 1

 
 3  3  2  2  1  1 

 
 

ااننا نيد أن  ل  د من  دود المتسىسىة ايصىية أصغي من نييي  الا المتسىسىة المقاين  ها   

 و يث أن ال د العاس لىمتسىسىة الثانية ين ذ الصوي  التالية:

  =
2  

k
1   
k 

p ،( 1إذا  اهلا تقاي ية، يايع ا ت اي) 

 

 و ذلك يم ننا استنتاج أن المتسىسىة:

     + + +
  

     
1 1 1

 
 6  5  4  3  2  1 

 
 

 هلا متسىسىة تقاي ية أياا  
 

 لاختبار المقارنة(: صورة بديلة 3اختبار ) -3

النس ة  ين        إذا  انت  ا. ت اي  هذا  المتسىسىة    kpالا  )الا 


=
k

1  k
p  ) وk )الا    ;

المتسىسىة  


=
k

1  k
إلى ما . نهاية، اان    k( م دود  وغيي مساوية لىصفي دندمتا تؤول  ;
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المتسىسىتيْن  


=
k

1  k
p  ،



=
k

1  k
أو   ; معا   يتقاي ان  أنهما  أ   السىوك   نف    لهمتا 

 

 يت اددان معا   
 

 ويم ننا التع يي دن ذلك دىى الن و التاللا:     
 

إذا  انت:  
k

 
 
 
 

k

k ;
p

   =H   صفي 

 

اان المتسىسىتيْن  


=
k

1  k
p ،



=
k

1  k
   أو يت اددان معا   يتقاي ان معا   ;

 

 (:14مثال )

ادي  تقايي أو ت ادد المتسىسىة التالية:      


=1  k

 
 
 
 +

k

k
3

2 4 
 

 مست دما  الا ذلك:

 ( لىمقاين3ا ت اي ) -( لىمقاينة       ي 2ا ت اي ) -أ
 

 الحــل:

 (:2) باستخدام اختبار -أ

المتسىسىة  المتسىسىة         مقاينة هذ  


=1  k

 
 
 

k
3

 4 
المتسىسىة     نيد أن  ل  د متن  دود 

أن   و يث  المقاين  ها   المتسىسىة  الا  نييي   دن  يقل  ت اددها  أو  تقاي ها  ا ت اي  الم ىوي 

المتسىسىة المقاين  ها:  


=1  k

 
 
 

k
3

 4 
تمثل متوالية هندسية أساسها أقل من الوا د الص ي   

 اهلا متسىسىة تقاي ية  و التاللا يم ننا  استنتاج  أن المتسىسىة  المع ا   الا  المثال هلا أياا  
 

 متسىسىة تقاي ية  
 
 (:3اختبار ) باستخدام -ب

 مقاينتة المتسىسىة       


=1  k

 
 
 
 +

k

k
3

2 4 
 المتسىسىة   



=1  k

 
 
 

k
3

 4 
 يم ننا استنتاج أن: 

  kp =
+

k

k
3

2 4 
     ،k ;    =

k

k
3 

4 
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 أ  أن:

 k

k ;
p  =

+

k

k
3

2 4 
  ÷

k

k
3 

4 
  =

+

k

k
3

2 4 
  ×

k

k
4 

3 
  =

+

k

k
4

2 4 
 

 ∴ 
k

 
 
 
 

k

k ;
p  =

k+

k

k
4

2 4 
 

 

 وهو ي تىف دن الصفي 1=                               
 

أ  أن المتسىسىتيْن تتقاي ان معا  أو تت اددان معا   و يث أن المتسىسىتتتتتتة المقايَن  ها تقاي ية  

)ست ق تواتي  ذلك(، اان المتستىستىة  


=1  k

 
 
 
 +

k

k
3

2 4 
هلا أياتا متستىستىة تقاي ية  وهو ما   

 يتفق مع النتيية التلا توصىنا إليها الا )أ( 
 

 

 (:15مثال )

 ا ت ي المتسىسىة التالية من  يث التقايي أو الت ادد:     

  
4 4 4

 1  9  1  4  1  1 
      + + +

+ + +
 

 الحــل:

=  kpال د العاس لهذ  المتسىسىة هو:      
+ 2

4

1 k
 

و مقاينة هذ  المتسىسىة  المتسىسىة: 


=1  k

 
 
 

2
1

 k 
 

k     نيد أن:  

k ;
p  =

+ 2

4

1 k
   ÷

2

 1 

k 
  =

+

2

2

4

1 

k
k

 

أ  أن:    
k

 
 
 
 

k

k ;
p  =

k+

2

2

4

1 

k
k

 

 

 وهلا ت تىف دن الصفي    4=                              

أ  أن المتسىسىتيْن تتقاي ان معا  أو تت اددان معا   و يث أن المتسىسىتتتة  


=1  k

 
 
 

2
1

 k 
هلا  

 (( اان المتسىسىتتة الم ع ا  الا هذا المثال هلا أياا  تقاي ية  10متسىسىة تقاي ية )يايع مثال )
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 (: رتبة الحد العام4اختبار ) -4

ننا الا  عض اي يان من ال  س دىى تقايي أو ت ادد المتستتتىستتتلأت من         هذا ا. ت اي يمً ت

  لأل تعيانا دىى يت ة ال د العاس لىمتسىسىة، وذلك دىى الن و الموا  ايما يىلا:

 عد ت ديد يت ة  ال د العاس  والتلا تن ذ الش ل ) 
H  

1

k
( دىى الن و  1ا ت اي ) (، يم ننا ت  يق 

 السا ق تناول  لت ديد تقايي أو ت ادد المتسىسىة،  يث: 
 

  تقاربيةت ون المتسىسىة   H > 1إذا  انت:  

  تباعديةت ون المتسىسىة   H ≤ 1إذا  انت:  
 

 (:16مثال )

 أدي  تقايي أو ت ادد المتسىسلأت التالية:     

- 

=1  k+

3

2 k
  -

=1  k( )
+

+

1 4

2 

 k
k k

   

          

 -

=1  k( )
−

− 2

5 6

1 

 k
k k

    

 الحــل: 

المتسلسلة


=1  k+

3

2 k
 دها العاس يت ت  )  

1

 k 
 H   =1(، أ  أن   

 يم ننا استنتاج أن هذ  المتسىسىة ت اددية   ( 1اختبار )و ت  يق 

المتسلسلة


=1  k( )
+

+

1 4

2 

 k
k k

 دها العاس هو أياا  من اليت ة )  
1

 k 
 ( و التاللا اهلا ت اددية   

المتسلسلة


=1  k( )
−

− 2

5 6

1 

 k
k k

 دها العاس من اليت ة )  
2

 1

 k 
 H   =2  > 1(، أ  أن:  

 يم ننا استنتاج أن هذ  المتسىسىة تقاي ية   ( 1اختبار )و ت  يق 
 

 

 ملحوظة: 

يم ننا ت ديد يت ة ال د العاس وذلك  مقاينة ديية ال ستتت   ديية المقاس  افلا المتستتتىستتتىة       

  وأما الا 1الا المقاس  انت   هلا صتفي وأ  ي قو  لتتتتتت    ايولى  انت أ  ي قو  لتتتتتت 

وأ  ي    1الا ال ست  هلا   اقد  انت أ  ي قو  لتتتتتت   –دىى ست يل المثال    –المتستىستىة الثالثة  

  و قستمة أ  ي قو  الا ال ست  دىى أ  ي قو  الا المقاس ن صتل  3الا المقاس هلا    قو  لتتتتتت 

 دىى يت ة ال د العاس 
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   D’ALAMBERT’S Ratio Test     (: اختبار النسبة لدالمبرت5اختبار ) -5
      

واقا  لهذا ا. ت اي يم ن ال  س دىى تقايي أو ت ادد المتسىسىة من  لأل النهاية  التلا  يؤول  

k إلى ما . نهايتتة   ( دندما تؤول   +  1 k

k

p

p
 إليها المقداي ) 

 ويم ن تواي  ذلك دىى الن و التاللا:  

إذا ادت ينا المتسىسىة  


=
k

1  k
p  :اان المتسىسىة ت ون تقاي ية أو ت اددية واقا لى ا.ت التالية 

 المتسلسلة تقاربية   1  >ل         

 المتسلسلة تباعدية  1 < ل           

 يتعذر الحكم ويسُتخدم اختبار آخر  1ل =                  

 (: 17مثال )

ا ت ي تقايي أو ت ادد المتسىسىة:       


=1  k

1
 

  k  
 

 الحــل: 

 = k p
1

 
  k  

    ،
+

=
  1 k p

+

1

1 
 

   k  
 

 ∴  +  1 k

k

p

p
= 

+

1

1 
 

   k  
 ÷1

 
  k  

= 
+1 

 
 k 

   k  
=  

+

1

1 k
 

+أ  أن:  



 
 
 
 

  1 k

kk

p

p
= 



 
 
 + k

1

1 k
 صفر  =

 

 المتسىسىة تقاي ية   ∴
 

 (: 18مثال )

+...أدي  تقايي أو ت ادد المتسىسىة:   + +
3 2

 3  2  1 
      

 10 10 10
 

 الحــل: 

 = k p
k
  

10
 

k    ،
+

=
  1 k p 

+

+
1  k

   1 

10
 

k 

 ∴  +  1 k

k

p

p
= 

+

+
1  k

   1 

10
 

k ÷
k
  

10
 

k = 
+

+
1  k

   1 

10
 

k  ×
k10

  k
=  +1

10

 k 

+




 
   

  


=   1
 

 

k

kk
 

p

p
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+أ  أن:  



 
 
 
 

  1 k

kk

p

p
= 



 
 
 

+

k

1 

10

k=   ∞ 

 

 المتسىسىة ت اددية   ∴
 

 (: 19مثال )

+ا ت ي تقايي أو ت ادد المتسىسىة:    + + + 
1 1 1

1
 4  3  2 

        

 الحــل: 

 = k p
1

 k 
    ،

+
=

  1 k p 
+

1

1 k
 

 ∴  +  1 k

k

p

p
= 

+

1

1 k
 ÷1

 k 
=  

+1 
k
k

 

+أ  أن:  



 
 
 
 

  1 k

kk

p

p
= 



 
 
 + k

k

1 k
=  1 

 

المتسىسىة ويىزس است داس ا ت اي م ي وذلك دىى   تقايي أو ت ادد  وهنا . يم ن ال  س دىى 

 (  11الن و الموا  الا مثال ) 
 

 

 (:20مثال )

 ا ت ي المتسىسىة اأتية من  يث التقايي أو الت ادد: 

 + + + +
4 3 2

2 2 2
 

3 3 3
3

 4  3  2 
        

 الحــل: 

 = k p
2

k 3

 k 
    ،

+
=

  1 k p 
( )

+

+

1

2

  k 3

1 k
 

 ∴  +  1 k

k

p

p
= 

( )

+

+

1

2

  k 3

1 k
 ÷

2

k 3

 k 
 = 

( )

+

+

1

2

  k 3

1 k
  ×

2

k
  

3

k 

    =  
 
 +

2

3
1 

k
k

=  
 
 
 + +

2

2
3

1 2 

k
k k 
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∴+



 
 
 
 

  1 k

kk

p

p
= 



 
 
 
 + +

2

2
k

3
1 2 

k
k k 

 =  


 
 
 
 
 
 

+ +
2

k

1
3

1 2
1

 k k
  

 

 1وهلا أ  ي من       3  =      
 المتسىسىة ت اددية  ∴
 

 (: اختبار كوشى6اختبار ) -6

يستت دس هذا ا. ت اي إذا  انت يميع  دود المتستىستىة موي ة  وواقا  لهذا ا. ت اي، يم ن        

 ال  س دىى تقايي أو ت ادد المتسىسىة دىى الن و التاللا:
 

 المتسلسلة تقاربية    1 ≥ل   

 المتسلسلة تباعدية    1 <ل      
 

 (:21مثال )

 تقايي أو ت ادد المتسىسلأت التالية:ادي  

 -ا 



=1  k( )
k

1

k  
  - ب     



=1  k

 
 
 +

k

3 2 
k
k 

 

 الحــل: 

المتسىسىة:   (أ)


=1  k( )
k

1

k  
 

 

 
 

 k
k
p=

( )
 

 
k

k

1

  k
    =

1

 k  
 

 ∴  


 

 k
k k
p  =

k

1

 k  
 1= صفي وهو أقل من   

 

 المتسىسىة تقاي ية   ∴
 

المتسىسىة:   (ي )


=1  k

 
 
 +

k

3 2 
k
k

 
 







=
 

 
 

k
k k

 p
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 k
k
p=

 
 
 +

 

 

k

k3 2

k
k

    =
+3 2

k
k

 

 ∴  


 

 k
k k
p  =

k+3 2

k
k

   =1

 2 
 1وهو أقل من  

 المتسىسىة تقاي ية   ∴
 

 

 اختبار التقارب للمتسلسلات متبادلة الإشارة: -7

إذا  انت المتسىسىة  


=
k

1  k
p  :تن ذ الصوي  التالية 

k   =1p –  2p  +3p –  4p     + 
 

   Alternating Seriesاانها تسمى  المتسىسىة مت ادلة ارشاي   
 

وهناك نييية أستتتاستتتية يم ن  موي ها ال  س دىى تقايي مثل هذا النوع من المتستتتىستتتلأت   

المتستتتىستتتىة مت ادلة ارشتتتاي  ت ون تقاي ية إذا ت قق الشتتتي ان  و مويي هذ  النييية، اان  

 التاليان:
  

   -أ
k
|kp      ب| = صفي -  |

+  1 kp |< |kp   ليميع قيس |k 

 أ  أن المتسىسىة مستمي  النقصان       
 

 (: 22مثال )

+أث ت أن المتسىسىة:    − + − 
1 1 1

1
 4  3  2 

        

 هلا متسىسىة تقاي ية  
 

 الحــل: 

 يث أن المتستىستىة مت ادلة ارشتاي  اان  . د من التن د من ت قق الشتي ين المشتاي إليهما        

 من ق تل  تى يم ننتا ال  س دىى هتذ  المتستتتتتىستتتتتىتة  تننهتا تقتاي يتة  ويم ن ت قيق ذلتك دىى  

 الن و التاللا:
 

 الشرط الأول:

 ( )
+ 

 
 

=
 1 k

 k
1

1-
 k 

 p 
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 ∴ 
k
|kp = |

k

 
 
 

1

 k 
 = صفي 

 

 أ  أن هذا الشي  قد ت قق 
 

 الشرط الثاني:

 |
+  1 kp = |

+

1

1 k
         ،|kp = |

1

 k 
 

 

أ  أن: |
+  1 kp |< |kp وذلك ليميع قيس |k  

 وهذا يعنى أن الشي  الثانلا قد ت قق أياا  

 إذا  يم ننا استتتتنتاج أن المتستتتىستتتىة المع ا  هلا متستتتىستتتىة تقاي ية وذلك لت قق الشتتتي يْن  

 الم شاي إليهما 
 

 حـل آخـر:

 من المم ن  تا ة ميموع المتسىسىة دىى الن و التاللا:     

   =     
     
     

+ − + − + − 
1 1 1 1 1

1
 6  5  4  3  2 

            

       =+ + + 
1 1 1

 15  12  2 
      

      =+
1

 2 
 مقادير موجبة   

  ما يم ن  تا ة الميموع دىى الصوي  التالية:

   =   
   
   

− − − − − 
1 1 1 1

1
 5  4  3  2 

          

      =− − − 
1 1

1
 20  6 

 مقادير موجبة   1−=       

وهذا يعنى أن ميموع المتسىسىة يقع  ين  
1

 2 
 مما يعنى  ننها تقاي ية   1، 

 

 حـل ثالـث:

  يث أن ميموع المتسىسىة هو:     

 + − + − 
1 1 1

1
 4  3  2 
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 و يث أن:

( )+  1
I

  =... + − + −
4 3 2

          
4 3 2 1  

 ( 8يايع العلأقة ) 

 

      =1، اتانت   تالتعويض دن     |<  1  ،    =1  وهتذ  العلأقتة صتتتتت ي تة الا ال تا.ت: |

 ن صل دىى:

 2
I

  =+ − + − 
1 1 1

1
 4  3  2 

        

2أ  أن ميمودة المتسىسىة = 
I

 تقيي ا     0.693=   

 مما يعنى أنها متسىسىة تقاي ية 
 

 (:23مثال )

 أدي  تقايي المتسىسىة التالية:    

 + − + −
   

 
1 1 1 1

 10  8  8  6  6  4  4  2 
       

  
 

 الحــل:

 يث أن هذ  المتستىستىة مت ادلة ارشتاي  اان  . د من التن د من ت قق الشتي يْن اللأزميْن        

 ل لا ت ون هذ  المتسىسىة تقاي ية 

 

 الشرط الأول:

 
( )

( )
+ 

 
 
 

=
+

 1 k
 k

1
1-

2  2 k k  
 p 

 ∴ |kp = |
( )+

1

2  2 k k  
 

   |
+  1 kp = |

( ) ( )  
   

+ + + 

1

2 1  1  2 k k  
  =

( ) ( )+ +

1

3  2  2 k k  
 

 

 ومن الواا  أن: 

 
k
|kp = |

k( )+

1

2  2 k k  
  = صفي 

 مما يعنى ت قق الشي  ايول 
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 الثاني:الشرط 

 من السهولة استنتاج أن: |     
+  1 kp |< |kp | 

 

 أ  أن الشي  الثانلا مت قق أياا  

 إذا  يم ننا استنتاج أن المتسىسىة المع ا  تقاي ية وذلك لت قق الشي يْن اللأزميْن لذلك 

 

 الشرطي:التقارب المطلق والتقارب   -8

Absolute Convergence & Conditional Convergence 
      

 لنفتيض أن لدينا متسىسىة  دودها  قيقية ومت ادلة ارشاي ، و ان ميموع هذ  المتسىسىة هو:

   =1p –  2p  +3p –  4p     + 

ااذا ادت ينا المتسىسىة الناشئة من القيس الم ىقة ل دود هذ  المتسىسىة )أ   يعل يميع  دودها  

أوْلى أن ت ون     تاي موي تة(  اتانت  إذا  تانتت المتستتتتتىستتتتتىتة موي تة ال تدود تقتاي يتة، اتانت  من  

قاي ية أياتا  والا هذ  ال الة ي ىق دىى تقايي المتستىستىة مت ادلة  المتستىستىة مت ادلة ارشتاي  ت

 ارشاي   ت "التقايي الم ىق" ومثال ذلك المتسىسىة:

      
     
     

+ − + −

2 2 2

 
1 1 1

1
 4  3  2 

            

 اهلا متسىسىة متقاي ة تقاي ا  م ىقا  وذلك ين المتسىسىة: 

      
     
     

+ + + +

2 2 2

 
1 1 1

1
 4  3  2 

             

 ( (1اختبار )هلا متسىسىة تقاي ية )يايع 
 

وأما إذا  انت المتسىسىة موي ة ال دود )الناشئة من أ ذ القيس الم ىقة ل دود المتسىسىة مت ادلة  

ارشتاي ( ت اددية و انت المتستىستىة مت ادلة ارشتاي  تقاي ية اان التقايي الا هذ  ال الة يستمى  

 ىة: ت "التقايي الشي لا"  ومثال ذلك المتسىس

 + − + − 
1 1 1

1
 4  3  2 

        
(( الا 22هلا متستىستىة متقاي ة تقاي ا  شتي يا  وذلك ين هذ  المتستىستىة تقاي ية )يايع مثال )

  ين أن المتسىسىة:

 + + + + 
1 1 1

1
 4  3  2 

        

 (( 11هلا متسىسىة ت اددية )يايع مثال )
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 فترة التقارب: –متسلسلات القوى   -9
Power Series – Interval of Convergence: 

 

 معاملأت م تىفة    إذا  انت المتستىستىة م ل الدياستة تت ون من القو  التصتاددية لىمتغيي  

1H ،2H ،3H: وذلك واقا  لىصوي    ، 
 

0H  +1H  +2
2H  +3

3H   + 
 

اان تقايي أو ت ادد المتستىستىة . يتوقف اق  دىى قيس هذ  المعاملأت وانما يتوقف أياتا  دىى  

ف ايها المتغيي     ولت ديد الفتي  التلا ت ون ايها المتستتتىستتتىة تقاي ية،  الفتي  )المد ( المعيَّ

 وذلك دىى الن و الموا  ايما يىلا: (5اختبار )ااننا نست دس ا ت اي النس ة لدالم يت )
 

 تحديد فترة التقارب:

 إذا ادت ينا متسىسىة القو :

0H  +1H  +2
2H  +3

3H   + 

=  kpاان: 
k

kH        ،
+  1 kp  =+

+
  

  

1
1

k
kH 

 

∴  
k
 |+  1 k

k

p

p
  = |

k
|

+
+

  

  

1
1

k
k

k
k

H

H
 | 

 

           | =    |
k

+  1 k

k

H
H

 = ل 

و ادت اي أن: 
k
|+  1 k

k

H
H

  |  =t 

ااننا ن صل دىى: 
k
|+  1 k

k

p

p
| = |  |×t 

 

  |×t  يث:     ل = |
 

   1  >و ما ست ق أن أوات نا اان المتستىستىة ت ون تقاي ية )واقا  . ت اي النست ة( إذا  انت: ل 

 أ  أن متسىسىة القو  ت ون تقاي ية إذا  ان:
 
 

|  |×t < 1 

 >|   أو  ع اي  أ ي  إذا  انت: |
1

  t
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 وهذا يعنى أن اتي  التقايي تت دد  ما يىلا:

−
1

  t
 <  <  

1

  t
 

 و التاللا اان متسىسىة القو  ت ون ت اددية  ايج هذ  الفتي  
 

اان  ييي دىينا    القو ،هذا وتيدي ارشتتتاي  إلى أن  دند ت ديد تقايي أو ت ادد متستتتىستتتلأت 

−=    ال  تث دمتا إذا  تانتت النق تتان ال يايَّتتان )
1

  t
  ،    =

1

  t
( تتد لأن الا اتي   

 التقايي أس أنها . تشمىهما 
 

 (:24مثال )

 أويد اتي  التقايي لىمتسىسىة التالية:     

 + − + −
4 3 2

2 2 2
 

 4  3  2 
        

 الحــل:

| = kp يث أن: |
2

k

  k
  |   ،

+  1 kp = |

( )

+

+

  1

2

k

 1   k 
 

∴ |+  1 k

k

p

p
  = |

( )

+

+

  1

2

k

 1   k 
   ÷

2

k

  k
 

        =

( )

+

+

  1

2

k

 1   k 
  ×

2

k
  

  

k  = 

2

 1   

k
k 

 
 
 +

 

∴  
k
 |+  1 k

k

p

p
  = |

k
|

 
 
 +

2

 1   

k
k 

 | 

                      | =    |
k

 
 
 +

2

 1   

k
k 

 

و يث أن:   
k

 
 
 +

2

 1   

k
k 

 =1 

∴ t  =1 
وهذا يعنى أن المتستىستىة ت ون تقاي ية إذا  انت:  (،  1،  1-أ  أن اتي  التقايي تت دد  الفتي  )

|   |< 1  
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( دا ىتان الا اتي  التقايي      =-1    ،    =1واأن ييي دىينا ت ديد ما إذا  انت النق تان )

 أس أنها . تشمىهما وذلك دىى الن و التاللا:
 

 (:  =1عند النقطة )

 تت ول المتسىسىة إلى:
 

 + − + −
2 2 2

 
1 1 1

1
 4  3  2 

        

 وهلا متقاي ة تقاي ا  م ىقا  نييا  ين المتسىسىة:
 

 + + + +
2 2 2

 
1 1 1

1
 4  3  2 

        

 ( (1اختبار )هلا متسىسىة متقاي ة )يايع 
 

 (:  =-1عند النقطة )

 تت ول المتسىسىة إلى:
 

 − − − −
2 2 2

 
1 1 1

1
 4  3  2 

        

 وهلا متسىسىة تقاي ية 

 ( تد لأن امن اتي  التقايي   =-1   ،  =1أ  أن النق تين )
 

ولعىنا اأن ن ون قد وصىنا إلى نق ة يم ننا  عدها ا. تفا   هذا القدي من تناولنا لمواوع        

 المتسىسلأت ممىين أن ييد اي  القايئ ما يفيد  
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 تمارين
 الفصل الثاني

 
 استعن  المت ا قة: -1

[v (v  +1])2 – ([v – 1)v ]2  =4v3 

 الا إث ات أن:    

13  +23  +33   +    +k3  =
( ) 

 
 
 

+
2

1 

2

k k
 

 أويد ميموع المتسىسلأت التالية: -2

- أ    


=0  v+

v
 

 1    v
- ب     



=0  v

v
 

  v
- جـ       



=0  v

+ v1 
 

  v
 

 

 أث ت أن: -3

 ( )−
1

 2 
  I I  =...+ + +

4 2

      1
 4  2 

 
 

 أث ت أن:  -4

 
 
 

+

−

  1

  1 I
  =... + + + +

7 5 32 2 2
          

7 5 3
 

3ثس است داس المف وك الناتج الا إيياد قيمة 
I

 ثلأثة أيقاس دشيية مقي ا  نتييتتك إلى  

 

ا سي    -5
I

أي عة    1.5 أقيي  إلتى  نتييتك  مقي ا   الىوغاييتمية  المتسىسىة    است داس 

 أيقاس دشيية  
 

  2.718مقي ة إلى ثلأثة أيقاس دشيية هلا  Iوأن قيمة  3، 2تقع ما  ين  Iأث ت أن  -6
 

,است دس المتسىسىة ايسية ريياد قيمة   -7
 

مقي ا  النتيية إلتتى أي عة أيقاس دشيية   51649 

إذا دىمت أن:  
I

1.649  =0.5 
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 أث ت أن ميموع المتسىسىة: -8

  − + − + −
   5 4 3 2

 
1 1 1 1 1

 2  2  5  2  4  2  3  2  2 
         

 
 

3يساو   
I

 – 2
I

 

 

  يًتن نوع المتسىسىة التالية من  يث  ونها تقاي ية أس ت اددية: -9
 

 − + − + +
  5 4 3

 
1 1 1 1

1
  2  2  5  2  4  2  3 

         
 

 
 

 ا ت ي تقايي أو ت ادد المتسىسلأت التالية: -10
 

+...    -أ  + + +
  

1 1 1
        1

 3  2  1  
 

−   - ب + − + −
   5 4 3 2

 
1 1 1 1 1

 2  2  5  2  4  2  3  2  2 
         

 
 

 

+  -جـ  + +
   

       
3 2 1

 4  3  2 
      

 

 ادي  تقايي أو ت ادد المتسىسلأت التالية: -11

+  -أ  + + 
1 1 1

 4   3   2  
      

+   -ب + + +
++ +2 2

 
1 1 1

1
 1  1  1 3   1 2  

        
 

 ت ادد المتسىسىة التالية:است دس ا ت اي النس ة لدالم يت الا دياسة تقايي أو  -12

  
     
          
     

+ + +
  

3 2

 
1 1 1 1 1 1

 3  6  5  3  4  3  3  2  1 
   

 
 

 

 ا ت ي تقايي أو ت ادد  ل من المتسىسلأت التالية: -13

+     -أ + +
     

 
6 4 2

 6  5  4  5  4  3  4  3  2 
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+   - ب + + 
1 1 1

 9  6  3 
      

 

+  -جـ  + +
  

 
6 4 2

 5  4  4  3  3  2 
    

+  -د  + +
− − −

 
1 1 1

 2  27  2  9  2  3 
    

 

 ت ادد المتسىسلأت التالية:ادي  تقايي أو  -14

+...  - أ + + +
3 2

  
        1

 3  2  1  
 

-  ب


=1  k
 

k

 2 

k
k

-جـ        


=1  k+

k

k
2

5 3 
  

  - د
( ) ( )...+ + + +

3 2

  

2 2 2
        1

 8  6  4  
 

+...  -هـ  − + −
6 4 2

  
        1

 6  4  2  
 

 

 اتي  التقايي لىمتسىسلأت التالية:أويد  -15

...    -أ  ...+ + + + +
+

3 3 2 2

2

k k2 2 2 2
           

10 5 21
 

 k
 

+  - ب + + +
 

3 2

3 2
 1

 1 2  3 2   2 2  
       

    
 

 

...  -جـ  + + + +
5 4 3 216 8 4 2

           
24 15 8 3
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 الفصل الثالث

 الكسور الجزئية
 

 مقدمـــــة:

إذا  تان لتدينتا ال ستتتتتي 
() د 

1

 

() د 
2

() يتث       د 
1

 
،  الا   ةنت ثيي   تدود من دييتة معي  

() د 
2

 
(، اان  من المم ن التع يي دن هذا ال ستتتتي الا   ثيي   دود من ديية أ ي  الا )  

 صوي   سييْن أو أ ثي وذلك دند ت ىيل ال سي ايصىلا إلى  سوي يزئية 
 

 وتيسييا  دىى القايئ ددنا ن دأ الا ديض هذا المواوع  المثال التاللا: 
 

إذا  ان لدينا: 
3 2

3  2 1  
  +

+ −
     (1 ) 

 

اان  من المم ن ت ويل ميموع هذين ال ستتتييْن إلى  ستتتي وا د  عد استتتت ياج الماتتتادف  

 المشتيك ايديس وذلك دىى الن و التاللا:

 
3 2

3  2 1  
  +

+ −
  =( ) ( )

( )( )
− + +

+ −

1  3  3  22

3  2 1  
 

          =( )( )
− + +

+ −

3  3  6  4

3  2 1  
 

         =( )( )
+

+ −

3  7

3  2 1  
  (2) 

(، أ  أننا نصتت   أماس  1( إلى الصتتوي  )2والذ  يهمنا اأن هو ت ىيل ال ستتي الا الصتتوي  )

 السؤال التاللا:

) ىًتل ال سي   )( )
+

+ −

3  7

3  2 1  
 إلى  سوي يزئية    

 

دمىية اليمع  والا هذا الشتتتنن تيدي ارشتتتاي  إلى أن هناك  ستتتويا  دديد  تنشتتتن من   

ل ستتوي هلا أ ستت  منها،  ما أن هناك ميمودة من ال ستتوي ايصتتىية التلا . يم ن تيزئتها  

 )ت ويىها( إلى  سوي أ س  
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وايما يىلا نويد  عض الصتوي لى ستوي غيي القا ىة لىتيزئة أو الت ويل إلى  ستوي أ ست ، وهذ   

 ال سوي تن ذ الصوي التالية:
 

  :ولى سوي ذات مقاس من الديية اي -1

  
+

1

  HF
 

  سوي ذات مقاس من الديية ايولى الم يي : -2

  

( )+
k

1

  HF
  ،2 k   

 ستتتتتوي ذات مقتاس من التدييتة الثتانيتة، وي فتيض أن  ميتات التدييتة الثتانيتة  هتا غيي قتا ىتة    -3

 لىت ىيل الا صوي  دوامل  قيقية:

   
+ + 2

1

    HF
 

  سوي ذات مقاس من الديية الثانية الم يي : -4

  

( )+ + 2
k

1

    HF

  ،2 k   

 ستوي  ست ها من الديية ايولى ومقامها من الديية الثانية غيي قا ل لىت ىيل إلى دوامل    -5

  قيقية من الديية ايولى:
 

   
+

+ +

2

2

  

  

1 H
  HF

  +
( )

+

+ + 2

2

k
    

1  H

HF

  ،2 k   

هذا ومواتتوع ال ستتوي اليزئية يتناول ت ويل أ   ستتي الا الصتتوي   
() د 

1

 

() د 
2

وذلك دندما     

ي ون ال ست  والمقاس ممثىيْن ل ثييات  دود   يتتتتتتث أن ديية ال ست  د 
1
( أقل من ديية )

المقاس د 
2
(  و  يث يتس ت ويل ال ستتتتي إلى ميمودة من ال ستتتتوي الم ستتتتَّ ة الستتتتا ق ،) 

 ارشاي  إليها 
 

وايما يىلا ستتوف نويد  عض القوادد ايستتاستتيتتتتتتتة لت ىيل ال ستتوي إلى  ستتوي يزئية وذلك 

  صوي  متديية ينواع ال سوي الم تىفة 
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رة من الحــالــة الأولى:   إلى عوامــل غير مكر   كســـــور يمكن تحليــل مقــامــاتهــا 
 الدرجة الأولى   

  

الا هذ  ال الة نيد أن مقاس ال سي المياد ت ىيى  يت ون من  اصل ايي دوامل م تىفتة من    

1H  +1F( ،)2Hالدييتتتة ايولتى مثل: )
 

  +2F( ،)3H  +3F وه ذا      ) 
 

والا مثل تىك ال ا.ت اان  من المم ن ت ىيل المقاس الا ال ستي ايصتىلا إلى دوامل م تىفة من  

العوامل يقا ى   ستتتي يزئلا مقام  هو ذلك العامل الديية ايولى،  يث أن  ل دامل من هذ   

 و س   مقداي ثا ت يىزس ت ديد  مثل:

 
+1 1  

H
HF

  +
+2 2  H
F

F
  +

+3 3  HF
 وهكذا 

 

ال ستي المشتاي ولعل ايمثىة التالية تىقلا مزيدا  من الاتو  دىى هذا ايمي مستتهىًتين أمثىتنا  هذا  

 إلي  الا  داية تناولنا لمواوع ال سوي اليزئية 
 

 (:  1مثال )

 ىًتل ال سي التاللا إلى  سوي يزئية:      
+

− + 2

73  

3    2
 

 

 الحــل:

 لعى  من الملأئس أن نعيض إيا تنا دن هذا الا صوي    وات دىى الن و التاللا:      

 يلأَ ي أن المقاس يم ن ت ىيى  إلى دامىيْن من الديية ايولى  ما يىلا: -1
 

   ( )− + 23    2  =( ) ( )− +1  3  2 

 ل سييْن الا الصوي :ويتا   ذلك أن ال سي السا ق ينشن من دمىية يمع 

  
+3  2

H  ،
−1  

F 
 

 

 يم ن واع الت ا ق التاللا: -2
 

  
+

− + 2

73  

3    2
  =( )( )

+

− +

3  7

1  3  2
               

                                        

                                         =
+3  2

H
  +

−1  

F
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 وذلك دىى الن و التاللا: H ،Fت  دَّد قيمة  ل من الثا تيْن  -3

   
+

− + 2

73  

3    2
  =

+3  2

H
  +

−1  

F
 

    =
( ) ( )

( )( )
+ + −

− +

 3  2  1  

1  3  2

HF
  =( )( )

+ + −

− +

  3  2    

1  3  2

H HF F
  =( )( )

+ + −

− +

  3  2    

1  3  2

H HF F
 

                         =
( ) ( )

( ) ( )

+    3 2

1 3  2

   H- H

  

F F+ +

− +
 

  يث أن المقاس وا د الا ال يايْن اان  . د وأن يت ا ق ال س ان ايهما  أ  أن:  -3
 

  + 73    =( )+ 2  HF  +( )+ 3  H-F 

 ( الا  يالا المت تتا قتتة  وال تتدود الم ىقتتة )ال تتاليتتة من    و مستتتتتتاوا  معتتاملأت        

 ن صل دىى:

     = + 7 3   HF      ،= + 3 3   H-F 

 H  =3    ،F  =2و  ل هاتيْن المعادلتيْن نيد أن:       
 

 الا النهاية نصل إلى أن: -5

   
+

− + 2

73  

3    2
 = 

+

3

3  2
 + 

−

2

1  
 

 

 وهما نف  ال سييْن المشاي إليهما من ق ل      
 

 (:2مثال )

  ىًتل إلى  سوي يزئية: 
+

− + 2

1026  

15  2  
 

 

 الحــل:  

 المقاس يم ن ت ىيى  إلى دامىيْن من الديية ايولى  ما يىلا: -1
 

− + 215  2    =( )( )+ −5  3   
 

2- 
+

− + 2

1026  

15  2  
  =( )( )

+

+ −

1026  

5  3  
  =

−3  

H  +
+5  

F 
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3- 
+

− + 2

1026  

15  2  
  =

−3  

H  +
+5  

F  =( ) ( )
( )( )
− + +

+ −

 3   5  

5  3  

HF 

           =
( ) ( )

( )( )
− + +

+ −

 3  5    

5  3  

H HF F
  

+ يث أن:  -4 1026    =( ) ( )− + + 3  5    H HF F 
 ∴ +  HF  =10      ،−3  5HF  =26 

 و  ل هاتيْن المعادلتيْن ن صل دىى:     

H  =7        ،F  =3 

دون الىيو  إلى  تل    H  ،Fوهنتا تيتدي الملأ يتة إلى أنت  من الستتتتتهتل ت تديتد قيمتة  تل من  

 معادلتيْن وذلك دىى الن و التاللا:

  يث أن:

  + 1026    =( ) ( )− + + 3   5  HF  

 الا ال يايْن ن صل دىى:   =-5اان   واع 

-24  =8F  F  3=،     أ  أن:       -

 الا ال يايْن ن صل دىى:   =3و واع 

56   =8H         ،=7  H 

 وهلا نف  النتائج التلا  صىنا دىيها من ق ل 
 

 نستنتج مما س ق أن:  -5

  
+

− + 2

1026  

15  2  
  =

−

4

3  
  +

+

3

5  
 

 

رة من الدرجة الأولى   الحالة الثانية: كسور يمكن تحليل مقاماتها إلى عوامل مكر 

الا هذ  ال الة نيد أن مقاس ال ستتي المياد تيزئت  يت ون من  اصتتل اتتيي دوامل من        

يا  ميتيْن أو أ ثي  اعىى ستتتتت يتل المثتال،  التدييتة ايولى، و  يتث ي ون أ تد هتذ  العوامتل م يَّ

)نيد أن العامل الم يي ين ذ الصتتوي :   )+
k

  HF  2 يث k  الا هذ  ال الة إذا  انت    و

2 k  =  مثلأ  اان ذلك يعنى ويود العامل( )+
2

  HF الا المقاس 

وهنا نيد أن  ل دامل م يي ميتيْن الا مقاس ال ستتي ايصتتىلا يقا ى   ستتييْن يزئييْن ين ذان  

 الصوي  التالية:
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+
1

  H

H
F
  ،

( )+

2
2

 

H

 HF
 

3وأمتا إذا  تانتت   k  =    اتان ذلتك يعنى ويود دتامتل من التدييتة ايولى ثلأث ميات ويتن تذ

)الصتتتتتوي    )+
3

  HF والا تىتك ال تالتة اتان هنتاك ثلأث  ستتتتتوي يزئيتة تقتا تل هتذا العتامتل  

 الصوي التالية:وتن ذ 

  
+
1

  H

H
F
  ،

( )+

2
2

 

H

 HF
  ،

( )+

3
3

 

H

 HF
 

 ثوا ت يىزس ت ديد قيمة  ل منها  1H  ،2H  ،3H يث 

  kوه ذا  النس ة ل قية قيس 
 

 (:3مثال )

 ىًتل ال سي التاللا إلى  سوي يزئية:      
2

74  

2  3 1  

 

  ( ) ( )
+

+ +
 

 ثس ت قَّق من ص ة النتيية التلا تصل إليها 
 

 الحــل:

)الا هذا المثال نيد الا المقاس داملأ من الديية ايولى هتو     )+2  3   

وهذا العامل يقا ى   سيا  يزئيا  دىى الصوي   
+2  3

H
،  ما نيد الا المقاس داملأ  م ي من    

وهو   ميتيْن  يا   م يَّ ايولى  )الديية  )+2 دىى  ،    1 يزئييْن  يقا ى   سييْن  العامل   وهذا 

 الن و التاللا: 

  
1   
F

+
    ،

2 1   ( )+
 

 أ  أن: 

       
2

74  

2  3 1    ( ) ( )
+

+ +
  =

2  3

H
 +

   +
1   
F

+
   +

2 1   ( )+
 

       =
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
+ + + + + +

+ +

2

2

2  3   1  2  3 1  

2  3 1  

HF 
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 و يث أن المقاس وا د الا ال يايْن، ااننا نيد أن:

 + 74    =( ) ( )( ) ( )+ + + + + +22  3   1  2  3 1  HF 
 

 الا ال يايْن ن صل دىى:   =-1و واع      

 3=  ،     أ  أن:     3-=   -      

−=   ويواع 
2
 3 
 الا ال يايْن:   

 ∴  + 7
2-

4    
3

   =( )+2 2-
1  

3
H 

 

أ  أن:  
1
 9 

H   =−
2
 3 
 

 ∴  H   =−=   6-    9   
2
 3 

 

 ( الا ال يايْن نيد أن:و مساوا  ال دود الم ىقة )ال الية من 

H  +2F  +2 =4  
 ن صل دىى: ، Hو التعويض دن قيس  ل من 

 

=  + +4 3  2  2    6 -  F  

 =F  2أ  أن:  

 ∴ 
2

74  

2  3 1    ( ) ( )
+

+ +
  =6-

2  3 +
  +2

1   +
  +

( )+2

3

1  
 

 

 ويم ننا الت قق من ص ة هذ  النتيية دىى الن و التاللا:

 
+

6-

2  3
  +

+

2

1  
  +

( )+2

3

1  
 

   =
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
+ + + + + +

+ +

2

2

2  3  3 1  2  3 2 1  6 -

2  3 1  
 

   =
( ) ( ) ( )

( ) ( )
+ + + + + + +

+ +

 
2 2

2

2  3  3 2   5  3 2 1  2 6-

2  3 1  
 

   =( ) ( )
+ + + + + − −

+ +

 
2 2

2

6  9 4   10  6 6  12 6-

2  3 1  
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   =
( ) ( )

+

+ +2

74  

2  3 1  
 

 

ل    وهو نف  ال ستتتتي ايصتتتتىلا الم ىوي ت ىيى  إلى  ستتتتوي يزئية  أ  أن النتيية المتوصتتتتَّ

 إليها ص ي ة 
 

 (:4مثال )

)  ىل إلى  سوي يزئية:   )( )
+ + +

+ +

2 3

3

16 4  4  20

1  2 3  

   
 

 الحــل:

( الا مقاس ال ستي ايصتىلا يقا ى   ستي يزئلا دىتتتتتتى الصتوي       +3العامل )      
+3  

H
 ،

)وأما العامل  )+3  ايقا ى  ثلأثة  سوي يزئيتة تن ذ الصوي التالية: 2  1

 
+1  2

F  ،
( )+2 1  2

  ،
3 1  2

د

( )+
 

 

 ودىى هذا نيد أن:

( )( )
+ + +

+ +

2 3

3

16 4  4  20

1  2 3  

     =
+3  

H  +
+1  2

F + 
( )+2 1  2

  +
3 1  2

د
( )+

 
 

       =
  

2 3

3

3   1  2 3   1  2 3  1  2  

1  2 3  

   H Fد( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( )

+ + + + + + + + +

+ +
 

 أ  أن:

+ + +2 316 4  4  20    =( )( ) ( )+ + + + 
2 31  2 3  1  2   HF        

              3   1  2 )د   3 ) ( )( )+ + + + +                

−=   و واع      
 1 
2

 الا ال يايْن ينتج أن:   

  

2 3

 16  4  4 20
 1  1  1 

 
2 2 2

   
     

− − −     
     

= + + +3  
 1 
2

د
 

− 
 

+ 

 ومنها ن صل دىى:

   
 25  5 
2 2

 = 5 أ  أن:   د ،   =د
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3=و واع       الا ال يايْن ن صل دىى:   -

  ( ) ( ) ( ) ( )− − − −+ = + + +
3 2 3

 1  6 16  3 4  3 4 3 20    H 
-500=ومنها ن صل دىى:   125-  H  ،  :4أ  أن H  = 

 ( الا ال يايْن نيد أن: و مساوا  ال دود الم ىقة )ال الية من 

16  =H  +3F  +3  +3 د 

 ن صل دىى: د ، Hو التعويض دن قيمتلا 

16  =4  +3F  +3  +3  ×5 
3F  +3 =3أ  أن:   ومنها ن صل دىى:،     -

F   +  =1-       (3 ) 
 

 الا ال يايْن نيد أن: و مساوا  معامل 

4  =6H  +13F  +7  + د    (4) 
 

 ( ن صل دىى:4الا )د ، Hو التعويض دن قيمتلا 

             4  =4  6  +13F  +7  +5  

 13F  +7  =25-     (5) أ  أن: 
 

 ( ن صل دىى: 5وال يح من ) 13( الا 3 ايي  يالا المعادلة )
 

=12-  6-       ،= 2   
 

3 =( ينتج أن:   3الا ) و التعويض دن قيمة  -  F 
 

 و هذا نيد أن:

( )( )
+ + +

+ +

2 3

3

16 4  4  20

1  2 3  

     =
+

4

3  
  +

+

3

1  2
 + 

( )+2

2

1  2
  +

( )+3

5

1  2
 

 

 

رة من الدرجة الحالة الثالثة:   كســـــور يمكن تحليل مقاماتها إلى عوامل غير مكر 
رة من الدرجة الثانية    الأولى وعوامل غير مكر 

 

ي من الدييتتتتتتتة ايولى الا مقاس ال ستتي         ما ستت ق أن أشتتينا اان ويود دامل غيي م يَّ

ايصىلا يقا ى   سي يزئلا دىى الصتتوي   
+
1

1 1  

H
HF

1+،  يتث ) 1  HF )  هو ذلك العامل
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ي الا مقاس ال ستتتي ايصتتتىلا، وأما ويود دامل من الديية الثانية الا المقاس ايقا ى    غيي الم يَّ

 وين ذ الصوي  التالية:  سي يزئلا  س   من الديية ايولى الا 

+

+ + 2
1 1 1

 

    

 H
H

F

F
+ يتث )   + 2

1 1 1    HF  العتامتل من التدييتة الثتانيتة  ( هو ذلتك

 والمويود الا مقاس ال سي ايصىلا 
 

يقا ى   ستي يزئلا    الا   kو صتفة دامة، اان  ل دامل الا مقاس ال ستي ايصتىلا من الديية  

 ، وذلك  ما توا   ايمثىة التالية:( الا k  1- س   د اي  دن  ثيي   دود من الديية )
 

 (:  5مثال )

 ىل إلى  سوي يزئية: 
( )( )

+

+ − − 2

1

3  1    2

  
 

 الحــل:  

)هو    الا المثال نيد الا المقاس دتتتاملأ  متتتتتتن الدييتتتة الثتتتتتتانية الا         )− − 21    2

ويقتتتتا ى   سي يزئلا دىى الصوي   
+

− − 21    2

  HF
 ما يويد دامل من الديية ايولى الا     

  وهو( )ويقا ى   سي يزئلا دىى الصوي     3+( )+3  
 

أ  أن:  
( )( )

+

+ − − 2

1

3  1    2

    =+

− − 21    2

  HF  +( )+3  
 

                  =
( )( ) ( )

( )( )
− − + + +

+ − −

2

2

 1    2   3   

3  1    2

HF
 

 وهذا يعنى أن:

 +1    =( )( ) ( )− − + + +2  1    2   3   HF 

 الا ال يايْن ينتج أن:    =-3و واع 

20  2-    =        ،=
  

1
-

10
   

 و مساوا  ال دود الم ىقة الا ال يايْن ن صل دىى: 
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− =3  1   F       ،+ =
1

3  1
 10 

   F 

∴ =
3

 10 
  F 

 الا ال يايْن نيد أن:     =1و واع 

( )+ =4  2  HF +   صفي × 

 HF  = 1  +أ  أن:    
2

 

 ∴  - =
 1 
2

   HF  =−    
3  1 

10 2
=

2
10

 

 ∴ 
( )( )

+

+ − − 2

1

3  1    2

    =
+

− − 2

3 2

10 10
1    2

  
  +

−

+3  

1
10 

             =
 
 
 

+

− − 2

3 2 1

101    2

  
 

 
 
 

−
+

  
1

3  10

1
 

 (:  6مثال )

 ىل إلى  سوي يزئية:  
− +

+ + +

2

2 3

1    4

1      
 

 الحــل:  

 يم ن ت ىيل المقاس إلى دوامل م تىفة من الديية ايولى والثانية وذلك دىى الن و التاللا:      

 + + +2 31        =( )+ 21    + ( )+1    

            =( )+1   ( )+ 21    

 أ  أن ال سي ايصىلا يم ن واع  دىى الصوي  التالية:

( ) ( )
− +

+ +

2

2

1    4

1  1  
 

)هتتتتتتتتتتتتو     يث نيد الا المقاس داملأ  من الديية الثانية الا  )+ 21 والذ  يقا ى   ستي    

يزئلا دىى الصوي   
2

 

1  

 H
 
F +

+
)وهو     ما نيتد دامتلأ  متن الديية ايولى الا     )+1   

والذ  يقا ى   سي يزئلا دىى الصوي  
+1  

  



 

131 
 

 أ  أن:
( ) ( )

− +

+ +

2

2

1    4

1  1  
  =+

+ 2

 

1  

 HF
  +

+1  
 

          =
( ) ( ) ( )

( ) ( )
+ + +

+ +

2

2

1  1   

1  1  

   HF
 

 وهذا يعنى أن:

 − + 21    4  =( ) ( ) ( )+ + +21  1      HF 

 الا ال يايْن ينتج أن:    =-1ويواع 

4(-1)2 ( +-1 )-1  =(2) 
 

 1=  أ  أن: 
 

 ( الا ال يايْن ن صل دىى:و مساوا  ال د الم ىق )ال اللا من 

+ = 1   -F 

2= اان،      1=  و يث أن:    - F  
 

 الا ال يايْن ينتج أن: 2و مساوا  معامل 

    + = 4  H  
 

 H  =3 فإن ،     1=  و يث أن    
 

 

 و التاللا نصل إلى النتيية التالية:

 
( ) ( )

− +

+ +

2

2

1    4

1  1  
  =−

+ 2

2  3

1  

 
  +

+

1

1  
 

 

رة من الدرجة الثانية    الحالة الرابعة: كسور يمكن تحليل مقاماتها إلى عوامل مكر 
الا هذ  ال الة نيد أن مقاس ال ستتي المياد تيزئت  يت ون من  اصتتل اتتيي دوامل من        

يا  ميتيْن أو أ ثي  اعىى ست يل المثال، نيد   الديية الثانية، و  يث ي ون أ د هذ  العوامل م يَّ

ي ين ذ الصوي   أن العامل   )الم يَّ )+ + 2
k

    HF   يث   2  k ،والا هذ  ال التتتتتة  

=إذا  انتتتتت       2 k   مثلأ ، اان ذلك يعنى ويود العامل( )+ + 2
2

    HF  الا المقاس  وهنا

ي ميتين الا مقتاس ال ستتتتتي ايصتتتتتىلا يقتا ىت   ستتتتتييْن يزئييْن يتن تذان    نيتد أن  تل دتامتل م يَّ
 

 الصوي  التالية:
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+

+ +

1 1
2

 

    

 H

H

F

F
  ،

( )

+

+ +

2 2
2

2

 

    H

 H

F

F
 

=وأما إذا  انت       3 k  ي ثلأث ميات، أ   ، اان ذلك يعنى ويود دامل من الديية الثانية م يَّ

والا تىك ال الة اان هناك ثلأث  ستوي يزئية تقا ل هذا العامل،    3(HF  +ين ذ الصتوي  )

 وهلا  التاللا:

 
+

+ +

1 1
2

 

    

 H

H

F

F
  ،

( )

+

+ +

2 2
2

2

 

    H

 H

F

F   ،
( )

+

+ +

3 3
3

2

 

    H

 H

F

F
 

  kوه ذا  النس ة ل قية قيس 
 

 (:  7مثال )

 ىل ال سي التاللا إلى  سوي يزئية: 

( )
+ +

+

2

2
2

1    

1  

 

 

 الحــل:  

)م ييا  ميتين وهو   نيد الا مقاس هذا ال سي داملأ  من الديية الثانية الا         )+
2

21   

 يزئيان دىى الصوي :ويقا ى   سيان 

  
+

+

1 1
2

 

1  

 HF  ،
( )

+

+

2 2
2

2

 

1  

 HF
 

أ  أن:    

( )
+ +

+

2

2
2

1    

1  

  =+

+

1 1
2

 

1  

 HF   +
( )

+

+

2 2
2

2

 

1  

 HF 

               =
( ) ( )

( )

+ + + +

+

2
2 2 1 1

2
2

   1    

1  

H HF F
 

 وهذا يعنى ما يىلا: 

 + + 21      =( ) ( )+ + + +2
2 2 1 1   1    H HF F 

             =+ + + +2 3
2 2 1 1 1      H H HF F 
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    =( ) ( )+ + + + +2 3
2 1 2 1 1 1        H H HF F F 

 الا ال يايْن ينتج أن:  و مساوا  معاملأت قو  

1H   ،   صفي == 1 1  F  

 = +2 1 1  H H       ،= +2 1 1    F F 

 ومن ذلك ن صل دىى:

= 2 1 H       ،= 2 F  صفي 

 أ  أن:  

( )
+ +

+

2

2
2

1    

1  

  =
+ 2

1

1  
   +

( )+
2

21  

 

 

 كسور درجة البسط فيها تساوى أو تزيد على درجة المقام    الخامسة:الحالة  

إذا  انت ديية ال ست  الا ال ستي الم ىوي ت ىيى  تستاو  أو تزيد دىى ديية المقاس، اان         

يم ن قستمة ال ست  دىى المقاس  تى ناتع ال ستي ايصتىلا الا صتوي :  ايج قستمة +  ستي 

   المثال التاللا: س   أقل ديية من مقام ، وذلك  ما يوا 

 (:8مثال )

 ىًتل إلى  سوي يزئية:      
− −

− −

3

2

6  3  

3  2   
 

 الحــل:

 ، اان  يىزس أن والمقاس من الديية الثانية الا   يث أن ال س  من الديية الثالثة الا      

 نقوس  عمىية القسمة التالية:
 

 
− −

− −

3

2

6  3  

3  2   
   =( )+2    +

− − 2

4

3  2   
 

 

ثس نقوس  عد ذلك  ت ىيل ال سي  
− − 2

4

3  2   
 إلى  سوي يزئية    

  
− − 2

4

3  2   
  =

( ) ( )+ −

4

1 3    
 

        =
−3 

H
 

   +
+1  
F
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        =
( ) ( )

( ) ( )

− + +

+ −

3  1 

1 3  

 H  
  

F
 

)=  4أ  أن:   ) ( )− + +3  1  H  F 

 الا ال يايْن ن صل دىى:   =-1و واع 

=4 4-  -F     ،=1 F  

 الا ال يايْن ينتج أن:   =3و واع 

=4 12H H         ،=3 H  

 أ  أن:

 
( ) ( )+ −

4

1 3    
  =

−

3

3  
  +

+

1

1  
 

 و ذلك نصل إلى النتيية التالية:

 
− −

− −

3

2

6  3  

3  2   
   =( )+2    +

−

3

3  
  +

+

1

1  
 

 

 (:  9مثال )

  ىًتل إلى  سوي يزئية: 
+ +

+ + +

2 4

2 3

2  2  

1       

 
 

 

 

 الحــل:

 يث أن ديية ال ستت  أ  ي من ديية المقاس اان  ييي إييا  دمىية القستتمة التالية وذلك       

 ق ل ت ىيل ال سي إلى  سوي يزئية:

  
+ +

+ + +

2 4

2 3

2  2  

1       

 
 

   =( )−1     ++ +

+ + +

2

2 3

3    2

1       

 
 

 

 

ثس نقوس  عد ذلك  ت ىيل ال سي  
+ +

+ + +

2

2 3

3    2

1       

 
 
 إلى  سوي يزئية   

 
+ +

+ + +

2

2 3

3    2

1       

 
 

  =
( ) ( )

+ +

+ + +

2

2 

3    2

1   1    

  

                      =
( ) ( )

+ +

+ + +

2

2  

3    2

1   1    

   =
+1  

H
 

  ++

+ 2

 

1  

 
 

F 
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+ أ  أن:  + 23    2   = 
 
 

+ 2H  H  +( ) ( )+ +1    F 

 الا ال يايْن ن صل دىى:   =1 واع 

  ( )+ + =  2  2 6H   F 
  ∴ = + +3      H F    (6) 

 الا ال يايْن ينتج أن: 2و مساوا  معاملأت 

  + = 2 H  F     (7) 
 

   1=( ن صل دىى:  7(، )6ومن )

 الا ال يايْن نيد أن:  و مساوا  معاملأت 

  + = 1   F     (8) 

  H 2=( ينتج أن:  8(، )6ومن )
 

 صفي  F =( ن صل دىى:  6الا ) ، Hو التعويض دن قيس 
 

 أ  أننا نصل إلى النتيية التالية:
 

 

  
+ +

+ + +

2 4

2 3

2  2  

1       

 
 

  =( )−1     +
+

2

1   
  +

+ 2

1

1   
 

 أمثلة متنوعة:
 

 (:10مثال )

  ىًتل إلى  سوي يزئية: 

  
( ) ( )

+ + +

+ + + +

2 3

2 3

24  28  22  10

6  5  3   2 2  

 

  
 

 

 الحــل:

 لنفتيض أن:      

( ) ( )
+ + +

+ + + +

2 3

2 3

24  28  22  10

6  5  3   2 2  

 

  
   =

+2  

H
 

   +( د(
+ + +2 36  5  3   2 

 

   =
( ) ( ) ( )

( ) ( )

+د + + + +

+ + + +

2 3

2 3

 2  6  5  3   2

6  5  3   2 2  

  H
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 أ  أن:

+ + +2 324  28  22  10    =( ) ( ) ( +د( + + + +2 3 2  6  5  3   2  H  

 الا ال يايْن ينتج أن:    =-2و واع 

10(-2)3    +22(-2)2   +28(-2  + )24   =H2  (-2)3    +3(-2)2   +5(-2 + )6 

 أ  أن: 

=8 - 24-H       ،=3 H  
 

∴ + + +2 324  28  22  10    =( ) ( ) ( +د( + + + +2 3 2  6  5  3   2 3    
                                          =( ) ( د( + + + ++ 2 32   18  15  9   6   

∴ ( ) ( 2+د(      =+ + +2 3 6  13  13   4 

∴ ( +=   د( + +

+

2 3 6  13  13   4

2  
 

      =+ + 23  5  4 
 

و ذلك نصتتتل إلى أن أ ستتت  ال ستتتي اليزئلا الثانلا هو د اي  دن  ثييات  دود من الديية 

   أ  أن: الثانية الا 

( ) ( )
+ + +

+ + + +

2 3

2 3

24  28  22  10

6  5  3   2 2  

 

  
   =

+

3

2   
  ++ +

+ + +

2

2 3

3  5  4

6  5  3   2 
 

 

 (:11مثال )

  ىًتل إلى  سوي يزئية:
+

− −

2

2

1   2

4 3     
 

 

 الحــل:

 يث أن ديية ال ستت  تستتاو  ديية المقاس و لأهما من الديية الثانية، ااننا نيي  أو.        

 دمىية قسمة:

 
+

− −

2

2

1   2

4 3     
  =2 + +

− − 2

9   6

4 3     
 

 عد ذلك نقوس  ت ىيل ال سي  
+

− − 2

9   6

4 3     
 إلى  سوي يزئية   
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+

− − 2

9   6

4 3     
   =

( ) ( )
+

+ −

9   6

1 4    
  =

−4  

H   +
+1   
F 

        =
( ) ( )

( ) ( )

+− +

+ −

   4 1  

1 4

  

    

HF
 

)=   6   9+أ  أن:    ) ( )+− +   4 1    HF 

 الا ال يايْن ينتج أن:   =-1 واع 

 =5 3  -F    ،=  
3 -

 
5

F  
 الا ال يايْن ن صل دىى:   =4و واع 

 =5 33H       ،=  
33

 
5

H 

 إلى النتيية التالية:و ذلك نصل 

 
+

− −

2

2

1   2

4 3     
  =2 + 

( )−

33

4  5
  +

( )+

3

1  5
 

 

 (:12مثال )

 إذا  ان:

 
( ) ( )

− −

− +

2

2

3   3  5

3  2    
  =+

+ 2

3  

2  

H
 

  +
−

3

3   
 

  .Hا سي قيمة 
 

 الحــل:

 
+

+ 2

3  

2  

H
 

  +
−

3

3   
  =( ) ( ) ( )

( ) ( )

+ + − +

− +

2

2

2   3  3   3   

3  2   

H

 
 

 ∴ − − 23   3  5  =( ) ( ) ( )+ + − +22   3  3   3   H 

 ااننا ن صل دىى:   =1 نية قيمة ولت ن  و التعويض دن 

5 – 3 – 3 ( =H  +3()-2 + )3(3) 
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    ∴   -1   =-2 H – 6  +9  

               =-2 H  +3 

 H =4     ،H  =2 2أ  أن:      
 

وستوف نتوقف هنا الا تناولنا لى ستوي اليزئية وذلك دىى الن و الذ  يفيدنا الا استت دامها        

 الا مواودات أ ي  يشمىها هذا ال تاي 
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 تمارين 
 الفصل الثالث

 

  ىًتل ال سوي التالية إلى  سوي يزئية:

1- 
-

+

+ 2

3  4

2  3  

    2- +

− − 2

13  10

20     

  

3- 
+

−2
 

  2

  
    4- 

( ) ( )
+

+ +  
2 2

1  4

2 1

 

  
 

5- 
-

+

+ 2

5  5

4  3  

    6- 
( )

- +

−

 

 

2

3

2  4 3

3 2

 

 
 

7- 
( ) ( )

−

− + 

8  7

1 4 1 

 
  

   8- 
( ) ( )

+ + +

+ + + +

2 3

2 3

38  20  8  26

7  3     5 1  

 

  
 

 

9- 
+ 3

1

1   
    10- 

( ) ( )− −

2

2

6

2  1    
 

11- 
+ +

−

2 3

4

5  2  5

1   

 
  12- 

( ) ( )+ −

2

32

4

1  1    
 

13- 
( ) ( )

+

+ + −2

3  3

1   1    
 14- 

( )+

2

3
1   

 

15- 
( ) ( )

− +

+ +

2

2 2

1  3  2

4  1  

 

  
  16- 

( ) ( )
−

+ +

2

2

2  

5  1    
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 الفصل الرابع

 المحـــــددات
 

من  ت   ال ثيي  الا  ا.ست داس  والشائعة  الهامة  الييااية  ايساليي  من  الم ددات  عت ي 

الت  يقات العمىية لعىس اليياايات  ولس ت ن الم ددات معيواة  تى منتصف القين الماالا،  

واسع الا م تىف ايوع اليياايات،  ما ت ويت  و مييد يهويها تس است دامها دىى ن اب  

 النيييات المتعىقة  ها ت ويا    ييا   
 

هذا وتست دس الم ددات  ندا  لت سي  العمىيات الييااية التلا ت دو دىى ياني   يي   

من التعقيد  وايما يىلا سوف نوا  مفهوس الم ددات،  ما ن ين أهس  صائصها واست داماتها،  

 التلا تيسي دىى القايئ اهس واستيعاي هذا المواوع   مددمين ذلك  ايمثىة
 

 أولاً: تعريف المحدد

 المحدد من الرتبة الثانية:  -1

 إذا  ان لدينا المعادلتيْن: 

= +
1 1 1
[  w XF   

= +
2 2 2
[  w XF   

 اان    ل هاتيْن المعادلتيْن ن صل دىى: 

-
−

=2 1 1 2

1 2 2 1

[ [

X X
 

F F

F F
    (1 ) 

-
−

=1 2 2 1

1 2 2 1

[ X [ X
w

X XF F
    (2 ) 

 ( هو: 2(، )1ويتا  لنا أن المقاس الا  ل من ) 

-
1 2 2 1

X XF F 

  يث يم ننا التع يي دن هذا المقداي الا ش ل م دد دىى الن و التاللا: 

  |
1
F

1
X

2
F

2
X
|        (3 ) 

 

وأدمد   ين   صفوف  ش ل  الا  ميت ة  اييقاس  من  ميمودة  دن  د اي   هو  الم دد  أن   أ  

   يْن دمودييْن  
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ي أن  2وهنتتا ي لأ تتَ 1
XF  ايول اتتلا العمتتتود اليأستتلا متتا هتتلا إ.  اصتتل اتتيي العنصتتي

ايول )
1
X( اتتلا العنصتتتي الثتتانلا متتن العمتتود اليأستتلا الثتتانلا )

2
F و تتذلك  )

1 2
XF  هتتلا

د تتاي  دتتن  اصتتل اتتيي العنصتتي الثتتانلا متتن العمتتود ايول )
2
Xول ( اتتلا العنصتتي اي

من العمود  الثانلا )
1
F). 

 

 وإذا تصوينا المي ع التاللا: 

 
 

اان  
2 1

XF  هلا د اي  دن  اصل ايي العنصييْن الواقعيْن دىى الق ي اليئيسلا لىمي ع،  ينما

1 2
XF  هذا لىمي ع   اأ ي  الق ي  دىى  الواقعيْن  العنصييْن  ايي  دن  اصل  د اي   هلا 

( والتلا تن ذ ايها العناصي  3والصوي  )
1
X    ،

2
X    ،

1
F    ،

2
F   تيتي ا  معينا  تسمى م ددا  من

الا   ايول  العمود  دناصي  وتتمثل  ودموديْن   صفيْن  من  يت ون  ين   وذلك  الثانية  الديية 

العنصييْن ) 
1
X    ،

2
X  دناصي العمود الثانلا الا العنصييْن ) (،  متا تتمثل

1
F    ،

2
F  ويم ن  )

 التع يي دن قيمة الم دد من اليت ة الثانية دىى الن و التاللا: 
 

      حاصل ضرب    –حاصل ضرب العنصريْن الواقعيْن على القطر الرئيسي    قيمة المحدد =

 العنصريْن الواقعيْن على القطر الآخر 
 

|أ  أن:                          
1
F

1
X

2
F

2
X
|   =-

1 2 2 1
X XF F 

 

 

 دن قيمة الم دد من اليت ة الثانية دىى الصوي  التالية:   – صفة دامة   –هذا ويم ن التع يي 
 

 

|
21

X
11

X

22
X

12
X
|   =-

12 21 22 11
X X X X 
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 حيـث:

11
X     هو العنصي الذ  يقع الا الصف ايول والعمود ايول 

21
X     هو العنصي الذ  يقع الا الصف ايول والعمود الثانلا 

12
X     هو العنصي الذ  يقع الا الصف الثانلا والعمود ايول 

22
X     هو العنصي الذ  يقع الا الصف الثانلا والعمود الثانلا 
 

العنصي   اان  دامة  wو صفة 
X    يقس الصف  الا  يقع  الذ   العنصي  والعمود                   هو 

 ،  يث: wيقس  

 ،w =1  ،2  ،3  ،   ،k  ، ،   ، س 3، 2، 1=     
   l ددد الصفوف =     ،k    ددد ايدمد  = 

 

 (: 1مثال )

 أويد قيمة  ل من الم ددات التالية: 

 -أ
 5  3 

 1  2 
 -ي  

 1-  2 

4  3 
 -ج 

 [  X 

 ]   F
 

 : الحــل

    -أ
 5  3 

 1  2 
   =3   ×1  – 2   ×5   =3  –  10  = -7   

 -ي 
 1-  2 

4  3 
   =2  ×4  – 3 ( -1  = )8   +3   =11 

 -ج
 [  X 

 ]   F
   =X   ×] –  F   ×[   =]X  –  [F 

 

 المحدد من الرتبة الثالثة:  -2

 يت ون الم دد من اليت ة الثالثة من ثلأثة صفوف وثلأثة أدمد  وذلك دىى الن و التاللا:  
 

      
1 1 1

2 2 2

3 3 3

[ X
 [ X 

[ X

F

F

F

أو   
31 21 11

32 22 12

33 23 13

X X X
 X X X 

X X X
 

 

 

 الم دد  ايياد مف و    ما يىلا: ويم ن إيياد قيمة هذا 
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      =+ −
1 1 1

 1 1  1 1  2 2
3 2 1 2 2 2

 2 2  3 3  3 3
3 3 3

[ X
[ [ [

X X X  [ X 
[ [ [

[ X

F
F F F 

F
F F F 

F

   

+=أو:    −
31 21 11

 31 21  31 21  32 22
13 12 11 32 22 12

 32 22  33 23  33 23
33 23 13

X X X
X X X X X X

X X X  X X X 
X X X X X X

X X X

   

   
 

 

وهذا يعنى أننا ن صل دىى مف وك الم دد من اليت ة الثالثة  د.لة م ددات من اليت ة الثانية  

 وذلك دىى الن و المواَّ  ايما يىلا: 
 

نن ذ العنصي ايول الا العمود ايول )وهو  
1
X    أو

11
X  ،واي نا  الا م دد من اليت ة الثانية )

إلي   ثس  ي نا   المشاي  الىذيْن يقع  هما العنصي  والذ  ن صل دىي    ذف الصف والعمود 

 اصل ايي العنصي الثانلا الا العمود ايول )وهو  
2
X    أو

12
X  الا الم دد من اليت ة الثانية )

) والناشئ   العنصي  يقع  هما  الىذيْن  والعمود  الصف  عد  ذف 
2
X    أو

12
X  يمعنا ذلك  (   عد 

 اصل ايي العنصي الثالث الا العمود ايول )وهو  
3
X    أو

13
X  الا الم دد من اليت ة الثانية )

 عد  ذف الصف والعمود الىذيْن يقع  هما العنصي ) والناشئ  
3
X   أو

13
X ) 

  

وتسمى الم ددات من اليت ة الثانية والناشئة  عد  ذف الصفوف وايدمد   ت " الم يددات "  

Minors  ، دىى س يل المثال، الم ددات:و 
 

 1 1  1 1  2 2

 2 2  3 3  3 3

[ [ [
      

[ [ [
F F F 

F F F 
 

 

هلا م يددات العناصي  
1
X ،

2
X  ،

3
X   دىى التيتيي 

 

w(1-اهلا م يدداتها مايو ة الا )   Cofactorsوأمتا ميااقتات العناصي   ،   يث     +

w  العنصي  يقس الصف ويقس العمود الىذيْن يقع  هما  -دىى التيتيي  – هما 
 

 ودىى س يل المثال: 

( ) ( ) ( )
+ + +

− − −
1 3 1 2 1 1

 1 1  1 1  2 2

 2 2  3 3  3 3

[ [ [
 1     1    1

[ [ [
F F F 

F F F 
 

هلا ميااقات العناصي  
1
X  ،

2
X ،

3
X    دىى التيتيي 
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أو أ  دمود وذلك  ايياد   الم دد  د.لة دناصي أ  صف  إيياد قيمة  و صفة دامة، يم ن 

 اصل يمع ) ل دنصي من دناصي الصف أو العمود مايو ا  الا ميااق (  اىو يمزنا لم يدد  

wالعنصي   X   اليمز w p   ولميااق   اليمزw l  :ااننا نيد أن 
 

 w l( =-1 ) w +  ×w p، 
 

 قيمة الم دد  ادت اي دناصي العمود ايول: 
 

قيمة الم دد =   
11 11

l X   +
12 12

l X   +
13 13

l X 
 

 قيمة الم دد  ادت اي دناصي الصف ايول: 
 

قيمة الم دد =   
11 11

l X   +
21 21

l X   +
31 31

l X 
 

وه ذا يم ن إيياد قيمة الم دد  است داس دناصي أ  صف أو أ  دمود  وهنا تيدي ارشاي   

أن  دند  ساي قيمة أ  م دد اان  من اينسي است داس الصف أو العمود الذ  ي تو  دىى  إلى  

يدت(، وذلك يننا لن ن ون  ينئذ الا  اية ل ساي قيس ميااقات   أ  ي ددد من ايصفاي )إن و 

 العناصي التلا تساو  الصفي مما ييسي من إييا  العمىيات ال سا ية  
 

w (1- ارشايات )هذا ومن السهل إيياد دوامل    الا  دود مف وك أ  م دد،  يث   +

السالي ثس المويي وه ذا وذلك الا ا.تيا  اياقلا أو   إلى  تتغيي من المويي  أن ارشايات 

 اليأسلا  ما هو موا  ايما يىلا: 

  −  +   −   +  
  +  −   +  

+ −   + −
− + −

− +   − +
+ − +

+ −   + −

 

 وه ذا  سي يت ة الم دد ايصىلا  
 

 (: 2مثال )

ا سي قيمة الم دد التاللا:   

        3 1 2

2 3 5

4 0 1

  

 الحــل: 

يم ن إيياد قيمة هذا الم دد  است داس دناصي أ  صف أو أ  دمود  ول ن يلأ ي   

الا هذا الم دد أن الصف الثالث والعمود الثانلا ي ون الصفي هو أ د دناصيها  لذلك اان  من  
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دناصي الصف الثالث أو دناصي العمود الثانلا وذلك  اييسي إيياد قيمة هذا الم دد  است داس  

 دىى الن و التاللا: 
 

 باستخدام الصف الثالث:

− قيمة الم تدد =   
 3  1 

    1 
 2  3 

صفي +   
 1  2 

  4 
 3  5 

 

  ( =1 ×2  – 3   ×3  + )4  (2  ×3  – 5   ×1 ) 

  ( =2  – 9  + )4   ×1  = -7  +4  = -3 
 

 العمود الثاني:باستخدام 
 

-قيمة الم دد =    + 
 3  2  2  5 

   3      1- 
 4  1  4  1 

 صفي 

        =-  (20  – 2 + )3  (8  –  3 = )-  18  +15   =-3 

 وهلا نف  النتيية السا قة  
 

هذا ول لا نت قق من أن قيمة الم دد . ت تىف  ا تلأف الصف أو العمود المست دس، سوف  

 أو دمود م ي )ولي ن الصف ايول(  نويد قيمة هذا الم دد  است داس أ  صف م ي 
 

)قيمة الم دد =   ) +  + 
 3  5  2  5  2  3 

 3       1-       2 
 0  1  4  1  4  0 

 

 ( 3  –)صفي  3( + 2 –  20)  – صفي(  –  12) 2= 

 =24  –  18  – 9  = -  3 

 وهلا القيمة التلا  صىنا دىيها من ق ل  
 

 Sarrus Diagram طريقة أخرى لإيجاد قيمة المحدد من الرتبة الثالثة:
 

ال ييقة الا  تا ة دناصي ايدمد  الثلأث ثس اداد   تا ة العموديْن ايول  تتى ص هذ    

 والثانلا  نف  تيتي هما دىى الن و التاللا: 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

X [ X
X    [ X
X [ X

F F 

F F 

F F 

 

 

ثس نن ذ الا ا.دت اي أن ايق اي الثلأثة المتيهة إلى أسفل تع ى ال دود الموي ة الا مف وك  

 المتيهة إلى أدىى تع ى ال دود السال ة الا مف وك الم دد الم دد، وأن ايق اي الثلأثة 
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أ  أن ال دود الموي ة هلا:  
3 2 1 3 2 1 3 2 1

X [   X [    [ XF F F  

وال دود السال ة هلا: 
1 2 3 1 2 3 1 2 3

X [   X [    [ XF F F  
  

−قيمة الم دد =   ∴
3 2 1 3 2 1 3 2 1

 X [  X [  [ XF F F  (+ +
1 2 3 1 2 3 1 2 3

X [   X [  [ XF F F) 
 

 ( ينتج أن: 2الم دد الم ع ى الا مثال ) و ت  يق ذلك دىى 
 

 
 × صفي    5×  3+   1×   2×  1+   4×  3×   2قيمة الم دد =  

 ( 1×  5×   4+   2×  2+ صفي ×   3×  3×   1) -                  

 3  - =  29  –  26( = 20+ صفي +    9)  –+ صفي  2+  24= 

 .ا من ق لوهلا نف  النتيية التلا تس ال صول دىيه
 

 (: 3مثال )

أويد قيمة الم دد التاللا: 

        1- 3 2

4 2 5

6 2- 3

  

 الحــل: 

  ايياد قيمة الم دد  است داس دناصي الصف ايول ينتج أن: 

قيمة الم دد =   −  − 
 2  5  4  5  4  2 

 1       3     2 
 2-  3  6  3  6  2- 

 

   =2(12   +8 )–  3 (30  – 12 )–  (-10 –  6 ) 

   =40  – 54   +16   =2 
 

 لإيجاد قيمة المحدد: طريقة أخرى 

والثانلا  نف         ايول  العموديْن  دناصي  إداد   تا ة  ثس  الثلأث  ايدمد   دناصي    تا ة 

 تيتي هما ن صل دىى ما يىلا: 
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   = (  2- × ) 5( ×  1- + ) 3×   4×  3+   6×   2×   2قيمة الم دد 

-  [3   ×2 ( × -1( + ) -2 × )4   ×2  +6   ×5   ×3 ] 

 =24  +36   +10  – ( -6 –16   +90 ) 

 وهلا نف  النتيية السا قة      2=  68  – 70=                   
 

 

 المحدد من الرتبة الرابعة فأكثر: -3

 الم دد متن اليت ة اليا عة يت ون من أي عة صفوف وأي عة أدمد  وين ذ الصوي  التالية:      
 

      
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

] [ X
] [ X
] [ X
] [ X

F

F

F

F

  أو   
41 31 21 11

42 32 22 12

43 33 23 13

44 34 24 14

X X X X
X X X X
X X X X
X X X X

 

 

دمود   أ   أو  أ  صف  الا  دنصي  ) ل  الم دد   اصل يمع  قيمة  إيياد  أياا  هنا  ويم ن 

 العنصي(  أ  أن: مايو ا  الا ميااق هذا 
 

−        قيمة الم تتدد =  
2 1

1 1 1 2 2 2

3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4 4

X X
] [ ] [
] [ ] [
] [ ] [

F F
F F
F F

 

                      −
4 3

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 4 4 4

X X +
] [ ] [
] [ ] [
] [ ] [

F F
F F
F F

 

 

ويم ن ال صول دىى قيمة  ل م يدد )من اليت ة الثالثة( وذلك  ات اع ال يب المشاي إليها من  

 ق ل دند تناولنا لىم دد من اليت ة الثالثة  
 
 

أما ايما يتعىق  الم ددات من اليت ة ال امسة ااننا ن ون الا  اية ريياد قيتس الم يددات      

 من الديية اليا عة، وه ذا  النس ة ل قية الم ددات ذات اليت ة ايدىى  
 

 (: 4مثال )

ا سي قيمة الم دد: 

   
        
   

2 4 3 5
3 5 2 1
5 6 5 2
4 2 1 3
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 الحــل: 

 ايول: قيمة الم دد  د.لة دناصي الصف 
 

قيمة الم دد=  

                

     

3 5 1 3 5 2

5 6 2 5 6 5

4 2 3 4 2 1

3 5 

          +

                

     

5 2 1 3 2 1

6 5 2 5 5 2

2 1 3 4 1 3

2 4 

 

 عد ذلك يم ن إيياد قيمة  ل م يدد من الديية الثالثة دىى الن و التاللا وذلك  است داس دناصي  

   منهسالصف ايول ل ل 
 

        3 5 2

5 6 5

4 2 1

   =       -    +
6  5 5  5 5  6

3  5 2
2  1 4  1 4  2

 

 =2 (24  – 10 ) – 5 (20  – 5 + )3 (10  –  6 ) 

 =28  –  75   +12  =-  35 
 

        3 5 1

5 6 2

4 2 3

   =       -    +
6  2 5  2 5  6

3  5
2  3 4  3 4  2

 

 

( =24  –  10 ) –  5(8  –  15  + )3 (4  –  18 ) 

 =14  +35 –  42  =7 
 

        3 2 1

5 5 2

4 1 3

   =+
5  2 5  2 5  5

3  2
1  3 4  3 4  1
       -     

 

( =20  –  5 )–  2 (8  –  15 + )3(2  – 15 ) 

 =15  +14 –  39  =-  10 

        5 2 1

6 5 2

2 1 3

   =       -    +
5  2 6  2 6  5

5  2
1  3 2  3 2  1

 



 

149 
 

( =10  –  6 )–  2 (4  –  18 + )5(2  – 15 ) 
 

 =4   +28  – 65  = - 33 
 

 ( 33-)2 – ( 10- )4( +  7) 3  –( 35-)5قيمة الم تتدد =   ∴
             

                     =-  175 –  21  – 40   +66   =-  170 
 

 ثانياً: خصائص المحددات
يأينا ايما س ق  يف أن  ساي قيمة م دد من اليت ة اليا عة يت ىي دمىيات  سا ية   

لىوقوع الا أ  ا   سا ية  و. شك أن ايمي سوف يص   أ ثي    ثيي  ن ون معها دياة  

ايمي  ان متعىقا   م ددات ذات يت ة أ  ي من اليت ة اليا عة  والا الواقع اان  تعقيدا  لو أن  

دياستنا ل صائص الم ددات سوف تيسي دىينا هذا ايمي دند إييا  العمىيات ال سا ية الا  

 إيياد قيمة الم دد  وايما يىلا  عض  صائص الم ددات:
 

 الخاصية الأولى: 

الم دد             قيمة  اان  أدمد   أو صفوا   أدمدت  صفواا   الم دد   يث يعىنا  إذا غيينا واع 

 . تتغيي  

ولىم دد اليديد  عد واع الصفوف م ان ايدمد  أو ايدمد     1لو يمزنا إلى الم دد  اليمز  

   أ  أن:  2م ان الصفوف  اليمز  

1   =  1 1 1

2 2 2

3 3 3

[ X
[ X
[ X

F

F

F

     ،2  =  3 2 1

3 2 1

3 2 1

X X X

[ [ [
F F F 

 

 

 1  =2اان  واقا لهذ  ال اصية نيد أن: 

 

 والمثال التاللا يوا  ذلك  
 

 (: 5مثال )

 أث ت أن: 

          1  =

        1- 3 2

4 2 5

6 2- 3

   =2   =

        3 5 2

2- 2 3

6  4  1-
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 : الحــل

  است داس دناصي الصف ايول ينتج أن:  1 فك  

 1   =       -    −
2   5 4  5 4  2 

 3 2
2-  3 6  3 6  2-

 

     =2 (12   +8 )–  3 (30 –  12 ) – ( -10  – 6 ) 

     =40  – 54   +16   =2 
 

  است داس دناصي الصف ايول ينتج أن:  2 فك  

      2   =       -    +
2  3 2-  3 2-  2

3  5 2
4  1- 6   1- 6   4

 

 =2 (12  +8 ) – 5 (18  – 2  + )3 (12  +2 ) 

 =40  –  80   +42  =2 

 1   =2   =2أ  أن:   
 

 الخاصية الثانية: 

إذا أ دلنا صفيْن أو دموديْن متياوييْن  لٌّ م ان اأ ي اان قيمة الم دد . تتغيي وإنما       

 تتغيي إشايت   أ  أن: 

  1 1 1

2 2 2

3 3 3

[ X
[ X
[ X

F

F

F

    =    −

2 2 2

1 1 1

3 3 3

[ X
[ X
[ X

F

F

F

   =    −

1 1 1

2 2 2

3 3 3

[ X
[ X
[ X

F

F

F

 

 

 (: 6مثال )

3  أويد قيمة الم دد:  -  2
2    4

  

 ثس أويد قيمت   عد إ دال الصف ايول ولصف الثانلا  لٌّ م ان اي ي  
 

 الحــل: 

  1   =  3 -  2
2    4

 =4   +12   =16  ، 
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  2   =  2     4
3 -   2

 

                           =-12 –  4  = - 16 

   1  = -  2أ  أن:   

 

 الخاصية الثالثة: 

، اان القيمة  Lإذا أزاح )ت  ى( صف )أو دمود( دددا  من الصفوف )أو ايدمد ( مقداي        

إذا  انت   تتغيي   . لىم دد  إذا  انت   Lالعددية  اق   قيمت   إشاي   تتغيي  زوييا ،  ينما   دددا  

  L    دددا  ايديا 
 

 ااذا  ان لدينا الم دد: 

  
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

] [ X
] [ X
] [ X
] [ X

F

F

F

F

 

  اان:  
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

] [ X
] [ X
] [ X
] [ X

F

F

F

F

    =  
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

] X [
] X [
] X [
] X [

F

F

F

F

 

 

 .L   =2وذلك ين العمود ايول أزاح العمودين ايول والثانلا، أ  أن  
 

 

 

 الا  ين نيد أن: 
 

             
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

] [ X
] [ X
] [ X
] [ X

F

F

F

F

   =    −
1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4

X ] [
X ] [
X ] [
X ] [

F

F

F

F

 

 
 

 L  =3وذلك ين العمود ايول أزاح ايدمد  ايول والثانلا والثالث، أ  أن  
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 (: 7مثال )

=     1أث ت أن:      

        3  4 2 

5  1  3 -

6  2  0 

=    2و     

        2  3 4

3 - 5 1

0  6  2 

 متساويان الا القيمة    

 الحــل: 

ي لأَ ي الا هذا المثال أن العمود ايول الا الم دد أزاح )ت  ى( العمودين الثانلا والثالث،       

   و التاللا اان قيمة الم دد . تتغيي  ويم ننا الت قق  ما يىلا: L   =2أ  أن  
 

  است داس دناصي العمود ايول ينتج أن:  1 فك  

      1    =       +
3    4 5     1

3 2
6    2 6     2

 + صفي  

   =2(6  – 10  + )3 (24  – 6  = )-  8  +54   =46 
 

  است داس دناصي الصف الثالث ن صل دىى:  2و فك  
 

      2   =       +
2    4 2     3

3 2
3 -  1 3 -   5

 + صفي   

    =2( -9  –  10 ) - 6 (-  12 –  2 ) 

       =-  38   +84  =46 

 1  =2أ  أن: 
 

 الخاصية الرابعة: 

تشا   صفان أو دمودان تماما الا الم دد، أ  تساوت قيمة  ل دنصي مع العنصي  إذا   

المنايي ل ، اان قيمة الم دد تساو  الصفي  و ذلك إذا  انتت دناصي أ د الصفوف أو ايدمد   

تساو               الم دد  قيمة  اان  م ي  دمود  أو  صف  الا  لها  المنايي   العناصي  مع  متناس ة 

 الصفي أياا   
 

 س يل المثال:  ودىى 

 

        3   1   3 

4   3 -  4 

2   5   2 

 = صفي  

 وذلك نييا  لت ا ق العموديْن ايول والثالث  
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 و ذلتك:

 

        2   4   6  

6   5    2- 

1   2   3  

 الصف الثالث  × 2= صفي  وذلك ين: الصف ايول =   

 

 

 الخاصية الخامسة: 

ل ل        مشتي ا   داملأ   أدمدت   من  دمود  الا  أو  الم دد  صفوف  من  الا صف  ويدنا  إذا 

دناصي  ولي ن س، وقسمنا  ل دنصي من دناصي الصف أو العمود دىى هذا العامل المشتيك  

إذا اي نا صفا من   اليديد  و ع اي  أ ي ،  اان الم دد ايصىلا = س مايو ة الا الم دد 

 ن أدمدت  الا مقداي ثا ت )س( اان: صفوف أ  م دد أو دمودا  م
 

 قيمة الم دد اليديد = س × قيمة الم دد ايصىلا        
 

 أ  أن: 

    =

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

      L
[ X [ XL
[ X [ XL
[ X [ XL

F F

F F

F F

 

 

 و نمثىة دددية نيد أن: 

= =

         

  

6  9   2  6  3   6  6  3   2  

1  15   4  1  5   12  1  5   4  3

3 6   1- 3 2   3 - 3 2   1- 

 

 

  ما أن: 
 

= =

         

  

6  3   2  18  9   6   6  3   2  

3  15   12  1  5   4  1  5   4  3

3 2   1- 3 2   1- 3 2   1- 

 

 

 :ولت نويم ننا الت قق من ذلك  ادت اي  الة وا د  اق   
 

=

      

  

6  3   6   6  3   2  

1   5   12  1  5   4  3

3 2   3 - 3 2   1- 
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ال يف اييمتن =  

   

  

6  3   2  

1  5   4  3

3 2   1- 

 

=            
 
 
 
 

+ −   
5    4  1    4  1     5

6 3 2 3
2    1- 3    1- 3     2

 

 =3[2 (15  –  2  )–  3 (12   +1 + )6(8   +5 ]) 

 =3 (2   ×13 –  3   ×13   +6   ×13 ) 

 =3   ×65   =195 
 

ال تيف اييستي =  

   6  3   6   

1   5   12  

3 2   3 - 

 

      =+ −
5    12  1    12  1     5

6 3 6
2    3 - 3    3 - 3     2
           

 =6 (15  – 2 ) –  3(36  +3  + )6 (24  +15 ) 

 =6   ×13  – 3   ×39   +6  ×39   =195 

 أ  أن ال يايْن متساويان  
 

 الخاصية السادسة: 

إذا  تان  ل دنصي من دناصي أ  صف أو دمود من م دد د اي  دن ميمتوع س  دا ،       

 اان  يم ن التع يي دن هذا الم دد  ميموع م ددات دددها س أياا   
 

 
+

+

+

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 [  G X
 [  l X
 [  k X

F 

F 

F 

   =  1 1 1

2 2 2

3 3 3

[ X
[ X
[ X

F

F

F

   +   1 1

2 2

3 3

[ G X
[ l X
[ k X

 

 

 

 (: 8مثال )

 أث ت أن:  
+

+

+

2 2

2 2

2 2

    

w  w w w

 u  u u u

 

 

 

 = صفي   
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 الحــل: 

 واقا لى اصية السادسة نيد أن:      

   
+

+ = +

+

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

         

          

w  w w w  w w w  w w w

 u  u u  u  u u  u  u u u

   

   

   

 

 = صفي + صفي = صفي                                   
 

وذلك نييا  ين العموديْن ايول والثانلا الا الم دد ايول الا ال يف اييسي متشا هان،  ما  

انلا والثالث الا الم دد الثانلا الا ال يف اييسي متشا هان أياا  لذلك اان  أن العموديْن الث

 القيمة العددية ل ل منهما تساو  الصفي واقا لى اصية اليا عة  
 

 الخاصية السابعة: 

العناصي        ميااقات  الا  ما  لم دد  )دمود(  صف  أ   دناصي  ايي  ميموع  واصل 

 المنايي  لصف )دمود( م ي يساو  الصفي، ودىى س يل المثال: 
 

1  إذا ادت ينا الم دد:        1 1

2 2 2

3 3 3

[ X
[ X
[ X

F

F

F

  

 

3اتاذا يمزنتا لميااقات دناصي العمتود ايول   2 1X  X  X    3 اليموز 2 1l  l  l  دىى التواللا

 ااننا ن صل دىى: 
 

3 3 2 2 1 1l  + l  + lF F F صفي = 
 

 و ذلتتك:

3 3 2 2 1 1l [ + l [ + l  = صفي ]

 

 أ  دمود م ي  وه ذا ايمي لو أ ذنا الا ا.دت اي دناصي أ  صف أو  
 

 الخاصية الثامنة: 

المنايي  الا صف           العناصي  )أو دمود( ماادفات  أ  صتف  إلى دناصي  إذا أايف 

 )أو دمود( م ي اان قيمة الم دد . تتغيي  
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 ودىى س يل المثال، إذا  ان لدينا الم دد: 
 

 1   =  1 1 1

2 2 2

3 3 3

[ X
[ X
[ X

F

F

F

 

ولي ن ل، ثس أافنا الناتج  اان  إذا اي نا  ل دنصي من دناصي الصف ايول الا مقداي ثا ت،  

 إلى العناصي المنايي  الا الصف الثانلا ل صىنا دىى: 

2   =  + + +
1 1 1

1 2 1 2 1 2

3 3 3

G G G
[ X

[ [ X X
[  X

F

F F

F 

 

 

  1   =2وواقا  لهذ  ال اصية نيد أن:  
 

 ويم ن إث ات هذ  ال اصية دىى الن و التاللا: 

2   =  + + +
1 1 1

1 2 1 2 1 2

3 3 3

G G G
[ X

[ [ X X
[  X

F

F F

F 

   

       =  1 1 1

2 2 2

3 3 3

[ X
[ X
[ X

F

F

F

   +  1 1 1

1 1 1

3 3 3

G G G
[ X
[ X

[  X

F

F

F 

 

 

 وذلك ت  يقا لى اصية السادسة  
 

 

∴ 2   =  1 1 1

2 2 2

3 3 3

[ X
[ X
[ X

F

F

F

   +  1 1 1

1 1 1

3 3 3

  G
[ X
[ X
[ X

F

F

F

 

 

  عامل مشتيك لعناصي الصف الثانلا )ت  يقا لى اصية ال امسة(   Gوذلك  ن ذ  

1  و يث أن: 1 1

1 1 1

3 3 3

  G
[ X
[ X
[ X

F

F

F

    =G  )صفي = صفي )ال اصية اليا عة × 
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 ااننا نيد أن: 
 

2   =  1 1 1

2 2 2

3 3 3

[ X
[ X
[ X

F

F

F

 1+ صفي =  

 

يعنلا يمع دناصي صف )دمود( دىى دناصي  ، اان ذلك  1و  ا.ت  اصة، إذا  انت ل =  

اان ذلك يعنى  يح دناصي صف )دمود( من    1-صف )دمود( م ي  وأما إذا  انت ل =  

 دناصي صف )دمود( م ي، والا  ىتا ال التيْن . تتغيي قيمة الم دد  
 

ننا  سهولة من أن نيعل     ثييا  من  وتعت ي هذ  ال اصية من أهس  واص الم ددات إذا أنها تمً ت

لىم ددات   العددية  القيس  إيياد  تيسي دمىيات  اانها  و التاللا  لىصفي،  الم دد مساوية  دناصي 

( يوا ان ذلك  هذا ويم ن است داس هذ  ال اصية الا اث ات ال اصية  10(، )9ولعل المثاليْن ) 

 اليا عة المشاي إليها سا قا   
 

 (: 9مثال )

 =  أويد قيمة الم دد:       

      3   2    1  

5   1   3 

6   4    2-

 مست دما  الا ذلك  واص الم ددات  

 الحــل: 

 واليمع دىى دناصي الصتف الثالث ن صل دىى:   2 ايي دناصي الصف ايول الا  
 

 ∆  =  

      3   2   1  

5   1   3  

12   8   0  

  +3 3 1W w w2   

 

 

 دىى: واليمع دىى دناصي الصف الثانلا ن صل  3– ثس  ايي دناصي الصف ايول الا 
 

 ∆  =  

      3   2   1  

4-   5-   0  

12   8   0  

  + 12 2W w w3 -   

              =  
4- 5-
12 8

    =-5  ×12 – 8(-4 = )- 60  +32  =- 28 
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 (: 10مثال )

  است داس  واص الم ددات، أويد قيمة الم دد:     

 ∆ = 

      6   4   2  

3   5   1-  

2   1   3  

 

 

 الحــل: 

 ∆ = 

      6   4   2  

3   5   1-  

2   1   3  

  =

      

  

3   2   1  

3   5   1-  

2   1   3  

2 

      ∴ ∆ = 

      

  

3   2   1  

3   5   1-  

2   1   3  

2 

 

 ( الثانلا  الصتف  دناصتي  دىتى  ايول  الصتف  دناصتي  ثس  1w+2w  2Wو يمتع   )

الا   ايول  الصف  دناصي  الثالث    3- نايي  الصف  دناصي  دىى   واليمع 

(+3 3 1W  ( ينتج أن: -3 

∆  =    =  

      

    

3   2   1  

6   7   0  

 7 -   5-   0  

6 7
2 2

7- 5-
 

 

      =2 ( -49   +30  = )2   ×-19  = -38 
     

 vw  ،vuوالا است دامنا لتىك ال اصية الا إيياد القيمة العددية لىم دد سوف نفتيض أن  

وذلك تسهيلأ  لتواي  العمىيات    vوالعمود يقتس    vتيمزان دىى التيتيي إلى الصف يقس  

 ال سا ية التلا نيييها الا هذا الشنن  
 

 ثالثاً: بعض أنواع المحددات

 ايما يىلا  عض أنواع الم ددات:     
 

 المحدد القطري: -1

 الم دد الق ي  هو الم دد الذ  يميع دناصي  أصفايا  ما ددا دناصي الق ي  وإذا  انت       

 العناصي )غيي الصفيية( واقعة دىى الق ي اليئيسلا اان قيمة الم دد تساو   اصل ايي 
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دناصي الق ي  وأما إذا  انت العناصي )غيي الصفيية( واقعة دىى الق ي غيي اليئيسلا اان  

ساو   اصل ايي دناصي الق ي ول ن  اشاي  م الفة  ويم ن التع يي دن  قيمة الم دد ت

 ذلك دىى الن و التاللا: 
 

=  ∆إذا  ان:  

      
  

0   0   X  
0      0  
[   0   0  

F   اان    =[ XF 

=  ∆وأما إذا  ان:  

      
  

X   0   0  
0      0  
0   0   [  

F  اان     =[ X-F 

 

 المحدد المثلثي:  -2

 هناك نودان من الم ددات المثىثية وهما:      

 وهو الم دد الذ  اي  يميع العناصي أسفل الق ي اليئيسلا أصفاي   المحدد المثلثي العلوي: -

 وهو الم دد الذ  اي  يميع العناصي أدىى الق ي اليئيسلا أصفاي    المحدد المثلثي السفلي: -
 

 وقيمة  ل من هذين الم دديْن تساو   اصل ايي دناصي الق ي اليئيسلا  
 

 ودىى س يل المثال:      

∆  =

      
  

3   1   2  
4   5   0  
1   0   0  

   

     =2   ×5   ×1  =10 

  يث أن  م دد مثىثلا دىو   

=  ∆   ما أن: 

      
  

0   0   3  
0   2   4  
3   1   5  

 

               =3  ×2   ×3   =12 

  يث أن  م دد مثىثلا سفىلا  

هذا ويم ن است داس  واص الم ددات لت ويىها إلى م ددات مثىثية أو ق يية يسهل معها       

إيياد قيمة الم دد مهما  ىغت يت ت    ينئذ يم ن إيياد قيمة الم دد أيا  انت يت ت   دون ا    

 ك  ما يوا   المثا.ن التاليان  وذل
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 (: 11مثال )

  دون اك الم دد، أث ت أن:      

− +

 + −  

− − −

2 2

2 2

2 2

2- X2 X X

X2 X 1 X2

X 1 X2 2

F F F

F F

F F

   =( )
3

2 2+ X+1F 

 

 الحــل: 

F اتيي العمود الثالث الا        واليمع دىى العمود ايول )   - +1 1 3u uF (، ثس  غ-

واليمع دىى العمود الثانلا )   X ايي العمود الثالث الا   +2 2 3u uH  (، ن صل دىى: غ-
 

∆   =

( ) ( )

+ +

 + +  

− − −+ + + +

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2- 0 X 1

X2 X 1 0

X 1    X     X 1 X 1

F F

F

F FF F

 

      

     =( )
2

2 2+ X+1F  

− − −2 2

2- 0    1 

X2 1    0 

X 1   X   

F

F F

 

 

)وذلك  ن ذ المقداي   )2 2+ X+1F   عامل مشتيك من  ل من العموديْن ايول والثانلا  

و اييا  العمىية التالية:   + +3 3 1 2u u 2 uX2-Fن صل دىى:  غ 

 ∆   =( )
2

2 2+ X+1F  

+ + −2 2

0 0    1 

0 1    0 

X 1   X   F F

 

   =( )
2

2 2+ X+1F( )2 2+ X+1F 

   =( )
3

2 2+ X+1F 

 وذلك ين الم دد يمثل م دد مثىثلا سفىلا قيمت  تساو   اصل ايي دناصي الق ي اليئيسلا  
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 (: 12مثال )

  دون اك، أويد قيمة الم دد التاللا:      

 

      1   3 -   2  

6   5   4  

1-   4   3  

 

 الحــل: 

  اييا  العمىيات التالية: 

  +1 1 3u u3غ      ، +2 2 3u u4ن صل دىى: غ  ، 

  = ∆

      1   1   5  

6   29   22  

1-   0   0  

  

 و اييا  العمىية التالية:  

   +2 2 1   
22
5

W w w  ن صل دىى:    - 

  = ∆ 
      

8 123

5 5

1   1   5  

      0  

1-   0   0  

 

 

 الق ي اليئيسلا  وهو م دد مثىثلا دىو  قيمت  تساو   اصل ايي دناصي 
 

)=   ∆ أ  أن:  )    = 123 - 1- 5
123

5
 

 

 (: 13مثال )

  إذا  ان لديك الم دد التاللا:  

    
− −

− −

− −

X2 X2 [ X

2 X [ 2

X [ [2 [2

 
 

F

F F F

F

 

 أث ت أن قيمة الم دد تمثل م ع ا   املأ   
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 : الحــل

 يمتع دناصي الصف الثتالث دتىى دنتاصي الصتف الثانلا )  +2 2 3W w w :ينتج أن ) 

    = ∆

− −

+ − − + +

− −

X2 X2 [   X

 X [ X [  [2  2

X [ [2 [2

F

F F F

F

   

 يمع دناصي الصف الثانلا دىى دناصي الصف ايول )  +1 1 2W w w :ينتج أن ) 

    = ∆  
+ + + + + +

+ − − + +

− −

[   X   [   X    [   X

 X [   X [   [2  2

X [ [2 [2

F F F

F F F

F

 

    = ∆( )    + − − + + + +

− −

1   1    1

 X [   X [   [2  2 [   X

X [ [2 [2

F F F F

F

 

العمود ايول )   يح دناصي العمود الثانلا من دناصي  +1 1 2u uغ  ( ن صل دىى: -

  = ∆( )    + − + + + + + +

− −

1   1    0

 X [   X [   [    X [   X

X [ [2 0

F F F F

F

 

  = ∆( ) ( )    −
 

+ + + +
− −

1 1
[   X [   X

X [  [2
F F

F
 

      =( ) ( ) −− − − + +
2

[2   X  [ [   XF F   =( ) ( ) − −
 

+ + + +
2

[   X [   XF F 

      =( )+ +
3

[   XF  م عي  امل = 
 

 (: 14مثال )

  است داس  واص الم ددات، أث ت أن:      

( )

 
              

  

+

+
+ + + + =

+

+

3

] [ X

] [ X
] [ X

] [ X

] [ X

F

F
F

F

F
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 الحــل: 

  يح دناصي الصف الثانلا من دناصي الصف ايول )  +1 1 2W w w- :ينتج أن ) 

  ∆   =

 
       

  

+

+

+

0 0

] [ X

] [ X

] [ X

-

F

F

F

 

 

 يمع دناصي العمود ايول دىى دناصي العمود الثانلا ) +2 2 1u uن صل دىى: غ ) 

  ∆   =

 
         

   

+ +

+ +

+ +

0 0 0

] [ X X

] [ X X

] [ X X

F

F

F

 

 

  ∆   =  
   

     
   

+ +

+ +

+ +

] [ X

] [ X

] [ X

F

F

F

 

 

  يح دناصي الصف الثانلا من دناصي الصف ايول )  +1 1 2W w w- :ينتج أن ) 

  ∆    =  
 

     
   

+ +

+ +

0 -

] [ X

] [ X

F

F

  =  
 

     
   

+ +

+ +

2

0 1- 1

] [ X

] [ X

F

F

 

  
و يمع دناصي العمود ايول دىى دناصي العمود الثانلا )  +2 2 1u uن صل دىى: غ ) 

  ∆   =  
 

         
       

+ + + +

+ + + +

2

0 0 1

] X [ X

] X [ X

F F

F F

 

      =               
+ + +

+ + +
2] X [

] X [

  F

F
 

  يح دناصي الصف الثانلا من دناصي الصف ايول )  +1 1 2W w w-  ) :ن صل دىى 
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    ∆   =          + + +
2-

] X [

  

   F
 

            =          + + +
31- 1

] X [

  

   F
 

  

2u  (دىى دناصي   1u يمع دناصي  +2 2 1u uينتج أن: غ ) 

       =( )        + + + + 3] [ XF 

وهنا تيدي ارشاي  إلى أن هذا لي  هو ال ل الو يد رث ات الم ىوي، وإنما يم ن است داس   

 واص الم ددات ليعل أ  ي ددد مم ن من دناصي أ  صف أو أ  دمود مساوية لىصفي  

دىى    وذلك  المثال  لهذا  م ي  نقدس  لأ   التنوع  س يل  اعىى  الم دد   اك  يسهل           تى 

 الن و التاللا: 
 

 حل آخر:

=   ∆  يث أن:   

 
      

  

+

+

+

+

] [ X

] [ X

] [ X

] [ X

F

F

F

F

 

ايول                                   العمتود  دناصي  دىى  واليا ع  والثالث  الثانلا  ايدمد   دناصي   يمع 

( + + +1 1 2 3 4 u u u uااننا ن صل دىى: غ ) 

  ∆  =

    
              

      

+ + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ + + + +

] [    ] [  X

] [    ] [  X

] [    ] [  X

] [    ] [  X

F F

F F

F F

F F

 

      =( )            
  

+
+ + + +

+

+

] [ 1

] [ 1
 ] [  X

] [ 1

] [ 1

F

F
F

F

F

 

و  يح دناصي الصف ايول من دناصي  ل من الصف الثانلا والصف الثالث والصف اليا ع  

( +2 2 1W w w -، +3 3 1W w w  -،+4 4 1W w w  - :ينتج أن ) 
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  ∆  =( )        + + + +

] [ 1

0 0 0
 ] [  X

0 0 0

0 0 0

F

F 

 

و يث أن الم دد الذ   صىنا دىي  هو م دد سفىلا دىو  قيمت  العددية تساو   اصل ايي  

 دناصي الق ي اليئيسلا، اان قيمة الم دد ايصىلا هلا: 
 

             =( )    + + + + 3   ] [  XF 
 

ال ل   المي  أسهل   ثيي من  ال ل الا هذ   ايول والذ  ت ىَّي دمىيات  ومما . شك اي  أن 

 ي يية  ثيي   
 

 (: 15مثال )

أويد قيمة الم دد      

 
  
4  2  1- 3

5  1   2  4

1  3  5  2-

2-  3 -  1 1

  

 الحــل: 

 ∆  =  

 
  
4  2  1- 3

5  1   2  4

1  3  5  2-

2-  3 -  1 1

 

  اييا  العمىيات التالية: 

 +1 1 2u u3غ    ، +3 3 2u u2غ    ، +4 4 2u u4ن صل دىى:  غ 
 

 ∆  =  

 
  
0  0  1- 0

13  5   2  10

21  13  5  13

2  1-  1 4

   =

 

 

13 5   10 

21  13  13 

2   1-  4  

 

  

 ثس  اييا  العمىيات التالية: 

 +1 1 2u u4غ    ، +3 3 2u u2ن صل دىى:  غ 
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 ∆   =  

23 5   30

47  13  65

0   1-  0

   =−  
 23  30 

 47  65 
 

     = –  (30   ×47  –  23   ×65 = ) – (-  85  = )85 
 

كرامر(  )قاعدة  الخطية  المعادلات  حل  في  المحددات  استخدام    رابعاً: 
Cramer’s Rule 

 يم ن  ل المعاد.ت  است داس قادد   يامي دىى الن و التاللا:      

 إذا  ان لدينا المعاد.ت: 

 =1 1 1 1;   u [ + w  + X F 

 =2 2 2 2;   u [ + w  + X F 

  =3 3 3 3;   u [ + w  + X F 

 التالية: ات اع ال  وات   u wاان  يم ن إيياد قيمة  ل من 

 

   (، ولنيمز ل   اليمز   u wم دد معاملأت المتغييات الميهولة ) نويد  -أ

 ∴  ∆   =
1 1 1

2 2 2

3 3 3

[ X
 [ X 

[ X

F

F

F

 

 

3، وهو الم دد الذ  ت ل اي  ال دود الم ىقة ) نويتد الم دد    -ب 2 ( م ل  ; ; ;1

   أ  أن: معاملأت  

    =
1 1 1

2 2 2

3 3 3

[ ;
 [ ; 

[ ;

F

F

F

 

 

 و المثل نويد الم دد:

 w   =
1 1 1

2 2 2

3 3 3

[ ; X
 [ ; X 

[ ; X
 

 

   و ذلك الم دد: wوهو الم دد الذ  ت ل اي  ال دود الم ىقة م ل معاملأت 
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 u   =
1 1 1

2 2 2

3 3 3

;  X
 ;  X 

;  X

F

F

F

 

   uوهو الم دد الذ  ت ل اي  ال دود الم ىقة م ل معاملأت 
 

  ما يىلا:   u w عتد إيياد قيمة  ل من الم ددات السا قة، يم ن ت ديد قيمة  ل من    -ج

 = = =
  

  
u wu w    

 

قيمة   ت تىف  أن  ييي  ال  ية  المعاد.ت  الا  ل  قادد   يامي  .ست داس  أن                وي لأَ ي 

 صفي         دن الصفي  أ  أن:  

 والا هذا الشنن، تيدي ارشاي  إلى ما يىلا: 

 صفي اان هناك  لأ  و يدا  لىمعاد.ت    إذا  انت   •

ت تىف دن الصفي اان       ،w،  uمن     ل= صفتي، و انت قيمة    إذا  انت   •

 . يويد  ل لتىك المعاد.ت  

ي ون هناك ددد .  تساو  الصفي،        ،  ،w،  uإذا  انت قيمة  ل من   •

نهائلا من ال ىول لىمعاد.ت  وهذ  ال الة تتمثل الا ويود ددد من المعاد.ت المستقىة  

 يقل دن ددد المياهيل  ولعل الميمودة التالية من المعاد.ت تع ي دن هذ  ال الة: 
 

                                      = + −1 u  w2     

                                    = − −8 u2  w  3   

                                   = − +7 u3  w  2   

      

 يم ن لىقايئ الت قق من أن:  

    = =w=  u صفي = 
 

ويييع ذلك إلى أن الصف الثانلا الا  ل م دد من تىك الم ددات ما هو إ. د اي  دن ميموع  

اق ، الا  ين أن    2الصفيْن ايول والثالث  وهذا  دوي  يعنى أن ددد المعاد.ت المستقىة هو  

 هناك ثلأثة مياهيل  
 

 (: 16مثال )

ل المعاد.ت ال  ية التالية:         است داس قادد   يامي،  ت

 = + −6 u2  w  2   

 = + −8 u3  w     

 = + +6 u  w     
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 الحــل: 

 ∆   =

      2   1-   2 

3   1-   1 

1   1   1 

   =
+

 +

      


1 1 3

2 2 3

 

 

3   0   3 
W w w

4   0   2 
W w w

1   1   1 

 

      =−
 3  3 

 4  2 
  = -  (12  – 6  = ) -6 

         =

      2   1-   6 

3   1-   8 

1   1   6 

   =
 +

 +

      
11 3

2 2 3

 

 

3   0   12 
W w w

4   0   14 
W w w

1   1   6 

        

              =−
 3  12 

 4  14 
   =-  (48  –  42  = )-6 

w   =

      2   6   2 

3   8   1 

1   6   1 

 =




      
+

+
11 3

2 2 1

0   6-   0 
W w w2- 

2   2   0 
W w w -

1   6   1 

   

               =- =
0 6- 

12  
 2 2

  

u   =

      6   1-   2 

8   1-   1 

6   1   1 

    =
 +

 +

      
11 3

2 2 3

 

 

12   0   3 
W w w

14   0   2 
W w w

6   1   1 

 

  

      =−
 12  3 

 14  2 
  = -  (42  – 24  = )-18  

∴  −
= = =

−





6
          

6
1   ، −

= = =
−





12
          

6
2   ، −

= = =
−




u18

          
6

3 u 
 

الا أية معادلة من المعاد.ت    u wويم ن الت قق من هذ  النتيية  التعويض دن قيس  

 الثلأث )ولت ن المعادلة الثالثة(  يث نيد أن: 

u  w     =1  +2   +3   =6 

 أ  أن النتائج المتوصَّل إليها هلا نتائج ص ي ة  
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 (: 17مثال )

ل المعاد.ت التالية  است داس الم ددات )قادد   يامي(:         ت

   = − +2  u  w2  2 

   = +7  u3   

 = + −10  u5  w   

 الحــل: 

 ∆   =

     1- 2   2 

3  0   1 

5  1-   1 

   = +

      

11 3
 

9   0   4 

W w w2 3   0   1 

5   1-   1 

 

         =
 9  4 

 3  1 
   =12  – 9   =3 

         =

     1- 2   2 

3  0   7

5  1-   10 

   = +

      

11 3
 

9   0   22 

W w w2 3   0   7 

5   1-   10 

              

      = 9  22 

 3    7 
   =66  –  63   =3 

       w   =

     1- 2   2 

3  7   1

5  10     1  

    =
 +

 +

      
11 3

2 2 3

 

 

1-   0   0 
u u2 

3    13   7 
u u2 

5    20   11 

غ

غ
 

               =- - = −=
13 7 

3 (143 140)  
 20 11 

   

        u   =

      2   2   2 

7   0   1 

10   1-   1 

   = +

      

11 3
 

22   0   4 

W w w2 7   0   1 

10   1-   1 

          

       =
 22  4 

 7  1 
  =28 –  22  =6 

∴  = =



=      

 3 
1     

3
   ، = = =





3
          

 3 
1   ، = = =




u6

          
 3 

2 u 
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 خامساً: تطبيقات اقتصادية

 Market Equilibriumتوازن السوق:  -1

السوب دند دياستنا لىدوال الا الفصل ايول من هذا ال تاي   تناولنا مواوع توازن   

وايما يىلا نتعيض لدياسة يواني أ ي  من توازن السوب، مست دمين الا ذلك الم ددات الا  

 ت ديد نق ة التوازن  
 

 (: 18مثال )

د سعي السىعة و مية ال ىي دىيها والذ  يت قق دندهما توازن السوب وذلك إذا    دًت

 ل ىي والعيض هما: دىمت أن دالتلا ا
 

=دالة الطلـب:  =دالة العرض:  و      3  5; 22+ −2  ;3  2 
 

 هلا سعي الو د  الوا د  من السىعة،    يث 

  مية ال ىي دىى السىعة أو  مية المعيوض منها  الو دات  ;        
 

 الحــل: 

مع  مية        السىعة  دىى  ال ىي  دند   مية  يتساو   الذ   السعي  هو  السوب  توازن  سعي 

الىتان ت ققان    ;و    المعيوض منها، والذ  يم ن ال صول دىي   ايياد قيمتة  لً  من  

والعيض إما  است داس الم ددات معادلتلا ال ىي والعيض  ويتنتى ذلك   ل معادلتلا ال ىي  

وهو ما سنيا  هنا، أو  است داس المصفواات وهو ما سوف نتناول  الا مواع . ق الا هذا  

 ال تاي، أو  نية  ييقة أ ي  )ال ذف والتعويض مثلأ (  

واأن نوا   يفية  ل معادلتلا ال ىي والعيض  است داس  ييقة الم ددات دىى الن و       

 الموا  ايما يىلا: 

     ∆   =
 5     3 

 3 -   2 
   =-9 –  10  = -19 

  =
 5     22 

 3 -   2 
   =-66  –  10  =-76 

   ; =
 22     3 

 2   2 
   =6  –  44  = -38 

= أ  أن:   =



=      

 76- 
4     

19-
      ، = =




= ;      

 38- 
2    ;

19-
 

  

لىو د  الوا د   ودند هذا   4وهذا يعنى أن توازن السوب يت قق دندما يصل سعي السىعة إلى  

 السعي تصل  مية ال ىي دىى هذ  السىعة و ذلك  مية المعيوض منها إلى و دتيْن اق   
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 (: 19مثال )

 أويد سعي و مية التوازن لدالتلا ال ىي والعيض التاليتين:     
 

=دالة الطلب:  −5  ;   

=دالة العرض:   +12  ;4  3 
 

      مية ال ىي أو  مية العيض لىسىعة  الو دات       ;سعي الو د  الوا د  من السىعة،     يث:  

 ثس اسي ما ت صل دىي  من  نتائج  
 

 الحــل: 

        ∆   =
 1-     1 

 4      3 
   =4   +3  =7 

       =
 1-    5 

 4     12 
  =20   +12   =32   ،; =

 5      1 

 12    3 
   =12  –  15  = -3 

        ∴ = =



=      

 32 
46     

7
       ، = =




;      

 3 - 
 ;

7
 

 

= صفي  وهذا    ;و يتث أن قيمة ك . ييي أن ت ون سال ة، اان توازن السوب ي دث دند  

يعنى أن  لي  هناك  مية منتيَة أساسا  ل لا ت اع وذلك لعدس  فاية ال ىي دىى المنتجَ  الش ل  

   Insufficient Demandالذ  ي ث دىى  د  دمىية ارنتاج  وي  ىق دىى مثل هذ  ال الة  
 

 

 الضرائب الإضافية والدعم الحكومي وتوازن السوق:  -2

Additive Tax & Subsidy and Market Equilibrium 

الا  عض اي يان تتد ل الدولة إما لفيض ايائي دىى سىعتة معينة، أو من  ددس   

التاللا هو مثال شامل   لىموا نين  سعي ملأئس  والمثال  تواييها  السىع  هدف    وملا ل عض 

 يغ ى  ااة يواني هذا ايمي  
 

 (: 20مثال )

 تن ذ الش ل:  إذا  انت دالة ال ىي دىى سىعة معينة 

  = +200  ;2  5 
 

  ينما تن ذ دالة العيض لهذ  السىعة الصوي : 

  = −
4

10  ;   
5
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 سعي الو د  الوا د  من السىعة،   يث: 

  مية ال ىي دىى السىعة أو  مية المعيوض منها   ;   
 

 المطلوب: 

 إيياد السعي وال مية دند توازن السوب   أولاً:
 

دىى  ل و د  من السىعة  ثس    6ت ديد سعي و مية التوازن  عد ايض ايي ة مقدايها    ثانياً:

 ا سي دندئذ مقداي الزياد  الا السعي والنقصان الا ال مية الم ىو ة من السىعة  
 

 ما هو مقداي الددس ال  وملا الذ  يس ي زياد  مقدايها و دتان الا ال مية الم ىو ة   ثالثاً:
 

ايي ة اراااية ل ل و د  والتلا ييي أن ت فيض دىى هذ  السىعة وذلك  ما هلا قيمة ال  رابعاً:

   4 تى ييتفع سعي الو د   مقداي 
 

 قاين  ين نتائيك الا )أو. ( و )ثانيا ( و )يا عا ( م  ديا  ما تيا  مناس ا  من تعىيق   خامساً:
 

 ل ل و د     3قداي   ما هو مقداي الزياد  الا ال مية الم ىو ة إذا تس من  ددس   وملا م   سادساً:
 

 قاين  ين نتائيك الا )أو. ( و )ثالثا ( و )سا عا (، مع إ دا  التعىيق الملأئس   اً:ـسابع
 

أن الايي ة اراااية والددس ال  وملا،  ااتياض تساويهما، لهما نف     –ي ييا     – أث ت    ثامناـً:

 التنثيي والا اتياهين متااديْن دىى  ل من: 

  مية التوازن   - سعي التوازن    - 
 

نتائج الا ) امسا ( و )سا عا (     تاسعاً: إلي  من  ما توصىت  )ثامنا ( مع  نتائيك الا  تتفق  هل 

 واًت   
 

 الحــل: 

  يث أن:  أولاً:

 = +200 ;2  5      (1 ) 

 = −
4

10 ;   
5

      (2 ) 

 ن صل دىى:  5( الا 2و هدف الت سي ،  ايي  يالا المعادلة )        
 

 = −50 ;4  5      (3 ) 
 

 ( ن صل دىى: 3(، )1و است داس الم ددات الا  ل المعادلتيْن )          

 ∆   =
2       5 

 4-      5 
  =-20 –  10  =-30 
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  =
2   200 

  4-    50 
   =-  800 –  100   =-  900 

   ; =
 200      5 

 50    5 
   =250 –  1000  = - 750 

 ∴ = =



=      

900-
30     

30-
 ، 

         = =



;      

 750- 
 ;

30-
 =25 

 

لىو د  الوا د  ودند  ت ىغ  مية ال ىي   30أ  يت قق توازن السوب دندما ي ون سعي السىعة  

 و د    25و ذلك  مية العيض  
 

  1ل ل و د ، اان سعي السوب سوف يتغيي ليص      6دند ايض ايي ة مقدايها    ثانياً:

إلى ال  ومة،    6الا الو د  الوا د  من السىعة يذهي منها    1مثلأ   وهنا سوف يداع المستهىك

− ينما ي صل المنتتج )ال ائع( دىى     هذا و. يزال السعي الذ  ي صل دىي  المنتتج     16

يقس   )المعادلة  العيض  لدالة  واقا  ت ديد   يتس  العيض               2)ال ائع(  دالة  أن  نيد  لذلك    )

 تتغيي لتص  : 

 = − − 1
4

10 ;   6   
5

   

=أ  أن:    −1 1
4

16 ;    
5

      (4 ) 
 

تمثل ال مية المعيواة من السىعة دند التوازن اليديد لىسوب  و يث أن دالة ال ىي   ;1 يث  

 . تزال  ما هلا  دون تغييي ااننا نعيد صياغتها دىى الصوي : 

 = +1 1200 ; 2   5      (5) 
 

 ملحوظة:

العيض ايتغيي ايها السعي وذلك ين   عد ايض ايي ة ت قى دالة ال ىي  ما هلا، أما دالة  

 ال ائع هو الذ  يداع الايي ة، و. يعنى ذلك ان  يت مىها  
 

 ( يع ى سعي و مية التوازن  عد ايض الايي ة  5(، ) 4هذا و ل المعادلتيْن )

  يث ن صل دىى:  5( الا  4و هتدف الت سيت  أياا  ددنا نايي  يالا المعادلة ) 

 = −1 180  ; 4   5    (6) 
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 (  است داس الم ددات نيد أن: 6(، ) 5و  ل المعادلتيْن )

     ∆   =
2       5 

 4-      5 
   =-20  –  10   = -30 

 
1

 =
2   200 

  4-    80 
   =-  800 –  160   =-  960 

   
1; =

 200      5 

 80    5 
   =400 –  1000  = - 600 

 ∴ = =



= 1

1     
960-

32     
30-

     ، = =



1;

1      
 600- 

 ;
30-

 =20 
  

 

دىى  ل و د  من السىعة سوف يص   سعي التوازن    6أ  أن   عد ايض ايي ة مقدايها  

 و د    20المعيواة =  ، ودند هذا السعي سوف ت ون ال مية الم ىو ة = ال مية 32

−  مقداي الزياد  الا السعي   =   ∴ 1، 

        =32  –  30   =2 ، 

−  مقداي النقصان الا ال مية =       1; ; 

           =25  –  20   =5 
 

ونقص   التوازن  سعي  زياد   إلى  أد   السىعة  دىى  ايي ة  ايض  أن  هنا  ال مية  ويلأَ ي 

 المعيواة والم ىو ة  وهذا امي من قلا من ويهة النيي ا.قتصادية  
 
 

الم ىو ة  مقداي و دتيْن    ثالثاً: ال مية  لزياد   اللأزس  المالية  مقداي اردانة  نفتيض  نن   ددنا 

2 ل ل و د   وهنا سوف تص    مية ال ىي   lهو   2مثلأ   يث:  ; ; =25  +2   =27   

 ل ل و د  سوف تن ذ الصوي :  lوه ذا اان دالة العيض  عد من  إدانة مالية قديها  

 = − +2 2
4

10  ;    l
5

    (7) 

 

نتتج  سعي لسوب،  2 يث   2l+=   وذلك ين    السعي الذ  ي صل دىي  الم 
 

   ملحوظة:
الا  الة من  ددس   وملا نيد أن السعي الذ  ي صل دىي  المنتتج )ال ائع( يزيد دن سعي       

الذ    السعي  اان  الا  الة ايض ايائي  أن   الا  ين  ال  وملا   الددس  هذا  السوب  مقداي 

 ي صل دىي  المنتتج )ال ائع( يقل دن سعي السوب  مقداي الايي ة المفيوض دىى الو د  
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دال تيل  وسوف  دىى          هذا  صياغتها  نعيد  أن  الملأئس  ومن  تغييي   هلا  دون  ال ىي  ما  ة 

 الن و التاللا: 
 

 = +2 2200  ; 2   5    (8) 

 ( المعادلتيْن  يىزس  ل  اان   ددس   وملا  من   التوازن  عد  و مية  سعي  ) 7ولت ديد   ،)8   )

 ( المعادلة  نايي  يالا  سوف  ال سا ات  الا  الت سيت   لتص                  5الا  (  7ويغياض 

 دىى الصوي : 
 

 = − +2 250  ; 4   l5 5    (9) 
 

 ( وذلك دىى الن و التاللا: 9(، )8ويص   الم ىوي اأن هو  ل المعادلتيْن )

أن:   2 يث  دن    27=    ; اانت   التعويض  ذلك(،  إيااح  2)س ق  ;   ( المعادلة   ( 8الا 

 ن صل دىى: 

  =  +2200    27  2 5 

=-   أ  أن:  = 2146 54 200   5         ∴  = =2
146

292      
5

 

2،  2و التعويض دن    ( ن صل دىى: 9الا المعادلة ) ;

 50=   27×   4  – س 5+   29.2×  5

=-أ  أن:   + =12  108  146  50  l 5 

 ∴  ==   
12

2 4  l
5

 

ل ل و د  سوف يؤد  إلى زياد  ال مية الم ىو ة من    2.4لذلك اان من  ددس   وملا مقدايها  

لىو د ، وهو ما ي دو من قيا من ويهة النيي    29.2سعي توازن  وذلك دند    2السىعة  مقداي  

 ا.قتصادية  

وهنا . تنسى أن ايض ايي ة دىى السىعة قد أد  إلى زياد  السعي ونقص ال مية الم ىو ة  

 )يايع: ثانيا  الا هذا المثال( وهو د   ما ي ون دىي  ال ال الا  الة من  ددس   وملا  
 

  يث أن:  رابعاً:

=دالة ال ىي:   +200  ;2  5، 

=دالة العيض:   −
4

10  ;   
5

 

والتلا    qوإذا ااتيانا أن مقداي الايي ة المفيواة دىى الو د  الوا د  من السىعة هلا  

 التالية:   اان دالة العيض سوف تن ذ  ينئذ الصوي  4ت قق زياد  الا سعي التوازن مقداي  
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 = − −
4

10  ;      
5

q 

   34=  4+   30=  1و يث أن سعي التوازن اليديد  

 اان  يم ن إداد  صياغة دالة العيض  ما يىلا: 

 = − −
1 1

4
10  ;      

5
q    يث 

1
   =34 

=أ  أن:   − −
1

4
10  ;      34

5
q  

 ∴  = +
1

4
24  ;    

5
q    (10 ) 

 و يث أن دالة ال ىي لس تتغيي اان  يم ن إداد  صياغتها دىى الن و التاللا: 

 = +
1 1

200  ; 2  5    (11 ) 

و التعويض دن  
1
 ( ن صل دىى: 11الا المعادلة ) 

 = +
1

200  ; 2  34 5 

 =
1

30  ; 2   ،=
1

15  ;  

و التعويض دن  
1
 ( نيد أن: 10الا المعادلة )  ;

 =  +
4

24  15      
5

q   ∴-= =12 12  24  q 
  

دىى    12، ييي أن ت فيض ايي ة مقدايها  4 مقداي  وهذا يعنى أن  ل لا يزيد سعي التوازن  

 و د     15 ل و د  من هذ  السىعة  و ينئذ سوف ت ون  مية التوازن  
 

لىمقاينتة  ين النتائج التلا  صىنا دىيها الا )أو. ( و )ثانيا ( و )يا عا ( ددنا نى ص أو.     خامساً:

 تىك النتائج  ما يىلا: 
 

 بيــان
المفروضة  مقدار الضريبة 

 (lعلى الوحدة ) 
 سعر التوازن 

() 
 كمية التوازن 

(;) 

 أولاً 

 ً  ثانيــا

 ً  رابعـا

 صفي 

6 

12 

30 

32 

34 

25 

20 

15 
 

المفيواة دىى السىعة  ىما أد   و مقاينة تىك النتائج، يم ننا القول  نن   ىما زادت الايي ة  

 ذلك إلى زياد  الا سعي التوازن وان فاض الا  مية التوازن  
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 ل ل و د  تن ذ دالة العيض الصوي  التالية:  3الا  الة من  ددس   وملا مقداي    سادساً:

 = − +
1 1

4
10  ;  3  

5 

= أ  أن:  −
1 1

4
7  ;   

5
 

 أن: نيد  5و ايي  يالا المعادلة الا 

 = −
1 1

35   ; 4  5    (12 ) 

 وأما دالة ال ىي اتيل  ما هلا  يث تن ذ الصوي : 

 = +
1 1

200   ; 2  5    (13 ) 
 

 (  است داس الم ددات ن صل دىى: 13(، ) 12و  ل المعادلة ) 

 ∆   =
 4-     5 

 2       5 
  =10   +20   =30  ، 

 
1

 =
 4-     35 

 2       200 
   =70  +800  =870، 

   
1; =

 35      5 

 200    5 
   =1000  –  178   =825 

 ∴ = =



= 1

1     
870

29     
30

      ، = =



1;

1      
825
 ;

30
 =27,5 

 

و د  سوف يؤد  إلى ان فاض سعي التوازن  مقداي  ل ل   3أ  أن من  ددس   وملا مقداي  

 (  2.5=   27.5  –  30(،  ما يؤد  إلى زياد   مية التوازن  مقداي )1=   29 –  30)
 

  عيض النتائج التلا  صىنا دىيها الا )أو. ( و )ثالثا ( و )سادسا ( نيد أن:  سابعاً:
 

 بيــان
مقدار الدعم الحكومي  

 (lللوحدة )
 سعر التوازن 

() 
 كمية التوازن 

(;) 
 أولاً 

 ثالثــاً 

 ً  سادسـا

 صفي 

2.4 

3.0 

30 

29.2 

29.0 

25 

27 

27.5 
 
 

ويتا  من تىك النتائج أن   ىما زاد مقداي الددس ال  وملا لىسىعة  ىما أد  ذلك إلى ان فاض  

 سعي التوازن و التاللا  دوث زياد  الا  مية التوازن  
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  يث أن دالة ال ىي تن ذ الصوي :  ثامناً:
 

 = +200  ; 2  5    (14 ) 
 

 وهلا دالة . تتغيي الا  الة تقديس ددس   وملا أو ايض ايائي دىى السىعة  

 وأما دالة العيض اتن ذ الصوي : 

 = −
4

10  ;   
5

 

وهلا دالة تتغيي صويتها دند تقديس ددس   وملا أو ايض ايائي دىى السىعة  افلا  الة  

 دىى الو د  الوا د  اان دالة العيض تن ذ الش ل:   qايض ايي ة إاااية مقدايها  

 = − −
4

10  ;   q  
5

    (15 ) 

لىو د  الوا د  اان دالة العيض تتغيي               لتن ذ    lوأما الا  الة تقديس ددس   وملا مقداي   

 الصوي : 

 = − +
4

10  ;   l  
5

    (16 ) 

( المعاد.ت  است داس  مهمة  لىقايئ  نتيك  ) 14وسوف   ،)15 ( المعاد.ت 16(،  اشتقاب  الا   )

والتلا توا  العلأقة ما  ين الايي ة المفيواة و ل من سعي و مية التوازن، و ذلك  التالية 

العلأقة ما  ين الددس ال  وملا و ل من سعي و مية التوازن  وسوف نيد أن هذ  المعاد.ت 

 تن ذ الصوي  التالية: 

 3q    90=-   سعر التوازن والضريبة: 

=   كمية التوازن والضريبة:  +30    ; 12q 

=     سعر التوازن والدعــم: +90    3l 

=:     كمية التوازن والدعــم −30    ; 12l 
 

 ل ل من هذ  المعاد.ت سوف نيد أن:  Slopeو ايياد الميل 

الميل =   سعر التوازن والضريبة: 
 1 
3
 

أن    يعنى  التوازن    زادت    ىماوهذا  المفيواة  مقداي و د  وا د  اتان سعي    يزيد الايي ة 

 مقداي  
 1 
3
 و د  )الا المتوس (   

−الميل =  كمية التوازن والضريبة: 
 5 
6

 

  تقل الايي ة المفيواة  مقداي و د  وا د  اان  مية التوازن    زادتمما يدل دىى أن   ىما  

 مقداي  
 5 
6
 و د  )الا المتوس (   
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−الميل =  سعر التوازن والدعم: 
 1 
3

 

 مقداي    يقلالددس  مقداي و د  وا د  اان سعي التوازن    زادوهذا مؤدا  أن   ىما  
 1 
3
و د      

 )الا المتوس (  

الميل =  كمية التوازن والدعم: 
 5 
6

 

أن   ىما   التوازن    زادأ   اان  مية  وا د   و د    مقداي  تزيد  الددس  مقداي 
 5 
6

و د                  

 )الا المتوس (  
 

ويم ننا أن ن يج من هذا  نتيية مؤداها أن الايي ة المفيواة والددس ال  وملا ) ااتياض  

الميل          أن  )يلأَ ي  التوازن  سعي  دىى  متااديْن  اتياهيْن  والا  التنثيي  نف   لهمتا  تساويهما( 

هو:  
 1 
3

−  و 
 1 
3

الو  يم ن  النتييتتة  ونف   )الميل              (   التوازن  الا  الة  ميتة  إليها  صول 

−هو:  
 5 
6

  و 
 5 
6

  ) 

ولو أيدنا أن نايف إلى ذلك  يان   يعة ومقداي تنثيي سعي التوازن دىى  مية التوازن  اان   

( ال ىي  دالة  ا.دت اي  الا  تتنثي    – (  13 اي ذ   . ددس        والتلا  تقديس  أو  ايائي   فيض 

  وهذا يعنى أن   ىما زاد سعي التوازن  2.5  - يم ننا أن نستنتج أن الميتتل يساو     –  وملا  

  مقداي و د  وا د   ىما ان فات  مية التوازن  مقداي و دتيْن ونصف الو د  )الا المتوس (  
 

)ثامنا (     تاسعاً: النتائج الا  تماما  مع  تتفق  إليها الا ) امسا ( و )سا عا (  التلا توصىنا  النتائج 

ودىى س يل التواي ، ددنا ن  ث تنثيي التغيي الا مقداي الايي ة المفيواة دىى  مية التوازن  

مست دمين الا ذلك النتائج المعيواة الا  امسا  )العمودان ايول والثالث الا اليدول(  وهنا  

   20إلى    25أد  إلى نقصان  مية التوازن من    6ف نيد أن زياد  الايي ة من صفي إلى  سو

إلى    20إلى نقصان  مية التوازن من    12إلى    6ومي  أ ي ، أدت الزياد  الا الايي ة من  

هناك  15 الايي ة  مقداي  الا  زياد   و د   مقا ل  ل  أن   يعنلا  ذلك  أن  نيد  ال التيْن  والا     

النتيية تتفق تماما  مع ما  و   6/ 5نقصان  مقداي   د  )الا المتوس ( الا  مية التوازن  وهذ  

 (  6/ 5-توصىنا إلي  الا )ثامنتتا ( الا هذا الشنن )يلأَ ي أن الميل يساو  
 

 

 Production Mix      الإنتاج المختلط: -3

نتيَات    لىم  ارنتاج  ت ديد  ميات  إلى  الا  اية  المنتتج  ي ون  ال ا.ت  من  الا  ثيي 

الم تىفة، وذلك الا يل ارم انات وال اقة ارنتايية المتا ة لدي  والتلا . ييي دىي  تياوزها   
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نتيَات مع استغلأل ارم انات المتا ة   والمثال التاللا يوا   يفية ت ديد  ميات ارنتاج لثلأثة م 

 ستغلأ.   املأ   ا
 

 (: 21مثال )

نتيَات        والتلا ت عالَج أثنا  صنعها الا ثلأثة أقساس  واليدول    ]،  X  ،Fتنتج شي ة ثلأثة م 

التاللا يوا  ددد السادات الم ىو ة رنتاج و د  وا د  من  ل منتجَ الا  ل قسس، و ذلك  

ع َّيا  دنها  عدد سادات العمل المتا ة    ال اقة ايس ودية القصو  للإنتاج الا  ل قسس م 
 

 القســم 
 عدد ساعات العمل  المنتجَ

 ] X F الأسبوعية المتاحة 

 الأول 

 الثاني

 الثالــث 

2 

4 

1 

1 

3 

4 

3 

2 

2 

1300 

1900 

1100 

 المطلوب: 

 صياغة المش ىة الا ش ل معاد.ت   أولاً:

نتيَات الثلأثة والتلا ين غلا   ثانياً:   است داس الم ددات،  دد مستويات ارنتاج من  ل منتجَ من الم 

 دىى المصنع إنتايها  تى يستغل ال اقة ارنتايية  ال امل        
 

 الحــل: 

من    3،  2،  1أن    لنفترض   أولاً:  أس وديا   إنتايها  ييي  التلا  الو دات  ددد  هلا 

نتيَات   دىى           ]،  X  ،Fالم  معاد.ت  ش ل  الا  ايمي  صياغة  يم ن  التيتيي   ينئذ  دىى 

 الن و المواَّ  ايما يىلا: 
 

 = 3 2 11300  القسس ايول  2 +  + 3 

 = 3 2 11900  القسس الثانلا  4 + 3 + 2 

 = 3 2 11100  القسس الثالث   + 4 + 2 
 

الم ددات الا  ل المعاد.ت   است داس 3، 2، 1يم ن ت ديد مستويات ارنتاج   ثانياً:

 الثلأث التلا تس ت وينها الا أو. وذلك  ما يىلا: 
 

 ∆   =

      3   1   2 

2   3   4 

2   4   1 

   =




      
+

+
1

3

1 2

3 2

0   1   0 
u  u2- 

 7 -   3   2- 
u u3 -  

 10-   4   7 - 

غ

غ
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      =
 7 -     2- 

 10-   7 - 
   =−  (20  – 49  = )29 

         1   =

      3   1   1300 

2   3   1900 

2   4   1100 

  =100 

      3   1   13 

2   3   19 

2   4   11 

 

      =100 

 −

 −

      
+

+
2

3

2 1

3 1

3   1   13 
W w w3  

7 -   0   20- 
W w w4

10-   0   41- 

   

 

      =100 

 7 -     20- 

 10-   41- 
   =−100  (200  – 287 = )8700 

        2   =

      3   1300   2 

2   1900   4 

2   1100   1 

  =100 

      3   13   2 

2   19   4 

2   11   1 

 

          =100 





      
+

+
1

2

1 3

2 3

1-   9-   0 
W w w2 -  

6-   25-   0 
W w w4- 

2    11   1 

   

        =100  

 1-     9- 

 6 -    25- 
   =100 (54  – 25  = )2900 

           3   =

      1300   1   2 

1900   3   4 

1100   4   1 

   =100  

      13   1   2 

19   3   4 

11   4   1 

 

         =100  

      9-   7 -   0 

25-   13 -   0 

11    4   1 

  
 + −

 + −
1 1 3

2 2 3

W w w2  

W w w4  
 

         =100  

 9-     7 - 

 25-    13 - 
  =100(175 –  117  = )5800 
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∴  = =



= 1

1     
 8700 

300     
29

، 

     = =



= 2

2     
2900

100     
29

، 

     = =



= 3

3     
5800

200     
29

 

 

  200،    100،    300أ  أن  يم ن لىشي ة أن تستغل  امل  اقتها ارنتايية  انتاج ال ميات  

نتيَات    دىى التيتيي   ]،   X   ،Fو د  من الم 
 

 ملحوظة:  

تساو  قيمة سال ة  و يث أن  ليست    نيد أ يانا  دند  ل المعاد.ت أن  عض قيس       

هناك قيس سال ة للإنتاج، اان ذلك يعنى ددس إم انية ويود توليفتة معينة من مستويات ارنتاج  

ن الشي ة من استغلأل  اقتها ارنتايية  ال امل    تمً ت
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 تمارين
 الفصل الرابع

 
 أويد قيس الم ددات التالية:  -1

 -أ

      
  

1   3   2 
3   4   5 
6   2   1- 

 -ب 

      
  

3   1-   4 
2   4   5 
1   0   3 

 

  است داس  واص الم ددات، أويد قيمة الم دد التاللا:   -2

   
1-   4   5   2

2   2   6   3

0   3   1   1-

4-   1   3 4

 

 

  دون اك الم ددات، ا سي قيمة  ل من الم دديْن التالييْن:   -3

 -أ

      
  

9   1-   3 
6   2   4 
3   3   6 

 -ي  

      
  

1   4   2- 
2-   1   0 
4   3   5 

 

 

  دون ال صول دىى قيمة  ل من الم دديْن، أث ت أن:   -4

 

      
  

1   2   3 
6   2   4 
4   3   9 

   =

      
  

7   4   3 
3   1   2 
1   2   7 

 

 

  دون إيياد قيس الم ددات، أث ت أن قيس  ل من الم دديْن التالييْن تساو  الصفي:   -5

 -أ

      
  

3   4   2 
1   3   1- 

2-   9-   5 
 -ب 

      
  

1   4   3 
5   1-   1 
4   1   2 
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 أث ت أن:  -6

 

+

= +

+

      
      

[     X   X 
[ X 4       [  X 

[     X   [ 

F

F F F

F

   

 

 أث ت أن:  -7

 ( ) ( ) ( )  =

      
− − −   

[    X   1 
X [ [ X X[      1 

X   [   1 

F

F F F

F

 

 

 أث ت أن:  -8

     
+

= +

+

      2 2

2 2 2 2 2

2 2

4   

[X   X   [  

[ X [    X  [   X 

  X   [   X[ 

F F

F F F

F F

 

 

 أث ت أن:  -9

 ( )  
+

= +

+

      
+ + + 2       

[      X   
[    X  [        X 

[        X 

F

F F

F

 

 

 أث ت أن:  - 10

 ( )      
+

+
=

+

+

+ 3

4   3   2     1

4   3     2   1

4     3   2   1

  4   3   2   1

10     

 

 أث ت أن:  - 11

 ( ) ( )     + =−
3

X   X   X   

X   X     X

X     X   X

  X   X   X

X  X3   
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 أث ت أن:  - 12

           
+ + +

= + + +

+ + +

            
    

[     X   X   X  [   [   
l  g   k 2 g  k   k  l   l  g
g  w   u w  u   u       w 

F F F

  

 

 أث ت أن:  - 13

 ( )      =−
3

X   X   X   X

X   X     X

X     X   X

  X   X   X

X  X 

 

ل  - 14  المعاد.ت التالية  است داس الم ددات: ت

=  )أ(         + +6  u2  w   

            = + −1  u  w3  2 

            = +6  w2  4 
  

=  )ب(        + −5  u4  w  2 

            = + +3  u  w   

           = + −6  u5  w2  3 
 

=  )ج(        − −5  u  w  3 

         = + +11  u3  w2  4 

            = + −3  u  w   
 

 التلا تيعل الميمودة التالية من المعاد.ت لها  ل:  ;ا سي قيمة   - 15

 = + +1  u  w   

 = + +;  u4  w2   

 = + +2 ;  u10  w4   
 

 التلا تيعل لىمعاد.ت:  ;ا سي قيمة   - 16

 = + +6  u4  w   

 = + +6  u  w  ; 

 = − +6  u2  w2   

 لي  لها  ل  -ب       ل و يد  -أ      
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د قيمة   - 17  التلا تيعل لىمعاد.ت:  ; دًت

 = + +6  u  w   

 = + +1 0  u;  w2   

 = + +10  u3  w2   

 ددد . نهائلا من ال ىول   -ب       ل و يد  -أ      
 

د سعي و مية التوازن لدوال ال ىي والعيض التالية:  - 18   دًت

= دالة الطلب:  -أ       +200  ;5  3 

= دالة العرض:    −56  ;3  7 
 

= دالة الطلب:  - ب      +80  ;8  5 

= دالة العرض:    −1-  ;2  3 
 

= ال ىي:  دالة  - ج       +50  ;  4 

= دالة العرض:    −10  ;5  6 
 

  مية ال ىي أو العيض  ;،   سعي الو د  من السىعة  يث       
 

 ودالة العيض ر د  السىع: ايما يىلا دالة ال ىي   - 19

=   دالة العرض:        −8  ;3  2 

=    لب:ـدالة الط       +9  ;6  3 

يا  ما ت صل دىي  من نتائج         ل المعادلتيْن، مفسًت   ت
 

ي يع    - 20 أن  تايي  معينة  سعي    200يست يع  سىعة  من  اليوس  الا  لىو د     30و د   يني  

ي يع   وأن  يوميا   سعي    250الوا د ،  دالة   27و د   ااذا  انت  الوا د    لىو د   يني  

 العيض لنف  السىعة هلا: 

+ =48  ;  6      
 

  مية العيض   ;سعي الو د  ،    يث:  
 

 المطلوب:      

 إيياد دالة ال ىي لهذ  السىعة  ااتياض أنها دالة   ية   أولاً:       

  دد سعي و مية التوازن    ثانيـاً:      

يني  دىى الو د     3.4إيياد سعي و مية التوازن إذا ما ا يات ايي ة مقدايها    ثالثـاً:      

الوا د   ثس ا سي مقداي الزياد  الا سعي التوازن والنقصان الا  مية التوازن  عد  

 ايض هذ  الايي ة  
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ما هو مقداي الددس ال  وملا لىو تد  الوا د  والذ  يؤد  إلى زياد  الا ال ىي    رابعـاً:       

 و د     24ها  مقداي

ي فيض دىى الو د  الوا د  من السىعة     خامسـاً:       ما هو مقداي الايي ة الذ  ييي أن 

 يني     1.08وذلك  تى ييتفع سعي التوازن  مقداي  

 قاين  ين نتائيك الا )ثانيا ( و)ثالثا ( و) امسا ( مع إ دا  التعىيق المناسي  سادسـاً:      

و م  سابعـاً:       سعي  ينيهات          أويد  أي عة  مقداي   ددما   ال  ومة  قدمت  إذا  التوازن  ية 

 لىو د  الوا د   

 قاين  ين نتائيك الا )ثانيا ( و )يا عا ( و )سا عا ( م  ديا  متا تيا  مناس ا  من تعىيق   ثامنـاً:       

يهما،   أن الايي ة اراااية والددس ال  وملا، الا  الة تساو   –ي ييا    – أث ت    تاسعـاً:      

 لهما نف  التنثيي الا اتياهيْن متااديْن دىى  ل من: 

  مية التوازن   - سعي التوازن    -               

مقداي واتيا  تنثيي سعي التوازن دىى  مية التوازن، وهتل يتفتق    –ي ييا     –  دد    عاشراً:      

 ذلتك متع ما توصىت إلي  من نتائج الا )ثامنا ( و )سادسا (  
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    الفصل الخامس

  المصفوفات
 

 أولاً: تعريف المصفوفة
قوسيْن    دا ل  وأدمد   ش ل صفوف  الا  ميت ة  اييقاس  من  ميمودة  هلا  المصفواة 

ين ذان إ د  الصويتيْن ]   [ أو )   (  ما تشيي الميايع إلى ذلك  وقد تمثل هذ  اييقاس  

معاد.ت   ية،  يث   دد   الا  الم تىفة  المتغييات  هلا  معاملأت  صف  ت ون  يانات  ل 

معاملأت المتغييات الم تىفة الا  ل معادلة دىى  د ،  ينما تمثل  يانات  ل دمود معاملأت  

 ل متغيي دىى  د  الا المعاد.ت الم تىفة  وإذا  انت المصفواة  ذلك اانها ت ست دس الا  ل  

صفواة ت تىف دن  المعاد.ت ال  ية مثىها الا ذلك مثل الم ددات  وهنا ييي أن نشيي  نن الم

الم دد الا أن الم دد ل  قيمة دددية الا  ين أن المصفواة لي  لها قيمة دددية  أاف إلى  

ذلك أن إ دال صف م ان م ي أو دمود م ان م ي الا الم دد . يؤد  إلى تغييي الا قيمة  

ي  الم دد الم ىقة،  ينما إ دال صف م ان م ي أو دمود م ان م ي الا المصفواة يؤد  إلى تغيي 

 المصفواة والمعنى الدالة دىي   

هذا والمصفواة هلا أدا  ييااية تسم   است داس ال اسي األلا الا إييا  العمىيات  

م س ة،  ما   الا صوي   ال يانات  ديض  دىى  تسادد  أنها  إلى  ال سا ية  سيدة   اراااة 

يااية لى يمية  ت ست دس الا تيتيي المعىومات  والمصفواات هلا ايدا  اليئيسية الا ايساليي الي

 ال  ية و  وث العمىيات  
 

wويم ن أن نيمز لىمصفواة  اليمز ]          Xيث تشيي  ،]( =2،  1  ،   ،L  إلى )

 ( إلى يقس العمود  أ  أن: w   =1  ،2  ،   ،k)  wيقس الصف،  ينما تشيي  

L  ،ددد الصفوف =k   ددد ايدمد = 

 وتن ذ المصفواة الش ل التاللا:  
 

 
  

...

...

...
 . . . .   

. . . . 

. . . . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

=

1 31 21 11

2 32 22 12

3 33 23 13

3L 2L 1LL

k

k

k

k

X X X X
X X X X
X X X X

X

X X X X
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، وي ع َّي دن المصفواة الا هذ   L    ×kوي قال إن المصفواة الا هذ  ال الة هلا من الديية  

 k  LXال الة  اليمز  
 

هو العنصي الذ  يقع الا الصف    – دىى س يل المثال    – Element  23Xهذا والعنصي       

اهو العنصي الذ  يقع الا الصف الثانلا والعمود ايول،   12Xالثالث والعمود الثانلا  أما العنصي  

 وه ذا  

 ودىى س يل المثال أياا :      

 المصفواة: 

       
 

  
 
 

=
1   4   1 

3   3   2  

1   2   5 

X    

 

 ودناصيها  التاللا:  3×   3هلا مصفواة من الديية 

X11   =1    ، X21   =4    ، X31   =1   

X12   =2    ، X22   =3    ، X32   =3  

X13   =5    ، X23   =2    ، X33   =1 
 

 ثانياً: أنواع المصفوفات
 يىلا: هناك أنواع م تىفة من المصفواات نعيض أهمها ايما  

 Row Vector     متجه الصف: -1

 هو مصفواة م ونة من صف وا د وأ ثي من دمود، مثل:  

[2 1 3 ] 

   3×   1 يث المصفواة الا هذ  ال الة من الديية  
 

  Column Vector     متجه العمود: -2

 هو مصفواة م ونة من دد  صفوف ودمود وا د، مثل:  

       
 
 
 
 
 
 
 

3
2
1
4

 1×  4وديية هذ  المصفواة هلا:   

 

 Square Matrix     المصفوفة المربعة: -3

 هلا المصفواة التلا يتساو  ايها ددد الصفوف مع ددد ايدمد ، مثل:  
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 
 
 
 
 



      

= 3  3  

1   4   2 

2   1   1- 

1-   5   3 

X 

    .3أ  أن ددد الصفوف = ددد ايدمد  =  ، 3×  3وهلا مصفواة مي عة من اليت ة 
 

 

 Diagonal Matrix     المصفوفة القطرية: -4

الق ي    دىى  الواقعة  العناصي  ددا  ما  أصفاي  دناصيها  يميع  مي عة  مصفواة  هلا 

   أ  أن: Principal Diagonalاليئيسلا 

w X ليميع قيس      = صفي =w، 

w X    لقيمة وا د  دىى ايقل دندما      صفي =w   

 ومثال ذلك: 

 = X  

 
 
 
 
 

      0   0   2 

0   5   0 

4   0   0 

 

 

 Identity Matrix - Unit Matrix     مصفوفة الوحدة: -5

الواقعة دىى    العناصي  ددا  ما  أصفاي  دناصيها  يميع  مي عة  ق يية  هلا مصفواة 

   ومثال ذلك: Iالق ي اليئيسلا،  يث أن  لأا منها يساو  الوا د الص ي ، وييمز لها  اليمز 

I

 
 
 
 
 

      

= 3

0   0   1 

0   1   0 

1   0   0 

  I
 

= 
  

2

 0  1 

 1  0 
 

الثالثة،  ينما    I3 يث   الديية  الديية    I2هلا مصفواة الو د  من  هلا مصفواة الو د  من 

، وذلك ين  I2وه ذا  النس ة لىمصفواة  ،  I3 ×3ولي     I3الثانية  وي لأَ ي هنا أننا ا تفينا   تا ة  

 دائما  مي عة   مصفواة الو د 
 

 Null Matrix     المصفوفة الصفرية:  -6

 هلا مصفواة  ل دنصي من دناصيها يساو  الصفي  مثل:      

 
 
 

T T T

T T T
  

   والمصفواة الصفيية قد ت ون مي عة أو غيي مي عة  3×   2وهلا مصفواة من اليت ة 
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     Transpose Matrix   المصفوفة المُبدَلة أو المعكوسة: -7

 ندمدتها أو الع  ، اان المصفواة الناشئة تسمى  إذا أ دلنا صفوف إ د  المصفواات   

  Lمن اليت ة   Xااذا  انت المصفواة    .´X اليمز    المصفواة الم  دَلة أو المع وسة، وي يمز لها 

 ×k   اان المصفواة الم دلةX´   ت تون من اليت ةk   ×L  ومثال ذلك   

3  2X   = إذا  انت     
 
  

4  1- 3 

1 6 2-
 

 

 تن ذ الصوي  التالية:  ´Xاان المصفواة الم  دَلة  

 2  3 X́   =  
 
 
 
 
 

2-  3

6  1-

1  4

 

ي    ي  أو المدوَّ هذا وي ىق أ يانا  دىى هذ  المصفواة العديد من المسميات مثل المصفواة الم وَّ

لة أو الت ادلية    أو الم وَّ
 

 Symmetric Matrix     المصفوفة المتماثلة:  -8

 ت ون متماثىة إذا  ان:  Xالمصفواة  

  =X X´ 

wأ  أن:   X   =w X́   ليميع قيس  ،w  :ومثال ذلك ، 
 

المصفواة   

 
 
 
 
 

      

= 

2   4-   1 

5   7   4- 

1   5   2 

X 

 

 هلا مصفواة متماثىة  يث أن: 

    
 
 
 
 
 

      

= = 

2   4-   1 

5   7   4- 

1   5   2 

X X́ 

 

 Orthogonal Matrix     المصفوفة المتعامدة: -9

 المصفواتة المتعامتد  هلا مصفواتة مي عة يتوااي ايها أ د الشيو  التالية:   

XX´ =I          أوX X́ =I           1=أو- X X ´ 

-1 يث:    X   ،  هو مقىوي المصفواة والذ  سنتناول  ايما  عدI     مصفواة الو د 
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 Matrix Algebra     جبر المصفوفات:

يم ن التعامل ي ييا  مع المصفواات مثىها الا ذلك مثل اييقاس ال سا ية   ول ن التعامل   

تواايها   ييي  التلا  والشيو   ال صائص  أ يانا   عض  يت ىي  المصفواات  مع  الي ي  

 ومياداتها م تىفة  الا ذلك دن التعامل الي ي  مع اييقاس ال سا ية   
 

إن ص     –المصفواات تاي ين دمىية القسمة    وسوف نتناول اأن دمىيات يمع و يح وايي 

مؤقتا لما تت ى   من معالية  اصة ت تىف الا تفصيلأتها دن تىك المعالية المت عة    -التع يي  

 الا  الة اييقاس ال سا ية  
 

هذا وق ل تناولنا لهذ  النق ة ددنا نويد  عض القوانين وايس  المت عة الا  الة يمع   

ة وذلك  هدف الوقوف دىى إم انية ت  يق تىك القوانين وايس   و يح وايي اييقاس ال سا ي

 دىى المصفواات  
 

 أسس العمليات الجبرية مع الأرقام الحسابية: 

تىك اييقاس )يمع،  ، اان التعامل الي ي  مع  ]،  X  ،Fلنفتيض أن لدينا ثلأثة أيقاس:   

  يح، ايي( ت  م  القوانين التالية: 

 Commutative Law      قانون التبادل: -1

 =+ +X XF F      ،=X X×F F× 
 

 Distributive Law      قانون التوزيع: -2

 ( )=+ +[X X [ XF  F 
 

 Associative Law      قانون الترتيب: -3

 ( ) ( )=+ + + +[ X [ X F  F        ،( ) ( )=   [ X [ X F  F  
 

 Zero and Unit Property     خاصية الصفر والوحدة: -4

 X   = صفي +X       ،X   ×1   =X 
 

 العلاقة بين الرقم وسالبه:  -5

 X  ( +X-  ، صفي = )( )- -+ =X  XF F 
 

 العلاقة بين الرقم ومقلوبه:  -6

 ( )
1-

1= X X   ،X    ، صفي( ) =
1-

X XF F 
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     Matrix Addition      ثالثاً: جمع المصفوفات

الديية    نف   لهما  ي  أ،  المصفواتان  )إذا  انت  )Lk     المصفواتيْن ميموع  اان 

( )+ XF   الا المتنايي   العناصي  دىيها  يمع  ون صل  الديية  نف   لها  مصفواة  هو 

   و  قا  لهذا التعييف، . يم ن يمع مصفواتيْن ذات دييتيْن م تىفتيْن  X ،Fالمصفواتيْن  
 

 (: 1مثال )

 إذا  انت 

 

 
 
 
 
 

      

=
2   0   3 

5   2   4 

6   1   1- 

X     ،

 
 
 
 
 

      

=
4   3   1- 

1    1-   2 

 3 -   0   5 

F  

 

 أويد المصفواة يت، المصفواة د  يث 

 =+ X [F   ، =+X ] F 
 

 الحــل: 

 =+= X [F 

 
 
 
 
 

      2   0   3 

5   2   4 

6   1   1- 

 
 
 
 
 

      

+
4   3   1- 

1    1-   2 

 3 -   0   5 

 

          =

 
 
 
 
 

      6   3   2 

6   1   6 

3   1   4 

 

  =+= X ] F

 
 
 
 
 

      4   3   1- 

1    1-   2 

 3 -   0   5 

+

 
 
 
 
 

      2   0   3 

5   2   4 

6   1   1- 

 

  

         =

 
 
 
 
 

      6   3   2 

6   1   6 

3   1   4 

 

 

+وهنا يتا  أن:   +=X X F F  
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 (: 2مثال )

=إذا  انت   X  
 
 
 
 
 

3  5

6  1-

0  4

       ،= F 
 
 
 
 
 

4   2-

0 3

3  1

       ، = [  
 
 
 
 
 

3   5

2-  2

1-  1

 

) يث:   i، [أويد المصفواتيْن   )+ + = [ X ] F    ،( )+ + = [ X iF  
 

 

 الحــل: 

( )+ +[ X F   =  
 
 
 
 
 

3  5

6  1-

0  4

  +      
    
     

+    
    
     

3   5 4   2-

2-  2 0 3

1-  1 3  1

 

   

                =  
 
 
 
 
 

3  5

6  1-

0  4

   +  
 
 
 
 
 

7   3

2-  5

2    2

 =  
 
 
 
 
 

10  8

4  4

2  6

 

 

 
 

( )+ +[ XF    =     
    
     

+    
    
     

4   2- 3  5

0 3 6  1-

3  1 0  4

  +   
 
 
 
 
 

3   5

2-  2

1-  1

 

 

   =  
 
 
 
 
 

7  3

6  2

3  5

+    
 
 
 
 
 

3   5

2-  2

1-  1

   =  
 
 
 
 
 

10  8

4  4

2  6

 

)أ  أن:   )+ +[ X F   =( )+ +[ XF  
 
 

 Matrix Subtraction     رابعاً: طرح المصفوفات
المصفواتان    المصفواتيْن هو    X  ،Fإذا  انت  اان  اصل  يح  الديية،  نف   لها 

مصفواة لها أياا  نف  الديية، ون صل دىيها   يح  ل دنصي من إ د  المصفواتيْن من  

ذات      المصفواات  يم ن  يح   . اان   لذلك  اي ي    المصفواتة  الا  ل   المنايي  العنصي 

 الدييات الم تىفة  
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 (: 3مثال )

 إذا  انت: 

 = X    
 
  

6  3  2 

5 4 1-
     ،= F   

 
  

4  2-  1 

3 - 1   0
 

−(  1أويد: ) =X [F      (2  )( )  + =X ]F- 
 

  

 الحـل: 

(1  )( )− =X [F  

  =  
 
  

6  3  2 

5 4 1-
    

 
  

−
4  2-  1 

3 - 1   0
   =  

 
  

2  5   1 

8  3  1-
 

 

(2  )F - ( =1-  )
 
 
  

4   2-  1 

 3 - 1    0
    =  

 
  

4-  2  1- 

3  1-   0 
 

 يىلا هذا المثال م اشي    سوف نوا  هذ  النق ة  التفصيل الا ال ند " امسا " الذ   
 

∴  ( )  + =X ]F-   =  
 
  

6  3  2 

5 4 1-
   +  

 
  

4-  2  1- 

3  1-   0 
  

                        =  
 
  

2  5   1 

8  3  1-
 

− أ  أن:  XF    =( ) + XF- 

 

 Matrix Multiplication     المصفوفاتخامساً: ضرب 

وايي    ثا ت  مقداي  الا  مصفواة  ايي  المصفواات،  ايي  من  نودان  هناك 

 مصفواة الا مصفواة، وسوف نوا  ذلك دىى الن و التاللا: 
 

  Scalar Multiplication     ضرب مصفوفة في مقدار ثابت: -1

   ;X، اان المصفواة   Xد اي  دن مقداي ثا ت و ان لدينا المصفواة    ;إذا  انت   
   ;يم ن تعييفها  ننها المصفواة التلا يت ون  ل دنصي من دناصيها من  اصل ايي  

  وهذا يعنى، دىى س يل المثال، أن إاااة المصفواة  Xالا  ل دنصي من دناصي المصفواة  

X   إلى نفسها ي اائ ايي  ل دنصي من دناصي المصفواةX   2الا مقداي ثا ت يساو   
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 (: 4مثال )

 إذا  انت: 

 

 
 
 
 
 

      

=
0   1-   3 

3   2   4 

2-   5   1 

X   :2=أويدX   [     ،=3X   ] 

 الحــل: 

=2X   [  

 
 
 
 
 

      

=    

0   1-   3 

3   2   4 

2-   5   1 

2   =

 
 
 
 
 

      0   2-   6 

6   4   8 

4-   10   2 

 

 

  =3X   ] 

 
 
 
 
 

      

=    

0   1-   3 

3   2   4 

2-   5   1 

3   =

 
 
 
 
 

      0   3 -   9 

9   6   12 

6-   15   3 

 

ارشاي  إلى أن هناك اايقا  أساسيا   ين الم ددات والمصفواتات، وهو أن ايي  وهنا تيدي  

م دد الا مقداي ثا ت يعنى ايي هذا المقداي الثا ت الا  لً  من دناصي صف وا د أو دمود  

وا د  وأما الا  الة المصفواات، اان ايي مقداي ثا ت الا مصفواة يعنى ايي هذا المقداي 

 صفواة  الثا ت الا يميع دناصي الم 
 

 (:  5مثال )

 إذا  انت: 

 = X  
 
 
  

 3 -  1 

 4    2 
     ،= F 

 
 
  

 4   2- 

 1  3 
 

) أويد:  )+ =2  X [F      ،+ =2  2 X ]F   
 

 الحــل: 

( )+ =2  X [F    =
     

    
        

+     
 4   2-  3 -  1 

 1  3  4    2 
2 

     =
   
   
      

=      
 2   2-  1   1- 

 10  10  5  5 
2 
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+ =2  2 X ]F     =    
   
   
      

+   
 4   2-  3 -  1 

 1  3  4    2 
2 2 

      
   
   
      

+ =  
 8   4-  6 - 2

 2  6  8    4 
  

 
 
  

=  
 2   2- 

 10  10 
 

)أ  أن:   )+ 2XF  + =2 2 XF   
 

 مصفوفة: ضرب مصفوفة في   -2

يساو     Xإذا  ان ددد ايدمد  الا المصفواة    Fالا المصفواة    Xيم ن ايي المصفواة       

و انت المصفواة     Lkمن الديية    X  ااذا  انتت المصفواة  Fددد الصفوف الا المصفواة  

F   من الديية kg  ( سوف ت ون من الديية  ]، اان مصفواة  اصل الايي )Lg 
 ايما يىلا  يفية إييا  دمىية الايي    وسوف نوا  

 

3  3Xإذا  انت  
 
 
 
 
  

      

=
31 21 11

32 22 12

33 23 13

       

       

       

X X X
X X X
X X X

  ،2  3F 
 
 
 
 
 

=
21 11

22 12

23 13

 

  

  

 F F

F F

F F

 

ال الة نيد أن المصفواة )  الديية  ]الا هذ   تنت ج من دمىية الايي من         2×    3( والتلا 

أ  أن :    =2  3 2  3 3  3[ X F     
   

 ( نوا  ما يىلا: ]ولى صول دىى مصفواة  اصل الايي ) 
 

 عناصر العمود الأول في مصفوفة حاصل الضرب: 

وينشن من ميموع  واصل ايي  ل دنصي من دناصي الصف  :  (]11العنصر الأول ) 

   أ  أن: Fالا نييي  من دناصي العمود ايول لىمصفواة   Xايول لىمصفواة   

+ + =13 31 12 21 11 11 11X X X [F F F 
 

وينشن من ميموع  واصل ايي  ل دنصي من دناصي الصف  :  (]12العنصر الثاني ) 

   أ  أن: Fالا نييي  دناصي العمود ايول لىمصفواة   Xالثانلا لىمصفواة  
 

+ + =13 32 12 22 11 12 12X X X [F F F 
 

وينشن من ميمتوع  واصل ايي  ل دنصي من دناصي الصف  :  (]13العنصر الثالث )

   أ  أن: Fالا نييي  من دناصي العمود ايول لىمصفواة   Xالثالث لىمصفواة  

+ + =13 33 12 23 11 13 13X X X [F F F 
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الثانلا من مصفواة  اصل الاتيي،  يث تقوس  ايي   العمود  يتعىق  عناصي  وه ذا ايما 

لىمصفواة   والثالثة  والثانية  ايولى  الصفوف  من  الثانلا    Xدناصي  ل  العمود  دناصي  الا 

   أ  أن: Fلىمصفواة  

+ + =23 31 22 21 21 11 21X X X [F F F 

  + + =23 32 22 22 21 12 22X X X [F F F 

  + + =23 33 22 23 21 13 23X X X [F F F 

 XF=   ]وه ذا نيد أن:  

              

 
 
 
 
  

      

=
31 21 11

32 22 12

33 23 13

       

       

       

X X X
X X X
X X X

 
 
 
 
 
 

21 11

22 12

23 13

 

  

  

 F F

F F

F F

 

     

 
 
 
 
 
 
 
  

+ + + +

+ + + +

+ + + +

=

23 31 22 21 21 11 13 31 12 21 11 11

23 32 22 22 21 12 13 32 12 22 11 12

23 33 22 23 21 13 13 33 12 23 11 13

X X X  X X X

X X X   X X X

X X X  X X X

 F F F F F F

F F F F F F

F F F F F F

 

 

الا   ايدمد   من  الصفوف  د.   دناصي  مصفواتيْن  ايياد  ايي  إيياد  اصل  يم ن   ما 

 مصفواة  اصل الايي وهو ما يؤد  إلى نف  النتيية  
 

الا المصفوف ايولى الا دناصي    ميموع  واصل ايي دناصي الصف يقس    ملحوظة:

الا المصفواة الثانية يع لا دنصي مصفواة  اصل الايي المويود الا   العمود يقس  

   والعمود يقس    الصف يقس  

مصفواة  اصل الايي ي ون لها ددد  لذلك اان  دند ايي مصفواة الا مصفواة أ ي  اان  

 صفوف المصفواة ايولى وددد أدمد  المصفواة الثانية  
 

يساو  ددد    Xإذا  ان ددد أدمد     ×XFهذا وس ق أن أوا نا أن  يم ن ايي   

  الا واقع ايمي . يم ننا ذلك إ. إذا  X×F، اهل يم ن أن نايي  Fصفوف المصفواة  

  والا مثالنا ال اللا . يم ن  Xيساو  ددد صفوف المصفواة    F ان ددد أدمد  المصفواة  

 ،  يث . يت قق  3×    3من الديية    Xن  الا  ين أ   2×    3من الدييتتة    Fذلك  يث أن  

الا  ين أن ددد صفوف المصفواة   2يساو    Fالشي  المشاي إلي   اعدد أدمتد  المصفواتة  
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X     وهنا يتا  لنا أن  من المم ن ال صول دىى  3يساو  XF    الا  ين . يم ننا ال صول

يدت  XFدىى    اان  لي  من الايوي  أن ي ونا متساويين   XF   ،XF  و تى لو و 
 

 (:  6مثال )

 إذا  انت: 

= X
 
 
  

 2 0

 3  0 
       ،= F

 
 
  

 4    1-

 5-  3 
       ،= [

 
 
  

 5    2-

 5-  3 
       ،= ]

 
 
  

 3 2

 0  0 
 

 X  F  ،   =[X  w     ،   =]X  u=أويد:   أولاً:

 دىًتق دىى ما ت صل دىي  من نتائج        
 

Iأث ت أن:   ثانياً: I= =  F F F 
 

 الحــل: 

=    X Fأولاً:
 
 
  

 2 0

 3  0 

 
 
  

 4    1-

 5-  3 
    =[

 + 5-  2  4  صفي  + 3  2  1-  صفي

 + 5-  3  4  صفي  + 3  3  1-  صفي
] 

       

       =
 
 
  

 10-    6

 15-   9 
 

       [X    =
 
 
  

 2 0

 3  0 

 
 
  

 5    2-

 5-  3 
 

                =[
 + 5-  2  5  صفي  + 3  2  2-  صفي

 + 5-  3  5  صفي  + 3  3  2-  صفي
]   =

 
 
  

 10-    6

 15-   9 
 

 

 [  Fمع أن    X F   =[Xأ  أن:  
 

 

]X    =
 
 
  

 2 0

 3  0 

 
 
  

 3 2

 0  0 
   =[

 صفي  +   2  3  صفي  صفي  +   2  2  صفي

 صفي  +   3  3  صفي  صفي  +   3  2  صفي
] 

         =[
صفي  صفي 

صفي  صفي 
] 

 

 = مصفواة صفيية اان:   X[وهنا ييي أياا  أن نشيي إلى أن   اليغس من أن 

  X  ، صفي  ]صفي 

=   IFثانياً:  
 
 
  

 4    1-

 5-  3 

 
 
  

 0  1 

 1  0 
   =

 
 
  

 +   + 

 −   − 

  1  4  0 1-   0  4  1 1- 

  1  5  0 3    0  5  1 3 
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            =
 
 
  

 4    1-

 5-  3 
   =F 

        IF   =
 
 
  

 0  1 

 1  0 

 
 
  

 4    1-

 5-  3 
   =

 
 
  

 +   + 

 +   + 

  5-  0  4 1     3  0  1- 1 

  5-  1  4 0     3  1  1- 0 
 

             =
 
 
  

 4    1-

 5-  3 
   =F 

Iأ  أن:   I= =  F F F 

 مصفواة الو د  اان الناتج هو نف  المصفواة  وهذا يعنى أن   ايي أية مصفواة الا 
 
 

 (:  7مثال )

 إذا  انت: 

= X    
 
  

0    1    2- 

4 1-   3
      ،= F  

 
 
 
 
 

2-   1

5   2

0   3

      ،= [  
 
 
 
 
 

4   1-

1   0

2   3

   ، 

= ]    
 
  

3    2    1 

4  1-   0
 

 أث ت أن: 

1-  XFXF        2 -  ( )+  [ X F   =XF   +[X 

3-  ( )+  X [ F=X  F  +X[      4 -  ( ) ] XF   =( )] XF 
 

 الحــل: 

1-  XF   =  
 
  

0    1    2- 

4 1-   3
  

 
 
 
 
 

2-   1

5   2

0   3

 

  =
 
 
  

 +  +   +  + 

 +  −   +  − 

  0 0 5  1  2- 2-    3 0 2  1  1 2- 

 0 4 5  1  2- 3     3 4 2  1  1 3 
   =

 
 
  

 9  0 

 11-  13 
 

  

    XF   =  
 
 
 
 
 

2-   1

5   2

0   3

  
 
  

0    1    2- 

4 1-   3
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           =

 
 
 
 
 

 −   −   − 

 +   +   + 

 +   +   + 

  4  2  0 1    1-  2  1 1   3  2  2- 1

4  5  0 2    1-  5  1 2 3  5  2- 2
     
4  0  0 3    1-  0  1 3 3  0  2- 3

 

           =

 
 
 
 
 

      8 - 3    8 - 

20  3 -   11 

0   3    6- 

 

من الديية   XF، الا  ين أن المصفواة  2×   2من الديية   XFومن الواا  أن المصفواة  

 XFXF  أ  أن:  3×  3

 قد ي ونان من نف  اليت ة ول نهما . يتساويان   XF  و XFوهذا وتيدي ارشاي  إلى أن  
 

 

2-  ( )+  [ X F   =  
 
  

0    1    2- 

4 1-   3
        

    
     

+    
    
     

4   1- 2-   1

1   0 5   2

2   3 0   3

 

        =  
 
  

0    1    2- 

4 1-   3
  

 
 
 
 
 

2   0

6   2

2   6

   =
 
 
  

 2  2 

 8  22 
 

      XF   =  
 
  

0    1    2- 

4 1-   3
  

 
 
 
 
 

2-   1

5   2

0   3

  =
 
 
  

 9  0 

 11-  13 
 

          [X   =  
 
  

0    1    2- 

4 1-   3
  

 
 
 
 
 

4   1-

1   0

2   3

  =
 
 
  

 7 -  2 

 19  9 
 

   ∴ XF  +[X   =
 
 
  

 9  0 

 11-  13 
   +

 
 
  

 7 -   2 

 19   9 
 =

 
 
  

 2  2 

 8  22 
   =( )+  [ X F 

)  أي أن:         )+  [ X F   =XF   +[X 
 

3-  ( )+  X [ F  =        
    
     

+    
    
     

4   1- 2-   1

1   0 5   2

2   3 0   3

  
 
  

0    1    2- 

4 1-   3
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              =  
 
 
 
 
 

2   0

6   2

2   6

  
 
  

0    1    2- 

4 1-   3
   =

 
 
 
 
 

      8  2-    6 

24  4-   14 

8 4    6 - 

 

 

 XF   =  
 
 
 
 
 

2-   1

5   2

0   3

  
 
  

0    1    2- 

4 1-   3
   =

 
 
 
 
 

      8 -  3    8 - 

20  3 -   11 

0   3    6 

      

 X[   =  
 
 
 
 
 

4   1-

1   0

2   3

  
 
  

0    1    2- 

4 1-   3
    =

 
 
 
 
 

      16  5-    14 

4  1-   3 

8 1    0 

 

  

∴  XF   +X[   =

 
 
 
 
 

      8 -  3    8 - 

20  3 -   11 

0   3    6 

   +

 
 
 
 
 

      16  5-    14 

4  1-   3 

8 1    0 

 

   =

 
 
 
 
 

      8  2-    6 

24  4-   14 

8 4    6 

   =( )+  X [ F 

 

)أ  أن:   )+  X [ F   =XF   +X[ 

4-  ( ) ] XF   =  
 
  

0    1    2- 

4 1-   3
      

  
    
   
    

   

2-   1
3    2    1 

5   2
4  1-   0

0   3

 

 

         =  
 
  

0    1    2- 

4 1-   3
  

 
 
 
 
 

      5-  4    1 

26  1-   2 

9 6    3 

   =  
 
  

36    9-    0 

5-  37  13
  

   ( ) ] XF   =     
  

    
   
     

   

2-   1
0    1    2- 

5   2
4 1-   3

0   3

  
 
  

3    2    1 

4  1-   0
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         =
 
 
  

 9  0 

 11-  13 
  

 
  

3    2    1 

4  1-   0
 =  

 
  

36    9-    0 

5-  37  13
   =( ) ] XF       

 

)أ  أن:   ) ] XF   =( ) ] XF 
 

 ( دىى الن و التاللا: 7، )  (6، )  ( 3، )  ( 2، )  ( 1هذا ويم ن تى يص نتائج ايمثىة ) 

-  + +=X X F F     ( 1مثال ) 

-  ( )+ +[ X F   =( )+ +[ XF   ( 2مثال ) 

-  − XF ( ) + =XF-    ( 3مثال ) 

 XF =[Xأن  إذا  ان:   -

 ( 6مثال )           ]  F اان  من المم ن أن ي ون:    

 = صفي X[أن  إذا  ان:    -

 ( 6مثال ) صفي   [صفي،     X  اان  من المم ن أن:    

 XF  ،XFأن  أم ن إيياد المصفواتيْن    -

 ( 7مثال )   XF  XFول ن:   

-  ( )+  [ X F   =XF   +[X   ( 7مثال ) 

-  ( )+  X [ F=X  F +X[   ( 7مثال ) 

-  ( ) ] XF   =( )] XF    ( 7مثال ) 

و مقاينة تىك النتائج  القوانين وايس  التلا ت  س العمىيات الي يية لةيقاس ال سا ية يم ننا أن  

 نصل إلى ما يىلا: 
 

 (  1ين  ق أياا  دىى المصفواات )مثال   - ايما يتعىق  عمىية اليمع  –أن قانون الت ادل  -1

لي  من الاتتتتتيوي  أن ين  ق دىى   -ايمتا يتعىق  عمىيتة الاتتتتتيي    –أن قتانون الت تادل   -2

 XFإيياد  اصتل اتيي المصتفواتيْن    –أستاستا    –المصتفواات  هذا إذا  ان من المم ن  

 ( 7)مثال  XF و

يسمى    XFدىى الش ل    Fالا المصفواة    Xوهنا تىزس ارشاي  إلى أن ايي المصفواة  

)أ  من يهة اليمين( الا  ين أن ايي المصفواة    Pre-multiplicationايي قَْ ىلا  

X    الا المصفواةF    دىى الش لXF     يسمى ايي  عَْدmultiplication-Post     أ(

أ مويودتان،    ي، ي   من يهتة اليساي(  وقد . ينا أن  لي  من الايوي  أن ت ون  ل من أ 
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يدتا اانهما ليستا دائما متساويتان  وأما الا  التة اييقتاس ال سا ية اان القيمتيْن   XFوإن و 

 ،XF   دائما مويودتان ومتساويتان 
 

 ال سا ية  ( شنن  الا ذلك شنن اييقاس 7أن قانون التوزيع ين  ق دىى المصفواات )مثال  -3
 

)مثال    - 4 ال سا ية  اييقاس  مثل  تماما  مثى   المصفواات  دىى  ين  ق  التيتيي  قانون         2أن 

 (  7ومثال 

 (  3أن العلأقة  ين اليقس وسال   تن  ق أياا  دىى المصفواات )مثال  -5
 

دىى    - 6 أياا   تن  ق  الصفي  أن  اصية  المصفواات   ما  دىى  تن  ق  الو د   أن  اصية 

 المصفواات، وسوف نتيك لىقايئ الت قق من ذلك من  لأل إث ات ص ة العلأقة التالية: 

X   = المصفواة الصفيية +X 
 

المصفواة    -7 إذا  انت  من  XFأن   أيا  أن  يعنى  الايوي    . اهذا  صفيية،  مصفواة   =

المصفواة     Xالمصفواة   قوادد              Fأو  دىى  لأف  وذلك  صفيية  مصفواة  هلا 

 اييقاس ال سا ية  
 

متساويتان اان ذلك . يامن  الايوي  أن ت ون    XF  ،[Xأن  إذا  انت المصفواتان    -8

 متساويتيْن   ]، Fالمصفواتان  
 

           Matrix Inverse      سادساً: مقلوب المصفوفة

الا الواقع . تويد قسمة الا المصفواات  المعنى المفهوس الا  الة ايدداد، ول ن تويد  

 ييقة تع ينا الا الياهي نف  وييفة القسمة وهلا الايي الا مقىوي المصفواة  ااذا  ان  

-1، اان مقىوي المصفواة يم ن التع يي دن   المصفواة  Xلدينا المصفواة   X ينئذ اان الايي   

العتدد     مقىوي  الا  الايي  يعنى  تماما   ما  المصفواات،  قسمة  يعنى  المصفواة  مقىوي  الا 

 القسمة دىي   

 هذا ول لا يم ن إيياد مقىوي المصفواة، اان  ييي أن تتوااي الشيو  التالية: 

 مصفواة مي عة   Xأن ت ون   •

 . تساو  الصفي   Xقيمة م دد المصفواة   •

-X  1ومن المعيوف أن:   X  =I    مصفواة الو د 

اان ناتج دمىية   Xهو تىك المصفواة التلا لو ا يت ت الا المصفواة    Xأ  أن مقىوي المصفواة  

 الايي يع ى مصفواة الو د  

هذا وي ون لىمصفواة مقىوي إذا  انت مي عة وقيمة م ددها . تساو  الصفي،  ينئذ ي ىق  

  الصفي، اان  .    وأما إذا  ان م دد المصفواة يساو Nonsingularأو    Invertibleدىيها  
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  ويم ن إيياد مقىوي المصفواة  است داس  Singularيويد مقىوي لىمصفواة وتسمى  ينئذ  

 ييقتيْن م تىفتيْن، أو.هما هلا  ييقتة الت ويل لياو  وأما ثانيهما اهلا  ييقة الميااقتات   

 وايما يىلا نتعيض ل ل من ال ييقتيْن  شلا  من التفصيل  
 

 

 Gaussian Reduction Procedure التحويل لـ "جاوس": طريقة  -1

-X 1تعتمد هذ  ال ييقة دىى الف ي :    X  =1- XX (  مصفواة الو د =I  وواقا ل ييقة  )

Lمن الديية   Xياو ، اان  ريياد مقىوي المصفواة   L   :نت ع ال  وات التالية 
 

 ( X  |I)   دىى الصوي :  Xواع المصفواة   -أ

  Lهلا مصفواة الو د  من الديية   I يث    

  يث تت ول الا النهاية إلى مصفواة الو د      Xإييا  ت ويلأت دىى صفوف المصفواة   -ب

ييي أن ي يي     Xمع اي ذ الا ا.دت اي أن إييا  أ  ت ويل دىى صفوف المصفواة  

المصفواة  أ تت ول  أن  و عد  الو د    مصفواة  الا  المنايي   الصفوف  دىى  إلى    Xياا 

قد أ ذت ش لأ م ي هو الا الواقع    I، سوف نيد  ينئذ أن المصفواة  Iمصفواة الو د   

  Xمقىوي المصفواة  
 

لت ويىها إلى مصفواة   Xوهذا يعنى أن   عد إييا  الت ويلأت اللأزمة دىى صفوف المصفواة  

-I   |1( قد ت ولت إلى )X  |Iالو د  سوف نيد أن الصوي  )  X  ) 
 

 ملحوظـة:  

 ما يىلا:  Xيم ن تى يص الت ويلأت التلا يم ن إيياؤها دىى صفوف المصفواة       

 إ دال صفيْن  لٌّ م ان اأ ي   −

 ايي  ل دنصي من دناصي صف ما الا مقداي ثا ت ) سي  أو ص ي (   −

 يمع ماادفات دناصي صف ما دىى دناصي صف م ي   −
 

  Xوهنا نؤ د مي  أ ي  أن  دند إييا  أية دمىية ت ويل دىى صف من صفوف المصفواة  
)و نسىوي أدب المصفواة    Iاان  ييي إييا  نف  العمىية دىى الصف المنايي الا المصفواة  

أول   سوف تن ذ الا التغيي  عد إييا  Iدىى يساي ال   العمود ( وذلك ين مصفواة الو د   

 دمىية ت ويل  
 

 والمثال التاللا يوا   يفية إيياد مقىوي مصفواة  است داس  ييقة ياو   
 

 (: 8مثال )

  است داس  ييقة ياو ، أويد مقىوي المصفواة: 
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 
 
 
 
 

      

=
1-   3     2 

4    2     5 

6    2-   3 

X 

 

 ثس ت قق من النتيية التلا تصل إليها  
 

 الحــل: 

نت ع    سوف  لياو ،  الت ويل  المصفواة  است داس  ييقة  مقىوي   ريياد 

 ال  وات التالية: 

Iدىى الصوي    Xناع المصفواة    -1 | X : أ ، 

 I | X =

 
 
 
 



             0    0   1  1-   3    2 

0    1    0  4    2    5 

1    0    0  6    2-   3 

 

 

لت ويىها إلى مصفواة الو د   وتتمثل    Xت يي  الت ويلأت اللأزمة دىى صفوف المصفواة    - 2

 ما يىلا:  هذ  الت ويلأت الا

 I | X =

 
 
 
 



             0    0   1  1-   3    2 

0    1    0  4    2    5 

1    0    0  6    2-   3 

 

  يث نيد أن: 

 

 
 

⎯⎯⎯⎯⎯ 
 



−
             

 3 1
1-    0    1  7 -   5    1- 

0     1     0  4    2    5 

1     0     0  6    2-   3 

w w 

 

 

 

 
 

⎯⎯⎯⎯ 
 



             
1

1     0    1-  7    5-    1 

0     1     0  4    2     5 

1     0     0  6    2-   3 

w- 

 

 

        

 
 

⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 
 



−

−
             

    

    

1 2

1 3
1     0    1-  7   5-    1 

 5-     1     5   31-    27    0 

2-     0     3   15-    13   0 

3

5w w
w w
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 
 

⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 
 



−
             

    3 2
1     0    1-  7   5-    1 

1-     1     1-   1-    1     0 

2-     0     3   15-    13   0 

2w w
 

      

 
 

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 
 



−
             

   2 3
1    0    1-  7   5-    1 

 1-     1     1-   1-    1     0 

 11     13 -     16   2-    0   0 

13w w
 

         

 
 

⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 
 



+
             

   2 1
4-    5   6-  2   0    1 

 1-     1     1-   1-     1     0 

 11     13 -     16   2-    0   0 

5w w
 

       



 ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯


 

−

             
   3 2

 1 
13 - 15 2

2 2

 

2   0     1 4-    5    6 -  

        9-   0    1     0  

11     13 -     16   2-    0     0 

w w
 

 



 ⎯⎯⎯⎯⎯⎯


 

+

             

   3 113 - 15

2 2

0   0     1 7    8 -    10  

        9-   0    1     0  

11     13 -     16   2-    0     0 

w w
 

      
−




 ⎯⎯⎯⎯




 

      
       

 3
1
213 - 15

2 2
11- 13

2 2

0   0     1 
7    8 -    10  

        9-   0    1     0  

          8 -   1    0     0 

w
 

 هو:  Xأ  أن مقىوي المصفواة  

 = 1- X

 
 
 
 
 
 
  

      

13 - 15

2 2
11- 13

2 2

7    8 -    10 

        9-

          8 -

 
 
 
 
 

      

=  

14   16- 20 

13 - 15   18 - 

11- 13  16- 

 1 
2

 

 ولىت قق من ص ة النتيية: 
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 X 1- X  = 
 1 
2

 
 
 
 
 

      1-   3     2 

4    2     5 

6    2-   3 

 
 
 
 
 

      

 

14   16- 20 

13 - 15   18 - 

11- 13  16- 

 

 

 ويم ن لىقايئ التن د من أن: 
 

 X 1- X  = 
 1 
2

 
 
 
 
 

      0   0   2 

0   2   0 

2   0   0 

   =

 
 
 
 
 

      0   0   1 

0   1   0 

1   0   0 

 

 أ  أن النتيية ص ي ة  
 

ولعل التساؤل الذ  ي ثاي هنا،  يف نعيف دند است داس  ييقة ياو  أن المصفواة لي  لها  

قيمة م دد   ااننا . ن سي  ل ييقة ياو   واقا  أن   من  التساؤل  أهمية هذا  وت يز  مقىوي   

 لأل  دىى أن لىمصفواة مقىوي أس .  والا  المصفواة وهو المعياي الذ  يم ن أن ن  تس من  

واقع ايمي اان  يم ن ا.ستد.ل دىى أن  لي  لىمصفواة مقىوي الا  الة  ييقة ياو  وذلك  

إذا ما  صىنا دىى صف الا المصفواة التلا دىى يمين ال   العمود  يميع دناصي  أصفاي   

 لمثال التاللا يوا  ذلك الا هذ  ال الة، يم ن القول  نن  لي  لىمصفواة مقىوي  هذا وا
 

 (: 9مثال )

  است داس  ييقة ياو ، أويد مقىوي المصفواة: 
 

 

 
 
 
 
 

      

=
3   2   1 

7   5   2 

10   7   3 

X  

 الحل: 

  [I | X  = ]

 
 
 
 



             0    0   1  3   2   1 

0    1    0  7   5   2 

1    0    0  10   7   3 

 

 

         

 
 

⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 
 



−

−
             

    

    

1 2

1 3
1    0   1  3   2   1 

0    1    2-  1   1   0 

1    0    3 -  1   1   0 

3

2w w
w w
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 
 

⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 
 



−
             

    2 3
0    0    1  3   2   1 

0    1     2-  1   1   0 

1    1-    1-  0   0   0 

w w
 

 

و يث أن الصف الثالث الا المصفواة التلا دىى يمين ال   العمود   ى  أصفاي، اان دمىية  

ت ويل المصفواة التلا دىى يمين ال   العمود  إلتتى مصفواة الو د  أمي غيي مم ن  و التاللا  

يساو     Xلمصفواة  لي  لها مقىوي  ويم ن التن د من ذلك  اث ات أن م دد ا  Xاان المصفواة  

ما هو إ.    Xالصفي  ويم ن إث ات ذلك  سهولة  يث أن العمود الثالث الا م دد المصفواة  

د اي  دن ميموع العموديْن ايول والثانلا  ودىي  اان قيمة الم دد تساو  الصفي )يلأَ ي أن   

 الث ن صل الا الم دد دىى دموديْن متشا هيْن تماما (    يح العمود ايول من الث
 

 Cofactors Method     طريقة المرافقات: -2

 يم ن إيياد مقىوي المصفواة  است داس  ييقة الميااقات وذلك  ات اع ال  وات التالية:  

 ن سي قيمة م دد المصفواة   -1

 

المصفواة التلا ت ل ايها ميااقات  ، وهلا Cofactors Matrixنويد مصفواة الميااقات  -2

   RLالعناصي م ل دناصي المصفواة، وسنيمز لها  اليمز

Rنويد مع و  مصفواة الميااقات  -3 Ĺ  وي ىق دىيها ،Adjoint Matrix  أ  المصفواة ،

 الميت  ة، إن ص  هذا التع يي  
 

الميااقات دىى قيمة    Inverseن صل دىى مقىوي المصفواة   -4  قسمة مع و  مصفواة 

 م دد المصفواة  

 هذ  ال  وات    -دمىيا    - ولعل المثال التاللا يوا  
 

 (: 10مثال )

 (  8 است تداس  ييقتة الميااقات، أويد مقىوي المصفوف المع ا  الا مثال ) 
 

 

 الحــل: 

  است داس  ييقة الميااقات، سوف نت ع ال  وات التالية: ريياد مقىوي المصفواة  
 

 حساب قيمة محدد المصفوفة:  -1

 

 
 
 
 
 

      

= 
1-   3     2 

4    2     5 

6    2-   3 

 
 +  

 
 +  

 

      

=1 1 3

2 2 3

1-   0     0 

4    14     13 

6    16    15 

2

3

u u
u u

غ

غ
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             -
 
 
  

=   
 14  13 

 1 6  15 
   =-  (208 –  210  = )2 

 

 :RLإيجاد مصفوفة المرافقات   -2

 يم ن ال صول دىى مصفواة الميااقات  ا لأل ميااق  ل دنصي م ان قيمة العنصي نفس   

( =  RLمصفواة الميااقات ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−

− −

−

 2   5  4   5  4   2 

 2-  3  6   3  6   2- 

 3  2  1-  2 1-  3 
 

 2-  3  6   3 6    2- 

 3   2  1-  2  1-   3 

 2   5  4   5  4    2 

 

 

        (RL)
 
 
 
 
 

=

      

 

16-   18 -   20  

13    15     16- 

11-   13 -   14 

 

 

Rمعكوس مصفوفة المرافقات )   -3 Ĺ): 

 R Ĺ=

 
 
 
 
 

      

 

14     16-   20  

13 -    15     18 - 

11-    13     16- 

 

دىى   -5 ن صل  المصفواة  م دد  قيمة  دىى  الميااقات  مصفواة  مع و   مقلوب   قسمة 

 أي أن:  المصفوفة:
 

1- X   =
R Ĺ

قيمة م دد  المصفواة
  =R L

 L 

´
 
 
 
 
 

      

=  

14     16-   20  

13 -    15     18 - 

11-    13     16- 

 1 
2

 

 (: 11مثال )

 الميااقات، أويد مقىوي المصفواة:  است داس  ييقة 
 

 

 
 
 
 
 

      

=
3   1   2 

1   2   1 

5   3   4 

X    ثس ت قق من ص ة النتيية التلا تصل إليها 
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 الحــل: 

 إيجاد قيمة محدد المصفوفة:  -1
 

 
 
 
 
 

      

=
3   1   2 

1   2   1 

5   3   4 

  

 
  

 
  

 

      
+

+
=1 1 3

3 3 3

0   1     0 

 5-    2     3 - 

 4-    3    2-

2-

3 -

u u
u u

غ

غ
   

-
 
 
  

=   
 5-  3 - 

 4-  2- 
  = -  (12  –10 = ) -2 

 

 : (RLالمرافقات ) مصفوفة   -2

 RL =

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−

− −

−

 2   1  1   1  1   2 

 3  4  5   4  5   3 

 1   2  3  2 3   1 
 

 3  4  5   4 5    3 

 1   2  3  2  3   1 

 2   1  1   1  1    2 

 

 

       

 
 
 
 
 

=

      

 

5-   1-   7  

 2-     2-     4   

3    1    5-

 

Rمعكوس مصفوفة المرافقات )   -3 Ĺ): 

 R Ĺ=

 
 
 
 
 

      

 

5-    4      7  

1      2-     1- 

3     2-     5- 

 

 

 المصفوفة: مقلوب   -4

1- X
 
 
 
 
 

      

=  

5     4-   7 - 

1-    2     1   

3 -    2     5  

 1 
2
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 سابعاً: بعض خصائص المصفوفات 

 ايما يىلا  عض  صائص المصفواات:  

1-  ( )=X  X´ ´             2-  ( )+ = + X  XF F´ ´ ´ 

3-  ( )=X   XF F´ ´ ´        4 -  ( )=
1-1- 1-X   XF F 

5-  1- XX   =1-X X   =I    6-  I X   =IX    =X 

 من نف  الديية اان:    F  و   Xمصفواة متماثىة، و انت    Fمصفواة متماثىة،    Xإذا  انت    -7

     XF+    ينما  هلا مصفواة متماثىة أياا   XF    مصفواة لي  من الايوي  أن ت ون متماثىة 
 

 (: 12مثال )

إذا  انت:
 
 
  

 
 2   1 

 3   2 
= X      ،= F

 
 
  

 
 3   2 

 1   3 
 

 أث ت أن: 

1-  ( )+ = + X  XF F´ ´ ´ 2-  ( )=X   XF F´ ´ ´ 

3-  ( )=
1-1- 1-X   XF F 

 

4-  ( )+ XF  مصفواة متماثىة 

5-  XF  مصفواة غيي متماثىة  

 الحــل: 

1-  ( )+ XF  =
 
 
  

 
 2   1 

 3   2 
 +

 
 
  

 
 3   2 

 1   3 
  =

 
 
  

 
 5   3 

 4   5 
 

 ∴( )+ XF´=
 
 
  

 
 5   3 

 4   5 
 

    + X F´ ´   =
 
 
  

 
 2   1 

 3   2 
  +

 
 
  

 
 3   2 

 1   3 
 =

 
 
  

 
 5   3 

 4   5 
 

)أ  أن:         )+ = + X  XF F´ ´ ´ 
 

2-  XF   =
 
 
  

 
 2   1 

 3   2 

 
 
  

 
 3   2 

 1   3 
   =

 
 
  

 
 5   8 

 9   13 
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   ∴  ( )XF´ =
 
 
  

 
 13   8 

 9   5 
 

       X F´ ´=
 
 
  

 
 3   2 

 1   3 

 
 
  

 
 2   1 

 3   2 
  =

 
 
  

 
 13   8 

 9   5 
 

)أ  أن:   )=X   XF F´ ´ ´ 

 

=  XF يث أن:   -3
 
 
  

 
 5   8 

 9   13 
 

 وريياد مقىوي هذ  المصفواة نت ع ال  وات التالية: 
 

 13×   5  – 9×   8قيمة م دد المصفواة =   •

               =72  –  65   =7 
 

مصفواة الميااقات =   •
 
 
  

 
 13 -  9 

 8    5- 
 

 

R) مع و  مصفواة الميااقات  • Ĺ )   =
 
 
  

 
 5-  9 

 8    13 - 
 

)مقىوي المصفواة =   ∴           )
1-

XF =

 
 
 
 
 
 

 
5-  9 

7 7
 

 8 13 -

7 7

    

       
 

 :Fإيجاد مقلوب المصفوفة  

=   Fقيمة م دد   -
 3   2 

 1   3 
   =2  –  9   =-7 

مصفواة الميااقات =   -
 
 
  

 
 3 - 1 

2    3 - 
مع و  مصفواة الميااقات = -    

 
 
  

 
 3 - 1 

2    3 - 
 

    ∴ 1-F =

 
 
 
 
 
 

   
 3  1- 

7 7
 

 2-  3 

7 7
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 :Xإيجاد مقلوب المصفوفة  

=   Xقيمة م دد   -
 2   1 

 3   2 
   =3  –  4   =-1 

مصفواة الميااقات =   -
 
 
  

 
 2- 3 

  1     2- 
الميااقات = مع و  مصفواة  -     

 
 
  

 
 2- 3 

 1    2- 
 

 ∴  1- X =
 
 
  

 
 2   3 - 

 1-   2 
 

 

 ∴  1- 1-X F    =

 
 
 
 
 
 

   
 3  1- 

7 7
 

 2-  3 

7 7

    

       
  

 
 
  

 
 2   3 - 

 1-   2 
    =

 
 
 
 
 
 

   
 5 -  9 

7 7
 

 8  13 - 

7 7

     

       
     

)أ  أن:   )=
1-1- 1-X   XF F 

 

 

 (، تم إثبات أن: 1في المطلوب )  -4

 + XF =
 
 
  

 
 5   3 

 4   5 
   ،    ( )+ XF´ =

 
 
  

 
 5   3 

 4   5 
 

+و يث أن   XF   =( )+ XF´   اان  المصفواة( )+ XF   هلا مصفواة متماثىة 

والا واقع ايمي، اان ذلك ينتلا نتيية لىقادد  المعيواة والقائىة  نن  إذا  ان لدينا مصفواتان  

 ي ون مصفواة متماثىة أياا     – إن ويد  – ل منهما متماثىة اان  اصل يمعهما 
 

 من ق ل و انت  التاللا:  XF صىنا دىى المصفواة   -5

 XF =
 
 
  

 
 5   8 

 9   13 
 

 

يع لا    . متماثىتيْن  مصفواتيْن  ايي  أن  اصل  يعنلا  مما  متماثىة  غيي  مصفواة  وهلا 

  الايوي  مصفواة متماثىة  
 

 ثامناً: حل المعادلات الخطية باستخدام المصفوفات 

ق ل الا هذا الفصل  يفية  ل المعاد.ت ال  ية  است داس الم ددات )قادد   تناولنا من   

  يامي(  واأن نوا   يف يم ن  ل ميمودة من المعاد.ت ال  ية  است داس المصفواات  
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+ المعادلات الخطية:  +=1 31 21 11 u X w X  XF 

 + +=2 32 22 12 u X w X  XF 

 + +=3 33 23 13 u X w X  XF 
 

 

 يم ن  تا تها الا صوي  مصفواات دىى الن و التاللا: 

 

 
 
 
 
 

    31 21 11

32 22 12

33 23 13

       

       

       

X X X
X X X
X X X

 
 
 
 
  

w
u

   =

 
 
 
 
  

1

2

3

F
F
F

 

=،   يث:   X   =Fأ  أن:   X

 
 
 
 
 

    31 21 11

32 22 12

33 23 13

       

       

       

X X X
X X X
X X X

 هلا مصفواة المعاملأت، 

 

            =

 
 
 
 
  

w
u

=   Fدمود المياهيل  ،    

 
 
 
 
  

1

2

3

F
F
F

 دمود ال دود الم ىقة           

-1، اان   ايي ال يايْن الا  X   =Fو يث أن:   X   :ايي ق ىلا( ينتج أن( 

1- XX   =1- XF  ،∴     =1- XF 

 ايي مقىوي مصفواة المعاملأت    w    ،u،    أ  أن  يم ن ال صول دىى قيس المتغييات  

 الا مصفواة ال دود الم ىقة  
 

 

 (: 13مثال )

ل المعاد.ت التالية:    است داس المصفواات،  ت

+ −=-1 3u w   

− +=-1 3u4 w   

+ −= 77 u8 w 6   
 

 الحــل: 

  يث أن: 

 = X

 
 
 
 
 

      1   3 -   1 

 4-   1    2 

8   7 -   6 

     ،= F

 
 
 
 
 

 1- 

1-

7
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 سوف نت ع ال  وات التالية:  Xاان  ريياد المصفواة  
 
 

 : Xقيمة محدد المصفوفة   -

 = X
      1   3 -   1 

 4-   1     2 

8   7 -   6 





      
+

+
=2 2 1

3 3 1

0   0     1 

  6 -    7     2 

 2     11    6 

3u u
u u -

غ

غ
   

         =
 6 -  7 

2  11 
  =14   +66   =80 

 

 :RLمصفوفة المرافقات   -

( =  RLمصفواة الميااقات )    

 
 −
 
 
 
 − −
 
 
 
 −
  

 1  2  4 -  2  4 - 1  

 7 - 6  8   6  8  7 - 

 3 -  1  1    1 1  3 - 
 

 7 -  6  8    6  8   7 - 

 3 -  1  1   1   1  3 - 

 1    2  4 -  2  4 - 1 

 

 

           =

 
 
 
 
 

     20-  40-   20-

 11-   2     17 

7     6    11 

 

 

=  معكوس مصفوفة المرافقات  -

 
 
 
 
 

     11  17   20-

 6    2     40- 

  7     11-    20- 

 

 

-1مقلوب المصفوفة   - X : 

       1- X   =

 
 
 
 
 

     11  17   20-

 6    2     40- 

  7     11-    20- 

1 
80
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∴  

 
 
 
 
  

w
u

   =  
 
 
 
 
 

     11  17   20-

 6    2     40- 

 7     11-    20- 

1 
80

 
 
 
 
 

 1- 

1-

7

   =

 
 
 
 
 

  1  

 1 

 1 

 

 

 w   =1     ، u =1 ،     1=      أ  أن:
  

 تاسعاً: تطبيقات اقتصادية 
نتناول اأن  عض الت  يقات ا.قتصادية والتلا ت ست دس ايها المصفواات  ولعل  سوف  

أهس هذ  الت  يقات والتلا سنتناولها هنا هلا ت ىيل المد لأت والم ييات،  اراااة إلى تىك  

الت  يقات              تشمل  وسوف  هذا  لىم ددات   دياستنا  الا  تناولها  تس  التلا  الت  يقات 

 المواودات التالية: 
 

 ت  ي  ارنتاج    -2ت ىيل المد لأت والم ييات          -1

 الايي ة والددس ال  وملا وتنثييهما دىى توازن السوب   -4توازن السوب         -3

 ارنتاج الم تى    -5
 

 وسوف نتناول  لأ  من هذ  المواودات دىى الن و التاللا: 
 

 

 Input-Output Analysis تحليل المدخلات والمخرجات:  -1

أول من قدس نموذيا  لىمد لأت والم ييات وذلك الا نهاية    Leontief ان ليونتيف   

س دن دياسة أيياها دىى ا.قتصاد ايميي لا   1973ايي عينيات  وقد نال يائز  نو ل الا داس  

الق ا أو  الصنادات  ما  ين  التفادىية  العلأقة  تيسيد  الا  النموذج  هذا  أهداف  دات  وتتى ص 

التن ؤ  مستويات ارنتاج   ن ا.قتصاد  من  الم تىفة دا ل ا.قتصاد الوا د،  الش ل الذ  يمً ت

المستق ىية ل ل صنادة أو ق اع وذلك لموايهة  ميات ال ىي المتوقَّع دىى م تىف المنتيَات   

وا  الق ادات  ما  ين  والمتشا  ة  المتدا ىة  لىعلأقات  نييا   هينًا   أميا   هذا  ي دو  لصنادات  و. 

الم تىفة دا ل ا.قتصاد الوا د، إذ أن التغيي الا ال ىي دىى منتجَ معين الا صنادة معينة قد  

يؤد  إلى تغيي الا ال ىي دىى منتجَ م ي الا صنادة أ ي   ودىى س يل المثال، اان الزياد   

دىى  ىي السيايات قد . تؤد  اق  إلى زياد  دىى  ىي ق ع غياي السيايات، وإنما تؤد   

من   ذلك  إلى غيي  ال اوتشوك  الصىي،  مثل  أ ي   منتيات صنادات  زياد  دىى  إلى  أياا 

صنادة    500إلى    - الا دياست  للأقتصاد ايميي لا    - الصنادات  وقد قسس ليونتيف نموذي   

 متفادىة ايما  ينها  
 

وذلك   الا ديا   الت سي   نتو ى  اقتصاد  سوف  ذ   ا ع  المواوع  ول ون  هذا 

التلا توا  لنا  يفية است داس المصفواات الا تناول وت ىيل المد لأت والم ييات،   الصوي   

 مستعينين الا ذلك   الة ت  يقية ي ما ت ون أ ثي دونا  لىقايئ الا اهس واستيعاي ما نييد قول   
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 حالة تطبيقية: 
  لنفتيض أن هناك ق اديْن الا اقتصاد  ىد ما، وهذان الق ادان هما الزيادة والصنادة  

  Interactionو هدف تواي  ما نص و إلي  الا هذا ايمي، ددنا نفتيض  نن العلأقة التفادىية  

 ما  ين الق اديْن هلا  ما يوا   اليدول التاللا: 
 

 المخرجات بين قطاعي الزراعة والصناعة في أحد البلدان –جدول المدخلات 

 المدخلات         

 المخرجات 

الناتج  القطــــاع 

 الطلب النهائي الصناعة الزراعة  الإجمالي

 الزراعــــة

 الصناعــــة 

60 

100 

64 

48 

76 

12 

200 

160 

   48 40 العمـــــل
 
 

 هذا ويم ننا تفسيي م تويات هذا اليدول دىى الن و التاللا: 
 

العمودان ايول والثانلا الا هذا اليدول يع يان مد لأت ق ادلا الزيادة والصنادة مقاسة  

  60 و دات ملأئمة )مىيون يني  مثلأ (  والا العمود ايول ني  أن ق اع الزيادة قد است دس 

و د  من منتجَ ق اع الصنادة   ما أن ق اع الصنادة    100و د  من نف  منتيَ ،  ينما است دس  

و د  من منتيَ  ذات   و اراااة إلى ذلك،    48و د  من منتجَ ق اع الزيادة و   64دس  قد است 

الزيادة قد است دس   يفيد  نن ق اع  و د  دمل،  ينما است دس ق اع    40اان الصف اي يي 

  Primary Inputsو د  دمل  وداد  ما يمثل الصف اي يي المد لأت ايولية    48الصنادة  

يض، المواد ال اس     إلخ  وأما ميموع العموديْن ايول والثانلا ايمثلأن  والتلا تمثل العمل، اي

  160و د  و   200الا  ل من ق ادلا الزيادة والصنادة وهو    Inputsإيماللا المد لأت  

و د  دىى التيتيي  وقد  نى ليونتيف نموذي  دىى ااتياض أن  مهما  انت ال مية المنتيَة اانها  

 ي ، اان إيماللا المد لأت ييي أن يساو  إيماللا الم ييات  ت ستهىك  ال امل، و ع اي  أ 

Outputs    الا أية صنادة أو أ  ق اع يشمى  اقتصاد ال ىد مواع ا.دت اي  وه ذا اان إيماللا

و د  الا  ل من ق ادلا    160و د  و   200الم ييات )الناتج اريماللا( ييي أن يساو   

 الزيادة والصنادة دىى التيتيي  
 

المد لأت       يدول  الا  والثانلا  ايول  الصفيْن  م تويات  نناقش  ددنا  الم ييات     -واأن 

  200وهذان الصفان يع يان م ييات  ل من الق اديْن  افلا الصف ايول، نيد أن  من  ين  

و د  من نف  منتيَ    ينما    60و د   ناتج إيماللا لق اع الزيادة قد است دس هذا الق اع  

نتجَ  وأما الت    64نادة  است دس ق اع الص  و د  المت قية من منتجَ ق اع    76و د  من هذا الم 

نتجَ لموايهة ال ىي النهائلا لىمستهى ين    الزيادة اهلا تمثل ددد الو دات المتا ة من هذا الم 

و د  من منتجَ ق اع الزيادة إنما تمثل ذلك اليز  من ارنتاج    76و ع اي  أ ي ، اان الت  
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أ ي  امن ن اب التعاملأت الت ادلية  ين الق ادات الم تىفة  و المثل،    الذ  لس يد ل مي  

الزيادة    160اان  من  ين   ق اع  است دس  قد  الصنادة،  لق اع  اريماللا  الناتج  تمثل  و تد  

و د  من منتيَ  هو  وأما  ميتة ارنتاج    48و د  من ،  ينما است دس ق اع الصنادة نفس   100

 و د  اهلا ال مية المتا ة لى ىي النهائلا لىمستهى ين   12المت قية والتلا تمثل 
 

هذا وتسمى مد لأت أ  ق اع من الق ادات اي ي  ومن الق اع نفس   ت " ال ىي  ين       

و تد     160=  100+    60  وهو يمثل الا  التنا هذ   Interindustry Demandالصنادات "  

  وأما مد لأت الق اع من  و د  الا ق اع الصنادة   112=  48+    64الا ق اع الزيادة و 

لق اع    48و د  لق اع الزيادة و   40المد لأت ايولية والتلا يمثىها الصف اي يي، وهلا  

   Nonindustrial Demandالصنادة اي ىق دىيها ال ىي غيي الصنادلا  
 

نهاية ثلأث سنوات سوف      أاادت  نن  الا  قد  ا.قتصادية  الدياسات  ااتيانا  نن  هذا ولو 

و د (،  ينما الا    76و تد  ) د.  من    70ين فض ال ىي دىى منتجَ ق اع الزيادة ليصل إلى  

و د     60ق اع الصنادة اان  من المتوقع أن يزداد ال ىي دىى المنتجَ زياد    يي  ليصل إلى 

لسنوات الثلأث  وهنا لعى  من الملأئس أن نثيي تساؤ.  مهمًا  وهو: ما هو  يس ارنتاج   نهاية ا

نتجَ الا  ل من الق اديْن    الم ىوي ت قيق   تى يم ن موايهتة ال ىي اليديد دىى الم 
 

و ما أشينا من ق ل اان  ل ق اع . يعمل  مفيد ، وإنما هناك نوع من العلأقة  ينهما قد تيعل   

اريماللا الا ق اع الزيادة يعتمد دىى ال ىي النهائلا دىى ق اع الصنادة، والع      ارنتاج 

 ص ي   وه ذا اان هناك دلأقة ما تي    ين الق اديْن   

واأن ددنا نفتيض أن  ل لا يتم ن الق ادان من موايهة ال ىي دىى منتيَيهما  نهاية السنوات   

الزيادة   ق اع  ينتج  أن  ييي  اان   الصنادة                     1الثلأث،  ق اع  ينتج  وأن  و د  

   و د   2
 

و د  من    60و د  اان  است دس    200ومن اليدول السا ق، يأينا أن  ل لا ينتج ق اع الزيادة  

و  رنتتاج  100منتيَ   اان   وه ذا  الصنادة   ق اع  نتجَ  م  من  ق تاع    1  و د   الا  و تد  

الزيادة اان هذا الق اع ييتتي أن يست دس 
60

من إنتاي  الذاتلا و   2001
100
و د     2001

اان  رنتتاج   و د  الا ق اع الصنتادة ييتي أن    2من منتج ق تتاع الصنادة  و المثل، 

يست دس هذا الق اع 
64

و د  من منتج ق اع الزيادة و   1602
48
و د  من منتجَ    1602

 الق اع الصنادلا ذات   هذا وإذا دىمنا أن: 
 

 

 ارنتاج اريماللا لق اع الزيادة = ال ىي  ين الصنادات + ال ىي غيي الصنادلا 
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 = )ددد الو دات المستهىَ ة  واس ة ق اع الزيادة(     

 ة( + )ددد الو دات المستهىَ ة  واس ة ق اع الصناد        

   +  ال ىي النهائلا        

    =  1 ااننا نيد أن: 
 
 

+ +2 170
64 60

160 200
 

 و د     70 يث أن ال ىي النهائلا اليديد دىى منتجَ ق اع الزيادة هو  

 و المثل: 

 ارنتاج اريماللا لق اع الصنادة = ال ىي  ين الصنادات + ال ىي غيي الصنادلا  

 = ددد الو دات المستهىَ ة  واس ة ق اع الزيادة     

 + ددد الو دات المستهىَ ة  واس ة ق اع الصنادة        

 + ال ىي النهائلا         

    =   1أ  أن:  
 
 

+ +2 160
48 100
160 200

 

 هلا ال ىي النهائلا اليديد دىى منتج ق اع الصنادة   60 يث  
 

وه ذا يم ن  تا ة معادلتلا ارنتاج اريماللا لق ادلا الزيادة والصنادة الا ش ل مصفواات     

 دىى الن و التاللا: 

 

 
 
 
 
 

1

2

   =

 
 
 
 
 
 
  

64 60
      
160 200

48 100
      
160 200

  

 
 
 
 
 

1

2

   +

 
 
 
 
 

70

60
 

  X   +=   أ  أن:   
  

=    يث:  

 
 
 
 
 

1

2

   ،Output Matrixوتسمى  مصفواة الم ييات   

 

X   =

 
 
 
 
 
 
  

64 60
      
160 200

48 100
      
160 200

 الم ييات   –وتسمى  مصفواة المد لأت    

Input – Output Matrix    
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   =

 
 
 
 
 

70

60
   Demand Matrixوتسمى  مصفواة ال ىي  

 Technicalالم ييات المعاملأت الفنية    - ىق دىى دناصي مصفواة المد لأت  هذا وي     

Coefficients  لذلك يسميها ال عض أ يانا   مصفواة المعاملأت الفنية   

المد لأت        نفسي دناصي مصفواة  أن  اأن  الملأئس  ااذا يمزنا    -ولعى  من  الم ييات  

 ش ل داس  اان  و ما وا نا من ق ل، نيد أن  من     i ]Xلىعنصي دا ل المصفواة أ  اليمز

الت   هناك    200 ين  الزيادة  ق اع  إيماللا مد لأت  تمثتل  والتلا  منتجَ    60و د   و د  من 

و د  من منتجَ ق اع الصنادة  وه ذا اان العنصييْن    100الق اع نفس  و 
60

200
  ،

100
200
الا    

اي المد لأت  العمود  لمصفواة  الزيادة    –ول  ق اع  نسي مد لأت  يمثلأن  إنما  الم ييات 

والتلا تنتى من ق اع الزيادة نفس  وق اع الصنادة دىى التيتيي  و صفة دامة، اان العنصي 

i ]X     )يمثتل نس ة ذلك اليز  من مد لأت الق اع )أو الصنادةi  ذ  ينتلا من إنتاج  وال

   [الق اع )أو الصنادة(  
 

الم ييات تتياوح الا قيمتها ما  ين صفي    –و ما نلأ ي اان دناصي مصفواة المد لأت  

، وأن ميموع دناصي أ  دمود . يم ن أن تزيد دن الوا د الص ي   ن   ال من اي وال   1و

الم ييات دن الوا د    –العمود الوا د الا مصفواة المد لأت  وداد  ما يقل ميموع دناصي  

 الص ي   الما أن هناك مد لأت أولية )دمل، أيض، مواد أولية،     إلخ(  
 

 الم ييات الا  التنا هذ  الش ل:  - وتن ذ مصفواة المد لأت 

 X   =

 
 
 
 
 
 
  

64 60
      
160 200

48 100
      
160 200

   =
 
 
  

 
 0 4   0 3 

 0 3   0 5 
 

 

المد لأت   الا مصفواة  الفنية  المعاملأت  ال صول دىى  ويم ن  )  - هذا  ( دىى  Xالم ييات 

 الن و التاللا:  
 

 العمود الأول:  

رييتتاد دناصتتي العمتتود ايول الممثتتل لمتتد لأت ق تتاع الزيادتتة، نقتتوس  قستتمة  

، 60 تتل دتتدد متتن ايدتتداد الواقعتتة اتتلا هتتذا العمتتود والممثىتتة لى ىتتي  تتين الصتتنادات )أ  

والمويتتود اتتلا العمتتود اي يتتي  200( دىتتى إيمتتاللا م ييتتات هتتذا الق تتاع وهتتو 100
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ه تتتتتذا ن صتتتل دىتتتى المعتتتاملأت الممثتتتل لىنتتتاتج اريمتتتاللا )أ  إيمتتتاللا الم ييتتتات(  و

الفنية الا العمود ايول وهلا: 
60

200
 ،

100
200
  

 

 العمود الثاني:  

وهو يمثل مد لأت الق اع الصنادلا،  يث نقوس أياا   قسمة ايدداد المويود  الا هذا العمود  

يماللا م ييات الق اع الصنادلا وهو  ( دىى إ48،  64والممثىة لى ىي  ين الصنادات )أ   

، و ذلك ن صل دىتتى المعاملأت الفنية الا العمود الثانلا وهلا:  160
64

160
  ،

48
160

  وه ذا  

ايمتتي  النس ة لى ا.ت التلا ي ون ايها أ ثي من ق ادين  وتىزس ارشاي  إلى أن  من السهل  

 الم ييات ت ون دائما  مي عة   –ن مصفواة المد لأت دىينا أن نديك أ
 

 هذا والمعادلة: 

 =+   X   
 

 

 

   Input – Output Equationالم ييات"  –تسمى  ت "معادلة المد لأت 
 
 

اان  ييي است داس ي ي المصفواات الا هذا الشنن    ول لا ن صل دىى مصفواة الم ييات  

 وذلك دىى الن و التاللا: 
 

  X       ∴  -=     X   +=     يث أن: 
 

 وه ذا يم ن  تا ة ذلك دىى الصوي : 
 

 I-=   X      من المعيوف أنI=   

)أ  أن:   )I-=     X  

من    1-(I-  X( مويود، اان   ايي ال يايْن الا ) I-  Xو ااتياض أن مقىوي المصفواة ) 

 ، ااننا ن صل دىى: Pre-multiplicationيهة اليمين 
 

 

(I-  X)1-(I-  X )= (I-  X)1-  

      ( =I-  X)1-   
 

 (  I-  X مييد معياة مقىوي المصفواة )  وه ذا اان  يم ن ت ديد مصفواة الم ييات 
 

 والا  التنا هذ : 

 I-  X   =
 
 
  

          

          
 

1

1
  -  

 
  

 
 0 4   0 3 

 0 3   0 5 
   =

 
 
  

 
 0 4-   0 7 

 0 7    0 5- 
 

 

 صفي

 صفي
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المصفواة   مقىوي  هذا  I-  Xوريياد  الا  ق ل  من  إليها  ارشاي   س ق  التلا  ال  وات  نت ع   ،

 الفصل،  يث نيد أن: 
 

=   I-  X( =  I-  Xم دد المصفواة ) 
 0 4-   0 7 

 0 7    0 5- 
 =0,49  – 0,20   =0,29 

 

مصفواتة الميااقتتات =  
 
 
  

 
 0 5   0 7 

 0 7   0 4 
 

مع و  مصفواة الميااقتات =  
 
 
  

 
 0 4   0 7 

 0 7   0 5 
 

∴  (I-  X)-1   =
 
 
  

1
  
0 29

 0 4   0 7 

 0 7   0 5 
 =

 
 
  

1
  
29

 40  70 

 70 50
 

  ما يىلا:  و ذلك يم ننا ال صول دىى مصفواة الم ييات  

  ( =I-  X)-1    
 

أ  أن:  

 
 
 
 
 

1

2

  =  

 
 
 
 
 

1
  
29

 40  70 

 70 50
  

 
 
 
 
 

70

 60
   =

 
 
 
 
 

2517

 2655
 

 

ينتج   أن  الزيادة ييي  اان ق اع  ينتج ق اع    251.7وه ذا  أن  الصنادة  و د ،  ما ييي 

 و د ، وذلك  تى يتس التم ن من موايهة ال ىي النهائلا الم    ل     265.5

 عد ذلك يم ننا تقديي  يس العمل اللأزس تد يي  رنتاج ال مية الم ىو ة اللأزمة لموايهة ال ىي  

 النهائلا الم    ل  وذلك  ما يىلا: 
 

و د   ناتج    200و د  دمل رنتاج    40 يث أن   انت هناك  اية لت  في قطاع الزراعة:  

إيماللا )إيماللا الم ييات(، ااننا نست يع القول  تنن العمل يمثل 
40

200
من إيماللا    0.2=    

،    0.2×    251.7و د  اان  يس العمل الم ىوي هو:    251.7الم ييات  لذلك اان  رنتاج  

 و د     50.34  أ 
 

 يس العمل الم ىوي =  في قطاع الصناعة: 
48
160
 و د    79.65=  265.5×  

الم ييات وذلك إذا ما    – ولعل المثال التاللا يىقى المزيد من الاو  دىى ت ىيل المد لأت  

 ادت ينا ثلأث صنادات  د.  من اثنتيْن  
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 (: 14مثال )

التفادل   يوا   التاللا  صنادتتات    Interactionاليدول  ثلأث  دا ل         P  ،Q  ،Rما  ين 

 اقتصاد ما: 
 

 المدخلات
 

 المخرجات

 

الطلب  الصناعـــة 
 النهائي 

 إجمالي
   P Q           R المخرجات

 Pالصناعة 

 Qالصناعة 

 Rالصناعة 

22 

88 

66 

80 

40 

60 

76 

38 

57 

42 

34 

7 

220 

200 

190 

   19 20 44 العمــــل
 

 المطلوب: 

 الم ييات   –إيياد مصفواة المد لأت  أولاً:

هتو    ثانياً: اليديد  النهائلا  ال ىي  أن  دىمت  إذا  الم ييات  مصفواة    17،  51،  68ت ديد 

 ، دىى التيتيي  P  ،Q ،Rلىصنادات 

 ما هو  يس العمل  ينئذ ل ل من الصنادات الثلأثة   ثالثاً:

 
 

 الحــل: 

)  الم ييات   –المد لأت مصفواة أولاً:  )X  يم ن ت وينها  ما يىلا 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

    

=

 

   

   

76 80 22

190 200 220

38 40 88

190 200 220

57 60 66

190 200 220

       

       

       

X   =

  
 
 
 
 
 
 
  

     

   

   

0 4   0 4   0 1 

0 2    0 2   0 4 

0 3    0 3    0 3

 

 

=    تن ذ الصوي  :    مصفواة ال ىي  ثانياً: 

 
 
 
 
 
 
 

68

 51

 17 
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أن   ) و يث   =I-  X)1-    ،    مقىوي إيياد  يىزس  اان   الم ييات،  مصفواة  هلا 

 ( وذلك دىى الن و التاللا: I-  Xالمصفواة ) 
 

 

 I-  X   =

 
 
 
 
 

      0   0   1 

0   1   0 

1   0   0 

  

 
 

− 
 
 

     

   

  

0 4   0 4   0 1 

0 2    0 2   0 4 

0 3    0 3     0 3 

 
 

                  =

  
 
 
 
 

     

   

  

0 4-   0 4   0 9 

 0 2-    0 8     0 4- 

0 7    0 3 -    0 3 -

 

=   I-  Xم دد المصفواة  
     0 4-   0 4    0 9 

 0 2-     0 8     0 4- 

0 7     0 3 -    0 3 - 

 

           =

    
 +

 +
1 1 3

2 1 3

0 4-   0 4    0 9 

 0 2-     0 8     0 4- 

0 7     0 3 -    0 3 - 

u u2-
u u4 

غ

غ

 
 

            =
 
 
  

  
 2 0-  1 7 

 2 5    1 7 - 
0 2 

 

    =0,2  [1,7  ×2,5  – ( -2,0  × -1,7 ]) 
 

    =0,2  ×0,85   =0,17 

 هلا:  I-  Xمصفواة الميااقات لىمصفواة  

 

−

−

 0 8   0 4-  0 2-  0 4-  0 2-  0 8 

 0 3 -   0 3 -  0 7    0 3 -  0 7   0 3 - 

 0 4-   0 9  0 4-   0 9   0 4-   0 4- 
 

 0 3 -   0 3 -  0 7    0 3 -  0 7   0 3 - 

 0 4-   0 9 

 0 8    0 4

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−

−
 0 4-    0 9  0 4-   0 4- 

-  0 2-     0 4-  0 2-   0 8 
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           =

 
 
 
 
 

      0 36   0 34   0 50 

0 39   0 51   0 40 

0 56   0 34   0 40 

 

مع و  مصفواة الميااقات =  

 
 
 
 
 

      0 40   0 40   0 50 

0 34   0 51   0 34 

0 56   0 39   0 36 

 

∴  (I-  X)-1    = 
 
 
 
 
 

      0 40   0 40   0 50 
1

0 34   0 51   0 34 
0 17

0 56   0 39   0 36 

 = 
 
 
 
 
 

      40   40   50 
1

34   51   34 
17

56   39   36 

 

 (  يث:و ذلك يم ننا ال صول دىى مصفواة الم ييات ) 

  ( =I-  X)-1    
 

        = 
 
 
 
 
 

      40   40   50 
1

34   51   34 
17

56   39   36 

 
 
 
 
  

68
 51 
 17 

   =
1

17
  

 
 
 
 
 

6120

 5491 

5389

   =

 
 
 
 
 

360

 323 

317

 

 

ن من    R  و  Q  و   Pوهذا يعنى أن  مية ارنتاج الم ىو ة من الصنادات الثلأثة   والتلا تمً ت

 و د  دىى التيتيي    317، 323، 360موايهة ال ىي النهائلا الم    ل  ييي أن ت ون  
 
 

 ثالثاً: تقدير حجم العمل المطلوب في كل صناعة 

=   P يس العمل الم ىوي الا الصنادة  
44

220
 و د     72=  360×  

=   Q يس العمل الم ىوي الا الصنادة  
20

200
 و د    32,3=   323×   

=   R يس العمل الم ىوي الا الصنادة  
19

190
 و د    31,7=  317×  

 

 

 Production Planning  تخطيط الإنتاج:  -2

 (  16( و ) 15يم ن است داس المصفواات الا ت  ي  ارنتاج وذلك  ما يوا   المثا.ن )     
 

 (: 15مثال )

ثلأثة        إلى  منتيَاتها  منا ق  يع  الشي ة  قسمت  وقد  منتيَات   شي ة  انتاج  مسة  تقوس 

الم يعات المتوقَّعة ل ل منتجَ من المنتيَات ال م  الا  ل من قة    Lمنا ق  وتوا  المصفواة  

 من منا ق ال يع الثلأث وذلتك  لأل شهي قادس  
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 المنطقة          

  L =

     

    

 
 
 
 
 
 
 
 

  3      2      1

1 350 200 500

2 100 300 400

3 50 425 250

4 350 150 100

5 225 175 200

 المنتجَ    

 

نات   توليفة من أي عة م وًت قياسية  وتوا     Componentsويتس تصنيع  ل منتجَ  است داس 

ن است  دس الا تصنيع  ل منتجَ   wالمصفواة    ددد الو دات ل ل م وًت
 

ِّن                                  المكــو 

  w =

     

    

 
 
 
 
 
 
 
  

 4     3  2   1

1 0  2  0  1

2 0  1 1  1

3 3 0 1  2

4 1 1 2  0

5 1 3 2  1

 المنتجَ    

ن استهلأك أنواع معينة من المصادي  وتشيي المصفواة   إلى    ;هذا ويت ىي تصنيع  ل م وًت

هذ    دىما   نن  ن،  م وًت من  ل  وا د   و د   إنتاج  الا  المصادي  تىك  من  المست دمة  ال ميات 

 دمل ارنتاج وددد سادات التيميع  المصادي تتمثل الا ثلأثة أيزا  قياسية وددد سادات 
        

 المصدر       

الجزء  

(1 ) 

الجزء  

(2 ) 

الجزء  

(3 ) 

 عمل 

 )إنتاج( 

 عمل 

 )تجميع( 
 

;   =  

 
 
 
 
 
  

3 2 1 0 2

1 5 2 3 1

2 4 1 2 0

6 1 1 4 0

   

1

2

3

4

ِّن    المكو 

 

ينيها،    25(  1 ما تمثل المصفواة ف ت ىفة  ل من المصادي ال مسة   يث ت ىغ ت ىفة اليز  ) 

  10ينيها ، و ل سادة دمل الا قسس ارنتاج ت ىف    30(  3ينيها ، واليز  )   15(  2واليز  ) 

 ينيهات    8ينيهات، وأ ييا   ل سادة دمل الا قسمة التيميع ت ىف 
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 أ  أن: 

 ( 8 10 30 15 25ف = ) 
 

 المطلوب: 

  است داس المصفواات، أويد ما يىلا: 

 ال ىي اريماللا المتوقَّع دىى  ل منتجَ من المنتيَات ال مسة   أولاً:

ن من الم ونات ايي عة   ثانياً:  ال مية الم ىو ة ل ل م وًت

نات ايي عة   ثالثاً:  ال مية اللأزمة من  ل مصدي رنتاج الم وًت

 ج المنتيَات الم تىفة  الت ىفة اريمالية رنتا  رابعاً:
 
 

 الحــل: 

مع أن  يم ن ت ديد ال ىي اريماللا المتوقَّع دىى  ل منتجَ من المنتيَات  يمع دناصي  أولاً:  

، إ. أن الهدف هنا هو تواي   يفية است داس المصفواات الا هذا  L ل صف من المصفواة  

 ل دنصي من    1×    3الا متي  دمود من الديية    Lايمي، لذلك سوف نايي المصفواة  

دناصي  يساو  الوا د الص ي   وسوف ي ون الناتج ال ىي اريماللا المتوقع دىى  ل منتجَ   

 أ  أن:  i اصل الايي  اليمز  ددنا نيمز لمصفواة  
 

  i   =L  

 
 
 
 
  

1

 1 

1

   =  

 
 
 
 
 
 
 
 

350 200 500

100 300 400

50 425 250

350 150 100

225 175 200

 

 
 
 
 
  

1

 1 

1

 

 

           =

 
 
 
 
 
 
 
 

1050

800

 725 

600

600

     

 

نات مست دمة الا العمىية ارنتايية ااننا ن تاج إلى الوصول  ثانياً:    يث أن هناك أي عة م وًت

ن  وهذا يتنتَّى  ايي مع و    إلى أي عة أدداد يمثل  ل منها ال مية الم ىو ة من  ل م وًت

  وإذا يمزنا إلى مصفواة  اصل الايي  اليمز w، الا المصفواة ´i، أ  iالمصفواة 

 ااننا ن صل دىى:  [

 ( 1إيماللا ال ىي دىى المنتج )

 ( 2إيماللا ال ىي دىى المنتج )

 ( 3إيماللا ال ىي دىى المنتج )

 ( 4إيماللا ال ىي دىى المنتج )

 ( 5إيماللا ال ىي دىى المنتج )
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 ]  =i´w      

 
 
 
    =

  
 
 
  

600 600 725 800 1050

0  2   0   1

0  1  1  1

3 0 1  2

1 1 2  0

1 3 2  1

 

              = 
 
3375 5300 3925 3900 

 

نات ايي عة هلا دىى التيتيي   ،  3925،    3900وهذا يشيي إلى أن ال ميات الم ىوي من الم وًت

 و د    3375،  5300
 

 

يم ن  ثالثاً:   ايي عة  الم ونات  رنتاج  ال مسة  المصادي  من  مصدي  من  ل  اللأزمة  ال مية 

ال ميات   مصفواة  دىيها  ايي  )ال صول  ايي عة  نات  الم وًت من  الا        [الم ىو ة   )

 ، أ  أن: g  وددنا نيمز لمصفواة  اصل الايي  المصفواة  ;المصفواة  
 

g   =;]   = 
 
3375 5300 3925 3900  

 
 
 
 
 
  

 3 2 1 0 2 

1 5 2 3 1 

2 4 1 2 0 

6 1 1 4 0 

 

                     = 
 
46475 52000 20425 35875 11725 

 

(، سادات  3(، اليز  )2(، اليز  ) 1وهذا يعنى أن ددد الو دات الم ىو ة من  ل من اليز  ) 

  46475  ، 52000،   20425،   35875،  11725 دمل ارنتاج، سادات دمل التيميع هلا  

 و د  دىى التيتيي  
 

المصفواة  رابعاً:   ايي  دن  ييق  اريمالية  ارنتاج  ت ىفة  إيياد  مع و     gيم ن  الا 

 : اان Jالمصفواة ف  ااذا يمزنا لمصفواة  اصل الايي  اليمز

J   =g  = ف 
 
46475 52000 20425 35875 11725  

 
 
 
 
 
 
 
 

25

15

 30 

10

8

 

 ينيها   2535800=                 
 

 ينيها   2535800أ  أن إيماللا ت ىفة ارنتاج هو 
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 (: 16مثال )

، ويت ىي إنتاج  ل منها  ميات معينة  ]،  X  ،Fيقوس مصنع  انتاج ثلأثة منتيَات   

تع ى مت ى ات  ل    من ثلأثة أنواع من المواد ال اس  اراااة إلى العمل  والمصفواة  

 منتجَ من المواد ال اس والعمل: 

  
        

    =
 
 
 
 
 

            3     2     1 

6  2 3 2 

 8   8 2 3 

4  5 2 4 

 

 

ع َّيا  دنها  الينيهات ل ل و د ، الا  ين ي قا  العمل  عدد السادات   هذا دىما   نن المواد ال اس م 

 ل ل و د   
 

المواد ال اس هلا   يني  ل ل  يىو يياس دىى    2.5ينيهات،    8يني ،    2ااذا دىمت أن ت ىفة 

العمل   ت ىفة  ت ىغ  إنتاج    8التيتيي،  ما  ييغتي الا  المصنتع  ل ل سادة  و ان  ،  800يني  

 دىى التيتيي   ]،  X ،Fو د  من المنتيَتتات    600،  2000
 

 المطلوب: 

  است داس المصفواات، أويد ما يىلا: 
من        أولاً: الم ىو ة  ال ميات  رنتاج  اللأزمة  والعمل  ال اس  المواد  من  اريمالية  ال ميات 

 المنتيَات الم تىفة  

 "، ا سي الت ىفة اريمالية للإنتاج  أولاً  مست دما  نتائيك الا "  ثانياً:
 

 الحــل: 

المنتيَات   أولاً: من  إنتايها  الم ىوي  ال ميات  يمثل  الذ   لىمتي   أو.   نيمز  الثلأث        ددنا 

  اليمز ك،  يث: 
 

 (]المنتجَ )(   Fالمنتجَ )(   Xالمنتجَ )                
       ;   = 

 
600 2000 800    

  

وهنا يم ن ت ديد ال ميات اريمالية من المواد ال اس والعمل اللأزمة رنتاج ال ميات الم ىو ة  

  ااذا يمزنا لمصفواة  ، وذلك  ايي المتي  ك الا المصفواة  ;والمع َّي دنها الا المتي   

 ، اان: L اصل الايي  المصفواتة  

 

 العمل

 المواد ال اس  

 ج المنتَ 

 ج المنتَ 

 ج المنتَ 

 



 

231 
 

 

  

L   = 
 
600 2000 800  

 
 
 
 
 

         3     2     1    

6 2 3 2 

 8 8 2 3 

4 5 2 4 

 

 

 سادات العمل   المواد ال اس ) يس(              

     = 
 
23200 20600 7600 10000  

 

  20600، 7600،  10000والعمل هلا  (  3، 2،  1أ  أن ال ميات الم ىو ة من المواد ال اس ) 

 سادة دىى التيتيي   23200 يس،  
 

   أ  أن: الا المصفواة   Lيم ن إيياد الت ىفة اريمالية للإنتاج  ايي المصفواة    ثانياً:
 

الت ىفة اريمالية =    
 
23200 20600 7600 10000 

 
 
 
 
 
  

 2 

 8 

 25 

8

 

            =10000(2  + )7600 (8  + )20600  (2,5 + )23200 (8 ) 

 يني   317900=           
 

 

 Market Equilibrium      توازن السوق: -3

. نود أن نزيد أ ثي مما   تتي دن توازن السوب دند تناولنا لهذا المواوع الا الفصل       

ايول و ذلك دند تناولنا ت  يقات الم ددات الا الفصل اليا ع  ول ن اليديد هنا هو است داس  

الا ت ديد سعي و مية التوازن  أ  است داس المصفواات    – د.  من الم ددات    –المصفواات  

 دالتلا العيض وال ىي، وذلك  ما يتا  الا المثال التاللا: الا  ل 
 

 (: 17مثال )

د سعي 18 است داس دالتلا العيض وال ىي الوايدتيْن الا مثال )      ( الا الفصل السا ق،  دًت

 و مية التوازن مست دما  الا ذلك المصفواات  
 
 

 الحــل: 

  يث أن الدالتيْن هما:      

   دالة الطلب   3  5;  22=+ 

 دالة العرض       2  3;  2=− 

المنتجَ ) (    Xالمنتجَ )
F   )( َالمنتج[ 

) 

 

 

 لعملا

 المواد الخام  

 المنتجَ 

 المنتجَ 

 المنتجَ 



 

232 
 

 X   =Fاان  يم ن واع المعادلتيْن الا ش ل مصفواات دىى الصوي :  
 

=  يث:  X
 
 
  

 
 5   3 

 3 -   2 
   ،=   

 
 
  

;
     ،= F 

 
 
  

22

2
 

1=   و يث أن:   H-F 

 وذلك دىى الن و التاللا:  Hاان الم ىوي هو إيياد مقىوي المصفواة  
 

| =   H   | =Hالم دد 
 5    3 

 3 -   2 
  = -9 –  10  = -19 

مصفواة الميااقات =  
 
 
  

 
 2-   3 - 

 3    5- 
، مع و  مصفواة الميااقات =   

 
 
  

 
  5-  3 - 

 3   2- 
 

∴  1 H-   =
 
 
  

  
  5-  3 - 1-
 3   2- 19

   =
1

19

 
 
  

  5    3 

 3 - 2 
 

 

∴  
 
 
  

;
   =

1

19

 
 
  

  5    3 

 3 - 2 

 
 
  

22

2
   = 

1

19

 
 
  

76

38
   =

 
 
  

 4 

2
 

 

 2 مية التوازن =   ،  4أ  أن: سعي التوازن = 

 الم ددات  وهلا نف  النتيية التلا توصىنا إليها  است داس 
 

 

 الضرائب الإضافية والدعم الحكومي وتوازن السوق:  -4
Additive Tax & Subsidy and Market Equilibrium  

  
الا ت ديد سعي و مية    -  د.  من الم ددات    - وهنا أياا يم ن است داس المصفواات  

لىقايئ   نتيك  وسوف  لىسىع   ددس   وملا  تقديس  أو  ايض ايائي  إداد   ل       التوازن  عد 

( الا الفصل السا ق مست دما  الا ذلك المصفواات  د.  من الم ددات،  يث سيصل  20مثال ) 

 إلى نف  النتائج  
 

   Production Mix الإنتاج المختلط:  -5

لقد تناولنا الا الفصل السا ق من هذا ال تاي مواوع ارنتاج الم تى ، ويأينا  يف   

تا ة   يم ن ت ديد  ميات   ارنتاج لىمنتيات الم تىفة الا يل ارم انات وال اقات ارنتايية الم 

هذا   الا  الم ددات  من  المصفواات  د.   ول ن  است داس  المواوع  نف   نتناول  سوف  وهنا 

 الشنن  ويتا  ذلك من المثال التاللا: 
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 (: 18مثال )

 المصفواات  د.  من الم ددات ( الا الفصل السا ق  است داس 21الم ىوي إداد   ل مثال )
 

 الحــل: 

( السا ق ارشاي  إلي  إلى أن ميمودة المعاد.ت التلا ت  س  ميات  21لقد توصىنا الا مثال ) 

 ارنتايية  ال اقة ارنتايية هلا: 

 + +3 2 13    2  =1300 

 + +3 2 12  3  4  =1900 

   + +3 2 12  4    =1100 

 وهذ  المعاد.ت يم ن واعها الا ش ل مصفواات دىى الن و التاللا: 

  H   =F يث:  

 

 
 
 
 
 

      

=
1   2   3 

6   2   4 

4   3   9 

X    ، =

 
 
 
 
  

1

2

3

    ،F  =

 
 
 
 
  

1300

 1900 

1100

 

1=   و يث أن:   H-F 

  ما يىلا:  Hاان  يىزس إيياد مقىوي المصفواة  

  |H  = |29   ( الا الفصل السا ق  21س ق إييادها الا مثال ) 

مصفواة الميااقات =  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−

− −

−

 3   4  2   4  2   3 

 4   1  2   1  2   4 

 1  2  3  2 3  1 
 

 4  1  2   1  2    4 

 1   2  3  2  3   1 

 3   4  2   4  2    3 

 

 

          =

 
 
 
 
 

      

 

13   6-   2- 

 7 -   1    10 

 2     8    7 - 
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مع و  مصفواة الميااقات =  

 
 
 
 
 

      

 

7 -   10   2- 

8    1    6- 

2    7 -   13 

 

∴  1 H- =
1

29

 
 
 
 
 

      7 -   10   2- 

8    1    6- 

2    7 -   13 

 

 أ  أن:  

 

 
 
 
 
  

1

2

3

   =
1

29

 
 
 
 
 

      7 -   10   2- 

8    1    6- 

2    7 -   13 

 
 
 
 
  

1300

 1900 

1100

 

       =1

29

 
 
 
 
  

8700

 2900 

5800

   =

 
 
 
 
  

300

 100 

200

 

 

و د     200،  100،  300أ  أن  يم ن لىشي ة أن تستغل  امل  اقتها ارنتايية وذلك  انتتاج  

 دىى التيتيي   ،  H ،Fمن المنتيَات  

 وهلا نف  النتيية التلا  صىنا دىيها  است داس الم ددات  
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 تمارين
 الفصل الخامس

 إذا  انت:  -1

     

 
 
 
 
 

      

=
0   1-   3 

3   4   1 

2   5   2 

X         ،      

 
 
 
 
 

      

=
6   0   2 

0   1-   1 

1-   2    3 

F 

 أث ت أن:  أولاً:    

 1-  HF   HF 2-  ( )=H HF  F´´ ´ 

 3-  ( )=
11 1H HF  F
-- - 

 أويد المصفواات التالية:  ثانياً:     

 1-  2  3HF -  2-  +  2HF 

 

 أويد مقىوي المصفواات التالية:  -2

    

 
 
 
 
 

      

=
1-   2   4 

2    1    3

3    4-   1

X،   

 
 
 
 
 

      

=
2   2   3 

0   1   2 

1   5    4 

F 

 مست دما  الا ذلك:     

  ييقة ياو    -       ييقة الميااقات  - 

 

 إذا  انت:  -3

    

 
 
 
 
 

       

=
4   3   1- 

6     2     4  

2    6    5 

X       ،

 
 
 
 
 

      

=
2   1-   3 

1   1    1 

3   5    0 

F ، 

    

 
 
 
 
 

      

=
6   3   1 

1-   2   1 

0   5    2 
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 أث ت أن:  ولاً:أ

     1-  ( )+ =H H HF F        2-  ( )+ =H  H HF F   

     3-  ( ) ( )= H HF F  
 

 H[  =، إذا  انت:  [أويد المصفواة   -1 ثانياً:

H=، إذا  انت:  Iأويد المصفواة   -2         IF 
 

 أث ت أن المصفواات التالية:  -4

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

     

   

   

 2  1  2 

3 3 3

 1  2  1 

3 3 3

 1  2  2 

3 3 3

       

       

       

 

  ،

 
 
 
 
 
  

      2   2  1- 

2   1-   2 

1-   2   2 

 

 هلا مصفواات متعامد    

 

 أث ت أن:  -5

k[ =   HIم دد المصفواة ]       I }   [ م ددH ]{    

 مقداي ثا ت، I يث:      

              H   مصفواة مي عة من اليت ةk   ×k 
 

 إذا  انت:  -6

     

 
 
 
 
 

      

=
4   3 -   3 

4   3 -   2 

1   1-   0 

X 

-1=أث ت أن:       3H H 
 

 

 التلا تيعل من غيي المم ن إيياد مقىوي لىمصفواتة التالية:  أويد قيمة   -7

 

 
 
 
 
 

      −  

−

−

2   2   3 

1     4   1 

 1-   4-   2- 
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ل المعاد.ت ال  ية التالية  است داس المصفواات:  -8   ت

= - أ     + +14  u3  2   

 = + −15  u5    2 

 = − −13 -  u4  2  3 
 

= - ب    + +9  u  3  2 

 = + +6  u3  2   

 = + +8  u2    3 
 

= - ج     + +8  u     

 = + −6  u2  2   

 = − +14  u7  5  3 
 

 أث ت أن  لأ من المصفواتيْن التاليتيْن لي  لها مقىوي مست دما  الا ذلك:  -9

  ييقة ياو   -ي    ييقة الم ددات    -أ     
  

      

 
 
 
 
 

      

= 

4   5   3 - 

1-   1-   1 

5   12   2 

  ،   

 
 
 
 
 

      

= 

2   3 -   2 

3   2-   1 

1   4-   3 

] 

 

   الع اي  ال  ن: ص ي ة أس  ا ئة، ثس صً ت واًت  ما إذا  انت أ  من الع ايات التالية   - 10

المصفواتيْن    .أ من  المصفواتيْن    H  ،Fإذا  انتت  ل  اان  الديية،  نف    HFمن 

 مويودتان   HF  و
 

،  HFمويودتان اان    HF  ،HFمصفواتان، و انت المصفواتان    H  ،Fإذا  انت   . ب

HF   يم ن أن ت ونا متساويتين . 
 

 من أ  ديية اان:   Hلو أن المصفواة   . ج

           H I = I  H   =H 
 

 

 هلا مصفواة صفيية   Fاان المصفواة   H   =H   +Fإذا  انت:   د.  
 

 = صفي   HFهت  إذا  انت:  

 اان إ د  المصفواتيْن د اي  دن مصفواة صفيية       
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 اقتصاد ما: اليدول التاللا يوا  التفادل ما  ين ق ادلا الزيادة والتصنيع الا  - 11
 

 )بيانات افتراضية( 

 المدخلات       

 المخرجات  
 إجمالي المخرجات   الطلب النهائي   التصنيع   الزراعة  

 600 90 270 240 الزراعـــة

 450 60 90 300 التصنيـــع

   90 60 العمــــل
 

 المطلوب: 

 الم ييات   –إيياد مصفواة المد لأت  أولاً:
 

و د     63لنفتيض أن   عد ثلأث سنوات سوف ينقص ال ىي دىى الزيادة ليصل إلى    ثانياً:

إلى   ليصل  التصنيع  ال ىي دىى  يزيد  الوايي   105اق ،  ينما  ال مية  ما هلا  و د   

 إنتايها الا  ل ق اع  تى تتس موايهة ال ىي الا المستق ل  
 

 ً   يس العمل اليديد الا  ل ق اع  : ما هو ثالثا

 

ايما يىلا تداق السىع وال دمات ما  ين ق ادات الزيادة، الصنادة وال دمات الا اقتصاد    -12

 إ د  الدول: 

 )بيانات افتراضية( 
 

 المدخلات

 المخرجات
 الخدمات الصناعة الزراعة 

 الطلب 

 النهائي 

إجمالي  

 المخرجات

 100 40 40 صفي  20 الزراعة 

 200 20 100 40 40 الصناعة

 200 80 40 80 صفي  الخدمات

 المدخلات الأساسية 

Primary Input 
40 80 20 

  

 

 المطلوب: 

 الم ييات   -ت وين مصفواة المد لأت   أولاً: 
 

 ما هلا  مية ارنتاج اليديد  الا  ل من الق ادات الثلأثة إذا تغيي ال ىي النهائلا   ثانياً: 

 و د  دىى التيتيي   120،  50، 70الا المستق ل ليص           
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الا          ثالثاً:  اليديد   ارنتاج  ت قيق  ميات  دند  ايساسية  المد لأت  هو  يس   ما 

 الق ادات   الثلأثة         
 

يقوس م تي لتنييي السيايات  تنييي ثلأثة أنواع من السيايات صغيي  ومتوس ة و  يي      -13

  وييغي  [،  ،  H  ،Fويقوس هذا الم تي  تنييي سيايات  الا أي عة منا ق م تىفة  

هذا   الق ع   هذ   وت ىفة  الم تىفة  السيايات  غياي  ق ع  من  ا تيايات   تقديي  الا  الم تي 

 دتدد السيايات من  ل نوع والمتا ة للإيياي الا المنا ق الم تىفة:  Hوتمثل المصفواة  

 

 

 
 
 
 
 
  

=

 50000   40000  16000 

 20000 30000  15000 

 15000 10000  10000 

 30000 40000  12000 

H 

 

هذا ويهتس م تي تنييي السيايات  توايي أي عة أنواع من ق ع الغياي وذلك ل اية الم تي  

دىى   و نا    وار ايات   ال  اييات  ال وييهات،  الميو ة،  سيي  وهلا:  إليها  المت يي  

دياسات أ يييت دىى صيانة السيايات، تس التوصل إلى ددد ق ع الغياي اللأزمة ل ل  

 : Fة وذلك  ما توا   المصفواة  سياي  الا المتوس   لأل سن 

 

 

 
 
 
 
 
  

=

1 5   1 6  1 7

5 0    8   12 5 
 
0 5   0 75  0 9

6 0   6 5  4 0

F

, , ,
, ,
, , ,
, , ,

 

 

  المطلوب:  

  است داس المصفواات، أويد ما يىلا: 

  يس ال ىي ال ىى ل ل نوع من أنواع السيايات   أولاً:

 إيماللا ددد ق ع الغياي ل ل نوع   ثانياً:

المصفواة    ثالثاً: الغياي                   ;إذا  انت  ق ع  أنواع  من  نوع  ل ل  الو د   ت ىفة  تمثل 

 ايي عة  يث: 

  
 

=35 0  30 0  0 8  1 25  ;, , , ,     

 ا سي الت ىفة اريمالية ليميع ق ع الغياي                

 مست دما  نتائيك الا )ثانيا (، ا سي الت ىفة اريمالية ل ل نوع من ق ع الغياي   رابعاً:
 

 صريرة     متوسط        كبيرة      

 (  Hالمنطقة ) 

المنطقة ) 
F

  ) 

 (  المنطقة ) 

 (  [المنطقة ) 

   

 متوسط  صريرة   كبيرة       

  سير المروحة 

 بوجيهات 

  بطاريات 

 إطارات
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يت ىي إنتاج  ل منها  ميات معينة من      ،    H    ،Fيقوس مصنع  انتاج ثلأثة منتيَات  -14

مت ى ات  ل منتج    Lثلأثة أنواع من المواد ال اس  اراااة إلى العمل  وتع ى المصفواة  

 من المواد ال اس والعمل  

 

 

 
 
 
 
 
 

=

          3     2     1  

6  2 3 2 

 8  8 2 3 

4  5 2 4 

L 

 

 دىما   نن المواد ال اس مقاسة   ت يني  / و د ،  ينما العمل ممثل  عدد السادات ل ل و د   
 

ينيهات ل ل  يىو يياس دىى    4ينيهات،    6يني ،    3ااذا دىمت أن ت ىفة المواد ال اس هلا  

العمل   ت ىفة  ت ىغ  إنتاج    5التيتيي،  ما  المصنع ييغي الا  ل ل سادة  و ان  ينيهات 

 دىى التيتيي    ، H ،Fو د  من المنتيَتات   800،  1500،  600
 

 المطلوب: 

  است داس المصفواات، أويد: 

ال ميات اريمالية من المواد ال اس والعمل اللأزمة رنتاج ال ميات الم    لها من   أولاً:

 المنتيَات الم تىفة  

 مست دما  نتائيك الا "أو. " ا سي الت ىفة اريمالية للإنتاج   ثانياً:
 

الا    - 15 الوايد   والعيض  ال ىي  لدوال  التوازن  و مية  سعي  المصفواات،  دد   است داس 

 ( الا الفصل السا ق من هذا ال تاي  18التميين يقس ) 
 

( الا  19 دد سعي و مية التوازن لدالتلا ال ىي والعيض الوايدتيْن الا التميين يقس )   - 16

 الفصل السا ق  
 

دْ  ل التميين يقس )  - 17 السا ق مست دما  الا ذلك المصفواات  د.  من  ( الا الفصل  20أدت

 الم ددات  

 

 

 

 العمل

 المواد الخام   

 ج المنتَ 

 ج المنتَ 

 ج المنتَ 



 
 



 

 
 

 

عماللأرياضيات ا  
 تطبيقات في المجالات التجارية

 
 

 إعداد:

 دكتور/ أبوبكر عبد الرحمن عبد المتعال 

جامعة جنوب الوادي  –كلية التجارة   

 قسم الأساليب الكمية

 

الثاني الجزء   

 

 

 

 

 العام الجامعي 

2202  /3202  
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   الفصل السادس

 التفاضل
 

كثيراً ما نحتاج في حياتنا العملية إلى قياس التغيرات التي تحدث في قيمة الدالة )المتغير   

التابع( نتيجة لحدوث تغير طفيف في قيمة المتغير أو المتغيرات المستقلة، وهو ما يهتم به علم  

 الأمثلة التي توضح استخدامات ذلك في بعض التطبيقات الاقتصادية: التفاضل. وها هي بعض  

 التغير في التكلفة الكلية لإنتاج منتجَ معين نتيجة لكل وحدة إضافية في كمية الإنتاج.  −

 التغير في كمية الطلب على سلعة ما نتيجة لكل جنيه زيادة في سعر هذه السلعة.  −

 جة لكل جنيه زيادة في سعر السلعة. التغير في كمية المعروض من سلعة معينة نتي  −

التغير في كمية الوقود المستهلك بواسطة سيارة معينة نتيجة لكل كيلو متر زيادة في   −

 سرعة هذه السيارة. 

 التغير في قيمة الآلة أو الأصل الثابت بمرور الزمن سنة بعد أخرى.  −

في المتغير  إلى غير ذلك من الأمثلة التي توضح أهمية قياس التغيرات التي تحدث   

 التابع نتيجة لحدوث تغير محدد في المتغير المستقل. 
 

وفي دراستنا للتفاضل سوف نتناول العديد من النقاط التي تغطى هذا الموضوع والتي   

 سنوردها فيما يلي: 
 

 أولاً: معدل التغير المتوسط والميل 
Average Rate of Change and Slope 

 إذا كان لدينا الدالة: 
 ()  = د  

 

 هي المتغير المستقل.  هي المتغير التابـع،   حيث:  

في فترة معينة، بمعنى أن كل قيمة للمتغير    دالة مستمرة )متصلة( في   فإنه لو كانت  

داخل هذه    . فإن أي تغير طفيف في في هذه الفترة تناظرها قيمة محددة للمتغير   

)وتقُرأ    بالرمز   . ولو رمزنا للتغير في الفترة سوف يناظره تغير طفيف أيضا في  

  . وبشكل عام، فإن  بالرمز  فسوف نرمز له  (، وأما التغير المناظر فيدلتا  

 ترمز إلى التغير في أي متغير.  

  وهنا نجد أن:  

 



 .إلى التغير في   هي نسبة التغير في   
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 . بالنسبة إلى   وهذه النسبة تشير إلى معدل التغير المتوسط في  

، وإنما هي رمز لا يتجزأ  في    لا يعنى حاصل ضرب      هذا مع ملاحظة أن  

 .   . وهكذا الأمر بالنسبة إلى  ويشير إلى التغير في  
 

تمثل المتغير التابع، بينما    (، فإن )   = د   وعلى سبيل المثال، لو كان لدينا الدالة:  

1تأخذ القيمة    فإن   1القيمة    المتغير المستقل. وعندما يأخـذ المتغيـر  تمثل  

2القيمة  تأخذ   2القيمة   (. وبالمثل، فإنه عندما تأخذ 1) = د 1، أي أن: 

 (.  2) = د 2،  أي أن:  
 

 يتمثل في:  وهنا فإن التغير في  

 = 2 –   1 

                (1)                (1)  د  – ( 2) = د أي أن:  
 

. مع ملاحظة أن  في    Incrementفيسمى الزيادة    =  2  –  1وأما المقدار  

تشير إلى التغير في قيمة    . أي أن  تعنى نقصاناً في قيمة    القيمة السالبة لـ  

 . زيادةً أو نقصاناً. وهكذا الأمر بالنسبة إلــى   
 

 (: 1مثال )

من هذه السلعة.    من إحدى السلع تعتمد على سعر الوحدة    ;إذا كانت كمية المبيعات  

 وكانت العلاقة ما بين كمية المبيعات وسعر السلعة تمثلها الدالة التالية: 

 (  –  40) 200( =  )  = د  ; 

جنيهاً    15جنيهات إلى    10احسب مقدار التغير في كمية المبيعات إذا زاد سعر السلعة من  

 للوحدة الواحدة. 
 

 الحــل: 

دالة في    ;المتغير المستقل، أي أن    المتغير التابع بينما تمثل   ;في هذا المثال، تمثل 

 . المتغير  

 = 2  –  1 

   =15  –  10   =5 

 المناظرة كما يلي:  ;ويمكن حساب قيم  

1;   =200 (40  – 10  = )6000 

2; =200(40  –  15 = )5000 
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             ∴ ;   =2;– 1; 

      =5000  – 6000  =-  1000 
 

تعنى نقصاناً في كمية المبيعات. أي أن كمية المبيعات انخفضت بمقدار   ;والقيمة السالبة لـ  

جنيها، أي نتيجة لزيادة سعر    15جنيهات إلى    10جنيه نتيجة لزيادة سعر الوحدة من    1000

 الوحدة بمقدار خمسة جنيهات.
 

المتوسط في    التغير  التغير في    هذا ويمكننا تحديد معدل  إلى  على    بالنسبة 

 النحو التالي: 

 يمكننا الحصول على:   = 2 –  1 من المعادلة:  

   2  =1 +     (2 ) 

 ( نجد أن: 2(، ) 1المعادلتيْن )ومن 

    (1)  د  –( 2)  = د 

 (1)  د  –( +  1)  = د           
 

، فإنه يمكننا التعبير عـن تلـك المعادلـة  تمثل أي قيمة اختيارية للمتغير   1وحيث أن  

 وذلك كما يلي:  للمتغيـر   Subscriptبإسقاط الرمـز السفلـى 

   د =  (   + ) –  د  ()   (3 ) 

 ( =  )  وبما أن: د  
 

 ( على النحو التالي: 3فإنه يمكن إعادة صياغة المعادلة )

  + د =  (   +)    (4 ) 
 

 (: 3ومن المعادلة ) 

 



 =  

( )− د (  +   د (


    (5 ) 

على   ويطُلق 



د)   الدالة  في  للتغير  المتوسط  الفتـرة:  المعدل  في   إلى   ( 

 يتمثل في    بالنسبة إلى التغير في    . وهكذا فإن معدل التغير المتوسط في    +

 (. 5الصيغة الموضحة في المعادلة رقم )
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البيانية   النظرة  المعدل مـن وجهة  تناولنا هذا  ما  كانت ل هي  Graphicallyوإذا  لو  فإنه   ،

هي النقطة )   L(( و  1)  ، د 1النقطة )  )  ، د + ((، وهاتان النقطتان  +

(  فإن  = د )   تقعان على الخط )المنحنى( البياني الممثل للدالة:  



تمثل ميل الخط    

 (. 1  – 6)الشكل  Lالمستقيم بين النقطتيْن ل،  
 

 

 ( 1 – 6الشكل )

 )س(  الرسم البياني للدالة: ص = د
 

يساوى ميل الخط المستقيم   بالنسبة إلى التغير في  وهكذا فإن معدل التغير المتوسط في  

 (. )  = د  على الرسم البياني للدالة:    Lل

 وهنا يلاحظ أن: 

الميل )م( =   



   =

1 2

1 2

  
  
-
- 

 وهي الصورة التي أشرنا إليها من قبل عند تناولنا للمعادلات الخطية في الفصل الأول. 
 

 (: 2مثال )

 ( بيانات مثال  الانتاج  1باستخدام  المتوسط في كمية  التغير  إلى    ;(، احسب معدل  بالنسبة 
 . ثم عل ِّق على ما تحصل عليه من نتائج. التغير في سعر السلعة  
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 الحــل: 

 (  –  40) 200( =  )  = د  ;حيث أن:  

 }200}40  –  (   +)( =  +   ) د  فإن:  

  -  200  (40  –  }( +    )   –40{200( =  )   د   –(   +    )   د   ∴

) 

               =200  {( –  40) − ( +  ) − 40} 

                                         =200 (40  –   –     –  40   +) 

               = - 200     

وحيث أن  




;
   =

( )− د (   د ( + 


 فإن:   

=   بالنسبة إلى   ;معدل التغير المتوسط في  




;
 

         =




200- 
  = -200 

وهذا يعنى أن هذا المعدل ثابت ولا يتوقف على انتقال السعر من قيمة معينة إلى قيمة أخرى  

جنيهاً(. ويمكن    20جنيها،    12جنيها أو أي سعريْن آخريْن مثل    15جنيهات إلى    10)مثلاً: من  

 ( مثال  حل  بإعادة  المعدل  هذا  ثبات  من  التحقق  السعريْن 1للقارئ  ذلك  في  مستخدماً   ) 

و   12 المثال    –جنيهاً    20جنيهاً  سبيل  و   – على  جنيهات  عشرة  من  بدلا  جنيهاً            15وذلك 

 على الترتيب. 

أنه بالنسبة للدالة من الدرجة الأولى )الخط المستقيم( يكون معدل  وهنا يلزم التنويه إلى   

ثابتاً في كل جزء من أجزاء الخط المستقيم.    بالنسبة إلى التغير في    التغير المتوسط في  

وضع النقطة على هذا الخط. وأما  أي أن ميل الخط المستقيم الممثل لهذه الدالة لا يتغير بتغير م

في حالة الدوال غير الخطية، أي من الدرجة الثانية فأكثر، فإن معدل التغير المتوسط في الدالة  

لا يتغير فقط بين كل نقطتيْن متتاليتيْن، بل يتغير أيضا عند كل نقطة من النقاط الواقعة على  

  Tangentالزاوية التي يصنعها المماس    المنحنى الممثل لهذه الدالة. وبعبـارة أخرى، فإن ظل 

هذا    نقطة لأخـرى على يختلف من   فأكثر مع المحور السيني لمنحنى الدالة من الدرجة الثانية 

المنحنى )يلاحـظ أن المقدار  



مقدارا ثابتـاً دائماً في حالة الدالة من الدرجة الأولى،    يكون  

( في حالة الدوال من الدرجة الثانية  قيمة  )أي يعتمد علىالمتغير بينما يكون دالة في 

 فأكثر(. والمثال التالي يوضح تلك النقطة. 
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 (: 3مثال )

وحدة   ;)بالجنيه( والمتحصَّل عليه من إنتاج وتسويق    vإذا كان الإيراد الكلى الأسبوعي  

 من سلعة معينة تمثله الدالة: 

 v  2  2  – ;  500( =  ;)  = د ; 

الإيراد لكل وحدة زيادة من السلعة وذلك إذا ما زاد عدد الوحدات  د التغير المتوسط في  حد ِّ 

 وحدة.   120وحدة إلى   100المنتجَة والمباعة من 
 

 الحــل: 

حيث أن:  
v

;
 =  

( ; )− د ( ; + ;  د  (

;
  

 500  (;   +; )-  2 (;   +;)2( =  ;+   ;) د  

 2 (;   +;)2  – ( ;+   ;)  500( = ;)   د  –( ;+   ;)  د  ∴ 

                             –   (500  ;  – 2  2 ;) 

         =500  (;   +; ) –  2 (;  +;)2  –  500  ;   +2  2 ; 

         =500  (;   +;  –  ; )–  2 ([;   +;)2 –  2 ; ]) 

         =500    ;  – 2[2  ; ; ( +;)2 ] 

         =500  ;  – 4  ; ; –  2 (;)2 

 




v
;
   =

( ) −  



−
2

2 500;   ; ;4  ;

;
 

                   =500 –  4  ; – 2  (;) 
 وحيث أن: 

;   =100     ،     ; =120  – 100  =20 
 

 ∴  




v
;
  =500  –  4  (100 ) – 2  (20  = )60 

جنيه زيادة    60أي أن معدل التغير المتوسط في الإيراد بالنسبة إلى التغير في كمية الإنتاج هو  

 في الإيراد لكل وحدة زيادة في كمية الإنتاج. 
 

ويمكـن حـل هذا المثـال بطريقة أبسط من تلك التي استخدمناها وذلك بالتعويـض عن   

 ( وذلك كما يلي: ;)  (، د ;+   ;)  منـذ البدايـة عنـد إيجاد  د  ;و   ;قيمـة كل مـن  

  
v

;
 =  

( ; )− د ( ; + ;  د  (

;
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           =
د  (120)− د  (100)

20
 

 2(120)2  – ( 120) 500( =  120) د   

              =31200 

 2( 100) 2 – (  100) 500( =  100) د   

      =30000 

 ∴  




v
;
   =

−30000  31200
20

   =
1200

20
  =60 

 وهي نفس النتيجة السابقة. 
 

 وقـد تم حل المثال بالطريقة الأولى وذلك لدواعي استعمال النتائج التي حصلنا عليها فيما بعد. 
 

 (: 4مثال )

المقطوعة   المسافة  كانت  للوقت    Lإذا  كدالة  تقديرها  يمكن  وذلك )بالكيلومتر(   )بالساعات( 

 كما يلي: 

 L  ت  ،  صفر 12+   2ت  5)ت( =   = د  ت 4 

 المطلوب: 

 ( ما هو متوسط السرعة خلال: 1)

 )ب( الساعة الثانية      )أ( الساعة الأولى 

 ( ما هو متوسط السرعة خلال ساعات السفر الأربعة؟2)
 

 الحــل: 

 بعد ساعة واحدة تكون المسافة المقطوعة مساوية لـ:  ( )أ(1)

 كيلو متر  17( = 1) 12+  2(1)  5( =  1) د 

متوسط السرعة =      وحيث أن:       
المسافة  المقطوعة

زمن الزمن
 

متوسط السرعة خلال الساعة الأولى =   ∴       
د  (1)− د  (صفر ) 

1 − صفر 
   =

17 − صفر 

1 − صفر 
 

 

 كم / ساعة   17=                    
 

بالمثل: متوسط السرعة خلال الساعة الثانية =    )ب(      
د  (2)− د  (1) 

1− 2
 

 44( = 2)12+  2( 2)  5( =  2وحيث أن: د )   



 

250 
 

 سبق إيجادها    17( =  1د )        

متوسط السرعة خلال الساعة الثانية =   ∴ 
−

=
−

27 17  44
1 1  2

 كم/ ساعة  27=  

 

 متوسط السرعة خلال زمن المرحلة كله )أربع ساعات( هو:  ( 2) 

  =
د (4)− د (صفر) 

4 − صفر
 128( =  4) 12+   2(4) 5( =  4= د ) 

  

المتوسط المطلوب =  ∴        
128 − صفر 

4 − صفر 
   =

128
4

 كم/ ساعة  32=   

 

 ثانياً: المشتقة ومعدل التغير اللحظي 
The Derivative and instantaneous Rate of Change   
كثيراً ما يكون الباحث في حاجة إلى قياس معدل التغير في الدالة )المتغير التابع( عند  

للمتغير المستقل وليس بين قيمتيْن لهذا المتغير. أي قياس معدل المتغير في الدالة  قيمة معينة  

الدالة وليس بين   الممثل لهذه  البياني  نقطة معينة على الخط )المنحنى(  التابع( عند  )المتغير 

نقطتيْن على هذا الخط )المنحنى(. وعلى سبيل المثال، قد يهتم الاقتصادي بمعرفة معدل التغير  

مية الطلب على سلعة ما إذا ما زاد سعر الوحدة من هذه السلعة عن حد معين بمقدار  في ك

كثير من   في  المعدل  هذا  مثل  يفيد  عام،  وبشكل  الوحدة(.  أو  يكون صفراً  )يكاد  جداً  ضئيل 

التطبيقات الاقتصادية مثل معرفة التكلفة الحدية والإيراد الحدي، إلى غير ذلك من المقاييس  

نقطة معينة    يقيس معدل التغير في الدالة )المتغير التابع( عند   يسمى المعدل الذيالاقتصادية. و 

دويرمز له بالرمز  Instantaneous Rateبالمعدل اللحظي  
د

ويمكـن اشتقـاق هذا المعدل  .  

من معدل المتغير المتوسط  



 علـى النحو التالي:   

 حيث أن: 
 

 




في     المتوسط  التغير  معدل  في    هو  التغير  إلى  النقطتيْن   بالنسبة  بيـن   ما 

و     وأن       +
د
د
 

 
التغير في     إلى    هو معدل  النقطـــة    بالنسبة   عنـد 

،    . كما أن النقطتيْن     إذا ما تضاءلت قيمة    تتحولان إلى نقطة واحدة     +

    العلاقـة بين    ( كثيراً بحيث تكاد أن تكون صفراً. فإن)التغير في



و    

د
د
 

 
  

 تتحدد كما يلي: 
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د
د
 

 
   =

 



   0  
    (6 ) 

 

 وذلك بافتراض تواجد هذه النهاية. 

ف في العلاقة )  ( يشير إلى التغير الذي يطرأ على المتغير  6أي أن المعدل اللحظي كما هو معرَّ

 (.تغير بسيط جداً في المتغير المستقل ) ( إذا ما حدث التابع ) 
 

هذا وتعُرف  
د
د
 

 
فة في )      First Derivative( بالمشتقة التفاضلية الأولى  6كما هي معرَّ

 للدالة، وهو ما سنتناوله بالتفصيل فيما بعد. 
 

 (: 5مثال )

أوجد معدل التغير اللحظي في كمية المبيعات بالنسبة لسعر بيع  (،  1باستخدام بيانات المثال ) 

 الوحدة من السلعة. ثم عل ِّق على ما تحصل عليه من نتائج. 
 

 الحــل: 

( أن  2أثبتا من قبل في مثال )      




;
 .وهو مقدار خال من   200  -=   

. أي أنه في حالة الدالة من الدرجة  200  –المتغير اللحظي يساوى أيضا وهذا يعنى أن معدل 

يتـم إيجاده بين قيمتيْن أو عند قيمة   الأولى )الخط المستقيم( يكون معدل التغير واحداً سواءً 

معينة للمتغير المستقل. وهكذا فإنه في تلك الحالة نجد أن معدل التغير المتوسط بين قيمتيْن  

ير عند قيمة معينة، وكلاهما يساوى ميل الخط المستقيم الذي يمثل الدالة. أي  يساوي معدل التغ

 وحدة.   200أنه كلما زاد سعر السلعة بمقدار جنيه واحد كلما نقصت كمية المبيعات بمقدار 
 

 (: 6مثال )

 (، المطلوب: 3باستخدام بيانات المثال )

 د بالنسبة لكمية الإنتاج. ( إيجـاد معـدل التغير اللحظي )المشتقة الأولى( للإيرا1)

 ( حساب قيمة هذا المعدل عندما: 2)

 وحدة   120كمية الإنتاج =   -ب  وحدة  100كمية الإنتاج =   -أ 

 (. 2( التعليق على نتائجك التي حصلت عليها في ) 3)
 

 الحــل: 

 ( أن: 3وجدنا في مثال )   (1)

 




v
;
   =500 –  4  ;  – 2 (; ) 
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وحيث أن:      
د
د
 

 

v
;

    =
 



   0  ;

v
;

 

           =( )
 

 
 

 − −
  0  ;

2  ;4  500; 

أي أن:  
د
د
 

 

v
;

  =500  –  ;4 

دالة في كمية الإنتاج   اللحظي هو  التغير  بتغير       ;وهذا يعنى أن معدل  يتغير  أنه  ، بمعنى 

 كمية الإنتاج. 
 

 هو:  100=   ;معـدل التغيـر اللحظي للإيراد بالنسبة لكميـة الإنتـاج عندمـا   )أ(  (2)

 v´(100  = )500 –  4 (100  = )100 
 

 هو:   120=   ;معدل التغير اللحظي للإيراد عندما   )ب(      

   v´(120 = )500  –  4(120 = )20 
 

( يتضح أنه بالنسبة للدالة من الدرجة الثانية يختلف  2من النتائج التي حصلنا عليها في )   ( 3) 

التي   النتائج  المستقل، وهو على عكس  للمتغير  للدالة من قيمة لأخرى  اللحظي  التغير  معدل 

حصلنا عليها من قبل فيما يتعلق بالدالة من الدرجة الأولى والتي لا يختلف فيها هذا المعدل 

 لاف القيمة المستخدمة في إيجاده. باخت
 

فإنه عند مستوى الإنتاج   الناحية الاقتصادية  وحدة، فإن زيادة الإنتاج بمقدار    100وأما من 

  120جنيه. وأما عند مستوى الإنتاج    100وحدة واحدة يترتب عليه زيادة في الإيراد مقدارها  

 جنيها.   20زيادة في الإيراد تساوى وحدة فإن وحدة واحدة زيادة في الإنتاج يترتب عليها 
 

 

 ملحوظــة:   

يعب ِّر هذا   الأمر  بمقدار وحدة واحدة، ولكن في حقيقة  الإنتاج  الزيادة في  عب رنا عن 

المعدل عن زيادة طفيفة جداً وليست وحدة واحدة. ولكننا، بهدف التبسيط، اعتبرنا أن هذه الزيادة  

 وحدة واحدة.  - تجاوزاً   -هي  
 

 (: 7مثال )

( =  )  = د  استخدام الدالة:  ب
2 3   –    +5 

 . 5=   ،  2=   ( ما هو معدل التغير المتوسط للدالة ما بين  1)

 احسب معدل التغير اللحظي )المشتقة الأولى( للدالة عندما: ( 2)

 5=  )ب(   2=  )أ(       

 ( مُبدياً ما تراه مناسباً من تعليق. 2(، ) 1( قارن بين نتائجك في ) 3)
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 الحــل: 

 15=  5( +  2)  – ( 4) 3=  ،     2=   عندما    (1)

 75=   5+   5 – ( 25) 3=    ،   5=  عندما         

 هو:   5=   ،  2=   معدل المتغير المتوسط للدالة ما بين  

 



   =

−
−

1 2

1 2

 
  

                     =
−

−

15 75
2 5

   =
 60 
3

   =20 

 

 ويمكن إيجاد هذا المعدل بطريقة أخرى كما يلي: 

( =  )  حيث أن: د 
2 3  –     +5 

 3 (   +)2  –  (   +  + )5( =  +   ) د  ∴          

                          =2
 3  +6    +3 ()2  –    –      +5 

( =  )  د  – ( +   ) د  
2 3  +6  +3 ()2 –   

                                  –    +5  –  (
2 3 –   +5 ) 

                                               =6 +3 ()2  –   
 

∴  



 =  

( )− د (  +   د (


 

     =
( ) + −  



2
3 6 

   =( ) +− 1 3 6  

 

  =5  – 2   =3،     2=   وحيث أن:  
  

فـإن:  



  =6 (2  + )3 (3  )–  1  =20 

 

 وهي نفس النتيجة التي حصلنا عليها من قبل. 
 

معدل التغير اللحظي =   ( 2) 
د
د
 

 
   =( )



 +
 

− 
  0  

1 3 6  
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أي أن:          
د
د
 

 
 1  –  6( =  )´د=   

   11=   1  –( 2)6معدل التغير اللحظي =   : 2=   عندما    )أ(        
 

          29=   1  –( 5)6:  معدل التغير اللحظي = 5=  عندما    )ب(        
 

( نجد أن معدل التغير المتوسط بين قيمتيْن للدالة من الدرجة الثانية  2(، ) 1من النتائج في )   ( 3)

 يختلـف عـن معدل التغير اللحظي عند كل من هاتيْن القيمتيْن. 
 

(، بالإضافة إلى نتائج هذا المثال، يمكننا استنتاج أن معدل التغير  6(، ) 3ومن نتائج المثاليْن )

بين  للدالة  من                 المتوسط  كل  عند  اللحظي  التغير  معدل  قيمتي  متوسط  يساوى  قيمتيْن 

 هاتيْن القيمتيْن. 
 

 

 (: 8مثال )

 باستخدام المبادئ الأولية )النهايات(، أوجد المشتقة التفاضلية الأولى لكل من:      

25−( =  )  = د  (  1) 3        

 +( =  )  = د  (  2)

2
6 

2
 

 

 الحــل: 

25−( =  )  حيث أن: د   (1) 3     

د ) ∴        +  ( = ) + )2  – 3 ( +  + )5 

                =
2
   + 2 ( +)2  –  3 –  3 +5 

)  د   ( =  )   د   – (   +
2

 + 2 ( +)2 –3  –  3 

                              – 3   +5  –  (+ 25 3  -) 

                              = 2 ( +)2  –  3 

∴  



   =

( ) + −  



2
3 2 

   = + 2 – 3    

∴  
د
د
 

 
   =

 

 
 −  −

  0  

3   2   =− 2 3 

 

 

 

 حيث أن:   (2)

( =  ) د       
2

2
   +6 
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)  د  ∴       +   = )
( ) +

2

2

 
   +6  ( + ) 

              =
2

2
   +    +

( )
2

2
   +6   +6 

) د  ( =  )  د  – (  +
2

2
   +    +

( )
2

2
  +6   +6   

             – (
2

2
   +6) 

                                      =    +
( )

2

2
   +6 

د
د
 

 
   =

( )

 


 + + 



2

  0  

6
2

 
 

          =
   0  


+ +6

2
   =+6   

 

 ثالثاً: المعنى الهندسي للمشتقة الأولى 
Geometric Interpretation of the First Derivative 

  
في المتغير    دالة  لقد أشرنا من قبل إلى أنه في حالة ما إذا كان هناك متغير تابع  

(، فإن المشتقة  )   = د   ، أي أن:  المستقل  
د
د
 

 
تشير إلى معدل التغير اللحظي للمتغير  

هي المسافة المقطوعة    L(، حيث  )   = د   L. فعلى سبيل المثال، لو كانت لدينا الدالة:  

 تمثل الوقت، فإن   بواسطة سيارة، 
د
د

 

 

L
. وبعيدا  تمثل سرعة هذه السيارة عند اللحظة  

نوضحـه   مهماً  هندسياً  مدلولاً  لها  أن  نجد  للدالة،  الأولى  للمشتقة  المختلفة  التطبيقـات   عن 
 فيما يلي: 

 

 (= د )  إذا كان لدينا الدالة:  
 

 (. كما أن ، )  وإحداثياها هماوكانـت النقطـة ل تمثل نقطة واقعة على منحنى الدالة  

أخرى   نقطة  وإحداثياها  Lهناك  ل  النقطة  من  بالقرب  الدالة  منحنى  على  أيضا    هما تقع 

( + ،  أشرنا فإن: (. وكما سبق أن  +
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


 =  

( )− د (   د  ( +


  

 

 .  Lتمثل ميل الخط المستقيم المار بالنقطتيْن ل، 

 
 ( 2 – 6الشكل )

 المعنى الهندسي للمشتقة الأولى
 

أي أن:  



    =

IL
bI
 Lb= ميل الوتر   Lb̂I= ظا   

 

النقطة    وعندما تصغر   إلى الصفر فإن  أكثر فأكثر من    Lتدريجياً حتى تؤول  تقترب 

الوتر  bالنقطة   ويقترب   ،Lb    تؤول وعندما  المماس.  من  فأكثر  الصفر    أكثر   إلى 

(   فإن ميل الوتر )صفرLb   يقترب من ميل المماس عند النقطةb :وهكذا نجد أن . 
 

   0  




   =

د
د
 

 
 

 
 

 

 الشكل ((، أنظر  )   ، د ( عند النقطة ) = د )  تمثل ميل خط المماس للدالة:  

 ، فإن  bعند النقطة    Smooth( يكون ممهداً  = د )   (. وطالما أن المنحنى:  2  –   6)
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ذلك يعنى أنه طالما يمكننا رسـم مماس غير عمودي )أي غير موازي للمحور الصادي( عنــد 

فإن      bالنقطــة  
   0  




هـذه    تكون موجودة، ومن ثم يمكن إيجاد ميل المماس عند   

 H=    ( عندما تكون  = د )  النقطة. وبصفة عامة، فإن المشتقة الأولى للدالة:  
)وهي   ) Hد  ((.H)  ، د Hالنقطـة ) تساوي ميل المماس لمنحنى تلك الدالـة عند  ´

الدالة:   لمنحنى  المماس  معادلة  إيجاد  في  النتيجة  تلك  من  الاستفادة  ويمكن   هذا 

 وذلك على النحو التالي:  (( على منحنى الدالة  H)  ، د H( عند أي نقطة ) )  = د  
 

سبق وأن أشرنا في الفصل الأول من هذا الكتاب إلى كيفية إيجاد معادلة الخط المستقيم بمعلومية  

 ( حيث تأخذ معادلته الصورة التالية: 1، 1( ونقطة تقع عليه ) Lالميل ) 

L   =
−

−
1

1

  
  

 

)(( هو  H)  ، د H( عند النقطـة ) )   = د   وحيـث أن ميل المماس لمنحنـى الدالـة:   ) ، ´Hد

 ، فإن معادلة ذلك المماس هي: H( عند النقطة  )   أي قيمة المشتقة التفاضلية الأولـى للدالة د 

( ) −

−

 H  د

H

  
  

   =( )  ´ H د

 

 أي أن معادلة المماس هي: 

–  ( ) H  د   =( )  H ´ [  –  H] د
 

 ولعل المثال التالي يلقى المزيد من الضوء على تلك النقطة. 
 

 (: 9مثال )

     2=( عند النقطة التي يكون عندها  7أوجد معادلة المماس لمنحنى الدالة الواردة في مثال ) 

 على منحنى تلك الدالة. 

أ(    –  2ثم علق على نتائجك في هذا المثال مستعينا بما حصلت عليه من نتائج في المطلوب )

 (. 7في مثال ) 
 

 الحــل: 

( =  = د ) الدالة هي  
2 3   –     +5    

( أن المشتقة الأولى لهذه الدالة، 7وجدنا في مثال )
د
د
 

 
 ، هي: 
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د
د
 

 
   =( )  ،-6  1=   ´د

 11=   1  –( 2) 6( =  2) ´د 

) –    :وحيث أن  ) H  د   =( ) )´ H د )H   

 ، وأن: 2هنا تساوى   Hنجد أن  

 15=  5( +  2)  –( 4) 3( =  2)  ( = د H) د  

       ∴    – 15   =11 ( –  2 ) 

       –  15   =11  –  22 

 11  –     =7 
 

=    وهي تمثل معادلة المماس لمنحنى الدالة  
2 عند النقطة التي يكون    5+      –   3

 . 2=   عندها  

وهنا نجد أن ميل هذا المماس هو  
− معامل 

− معامل 
  =

11-
1-

، وهو يساوى تماما معدل  11=    

أ في    –(  2والذي حصلنا عليه في المطلوب )   2=    التغير اللحظي )الميل( للدالة عندما  

 (، مما يؤكد صحة النتائج. 7مثال ) 
 

هنا لا يفوتنا أن نشير إلى أنه يمكن إيجاد ميل المماس باستخدام  و  



بالطريقة السابق    

 شرحها في هذا الفصل. 
 

 وقبل أن ننهي هذا الجزء لعله من المفيد للقارئ أن نؤكد على بعض النقاط كما يلي: 

أن    -1
د
د
 

 
ليست لها     دليست نسبة وليست خارج قسمة كمية على كمية أخـرى، وأن    

)وأنها تعنى المشتقة التفاضلية الأولى للدالة:  دمعنى مستقلا عن   )  . د =

)( هي الصورة العامة للمشتقة التفاضلية الأولى:  6أن المعادلة رقم ) -2 )  . د =

أن    -3
د
د
 

 
عند قيمة معينة    بالنسبة إلى    تشير أيضاً إلى معدل التغير اللحظي في    

. وهي تختلف في ذلك عن  للمتغير  



والتي تساوى معدل التغير المتوسط في    

 .بين قيمتيْن محددتيْن للمتغير   بالنسبة إلى التغير في   
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عند    أن المشتقة التفاضلية الأولى هي تعبير عام عن ميل الخط )المنحنى( البياني للدالة    - 4

 أي نقطة تقع على هذا الخط )المنحنى(. 
 

ف في المعادلة )   -5 ( فإنه لا توجد مشتقة تفاضلية  6أنه في حالة عدم وجود نهاية للمقدار المعرَّ

 أولى للدالة. 

التفاضلية    -6 المشتقـة  تسمـى 
د
د
 

 
التفاضلي     بالمعامـل   Differentialأيضـا 

Coefficient  "في حين أن عمليـة إيجـاد المشتقة تسمى "تفاضل .Differentiation  .

هذا وإذا كانت المشتقة التفاضلية للدالة موجودة عند نقطة معينة فإنه يقال إن الدالة "قابلة  

 عند هذه النقطة.  Differentiableفاضل"  للت
 

)المشتقة التفاضلية للدالة:   -7 )  يرُمز إليها أيضا بالرموز:  بالنسبة إلى   د =

 ( )
د
د

 

 
 ،( )

د
د

 

 
)، ´،   د  )  ´د

وكل من هذه الرموز يعنى تماما ما تعنيه  
د
د
 

 
 . 

للرمز:   بالنسبة  أنه  )ويلاحَظ  )
د
د

 

 
القوسيْن والتي   د  بيــن  التي  د  التمييز بين  ، يجب 

)تشير بشكل مختصر إلى الدالة   )  وبين د الأخرى والتي تشير إلى عملية التفاضل.  د

للدالة:    -8 الأولى  التفاضلية  المشتقة  لإيجاد  )أنه  ) الأولية     د = المبادئ  باستخدام 

 )النهايات( يجب اتباع الخطوتيْن التاليتيْن: 

التعبير عن   -أ 



 (. 5كما هو موضح في المعادلة ) 

إيجاد نهاية   -ب 



 (. 6كما تشير إلى ذلك المعادلة )  

 

المشتقة التفاضلية الأولى للدالة من الدرجة الأولى تمثل ميل الخط المستقيم الممثل لهذه    -9

 الدالة. ويكون هذا الميل ثابتا لا يتغير عند أي نقطة تقع على هذا الخط. 
 

المشتقة الأولى للدالة من الدرجة الثانية فأكثر تمثل ميل المماس لمنحنى الدالة عند النقاط    - 10

المختلفة، حيث تكون هذه المشتقة دالة في المتغير المستقل. وبذلك فإن ميل الدالة يختلف  

 باختلاف قيمة المتغير المستقل. 
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على إشارة    –للصفــر    من حيث كونه موجباً أو سالباً أو مساو    –يتوقف الميل    -11
د
د
 

 
  

 على النحو التالي: 
 

إذا كانت    -أ
د
د
 

 
صفر، أي قيمة موجبة، فإن ذلك يعنـى أن المماس )في حالة الدالة   <  

من الدرجة الثانية فأكثر( أو الخط المستقيم )في حالة الدالة من الدرجة الأولى( يصنع  

دائما   الحادة  الزاوية  أن ظل  )يلاحَظ  السيني  للمحور  الموجب  الاتجاه  زاوية حادة مع 

المنحنى   الحالة، يكون  اليمين أي  موجب(. وفي هذه  المستقيم( صاعدا نحو  )أو الخط 

 وتكون العلاقة طردية بين المتغيريْن.   Increasing Functionتكون الدالة متزايدة 

إذا كانت    -ب
د
د
 

 
الممـــاس )في حالة الدالة من الدرجة   صفر، أي قيمة سالبة، فإن>    

الدالة من الدرجة الأولى( يصنع مع الاتجاه    الثانية فأكثر( أو الخط المستقيم )في حالة 

الموجب للمحور السيني زاوية ظلها سالب، أي زاوية منفرجة. وفي هذه الحالة يكون  

الدالة متناقصة   المستقيم( نازلا، أي تكون    Decreasing Functionالمنحنى )الخط 

 وتكون العلاقة بين المتغيريْن عكسية. 

إذا كانت    -ج
د
د
 

 
= صفر فإن ميل المماس )في حالة الدالـة من الدرجة الثانية فأكثر(    

أو الخط المستقيم )في حالة الدالة من الدرجة الأولى( يساوى الصفر. أي يكون المماس  

أن: ظا   السيني. )لاحظ  للمحور  موازياً  المستقيم(  هذه    °180)الخط  = صفر(. وفي 

 نحنى )الخط المستقيم( أفقياً، وعندئذ تتوقف قيمة الدالة. الحالة يكون الم
 

 

هذا وإيجاد المشتقة التفاضلية الأولى للدالة باستخدام المبادئ الأولية )النهايات( هو أمر تكتنفه  

بعض الصعوبة في إجراء العمليات الجبرية، خاصة في الدوال ذات الدرجات الكبيرة )الثالثة  

ون بعلم الرياضيات قواعد معينة يمكن من خلالها إيجاد المشتقات  فأكثر(. لذلك وضع المهتم

 المختلفة للدوال مهما بلغت درجتها. وفيما يلي نتناول بشيء من التفصيل بعضاً من هذه القواعد. 
 

 Rules of Differentiation     رابعاً: قواعد التفاضل 

المختلفة.    للدوال  التفاضلية  المشتقات  إيجاد  عملية  هو  التفاضل  بأن  أشرنا  أن  سبق 

ولحسن الحظ فإن إجراء عملية التفاضل ليست بالعمل المجهد كما يبدو ذلك من خلال استخدام  

النهايات الذي تناولناه في بداية هذا الفصل. حيث أن هناك عدداً من قواعد التفاضل التي يمكن  

في إيجاد المشتقات التفاضلية لكثير من الدوال الشائعة الاستخدام. ومع ذلك، هناك    استخدامها
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دوال كثيرة لا توجد لها مشتقات تفاضلية. ولكن اهتمامنا هنا سوف ينصب على تلك الدوال  

 القابلة للتفاضل. 

باستخدام    إليها  الوصول  تم  الجزء  هذا  في  بصددها  نحن  التي  التفاضل  وقواعد  هذا 

((. ولأن المعالجة الرياضية لإثبات تلك القواعد  6النهايات المشار إليه سابقاً )المعادلة )اسلوب  

نكتفي هنا بعرض تلك القواعد دون إثبات. وعند تناولنا  وف  على قدر كبير من التعقيد، فإننا س 

يمكن    لتلك القواعد، على القارئ أن يضع نصُب عينيه دائماً أن أياً من الدوال التي نتعامل معها

 تمثيلها بيانيـاً، وأن المشتقة التفاضلية الأولى لأي من تلك الدوال إنما تمثل ميل الدالة. وأنه عند 

الرمز   إجراء عمليات التفاضل المختلفة سوف نستخدم أحيانـاً 
د
د
 

 
أخرى الرمز   ، وأحياناً 

( )  المشتقة الأولى للدالة. أي أن: ، وكلها رموز تعني ´د

 
د
د
 

 
   =( )  د

 وهو ما سوف نستخدمه في عرض القواعد المختلفة للتفاضل. 
 

وفي عرضنا لقواعد التفاضل المختلفة سوف نفترض أن جميع الدوال التي تتضمنها   

يمكن إيجاد مشتقاتها التفاضلية. كما نعنى بالمشتقة  تلك القواعد هي دوال قابلة للتفاضل، أي  

 التفاضلية المعامل التفاضلي الأول، أي المشتقة التفاضلية الأولى. 
 

  Constant Function     الدالة الثابتة(: 1القاعدة )

)إذا كانت:    )  أي مقدار ثابت، فإن: Hحيث    ، H= د

( )  = صفر ´د

 

وتفيد هذه القاعدة بأن مشتقة الكمية الثابتة في الدالة تساوى الصفر. وهو أمر منطقي، إذ أن  

يتغير،  المشتقة التفاضلية للدالة تعنى إيجاد معدل التغير في الدالة. وحيث أن المقدار الثابت لا 

فإنه من الطبيعي أن تكون مشتقته تساوى الصفـر. ومثال ذلك، التكاليف الثابتة في أي مؤسسة  

 إنتاجية لا تتغير بتغير الإنتاج، ومن ثم لا تؤثر على التكلفة الكلية للإنتاج. 
 

 (: 10مثال )

 10( = )   أوجد المشتقة التفاضلية للدالة: د 
 

 الحــل: 

)(:  1بتطبيق القاعدة )  )  = صفر´د
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تمثل خطا    10( =  )  وإذا ما فسرنا ذلك بيانيا، نجد أن هذه النتيجة منطقية. إذ أن الدالة: د 

 (.  10، 0أفقيا موازيا للمحور السيني ويقطع المحور الرأسي عند النقطة )

 والذي يساوى الصفر.   °180وبالتالي فإن ميل هذا الخط عن أي نقطة عليه يمثله ظل الزاوية 
 

   Power Rule     (: قاعدة القوة2القاعدة )

( =   )  إذا كانت: د 
k

 أي عدد حقيقي، فإن:  k، حيث  
 

( ) k  1-k= ´د
 

 (: 11مثال )

 أوجد المشتقة التفاضلية لكل من الدوال التالية: 

(1  )( ) )(  2)         = د ) = د
4
 

(3  )( ) = د
3

       (4  )( ) 5= د
1 

(5  )( ) )(  6)       = د )  3= د

 

 الحــل: 

) حيث أن:   (1) ) =   = د
1
 

  ( ) =   1-1( ( )1= )´د
 صفر

 =1 

أن                 في  صعوبة  القارئ  يجد  ولن  دائماً.  واحد  يساوى  الدالة  هذه  ميل  أن  لاحظ 

الدالة أن  الصحيح.    =  (د)  يدرك  الواحد  يساوى  ميلها  خطية  دالة   هي 
 

(2  )( ) =  د
4
 

      ( ) = ´د
1- 4  4  =

1- 4  4 
 

(3   )( ) = د
3

 

       ( ) (3-= )´د
1- 3-
  =

4-  3 -   =4
3 -

 

(4)   ( ) 5= د
1

 ( =1  )
5-

 =
5-
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       ( ) (5-= )´د
1- 5-
  =

6-  5-   =6
5-

 

(5   )( ) =   = د
1
2 

       ( ) = )´د
 1 
2
)

 1 1  
2

-
   =

 1 -
2  1 

2
   =05

1

 2,   =
1

2
 

(6   )( )  3= د

=  kL وهنا يلُاحَظ أن:          
 L 
k 

         ∴ ( ) =   3=  د
3 
2 

        ( ) = ) ´د
3
2
)

31  
2

-
  =

3
2

1 
2  =

3
2

  
 

 (: 12مثال )

 : التفاضلية للدالة(، أوجد المشتقة 2باستخدام القاعدة ) 

( )  1=  د

 الحــل: 

 ( القاعدة  مع  التعامل  )2يمكن  القاعدة  من  خاصة  كحالة  فيها 1(  تكون  التي  الحالة  وهي   .) 

k  .تساوي صفر 

)وحيث أن:  ) )، فإنـه يمكـن كتابـة  1=    د )  على الصورة:  د

             ( )   (1= )  د
 صفر

  =
صفر
 

)(: 2بتطبيق القاعدة )  ) )= صفر ´د )
1-صفر 

)= صفر    )
1-
   =

صفر 
 = صفر 

 (. 1وهي نفس النتيجة التي تحصل عليها فيما لو استخدمنا القاعدة ) 
 

        Constant Times A Function(: الدالة مضروبة في مقدار ثابت 3القاعدة )

)إذا كانت:    ) )= د )u H، H :مقدار ثابت، فإن 

( ) )= ´د ) u H´ 
 

 (: 13مثال )

)أوجد المشتقة التفاضلية للدالة:    ) 4=   د  3 
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 الحــل: 

( )=4 u      ،H   =3 

)(:3بتطبيق القاعدة )  )=4 u    ، ( ) u´ =
3  4 

                 ( ) )= ´د )3  4 3  =
3  12 

          Sum or Difference of Functions  (: جمع أو طرح الدوال4القاعدة )

)إذا كانت:    ) )= د )u  (  ،  فإن: ف(

( ) )= ´د ) u´  ( )  ´ف

 

وتفيد هذه القاعدة بأن المشتقة التفاضلية لمجموع )أو طرح( دالتيْن أو أكثر هو مجموع )أو  

 التفاضلية لتلك الدوال. طرح( المشتقات 
 

 (: 14مثال )

)أوجد المشتقة التفاضلية للدالة:   ) −=    د + 2 312   3   5   2- 

 الحــل: 

)(:  4بتطبيق القاعدة )  ) 3)2=   ´د  صفر   –( 1) 3( + 2 ) 5 – ( 2 

                     =2  6–   10  +3 
 

 Product Rule (: قاعدة الضرب:5القاعدة )

)إذا كانت:    ) )= د )u  .(  ،  فإن: ف(

( ) )= ´د )u .( ) )+ ´ف ) u´ .(  ف(

 

وهذه القاعدة تفيد بأن تفاضل حاصل ضرب دالتيْن يساوى الدالة الأولى مضروبة في تفاضل  

 الدالة الثانية مضافاً إليه تفاضل الدالة الأولى مضروباً في الدالة الثانية. 
 

 (: 15مثال )

)أوجد المشتقة التفاضلية للدالة:   ) )=  د ) ( )−+ 2 3 24    2 3  - 

 الحــل: 

 ( )u =( )− 23       ،( +=   ف( 2 34    2- 

 (: 5وبتطبيق القاعدة ) 
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 ( ) ) =´د )u .( ) )+ ´ف ) u´ .(  ف(

   =( )− 23  ( )− 2 2   6   +( ) 2( )+ 2 34    2- 

   =+ − + + − −3 4 2 3 4 8   2   4   6   18   2   6 

   =+ − −2 3 4 14   18   4   10 

 حل آخر:

إجراء عملية  يمكن حل هذا المثال بطريقة أخرى تتمثل في إيجاد حاصل ضرب المقداريْن قبل  

 التفاضل وذلك على النحو التالي: 

 ( ) )=   د ) ( )−+ 2 3 24    2 3  - 

     =− + − + −2 3 2 4 512   3   6  4     2 

     =− + − −2 3 4 512   7   6     2 

          ( ) +=   ´د − −2 3 4 14   18   4   10 

 حصلنا عليها من قبل. وهي نفس النتيجة التي 
 

 Quotient Rule (: قاعدة القسمة 6القاعدة )

)إذا كانت:    ) = د
( )
( )

u

ف
      ،(  صفر، فإن:  ف(

( ) =   ´د
( ف( . ( ) u´  – ( )u . ( ) ´ف

( )  
2

ف

 

 

وتفيد هذه القاعدة بأن تفاضل خارج قسمة دالتيْن هو المقام مضروباً في تفاضل البسط مطروحاً  

 مربع المقام. منه البسط مضروباً في تفاضل المقام، وكل ذلك مقسوم على 
 

 (: 16مثال )

)أوجد المشتقة المتقابلة للدالة:  ) =  د
−

+

3

2
7

5

 2

 4
 

 

 الحــل: 

 هنا نجد أن: 

( ) u =−  
37  2  ، ( 2 += ف(

  5  4 



 

266 
 

 (: 6وبتطبيق القاعدة ) 
 

 ( ) =   ´د
( ) ( ) ( ) ( )

( )

− +

+

−3 2 2

2
2

 8  2  6  4

 4

7 5

5

 

      =

( )+

+ − +4 2 4

2
2

 4

 56  16  30  24

5

 

    =

( )+

+ +2 4

2
2

 4

 56  30  8

5

 

 

 Power of Function        (: قوة الدالة7القاعدة )

)إذا كانت:  ) )=  د ) 
 

k
 عدد حقيقي، فإن:  k،   ف

( ) )= ´د ) 
 

1-
k

k
). ف )  ´ف

 

( هي حالة خاصة  2(. وفي واقع الأمر فإن القاعدة )2وهذه القاعدة تشبه قاعدة القوة )القاعدة 

)من تلك القاعدة والتي تكون فيها:    . حيث نجد حينئذ أن: = ف(

( )  ( ينتج أن: 7. وبتطبيق القاعدة ) 1= ´ف

 ( ) )= ´د )
1-

k
k( )1   =( )

1-
k

k
 

 

 (: 17مثال )

 أوجد المشتقة التفاضلية للدوال التالية: 

(1  )( ) )=   د )+−
4

2 36   5  2    (2 )( ) 8 2+=   د  3 

(3  )( ) =   د
 
 
 +

3

2

2 
1 

 

 

 الحــل: 

)حيث أن:    (1) −+=   ف( 2 36   5  2  ،k   =4 
 

 (: 7وبتطبيق القاعدة ) 
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 ( ) )=  ´د ) 
 

1-
k

k
). ف )  ´ف

    =( ) ( )
−

+ +−
1 4

22 3 10  6 6   5  24 

    =( ) ( )+ +−
3

22 3 10  6 6   5  2 4 

(2  )( ) 8 2+=   د  3   =( )+

1
2 2 8  3 

)  :أي أن  8 2+= ف(  3، k   =
1
2

 

 (: 7وبتطبيق القاعدة ) 

 ( ) )= ´د ) 
 

1-
k

k
). ف )  ´ف

   =( ) ( )+ +

 1 
1  

2 2  1 68   8  3
2

-
 

   =

( )

+

+2
 1 
2

68  

2 8  3

   =
+

+2

4 3 

 8  3
 

   

)حيث أن:    (3) =  ف(
+2

2 
1 

 ، k   =3 

∴  ( ) =   ´د
 
 
 +

2

2

2 3
1 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

 
− 

 
 
  

+

+

2

2
2

2 2 2 1   

1 
 

  =
 
 
 +

2

2

2 3
1 ( )

 
 −
 
 
  

+

+

2 2

2
2

4 2 2   

1 
   =

 
 
 +

2

2
12

1 ( )

 
 
 
 
  

+

+

2

2
2

2 2-  

1 
 

  

  =
 
 
 +

2

2
24

1 ( )

 
 
 
 
  

+

+

2

2
2

1 - 

1 
   =

( )

( )

+

+

2 2

3
2

1  -  24 

1 
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     Base-e Exponential Functions(: الدوال الأسية للأساس الطبيعي هـ8القاعدة )

)إذا كانت:     ) =  د
(  ، فإن:Iف(

( ) )= ´د ) ´ف
(  Iف(

 

 . 2.71828وهنا يجب أن نشير إلى أن القيمة التقريبية لـ هـ هي  
 

 (: 18مثال )

 أوجد المشتقة التفاضلية للدوال التالية: 

(1  )( ) )I (2  )= د ) = د
2  5I 

 

 الحــل: 

)حيث أن:  (  1) ) )فــإن:    I=  د  =  ف(

 (: 8وبتطبيق القاعدة ) 

 ( ) )= ´د ) ´ف
(  I  ( =1)  I  =Iف(

هي الدالة الوحيدة التي تكون مشتقتها التفاضلية هي نفس  Iوهنا يلزم التنويه إلى أن الدالة  

 الدالة. أي أن: 

 ( ) )= د )  I=  ´د
 

ومن وجهة النظر البيانية، نجد أن ميل مماس المنحنى الممثل لهذه الدالة عند أي نقطة على  

 المنحنى يساوى تماماً قيمة هذه الدالة عند تلك النقطة. 
 

)   حيث أن:  (2) ) = د
2  5I    :فــإن( = ف(

2  5 

                ∴( ) )=   ´د ) ´ف
( )=  Iف( )1   10

2  5I 
 

         Natural Logarithm Functions(: الدوال اللوغاريتمية الطبيعية 9القاعدة )

)إذا كانت:    ) )I= د  ، فإن: ف(

( ) =   ´د
( ) ´ف

( ف(
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 (: 19مثال )

 أوجد المشتقة التفاضلية للدوال التالية: 

(1  )( ) )I     (2  )= د ) )I= د )+ −21   3  4 
 

 الحــل: 

)حيث أن:    (1) ) )فــإن:    I=  د  =  ف(

 ∴  ( ) =   ´د
( )
( )

ف

ف

´
   =

 1 
 

(2  )( ) )I=  د )+ −21   3  4   ،( += ف( −21   3  4 

)∴     :(9وبتطبيق القاعدة )         ) =    ´د
−

+ −2

 3   8

1   3  4
 

 

 Chain Rule      (: قانون السلسلة10القاعدة )

)=   إذا كانت:    ) )=   uو         uد  ،  فإن:ف(

د
د
 

 
   =

د
د
 

 u
   ×

د
د

 

 

u
 

 

 

 (، قوة الدالة، تمثل حالة خاصة من هذه القاعدة. 7وفي واقع الأمر فإن القاعدة )
 

 (: 20مثال )

)=   إذا كانت:   ) += uد − 21  u u 2     ،u   =( 2+=  ف( 3 2   

أوجد المشتقة التفاضلية:  
د
د
 

 
. 

 الحــل: 

  في هذا المثال نجد أن: 

   =+ − 21  u u 2    ،u =+2 3 2   
 

 (: 10وبتطبيق القاعدة ) 



 

270 
 

 
د
د
 

 
   =

د
د
 

 u
   ×

د
د

 

 

u
 

            =( ) ( )+ −2 3 2 1 u4 

ويمكن التعبير عن  
د
د
 

 
u  =+2وذلك بالتعويض عن    بدلالة    3 2   

 حيث ينتج أن: 

د
د
 

 
   =( ) ( )- 

  
+ +2 2 3 4  3 1  2 4 

          =( ) ( )-+ +2 2 3 4  3 1  8  4 

          =− − + + +2 3 4 4 5 4  3  32  24   16  12 

          =− − + +2 3 4 5 4  3  32   40  12 
 

 حـل آخـر: 

يمكن إيجاد المشتقة  
د
د
 

 
 منذ البداية في الدالة    uبطريقة اخرى وذلك بالتعويض عـن    

 ثم إيجاد قيمة المشتقة. ونوضح ذلك فيما يلي: 

      =+ − 21  u u 2 

         =( ) ( )+ + − +2 3 2 3
2

1  2  2 2 

         =( )+ − − + +2 3 4 5 61  2  4  4 2 

         =+ − − + +2 3 4 5 61  2   8  8  2 

د        
د
 

 
 =− − + +2 3 4 5 4   3  32  40  12 

 

 وهي نفس النتيجة التي حصلنا عليها من قبل. 
 

 خامساً: تفسير معدل التغير اللحظي 

Instantaneous – Rate – of – Change Interpretation 
  

المشتقة التفاضلية الأولى تسُتخدم في  أشرنا في موضع سابق من هذا الفصل إلى أن  

إيجاده. والآن   إيجاد  التي توضح كيفية  العديد من الأمثلة  تناولنا  اللحظي.  وقد  التغير  معدل 

 مدلول هذا المعدل مستعينين في ذلك ببعض الأمثلة.  نفسر
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 (: 21مثال )

         Instantaneous Velocityالسرعة اللحظية: 

 (، حدد سرعة السيارة عند لحظة مرور: 4المثال )باستخدام بيانات 

 ثلاث ساعات  -ب  ساعتان   -أ 
 

 الحــل: 

السرعة اللحظية للسيارة عند أي نقطة زمنية يمكن تحديدها بإيجاد قيمة المشتقة التفاضلية للدالة  

 التي تمثل هذه النقطة.  عند قيمة  

)   حيث أن: ) ) ∴      5 12  2+=   د )  10 12  +=   ´د
 

 سرعة السيارة لحظة مرور ساعتيْن هي:  )أ(

 كم / ساعة  32=   12( + 2) 10( = 2) ´د 
 

 

 سرعة السيارة لحظة مرور ثلاث ساعات هي:  )ب(

 كم / ساعة  42=   12( + 3) 10( = 3) ´د 
 

 (: 22مثال )

 Asset Depreciation  إهلاك الأصول: 

 إذا كانت قيمة أصل ثابت في إحدى الشركات يمكن تقديرها باستخدام الدالة: 
 

 R   =, 004- I240000 
 

 قيمة الأصل الثابت بالجنيه، Rحيــث:  

 عمر الأصل الثابت بالسنوات.  

 المطلوب: 

 سنوات؟  4( ما هي قيمة الآلة المتوقَّعة عندما يبلغ عمرها  1)

 الصيغة العامة لمعدل التغير اللحظي في قيمة الأصل الثابت. ( حدد 2)

 سنوات؟  10( ما هو معدل التغير المتوقَّع عندما يبلغ عمر الآلة  3)

 الحــل: 

  240000سنوات =   4قيمة الآلة عند عمر   (1)
( )4  004-

I
,

 

 جنيه 204515=                   
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  R   =240000 حيث أن:   (2)
 004- I,

 

معدل التغير اللحظي =   ∴        
د
د
 

 

R
 

          =240000  
 004- I,

 (-0.04 = ) -  9600  
 004- I,

 

أي أن:  
د
د
 

 

R
   = -  9600  

 004- I,
 

 

 سنوات هو:  10معدل التغير المتوقَّع عندما يبلغ عمر الآلة    (3)

 R´(10 = )-  96000.4- هـ9600  -=   (10)0.04- هـ 

 جنيه  6435  - =           

  6435المتوقَّع أن تقل قيمتها بمقدار  سنوات فإنه من    10وهذا يعنى أنه عندما يكون عمر الآلة  

 جنيه بنهاية عام قادم. 
 

 Higher – Order Derivatives     سادساً: المشتقات العليا
 

تناولنا    أن  سبق  وقد  فأكثر.  الثانية  الدرجة  ذات  المشتقات  العليا  بالمشتقات  يقُصد 

من   أحياناً  الأولى والتي جردناها  التفاضلية  المشتقة  أنه من  بالتفصيل  صفة "الأولى". حيث 

المعروف أن المشتقة التفاضلية يقُصد بها المشتقة التفاضلية الأولى. وأننا عندما نصف المشتقة  

ذات  المشتقات  من  غيرها  عن  تمييزها  بذلك  نقصد  فإننا  "الأولى"  بصفة   التفاضلية 

 الدرجات الأعلى. 
 

 The Second Derivative     المشتقة التفاضلية الثانية: -1
 

لدالة هي المشتقة التفاضلية للمشتقة التفاضلية الأولى. أي أنه     المشتقة التفاضلية الثانية د      

(، فإننا نحصل على المشتقة التفاضلية الثانية بإجراء عملية  = د )   إذا كان لدينا الدالة:  

. وعـادة ما يرُمز  التفاضل للمشتقة التفاضلية الأولى، أي بتفاضـل الدالـة مرتيْن بالنسبة لـ  

إلى المشتقة التفاضلية الثانية بأحد الرمزيْن  
د
 د

2

2
(. هذا ويمكن إيجاد المشتقة  )  أو د   

المشتقة        إيجاد  في  قبل  من  تناولنا  التي  التفاضل  قواعد  نفس  باستخدام  الثانية  التفاضلية 

 التفاضلية الأولى. 
 

 وفيا يلي توضيح لكيفية إيجاد المشتقة التفاضلية الثانية مستعينين في ذلك ببعض الأمثلة: 
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   ( )د   ( )د ( ) د

+ −24   5  3 

+4 2  
 

I 
 

I 

 

+1   4 

−5   6 

+3 2  4 

I 

 1 
 

4 

6 
2  12 

I 

2

 1- 
 

 صفر

 

، فإن المشتقة  بالنسبة إلى    هذا وكما تقيس المشتقة الأولى معدل التغير اللحظي في  

التغير   إلى  بالنسبة  الأولى  المشتقة  قيمة  في  اللحظي  التغير  معدل  أيضا  تقيس   الثانية 

. وبعبارة أخرى، فإن المشتقة الثانية تقيس معدل التغير اللحظي في الميل بالنسبة إلى  في  

 . التغير في  
 

   :ولإلقاء المزيد من الضوء على المشتقة التفاضلية الثانية، دعنا نأخذ الدالة
 

 2  -( =  ) د 
 

   ( = ) -2،   د   -  (  = ) 2حيث نجد: د 
 

 (.  )  (، د )  (، د )  ( يوضح الرسم البياني لكل من د 3  –  6والشكل ) 
 

   
 

 ( 3  –  6الشكل )

 ()  ، د  ()  ، د  (التمثيل البياني لـ د ) 

 2  - ( = للدالة: د ) 
 

إلى أسفل وتقع قمته  )   الدالة الأصلية: د ومن الشكل نجد أن   قِّطع مكافئ مقعر  يمثلها   )

Vertex    عند نقطة الأصل )صفر، صفر(. وميل المماس يكون موجبا على يسار القمة، ولكن
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من الصفر. وأما على يمين قمة القطع    قيمة الميل الموجبة تقل تدريجيا كلما اقتربت قيمة  

. وأما فيما  المكافئ، نجد أن الميل يكون سالبا وأن قيمة هذا الميل تتناقص بزيادة قيمة  

( موجبة ولكنها تقل كلما  )  (، نجد أن قيم د )  يتعلق بالرسم البياني للمشتقة الأولى: د 

( سالبة أكثر فأكثر كلما  ) من الصفر من جهة اليسار. ثم تصبح قيم د   اقتربت قيمة 

 .زادت القيم الموجبة لـ  

وكما سبق أن أشرنا فإن المشتقة الثانية تقيس معدل التغير اللحظي في المشتقة الأولى   

ثابت دائماً.  ، فإن معدل التغير في المشتقة الأولى     (  = )-2أو في الميل. وحيث أن: د 

لكل زيادة في س مقدارها وحدة    2وبأسلوب أكثر تحديداً، فإن الميل يتناقص بمعدل مقداره  

 . 2– ( يمثلها دالة خطية ميلها يساوى )  واحدة. وهنا تجدر ملاحظة أن د 
 

 المشتقة التفاضلية من الدرجة الثالثة فأكثر:  -2
Third and Higher – Order Derivatives 

  
أصبح من اليسير علينا الآن أن ندرك كيفية إيجاد المشتقة التفاضلية من الدرجة الثالثة  

تفاضل   بإجراء عملية  الثالثة  التفاضلية  المشتقة  إيجاد  يمكن  الدوال. حيث  من  لدالة  أكثر  أو 

 للمشتقة الثانية، وهكذا بالنسبة لبقية المشتقات التفاضلية. 

نحصل عليها بإجراء  Order Derivative – thnفإن المشتقة النونية    وبصفة عامة،  

 من المرات. kعدد    عملية التفاضل على الدالة بالنسبة إلى   

ويرُمز لها بالرمز  
( )

( )
د
د

k

k
أو د  

( )k
 (. أي أن: )

د               
( )k
(  = )

د
د

 

 
]د  

( )1 k-
( ]) 

الدرجة   من  الحدود  متعددة  الدوال  أن  إلى  الإشارة  تجدر  التفاضلية    kوهنا  مشتقتها  تكون 

1الأولى من الدرجة   k-  ،وأن كل مشتقة تالية تقل درجتها بمقدار واحد أقل من درجة سابقتها .

 وهكذا حتى نصل إلى مشتقة درجتها صفر. 
 

 (: 23مثال )

+( = )  = د    إذا كان لدينا الدالة: + − −3 4 5 12  7  2  6  
 

 أوجد المشتقات التفاضلية التالية: 

 د  -ج     ()   د  -ب ()  د  -أ
 (3)

( ) 
 

 الحــل: 

+( =  = د )  حيث أن:   + − −3 4 5 12  7  2  6  
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( =   )   د  )أ( 
د
د
 

 
   =+ − −2 3 47  6  24  5 

 

( =  )  د  )ب(  
د
د

2

2
    =− −2 3 12  72  20 

 

( =   )(3)د  )جـ( 
( )

( )
د
د

3

3
    =− −212   144  60 

 

 (: 24مثال )

 أوجد جميع المشتقات التفاضلية الممكنة للدالة: 

+( =  = د )    + −2 316   9  6  
 

 الحــل: 

( =   ) د 
د
د
 

 
   =+ − 

( =  )  ،  د 3  12   9 2
د
د

2

2
    =−12   6 

 

( =   )(3)د 
( )

( )
د
د

3

3
( =  )(4)،   د   6=    

( )

( )
د
د

4

4
 = صفر   

 

 

 سوف تكون مساوية للصفر.  4الدرجة أكبر من وهنا سوف نجد أن أي مشتقة من 
 
 

والآن وبعد أن انتهينا من هذا الجزء في تناولنا لموضوع التفاضل، ربما يكون مفيداً للقارئ  

 أن نلخص أهم الصيغ والقوانين التي تعرضنا لها في هذا الفصل وذلك على النحو التالي: 
 

 

 صيغ مهمة: 

•   



 =  

( ) − د (   د  ( +


 معدل التغير المتوسط  

 

د •
د
 

 
   =

   0  

( ) − د (   د  ( +


 

 

 وهي تمثل المشتقة التفاضلية الأولى )معدل التغير اللحظي(      
 

 

ولعله من الملائم هنا أن نوجز قواعد التفاضل المشار إليها من قبل وذلك قبل تناولنا لموضوع  

 مجال علم الاقتصاد. تطبيق التفاضل في 
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 قواعد التفاضل: 
 
 

 (: 1القاعدة )
 

) إذا كانت:  )  ،H= د

( )  صفر = ´د

 )الدالة الثابتة( 

 

 (: 2القاعدة )
 

=    () د  إذا كانت: 
k

 

( ) k  1-k= ´د
 

 )دالة القوة( 

 

 (: 3القاعدة )
 

) إذا كانت:  ) )= د )u H، 

( ) )= ´د ) u H´ 

)الدالة مضروبة  

 في مقدار ثابت( 

 

 (: 4القاعدة )
 

) إذا كانت:  ) )=د )u±(  ف(

( ) )= ´د ) u´  ( )  ´ف

)جمع وطرح  

 الدوال(

 

 (: 5القاعدة )
 

) إذا كانت:  ) )= د )u  .(  )قاعدة الضرب(        ف(

( ) )= ´د )u .( ) )+ ´ف ) u´ .(  ف(

 

 (: 6القاعدة )
 

) إذا كانت:  ) )= د )
( )

u

ف
 )قاعدة القسمة(                     

( ) =   ´د
( ف( . ( ) u´  – ( )u . ( ) ´ف

( )  
2

ف

 

 
 (: 7القاعدة )

 
 إذا كانت: 

 

 

( ) )=د ) 
 

k
 ف

( ) )=´د ) 
 

1-
k

k
).ف )  ´ف

 

 

 )الدالـة ذات القوة(

 

 (: 8القاعدة )
 

) إذا كانت:  ) = د
(  Iف(

( ) )= ´د ) ´ف
(  Iف(

)الدالة الأسية  

 للأساس الطبيعي( 

 

 (: 9القاعدة )
 

) إذا كانت:  ) )I= د  ف(

( ) =   ´د
( ) ´ف

( ف(
 

)الدوال 

اللوغاريتمية  

 الطبيعية( 
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 (: 10القاعدة )
 

)=    إذا كانت:  ) )=   uو   uد  ف(

د
د
 

 
   =

د
د
 

 u
   ×

د
د

 

 

u
 

 )قاعدة السلسلة( 

 

 

 سابعاً: تطبيقات اقتصادية 
في دراستنا للتطبيقات الاقتصادية للموضوعات التي تم تناولها في هذا الفصل سوف   

من   كثير  في  القرار  اتخاذ  على  الاقتصادي  تساعد  التي  النقاط  من  الكثير   نغطي 

 المجالات الاقتصادية.  

 وسوف تشمل دراستنا الموضوعات التالية: 
 

 مي الإجمالينمو الناتج القو  -2  التكلفة والإيراد والأرباح   -1

 الإيراد الحدي   -4   التكلفة الحدية   -3

 السعر الحدي والطلب الحدي -6   الربح الحدي   -5

 معدل الأجر الحقيقي   -8    الإنتاجية   -7

 معدل التكلفة الحدية   - 10   الإعلان والمبيعات  -9

 معدل الإيراد الحدي ومعدل الربح الحدي   - 11

 سعر ومرونة الطلب تغير ال  - 13   مرونة الطلب  - 12
 

وسوف نستعين في ذلك بالأمثلة المختلفة التي تيسر على القارئ فهم واستيعاب ما نود عرضه  

 في هذا الشأن. 
 

 Cost, Revenue and Profits     التكلفة والإيراد والأرباح: -1

 (: 25مثال )

 معين أسبوعياً هي: وحدة من منتجَ  ;إذا كانت تكلفة إنتاج  

 جنيه   40;+   20000( = ;) ت  

 وحدة كل أسبوع يتحدد بالدالة:  ;وكان الإيراد المتحصَّل عليه من بيع  

 v(;  = );100  – 0.01  ;2 
  3200وحدة أسبوعياً، وأنه يرُاد زيادة الإنتاج إلى    3100فإذا كان مستوى الإنتاج الحالي هو  

 وحدة أسبوعياً. 
 

 

 المطلوب: 

 ( احسب الزيادة في كل من: 1)

 الأرباح   -الدخل     ج - التكلفة     ب  -أ 

 ( احسب معدل التغير المتوسط في كل من: 2)

 الأرباح   -الدخل     ج - التكلفة     ب  -أ 
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وجهة                     من  عليها  تحصل  التي  النتائج  فسر  ثم  الإنتاج،  في  زيادة  وحدة  لكل  وذلك 

 النظر الاقتصادية. 
 
 

 الحــل: 

 3200= ;∆ +   ; ، 3100قيمة ك الأولى هي   (1)

        ت = ت  (;  +  ; )–   ت (;) 

 ( 3100)  ت  – ( 3200)  = ت     

    [ =20000   +40 (3200 ]) –  [20000   +40 (3100 ]) 

      =148000 –  144000  =4000 

        v =v(;   +  ; ) –  v(;) 

      =v(3200 )-  v  (3100 ) 

    [ =100(3200 ) – 0.01 (3200)2  ]–  [100(3100 )-  0.01 (3100)2 ] 

      =217600 –  213900  =3700 

الإنتاج من   فإنه بزيادة  إلى    3100وهكذا  تزداد    3200وحدة  بمقدار  وحدة،    4000التكلفة 

 جنيه.  300جنيه. أي أن الأرباح سوف تقل بمقدار   3700جنيه، بينما تزداد الإيراد بمقدار 

 وحدة كما يلي:  ;( من بيع  )pويمكن توضيح ذلك بالتفصيل بإيجاد دالة الربح  

         p(;  = )v(; )–  ت  (; ) 
           =100  ; –  0.01  ;2 –  (20000  +40  ;) 
   =60  ;  – 0.01  ;2 -  20000 

من   الإنتاج  زيادة  نتيجة  الأرباح  في  التغير  إلى    3100مقدار  يتحدد   3200وحدة   وحدة 

 كما يلي: 

   ∆p   =p(3200 )–  p(3100 ) 

         [ =60 (3200  )–  0.01 (3200)2  –  20000 ] 

     –  [60 (3100 ) –  0.01(3100)2 –  20000 ] 

            =69600  – 69900  = -  300 

وحدة إلى    3100جنيه إذا زاد عدد الوحـدات المنتجَة من    300أي أن الأرباح تنخفض بمقدار  

 وحدة.   3200

معدل التغير المتوسط للتكلفة =    (2)
ت

;
 

           =
( )3100 −ت ( )3200 ت

3100   3200-   =
4000
100

  =40 

 جنيه في المتوسط لكل وحدة زيادة في الإنتاج.  40التكلفة تزداد بمقدار  أي أن 
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معدل التغير المتوسط للإيـراد =  




v
;

 

                =
( )3100 v − ( )3200 v

3100   3200-   =
3700
100

   =37 

 

بمقدار   يزداد  الإيراد  فإن  مقدارها   37وهكذا  الإنتاج  في  زيادة  لكل  المتوسط  في   جنيه 

 وحدة واحدة. 

معدل التغير المتوسط للأربـاح =  




p
;

 

            =
( )3100 p − ( )3200 p

3100   3200-   =
300-
100

  =-3 

 جنيهات 3وهذا يعنى أنه لكل وحدة زيادة في الإنتاج تنخفض الأرباح بمقدار 
 

 

 Growth of   GNP      نمو الإنتاج القومي الإجمالي: -2

 (: 26مثال )

 يتحدد الإنتاج القومي الإجمالي لإحدى الدول وفقا للصيغة: ، 1995إلى  1985خلال الفترة 

 + + =2  001   01  5  L,  تمثل السنوات.  بليون جنيه ، حيث   ,

سنة   بين  ما  الإجمالي  القومي  للإنتاج  السنة  في  المتوسط  النمو  معدل   1985احسب 

 (. 10=  )  1995= صفر( وسنة   )
 

 الحــل: 

  L ( د =  = ), ,+ +2  001   01  5   

 
L


 =  

 د  (10)− د  (صفر )

 -10 صفر 

 7=   2(10) 0.01( + 10)0.1+   5( = 10) د  

 5=   2)صفر(0.01)صفر( +  0.1+  5)صفر( =   د  

∴  
L


 =  

(5)  −(7 ) 

 0,2=  -10 صفر

 

في المتوسط عن السنة السابقة لها   % 20أي أن الناتج القومي الإجمالي يزيد في كل سنة بنسبة  

 م. 1995 –   1985وذلك خلال الفترة  
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ي:   Marginal Analysis      التحليل الحد ِّ
الاقتصادية خاصة في إيجاد  تسُتخدم المشتقة التفاضلية الأولى في الكثير من التطبيقات   

ما يسمى بالمعدلات الحدية. هذا وبافتراض أن المؤسسة التجارية تقوم بإنتاج عدد معين من  

الوحدات كل سنة، فإن التحليل الحدي يقدم لنا تأثير كل وحدة إضافية تنتجَ وتباع على كل من  

 التفصيل. التكلفة والإيراد والأرباح. وفيما يلي نتناول هذا الأمر بشيء من 
 

 Marginal Cost      التكلفة الحدية: -3

 التكلفة الحدية هي مؤشر مهم في التحليل الحدي. وهي تشير إلى التكلفة الإضافية نتيجة لإنتاج 

وحدة زيادة من المنتجَ. وتفترض دالة التكلفة الخطية ثبات التكلفة المتغيرة للوحدة الواحدة. وفي  

ال التكلفة  فإن  الدوال  تلك  التالية  مثل  والدالة  الإنتاج.  تكون واحدة عند جميع مستويات  حدية 

 توضح ذلك: 
   15 ;,+   6000( = ;) ت 

 

جنيه. والتكلفة الحدية لهذه الدالة هي    1.5حيث تكون التكلفة المتغيرة للوحدة الواحدة ثابتة عند  

 جنيه.   1.5دائماً 
 

في   الحدية من مستوى لآخر من  وأما  التكلفة  بتغير  تتصف  فإنها  الخطية  غير  التكلفة  دوال 

 مستويات الإنتاج. ولو اعتبرنا دالة التكلفة: 
 

 00032 ;,+   10 ;+   20000( = ;) ت 
 

 هذا والجدول في الصفحة التالية يوضح حسـاب التكلفة الحدية لمستويات مختلفة من الإنتاج.  

 

الحدية تختلف باختلاف مستوى الإنتاج. حيث نجد أن   التكلفة  الثالث أن  العمود  ويتضح من 

الوحدة   الحدية لإنتاج  الحدية    11.203تساوى    201التكلفة  التكلفة  جنيه، وهي تختلف عن 

 وحدة من الوحدات التالية.  لإنتاج أي 
 

 00032 ;,+   10 ;+   20000( =  ;)  إيجاد التكلفة الحدية للدالة: ت           
 

 مستوى الإنتاج 
(;) 

 التكلفة الكلية
 (;ت ) 

 التكلفة الحدية 

  ( ت = ت; ) –  ( 1 – ;ت ) 
200 

201 

202 

203 

204 

 جنيه  22120.000

 جنيه  22131.203

 جنيه  22142.412

 جنيه  22153.627

 جنيه  22164.848

 

 جنيه  11.203

 جنيه  11.209

 جنيه  11.215

 جنيه  11.221
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( معدل التغير اللحظي في  ;)   ( لدالة التكلفة ت ;)   هذا وتمثل المشتقة التفاضلية الأولـى ت 

التكلفة الكلية نتيجة لتغير عدد الوحدات المنتجَة. كما أن هذه المشتقة تعبر بشكل عام عن ميل  

البياني لدالة التكلفة الكلية. ولأغراض التحليل الحدي فإن هذه المشتقة يتم استخدامها  الشكل  

 كمؤشر للتكلفة الحدية. 

تعطى تقديراً تقريبياً للتكلفة الحدية لإنتاج وحدة تالية من المنتجَ. وبإيجاد    والتكلفة الحدية ت 

 سابقاً، نجد أن: ( للدالــة المشار إليها ;)  ت 
 

   (; = )10   +,; 0006ت 
 

 نتبع ما يلي:  201وللحصول على هذا التقدير للتكلفة الحدية نتيجة إنتاج الوحدة  
 

 

 جنيه   (200 = )10   +0.006(200  = )11.2ت 

يقترب كثيرا من القيمة الحقيقية لتلك التكلفة  ، وهو  201وهو تقدير للتكلفة الحدية لإنتاج الوحدة  

جنيه. وهنا تلزم الإشارة إلى أن التكلفة الحدية في العمود    11.203الواردة في الجدول وهي  

جنيه نتيجة إنتاج وحدة إضافية من المنتجَ. وأن هذا    0.006الثالث تزداد في كل مرة بمقدار  

 (.   (; = )0.006أن: ت  المقدار يمثل ميل دالة التكلفة الحدية )لاحظ 
 

 (: 27مثال )

 وحدة من أحد المنتجَات تتحدد وفقاً للدالة:   ;إذا كانت التكلفة الكلية بالجنيهات لإنتاج     
 

 2;  0.25+  ;  7000+   350000( = ;) ت 

 المطلوب: 

 حدد التكلفة الحدية كدالة في عدد الوحدات المنتجَة.   (1)

 أوجد التكلفة الحدية عند مستويات الإنتاج التالية:  (2)

 200=  ; -ب   100= ;  -أ 

 في كل حالة من الحالات.  –اقتصادياً   – مفسَّراً نتائجك 

 الحــل: 

( =  ;)  التكلفة الحدية = ت  (  1)
د
د
 

 

ت
;

 

        =
د
د

 

 ;
 (350000   +7000  ;   +0.25  ;2) 

 ;    (;  = )7000   +0.5أي أن: ت      

هـذه الدالة تعطى متوسط التكلفة لكل وحدة إذا ما زاد الإنتاج بمقدار طفيف، هذا بافتراض       

 وحدة.  ;أنه سبق إنتاج  
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 : 100=  ;عندما    )أ(  (2)

( = ت 100)  ت        
  (100 ) 

              =7000  +0.5(100  = )7050 

وحدة، فإن أي زيادة طفيفة في الإنتاج يترتب عليها    100=  ;أي أنه عند مستوى الإنتاج  

في المتوسط للوحدة الواحدة. وبعبارة أخرى، نستطيع القول أن إنتاج    7050تكلفة مقدارها  

 جنيه.  7050سوف يكلف  101الوحدة رقم 
 

 : 200=  ;عندما    )ب(

  (200 = )7000   +0.5(200  = )7100ت 

 

وحدة فإن تكلفة إنتاج الوحدة    200وهذا يشير إلى أنه إذا زاد الإنتاج زيادة طفيفة عن الكمية  

سوف    201جنيه للوحدة الواحدة. أي أن إنتاج الوحدة رقم    7100الزيادة تبلغ في المتوسط  

  –  100= ;كسابقه في حالة    –جنيه. وهنا لابد وأن نشير أن مثل هذا التعبير   7100يكلف  

ليس دقيقاً تماماً وذلك لأن المشتقة التفاضلية الأولى تفترض زيادة طفيفة جداً في الإنتاج، وليس  

زيادة مقدارها وحدة واحدة. حيث أنه من الناحية العملية، تتمثل الزيادة في الإنتاج وما شابهه  

لمعنى فيما يتعلق بهذا  في وحدات صحيحة وليس في جزء من الوحدة. وهنا نؤكد على هذا ا

المفهوم والمفاهيم المماثلة للمعدلات الحدية التي نتناولها فيما بعد دون الحاجة إلى تكرار ذكر  

 ذلك مرة أخرى. 
 

  Marginal Revenue     الإيراد الحدي: -4
الإيراد الحدي هو واحد من أهم المفاهيم التي تستخدم في هذا الشأن. والإيراد الحدي   

يمثل الإيراد الإضافي نتيجة بيع وحدة منتجَة إضافية. ولو كان السعر ثابتاً في هذه الحالة، فإن  

ر  الإيراد الحدي يساوى دائماً سعر الوحدة من المنتجَ وذلك إذا كانت دالة الإيراد خطية في سع

تشير إلى الحالة التي يكون فيها سعر    ;  v    =25السلعة. فعلى سبيل المثال، دالة الإيراد:  

السلعة هو   بيع وحدة إضافية هو    25الوحدة من  أيضاً عند أي    25وأن الإيراد الحدي من 

 مستوى من مستوى الإنتاج. 
 

 دالة الإيراد غير الخطية: وأما في حالة 
 

v(;  = )20 ;  – 0.002  ;2 
 

فإن الإيراد الحدي وفقا لهذه الدالة ليس ثابتاً إذ أنه يتغير بتغير مستوى الإنتاج. ويوضح ذلك  

 ما يلي: 
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 v  (;  = )20  ; – 0.002  ;2إيجاد الإيراد الحدي للدالة:                  

 مستوى الإنتاج 

(;) 
 الإيراد الكلى

v(;) 
 الإيراد الحدي

  v   =v(; ) –  v ( 1 –)ك 

200 

201 

202 

203 

204 

 جنيه  2920.000

 جنيه  3939.198

 جنيه  3958.392

 جنيه  3977.582

 جنيه  3996.768

 

 جنيه  19.198

 جنيه  19.194

 جنيه  19.190

 جنيه  19.186

 

الإنتاج.   مختلفة من  الحدي عند مستويات  الإيراد  مقدار  الجدول  الثالث من  العمود  ويوضح 

ويلُاحَظ أنه بالرغم من أن الفوارق بين مستويات الإنتاج تكون صغيرة )وحدة واحدة في كل  

 لإيراد يتغير من مستوى لآخر من مستويات الإنتاج. مرة( إلا أن ا
 

( والتي تمثل  ;)  v( يمكننا إيجاد المشتقة التفاضلية الأولــى  ;)vومن دالة الإيراد الكلي  

معدل التغير اللحظي في الإيراد الكلى بالنسبة إلى التغير في عدد الوحدات المُباعة. كما تمثل  

v  (;  ،التعبير العام عن ميل الشكــل البياني لدالة الإيراد الكلى. ولأغراض التحليل الحدي )

 تسُتخدم في تحديد الإيراد الحدي حيث: فإن هذه المشتقة  
 

 

 (;)  vالإيراد الحدي =                       
 

ويمكن استخدام المشتقة في إيجاد الإيراد الحدي التقريبي من بيع الوحدة التالية من المنتجَ. ولو  

 قبل:  من( لدالـة الإيـراد المشار إليها ;)  vأوجـدنا  

v(;  = )20 ;  – 0.002  ;2  :فإننا نحصل على 

v  (;  = )20 –  0.004  ; 
 

)، فإننا نوجد قيمة  201وللحصول على قيمة تقريبية للإيراد الحدي من بيع الوحدة رقم   ); v´  

 جنيه        v´  (200  = )20  –  0.004(200 = )19.2. أي أن :  200=   ;عند  

، وهو يقترب جداً من القيمة الحقيقية له الواردة  201وهذا تقدير للإيراد الحدي من بيع الوحدة  

 جنيه.   19.198في الجدول وهي  
  

لعله من المفيد بالنسبة للقارئ أن نشير هنا إلى أن الإيراد الحدي في العمود الثالث يتناقص  و      

جنيه نتيجة بيع وحدة إضافية من المنتجَ. ويمثل مقدار النقصان هذا    0.004في كل مرة بمقدار  

 (. v (; = )-0.004ميل دالة الإيراد الحدي )يلاحظ أن:  
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 (: 28مثال )

 20   –  1000=   ;إذا كانت دالة الطلب على إحدى السلع هي:   

 سعر الوحدة بالجنيهات.  كمية الطلب )المبيعات(   ،    ;حيث:  
 

 ;  10+   1000( = ;) وإذا كانت دالة التكلفة هي:  ت 
 

 حدد الإيراد الحدي كدالة في كمية الإنتاج. ثم احسب مقدار الإيراد الحدي عند مستويات الإنتاج. 

 150= ;  -ب     100=  ;  -أ 
 

 الحــل: 

 حيث أن: الإيراد = عدد الوحدات المباعة × سعر بيع الوحدة        

                =; ×    =; 

  20  – 1000=  ;وحيـث أن:        

  20    =1000  –  ;  

 ;  0.05 –  50=   ومن المعادلة:        

 v(;  = ); (50  –  0.05  ;)الإيراد =      
 

 وبالتالي نجد أن الإيراد الحدي يأخذ الصورة: 
 

                  v´ (; = )50  – 0.1;  
 

 : 100=   ;الإيراد الحدي عند   -أ

 v´(100  = )50  – 0.1 (100 = )40 
 

واحدة، أي نتيجة  جنيها نتيجة لزيادة المبيعات بمقدار وحدة    40أي أن الإيراد يزداد بمقدار  

 . 101لبيع الوحدة رقم 
 

 : 150=   ;الإيراد الحدي عند   -ب

 v´(150  = )50  – 0.1 (150 = )35 

 .  151جنيها عند بيع الوحدة رقم   35وهذا يدل على أن الإيراد يزداد بمقدار 
 

 Marginal Profit      الربح الحدي: -5

يمثل الربح الحدي مقدار التغير في الربح نتيجة لإنتاج وبيع وحدة واحدة إضافية من   

يكون ثابتا لجميع    –مثله في ذلك مثل الإيراد الحدي والتكلفة الحدية   –المنتجَ. والربح الحدي  



 

285 
 

فإن    مستويات الإنتاج في حالة كون دالة الربح الكلى خطية. وأما في حالة الدالة غير الخطية 

 الربح الحدي يختلف باختلاف مستوى الإنتاج. 

 ولو أردنا إيجاد دالة الربح الكلى مستخدمين في ذلك الدالة الخطية للتكلفة الكية: 
=  ;ت) غير ,15;+    6000(  الكلى:   والدالة  للإيراد    –  v(;)   =;20الخطية 

2 واللتان سبق الإشارة إليهما عند تناولنا للتكلفة الكلية والإيراد الكلي فإننا نجد أن دالة    ,0002;
 الربح الكلى تتحدد كما يلي: 

 

  p  (;  = )v (; ) –  ت  (;) 

                           =;20  –  
2 ;0002,– (6000   +;15,) 

 أي أن دالة الربح الكلى هي: 

 p  (;  = );185, –  
2 ;0002, -  6000 

 

 وبحساب الربح الحدي عند مستويات الإنتاج المختلفة يتضح لنا ما يلي: 

ونلاحظ من العمود الثالث أن الربح الحدي يختلف باختلاف مستوى الإنتاج. وبإيجاد دالة الربح  

 التفاضلية الأولى لدالة الربح الكلى نحصل على: الحدي والذي يمثلها المشتقة 
 

 p´(;  = )18.5 –  ;0004,       أنظر الجدول التالي 

  – ,p  (;  = );185إيجاد الربح الحدي للدالة :            
2 ;0002, -  6000 

 

 مستوى الإنتاج 

(;) 
 (*) الربح الكلى

p(;) 
 الربح الحدي

p   =p(; ) –p(1  ; -) 

200 

201 

202 

203 

204 

 جنيه  2380.000 -

 جنيه  2362.302 -

 جنيه  2344.608 -

 جنيه  2326.918 -

 جنيه  2309.232 -

 

 جنيه  17.698

 جنيه  17.694

 جنيه  17.690

 جنيه  17.686
 المقدار السالب للربح يعنى تحقيق خسارة.  ( *)          

 

 

 نحصل على:  201ولتقدير الربح الحدي من إنتاج وبيع الوحدة رقم  
 
 

 p´(200  = )18.5 –  0.004(200  = )17.7  جنيه 
 

جنيه. وهنا لابد من الإشارة    17.698وهو يقترب كثيراً من القيمة الحقيقية في الجدول وهي  

جنيه في كل مرة يزداد    0.004أيضاً إلى أنه يمكننا استنتاج أن الربح الحدي يتناقص بمقدار  

فيها الإنتاج بمقدار وحدة واحدة، وأن مقدار الزيادة هذا يمثل ميل دالة الربح الحدي )يلاحظ  

 (. p´´(; =)-0.004أن:  
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 (: 29مثال )

(، أوجد الربح الحدي كدالة  في كمية المبيعات.  28باستخدام البيانات الواردة في مثال )  

 وحدة.  200ثم احسب الربح الحدي عندما تصل كمية المبيعات إلى  
 

 الحــل: 

 التكلفة   – حيث أن: الربح = الإيراد  

            =;50 –  ;005,2 –  (1000  +;10) 

                   =;40 –  ;005,2 –  1000 

 أي أن دالة الربح هي: 

 p(;  =);40 –;005,2  –  1000 

الربح الحدي =   
د
د

p
;
  =40  –  ;01, 

 ,p´ (; = )40 –  ;01( تتمثل في:  ;)´pأي أن دالة الربح الحدي  
 

 هو:   200=  ;وبالتالي نجد أن الربح الحدي عند مستوى المبيعات  

 p´(200  = )40  – 0.1 (200 ) 

                =40  – 20  =20 

جنيها نتيجة لزيادة المبيعات بمقدار وحدة واحدة. أي أن   20مما يعنى بأن الربح يزداد بمقدار 

 جنيها.  20يدر ربحاً مقدار    201بيع الوحدة رقم 
 

 السعر الحدي والطلب الحدي:  -6
Marginal Price and Marginal Demand 

 إذا كانت دالة الطلب تأخذ الصورة: 
 

 (;)  = د   
 كمية الطلب.  ;سعر الوحدة  ،    حيـث:  

فـإن:  
د
د
 

 ;
يطلق عليها "السعر الحدي". وهو يشير إلى مقدار التغير في سعر السلعة نتيجة    

 لحدوث زيادة طفيفة في كمية الطلب على السلعة. 
 

 ()  = د  ;وأما إذا أخذت دالة الطلب الصورة:   

فـإن:  
د
د

 

 

;
يطلق عليها "الطلب الحدي"، والذي يعنى مقدار التغير في كمية الطلب نتيجة    

 لحدوث زيادة طفيفة في سعر السلعة. 
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 (: 30مثال )

 إذا كانت دالة الطلب على أحد المنتجَات هي: 

    =2024  –  ;2 –  ;2 
 كمية الطلب.  ;سعر الوحدة بالجنيه  ،    حيـث: 

 

 المطلوب: 

 ( حدد السعر الحدي كدالة في كمية الطلب. 1)

 وحدة.  30( إيجاد السعر الحدي عند مستوى الطلب  2)

ر نتائجك من وجهة النظر الاقتصادية. ثم   فس ِّ
 

 الحــل: 

 2;  – 2;  –  2024=   حيث أن:  (  1)
 فإن السعر الحدي يتمثل في:      

السعر الحدي =  
د
د
 

 ;
   =;2  2-- 

 

 يساوى:  30=   ;السعر الحدي عند   (2)

 62 - ( = 30) 2 –  2 - السعر الحدي =       
 

وحدة، فإن سعر    30وهذا معناه أنه بزيادة كمية الطلب بمقدار وحدة واحدة عند مستوى الطلب  

يؤدى إلى انخفاض السعر   31الوحدة رقم  جنيه. أي أن بيع    62السلعة سوف ينخفض بمقدار  

 جنيه.  62بمقدار  
 

 (: 31مثال )

إذا كانت كمية الطلب على سلعة ما تتحدد وفقا لسعر الوحدة من هذه السلعة وذلك وفقاً      

 200=   ;+   2     للعلاقة التالية:
 كمية الطلب.  ;سعر الوحدة بالجنيه  ،    حيـث:  

 أوجد الطلب الحدي عندما يبلغ سعر السلعة جنيهان. 
 

 الحــل: 

 2  –  200=  ;فــإن:      200=   ;+   2حيث أن:  

الطلب الحدي =  
د
د

 

 

;
   = 2 

 وعندمـا يكـون سعر الوحدة جنيهان فإن الطلب الحدي يمكـن تحديـده كما يلي: 
 

 4 -( =  2)2 - الطلب الحدي =  
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بمقدار  وحدات إذا ما زاد سعر الوحدة من السلعة    4أي أن الطلب على السلعة ينخفض بمقدار  

جنيهات للوحدة فإن الطلب على    3جنيه واحد. وبعبارة أخرى، إذا تم عرض السلعة بسعر  

 وحدات. 4السلعة ينخفض بمقدار  
 

 Productivity      الإنتاجيـة: -7

 (: 32مثال )

      وفقاً لرأس المال ( من العمل )أي إنتاجيه ساعة العمل( تتحدد  }إذا كانت إنتاجية الوحدة ) 

 L05,2   +L  – 5=   }( وفي الآلات وذلك تبعا للدالة:   Lالمستثمَر في المصنع ) 
 
 

 مقاسة بالجنيه لكل ساعة عمل. مقاسة بملايين الجنيهات، ج  Lحيـث:  

مليون    2ملايين جنيه، وأنه يزداد سنوياً بمعدل   10فإذا افترضنا أن رأس المال المستثمَر هو 

 جنيه، احسب معدل زيادة إنتاجية ساعة العمل عبر السنوات.
 

 الحــل: 

فإن المطلوب هنا هو إيجاد:   kإذا رمز للزمن بالرمز 
د
د
 

 

{
k

 

 مليون جنيه، فإننا نجد أن:  2يتزايد سنة بعد أخرى بمعدل   Lولكون رأس المال  

 
د
د
 

 

L
k
   =2 

وحيث أن:  
د
د
 

 

{
k
   =

د
د
 

 

{
L
   ×

د
د
 

 

L
k

 

    ∴
د
د
 

 

{
k
  ( =L   +1 ( )2  = )+2 L2 

ملايين جنيه، فإن معدل تزايد إنتاجية ساعة العمل   10يساوى   Lوبما أن رأس المال المستثمر

 عبر السنوات يمكن تحديده كما يلي: 

 
د
د
 

 

{
k
   =+2 L2   =2(10  + )2   =22   

 مليون جنيه.  22أي أن إنتاجية ساعة العمل تزداد سنة بعد أخرى بمقدار  
 

 Real Wage Rate     الحقيقي:معدل الأجر  -8

 من المعروف اقتصادياً أنه في حالة حدوث زيادة في الأسعار سنة بعد أخرى، فإنه للوقوف  

القياسي لسعر   الرقم  الحقيقية للأجور والمرتبات لابد أن يؤخذ في الحسبان  المستويات  على 

 المستهلك وذلك لما للتضخم من تأثير في هذا الشأن. 
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 التالي يوضح ذلك: والمثال 
 

 (: 33مثال )

 يزداد معدل الأجر في السنة لمجموعة من العمال وفقا للصيغة: 
 

 {  (k = )3   +0 5k , 
 

 ، حيث: 1998  – 1988وذلك خلال السنوات  

 . 1988= صفر لسنة  kترمز إلى الزمن بالسنوات، حيث:   kترمز لأجر العامل،   }
 

 وخلال تلك الفترة كان الرقم القياسي لسعر المستهلك هو: 
 

          v(k = )100   +k3  +0.5 
k2 

 

في   وذلك  الاعتبار(  في  التضخم  أثر  أخذ  بعد  )أي  الحقيقية  الأجور  في  التغير  معدل  احسب 

 . 1998،  1993، 1988السنوات: 
 

 ملحوظـة: 

) 100الأجر الحقيقي = 
الأجر 

الرقم القياسي  لسعر  المستهلك 
)   =100  

( )
( )

 
 
 
 

k

k

{

v
       

 الحــل: 

  100(  =  Rالأجر الحقيقي ) 

( )
( )

 
 
 
 

k

k

{

v
  =100  

 
 
 

+

+ +2

k 0 5 3

k 0 5 k3 100

,
,     

 

 وبذلك يمكن إيجاد معدل المتغير في الأجر الحقيقي بالنسبة للسنوات كما يلي: 
 

د
د
 

 

R
k
   =R´(k  = )100  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

 
− 

 
 
  

+ + + +

+ +

2

2
2

k 3 k 0 5 3 k 0 5 k3 100 0 5

k 0 5 k3 100

, , ,
,

 

       = 100 

( )
,
,

 
 
 
 
  

− −

+ +

2

2
2

k 0 25 k3 41

k 0 5 k3 100

 

 

 معدل تغير الأجر الحقيقي: 

) 100)صفر( =  ´R:  1988في سنة  
41

100
  = )0.41 
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  R´(5  = )100:  1993في سنة  
( ) ( )

( ) ( )

,
,

 
 
 
 

  
    

− −

+ +

2

2
2

5  0 25 5 3 41

5  0 5 5 3 100

 

                =100 

( )

 
 
 
  

2

19 75

127 5

,
,

1   =0,121 

 

  R´(10  = )100:  1998في سنة  
( ) ( )

( ) ( )

,
,

 
 
 
 

  
    

− −

+ +

2

2
2

10 0 25 10 3 41

10 0 5 10 3 100

 

        =100 

( )

 
 
 
  

2

14-

180
   =-0,043 

 

 

 Advertising and Sales     الإعلان والمبيعات: -9

 (: 34مثال )

 وحدة من أحد منتجَاتها، حيث:  ;جنيه على الدعاية لمبيعات   uتنفق شركة مبلغاً مقداره  
 

  u   =I 200  
 
 

400
; 500-

 

 

جنيهات. أوجد معدل التغير في الإيراد    5وتبيع الشركة الوحدة الواحدة من هذا المنتجَ بسعر  

 ( بالنسبة للمنصرف على الإعلان. vالصافي ) 
 

 

 الحــل: 

المطلوب إيجاده هنا هو:  
د
د
 

 

v
u

 

لذلك فإنه لإيجاد معدل التغير في الإيراد بالنسبة للمنصرف على الإعلان فإنه يلزم أولا التعبير  

 كدالة للمنصرف على الإعلان. وهذا يتطلب ما يلي:  vعن الإيراد  
 

u   =Iحيـث أن:   200 
-

 
 
 

400
;  500

 

∴  -
400

;  500
   =

u
200I       :أي أن

-;  500
400

   =

u-
200I 

 

 ومن تلك العلاقة يمكننا أن نجد أن: 



 

291 
 

 ;   =500   –  

u-
200I400 

 

 وحيث أن: 

 المنصرف على الإعلان   – الإيراد الصافي = الإيراد 

   =;5  –  u 

   =5 (500   –  

u-
200I400 )–  u   =2500   –   

u-
200I2000 –  u 

 

 وبذلك يمكننا إيجاد المعدل المطلوب كما يلي: 

 
د
د
 

 

v
u
  = –  

 
 
 

u-
2001-

200
I2000 –  1 

v´ (u  = )أي أن:  
u-

200I10  – 1 
 

 Marginal Cost Rate     معدل التكلفة الحدية: -10

لقد سبق الإشارة إلى أن التكلفة الحدية يعُب ِّر عنها المشتقة التفاضلية الأولى للتكلفة كدالة   

الحدية ما هو إلا عبارة عن المشتقة الأولى  لكمية الإنتاج. ومن البديهي هنا أن معدل التكلفة  

تمثله   إنما  الحدية  التكلفة  معدل  فإن  أخرى،  وبعبارة  التكلفة.  لدالة  الأولى  التفاضلية  للمشتقة 

الإيراد   يمكننا تعريف كل من معدل  التكلفة. وبمنطق مماثل،  لدالة  الثانية  التفاضلية  المشتقة 

 الحدي ومعدل الربح الحدي. 
 

 (: 35)مثال 

(، أوجد معدل التكلفة الحدية، أي معدل التغير في التكلفة الحدية  27باستخدام بيانات المثال ) 

 بالنسبة لكمية الإنتاج. 
 

 الحــل: 

 25,2 0 ;+   7000;+   350000( =  ;)  حيث أن: ت 

 الحدية يمثلها الدالة: وجدنا أن التكلفة 

 ,  (; = )7000   +; 0 5ت  
 

 وحيث أن معدل التكلفة الحدية هو المشتقة الثانية لدالة التكلفة فإن: 

   (;  = )0.5معدل التكلفة الحدية = ت 
 

 ولا يعتمد على عدد الوحدات المنتجَة. أي أن معدل التكلفة الحدية ثابت  
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 معدل الإيراد الحدي ومعدل الربح الحدي:  -11
Marginal Revenue Rate and Marginal Profit Rate 

 (: 36مثال )

 (، أوجد: 28باستخدام بيانات المثال )

 معدل الربح الحدي  -  معدل الإيراد الحدي    -  معدل التكلفة الحدية  - 

 نتائجك. ثم عل ِّق على  
 

 الحــل: 

 ( نجد أن التكلفة الحدية هي: 28من مثال )

   (; = )10ت  

 ( = صفر ;)  معدل التكلفة الحدية = ت  ∴
 

 أي أن التكلفة الحدية تظل ثابتة ولا تتغير بتغير كمية الإنتاج. 

 v  (;  = );50 –  ; 0 05,2دالة الإيراد هي:  
 

 وجدنا أن دالة الإيراد الحدي تأخذ الصورة: 
 

 v  (;  = )50 –  ; 0 1, 
 

 v  (; = )-  0.1وبالتالي ينتج أن معدل الإيراد الحدي يتمثل في:   
 

 وهو لا يعتمد على قيمة عدد الوحدات المنتجَة. 
    

 ( كانت دالة الربح الحدي كما يلي: 28وفي مثال )

 p  (;  = )40 –  ; 0 1, 
 

 وبذلك نجد أن معدل الربح الحدي هو: 

         p  (; = )-  0.1 

 وهو أيضا لا يعتمد على عدد الوحدات المنتجَة. 
 

 

 على القارئ أن يلاحظ ما يلي: وهنا يجب  
 

 معدل التكلفة الحدية   –معدل الربح الحدي = معدل الإيراد الحدي 
 

 Elasticity of Demand      مرونة الطلب: -12

إن مرونة الطلب هي من أهم المفاهيم المستخدمة بشكل واسع في الاقتصاد. فلو كان   

 (، حيث ك تمثل كمية الطلب، بينما تمثل  )   = د   ;لدينا دالة الطلب على متنجَ معين  

 سعر الوحدة. فإن مرونة الطلب هي : 
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مرونة الطلب )م( =   
النسبة  المئوية  للتغير  في  الطلب 

النسبة  المئوية  للتغير  في  السعر 
 

 

وتقيس هذه النسبة استجابة الطلب النسبية للتغيرات في السعر. ويمكن التعبير عن تلك النسبة  

 بالرموز كما يلي: 

النسبة  المئوية  للتغير  في  الطلب 

النسبة  المئوية  للتغير  في  السعر 
   =

 
 
 

 
 
 





; 100
;

100

   =
 
 
 





;
;

 

والمرونة بصورتها الحالية إنما تقيس معدل التغير المتوسط في الطلب بالنسبة إلى التغير في  

سالبة وذلك  السعر من قيمة إلى أخرى. لذلك فإن القيمة العددية لمرونة الطلب عادة ما تكون  

 نظراً للعلاقة العكسية ما بين السعر وكمية الطلب. 
 

هذا وعادة ما نحتاج إلى قياس مرونة الطلب عند سعر معين. وهنا نكون بصدد قياس معدل  

التغير اللحظي في الطلب بالنسبة إلى التغير في السعر. وبعبارة أخرى، قياس التغير في الطلب  

عندما يحدث تغير طفيف في السعر يقترب بدرجة كافية من الصفر دون أن يصل إليه. لذلك  

الم من  المقـدار فإنه  نهاية  بإيجاد  تحديدها  يمكن  للطلب  النقطة  مرونة  أن  نجد  أن  نطقي 

 
 
 





;
;

 إلى الصفر. أي أن:  عندما تؤول  

 ( هي: ;،  ( عند النقطة ) Lمرونة النقطة للطلب ) 

 L   =
   0  ;

 
 
 





; 

       =
;   0  

 
 
 





;   =
 
 
 ;

د
د

 

 

;
 ،  أي أن:   

 

( =  Lمرونة النقطة ) 
;

د
د

 
 
 

 

 

;   =
;( ) ;´ 

مرونة النقطة  =   وهذا يعني أن: 
السعر 

الكمية
 ×  تفاضل الكمية بالنسبة للسعـــر   

هذا وفي حالة حدوث تغير طفيف في السعر فإن النسبة  




;
تساوى تقريبـاً المشتقة التفاضلية    

د
د

 

 

;
 صغيرة فإن:  . لذلك عندما تكون  
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;

 
 
 





;  ≈
;

د
د

 
 
 

 

 

;   =L 
 

 وهكذا نستطيع القول بأنه لو كان التغير في السعر طفيفا فإن: 
 

 )النسبة المئوية للتغير في السعر( L  ≈النسبة المئوية للتغير في الطلب 
 

. فإن  % 5أدت إلى انخفاض الطلـب بنسبة    %4وعلى سبيل المثال، لو أن زيادة السعر بنسبة  

مرونة الطلب تساوى  
5-
4

فإن زيادة    0.8  – الطلب  مرونة    كانت   ولو  هذا  01.25  - =    

 . % 4.8  - ( = %6( )0.8 - تؤدى إلى انخفاض الطلب بنسبة )  % 6السعر بنسبة 
 

 (: 37مثال )

 إذا كانت دالة الطلب على أحد المنتجَات هي: 
 

 ;   =250 –  30   +2 
 

 سعر الوحدة بالجنيه.  ، كمية الطلب بالوحدات  ;حيث:  
 

 المطلوب: 

 . عل ِّق على النتيجة التي تحصل عليها. 12=  )أ( أوجد مرونة الطلب عند مستوى السعر  

 النسبة التقريبية لانخفاض الطلب؟ ، ما هي %8.5)ب( إذا زاد السعر بنسبة  
 

 الحــل: 

مرونة الطلب =    ( أ ) 
;

د
د

 
 
 

 

 

; 

 2+   30  –  250=   ;وحيث أن:  

 
د
د

 

 

;
  = –  30   + 2 

( =  Lمرونة الطلب )  ∴
;

 (–  30   + 2) 

 : 12=  عندما  

 ;   =250 –  30(12 ( + )12)2   =34 
 

 تتحدد كما يلي:  34والكمية   12وهكذا نجد أن مرونة الطلب عند السعر  

( =  Lمرونة الطلب ) 
 12 
34

 ([-  30   +2(12 ]) 
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       =  
 12 
34

 (- 6 = ) -  2.12 

 

 كما يلي:  2.12  -( = Lويمكننا تفسير أن مرونة الطلب )
الوحدة   بمقدار  12عند سعر  السعر  الزيادة في  فإن  بنسبة    1%،  الطلب  نقص في  إلى  تؤدى 

بقليل من  . وهكذا نجد أن النسبة المئوية للتغير في الطلب من  % 2.12 تبلغ أكثر  المتوقَّع أن 
 ضعف النسبة المئوية للتغير في السعر. 

 

 

 حيث أن:  )ب(

 )النسبة المئوية للتغير في السعر( L  ≈النسبة المئوية للتغير في الطلب  

 فإننا نجد أن: 

 % 18 -  ≈ ( %8.5) 2.12  - ≈النسبة المئوية للتغير في الطلب  

. ومرة ثانية، وكما سبق  %18أدت إلى انخفاض الطلب بنسبة    %8.5زيادة السعر بنسبة  أي أن  

النسبة   تبلغ أكثر من ضعف  الطلب  المئوية لانخفاض  النسبة  المطلوب )أ(، فإن  الإشارة في 

 المئوية للزيادة في السعر. 
 
 

 كما يلي: هذا وقد قسم الاقتصاديون القيم التي تأخذها مرونة النقطة إلى ثلاثة أقسام 
 

 L < - 1(، أي: L| > 1| (: ) 1الحالة ) •
وفي هذه الحالة، تكون النسبة المئوية للتغير في الطلب أكبر من النسبة المئوية للتغير   

(. ويقُال  %1تغير في السعر يؤدى إلى تغير في الطلب بأكثر من    %1في السعر )على سبيل:  

مرناً   يكون  الطلب  أن  إلى  Elasticعندئذ  تؤدى  السعر  في  الزيادة  فإن  الحالة،  تلك  وفي   .

 انخفاض في الطلب بنسبة أكبر مما يؤدى بدوره إلى انخفاض الإيراد الكلى. 
 

 صفر  > L  > 1 -(، أي:  L| < 1| (: ) 2الحالة ) •

وفي هذه الحالة، تكون النسبة المئوية للتغير في الطلب أقل من النسبة المئوية للتغير   

. وفي تلك الحالة، فإن الزيادة في السعر  Inelasticفي السعر. وهنا يكون الطلب غير مرن  

 دى بدوره إلى زيادة الإيراد الكلى. تؤدى إلى انخفاض في الطلب بنسبة أقل، وهذا يؤ
 

 

 L  =- 1(، أي: L|  =1| (: ) 3الحالة ) •
وفي هذه الحالة، تكون النسبة المئوية للتغير في الطلب مساوية للنسبة المئوية للتغير   

الوحدة   مرونة  له  الطلب  أن  عندئذ  ويقُال  السعر.  تكون  Unit Elasticفي  المرونة  وأن   ،

  ×    ;متكافئة. وعندها يظـل الإيراد الكلى ثابتاً رغم تغير السعر، أي أن حاصل ضرب:  

، وذلك لأن مرونة  1فقط وليس    L    =-  1يبقى ثابتاً. وفي واقع الأمر، فإنه في هذه الحالة تكون  

 الطلب عادة ما تكون سالبة. 
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 (: 38مثال )

 إذا كانت دالة الطلب على إحدى السلع هي: 

 ;   =1000  –   50 

 سعر الوحدة بالجنيه.   كمية الطلب بالوحدات  ،   ;حيث:  

 المطلوب: 

 ( إيجاد مرونة الطلب عند الأسعار التالية للسلعة: 1)

 12=   )ب(       5=  )أ(       

ر ما تحصل عليه من نتائج.   ثم فس ِّ

 ( حدد مستوى الطلب الذي لا يتأثر عنده الإيراد بارتفاع أو انخفاض السعر. 2)
 

 الحــل: 

مرونة الطلب =   (  1) 
;

د
د

 
 
 

 

 

; 

فإن   50   –  1000=   ;وحيث أن:  
د
د

 

 

;
  = -  50 

 : 5=   عندما   )أ(        

    ;   =1000  –  50 (5  = )750 

مرونة الطلب =              
 
 
 

5
750

(-50 = ) -
 1 
3

 

يترتب عليها    %1جنيهات للوحدة فإن الزيادة في السعر بنسبة    5وتفسير ذلك أنه عند السعر  
  . أي أن النسبة المئويـة للتغيـر في الطلـب من المتـوقع أن % 0.33نقص في كمية الطلب بنسبة  

تكـون ثلث النسبة المئوية للتغيـر في السعـر. ويرجع ذلـك إلى أن الطلب غير مرن حيث أن  

|(L  = |
 1 
3

< 1  .) 

 وكنتيجة لذلك، فإن الزيادة في السعر يترتب عليها زيادة في الإيراد الكلى. 

 : 12=  عندما    )ب(

   ;  =1000 –  50 (12  = )400 

مرونة الطلب =  
 
 
 

12
400

(-50  = )- 1,5 

 L = |1.5  > 1وحيث أن: | 
 

( يكون مرنا. وهذا يعنى أن النسبة المئوية للزيادة في  12=    فإن الطلب عند هذا السعر ) 

السعر تؤدى إلى انخفاض في الطلب بنسبة مئوية أكبر. وهذا يؤدى بدوره إلى انخفاض الإيراد  
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تؤدى إلى انخفاض    %1الكلى بزيادة السعر. وفي واقع الأمر، فـإن الزيادة في السعر بنسبة  

 . % 1.5الطلب بنسبة  
 

لكي لا يتأثر الإيراد الكلى بارتفاع أو انخفاض السعر عند مستوى طلـب معين، فإن مرونة    (2)

 . L  = |1، أي أن: |1- الطلب عند هذا المستوى يجب أن تساوى 
 

مرونة الطلب =  
;

د
د

 
 
 

 

 

; 

 

 في مرونة الطلب، نجد أن:  ;بدلالة   وبالتعويض عن  

 50   –  1000=  ;حيث أن:  

 ∴     =
−; 1000
50

 

 كما يلي: وهكذا نوجد مرونة الطلب 

دحيث أن:  
د

 
 
 

 

 

; =-50 

مرونة الطلب =   ∴

 
 
 
 
 
 

−;  1000
50
;

(-50 = )
-100    ;

;
   

 

 )يلاحظ أن مرونة الطلب عادة ما تكون سالبة(، ينتج أن:  1- وبمساواة مرونة الطلب بالقيمة 

-100    ;
;

  = -1     ،;2   =100   ،    ;  =50 

وحدة، فإن الإيراد الكلى لا يتأثر بارتفاع أو انخفاض    50=    ;أي أنه عند مستوى الطلب:  

 السعر، حيث يكون للطلب مرونة الوحدة. 
 

     Price Change and Elasticityتغير السعر ومرونة الطلب: -13

 (: 39مثال )

 إذا كانت دالة الطلب على سلعة معينة هي: 

 ;   =−2  4100  

 سعر الوحدة بالجنيه.  كمية الطلب   ،    ;حيث:  
 

ما هو تأثير ارتفاع السعر على الإيراد الكلى )من حيث الزيادة أو النقصان( وذلك عند مستويات  

 الطلب التالية: 

 وحدة   50=  ;(  2)   وحدة   40=  ;(  1)
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 الحــل: 

2−=   ;حيث أن:    (1)  4100  

2−=   40 ، 40عندما ك =    4100  

1600 =−2  4100  ، 2   =2500 
 

 مع إهمال الإشارة السالبة للجذر.     50=   

( =  Lمرونة الطلب ) 
 
 
 ;

د
د

 
 
 

 

 

; 

        =( ) ( )
   

  
   

−
0 5-

2  1 50 2-  4100
2 40

,
 

      =
   
   
    −2

- 50
40 4100 

  =
   
   

  −

50- 50
402500 4100 

 

 

      =
   
   
   

50- 50
40 40

  = -1,6 

يكون الطلب مرناً. أي أن الزيادة في    40=    ;، فإنه عند مستوى الكمية  L  |>  1وحيث أن: | 

 السعر تؤدى إلى انخفاض في الطلب بنسبة أكبر، وهذا يؤدى بدوره إلى انخفاض الإيراد الكلى. 
 

2−=   50 ،   50=   ;عندما    (2)  4100  

 مع إهمال الإشارة السالبة للجذر.    40=  ومنها نجد أن:  

(  =  Lمرونة الطلب ) 
   
   
    −2

- 40
50 4100 

 

 

        =
   
   

  −

40- 40
501600 4100 

  =
   
   
   

40- 40
50 50

  = -0,64     

 

يكون الطلب غير مرن. أي أن الزيادة    40=    ;فإنه عند مستوى الكمية    L  |<  1وحيث أن: | 

 في السعر تؤدى إلى انخفاض في الطلب بنسبة أقل وبالتالي يزداد الإيراد الكلى. 
 

 (: 40مثال )

( المثال  بيانات  أو  39باستخدام  بارتفاع  الإيراد  عنده  يتأثر  لا  الذي  الطلب  مستوى  د  حد ِّ  ،)

 انخفاض السعر. 
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 الحــل: 

الإيراد بارتفاع أو انخفاض السعر عند مستوى طلـــب معين، فإن مرونة الطلب  لكي لا يتأثر  

 . 1- عند هذا المستوى يجب أن تساوى 
 

 وسوف نترك للقارئ إثبات أن: 
 

( =  Lالمرونة )  
2

2

4100  ;

;

-
 

 
- 2

2

4100  ;

;
 45.3=   ;يؤدى إلى:     1-= 

 . 45=  ;أي أن مستوى الطلب الذي لا يتأثر عنده الإيراد بارتفاع أو انخفاض السعر هو 
 
 

ويمكن حل هذا المثال بطريقة أخرى، وذلك بإيجاد السعر الذي لا يتأثر عنده الإيراد بالزيادة  

مستوى   لإيجاد  الطلب  دالة  في  السعر  قيمة  عن  التعويض  ثم  السعر  في  النقصان   أو 

 الطلب المطلوب. 
 

المش      على  تركيزنا  يكن  لم  التفاضلية  للمشتقات  الاقتصادية  للتطبيقات  تناولنا  تقة  وفي 

بشكل   المشتقة  تلك  تطبيقات  نتناول  سوف  لأننا  نظرا  وذلك  الكافي.  بالقدر  الثانية  التفاضلية 

 تفصيلي في الفصل السابع من هذا الكتاب. 
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 تمارين

 الفصل السادس
 

 أوجد معدل التغير المتوسط لكل من الدوال التالية:  -1
)  - أ     ) +=   د −21   5  3    ، =3  ،  =0.2 

 

)  -ب      ) =   د
+21  3

     ،  =5    ،   =0.3 
 

)  - جـ     )    =0.5،    2= ،      3  7 −=   د
 

)  - د     ) =   د
−

−

29
3  
      ،   =2    ،   =0.5 

 

  1- =    من القيمة   أوجد معدل التغير المتوسط لكل من الدوال التالية إذا تغيرت   -2

 2=   إلى القيمة  

) -أ  ) +=  د +23 )  -ب      2  6   ) = د
+

2

4  
 

)  -  جـ     ) = د
3 )  -د       5  )   10 4+= د

 

 المشتقة التفاضلية الأولى لكل من الدوال التالية: باستخدام المبادئ الأولية، أوجد   -3

) -أ  ) +=   د −25 )  -ب         3   )  3  5 2−=   د

)  - جـ  ) +=  د
2

  6
2

)  - د         ) −= د +25   3  6 - 
  

 

أوجد ميل المماس للشكل البياني لكل من الدوال التالية عند النقط المعطاة، ثم حدد معادلة    -4

 خط المماس في كل حالة: 

)  -أ    ) )  - ب     2عند س =    3  4 2−=  د ) +=  د -عند س =          22+

2 

)  -جـ    ) =  د
+1  

 1عند س =      
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 إذا كان نمو المبيعات لإحدى السلع يأخذ الصورة:  -5

L(k  = )10000   +k2000 –  
2k200 

 عدد الوحدات المباعة أسبوعياً.   L هي الزمن بالأسابيع   ،   kحيث:       

 أوجد معدل نمو المبيعات عند النقط الزمنية التالية:     

 k =8  - جـ  k  =4   -ب  = صفر  k -أ 
 

 

)أوجد المشتقة التفاضلية الأولى،   -6 )  التالية: ، لكل من الدوال ´د

)  - أ     ) +=   د −
4

210   3  
2

)  - ب         ) )=   د )−10  ( )+ 22   

)  -  ج ـ     ) =   د
+

2

3 2

2  3

   
)  - د           -   ) =   د

 
 
 

+
3   ( )− 25   

)  -  هـ      ) +=   د )  -و                       21 ) )I=   د )+ −25   2  

)  - ز      ) =   د
− 2  3 I                    ح-  ( ) −=   د

3 4
  

3 4
 

)  - ط     ) )=   د )
4

I I 
 

أوجد   -7
د
د
 

 
 إذا كان:  

−=       - أ     + 21  u 2 u    ،u   =+2  

−=     -ب      34 u     ،u   =+33  

)=     - ج ـ     )+
2

3  u 2      ،u   =−2 3  
 

 أوجد جميع المشتقات التفاضلية الممكنة لكل من الدوال التالية:  -8

) -أ  ) +−=  د +
3 4

2  
 3  5 10  6

3 4
 

)  -ب  ) −= د + −2 31   5  8 )  -  جـ     2  ) += د +21 0  7  3 

)  -د  )  2  3  4−= د
 

 الممكن تقدير سكان إحدى المدن وفقا للدالة:إذا كان من  -9

,k 0 045I12( =  k)  = د    , 

 .           1988الزمن مقاسا بالسنوات منذ عام   kعدد السكان بالملايين  ،    حيث:       
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 المطلوب:    

 ؟ 2000ما هو عدد السكان المتوقَّع عام   ( أ ) 

 )ب( عب ِّر عن معدل التغير اللحظي في عدد السكان.  

 ؟ 2000)جـ( ما هو المعدل الذي يتُوقَّع أن يتغير عدد السكان وفقاً له في عام   
 

بمقدار    - 10 الذي يرتفع  المنازل  أحد  تم رمى كرة من فوق سطح  قدم عن سطح     900إذا 

 ثانية كما تصف ذلك الدالة التالية:  kالأرض. وتكون الكرة على ارتفاع ف قدم بعد  

 900ت +  80+   2ت 16  -( =  k)  ف = د  

 لمطلوب:        

 ثوان؟  4ما هو ارتفاع الكرة بعد   ( أ )      

 )ب( متى تعود الكرة إلى الأرض؟       

 )جـ( ما هي سرعة الكرة لحظة ملامستها للأرض؟      
 

 وحدة من منتجَ معين تحددها الدالة:  ;إذا وجد صاحب مصنع أن تكلفة إنتاج   - 11

+ت =       + +2 31000 ; 40  ; 0 3  ; 0 001, , 

 المطلوب:       

 وحدة؟  60وحدة إلى    50ما هي الزيادة في التكلفة إذا زاد الإنتاج من   ( أ )     
 إلى   50احسب التكلفة المتوسطة لكل وحدة إنتاج إضافية عند زيادة الإنتاج من   )ب(      

 وحدة.  60       
 

 إذا كانت دالة التكلفة ت تأخذ الصورة التالية:  - 12

+( =  ;) ت   +2 ; 0 1  ; 10 3000, 

 عدد الوحدات المنتجَة.  ;حيث:  

 لمطلوب:        

 وحدة.   200وحدة إلى    100أوجد الزيادة في التكلفة إذا زاد الإنتاج من   ( أ )      

 احسب التكلفة المتوسطة لكل وحدة إضافية من الإنتاج عند الزيادة المُشار إليها  )ب(       

 . ( أ )في             

 حدد التكلفة الحدية كدالة في عدد الوحدات المنتجَة. )جـ(       

 أوجد التكلفة الحدية عند مستويات الإنتاج:  )د(         

      ;   =300      ،;   =400 

ر نتائجك من الناحية الاقتصادية.           ثم فس ِّ
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 إذا كانت دالة الطلب على إحدى السلع هي:  - 13

2 ;   + 400   =10000 

 كمية الطلب.   ;سعر الوحدة بالجنيه،   حيث:  

 المطلوب:       

 أوجد الإيراد الحدي كدالة في كمية الإنتاج. ثم احسب مقدار الإيراد الحدي عند  ( أ ) 

 وحدة.   20=   ;مستوى الإنتاج       

 إذا علمت أن دالة التكلفة تأخذ الصورة:  )ب( 

 10;+   1000( =  ;)  ت        

 حدد الربح الحدي كدالة في كمية المبيعات. ثم احسب مقدار الربح الحدي عند        

 وحدة.  50=   ;مستوى الإنتاج         
 

 إذا كانت دالة الطلب على أحد المنتجَات تأخذ الصورة:  - 14

 ;2   +I 3 (   +1  = )60 

 سعر الوحدة بالجنيه.  كمية الطلب  ،    ;حيث:        

 المطلوب:        

 حدد الطلب الحدي كدالة في سعر السلعة.  ( أ ) 

 . 2=   إيجاد الطلب الحدي عند مستوى السعر   )ب( 
 

 تأخذ دالة الطلب على إحدى السلع الصيغة:  - 15

    =
+2

300

1 ;
 

 سعر الوحدة  كمية الطلب   ،     ;حيث:        
  

 المطلوب:       

 أوجد السعر الحدي كدالة في كمية الطلب على السلعة.  ( أ ) 

 وحدات.  3=  ;احسب السعر الحدي عند مستوى الطلب:   )ب( 
 

المنتجَات بربح مقداره    - 16  أنفـق    10يتم تصنيع وبيع أحد  الواحـدة. وإذا  للوحدة  جنيهات 

جنيه على الإعلان عـن منتجَه فـإن عدد الوحـدات التي يستطيع    صاحـب المصنع  

  -1) 1000بيعها يساوى  
H- I  حيث ،)H    =0.001    فإذا كانتp     ترمز إلى الربح

 الصافي من عملية البيع. 
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 المطلوب:      

أوجد   ( أ ) 
د
د

 

 

p
ر معنى تلك المشتقة من الناحية الاقتصادية.    ثم فس ِّ

احسب قيمة   )ب( 
د
د

 

 

p
 عندما:  

     =1000  ،     =3000 

 ثم عل ِّق على ما تحصل عليه من نتائج.        

 

 (، احسب معدل التكلفة الحدية عند مستوى الإنتاج: 11باستخدام بيانات التمرين )  - 17

 وحدة.   100=   ;      
 

 (، أوجد معدل الإيراد الحدي ومعدل الربح الحدي. 13باستخدام بيانات التمرين )  - 18
 

 

 (، ما هو مستوى الإنتاج الذي لا يتأثر عنده28باستخدام دالة الطلب المعطاة في المثال )   - 19

 الإيراد بارتفاع أو انخفاض السعر؟       
 

د مستوى الإنتاج الذي: (، 31باستخدام دالة الطلب المعطاة في المثال )  - 20  حد ِّ

 يزداد عنده الإيراد بزيادة السعر.   -      

 ينخفض عنده الإيراد بزيادة السعر.   -      

 لا يتأثر عنده الإيراد بارتفاع أو انخفاض السعر.   -      
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   الفصل السابع

 وصف الدوال
 

        

ق فهمنا        للمشتقتيْن التفاضليتيْن الأولى والثانية. حيث سنرى كيف  في هذا الفصل سوف نعم ِّ

التي   الموضوعات  تعددت  ومهماً  المشتقات.  تلك  باستخدام  المختلفة  الدوال  سلوك  نصف 

العظمى   النهايات  تحديد  كيفية  هو  الفصل  هذا  من  الرئيسي  الهدف  أن  إلا  هنا،  سنتناولها 

 بيقات الاقتصادية. والصغرى للدوال والاستفادة منها في كثير من التط
 

والآن سوف نقدم أبعاداً جديدة لاستخدامات المشتقتيْن الأولى والثانية في وصف الدوال وصفاً  

ننا من توظيف تلك المشتقات في عمليات التحليل الاقتصادي.   دقيقاً يمك ِّ
 

 أولاً: الدوال المتزايدة والدوال المتناقصة 
Increasing and Decreasing Functions 

  

أشرنا بشكل عابر من قبل إلى الدالة المتزايدة والدالة المتناقصة. وهنا نلقى المزيد من الضوء  

 على هذيْن المفهوميْن. 
 

 Increasing Function      الدالة المتزايدة: -1

)يقُال أن الدالة        متزايدة خلال الفترة ف إذا كان:  د(

( )1 )  >  د )2 ( تقعان داخل  2  >1)  2،  1وذلك بالنسبة لأي نقطتيْن    د

 هذه الفترة. 
 

هذا ويمكن الحكم على الدالة من حيث كونها متزايدة أم لا من خلال الميل )المشتقة   

التفاضلية الأولى(. حيث أنه لو كانت المشتقة الأولى موجبة خلال فترة معينة، فإن الميل يكون  

موجباً أيضاً خلال هذه الفترة وتكون الدالة بدورها متزايدة. وهذا يعنى أنه عند أي نقطة في  

في قيمة    الفترة، فإن أية زيادة في قيمة  هذه   خلال تلك الفترة يترتب عليها زيادة أيضاً 

)الدالة    ( حيث نجد أن المنحنييْن في الشكـل1  -   7. ويمكن ملاحظة ذلك من الشكل )د(

وذلك لأن ميل المماس يكون موجباً    ، ب( يمثلان دوال متزايدة في  1  -   7، أ(، ) 1  -  7)

 عند أي نقطة. 
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 ( 1 - 7الشكل )
 ( والدوال المتزايدة والمتناقصة )د́العلاقة بين  

 

)إذا كان:   وبذلك نرى أن الدالة تكون متزايدة في   )  صفر  < د́
 

           Decreasing Functionالدالة المتناقصة:      -2

)على عكس الدالة المتزايدة، فإن الدالة    تكون متناقصة خلال الفترة ف إذا كـان:  د(

( )1 )  <  د )2 ( تقعان داخل  2  >1)  2،  1وذلـك بالنسبـة لأي نقطتيْن    د

 هذه الفترة. 
 

وأما الحكم على تناقص الدالة من خلال المشتقة الأولى فيتمثل في أنه لو كانت هذه المشتقة  

الدالة   أيضا، وبالتالي تكون  الميل يكون سالباً  يعنى أن  أقل من الصفر( فإن ذلك  سالبة )أي 

 متناقصة. وهذا يشير إلى أنه خلال الفترة التي تكون الدالة فيها متناقصة فإن أي زيادة في  
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الدالة      قيمة قيمة  في  نقصانا  عليها  )يترتب  الشكلد( الحالة  تلك  ويمثل   . 

وذلك لأن    ، د(، حيث نجد أن الدالة في كل منهما متناقصة في  1  –  7، جـ(، )1  –  7)

 نقطة. ميل المماس يكون سالباً عند أي 
 

)إذا كان:   يتضح من ذلك إلى أن الدالة تكون متناقصة في  )  صفر  > د́

 ويمكننا تلخيص ذلك فيما يلي: 

متزايدة   • تكون  الدالة  فإن  معينة،  فترة  في  )متناقصة(  متزايدة  الدالة  كانت  إذا  أنه 

 الفترة. )متناقصة( عند أي نقطة في هذه 

أنه يمكن بسهولة الحكم على تزايد )تناقص( الدالة من خلال المشتقة التفاضلية الأولى   •

 )الميل( وذلك كما يلي: 
 

( )  تكون الدالة متزايدة             صفر  <   د́

       ( ) ) د́ )  تكون الدالة متناقصة       صفر  >   د́

( )  ليست متزايدة أو متناقصة )تتعلق بصفة أخرى(      =  صفر  د́

 (: 1مثال )

)إذا كان لدينا الدالة:     +=   د( −220 3 4     

 المطلوب: 

 . 1= ( حدد ما إذا كانت الدالة متزايدةً أو متناقصةً عند  1)

 التي تجعل هذه الدالة: ( أوجد قيم  2)

 ليست متزايدة أو متناقصة  -متناقصة    جـ    -متزايدة     ب   -ا     
 

 الحــل: 

)حيث أن:     (1) +=   د( −220 3 4      ∴  ( ) 3−=   د́ 2   

 1- =   3-(  1) 2( =  1)د́                   
 

 صفر     > (  1)د́وحيث أن:   
 

 . 1=  فإننا نستطيع القول إن هذه الدالة متناقصة عند  
 

)تكون الدالة متزايدة إذا كانت:   )أ(  (2) )  صفر                    < د́

3−أي أن:                   1.5   < ،     3  <  2صفر  ،      <   2

قيم  ت لذلك      جميع  عند  متزايدة  الدالة  عن    كـون  تزيد  في  1.5التي  أي   ، 

 1.5 < الفترة:  
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)تكون الدالة متناقصة إذا كانت:    )ب(     )  صفر           > د́

3−أي أن:    صفر     >   2

           2  <  3     ، < 1.5    

، أي في  1.5التي تقل عن    وهذا يعنى أن الدالة تكون متناقصة عند جميع قيم             

 . 1.5   > الفترة:   
 

 

)إذا كانت:   )جـ(      )  = صفر،   د́

 فإن الدالة عندئذ لا تكون متزايدة أو متناقصة.           

( ) 3−=   د́  1.5=   ،     3=  2، أي أن:  = صفر    2

فان الدالة لا تكون متزايدة، أو متناقصة. وإنما    1.5=    وهذا يشير إلى أنه عند            

تتصف الدالة بصفة أخرى عند هذه النقطة، وهو ما سوف نتناوله في موضع لاحق  

 في هذا الفصل. 
 

 (: 2مثال )

)إذا كان لدينا الدالة:      33−=   د(

 المطلوب: 

 . 2=   ( حدد حالة الدالة من حيث كونها متزايدةً أو متناقصةً عند  1)

 متناقصة   -متزايدة      ب  - التي تجعل الدالة:  أ ( أوجد قيم  2)
 

 الحــل: 

(1)  ( ) 23−=   د́     9=   3 -(  4) 3( =  2)د́،        3

 صفر.   < ( 2)د́، وذلك لأن:  2= أي أن الدالة تكون متزايدة عند        
 

 

 )أ( لكي تكون الدالة متزايدة فان:   (2)

          ( 23−صفر    أي أن:    <د́ (  صفر   <   3

 صفر  < ( 21−صفر  ،   )   <( 1 2−) 3          

 صفر   <( 1  +()1  −)           
 

 قد تعرضنا لمثل تلك المتباينات في الفصل الأول. حيث يلزم علينا أن نحدد إشارات العامليْن  

 ( وذلك كما يلي:   1+)  ( و   1−)
 

 1  > وسالبة عندما        1  < تكون موجبة   عندما        1−

 1- > وسالبة عندما     1-   < تكون موجبة   عندما        1+
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فإن كلا العامليْن يكون موجبا وبالتالي يكون حاصل ضربهما    1  <  وبذلك يتضح أنهم عندما  

أيضا. وأن كلاا من العامليْن يكون سالباً عندما   ، وهنا أيضا يكون حاصل  1-  >  موجباً 

 ضربهما موجبا. 

)وهكذا فإن،   ) ، وفي كل من هاتيْن الفترتيْن  1  <  وعندما    1-   >  صفر عندما    <  د́

 تكون الدالة متزايدة. 
 

الفترة   في  الضرب  1  >    >   1- وأما  حاصل  لأن  متناقصة  تكون  الدالة  فإن   ، 

الدالة    1+()  1−) تكون  ثم  ومن  العامليْن،  إشارات  لاختلاف  وذلك  سالباً  يكون   )

 (.  2 -  7متناقصة. ويوضح ذلك الشكل )
 

 
 ( 2  -  7الشكل )

)تناقص وتزايد الدالة:      33−=  د(
 

  Concavity and Inflection Pointsثانياً: التقعُّر ونقط الانقلاب 

 Concavityالتقعُّر:       -1

إلى أعلى فإن هذا الشكل يكون مقعراً   Graphإذا كان الشكل البياني    للدالة مفتوحاً 

مقعConcave Upلأعلى   يكون  فإنه  أسفل  إلى  مفتوحاً  كان  إذا  وأما  لأسفل         ـ.  راً 

Concave  Down . 
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)هذا ويكون الشكل البياني للدالة   مقعراً لأعلى في فتـرة محددة إذا كانت المشتقة الأولى    د(

)للدالة )الميل(،   ) تلك الفترة. وفي هذه الحالة، فإنه عند أي نقطة في      ، تتزايد خلال  د́

الممثل المنحنـى  يكون  كانت   الفترة  إذا  وأما  النقطة.  هذه  عند  المرسوم  المماس  فوق  للدالة 

( ) تتناقص خلال فترة محددة فإن ذلك يعنى أن الشكل البياني للدالة يكون مقعراً لأسفل.    د́

عند         المرسوم  المماس  تحت  للدالة  الممثل  المنحنى  يكون  الفترة  تلك  في  نقطة  أي  عند  وأنه 

 هذه النقطة. 
 

حيث    H  ،F( فإن الشكل البياني للدالـة يكون مقعراً لأسفل ما بين النقطتيْن 3 -   7في الشكل ) 

يقع المنحنى تحت خطوط التماس. كما أن الشكل البياني يكون مقعراً لأعلى ما بين النقطتيْن  

F  ،  ويكون المنحنى فوق خطوط التماس. والنقطة ،F    ل عندها التقعر هي النقطة التي تحوَّ

من تقعر لأسفل إلى تقعر لأعلى. هذا والنقطة التي تتغير عندها حالة التقعر يطُلق عليها نقطة  

 هي نقطة انقلاب.  F. وهكذا فإن النقطة  Inflection Pointالانقلاب  

 
 ( 3 – 7الشكل )

 بيان حالات التقعر المختلفة 
 

 هذا وقد أشرنا من قبل بأن المشتقة التفاضلية الثانية هي التي تحدد تزايد أو تناقص  
نرى أن هناك علاقة    نوع   التقعر. لذلك  يتوقف عليه  الميل )المشتقة التفاضلية الأولى( والذي

 نوع التقعر وهو ما سنوضحه الآن.  ما بين المشتقة التفاضلية الثانية وبين
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 العلاقـة بيـن المشتقـة التفاضليـة الثانيـــــة وبين التقعر:  -2

المشتقة         فيها  تتزايد  التي  الفترة  في  لأعلى  مقعراً  يكون  للدالة  البياني  الشكل  أن  حيث 

التفاضلية الأولى للدالة )الميل(، أي عندما تكون المشتقة الأولى دالة متزايدة. وبما أن المشتقة  

)ولى  الثانية هي في حكم المشتقة التفاضلية للمشتقة التفاضلية الأولى، فإن المشتقة الأ ) د́
)تكون دالة متزايدة إذا كانت   ) يعنى أن الشكل البياني للدالة    - بدوره    - صفر. وهذا    <´´د

)يكون مقعراً لأعلى إذا كانت:   )   – وبنفس المنطق    – صفر. وعلى عكس ذلك فإنه    <´´د

)يمكن استنتاج أن الشكل البياني للدالة يكون مقعراً لأسفل إذا كانـت:   ) صفر. وهكذا    >   ´´د

 يمكن تلخيص العلاقة ما بين المشتقة التفاضلية الثانية والتقعـر على النحو التالي: 
 

 (: 1العلاقة )

)إذا كانت:    ) الفترة    <   ´´د للدالة H        Fصفر في  البياني  ، فإن الشكل 

( خلال تلك الفترة    =    يكون مقعراً لأعلى في تلك الفترة. وأنه بالنسبة لأي نقطة    د(

)يكون شكل الدالة   )،  مقعراً لأعلى عند النقطة )  د(  (. د(
 

 (: 2العلاقة )

كانت:    )إذا  ) الفترة    >´´د في  للدالة  H        Fصفر  البياني  الشكل  فإن   ،

( خلال الفترة،    =    يكون مقعراً لأسفل في تلك الفترة. وأنه بالنسبة لأي نقطة    د(

)يكون شكل الدالة   )، مقعراً لأسفل عند النقطة )  د(  (. د(
 

 (: 3العلاقة )

كانت         )إذا  ) نقطة   ´´د أي  عند  صفر  على =    =  الحكم  يمكن  لا  فإنه   ، 

 حالة التقعر. 
 

 وهنا تجدر الإشارة إلى أنه يجب أن نكون حذرين من أن نعكس منطق تلك العلاقات.      

حيث لا يمكننا الحكم على إشارة المشتقة الثانية للدالة بمعرفة نوع تقعر الدالة. بمعنى أنه إذا 

عند   لأعلى  مقعراً  للدالة  البياني  الشكل  بأن  H  =  كان  القول  نستطيع  لا  فإننا   ، 

( ) H (. وبعبارة أخرى، فإنه من الممكن أن تواجهنا حالة  3صفر، وهذا بسبب العلاقة )   <  ´´د

)نجد فيها الشكل البياني للدالة مقعراً لأعلى ومع ذلك نجد أن   ) = صفر وليست أكبر   ´´د

 ( يوضح تلك النقطة(. 4من الصفر )المثال ) 
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 (: 3مثال )

 الدالتيْن التاليتيْن عند: د طبيعة التقعر لكل من حد ِّ  

  = -2      ،   =1 

1-  ( +=  د( −2 310 4 5          2 -  ( +=   د( −29 4    
 

 الحــل: 

)حيث أن:   (  1) +=   د( −2 310 4 5    

                  ( ) += د́ −210 8 5   1 

                  ( )  30   8−= ´´د
 

   68- =  8- ( 2-) 30( =  2-)´´د:  2-=  عندما        

 صفر         >( 2-)´´دأي أن:        
 

 . 2- =  وهذا يعنى أن الشكل البياني للدالة يكون مقعراً لأسفل عند        
 

   22=  8  - ( 1)30(  =  1)´´د:  1=  عندما        

 صفر                     < ( 1)´´دأي أن:       
 

 . 1=   مما يعنى أن الشكل البياني للدالة يكون مقعراً لأعلى عند       
 

)حيث أن:   (  2) +=   د( −29 4        ،( ) 4−=   د́ 2        ،( )                    2=   ´´د

)أي أن:         )  صفر  بغض النظر عن قيمة   < ´´د

 . أي أن الشكل البياني للدالة يكون مقعراً لأعلى لجميع قيم        
        

 صفر   <  2( =  1)´´د( =  2-)´´دلاحظ أن:    
 

 (: 4مثال )

)حدد طبيعة تقعر الشكل البياني للدالة:     4=   د(

 = صفر.  وذلك عند   

 الحــل: 

)حيث أن:    )،     4=   د( ) 3=  د́  4      ،( ) 2=  ´´د  12       

 = صفر  2)صفر(12)صفر( =  ´´د             
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= صفر. ومع ذلك    (، فإننا لا نستطيع الحكـم على حالـة التقعـر عنـــد  3ووفقاً للعلاقة )

عن   بالتعويض  الدالة  فإنه  هذه  ورسم  القيم  من  كاف  بعدد  الأصلية  الدالة   في 

 ( النقطة  4  -   7)الشكل  عند  لأعلى  مقعراً  الدالة  لهذه  البياني  الشكل  أن  بوضوح  نرى   .)) 

 = صفر.  

 

 ( 4 – 7الشكل )

 عدم الاستدلال عن نوع التقعر
 

 (: 5مثال )

 البياني لكل من الدالتيْن التاليتيْن: التي تجعل الشكل  أوجد قيم   

 مقعراً لأسفل   -مقعراً لأعلى    -

(1  )( +=   د( −5 61  5 6        (2  )( +=   د( −27 6    

 الحــل: 

(1)  ( +=   د( −5 61  5 6       ،( ) 4−=   د́ 5 30 30   

      ( ) 3−=   ´´د 4 150 120   
 

 التقعر لأعلى: 

):  يجب أن:  لكي يكون التقعر لأعلى  )  صفر   < ´´د

3−أي أن:   4 150 120 3−صفر  ،     <   4 5 4  صفر     <  

          ( )− 3 54  صفر   <   

 وحل هذه المتباينة يتمثل في: 
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 صفر   < صفر ،  أي أن:    < 3إما أن:  

)أو:   )− 54   <  صفر ،  أي أن:   <   
 4 
5

 

  <   التي تحقق هاتيْن الحالتيْن هي:   وقيمة  
 4 
5

 

 صفر  >     ∴صفر       >  3:    أو أن

)و    )− 54   >   ∴صفر    >   
 4 
5

 

 صفر  > التي تحقق الحالتيْن هي:    وقيم  
 

   < صفر  و    >   :أي أن حل المتباينة يتمثل في
 4 
5

 

  < صفر أو   > وهكذا نجد أن هناك تقعر لأعلى عند  
 4 
5

 

 

 التقعر لأسفل:   

)تكون     يجب أنفإنه لكي يكون هناك تقعر لأسفل  )  صفر    > ´´د

3−أي أن:   4 150 120 3−صفر ،    >   4 5 4  صفر  ،    >  

          ( )− 3 54  صفر   >   
 

 وحل تلك المتباينة هو: 

 صفر  >  صفر  ،   أي أن:    > 3إما أن:  

)أو:       )− 54   <  صفر  ،  أي أن:   <   
 4 
5

 

 تحقق ذلك.  ولا توجد قيمة لـ  

 صفر  <    ، صفر   < 3أو أن:  

)و        )− 54   >    ،صفر   >   
 4 
5

 

  >   > التي تحقق ذلك تتمثل في: صفر  وقيم  
 4 
5

 

 >   > وهذا يشير إلى أن هناك تقعر لأسفل عندما: صفر 
 4 
5

 
 

 (2  )( +=   د( −27 6        ،( )    2 6−=  د́

        ( )  صفر  < 2= ´´د

 ولا يكون هناك تقعر لأسفل.   أي أن هناك تقعر لأعلى عند جميع قيم  
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 Locating Inflection Points        ثالثاً: تحديد نقط الانقلاب
التقعر  حالة  عندها  تتغير  التي  النقطة  هي  الانقلاب  نقطة  أن  قبل  من   ذكرنا 

 الانقلاب كما يلي: (. ويمكن تحديد نقط 3  -  7)الشكل:  

)حيث   Hإيجاد جميع النقط   -1 )  H  = صفر.  ´´د

تمثل نقطة انقلاب، حيث أنه إذا غيرت المشتقة التفاضلية    Hيمكن التحقق من أن النقطة    -2

)الثانية،   ) بالنقطة    ´´د مرورها  عند  انقلاب                   H=    إشارتها  نقطة  هناك  يكون 

 . H=   عند  
 

)، فإنـه يشُترط أن تكون  1=    ويفُهم من هذا أنه لكي تكون هناك نقطة انقلاب عند   )  H  ´´د

مساوية للصفر. ومع ذلك، ومع كون هذا الشرط ضرورياً لوجود نقطة انقلاب، إلا أنه ليس  

للجزم بوجودها. بمعنى أن كون   )كافياً  )  H = صفر لا يضمن وجود نقطة انقلاب عند     ´´د

=H  ( 2، اللهم إلا إذا تحقق ذلك من خلال الخطوة .) 
 

وذلك باختيار نقطتيْن إحداهما تقل      H=هذا ويمكن التحقق من وجود نقطة انقلاب عند       

(. وبعبارة أخرى،  F)   H( والثانية  تزيد مباشرة عن القيمة  R)   Hمباشرة عن القيمة  

). فلو كانت إشارة    H=يمكن اختيار نقطتيْن تقعان مباشـرة علـى يمين وعلى يسار   )   ´´د

غير في حالة  وسالبــة على يسارها أو العكس، فإن ذلك يشير إلى ت   H=موجبة على يمين  

 . وهكذا توجد نقطة انقلاب عند هذه النقطة.   H=التقعر عند المرور على النقطة  

كانت   إذا  انقلاب  نقطة  هناك  يكون  الأولى  التفاضلية  المشتقة  اختبار  استخدام  حالة  وفي 

( ) Rد )و   ´ )  لهما نفس الإشارة.  Fد́
 

 (: 6مثال )

 حدد نقط الانقلاب، إن وجدت، لكل من الدالتيْن التاليتيْن:  

(1  )( 2+=   د( 318 6   -     (2  )( +=  د( 4100  10-    
 

 الحــل: 

 باستخدام المشتقة التفاضلية الثانية: 

)حيث أن:    (1) 2+=   د( 318 6   -      ،( )   3  212+=   د́

                 ( )  6   12+=   ´´د
 

)وبمساواة         )  = صفر 6   12+بالصفر، نجد أن:   ´´د
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 وهي نقطة انقلاب محتملة    2- =  أي أن  

أن   من  قيمة    2- =    وللتحقق  نوجد  انقلاب،  نقطة  )هي  ) النقطتيْن ´´د  عند 

R    = -3    وعند النقطة  2- =    وهي نقطة تقع قبل ،F    = -1    وهي نقطة تقع بعد

 حيث نحصل على:   2- =  
 

( ) Rد  )تقعر لأسفل(  6-=  12( +  3- )6( = 3-)´´د= ´´

( ) ´´د
F

 )تقعر لأعلى(  6=   12( + 1- )6( =  1-)´´د=

 . 2- =  وحيث أن حالة التقعر قد تغيرت، فإن ذلك يدل على وجود نقطة انقلاب عند  
 

 

 
 

 صفر  <  6( = 1-) ´´د
 

 تقعر لأعلى

 

 صفر  >  6-( = 3-) ´´د
 

 تقعر لأسفل 
 

 
 

قيمة   عن  نعوض  الانقلاب  لنقطة  الآخر  الإحداثي  الأصلية.             2- بـ    ولإيجاد  الدالة  في 

 أي أن: 

 2-=   18 –  24+   8- = 18  - 2( 2-)  6+   3(2- ( = )2- ) د  
 

 (. 2- ، 2- وهذا يعني أن نقطة الانقلاب هي )
 

 

 باستخدام المشتقة التفاضلية الأولى: 

 فإن:  F  = -1و    R  = -3حيث أن:  

( ) Rد  مقدار سالب  9- ( = 3- )12+   2(3- )3=   ´

( ) F   =3( -1)د́
 مقدار سالب  9- ( = 1- )12+   2

عند   انقلاب  نقطة  توجد  فإنه  الإشارة  نفس  لهما  أنهما  عند  2-=    وحيث  أي   ، 

 (. 2- ، 2-النقطة )

 ومما لا شك فيه أن استخدام المشاقة التفاضلية الثانية أيسر حسابياً من استخدام المشاقة الأولى. 

فإننا سوف نوضح ذلك عند تناولنا للنهايات العظمى    Fو  Rوعن كيفية اختيار قيمتي 

 والصغرى للدوال. 
 

)حيث أن:    (2) +=    د( 4100  10-    

                 ( ) 3=   د́ 40-         ،( ) 2= ´´د 120-   

 التحقق
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)وبمساواة         )  بالصفر ينتج أن:  ´´د

                 2  = صفر   = صفر   ،        -120

 = صفر هي نقطة انقلاب محتملة.  أي أن:       
 

)وللتحقـق من أنهـا نقطـة انقلاب نوجد قيمة   ) ( وهي نقطة تقل  1- =    عند النقطة )  ´´د

= صفر حيث        ( وهي نقطة تزيد عن  1=    = صفر وكذلك عند للنقطة )   عن  

 نجد أن: 

 )تقعر لأسفل(  120-=   2(1- )120- ( = 1-)´´د

 )تقعر لأسفل(   120- =  2(1) 120- ( = 1)´´د
 

= صفر لا تمثل نقطة انقلاب. أي أن    أي أن حالة التقعر لم تتغير. وبالتالي فإن النقطة  

)لأنه لا يوجد نقط انقلاب للدالة    .د(
 

       Minima and Maximaرابعاً: النهايات العظمى والصغرى للدوال 
من    كثيراً  العظمـى  إن  النهايات  إيجاد  تتطلب  التفاضلية  للمشتقات  المهمة  التطبيقات 

 والصغرى للدوال، أي أكبر قيمة وأصغر قيمة يمكن أن تأخذها دالة معينة. وعلى سبيل المثال: 

الأرباح التي يحققها صاحب مصنع تعتمد على السعر الذي يبيع به منتجَه. ولا شك أن صاحب    -

عر الذي يحقق له أقصى أرباح ممكنة. هذا ويمكن تحديد أفضل سعر  المصنع يهتم بتحديد الس

Optimum Price    تعظيم عملية     Maximization or Optimizationبإجراء 

 لدالة الربح.  
 

تهتم هيئة السكك الحديدية بتحديد السرعة المتوسطة التي تسُي ِّر بها قطاراتها وذلك بهدف    -

 تخفيض تكلفة السير لكل ميل إلى حدها الأدنى. 
 

يرغب الاقتصادي في معرفة مستوى الضرائب الذي يؤدى إلى رفع معدل النمو الاقتصادي   -

 إلى حده الأعلى. 
 

 ى الطلب على سلعته والذي يحقق له أقل تكلفة ممكنة. يهتم تاجر التجزئة بتحديد مستو  -
 

 

وقبل أن نتطرق لمثل تلك التطبيقات سوف نتناول أولاً وبشيء من التفصيل تحديد مفهوم وكيفية  

 إيجاد النهايات العظمى والصغرى للدوال. 
 

 النهايات العظمى والصغرى النسبية )الموضعية(:  -1
Relative (Local) Extrema         

النسبية        الصغرى  والنهاية  )الموضعية(  النسبية  العظمى  النهاية  ف  نعُر ِّ سوف  وهنا 

 )الموضعية( للدالة. 
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 Relative (Local) Maximumالنهاية العظمى النسبية )الموضعية(:    

الدالة    لدينا  كان  )إذا  النسبية    د( العظمى  نهايتها  إلى  تصل  الدالة  هذه  فإن 

 إذا كان:  =   )الموضعية( عند  

( )  < د(  .القريبة بدرجة كافية من   لجميع قيم    د(
 

 Relative (Local) Minimumالنهاية الصغرى النسبية )الموضعية(:   

)إذا كان لدينا الدالة       فإن هذه الدالة تصل إلى نهايتها الصغرى النسبة )الموضعية(    د(

 إذا كان:  =   عند  

( )  > د(  القريبة بدرجة كافية من   لجميع قيم    د(

زان على قيمة الدالة   )هذا وكل من التعريفيْن السابقيْن يرك ِّ داخل فترة معينة. والنهاية    د(

)العظمى النسبية تشير إلى نقطة تكون عندها قيمة الدالة  أكبر من قيمتها عند أي نقطة    د(

أخرى قريبة من تلك النقطة. كما تشير النهاية الصغرى النسبية إلى نقطة تكون عندها قيمة  

)الدالة   قيمتها عند أي نقطة أخرى قريبة من تلك النقطة. كما أنه قد يكون    أصغر من   د(

للدالة الواحدة أكثر من نهاية عظمى نسبية وأكثر من نهاية صغرى نسبية. ولو طبقنا ذلك على  

 ( لوجدنا ما يلي: 5  - 7الشكل )
 

)أن الدالة    -  .=   ،   H=   لها نهاية عظمى نسبية عند   د(

)أن الدالة    - )F  [=   ،   F=   لها نهاية صغرى نسبية عند   د

 ( 5 - 7الشكل )
 والصغرى النسبية النهايات العظمى 



 

319 
 

نكتفي   سوف  )الموضعية(،  النسبية  والصغرى  العظمى  للنهايات  تناولنا   بهدف    –وفي 

 بذكر صفة " النسبية " فقط دون الموضعية.  – التبسيط 
 

         Critical Points      النقط الحرجة: -2

)تسمى بـ "النقطة الحرجة " للدالة المتصلة )المستمرة(    =    النقطة        إذا كان:       د(

 1-  ( ) )  - 2  أو   = صفر  د́ ) فة(  د́  غير محددة )معرَّ
 

التي تحقق أياً من هذيْن الشرطيْن تمثل النقط المحتمل أن يكون عندها النهايات    هذا وقيم  

 . Critical Valuesالعظمى أو الصغرى النسبية. وهذه القيم هي ما يطلق عليها القيم الحرجة  

بالرمز أحيانا  إليها  يرُمز  الحرجة  القيم  قيم  و  وهذه  عن  لها  تمييزا  الأخرى.    ذلك 

)، وبمعرفة القيمة الحرجة فإن النقطة الحرجة المناظرة لها تتمثل في ]  )  [. د

)والنقط التي تحقق الشرط الأول هي تلك النقط التي تقع على الشكل البياني للدالة   والتي    د(

مساواة يجب  الحرجة  النقط  لتحديد  أنه  أي  للصفر.  مساويا  عندها  الميل   يكون 

قط التي لا  المشتقة التفاضلية الأولى بالصفر. وأما النقط التي تحقق الشرط الثاني فهي تلك الن 

)تكون عندها الدالة متصلة، أي النقط التي لا يمكن تقدير  ) عندها. وبعبارة أخرى، هي   د́

 (. 6 -  7النقط التي يصنع الشكل البياني للدالة عندها زاوية أو حافة )أنظر الشكل: 
 

 

  
 

 ( 6 - 7الشكل )
)الحالات المختلفة لـ   )  د́

 

 

)( يمكننا ملاحظة أنه في الحالة التي تكون فيها  6  -   7ومـن الشكـل ) ) = صفر، فـإن    د́

 (، أ(. 6  - 7)الشكل )  الممـاس يكـون أفقيا عنـد النقطة  
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)وأما الحالة الثانية والتي تكون فيها   ) غير موجودة فهي الحالة التي يصنـع الشكل البياني   د́

 (: ب(. 6 -  7)الشكل ) =   للدالة زاوية أو حافة عند  
 

 

)نقطة حرجة فإن    وهنا نؤكد أنه لكي تكون   فة )محددَّة( تحديـداً   د( يجب أن تكون معرَّ

)كاملاً. وعلى سبيل المثال لو كان لدينا الدالــة  )فإن  -1=   د( ) . ومن  -2=   د́

أن   هنا  )الواضح  ) عندما    د́ محددة  غير  ذلك،    تصبح  ومع   صفر. 

 )صفر( ليست موجودة.  = صفر ليست قيمة حرجة لهذه الدالة حيث أن د  
 

( أن النهايات العظمى والصغرى للدالة تحدث فقط عند النقط  5  -   7ويتضح لنا من الشكل ) 

 الحرجة. ولكن ليس معنى هذا أن كل نقطة حرجة لدالة يناظرها نهاية عظمى أو نهاية صغرى.  

 ( الشكل  الحرجة حيث  7  -   7ويوضح  النقط  التي تكون عليها  المختلفة  الصور   .)( )  د́

 الصفر. تساوي 

 

 ( 7 - 7الشكل )

)النقط الحرجة حيث:   )  = صفر د́
 

(: أ، ب[ نقط النهايات العظمى والنهاية الصغرى، بينما يوضح الشكل  7  -  7ويوضح الشكل ])

[ نجد أن الميل  (:  7  –   7، د[ نوعيْن مختلفيْن من نقط الانقلاب. ففي الشكل ])(:  7  -   7])

ن تقعر لأسفل إلى تقعر لأعلى.  يساوى الصفر عند النقطة أ، وقد تغير عندها حالة التقعر م
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[ يشير إلى أن الميل يساوى الصفر أيضاً وقد تحول الشكل  د (،  7  -   7وأخيرا، فإن الشكل ]) 

 البياني من مقعر لأعلى إلى مقعر لأسفل. 
 

)هذا وأي نقطة حرجة حيث   ) . وأما  = صفر إنما تمثل نهاية عظمى أو نهاية صغرىد́

( )  = صفر فإنها تمثل نقط انقلاب محتملة، وكلها نقط حرجة. ´´د
 

 (: 7مثال )

 حدد النقط الحرجة لكل من الدوال التالية:      

(1  )( +=   د( +21 8 2         (2  )( +=   د( + −2 32 24 9       

(3  )( 2=   د(
I 

 الحــل: 

(1)   ( +=   د( +21 8 2         ،( )    4 8+=   د́

)بمساواة         )  بالصفر ينتج أن:   د́

 2- =  = صفر  ،      4 8+

        17=  1+  16  - 32=  1( +  2- )8+    4(2-)  2( =  2-) د 

 (. 17،  2-أي أن النقطة الحرجة هي ) 
 

 

(2)   ( +=   د( + −2 32 24 9       

       ( ) +=   د́ −224 18 3      

)وبمساواة         )  بالصفر نحصل على:  د́

              + −224 18  = صفر        3

               + −28  3= صفر      بقسمة الطرفين على       6

 ( = صفر 4 -   ()2 -  )               

 4=   و         2=   أي أن:           

 2( + 2) 24+  2(2)9 -  3(2( = ) 2)  د               

                      =8  –  36   +48  +2   =22 

 2( + 4) 24+  2(4)9 -  3(4( = ) 4)  د               

                      =64 -  144   +96   +2   =18 
    

 ( 18،  4(  ،    ) 22،  2أي أن النقط الحرجة هي:  ) 
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(3)   ( 2=   د(
I     ،( ) )=   د́ )

 
 
 

2
I    

1
2 

    =I       2   =( )I       2 1 
 

( ) )= صفر   تعطى:  د́ )I       2  = صفر   1

I= صفر    أو:     أي أن:                2  = صفر   1

I  2  = -1     ،I     =
 1- 
2

=  ،  أي أن:    
 1- 
2 I   

 )صفر(    I  2)صفر( = )صفر( د             
 

 لاحظ أنه لا يوجد لوغاريتم للصفر.  

فة عند   أي أن:  د   = صفر   )صفر( غير معرَّ
 

 = صفر لا تمثل نقطة حرجة )راجع الشرط الثاني لوجود نقطة حرجة(.  لذلك فإن  

) د 
 1- 
2 I   = )( )

 1- 
2 II

 1- 
2 I        = 2.71828لاحظ أن: هـ 

       =1- II

 1- 
2 I   =1- I

 
 
 

 1- 
2 

   =
 1- 
I2 

 

أي أن النقطة الحرجة هي: )
 1- 
2 I   ،

 1- 
I2 

 .) 

 

 والصغرى النسبية: اختبارات النهايات العظمى  -3
Tests for Relative Extrema  

   
النقط        إحدى  عند  موجودة  تكون  لدالة  النسبية  والصغرى  العظمى  النهايات  أن  رأينا  لقد 

الحرجة. وسوف نقدم الآن اختباريْن يسُتخدمان في تحديد ما إذا كانت النقطة الحرجة تمثل  

 نهاية عظمى أو صغرى نسبية للدالة. 
 

ولنعتبر أولاً الحالة التي تحدث فيها النهاية العظمى أو الصغرى النسبية عند النقطة الحرجة       

)المعطاة بـ   ) = صفر، أي عندما يكون خط المماس أفقياً عند نقطة على الشكل البياني    د́

النقطة نهاية عظمى    للدالة ويكون عندها نهاية عظمى أو صغرى نسبية. لذلك فإنه لو كانت 

نسبية سوف يكون الشكل البياني مقعراً لأسفل. ولو كانت نهاية صغرى نسبية فإن الشكل البياني  

)للدالـة يكـون حينئذ مقعراً لأعلى. ولكننا نعرف أنه كلما كانت   ) صفر، فإن الشكل    >  ´´د
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)البياني للدالة   )يكون مقعراً لأسفل، كما أنه متى كانت    د( ) صفر فإن الشكل    <  ´´د

 البياني للدالة يكون مقعراً لأعلى. وهذا يؤدى بنا إلى النظرية التالية: 
 

 

 (: اختبار المشتقة التفاضلية الثانية  1نظرية )
Theorem 1: (Second - Derivative Test)                           

)إذا كانت الدالة           فإن:  =   يمكن تفاضلها مرتيْن عند النقطـة الحرجـة   د(

)هي نهاية عظمى نسبية للدالة   =   )أ(    متى كانت:  د(

      ( ) )= صفر   و     د́ )  صفر    >  ´´د

)هي نهاية صغرى نسبية للدالة   =   )ب(    متى كانت:  د(

       ( ) )= صفر   و     د́ )  صفر    <   ´´د
 

 ويمكن تلخيص خطوات إجراءات اختبار المشتقة التفاضلية الثانية كما يلي:  
 

)أوجد   (: 1الخطوة ) ) ل المعادلة:    د́ )ثم حِّ )  .= صفر في   د́
 

( )أوجد    (: 2الخطوة  ) عن    ´´د عوض  في    ثم  عليها  حصلت  حرجة  قيمة   بكل 

 هي إحدى تلك القيم. فإذا كانت:  (. ولنفترض أن القيمة  1الخطوة ) 
 

-  ( ) )صفر، يكون للدالة نهاية عظمى نسبية قيمتها   > ´´د )، عند النقطة )  د(  (. د(
 

-  ( ) )صفر، يكون للدالة نهاية صغرى نسبية قيمتها   < ´´د )،  عند النقطة )  د(  (.د(
 

-  ( ) )= صفر أو  ´´د ) غير موجودة، فإن هذا الاختبار يفشل في هذا الأمر. ويمكننا أن  ´´د

 نلجأ عندئذ إلى اختبار المشتقة التفاضلية الأولى والذي نتناوله فيما بعد. 
 

 (: 8مثال )

 حدد النهايات العظمى والصغرى النسبية للدالة: 

( 2+=   د( 315  12 3 2    - - 

 مستخدماً في ذلك اختبار المشتقة التفاضلية الثانية. 
 

 الحــل: 

  ( 2+=   د( 315  12 3 2    - - 

  ( ) )،    -  6 6  212+=   د́ )   12  6+=   ´´د
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 ولإيجاد القيم الحرجة: 

( )  = صفر   -  6 6  212+= صفر     يعطى:   د́

 6بقسمة الطرفين على  = صفر   -   22+

 ( = صفر  -  1()  2+)

 1=   و       2- =  

 1=  و    2-=  أي أنه توجد نقط حرجة عند  
 

 تحديد طبيعة النقط الحرجة باستخدام المشتقة التفاضلية الثانية على النحو التالي: ويمكن  

)حيث أن:   ) 6+=   ´´د 12    

 <  صفر   18-=   6( + 2- )12( =  2-)´´د:    2-=  عندما  

 صفر    > (  2-)´´دوحيث أن:   

. ويمكن تحديد قيمة هذه النهاية  2-=    فإن هذا يعنى أن هناك نهاية عظمى نسبية عند  

 في الدالة الأصلية. أي:  2-=  بالتعويض عن  
 

 15  -(  2- )12  - 2( 2- )3+   3(2- )2( =  2-) د 

         = -16  +12   +24  –  15   =5 

( تمثل نقطة نهاية عظمى نسبية للدالة، وعند هذه النقطة يكون الشكل  5،  2-أي أن النقطة )

 البياني للدالة مقعراً لأسفل. 
 

 صفر  <  18=   6(  + 1) 12( =  1)´´د:   1= عندما  

توجد نهاية صغرى نسبية للدالـة. ويمكن    1=    صفر، فإنه عند    <(  1)´´دوحيث أن:  

 تحديد قيمتها كما يلي: 
 

 15  -(  1) 12 -  2( 1)3+  3(1)2( =  1) د 

        =2   +3  –  12  - 15  =-22 
 

 . 1=    عند    22– صفر ، فإنه توجد نهايـة صغـرى نسبية مقدارهـا    <(  1)´´دوحيث أن:  

 ( النقطة  أن  نجد  الشكل  22-،  1وبالتالي  يكون  والتي  النسبية  الصغرى  النهاية  نقطة  تمثل   )

 البياني للدالة عندها مقعراً لأعلى. 
 

 (: 9مثال )

) إذا كان لدينا الدالة:      +=   د( −
3

24  
3

  25  , 
  

المشتقة              اختبار  ذلك  في  مستخدماً  منها،  كل  طبيعة  وبي ِّن  للدالة  الحرجة  النقط  حدد 
 التفاضلية الثانية. 
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 الحــل: 

     ( +=   د( −
3

24  
3

  25  ,     ،( ) +=   د́ −24 5    

     ( ) 5−=   ´´د 2   
 

)ولإيجاد النقط الحرجة:   ) += صفر  يعطى:    د́ −24  = صفر      5

(−1  ()−4  4=   و     1=  ( = صفر  يعطي:   

( =  1د)
3 (1) 

3
 -  2.5 (1)2   +4 (1 = )1.83 

( =  4د)
3 (4) 

3
 -  2.5 (4)2   +4 (4 = ) - 2.67 

 ( 2.67  - ، 4(  و  ) 1.83،  1)   أي أن النقط الحرجة هي:
 

 لتحديد طبيعة كل من هاتيْن النقطتيْن: 

 صفر   > 3-=  5 - ( 1)2( =  1)´´د

( تمثل نقطة نهاية عظمى نسبية وقيمة  1.83،  1صفر، فإن النقطة )   > (  1)´´دوحيث أن:  

 . ويكون الشكل البياني عند هذه النقطة مقعراً لأسفل. 1.83النهاية العظمى هي  
 

 صفر  < 3=   5 – ( 4)2( =  4)´´د       
 

عند النقطة    2.67 - صغرى نسبية مقدارهـــا صفر، فإنه  توجد نهاية   <( 4)´´دوحيث أن:  

 ( ويكون الشكل البياني للدالة مقعراً لأعلى عند هذه النقطة. 2.67  - ، 4)
 

وجدير بالملاحظة أن اختبار المشتقة الثانية يمكن استخدامه في ايجاد النهايـات العظمى       

فيها:   يكـون  التي  الحـالات  في  وذلك  للدوال  النسبية  )والصغرى  )  صفر    =  د́

)و   ) )صفر. وعندما      ´´د ) أو عندما لا تكون    =    = صفر عند قيمة حرجة    ´´د

المشتقة التفاضلية الثانية موجودة، فإنه لا يمكننا استخدام اختبار المشتقة التفاضلية الثانية لتحديـد  

تمثل نقطة نهاية عظمى أو نهاية صغرى نسبية. وفي مثل تلك الحالات،   =    ما إذا كانت  

 يجب علينا أن نستخدم اختبارا آخر يتمثل في اختبار المشتقة التفاضلية الأولى. 
 

 (: اختبار المشتقة التفاضلية الأولى  2نظرية )
Theorem 2: (First - Derivative Test)  

 

)نقطة حرجة للدالة   =   إذا كانت        )، أي أن:  د( )  = صفر  فإن:  د́
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 ( 8  –  7الشكل )
 والنهايات العظمى والصغرى النسبية  المشتقة التفاضلية الأولى اتاختبار

 

  )صفر( 

 صفر

(-) (+) 

 

  (صفر) 

(-) (+) 

 

  (صفر) 

(-) (+) 

 صفر
 

  (صفر) 

(-) (+) 

 ) أ (

 ) ب (

 نهاية عظمى نسبية 

 =  عند 

 نهاية صغرى نسبية 

 =  عند 

 صفر ) جـ ( 

 

  (صفر) 

(+) 

(+) 

 

  (صفر) 

(+) 

(+) 

 صفر

 

  (صفر) 

(-) 

(-) 

 

  (صفر) 

(-) 

(-) 

  = 

 ليست نهاية عظمى أو صغرى
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)تمثل نهايـة عظمى نسبية للدالـة    =    (  1) )إذا غيرت    د( ) إشارتهـا مـن    د́

مباشرة )أي أصغر مباشرة من    من قيمة تقع قبل    سالب نتيجة لتغير قيمة  إلى   موجب 

مباشرة )أي أكبر    ، إلى قيمة تقع بعد  Rوتقع على يسارها(، ولنرمز لها بالرمز    

. وبصورة أخرى يكون للدالة  Fوتقع على يمينها(، ولنرمز لها بالرمز    مباشرة من  

)إذا كان:    =    نهاية عظمى نسبيـة عنـد   )R )صفر و    <  د́ )F صفر،    >  د́

 (، أ[.  8  –  7(  أنظر الشكل ]) R <   <  Fحيث: ) 

(، )صفر( في هذا الشكل تشير إلى إشارة ميل الشكل  -)+(، )هذا مع ملاحظة أن الإشارات  

 البياني للدالة عند النقط المعطاة. 

)تمثل نهاية صغرى نسبية للدالة    =      (2) )إذا غيرت    د( ) اشارتها من سالب    د́

(. أي يكون  R  <   <  F)    Fإلى   Rمن   إلى موجب نتيجة لتغير قيمة  

للدالة   نسبية  صغرى  نهاية  )هناك  كان:    =    عند    د( )إذا  )R  صفر   >   د́

)و    )F  (، ب [. 8  - 7صفر، أنظر الشكل ] )    < د́
 

)لا تمثل نهاية عظمى أو نهاية صغرى نسبية إذا لـم تغير    =    (  3) ) إشارتها    د́

. وفي مثل تلك  إلى قيمـة أكبر مباشرة من   من قيمة أصغر مباشرة من   بتغير قيمة 

سوف تمثل إما نقطة انقلاب أو حافة )زاوية( على الشكــل    =    الحالات، فإن النقطة  

 [. (،  8  -  7البياني للدالة ]أنظر الشكل: )
 

النسبية        والصغرى  العظمى  النهايات  تحديد  في  المتَّبعةَ  الخطوات  تلخيص  ويمكن  هذا 

 الي: باستخدام اختبار المشتقة التفاضلية الأولى على النحو الت 
 

 

)أوجد  (: 1الخطوة ) ) ل المعادلة:    د́ )ثم حِّ )  .= صفر في   د́

( فيما يتعلق بالنهايات  1الحرجة التي حصلت عليها في الخطـوة )  اختبر قيم    (: 2الخطوة )

 العظمى والصغرى النسبية وكذلك كما يلي: 

)إذا غيرت    - ) )، بمعنى  =    إشارتهـا من موجب إلى سالب عند    د́ )  صفر  <  د́

)و      >  عندما      ) )، فإن الدالـة    <  صفـر عندما    >  د́          يكون لها نهاية  د(

)عظمى نسبية قيمتهـا     )، عند النقطة ) د(  (. د(

)إذا غيـرت   - ) )، فإن  =   إشارتها من سالب إلى موجـب عنــد  د́  لها نهايـة د(

)صغرى نسبية قيمتهـا     )، عنــد النقطـة ) د(  (. د(
 

)إذا لم تغير   - ) )، فإن الدالة  =   إشارتها عند   د́  يكون لها نقطة انقلاب عند  د(

)، النقطة )   ٍ  (. د(
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 (: 10مثال )

(، مستخدماً في ذلك  8أوجد النهايات العظمى والصغرى النسبية للدالة الواردة في مثال )      

 اختبار المشتقة التفاضلية الأولى. 
 

 الحــل: 

)حيث أن:    2+=   د( 315  12 3 2    - - 

)فإن:         )  -  6 6  212+=   د́

)وبمساواة   )  ( أن القيم الحرجة هي: 8بالصفر وجدنا في مثال )   د́

   1=   و     2-=                      
 

 النقط فإننا نتبع الآتي: ولتحديد طبيعة النهايات العظمى والصغرى النسبية عند هذه 
 

 

 : 2- =  عندما  

-1=، وقيمة بعدها ولتكن  R    = -3، قيمة قبلها ولتكن  سوف نختار قيمتيْن لـ        F

)ثم نوجد قيمة   )  عند كل منهما.   د́
 

 موجب     24=   12  –  18 –  54=   12 –(  3- )6+   2(3- )6( =  3-)د́

 سالب    12-=   12 –  6  –  6=   12 –(  1- )6+   2(1- )6( =  1-)د́

)وحيث أن   ) )، فإن الدالة  2-=    غيرت إشارتها من موجب إلى سالب عند  د́  د(

( حيث  8. وقد تم إيجاد قيمة هذه النهاية في مثال )2-=    يكون لها نهاية عظمى نسبية عند  

 . 5وجدنا أنها تساوى  
 

 : 1=   عندما  

لـ           قيمتيْن  نختار  ولتكن  سوف  قبلها  قيمة   ،R    ولتكن بعدها  وقيمة  صفر   =

=2 F   ثم نوجد قيمة( )  عند كل منهما. د́

 سالب   12 - =   12  – )صفر( 6+  2)صفر( 6)صفر( =  د́

 12 -(  2) 6+   2(2) 6(    =  2)د́  

 موجب      24=  12  –  12+  24=            
 

)وحيث أن   ) )، فإن الدالة  1=   غيرت إشارتها من سالب إلى موجب عند    د́   د(

عند   نسبية  صغرى  نهاية  في  1=   لها  النسبية  الصغرى  النهاية  قيمة  إيجاد  تم  وقد   . 
 . 22– ( حيث وجدنا أنها تساوى 8مثال ) 

 



 

329 
 

اختبار المشتقة التفاضلية الأولى قد أدى إلى نفس النتائج التي حصلنا عليها  وبذلك نرى أن  

 (. 8باستخدام اختبار المشتقة التفاضلية الثانية في مثال ) 
 

 ملحوظة هامة: 

عند استخدامنا لاختبار المشتقة الأولى في تحديد النهايات العظمى والصغرى النسبية للدالة        

( بعدها مباشرةً  F( مباشرةً والثانية ) Rى قبل القيمة الحرجة ) فإننا نختار قيمتيْن الأول

(، وذلك بهدف إيجاد قيمة المشتقة الأولى عند كل   من هاتيْن القيمتيْن.  R<  F)لاحظ أن:  

اختيارنا   في  الحرجة  القيمة  عن  بعيداً  نبتعـد  ألا  يجـب  أنـه  من  نحذر  أن  يجب   وهنا 

الحرجة، وإلا فإن ذلك سوف يؤدى  وأن نظل قريبيْن بدرجة كافية من القيمة  ،  R  ،Fلـ   

(، فإن النهاية الصغرى النسبية يمكن الحكم عليها  9  –   7بنا إلى نتائج خاطئة. وكما في الشكل ) 

 بطريقة خاطئة على أنها نهاية عظمى نسبية. ومع أن هناك قدراً من الحرية في تحديد النقطتيْن

R  ،F    إلا أنه يجب أن نراعي أنه إذا كان لدينا أكثر من نقطة حرجة، فإنR  ،

F   يجب اختيارهما بحيث تقع كل منهما ما بين قيمة النقطة الحرجة موضع الاعتبار وبين

 أي قيمة حرجة مجاورة. 

 

( 9 – 7الشكل )  
F لاختبار المشتقة الأولى   ،R  اختيار 
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 (: 11مثال )

باستخدام اختبار المشتقة التفاضلية الأولى، أوجد النهايات العظمى والصغرى النسبية للدالة       

  (.9الواردة في مثال )
 

 الحــل: 

)حيث أن:    +=   د( −
3

24  
3

  25 )فــإن:   ,  ) +=   د́ −24 5    

 وهي:  ( على القيم الحرجة لـ  9وقد حصلنا في مثال ) 

 4=   و     1=  

هاتيْن   من  أي  عند  للدالة  نسبية  أو صغرى  عظمى  نهايات  هناك  كانت  إذا  ما  ولاستكشاف 

 النقطتيْن نتبع ما يلي: 
 

 : 1=   عندما  

= صفر، Rعلى الترتيب )أي أن:    1=   قبـل وبعد    2سوف نختـار القيمتيْن صفر،       

F   =2  ثم نوجد قيمة ،)( )  عند كل من هاتيْن القيمتيْن. د́

 موجب    4=   4)صفر( + 5  – 2)صفر( = )صفر(د́

 سالب    2  -=   4( +  2) 5  – 2(2( = ) 2)د́
 

)أي أن   ) .  1=    قد غيرت إشارتها من موجب إلى سالب عبر مرورها على النقطـة    د́

( أن  9. وقد وجدنا في مثال ) 1=    وهـذا يدل على أن هناك نهاية عظمى نسبية للدالة عند  

 . 1.83قيمة هذه النهاية هي  
 

 : 4=   عندما  

)على الترتيب، ثم نوجد قيمة    4=    قبل وبعد    5،  3سوف نختار القيمتيْن        ) عند    د́

 كل منهما. 
 

 سالب    2  -=   4( +  3) 5  – 2(3( = ) 3)د́

 موجب  4=   4( +  5) 5  – 2(5( = ) 5)د́
 

)وهذا يشير إلى أن   . مما يدل  4=    قد غيرت إشارتها من سالب إلى موجـب عنـد  د́ (

(، وجدنا أن هذه الدالة 9. وفي مثال ) 4=    على أن هناك نهاية صغرى نسبية للدالة عند  

 . 2.67  –تساوى 
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القيمة   أخترنا  أننا  إلى  الإشارة  تلزم  الحرجة    F    =2وهنا  القيمة  تكبرُ   .  1=والتي 

. ووفقا للملحوظة  4=    ،  1=    تقع ما بين القيمتيْن الحرجتيْن    F    =2ويلُاحَظ أن  

لتكون   القيمة  اختيار هذه  إليها، لا يصح  المشار  الم  5=    الهامة  وبنفس  تم  مثلاً.  نطق، 

، حيث لا يصح اختيارها  3=   لتكون   4=    اختيار القيمة التي تصغرُ القيمة الحرجة 

 = صفر مثلاً.  لتكون  

وهنا أيضا نجد أن اختبار المشتقة التفاضلية الأولى قد أعطى نتائج مماثلة تماما لتلك التي       

 (. 9حصلنا عليها باستخدام اختبار المشتقة التفاضلية الثانية في مثال ) 
 

ولعله من المفيد للقارئ أن نلخص كيفية استخدام كل من اختبار المشتقة التفاضلية الأولى       

لمشتقة التفاضلية الثانية في استكشاف الجوانب المختلفة التي تحدد وصف الدالة وصفا  واختبار ا

 تفصيليا دقيقا وذلك على النحو الموضح فيما يلي: 
 

 

 اختبار  الخاصية 

 المشتقة التفاضلية الأولى 
 اختبار 

 المشتقة التفاضلية الثانية
تزايد وتناقص  

 الدالة

     (  صفر    دالة متزايدة >د́ (

     (  صفر    دالة متناقصة  <د́ (
 لا يستخــــدم 

 التقعــــر

 

 لا يستخــــدم 
    (  صفر تقعر لأعلى >´´د (

    (  صفر تقعر لأسفل  <´´د (

        (  = صفر لا يمكن اتخاذ قرار ´´د (

 نقـط الانقلاب

  : H= يكون هناك نقطة انقلاب عند 
تغير   لم  )إذا  وبعد د́ ( قبل   إشارتها 

 =H    .مباشرة 

  : H= يكون هناك نقطة انقلاب عند 
إشارة   تغيرت  )إذا  وبعد ´´د (  قبل 

 =H    .مباشرة 

النهايات  

العظمى 

والصغرى  

 النسبية

عند   • نسبية  عظمى  نهاية  هناك   يكون 

 إذا كان:  =  

   (    <صفر عندما   >د́ (

   (    > صفر عندما  <د́ (

 يكون هناك نهاية صغرى نسبية عند  •

 : إذا كان =    

   (    <صفر عندما   <د́ (

   (     > صفر عندما   >د́ (

عند   • نسبية  عظمى  نهاية  هناك   يكون 

 إذا كان:  =    

   (  = صفر  ،  ´د (

   (  صفر  <´´د (

عند   • نسبية  صغرى  نهاية  هناك   يكون 

 : إذا كان =    

   (  = صفر  ،  ´د (

   (  صفر  >´´د (
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 Curve Sketchingخامساً: الرسم التخطيطي للدوال   
قدمنا في هذا الفصل الكثير من الجوانب المتعلقة بالدوال مثل: تزايد وتناقص الدالة، الميل،       

 التقعر بنوعيه، نقط الانقلاب، القيم الحرجة والنهايات العظمى والصغرى النسبية للدوال. 

المقطوع من المحور  هذا ومن المعروف أنه بالنسبة للرسم البياني لأية دالة يمكننا تحديد الجزء  

 السيني )الأفقي( والجزء المقطوع من المحور الصادي )الرأسي( وذلك كما يلي: 

 بالصفر يعطي الجزء المقطوع من المحور الصادي )الرأسي(.  التعويض عن   •

 المحور السيني )الأفقي(. بالصفر يعطي الجزء المقطوع من  التعويض عن   •
 

ينقصه        وانطباعاً لا  لدينا إحساسا سريعاً  تول ِّد  الجوانب مجتمعةً  ومما لا شك فيه أن هذه 

الصدق حول سلوك الأشكال البيانية للدوال وكيفية رسمها، دون حاجة إلى تحديد كثير من النقط  

ش بعض المحددات الأساسية  التي تستخدم عادة في أي رسم بياني.  وفي هذا الجزء سوف نناق

 للشكل البياني للدالة والتي توضح كيفية عمل رسم تخطيطي للمنحنيات الممثلة للدوال. 
 

 ولتحديد الصورة العامة للشكل البياني للدالة، فإنه من المهم جداً أن نحدد ما يلي: 

   النهايات العظمى والصغرى النسبية -
Relative Maximum and Minimum Extrema 

  Inflection Point   نقط الانقلاب  -

 Y- Intercept     الجزء المقطوع من المحور الصادي -

        Ultimate Direction   الاتجاه النهائي   -
 

 ولعله من الأيسر على القارئ أن نوضح هذا الأمر مستعينين في ذلك بمثال. 
 

 (: 12مثال )

 ارسم الشكل البياني للدالة:      

( +=   د( −34  3   

 الحــل: 

 (  النهايات العظمى والصغرى للدالة:1)

(   3 23−= د́ (

(  = صفر   3 23− = صفر   تعطى: د́ (

 ( = صفر 1+    ()1 –  ) 3( = صفر  ،   21−) 3

 1- =  و    1=    ∴

 6=  4( +  1) 3  - 3(1- ( = )1-) ،  د   2=  4( +  1) 3  – 3(1( = ) 1) د 
 

 (. 6،  1- ( و )2،  1أي أن النقط الحرجة هي: )             



 

333 
 

 ولتحديد طبيعة النقط الحرجة: 

(  موجب     6( =  1) 6( = 1)´´د،     6 = ´´د (

 (. 2،  1عند النقطة )  2للدالة نهاية صغرى نسبية مقدارها  أي أن 
 

 سالب   6- ( = 1- )6( =  1-)´´د

 (. 6،  1- عند النقطة ) 6أي أن الدالة لها نهاية عظمى نسبية مقدارها  
  

 

 ( نقط الانقلاب: 2)

( )، وبمساوة  6 = ´´د (  بالصفر نجد أن: ´´د (

 4=    4)صفر( + 3  –  3)صفر( = )صفر( = صفر  ،  د  

 (  هي نقطة انقلاب محتملة. 4أي أن:  النقطة )صفر،  
 

نقطتيْن الأولى على يسار الصفر مباشرة، ولتكن   ، والثانية على يمين  0.5- بعد ذلك نختار 

).  ثم نوجد قيمة  0.5الصفر مباشرة ولتكن   عند كل من النقطتيْن. ´´د (

 تقعر لأسفل  3- ( = 0.5- )6( = 0.5-)´´د

 تقعر لأعلى  3=   ( 0.5)6(  =  0.5)´´د

النقطة                    عند  انقلاب  نقطة  وجود  على  يدل  ذلك  فإن  تغيرت  قد  التقعر  حالة  أن  وحيث 

 (. 4)صفر،  
 

 

 ملحوظة: 

)التي تحقق    إذا كانت قيمة         = صفر تقع في منتصف البعد بين قيمة  ´´د (

التي يكون عندها نهاية صغرى نسبية، فإن    التي يكون عندها نهاية عظمى نسبية وقيمة  

 هذه القيمة يكون عندها نقطة انقلاب.   

وهذا هو حال مثالنا الحالي )لاحظ أن: صفر =  
+  (1-) 1 

2
) 

 

 ( الجزء المقطوع من المحور الصادي يتحدد كما يلي: 3) 

 سبق إيجاده   4)صفر( =   د 
 

 ( الاتجاه النهائي: 4)

فإننا نحتاج إلى معرفة سلوك   ∞ -أو    ∞إلى    لتحديد سلوك الدالة عندما تؤول قيمة       

 ( وذلك كما يلي: 3الحد ذي أكبر قوة أو أس ) 
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       +∞    3      + ∞   

)           ∞+    لذلك:     ∞ +      د(

 

   ∞  -     3    ∞  -  وبالمثل:     

  -  ∞           (    ∞  -     د(

 أي أن: 

)  ∞+      عندما      ∞ +      د(

)  ∞  -  عندما          ∞  -     د(
 

ــي  ــذ الصــورة الموضــحة ف ــة يأخ ــي الدال ــاني ف ــكل البي ــإن الش ــبق، ف ــا س ــى ضــوء م وعل

 (.10 – 7الشكل )
 

 

 ( 10 - 7الشكل )

)الرسم التخطيطي للدالة:  ) 34=  د  3  + − 
 

 هذا ويمكن تلخيص النقط الأساسية التي تحدد شكل الدالة كما يلي: 

 (. 6،  1- النهاية العظمى النسبية عند النقطة ) -أ

 (. 4الانقلاب )صفر،  نقطة  - (     جـ2، 1النهاية الصغرى النسبية عند النقطة ) -ب 

 . 4الجزء المقطوع من المحور الصادي =  -د 
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 سادساً: النهايات العظمى والصغرى المطلقة
Absolute Maxima and Minima 
 

محصورةً في فئة    في كثير من المشكلات التي تواجهنا نجد أن قيم المتغير المستقل      

القيم،   من  العظمى    H        Fمعينة  النهايات  إيجاد  إلى  ونحتاج  المثال،  سبيل  على 

)والصغرى للدالة   تمثل مستوى الإنتاج    .  ولو افترضنا أن  في هذه الفترة لقيم    د(

صفر، حيث      في هذه الحالة تكون مقصورة على الفترة    في مؤسسة صناعية، فإن  

 ة سالبة. أنه من غير المنطقي أن تأخذ كمية الإنتاج قيم 

وهنا فإن اهتمامنا يكون منصبَّاً على إيجاد النهاية العظمى لدالة الربح في هذه الفترة.  وهذا  

لا يؤثر هنا على النتائج التي نحصل عليها في هذا الشأن، ولكن هناك حالات    القيد على قيم  

العظمى   النهايات  بإيجاد  المتعلقة  النتائج  على  كتلك  قيود  فيها  تؤثر   أخرى 

 والصغرى للدوال. 
 

  Absolute  Maximumالنهاية العظمى المطلقة:    

)النهاية العظمى المطلقة للدالة        هي أكبر قيمة للدالة    H        F   في الفترة:  د(

(  . Fإلى     Hجميع القيم من  عندما تأخذ   د(
 

 Absolute  Minimumالنهاية الصغرى المطلقة:    

)النهاية الصغرى المطلقة للدالة        هي أصغر قيمة للدالة    H          Fفي الفترة:  د(

(  . Fإلى   Hجميع القيم من  عندما تأخذ   د(
 

)ومن البديهي أن الدالة        ، وأن النقطة التي  H          Fتكون متصلة في الفترة  د(

للدالة   نسبية  عظمى  نهاية  أن  إما  المطلقة  العظمى  نهايتها  إلى  الدالة  عندها  )تصل     د(

.  وهكذا فإنه لإيجاد النهاية العظمى المطلقة والنهاية  Fأو   Hأو نهاية عظمى عند أحد طرفيْها

للدالة   المطلقة  )الصغرى  الفترة    د( للدالـة H         Fفي  أكبر قيمة  فإننا نختار   ،

قيـم   بين  وذلك من  للدالة  قيمة  )وأصغـر  الفترة   د( داخـل  الموجـودة  الحرجة  النقط   عند 

H        F   وكذلك قيم(  . والمثال التالي يوضح ذلك.H   ،Fعند نقطتي النهاية   د(

 (: 13مثال )

 أوجد النهايات العظمى والصغرى المطلقة للدالة: 

 ( ++=   د(
3

2 
2

1 4  3 
3

      5 3  –حيث:       -   
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 الحــل:  

     ( ++=  د́ ( )، وبمساواة     2 6  4 2  بالصفر، ينتجُ أن: د́ (

     ++   = صفر    2 6  4 2

     ++      2بقسمة الطرفين على  = صفر   3  2  2

 ( = صفر2+  ()1+  )   ∴   

 2-=  و      1- =  وهكذا نجد أن:   
 

فة    .      5 3- وهنا يلُاحَظ أن هاتيْن القيمتيْن تقعان ضمن الفئة المعرَّ
 

 

 ملحوظة: 

فة عليها الدالة فإن هذه        إذا كانت إحدى القيمة الحرجة لا تدخل ضمن نطاق الفئة المعرَّ

 القيمة تسُتثنى من الحل. 
 

 ولتحديد طبيعة النقط الحرجة: 

(   4   6+= ´´د (

 موجب  2=  6( +  1- )4( =  1-)´´د

 .  وقيمة هذه النهاية تتحدد كالتالي: 1- =  أي توجد نهاية صغرى نسبية للدالة عند  

( =  1-) د       
3 (1-)2 

3
  +3 (-1 )2   +4( -1 ) –1   =−

 2 
3

 2 

 

 سالـب    2-=  6( + 2- )4( =  2-)´´د      
 

 .  وقيمة هذه الدالة هي: 2- =  أي أن الدالة لها نهاية عظمى نسبية عند  
 

( =  2-) د  
3 (2-)2 

3
   +3( -2)2   +4 (-2 )–1   =−

 1 
3

 2 

 

 5=   وعند    3- =  بعد ذلك نوجد قيمة الدالة عند طرفي الفترة أي عند  

( =  3-) د  
3 (3-)2 

3
   +3( -3)2   +4 (-3 )-1 

 

          = -18  +27  –  12  –  1  =-  4 
 

( =  5-) د  
3 (5-)2 

3
   +3( -5)2   +4 (5 ) –1   =

 2 
3

 10 

 ونستنتج من ذلك ما يلي: 
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أن الدالة لها نهاية عظمى مطلقة قيمتها   -
 2 
3

 . 5=  عند    10 

 . 3- =  عند   4-أن الدالة لها نهاية صغرى مطلقة قيمتها   -
 

 (: 14مثال )

 أوجد النهايات العظمى والنهايات الصغرى المطلقة للدالة:     

( +=   د( −230       10صفر    3    48
 

 الحــل: 

          ( 48−=  د́ ( )،  وبمساواة       6  بالصفر،  نحصل على: د́ (

         −48  8=   = صفر  ،       6

 162  -=  30( +  8) 48  –  2( 8)3( =  8)  د           
 

 ( 162  - ، 8أي أن النقطة الحرجة هي: )
 

 ولتحديد طبيعة تلك النقطة: 

(  موجب  6= ´´د (

 . 8=   عند   162  –أي توجد نهاية صغرى نسبية للدالة مقدارها 
 

 بعد ذلك نوجد قيمة الدالة عند طرفي الفئة: 
 

 30=   30)صفر( + 48  –  2)صفر( 3)صفر( =   د 
 

 150 - =  30( + 10)48 –  2(10)3(  = 10) د  
 

 ونستنتج من ذلك ما يلي: 
 

 = صفر.  عند    30يوجد للدالة نهاية عظمى مطلقة مقدارها     -

 . 8=  عند    162 - يوجد للدالة نهاية صغرى مطلقة مقدارها    -
 

 سابعاً: تطبيقات في مجالات الأعمال 
 )الاقتصاد، الإنتاج، الإدارة، التسويق، المحاسبة(        

 

سوف نتناول في هذا الجزء تطبيقات الأساليب الرياضية التي شملها هذا الفصل في كثير       

من المجالات مثل: الاقتصاد، الإنتاج، الإدارة، التسويق، المحاسبة.  وسوف تشمل التطبيقات  

 ما يلي: 
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 تحليــل التكلفــة الحديـــــة  -2تحليل دوال التكلفة والإيراد والربح        -1

 تحليــل الإيــــراد الحدي   -4تحليــل التكلفــة المتوسطـــة                 -3

 التكلفــة ورضــا العميــــل - 6الحـــد الأدنـــى للتكلفـــة                   -5

 الحـد الأدنـى للتكلفـة الحديـــة -8  لمتوسطـة         الحـد الأدنـى للتكلفـة ا -7

 الحد الأعلى للعائد الحكومي من ضريبة المبيعات  -9

 الحـــد الأعلـــى للأربــاح  -11الحـد الأقصـى للإيراد                   - 10

 الحد الأقصى للأرباح والإيراد الضريبي   - 13الإعـــــلان والأربـــــاح                     - 12

 التخصيـص الأمثـل للإنتاج  - 15    المدخـل الحدي لتعظيـم الربــح      - 14

 الوقت الأمثل للبيع  -17            إحــلال المعدات              - 16
 

حالات   من  حالة  كل  في  نستعين  الموضح          وسوف  النحو  على  وذلك  عملي  بمثال  التطبيق 

 فيما يلي: 
 

 تحليل دوال التكلفة والإيراد والربح:  -1
Analysis of Cost, Revenue and Profit Functions 

 

 (: 15مثال )

 وحدة من منتجَ معين هي:  ;لإنتاج   إذا كانت دالة التكلفة       
 

(;  = )2000   +; 10 
 

 ,05 ;  –  100=   وكانت دالة الطلب على هذا المنتجَ تأخذ الصورة:       

 سعر الوحدة بالجنيه.  كمية الطلب،   ;حيـــث:    
 

د مستويات الإنتاج التي تجعل كلا من:   حد ِّ
 

 )أ( دالة التكلفة    )ب( دالة الإيراد   )جـ( دالة الربح  

 متزايدة أو متناقصة. 
 

 الحــل: 

 < صفر 10( = ;)´فــإن :      10 ;+   2000( =  ;)حيث أن:  
 

 أي أن دالة التكلفة دائما متزايدة.  بمعنى أن التكلفة تزداد بزيادة الكمية المنتجَة. 
 

 حيث أن:   الإيراد = كمية المبيعات × سعر بيع الوحدة  

           =;×   =;(100 –  ; 05,  = ); 100 –  ; 05,2  
 

    v(; = ); 100  –  ; 05,2أي أن دالة الإيراد هي:  

                                   v´ (; = )100  –  ; 
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      100>  ;< صفر  ،    ;  –  100( < صفر  عندما:  ;)´vلذلك نجد أن:   
 

 100<  ;> صفر  ،     ;  – 100( > صفر عندما:  ;)´v   كما نجد أن:  
 

عن   الإنتاج  كمية  قلت  إذا  متزايدة  تكون  الإيراد  دالة  أن  نستنتج  وتكون    100وهكذا  وحدة 

 فيمكن تحديدها كما يلي:    pوحدة.  وأما دالة الربح    100متناقصة إذا زادت كمية الإنتاج عن  
 

     p(;   = )v (; )–  (;)   =; 100 –  ; 05,2–  (2000   +; 10) 

              =; 90 –  ; 05,2– 2000 

 أي أن دالة الربح هي: 
 

 p(;  = ); 90  –  ; 05,2– 2000   :كما أنp´(;  = )90  –  ; 

 p´(; :تكون أكبر من الصفر إذا كان ) 90>  ;< صفر ،    ;  –  90 

 p´(; :تكون أقل من الصفر إذا كان ) 90<   ;> صفر  ،     ;  –  90 
 

وحدة، بينما تكون متناقصة    90وهكذا نجد أن دالة الربح تكون متزايدة إذا قلت كمية الإنتاج عن  

 وحدة.  90مية الإنتاج عن  إذا زادت ك
 

 ( الشكل البياني لكل   من الدوال الثلاثة. 11 –  7ويوضح الشكل )

 
 

 ( 11  –  7الشكل )

 دوال: التكلفة والإيراد والربح

 



 

340 
 

هنا نجد أن نمط سلوك الدوال الثلاثة يتمشى مع ما هو مألوف من الناحية الاقتصادية.  حيث   

التكلفة عادة ما تكون دالة متزايدة في عدد الوحدات المنتجَة )عادة ما نتحمل تكلفة أكثر  أن دالة  

 لننتج أكثر، ومع ذلك تحدث استثناءات في ظل سياسات تسعير معينة للمواد الخام(. 

دالة متزايدة عند كميات المبيعات الصغيرة،    –عام    بوجه   –   وبالمثل، فإن دالة الإيراد تكون 

 وعادة ما تصبح تناقصية عند كميات المبيعات الكبيرة. 

تكون   الإيراد، حيث  دالة  في  الموجود  النمط  ذلك  يشابه  نمط سلوكها  فإن  الأرباح  دالة  وأما 

 متزايدة عند كميات المبيعات الصغيرة ومتناقصة عند كميات المبيعات الكبيرة. 
 

  Marginal Cost Analysisتحليل التكلفة الحدية:     -2

 التكلفة الحدية هي التكلفة الإضافية نتيجة إنتاج وبيع وحدة واحدة زيادة.      
 

 (: 16مثال )

 )بآلاف الوحدات( من منتجَ معين تتحدد بالصيغة:  ;إذا كانت تكلفة إنتاج       

 (;  = )2500   +; 9 –  ; 32   +; 23 
 

د مستويات الإنتاج التي تكون عندها التكلفة الحدية:  )أ( متزايدة   )ب( متناقصة    حد ِّ
 

 الحــل: 

 62 ;+   6 ;  – 9( =  ;)´ الحدية: التكلفة 
 

 ( < صفر ;) ´´ولكي تكون التكلفة الحدية متزايدة فإنه يجب أن تكون  

 0.5<    ;< صفر  والذي يعطي    12 ;+   6- أي: 
 

 > صفر  ;´´ولكي تكون متناقصة، فإنه يجب أن تكون  

 0.5>   ;> صفر ،    12 ;+   6- وهذا يعني أن: 
 

وهكذا نجد أن التكلفة الحدية تكون متزايدة عند أي مستوى للإنتاج يزيد عن نصف وحدة، كما  

أنها تكون متناقصة عند أي مستوى للإنتاج يقل عن نصف وحدة. وهنا يجب ألا ننسى بأن  

 (. 500بمعنى أن نصف وحدة تعادل معبَّر عنها بالآلاف )  ;كمية الإنتاج  
 

 

 Average Cost Analysisتحليل التكلفة المتوسطة:  -3
 

 (: 17مثال )

 وحدة من منتجَ معين تتحدد وفقا للدالة:   ;إذا كانت تكلفة إنتاج       

   (;  = )
( )

+
+

+

 
   

4  ; ; 2
6

1  ;
 

 أثبت أن التكلفة المتوسطة تكون دائما متناقصة عند أي كمية من الإنتاج.     
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 الحــل: 

( =  التكلفة المتوسطة = ) 
التكلفة  الكلية 

عدد  وحدات  الإنتاج 
  =  

;
   =

( )
+

+

+
   

4  ;  2 6 
;1  ;

 

 أي أن دالة التكلفة المتوسطة هي: 

    (;  = )
( )

+
+

+
   

4  ;  2 6 
;1  ;

 
 

ولإثبات أن التكلفة المتوسطة متناقصة دائماً عندما يكون هناك إنتاج فإننا يجب أن نوجد المشتقة  

 الأولى لدالة التكلفة المتوسطة. التفاضلية 

  ´(;  = )+
2

 
6- 

;

( ) ( ) ( ) ( )

( )+

+ − +

2

1 4  ; 2  2 1  ;

1  ;
   

 وبإجراء بعض العمليات الجبرية يمكننا أن نصل إلى: 

  ´(;  = )

( )

 
 
 
 
 

+ +

+

2

2 2

    
  

1 ; 2 ; 2
6-

1  ; ;
 

 

 > صفر.  ;وهذا المقدار يكون سالباً دائماً لأي قيمة لـ  
 

< صفر(    ;وهكذا نجد أن التكلفة المتوسطة تكون دائما متناقصة عندما يكون هناك إنتاج ) 

 مهما كان مستوى هذا الإنتاج. 
 
 

 

   Marginal Revenue Analysisتحليل الإيراد الحدي:     -4

 الإيراد الحدي هو الإيراد الإضافي نتيجة بيع وحدة واحدة إضافية.      
 

 (: 18مثال )

2  –  600=  إذا كانت دالة الطلب على إحدى السلع تأخذ الصيغة التالية:        ; 

 سعر الوحدة من السلعة.  كمية الطلب بالوحدات   ،     ; حيث:  

د مستويات   الإنتاج التي يكون عندها الإيراد الحدي: حد ِّ

ً     )أ( متزايداً      )ب( متناقصا

 الحــل: 

 حيث أن:   الإيراد = كمية الطلب )المبيعات( × سعر بيع الواحدة 

               =;×   =; 

               =;(600  –  2 ;  = )3 ;  ; 600- 
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 وبذلك نجد أن دالة الإيراد هي: 

 v(;  = )3 ;  ; 600- 

v´(; = )2دالة الإيراد الحدي هي:   ; 3  600- 
 

ولكي نحكم على تزايد وتناقص الإيراد الحدي عند مستويات الإنتاج المختلفة يجب أن نوجد  

لدالة الإيراد الحدي، والتي تمثل في نفس الوقت المشتقة التفاضلية  أولاً المشتقة التفاضلية الأولى  

 الثانية لدالة الإيراد الكلى الأصلية. 
 

v´´(;  = );6- <    صفر.  ;صفر لجميع قيم > 
 

الإنتاج تكون أكبر من الصفر، فإننا نستطيع القول بأن الإيراد الحدي يكون  وحيث أن كمية  

 دائماً متناقصاً طالما أن هناك مبيعات ولا يكون متزايدا أبداً. 
 

 

  Cost  Applications     تطبيقات التكلفة:

لا شك في أن أي مؤسسة تجارية تهدف إلى تخفيض نفقات إنتاجها إلى حدها الأدنى وذلك       

بغُية تحقيق أكبر قدر ممكن من الأرباح. وهنا سوف نتناول كيفية تطبيق المشتقات التفاضلية  

 في هذا الشأن. 
 

   Minimum  Cost     الحد الأدنى للتكلفة: -5

 (: 19مثال )

 وحدة من منتجَه تتمثل في الدالة:  ;وجد صاحب مصنع أن التكلفة السنوية لإنتاج       

  (;  = )+ +
20000

8000  ; 05  
;

 جنيه   ,

 المطلوب: 

 للتكلفة السنوية؟ ( ما هو حجم الإنتاج الذي يحقق الحد الأدنى 1)

 ( ما هي قيمة الحد الأدنى للتكلفة السنوية؟ 2)
 

 الحــل: 

 (1 )  ´  (;  = )+
2

20000- 05  
;

 ( بالصفر ينتج أن: ;) ´وبمساواة   ,

+
2

20000- 05  
;

 =  صفر  ,

2 أي أن:  ; 05,   =20000       ،2 ;  =40000     ،   ;  =200 

النقطة تستخدم  200=    ;أي أن هناك نقطة حرجة عند    (  ;)   ´´. ولتحديد طبيعة هذه 

 كما يلي: 
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 ´´(;  = )
3

40000

;
 < صفر  ;< صفر    لجميع قيم   

 هناك نهاية صغرى لدالة التكلفة. أي أن  

إلى حدها   التكلفة تصل  فإن  وهكذا  لأعلى.  مقعراً  التكلفة  لدالة  البياني  الشكل  أن  يعنى  وهذا 

، أي أن حجم الإنتاج الذي يصل بالتكلفة السنوية إلى حدها الأدنى  200=    ;الأدنى عندما  

 وحدة.   200هو 
 

 

 قيمة الحد الأدنى للتكلفة السنوية هو:  (2)
 

      (200  = )
20000

200
   +0.5(200  + )8000 

 جنيه  8200=                  
  

 Cost and Customer Satisfaction     التكلفة ورضا العميل: -6

إذا أقبل بنك على تخفيض عدد أمناء الصندوق )موظفي الخزائن( لديه فإن ذلك من شأنه       

أن يؤدى إلى تخفيض تكلفة الأجور. ولكن، وعلى الجانب الآخر، قد يسبب ذلك خسارة من  

نوع آخر، وهي أن العملاء قد يضطرون إلى الانتظار وقتاً أطول حتى تتم خدمتهم. وبالتالي  

اتجاه  يصبحون أقل ر  إلى  بالتالي  البنك لهم. مما يؤدى  يقدمها  التي  الخدمة  ضاً عن مستوى 

بعضهم للتعامل مع بنوك أخرى. وهنا فإن على إدارة البنك أن تتخذ القرار الصائب في هذا  

الشأن حتى تقلل ما أمكن من مقدار الخسائر المترتبة على أي قرار تتخذه. ولعل المثال التالي  

 يوضح تلك القضية. 
 

 (: 20مثال )

جنيه    80بشأن القضية المشار إليها أعلاه، لنفترض أن معدل الأجر لكل أمين صندوق هو       

 فقط من أمناء الصندوق تحددها الدالة:   kيومياً. وأن الخسارة في الأرباح المترتبة على وجود  

o(k  = )
+  

5000
1 k
 جنيه يوميا  

الخسائر   هذه  تصبح  حتى  البنك  لدى  يكونوا  أن  يجب  الذين  الصندوق  أمناء  عدد  هو   ما 

 ( مضافاً إليها تكلفة الأجور أقل ما يمكن. o)المعرفة في 
 

 الحــل: 

( =  k)التكلفة الكلية:   
+  

5000
1 k
   +80k  

 ولإيجاد الحد الأدنى لتلك التكلفة: 
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 ´(k = ) -  5000  (k   +1) -2(1  + )80   =

( )+
2

   

5000 -

1 k
  +80 

´(k  :صفر  يؤدى إلى = )

( )+
2

   

5000 

1 k
   =80 

( )+
2

  1 k   =
5000 

80
   =62,5   ∴   (k  +1 = )625,   =7.9 

  

 k   =6.9أي أن:   
 

´´(k  = )

( )+
3

   

1000

1 k
 < صفر  k< صفر    لجميع قيم   

 

عند   نهاية صغرى  لها  الكلية  التكلفة  دالة  أن  نجد  أمناء  k  =7.9وهكذا  عـدد  أن  وحيث   .

 حيث:   k =6تعطى تكلفة أقل من    k =8الصندوق يجـب أن يكـون عـدداً صحيحاً، فإن  

 (6  = )
+

5000 
1  6

 جنيه   1194.3( = 6)  80+   

 جنيه     1185( =  7) 

وجود   فإن  وهو   7وهكذا  ممكن  حد  أدنى  إلى  البنك  تكلفة  يقلل  البنك  لدى  صندوق   أمناء 

 جنيه.  1185 
 

   Minimum Average Cost     المتوسطة:الحد الأدنى للتكلفة  -7

هي تكلفة الوحدة الواحدة من الإنتاج في المتوسط. ويمكن الحصول   التكلفة المتوسطة       

 عليها بقسمة التكلفة الكلية على عدد الوحدات المنتجَة. 
 

 (: 21مثال )

 وحدة من منتجَ معين هي:   ;إذا كانت تكلفة إنتاج       

(;  = )4000   +; 3   +
2

1000
;

 جنيه    

 المطلوب: 

د التكلفة المتوسطة كدالة في عدد 1)  الوحدات المنتجَة ك. ( حد ِّ

 ( ما هو عدد الوحدات المنتجَة الذي يجعل التكلفة المتوسطة للإنتاج أقل ما يمكن؟ 2)

 (، ما هو الحد الأدنى للتكلفة المتوسطة للإنتاج. 2( مستخدماً نتائجك في ) 3)
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 الحــل: 

( =  التكلفة المتوسطة = )  حيث أن:   (1)
التكلفة  الكلية 

عدد  وحدات  الإنتاج 
  =  

;
 

(;  = )
4000

;
   +3   +

1000
;

 جنيه    

 التكلفة المتوسطة. وهي دالة 

 ولكي تصل التكلفة المتوسطة إلى حدها الأدنى: 

  ́(;  = )+
2

    
4000-

1000 ;

1
   

 وبمساواة المشتقة التفاضلية الأولى لدالة التكلفة المتوسطة بالصفر، نحصل على: 

=
2

    
4000

1000 ;

1
   2000=  ;ومنها نجد أن:     

 .  ولتحديد طبيعة هذه النقطة: 2000=   ;أي أن هناك نقطة حرجة عند 

 ´´(;  = )
3

8000

;
 < صفر  ;< صفر   لجميع قيم    

  2000أي أن دالة التكلفة المتوسطة تصل إلى حدها الأدنى عندما يكون عدد الوحدات المنتجَة  

 وحدة.  وقيمة هذا الحد الأدنى هي: 

(2000  = )
4000
2000
   +3   +

4000
1000
  =9 

وحدة. وتكون    2000وهكذا فإن مستوى الإنتاج الذي يجعل التكلفة المتوسطة أقل ما يمكن هو  

جنيهات للوحدة الواحدة عند هذا المستوى للإنتاج، وهي أقل تكلفة متوسطة    9التكلفة المتوسطة  

 يمكن تحقيقها. 
 

 

 (: 22مثال )

 تأخذ دالة التكلفة لمنتجَ معين الصورة: 

 (;  = )+ +2  عدد الوحدات المنتجَة يوميا.   =;حيث:     جنيه  ,1000  5 ;  01 ;

وحدة. أوجد عدد الوحدات المنتجَة    80فإذا كان الحد الأقصى لعدد الوحدات المنتجَة يوميا هو  

 الذي يجعل التكلفة المتوسطة أقل ما يمكن. 

 الحــل: 

هو        يومياً  المنتجَة  الوحدات  لعدد  الأقصى  الحد  أن  يعنى:    80حيث  هذا  فإن   وحدة، 

    80  كما أن إيجاد التكلفة المتوسطة يفيد بأن هناك وحدة واحدة منتجَة على الأقل، أي .

 .      80 1وهكذا نجد أن:    1 أن:  
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+( =  التكلفة المتوسطة )  +
1000

; 01  5  
;

 جنيه   ,

 ولإيجاد الحد الأدنى للتكلفة المتوسطة: 
 

 ́(;  = ), +
2

1000-01  
;

 

 

 وبمساواة المشتقة الأولى لدالة التكلفة المتوسطة بالصفر، تحصل على: 

=
2

100001   
;

,      ،;  =100 
 

فإننا    1      80المعرفة في الفئـة     تقع خارج نطاق قيم    100=    ;وحيث أن القيمة  

 نرفض هذه القيمة. 
 

فة في فترة لقيم       80  1وقد استنتجنا من قبل أن:   .  ، بمعنى أن دالة التكلفة معرَّ

ولاستكشاف ما إذا كان هناك نهايـة صغـرى مطلقة لدالة التكلفة المتوسطة فإننا نوجد قيمة دالة  

 (، حيث نجد أن: 80)و   ( 1)التكلفة عند نهايتي الفئة، أي إيجاد:  

   (1  = )
1000

1
 جنيه  1005.1(  =  1) 0.1+  5+   

(80  = )
1000

80
 جنيه   25.5( =  80)0.1+   5+  

جنيـه لدالة التكلفة المتوسطة وذلك    25.5وبذلك يمكننا استنتاج أن هناك نهاية صغرى مقدارها  

  25.5وحدة يومياً. أي أن التكلفة المتوسطة تبلغ أدنى حد لها وهو    80=    ;عند كمية الإنتاج  

 وحدة يومياً.   80=   ;جنيه للوحدة وذلك عند مستوى الإنتاج  
 

 Minimum Marginal Cost     الحد الأدنى للتكلفة الحدية: -8
 

 (: 23مثال )

 ، حيث: طن من منتجَ معين كل شهر بتكلفة كلية   ;تنتـج مؤسسـة صناعية       

(;  = )+ +
3

2  
3
 جنيه    -10  75 ;  5 ; ;

د مستوى الإنتاج   الذي يصل بالتكلفة الحدية إلى أدنى حد لها. ثم أوجد قيمة الحد الأدنى   ;حد ِّ

 للتكلفة الحدية. 

 الحــل: 

 التكلفة الحدية هي المشتقة التفاضلية الأولى لدالة التكلفة. أي أن:      
 

2+( =  ;)´التكلفة الحدية:     ; ; 10   75-    
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المشتقة الثانية  ولإيجاد الحد الأدنى للتكلفة الحدية، نوجد المشتقة التفاضلية لها )وهي نفسها  

 لدالة التكلفة( ثم نساوى تلـك المشتقة بالصفر لتحديد القيم الحرجة. 
 

´´(;  = )-+ ; 2  10                

     -+  ; 2  5=  ;= صفر  يعطي      10
 

 

. ولتحديد طبيعة هذه النقطة نعوض عن تلك القيمة في  5=    ;أي أن هناك نقطة حرجة عند  

 المشتقة التفاضلية الثانية لدالة التكلفة الحدية )أي المشتقة التفاضلية الثالثة لدالة التكلفة الأصلية(. 
 

 ;صفر  لجميع قيم    < 2( =  ;)(3)
 

 . وقيمة تلك النهاية هي: 5=  ;أي أن هناك نهاية صغرى للتكلفة الحدية عند  
 

 جنيه  50=   2(5( + ) 5) 10 –  75( =  5)´
 

وهو   الأدنى  تبلغ حدها  الحدية  التكلفة  أن  المنتجَة    50أي  الوحدات  عدد  يكون  عندما   جنيها 

 وحدات شهرياً.   5
 

 Revenue Applications تطبيقات الإيراد:    

إن أي مؤسسة تجارية تهدف إلى تحقيق أكبر إيراد ممكن تماماً مثلما تهدف إلى الوصول       

ن المؤسسة التجارية من تحقيق أكبر قدر   بتكلفة إنتاجها إلى أدنى حد ممكن. حيث أن ذلك يمك ِّ

 من الأرباح نتيجة بيعها لمنتجَاتها. 
 

 Maximum Revenue  الحد الأقصى للإيراد:    -9
 (: 24مثال )

 إذا كانت دالة الطلب لاحدي السلع تأخذ الصيغة:      

     =
;-
3 I 15       صفر  ;   8 

 سعر الوحدة من السلعة.   كمية الطلب بالوحدات،  ;حيث:  
 

 المطلوب: 

د سعر السلعة         اللذيْن يحققان أكبر قدر ممكن من الإيراد.  ;وكمية الإنتاج   حـد ِّ
 

 الحــل: 

 حـيث أن: الإيراد = كمية الطلب × سعر بيع الوحدة 

         =;×   =;  =
;-
3 I ; 15 

 

 وهكذا نجد أن دالة الإيراد هي: 
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          v  (;  = )
;-
3 I ; 15 

 

 ولإيجاد الحد الأقصى للإيراد نجدد أولاً النقط الحرجة كما يلي: 

            v´ (;  = )( )
 
 
 

+
;- ;-
3 31-

3
 1 I 15  I ; 15   =( )

;-
3 ; 5   15 I- 

 وبمساواة المشتقة الأولى بالصفر، ينتج أن: 

( )
;-
3 ; 5   15 I-  صفر = 

 3=   ;= صفر  تعطي:   -15   5 ; 
;-
3 I   : صفر  تعطي =;  = 

 

 فإننا نهمل هذه القيمة.    ;  8تقع خارج حدود المدى صفر  =  ;وحيث أن:  

 . ولتحديد طبيعة تلك النقطة. 3=   ;وبذلك نجد أن هناك نقطة حرجة عند  
 

 v´´(;  = )
;-
3 I ( -5 ( + ) ; 5   15-  )

 
 
 

;-
31-

3
I 

      =+
;- ;- ;-
3 3 35

 
3

I ; I 5  I 5- -   =
;- ;-
3 3 5

3
I 10 I ; - 

       =
 
 
 

;-
3 

5
3

10  ; I- 

 

 كما يلي:   3=  ;( عند  ;)´´vثم نوجد قيمة  

v´´(3  = )( )
 
 
 

3-
3 

5
3

10  3  I-   =1 - I 5- <  صفر     نهاية عظمى 

 

. أي أن الإيراد  3=    ;وهكذا نصل إلى أن هناك نهاية عظمى لدالة الإيراد عند مستوى الإنتاج  

 ، أي عندما يكون سعر الوحدة: 3=  ;تكون أكبر ما يمكن عند مستوى الإنتاج  
 

                =
3-
3 I 15 =1 - I 15 

 

 I  =2.71828لاحظ أن:      5.52=           
 

في    ;ولتحديد أقصى إيراد ممكن عند مستوى الإنتاج والسعر المشار إليهما نعوض عن قيمة  

 دالة الإيراد كما يلي: 
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              v(3 = )15 (3  )
3-
3 I =1 - I 45   =16.55 

 

ومقداره   ممكن  إيراد  أقصى  يتحقق  هي:  النهائية  النتيجة   عند:     16.55وتكون 

 وحدات.   3وكمية الإنتاج =   5.52سعر الوحدة = 
 

 (: 25مثال )

جنيهـات للقلم    5إذا باع صاحب مكتبة للأدوات المدرسية نوعاً معيناً من الأقلام بسعر       

جنيهات    7حد. وأما إذا باع القلم الواحد بسعر  قلم في اليوم الوا  200الواحد فإنه يستطيع بيـع  

 قلم في اليوم الواحد.  100فإن مبيعاته تنخفض إلى 
 

 المطلوب: 

( التعبير عن كمية الطلب )المبيعات( كدالة في سعر القلم الواحد، أي إيجاد دالة الطلب،  1)

 بافتراض أنها خطية. 

م الواحد حتى يحقق أقصى إيراد  ( حدد السعر الذي يجب أن يبيع به صاحب المكتبة القل2)

 ممكن. ثم أوجد قيمة هذا الإيراد.

 قلم في أحد الأيام.  200( ما هي قيمة إيراد صاحب المكتبة إذا باع 3)
 

 

 الحــل: 

بالنقطتيْن )  (1) الخطية تمر  الطلب  الإحداثي  100،    7( و )200،    5دالة  يرمز  ( حيــث 

الواحد   القلم  سعر  إلى  للنقطة  كمية    السيني  إلى  لها  الصادي  الإحداثي  يرمز  بينما 

 .;المبيعات )الطلب(  
 لدالة ونقطة عليها نجد أن: وبإيجاد دالة الطلب باستخدام ميل ا

1الميل =   2

1 2

;  ;

  

-
-   =

−

−

200    100
5  7

  = -  50 

 هذا ودالة الطلب الخطية يمكن تحديدها باستخدام الميل والنقطة الأولى على الصورة: 

      L   =
−

−

;  200
  5 

 

 -  50   =
−

−

;  200
  5 

     ،−;  200  = - 250   + 50 

 أي أن دالة الطلب الخطية هي: 
 

          ;( = )450  –   50 
 

 سعر القلم الواحد بالجنيه.  كمية الطلب )المبيعات(  ،   ;حيث:   

 حيث أن:  الإيراد  = سعر القلم الواحد × عدد الأقلام المُباعة 
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 =   ×;   = ;   = (450  –   50) 

 =450  –  2  50 
 

 وهكذا نجد أن دالة الإيراد هي: 

v(  = )450  –  2  50 
 

 ولإيجاد الحد الأقصى لإيراد صاحب المكتبة: 

v´(  = )450  –   100 

v´( صفر = )      :4.5=   = صفر  ،      100  –  450تعطى 
 

 النقطة: ، ولكي نحدد طبيعة هذه  4.5=    وهذا يعنى أن هناك نقطة حرجة لدالة الإيراد عند  

v´´( = ) -  100 <  نهاية عظمى  صفر 
 

. وبعبارة أخرى، فإن  4.5=    حيث يشير ذلك إلى أن هناك نهاية عظمى لدالة الإيراد عند  

 جنيه.    4.5إيراد صاحب المكتبة تصل إلى أقصى حد لها إذا باع القلم الواحد بسعر 

 وعندئذ يبلغ إيراد صاحب المكتبة إلى: 

v(4.5  = )450 (4.5 ) –  50(4.5  = )1012.50 جنيه 
 

 

، في أحد الأيام، فإن ذلك يعنى أنه  200=    ;قلم، أي:    200إذا بـاع صاحـب المكتبة    ( 3) 

 باع القلم الواحد بسعر يتحدد كما يلي: 

;(  = )450  – 50     =200 

 200=    50  –  450أي أن:        

          50    =250      ،   =5 

قلم في أحد الأيام فإن ذلك يعنى أنه باع القلم الواحد    200وهكذا نجد أن صاحب المكتبة إذا باع  

 تكون إيراده كما يلي: جنيهات. وعندئذ   5بسعر  

   v(5  = )450 (5 )–  50(5)2  =1000  جنيه 
 

 (: 26مثال )

جنيهات للوحدة الواحدة وذلك إذا قلَّ حجم    10يستطيع صاحب مصنع أن يبيع منتجَه بسعر       

وحدة. ويمنح صاحب المصنع تخفيضاً في السعر مقداره قرشان لكل    200طلب الشراء عن  

 وحدة.  200وحدة لكي يزيد حجم طلب الشراء عن  

إيرا أكبـر  المصنع  لصاحب  يحقق  الذي  الشراء  مقداراحسب حجم طلب  أوجد  ثم  ممكن،   د 

 هذا الإيراد. 
 

 الحــل: 

عدد الوحدات   k، حيث تمثل  k+    200=    ;دعنا نفترض بأن حجم طلب الشراء هو:        

 (. ,k 002  – 10وحدة. وهنا تكون تكلفة كل وحدة هي: )  200الزيادة عن 
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 وهكذا نجد أن إيراد صاحب المصنع يتمثل في:  

  v(k ( = )200   +k()10  –  k 002,) 

             =2000   +k 6  –  2k 002, 
 

 أي أن دالة الإيراد لصاحب المصنع )كدالة في حجم طلب الشراء( هي: 

  v(k  = )2000   +k 6 –  2k 002, 
 

 ولتحديد حجم طلب الشراء الذي يحقق أقصى إيراد ممكن لصاحب المصنع نجد أن: 
 

       v´(k  = )6  –  k 004, 
 

v´(k :صفر  تعطي = ) 

k 004,   =6    :أي أن  ،k   =150 

 . k   =150وبذلك نجد أن هناك نقطة حرجة لدالة الإيراد عند  
 

 ولتحديد طبيعة النقطة الحرجة: 

v´´(k = ) -  0.04  <  نهاية عظمى  صفر 

  k+   200وحيث أن:  حجم طلب الشراء = 
 

فإن هذا يعنى أن إيراد صاحب المصنع يكون أكبر ما يمكن عندما يكون حجم طلب الشراء 

 ( وحدة، وعند هذا المستوى لطلب الشراء فإن الإيراد هو: 350=   150+   200مساويا ) 
 
 

  v(350 = )2000   +6 (350 ) – 0.02(350)2 

                    =1650   ً  جنيها
   

 وهو أكبـر إيـراد يمكن أن يحققه صاحـب المصنع في ظـل الظـروف المشار إليها. 
 

 الحد الأعلى للعائد الحكومي من ضريبة المبيعات:  -10
Maximum Yield from Sales Tax 

 

 (: 27مثال )

يمكن    من منتجَ معين عندما يكون سعر الوحدة    ;إذا كانت كمية المبيعات الشهرية       

 تحديدها وفقا للدالة: 

 دالة الطلب  (  –  5) 100=   ;

د أن يجعلها متاحةً عند السعر    تمثلها العلاقة:  1وكانت الكمية التي يمكن للمور ِّ

 دالة العرض  (  1  – 1) 200=   ;

 فإذا افترضنا أن هناك ضريبة مقدارها  ض  على كل وحدة.
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 المطلوب: 

 الكمية المباعة شهرياً إذا كان السوق في حالة توازن. ( حدد 1)

أكبر  2) المبيعات  ضريبة  فرض  من  الحكومي  العائد  يجعل  الذي  الضريبة  مقدار  هو  ما   ) 

 ما يمكن؟ 
 

 الحــل: 

د هو عبارة عن السعر العادي للسلعة قبل فرض   1حيث أن السعر    (  1) الذي يعرضه المور ِّ

 ضريبة المبيعات، فإننا نجد أن: 

 ض  – =   1

 ويمكن إعادة صياغة دالة العرض كما يلي:      

  ;  =200 (1 –  1 ) 

 (      دالة العرض 1  –ض   – ) 200=  ;أي أن:         
 

 وحيث أن دالة الطلب هي: 

;   =100 (5  –  ) 

 وبحل معادلتي الطلب والعرض في ك نحصل على: 

=   من معادلة الطلب:  
100

;  500-
 

الطلب  )كمية  السوق  توازن  حالة  قيمة  وفي  عن  نعوض  فإننا  العرض(  كمية   = 

 ( في معادلة العرض، حيث نجد أن: ;)بدلالة  

;   =200  [
100

;  500-
 200  –ض 200  – 2 ;  –  1000[ =  1 – ض  - 

  ض 200  – 800=  3 ;

   ;   =
−    200 800 

3
ض

=   ;أي أن:     
200

3
 ض(  –  4) 

 وهي تمثل كمية المبيعات الشهرية في حالة توازن السوق. 
 

 

 حيث أن:   (2)

 العائد الحكومي من الضريبة = مقدار الضريبة على الوحدة × عدد الوحدات المُباعة     

 ;= ض  ;= ض×                          

= ض ]                           
200

3
ض([ =   – 4) 

200
3

 (2ض   –ض 4) 

 من ضريبة المبيعات هي:  uوهكذا نجد أن دالة العائد الحكومي       
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u  = )ض(
200

3
 ( 2ض  – ض 4)  

 ولإيجاد النهاية العظمى لهذه الدالة:     

u´  = )ض(
800
3

  − 
400

3
 ض  

u´ يعطي:  )ض( = صفر 

 
400

3
ض =   

800
3

 2،    ض =     
 ج

 الحكومي. تمثل نقطة حرجة لدالة العائد  2أي أن:  ض =      
 

 ولتحديد طبيعة هذه النقطة: 

u´´  = )ض( 
400 

3
-

 نهاية عظمى     صفر > 

وهكذا فإن العائد الحكومي من وراء فرض ضريبة على المبيعات يكون أكبر ما يمكن عند  

 العائد كما يلي: على كل وحدة مُباعة. وعندئذ تكون قيمة هذا  2فرض ضريبة مقدارها  
 

u(2  = ) 
200

3
  [4 (2 ) –  (2)2 = ] 

200
3

 (4  = )266.7 

 

 Profit Applicationsتطبيقات الربح:     

أشرنا من قبل إلى أن الهدف الرئيسي لأي مؤسسة تجارية هو تحقيق أكبر قدر ممكن من       

الأرباح. ولا شك أن ذلك يتأتى من خلال الوصول بالإيراد إلى أقصى حد لها، أو تخفيض  

تكلفة الإنتاج إلى أدنى حد يمكن الوصول إليه أو بكليهما معا. وفيما يلي سوف نتناول عدداً من  

أقصى  الحالا يتحقق  كيف  منها  كل  في  نرى  والتي  بينها،  فيما  في طبيعتها  تختلف  التي   ت، 

 ربح ممكن.  
 

 Maximum Profits     الحد الأعلى للأرباح: -11
 

 (: 28مثال )

جنيه للوحدة الواحدة. فإذا كانت    2تستطيع مؤسسة صناعية أن تبيع أحد منتجَاتها بسعر       

 وحدة من هذا المنتجَ يتم تحديدها بالدالة: ;التكلفة الكلية لإنتاج  

   =
 
 
 

+
2

 1 
  1000

50 2
;

 جنيه   

 المطلوب: 

 وحدة.   ;( إيجاد دالة الربح الكلية إذا تم إنتاج وبيع  1)
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إنتاجها حتى تحقق المؤسسة أقصى ربح ممكن؟ وما هي  ( ما هو عدد الوحدات التي يجب  2)

 قيمة هذا الربح؟ 

 وحدة.  6000( حدد مقدار الربح الذي تحصل عليه المؤسسة عند قيامها بإنتاج وبيع  3)
 
 

 الحــل: 

 الإيراد = سعر بيع الوحدة × عدد الوحدات المباعة (1)

     v(; = )2 ×;   =; 2 

 التكلفة   –وحيـث أن:     الربح = الإيراد 

 ( ;)  –( ;)p (;  = )vفإننا نجد أن:  

          =
 

 
  − 
  
 

+
2

  
 1 

  1000 ; 2
50 2
;

 

 أي أن دالة الربح تأخذ الصورة: 

 p(;  = )−−
2

    1000 ; 2
5000

;
 

p´(;  = )−   2حيث أن:    ( 2) 
2500

;
 

           p´(;صفر = )    :تعطى
2500

;
   =2     ،;  =5000 

 

 5000=   ;أي أن هناك نقطة حرجة عند 

p´´(;  = )
2500

1-
 صفر    نهاية عظمى  > 

. أي أن الشركة تحقق  5000=    ;وهذا يشير إلى أن دالة الربح تبلغ نهايتها العظمى عند  

إلى   الإنتاج  مستوى  يصل  عندما  ممكن  ربح  تتحدد          5000أقصى  الربح  هذا  وقيمة  وحدة. 

 كما يلي: 

p(5000  = )2(5000 ) –  1000  -  
( )

2
 5000

5000
 

 جنيه  4000= 
 

 وحدة هو:   6000مقدار الربح الذي تحصل عليه المؤسسة عند قيامها بإنتاج وبيع   (3)

p(6000  = )2(6000 ) –  1000  -  
( )

2
 6000

5000
 

 جنيه  3800=                              
 

 جنيه.  200( بمقدار  2لاحظ أن قيمة الربح في هذه الحالة يقل عن الحد الأقصى للربح في ) 
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 (: 29مثال )

 ,-5  0001 ;=   إذا كانت دالة الطلب على منتجَ معين هي:  

 سعر الوحدة.  كمية الطلب  ،    ;حيث:  
 

 ;+   2800( =  ;)وحدة تتمثل في:   ;وكانت دالة التكلفة لإنتاج  
 الإنتاج الذي يحقق أقصى ربح؟ وما مقدار هذا الربح؟ ما هو مستوى 

 

 

 الحــل: 

 الإيراد = الكمية المُباعة × سعر بيع الوحدة 

 =;×   =;  =;(; 0001  5-,) 

 أي أن دالة الإيراد هي: 

  v(;  = )2 ; 0001  ; 5-, 

 التكلفة  –وحيث أن:   الربح = الإيراد 

 (;)  – ( ;)p(;  = )vفـــإن:      

       =2 ; 0001  ; 5-,  –  (2800   +; ) 

p (;  = )2أي أن:      ; 0001  ; 4-, –  2800 

 ولإيجاد النهاية العظمى لهذه الدالة نتبع ما يلي: 

p´(;  = ); 0002  4-, 

p´(; صفر = )    :2000=   ;،      4=  ,0002 ;تعطى 

 وهذه تمثل نقطة حرجة، ولبيان طبيعتها: 

p´´(; = ) -  0.002 <   نهاية عظمى   صفر 
 

وحدة. وعند هذا    2000أكبر ما يمكن عندما يصل مستوى الإنتاج إلى  أي أن الأرباح تكون  

 المستوى، تتحدد الأرباح كما يلي: 
 

  p(2000  = )4 (2000 )–  0.001(2000)2  – 2800  =1200  جنيه 

الإنتاج  جنيه وذلك عندما يكون مستوى    1200وهكذا فإن الأرباح تصل لأعلى حد لها وهو  

 وحدة.   2000
 

 Advertising and Profits الإعلان والأرباح:     -12

 (: 30مثال )

جنيهات للوحدة الواحدة. ولو أنفقت    5تحقق إحدى الشركات أرباحاً من بيع منتجَها بواقع      

دولار أسبوعياً على الإعلان عن منتجَها فإن عدد الوحدات التي يمكن أن تبيعها     Hتلك الشركة 

,)  5000=   ;   حينئذ يحُدَّد بالدالة:  - 0002 -H I  1) 
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احسب مقدار المُنفق أسبوعياً على الإعلان والذي يصل بالأرباح الصافية التي تحققه الشركة  

 إلى أقصى حد ممكن. ثم احسب مقدار تلك الأرباح. 
 

 الحــل: 

 الأرباح الإجمالية التي تحققها الشركة من وراء بيع ك وحدة هو:      

p  ربح الوحدة × عدد الوحدات المُباعة = 

 =5 ×;   =; 5   =5  ×5000  (H 0002 - I  1, -) 

 حيث:   Hالاجمالي تصبح دالة في أي أن دالة الربح 

          p(H = )25000 (, - 0002 -H I  1) 

 تكلفة الإعلان ،  -( = الأرباح الإجمالية  pوحيث أن:  صافي الربح ) 

 تأخذ الصورة: pفإن دالة صافي الربح  

p(H  = )p(H ) –  تكلفة الإعلان 

 هي: أي أن دالة صافي الربح 

p(H  = )25000 (, - 0002 -H I  1 )–  H 
 

 ولإيجاد النهاية العظمى لدالة الربح الصافي نتبع ما يلي: 

p´(H  = ), - 0002 -H I 50  – 1   وبمساواة ،p´(H :بالصفر نحصل على ) 

, 0002 -H I 50   =1     ،, 0002 -H I  =0.02 

 وبأخذ لوغاريتم الطرفيْن للأساس هـ تحصل على: 

-0.002H     =-3.912      :أي أنH   =1956 
 

عند  حرجة  نقطة  لها  الربح  صافي  دالة  أن  إلى  يشير  طبيعة               H    =1956وهذا  ولتحديد 

 تلك النقطة: 

p´´(H  = )H 0002 - I 50, ( – 0.002 ) 

       =H 0002 - 01-I ,  < صفر   H> صفر     لجميع قيم ,

العظمى عند  نهايتها  إلى  الربح تصل  دالة صافي  أن  تحديد  ويمكن    H    =1956وبذلك نجد 

 مقدار النهاية العظمى كما يلي: 

p(1956  = )25000 (1  -  ( )1956  0002 -
I

,
 )–  1956 

 جنيهاً    22544=   1956 – ( 0.02  –  1) 25000=          

الربح وهو   أكبر قدر من صافي  الشركة تحقق  المُنفقَ على    22544وهكذا فإن  يبلغ  عندما 

 جنيه أسبوعياً.   1956الإعلان  
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 الحد الأقصى للأرباح والدخل الضريبي:  -13
Maximum Profits and Tax Revenue 

 (: 31مثال )

 4 ;  –  12=  إذا كانت دالة الطلب على سلعة معينة في إحدى الشركات هي:       

 سعر الوحدة.  كمية الطلب  ،    ;حيث:   

2+   8 ;( =  ;) وحدة هي:   ;وكانت دالة التكلفة لإنتاج   ; 
 

 المطلوب: 

 ( حدد مستوى الإنتاج الذي يحقق للشركة أقصى ربح ممكن.  ثم أوجد مقدار هذا الربح. 1)

( إذا تم فرض ضريبة من قِّبل الحكومة مقدارها ض على كل وحدة، حيث تضيف الشركة  2)

 مقدار هذه الضريبة على تكلفة الوحدة. 

 ق الشركة عنده أقصى أرباح ممكنة؟ ما هو مستوى الإنتاج الذي تحق

 (، أوجد الحد الأقصى للأرباح في حالة: 2( مستخدماً نتائجك في ) 3)

 على كل وحدة.  2فرض ضريبة مقدارها   -أ

 على كل وحدة.   2منح إعانة حكومية مقدارها   -ب 

( حدد مقدار الضريبة ض والذي يجب فرضه على كل وحدة حتى يتحقق أكبر دخل ضريبي  4)

 ممكن للحكومة. ثم احسب مقدار هذا الدخل. 
 

 الحــل: 

 ×;الإيراد = الكمية × السعر =    حيث أن:   (1)

                        =;(12 -  ; 4  = ); 12 –  2 ; 4 

 أي أن دالة الإيراد هي:  
 

                           v(;  = ); 12 –  2 ; 4 
 

 التكلفة  –وحيث أن:  الربح = الإيراد 

 ( ;)  –( ;)p(;  = )vفإن دالة الربح هي:  

                  =; 12 –  2 ; 4  –  (+2 ;  ; 8) 
 

p(;  = )−2أي أن:                         ; 5  ; 4 
 

 ولتحقيق أقصى ربح ممكن: 

 p´(;  = )−; 10  4     وبمساواةp´(; :بالصفر  نخصل على ) 

 0.4ك =    ،   4=  10 ;   

 p´´(; = ) -10     نهاية عظمى > صفر 
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وعندها    0.4=    ;أي أن الشركة تحقق أكبر ربح ممكن عندما يصـل مستوى الإنتاج إلـى  

 يكون الحد الأقصى للأرباح هو: 
 

 p(0.4  = )12(0.4 )–  4 (0.4)2  =4.16 
 

المقاسة بها كمية الإنتاج والإيراد والأرباح قد  ويجب أن يلاحَظ في هذا المثال أن الوحدات  

 تكون بالمئات أو بآلاف الجنيهات أو بأكثر من ذلك )مئات الألوف، الملايين... إلخ(. 
 

 تصبح:  }بعد فرض ضريبة مقدارها ض على كل وحدة فإن دالة التكلفة الجديدة    (2)

 {   =+2  ;ض  +8 ;  ;

 وحينئذ فإن دالة الربح تصبح: 

           p(;  = ) v-  {   =−2 ; 4  ; 12–  (+2  (;ض  +8 ;  ;

              =+2  ;ض  −4 ;  5 ;

           p(; ( = )4 –  )2  – ;  ض ; 5 

 

 ولإيجاد الحد الأقصى للأرباح: 

 p´(;  = )4 –  10 ;  –ض 

 p´(;  صفر   تعطي = )صفر  ،     10 ;  –ض   – 4 =;   =    

10
ض-4

 

 p´´(; = ) -10  صفر    نهاية عظمى < 

    =   ;وهكذا نجد أن الأرباح تصل إلى حدها الأقصى عند  

10
ض-4

 وتبلـغ الأرباح حينئذ:  

    
 
 
 

    

10
4
p

ض-
   =( ض-4    ( 

 
 

    

10
ض-4

 
 

− 
 

2

  
    

10
4

5
ض-

 

      =
( )

2
     

10

ض-4
 

 
− 

 

2

  
    

10
4

5
ض-

   =
( )

2
     

10

ض-4
  [1 –  5  (

 1 
10

]) 

أي أن:  أقصى ربح  =  
( )

2
     

20

ض-4
 

 

 

وهنا يلُاحَظ أن أي قيمة موجبة للضريبة ض من شأنه أن يقلل من قيمة الأرباح، وأن أي قيمة  

 سالبة لـ ض، أي منح إعانة حكومية، يؤدى إلى زيادة الأرباح. 
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 على كل وحدة:   2في حالة فرض ضريبة مقدارها   ( أ ) ( 3) 

الحد الأقصى للربح =   
( )

2
     

20

ض-4
   =

( )
2

    2 

20

4-
   =0.2 

 
 

تعنى    2منح الإعانة الحكومية تعنى حسابيا ضريبة سالبة، أي أن منح إعانة مقدارها    )ب(        

 ، لذلك: 2- ض =  أن:  

الحد الأقصى للربح =   
 
 

2
 (2-)  4  

20

-
   =

 36 
20

   =1.8 
 

 

 ، فإننا نجد أن: ضvإذا رمزنا إلى الإيراد الضريبية بالرمز   )جـ(       

  vض ;  = ض  ض =
 
 
 

    

10
ض-4

 

 أي أن دالة الإيراد الضريبية هي: 

     v2ض 0.1  –ض 0.4= ض 

         v2،   ض =    0.4ض =  0.2= صفر   تعطى:   ´ض 

    vصفر    نهاية عظمى  0.2-= ´ض < 

   v0.4=   2(2) 0.1 – ( 2)0.4( = 2)ض 
 

المستوى الضريبي  ويكون ذلك عندما يبلغ    0.4أي أن أقصى إيراد ضريبية يمكن تحقيقها هو  

 على كل وحدة.   2
 
 

 المدخل الحدي لتعظيم الربح:  -14
Marginal Approach to Profit Maximization 

 

تناولنا من قبل شرح كيفية تحديد الحد الأقصى للربح وذلك باستخدام المشتقة التفاضلية       

من   لكل  الحدي  التحليل  على  يعتمد  آخر  أسلوباً  نقدم  الكلى.  وهنا سوف  الربح  لدالة   الثانية 

 التكلفة والإيراد. 
 

الوحدات كل سنة، فإن  وحيث أنه بافتراض أن المؤسسة التجارية تقوم بإنتاج عدد معين من  

 التحليل الحدي يقدم لنا تأثير كل وحدة إضافية منتجَة على الأرباح. 
 

هذا وطالما أن الإيراد الإضافي نتيجة إنتاج وبيع وحدة إضافية من المنتجَ يزيد عن التكلفة  

الي  الإضافية لهذه الوحدة، فإن ذلك يعنى أن هناك ربحا صافيا من إنتاج وبيع تلك الوحدة، وبالت

تزداد الأرباح الكلية. وإذا كان الإيراد الإضافي من بيع الوحدة التالية يقل عن تكلفة إنتاج وبيع  
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هذه الوحدة سوف يكون هناك خسارة صافية من إنتاج وبيع تلك الوحدة، مما ينعكس بدوره  

 على انخفاض الأرباح الكلية. 

يمكن اتباع ما يلي بشأن اتخاذ قرار  وحيث أن تعظيم الربح يمثل هدفاً مهماً لأي مؤسسة، فإنه 

 بإنتاج المزيد من الوحدات: 
 

 (: 1القاعدة )

 إذا كان: 

 يتـم إنتاج وحدة إضافية     )أ( الربح الحدي < التكلفة الحدية     

 )ب( الربح الحدي > التكلفة الحدية     لا يتم إنتاج وحدة إضافية 
 

زيد عن التكلفة الحدية عند مستويات الإنتاج  وفي حالات كثيرة للإنتاج، نجد أن الإيراد الحدي ي

المنخفضة. وبزيادة الكمية المنتجَة عند تلك المستويات فإن المقدار الذي يزداد به الإيراد الحدي  

على التكلفة الحدية يصبح أصغر فأصغر. وفي النهاية، يصل مستوى الإنتاج إلى الحالة التي  

الحدية. وبعد ذلك نجد أن: الإيراد الحدي أقل من التكلفة    يكون فيها الإيراد الحدي مساوياً للتكلفة

الحدية، وأن الأرباح الكلية تبدأ في التناقص بزيادة مستوى الإنتاج. وهكذا، فإنه إذا أمكن تحديد  

النقطة التي يكون عندها الإيراد الحدي يساوي التكلفة الحدية عند آخر وحدة تم إنتاجها وبيعها،  

 قصى للأرباح وذلك وفقا للقاعدة التالية: يتحقق عندئذ الحد الأ
 

 (: 2القاعدة )

 مستوى الإنتاج الذي يتحقق عنده:  الإيراد الحدي = التكلفة الحدية      
 

 الأرباح الكلية إلى حدها الأقصى. (  تصل عنده ;)´( =  ;)´v أي أن: 
 

الذي تتساوى عنده المشتقة    ;وباستخدام المشتقات التفاضلية يمكننا القول إن مستوى الإنتاج  

التفاضلية الأولى لدالة الإيراد الكلى مع المشتقة التفاضلية الأولى لدالة التكلفة الكلية يحقق الحد  

   (. 12  -  7لكلية.  ويمكن توضيح ذلك بيانيا كما في الشكل ) الأقصى للأرباح ا

 ومن باب ترسيخ الفكرة في ذهن القارئ، دعنا نتناول الأمثلة التالية: 
 

 (: 32مثال )

 (. 28( في مثال ) 2باستخدام التحليل الحدي، أجب على المطلوب )      
 

 الحــل: 

+   v(;  = ); 2     ، (; = )1000(: حيث أن:  28من المثال ) 
 1 
2

 
 
 

2

50
;

 

 الدالتيْن، ينتج أن: وبإيجاد المشتقة التفاضلية الأولى لكل من هاتيْن 
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  v´(;  = )2     ،´(;  = )
2500

;
 

 (;)´( =  ;)´vولتحقيق الحد الأقصى للأرباح، يجب أن:  

أي أن:  
2500

;
 وحدة.  5000=  ;ومنها نحصل على:     2=  

 جنيه       p(;  = )p(5000  =  )4000( وجدنا أن:   28وفي مثال )

 (. 28وهي نفس النتيجة التي حصلنا عليها باستخدام المشتقة التفاضلية الثانية في مثال ) 
 

 ومما لا شك فيه أن أسلوب التحليل الحدي أسهل في تطبيقه من طريقة المشتقة الثانية. 
 

 
 

 ( 12  –  7الشكل )
 التحليل الحدي لتعظيم الربح 

 

 (: 33مثال )

(، حدد مستوى الإنتاج الذي يحقق أقصى ربح، مستخدماً في  29باستخدام بيانات المثال )     

 ذلك أسلوب التحليل الحدي. 
 

 الحــل: 

 (، توصلنا إلى: 29في المثال )

 v(;  = )2 ; 0001  ; 5-,      ،(;  = )2800   +; 
 

 وحيث أن: 

 v´(;  = ); 0002  5-,     ،´ (; = )1 
 

 (;)´( =  ;)´vفإنه لتحقيق أقصى ربح ممكن، يجب أن:   
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 1=  ,-5  0002 ;   : أن  أي

 وحدة    2000=   ;ومن هذه المعادلة نحصل على:    
 

وحدة.  وهي نفس النتيجة التي    2000أي أن كمية الإنتاج التي تحقق أقصى ربح ممكن هي  

 (. 29حصلنا عليها في مثال )
 

 

  Miscellaneous  Applications    تطبيقات متنوعة:

 Optimal Allocation of Production        التخصيص الأمثل للإنتاج:  -15
 

 (: 34مثال )

يستطيع صاحب مصنع للأحذية أن ينتج أحذية للرجال وأحذية للنساء. فإذا قام صاحب  

ألف من أحذية الرجال وأحذية النساء على الترتيب أسبوعياً،    ألف  و   المصنع بصناعة   

2 تربطهما العلاقة الإنتاجية التالية:  ،   فإن   2   2   =25 

لكل زوج  جنيهات    8جنيهات لكل زوج حذاء رجالي و   10فإذا كان ربح صاحب المصنع هو 

حذاء نسائي، حدد عدد الأزواج التي ينتجها من كل من نوعي الأحذية حتى يحقق أقصى ربح  

 أسبوعي ممكن. 
 

 الحــل: 

8الأرباح =   10     
 

2 وحيث أن:  2-=   فإن:     25=   2   2  2  25 
 

 وهكذا يمكن التعبير عن الأرباح كدالة في عدد أزواج الأحذية  كما يلي: 

-الأرباح =   +2 8 10   2  25  
 

 أي أن دالة الربح هي: 
 

  p(;  = )+2 8   10 2  25- 
 

 عدد أزواج الأحذية.  حيث  
 

 ولإيجاد الحد الأقصى لهذه الدالة:

  p´(;  = )( ) ( )
 
 
 

+
05-

2  8  10
 1  4  2  25
2

, - 

       =( ) −
05-

2   16  10 2  25
, - =−

2

 16
  10

 2  25-
 



 

363 
 

  p´(  :صفر  يؤدى إلى = )
2

 16

 2  25-
   =10 

 نحصل على:   2بقسمة طرف المعادلة على  
 

2

 8

 2  25-
   =5  

وبتربيع الطرفيْن ينتج أن:  
2

2

 64

 2  25-
   =25  

 

 625 –  2  50   =2  64 

 2  114   =625     ،2   =5.48 

 2.341=    أي أن: 

2في المعادلة   وبالتعويض عن قيمة    نحصل على:  25= 2   2

2(2.34)2   +2   =25 

 ومنها ينتج أن:  
2   =14.049     ،   =3.748 

 

( زوجاً من  2341ألـف )أي    2.341وهكـذا نجد أنه على صاحب مصنع الأحذية أن ينتج  

و  الرجال  )أي    3.748أحذية  ربح 3748ألف  أقصى  يحقق  حتى  النساء  أحذية  من   ) 

 أسبوعي ممكن. 
 

 Equipment Replacement     إحلال المعدات: -16
كثيرا ما تواجه المؤسسات التجارية عملية اتخاذ قرار بشأن الوقت الأمثل لإحلال إحدى       

المعدات التي لديها بمعدات أخرى. وهناك نوعان من التكلفة لهذه المعدات، النوع الأول هو  

. وأما تكلفة رأس المال  Operating Costوتكلفة التشغيل    Capital Costتكلفة رأس المال  

في نهاية عمرها    – كخردة    – لفة الشراء مطروحاً منها القيمة المستردَّة من بيع المعدة  فهي تك

جنيه وتم    10000. بمعنى أنه لو كانت لدينا آلة تكلفت في شرائها  Salvage Valueالإنتاجي  

جنيه. وفيما يتعلق بتكلفة    4000جنيه، فإن تكلفة رأس المال هي    6000بيعها فيما بعد بمبلغ  

، فهي تشمل تكاليف الملكية والصيانة. وعلى سبيل المثال، في حالة سيارة، نجد أن  التشغيل

 الوقود والتأمين والإصلاح المتعلقة بملكية وتشغيل السيارة تدخل ضمن تكلفة التشغيل. 
 

المال        رأس  وتكلفة  للتشغيل  المتوسطة  التكلفة  الاعتبار  في  المؤسسات  من  كثير  وتأخذ 

ذ قرار بشأن إحلال المعدات. وهذان النوعان من التكلفة تربطهما علاقة  المتوسطة عند اتخا

عكسية، بمعنى أن زيادة إحداهما تؤدى إلى نقصان الأخرى، والعكس صحيح. وتكلفة رأس  
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المال المتوسطة تتجه للانخفاض عبر مرور السنوات. فمثلا، بالنسبة لسيارة جديدة، إذا انخفض  

يه خلال السنة الأولى. فإن ذلك معناه أن تكلفة رأس المال  جن   45000إلى    50000سعرها من  

بعد خمس   35000جنيه. ولو انخفض سعر هذه السيارة إلى   5000المتوسطة لهذه السنة هو  

 سنوات، تجد أن تكلفة رأس المال المتوسطة هي: 
 

 

35000  50000
5
-

   =
15000

5
 جنيه لكل سنة   3000=   

وأكثر   وتتجـه تكلفة التشغيل المتوسطة إلى الزيادة عبر الزمن وذلك لكون المعدة أقل كفاءةً 

حاجةً إلى إجراء عمليات الصيانة والإصلاح. وعلى سبيل المثال، تتجه تكلفة التشغيل المتوسطة  

 سنوياً لسيارة إلى الزيادة كلما زاد عمر السيارة. 
 

 (: 35)مثال 

تريد شركة لتأجير السيارات إلى تحديد المدة التي يجب أن تحتفظ فيها الشركة بسياراتها.        

جنيه حتى تم تجهيزها تماما للعمل. وقد قدرت الشركة تكلفة    60000فإذا تكلفت كل سيارة  

( التي تقطعها  رأس المال المتوسطة وتكلفة التشغيل المتوسطة كدالة في عدد الكيلومترات ) 

 السيارة. فإذا كانت القيمة المستردَّة للسيارة بالجنيه تعبر عنها الدالة: 
 

 

L(  = )57000  – 0.35      جنيه 
 

بمقدار   قيمتها  في  تقل  السيارة  أن  يعنى  استعمالها   3000وهذا  في  البدء  بمجرد  جنيه 

( )( )- -=  0 57000 60000 L جنيه لكل    0.35، وأن قيمتها تتناقص بمعدل        60000

 كيلومتر تقطعه. 
 

 وأما تكلفة التشغيل المتوسطة معَّبراً عنها بالجنيه لكل كيلومتر فيمثلها الدالة: 
 

a(  = )0.0000003    +0.15    جنيه 

 المطلوب: 

( حدد عدد الكيلومترات التي يجب أن تقطعها السيارة قبل أن تسُتبدل بأخرى، وذلك إذا كان  1)

هدف الشركة هو تحقيق حد أدنى لمجموع تكلفة رأس المال المتوسطة وتكلفة التشغيل  

 المتوسطة. 

 ( احسب تكاليف رأس المال والتشغيل. 2)
 

 الحــل: 

القيمة    (1) منها  مطروحاً  الشراء  تكلفة  تساوى  كيلومتر  لكل  المتوسطة  المال  رأس  تكلفة 

 المستردَّة، كل ذلك مقسوم على عدد الكيلومترات التي قطعتها السيارة. أي أن: 
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(  = )
( )− − 035  57000  6000,

 
 

        =+ 035  3000,
 =

3000
   +0.35 

 

 مجموع تكلفة رأس المال المتوسطة وتكلفة التشغيل المتوسطة لكل كيلومتر هي:      

 (  ( )a( +  )=   د(

   =
3000
   +0.35   +0.0000003    +0.15 

   =0.0000003     +
3000
  +0.5 

)التي تجعل   ولتحديد قيمة    نهاية صغرى:  د(

 ( −  0.0000003= د́ (
2

  
3000

 وبالتساوي مع الصفر تحصل على:    

           
2

 
3000
   =0.0000003 

   100000=  ومنها ينتج أن:  
 

للمسافة   السالبة  القيمة  أن  في    وحيث  نأخـذ  فإننـا  لهـا،  معنـى  لا  السيارة  سارتهـا  التي 

 . أي أن:   الاعتبار فقط القيمة الموجبة لـ  

   =100000 

 ( = ´´د (
3

6000
 < صفر   < صفر     لجميع قيم   

)أي أن للدالة    . ولتحديد قيمة هذه النهاية: 10000=   نهاية صغرى عند   د(

 ( +  100000) 0.0000003( =  100000) د  
3000

100000
   +0.5  =0.56 

جنيه لكل    0.56والتشغيل المتوسطة تبلغ حدها الأدنى وهو  وهذا يعنى أن تكلفة رأس المال  

كيلومتر.  وبعبارة أخرى فإن الوقت الأمثل    100000كيلومتر عندما تكون السيارة قد سارت  

كيلومتر، وعند ذلك سوف    100000لإحلال السيارة بأخرى هو مجرد إتمامها قطع مسافة  

 يلومتر قطعته السيارة. جنيه لكل ك  0.56تبلغ تكلفة رأس المال والتشغيل  
 

 تكلفة رأس المال والتشغيل الكلية عند هذه النقطة الزمنية تساوى:   (2)

 جنيه.  56000( =  100000) 0.56      
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  Optimal Selling Time الوقت الأمثل للبيع:     -17
 

 (: 36مثال )

بعد        منتجَاتها  ببيع  شركة  قامت  مقدارها   kلو  أرباح  علــى  تحصل  فإنها   شهر 

p(k  = ), , 006k I 02   .َجنيه لكل وحدة مُباعة من هـذا المنتج 

خصم   معدل  أساس  على  الأرباح  لتلك  الحالية  القيمة  كانت  هي   %1فإذا  الشهر   في 

p(k)001 -k I, . 

قيمة   أقصى  تحقق  حتى  منتجَها  الشركة  تبيع  أن  يجب  شهر  كم  لربح بعد   حالية 

 الوحدة الواحدة. 
 

 الحــل: 

p(k)001 -k( =  pالقيمة الحالية للأرباح )  I, 

       =, , 006k I 02  .001 -k I, 
 

,-p(k  = )      أي أن:  , , k001  006k I 02 

 

 ولجعل القيمة الحالية للأرباح أكبر ما يمكن: 
 

     p´(k  = )-, , , k001  006k I 02 ( .
, 300

k
 -  0.01 ) 

p´(k :صفر يؤدى إلى = ) 
 

-, , , k001  006k I 02 ( .
, 300

k
 ( = صفر 0.01 -  

-, , , k001  006k I 02  صفر = 
 

 وهو أمر مرفوض.     k  =وهذا يعنى أن    
 

أو:   
, 300

k
   =0.01       ،k  =3        ،k   =9 

 

 هذا ويمكن إثبات أن: 

p´´(k  = )-, , , k001  006k I 02  
 

 
  
  
 

+

2

    
003 0015-

001 
k k

, ,, - 
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p´´(9  = )( ) ( ) 9 3001   006
I 02

-, , ,  
 

 
  
  
 

+

2

    
003 0015-

001 
3 3
, ,, - 

 

لـ   فقـط  الموجب  التربيعي  الجذر  الاعتبار  في  أخذنا  أننا  هنا  لا    9يلاحَظ  المدة  لأن   نظرا 

 تكون سالبة. 
 

p´´(9  = ) 009I 02, ,(- 0.005  = ) 009I 0001-, , 
 

 نهاية عظمى     صفر   > p´´(9 )أي أن:       
 

شهور وذلك حتى تحقق أكبر قيمة    9وهذا يدل على أن الشركة يجب أن تبيع منتجَها بعد مرور  

 حالية لربح الوحدة الواحدة والتي تتحدد قيمتها كما يلي: 
 

        p(9  = )0.2( 3)0.01 –(  3)0.06هـ 

 2.71828لاحظ أن هـ =  جنيه     0.22=    0.09هـ0.2=        
 

وفي نهاية هذا الفصل نأمل أن نكون قد استعرضنا عدداً كافياً من تطبيقات موضوعاته في       

مجالات: الاقتصاد والإدارة والمحاسبة والتسويق والإنتاج، حتى يعود ذلك بالنفع على القارئ  

 حين يكون في حاجة لتطبيق الأساليب الرياضية في حياته العملية. 
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 تمارين
 الفصل السابع

 

 التي تجعل كلا من الدوال التالية:  حدد قيم   -1

 ليست متزايدة أو متناقصة  - متناقصة       -    متزايدة    -     

)   - أ     )  -ب             3   24=   د(   +=   د(
1

 

)  - ج ـ     +=   د( 2 310   24   9   2  

)   - د     −=   د( +
2 3

   
2 3

)  - ه ـ         6 =   د(
1  
1  

  

)   -و      -2 =   د( I 

 

)استخدام   -2  ،2- =  لكل من الدوال التالية وذلك لتحديد طبيعة التقعر عند  ´´د (

        =1 

)   -أ      += د( )  -ب         12   31 −=   د( 23   2   3 

)  - ج ـ     +−=   د( +
2 3

   25   5
 3  5

2 3
 

)   - د     )  -  هـ   −=   د( =   د(
+

2

  1
 

 

 حدد نقط الانقلاب لكل من الدوال التالية:  -3

)  - أ     2=   د( )  - ب         9 3   - =  د(
I

 

)  - ج ـ     - =   د( I       د-  (   =   د(

)  -و      −=   د( +
3 4

2     5
 7

3 12
 

)  - ز      −=   د( 2 318   6   

 

 ارسم مخطط الشكل البياني لكل من الدوال التالية:  -4

)   - أ     +=   د( − −2 3 20 4 9 2 2     
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)  -ب      +=  د( −3 10 12   

)  - ج ـ     −=   د( + −
3

2 100 16 5
3

)   -د         +=   د( −2 6 5  

)  -هـ      )=   د( )−
3

)   -و                          16 12  )=   د( )+2
I20  

 

 حدد النقط الحرجة لكل من الدوال التالية، ثم وضح طبيعة كل منها، مستخدماً في ذلك:  -5

 اختبار المشتقة التفاضلية الثانية   - اختبار المشتقة التفاضلية الأولى       -     

)   - أ     +=   د( − +
3

2 48100 3
3

)  - ب         −= د( I  005, 

)  - جـ     −=    د( +
2 3

 20
2 3

)   - د        +=    د( − −2 3 1 36 3 2     

)  -هـ      =   د(
I

)   -و               +=   د(
1

3
 3

   

)   - ز      ) -ح          I=   د( - =   د( I  

)   - ط     +=   د( + −2 3 6 12 9 2      

)   - ي     +=   د( − −2 3 7 9 3    
 

 أثبت أن الدالة: -6

     ( +=   د( + −2 3 7 3 3    

 . 1=   ليس لها نهاية عظمى نسبية أو نهاية صغرى نسبية عند      
 

 أثبت أن الدالة: -7

     (   =   د(
1

 

 لها نهاية عظمى نسبية ونهاية صغرى نسبية ولكن نهايتها العظمى أقل من الصغرى.     
 

 

 أوجد النهايات العظمى المطلقة والنهايات الصغرى المطلقة لكل من الدوال التالية:  -8

)   - أ     +=   د( −2 7 6   1      6 

)   -ب      +=   د( −2 360 18    -1      5 
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)   - ج ـ     =   د(
( ) ( )− +

2

6  1  
  0.5      2 

)    - د     2−=   د( 312    2      10 

)   -  هـ      −−=   د( +2 10 6      10صفر     4

)   -و      )=   د( )+2
I10   -1      4 

)   - ز      I=   د(  ه ـ     1-هـ  -  

)   - ح      −=   د( + −
2 3

10  2
2 3

    -2     30 

 

   ;باستخدام دالة التكلفة ودالة الطلب في كل من الحالتيْن التاليتيْن، حدد مستويات الإنتاج    - 9
 التي تكون عندها كل من: 

 دالة الربح        متزايدة أو متناقصة.  -      دالة الإيراد  -  دالة التكلفة      -

 ,05 ;  –  100=  ،           10 ;+   2000( =  ;)    - أ    

2+( = ;)  -ب      ;  100    

               =
 
 
 

  
  
;

H F -  +2 ;  100 (   ،F >H   >   )صفر 

 

 وحده من منتجَ معين هي:  ;إذا كانت دالة التكلفة لإنتاج   - 10

(;  = )+ +3 2; 0004  ; 01  ; 25  1500, , - 

 حدد مستوى الإنتاج الذي تكون عنده التكلفة الكلية أقل ما يمكن.       
 

 وحدة من أحد المنتجَات تعُطَى بالدالة:   ;إذا كانت تكلفة إنتاج   - 11

       (;  = )++6-3  جنيه   16000  3 ;  10 ;

 حدد مستوى الإنتاج الذي يصل بالتكلفة المتوسطة إلى أدنى حد لها، ثم أوجد الحد الأدنى       

 للتكلفة المتوسطة.       
 

 إذا كانت دالة التكلفة لمؤسسة صناعية تأخذ الصورة:  - 12

       (;  = )+ −
3

2 00
;

 ; 10  ; 3
3

 جنيه   

 كمية الإنتاج بالوحدات. ;حيث:         

 الذي يحقق ما يلي:  ;حدد مستوى الإنتاج        

 التكلفة المتوسطة أقل ما يمكن   - ب  التكلفة الحدية أقل ما يمكن     - أ       
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 إذا كانت دالة الطلب على إحدى السلع هي:  - 13

       ;   =
 -

32 I 10   صفر    6 

 كمية الطلب بالوحدات   ;سعر الوحدة من السلعة،    حيث:         

 التي يتحقق عندها أقصى إيراد ممكن.   ;والكمية   أوجد السعر        
 

 الكلى يمكن تحديده بالدالة: توصلت إحدى الشركات إلى أن الإيراد  - 14

       v(; = )4000000  –  (; –  2000)2 

 عدد الوحدات المُباعة   ;( دالة الإيراد الكلي   ،    ;)vحيث:        
        

 المطلوب:       

 عدد الوحدات المُباعة الذي يحقق أكبر إيراد كلى ممكن.   -أ      

 ما هو مقدار الحد الأقصى للإيراد الكلى؟   - ب       

 وحدة   2500حدد قيمة الإيراد الكلى إذا كان عدد الوحدات المُباعة   -  جـ      
 

 إذا كانت دالة الطلب على إحدى السلع هي:  - 15

 كمية الطلب.   ;سعر الوحدة  ،    حيث:     ,001 ;  –  20=         

 وحدة فتأخذ الصورة:  ;وأما دالة التكلفة الكلية لإنتاج        

       (;  = )+2 ; 0005  ; 2  500, - 

 فإذا تم فرض ضريبة مقدارها  ض على كل وحدة.       
 

 المطلوب:       

 والتي تحقق أقصى ربح ممكن، استخدم   ;إيجاد عدد الوحدات المنتجَة والمباعة   -أ      

 في ذلك:          

 التحليل الحدي لتنظيم الربح   -اختبار المشتقة الثانية        -        

 حساب قيمة الحد الأقصى للربح.   -ب      

للدخل     -جـ       الأقصى  الحد  يحقق  والذي  وحدة  كل  على  ض  الضريبة   مقدار   تحديد 

 الضريبي للحكومة.             
 

يمكن    من منتجَ معين عندما يكون سعر الوحدة   ;إذا كانت كمية المبيعات الشهرية   - 16

 تحديدها وفقا للدالة: 

 (     دالة الطلب   –  5)400=  ;       

وكانت الكمية التي يمكن للمورد أن يجعلها متاحة عند السعر س      
1
 تمثلها العلاقة:  

       ;  =400 (1  دالة العرض     ( 3  – 2 
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مقدار        تم فرضها على كل وحدة، ما هو  مقدارها ض  أن هناك ضريبة  افترضنا   فإذا 

 الضريبة  ض  الذي يجعل الدخل الحكومي من ضريبة المبيعات أكبر ما يمكن؟       
 

 وحدة من منتجَ معين هي:  ;إذا كانت التكلفة الكلية لإنتاج   - 17

       (;  = )++2 ; 05  ; 2  50, 

 وحدة من هذا المنتج هي:   ;وكانت دالة الإيراد الكلى لمبيعات        

       v(;  = )2 ;  ; 20- 

 حدد مستوى الإنتاج الذي يحقق عنده الحد الأقصى للربح، مستخدما في ذلك:   -أ       

 التحليل الحدي لتغطية الربح  -اختبار المشتقة التفاضلية الثانية        -           

 (، ما هو مقدار الحد الأقصى للربح. Hمستخدماً نتائجك في )   -ب      
 

 توصلت إحدى الشركات إلى أن دالتي التكلفة والإيراد لأحد منتجَاتها هما:  -18

       (;  = )+2  دالة التكلفة الكلية  ,100  0015 ;

       v(;  = ); 3    دالة الإيراد الكلى 

 عدد الوحدات المنتجَة.  ;حيث:         
 

 المطلوب:       

 ربح ممكن، مستخدما في ذلك: الذي يحقق أقصى  ;حدد مستوى الإنتاج    -أ      

 التحليل الحدي لتغطية الربح   -      اختبار المشتقة التفاضلية الثانية -          

 أوجد مقدار الحد الأقصى للربح.   -ب      

 ، ثم قارن نتائجك بما حصلت 120=    ;حدد  مقدار الربح عند مستوى الإنتاج:     -   جـ      

 عليه في )ب(.             
 

)بآلاف الجنيهات( على الإعلان عن سلعة معينة كل    Hإذا أنفقت شركة معينة المبلغ  - 19

 أسبوع، فإن الشركة يمكنها بيع كمية من السلع أسبوعياً تتحدد كما يلي: 

; =  2000 (, -0001-H I  1) 

جنيهات من بيع كل وحدة. ما هو مقدار المُنفقَ    5فإذا كانت الشركة تحقق ربحا مقداره  

 على الإعلان الذي يحقق أقصى أرباح صافية ممكنة للشركة؟ 
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  الفصل الثامن

 مبادئ التكامل
 مــة:مقد  
التكامل هو العملية العكســية للتفاضــل. تماماً مثل القســمة كعملية عكســية للضــرب، أو        

الجمع كعملية عكســية للطرح، واســتخراج الجذور كعملية عكســية للرفع إلى قوى. وهكذا هو  

حـال كثير من العمليـات الريـاضـــــيـة، حيـث نجـد أن هنـاك عمليـة ريـاضـــــيـة تلغى تـأثير عمليـة  

 رياضية أخرى.
 

وقد وجدنا أن عملية التفاضــــل تهتم بإيجاد المشــــتقات للدوال والتي تسُــــتخدم في حياتنا        

العملية كمؤشرات لمعدلات التغير وميل تلك الدوال. وفي كثير مــن التطبيقات، نجد أنفسنا في 

ــلية لتلك الدالة.  ــتقة التفاضـ ــلية إذا كان متاحا لدينا ميل أو المشـ حاجة إلى معرفة الدالة الأصـ

لى سـبيل المثال، لو كان معلوما لدينا دالة التكلفة الحدية لإنتاج سـلعة من السـلع )علماً بأن  وع

التكلفـة الحـدية هي المشـــــتقـة التفـاضـــــليـة الأولى لدالة التكلفـة الكليـة( فإننـا نكون في حاجة إلى 

 الحدي. معرفة دالة التكلفة الكلية لتلك السلعة. وقس على ذلك بالنسبة للإيراد الحدي والربح 
 

ننا من ذلك هي العملية العكســـية للتفاضـــل والتي   وفي مثل تلك الحالات، فإن العملية التي تمك ِّ

). فلو كـان لـدينـا الـدالـة  Integrationتســـــمى "التكـامـل"  ، رأينـا كيف نوجـد المشـــــتقـة د(

)التفاضليــــــــــــة الأولى   ) لتلك الدالة. وكما أشرنا فإننا قد نواجَه بحالة يكون متاحاً فيها   د́

( ) )ونريـد تحـديـد الـدالـة الأصـــــليـة   د́ . وحيـث أن عمليـة إيجـاد الـدالـة الأصـــــليـة هي  د(

)كس عملية التفاضـــل فإن  ع تســـمى بــــــــ "المشـــتقة العكســـية" أو "عكس المشـــتقة"   د(

Antiderivative  لـ( )  .د́

)بافتراض معرفة  –أي أن عملية التكامل   ) ــلية    –د́ ــتقتها التفاضـ هي إيجاد الدالة التي مشـ

)الأولى هي  )  .د́

 والآن دعنا نأخذ الدالة: 

( )     (1)  5=  د́

 فإنه باستخدام طريقة التجربة والخطأ، ليس من الصعب علينا أن نستنتج أن الدالة: 

(     (2)  5=  د(
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حة في المعادلة ) (. وفي حقيقة  1هي الدالة الأصـلية والتي تكون مشـتقتها على الصـورة الموضّـَ

 ة: الأمر، فإن أي دالة على الصور

(  e     (3)+  5=  د(
 

حة في ) eحيث   (. وهكذا فإنه إذا كان لدينا  1أي مقدار ثابت، يكون لها نفس المشـتقة الموضّـَ

تقة في ) (.  3( فإن الدالة الأصـلية هي واحدة من مجموعة دوال تأخذ أي منها الصـيغة )1المشـ

، بينمـا يختلف الجزء المقطوع  5ومجموعـة الـدوال هـذه يعبر كـل منهـا عن دالـة خطيـة ميلهـا +

ادي من دالة لأخرى حسـب قيمة المقدار الثابت ث. حيث أنه مهما كانت قيمة  من المحور الصـ

 فإن تفاضله يساوى الصفر دائماً.  eالمقدار الثابت 
 

  Rules of Integrationأولاً: قواعد التكامل    
هناك عدة قواعد يمكن بها إيجاد المشـتقات العكسـية، أي إجراء عملية التكامل، وذلك دون        

الحاجة لاتباع قاعدة التجربة والخطأ والتي عادة ما يصـعب الوصـول معها إلى نتائج. وقواعد  

التكامل هذه تيســــر هذا الأمر كثيراً، خاصــــةً عندما تأخذ الدوال صــــيغاً معينة ينطبق عليها  

 خدام تلك القواعد. هذا وعلامة التكامل: است
 

(      (4)   [  د(

 

)للـدالـة   Indefinite Integralتســـــتخـدم عـادة للإشـــــارة إلى التكـامـل غير المحـدود   . د(

)وتسمى الدالة  فتشير إلى المتغير  [ . وأمــــا  Integrandبالدالة المطلوب تكاملها    د(

 الذي نجري عملية التكامل بالنسبة له.
 

)( بإجراء عملية التكامل للدالة 4وتسـمى عملية التكامل المشـار إليها في )       بالنسـبة    د(

)، أو إجراء عمليـة التكـامل غير المحـدود للـدالة إلى المتغير ذا . هبالنســـــبـة إلى  د(

 وتمثل عملية التكامل غير المحدود إيجاد عكس المشتقة.
 

 ويمكن التعبير عن عملية التكامل بشكل عام كما يلي:      

( ) )=  [ ´ د  e+  د(

حيث: 
د
د

 

 

( )=  د( )  ،  د́

 

 e    هي ثابت التكاملConstant of Integration. 
 

 وفيما يلي نتناول عدداً من قواعد التكامل.
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   Constant Function(: الدالة الثابتة    1القاعدة )

H  ]  =   H +  e   حيثH  .أي مقدار ثابت 

 

 (:  1مثال )

    5 ]  = 5  +e         ،2-  ]  = 2-  +e 
 

 e  =e( + = صفر ) [ صفر   
 

 Power Function(: قاعدة القوة   2القاعدة )
+

=+
+

 

1 k
  k  ]

1 k
e   ،k ≠  -1 

 

ــحيحة في حالة   ــل. وهي لا تكون صـ وهذه القاعدة هي المناظرة لقاعدة القوة في حالة التفاضـ

k   =-1  مرفوعة لأي قوة فإننا نضيف واحد إلى  . وتعنى هذه القاعدة أنه إذا أريد تكامل

 ثم نقسم على القوة )الأس( الجديدة، وبعد ذلك نضيف مقدارا ثابتا. قوة 
 

 (:  2مثال )

 ]  =
2

2
 +e  ، 4

 ]  =
5

5
 +e 

 ]  =
1
2 ] =

3
2

3
2

  +e  = 

3
2 2

3
  +e 

3

1
 ] =3-

 ]  =
2-

2-
  +e  =

2  2

1-
  +e                      

 (: الدالة مضروبة في مقدار ثابت3القاعدة )
Constant Times A Function  

H.( )H  = [   د(  أي مقدار ثابت.  Hحيث    [  د(

 

ــروبة في  مقدار ثابت هو حاصـــل ضـــرب المقدار وتعنى هذه القاعدة أن تكامل أي دالة مضـ

الثابت في تكامل الدالة. وهذا يعنى بدوره أنه إذا كان هناك عامل مشـترك في الكمية المطلوب 

 تكاملها فإنه يمكن وضع هذا العامل المشترك قبل علامة التكامل.
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 (:  3مثال )

=  [  8=   [  8)أ( 
 

+ 
 
 

2

1   8
2

 e  

          =+ 2
1   8  4e    =+ 2  4e  

 

)ب( 
3

5
 2

 ]   =3  
5
 2 

 ]  =
 

+ 
 
 

4

1   
4 5

 2 
  e  

         =+ 4
1   

1
 

5 10
 2 e    =+ 4  

1
 
10

e  

 

 ويمكن التحقق من صحة النتائج كما يلي: 

)إذا كانت   +=  د( 2  4e     ،( )  وهذا صحيح     8 =  د́

)إذا كانت   +=  د( 4  
1

 
10

e   ،( ) 3=  د́ 4
 
10

 =
3

5
 2

 وهذا صحيح 
 

 ملحوظة:  

(،  3في حالة التكامل غير المحدود نضــيف المقدار الثابت دائما. وعند اســتعمال القاعدة )      

ــبيل   ــوف يتم ضــربه في مقدار ثابت التكامل، على س فإن المقدار الثابت قبل علاقة التكامل س

1المثال   8e  ي الواقع، إذا في )أ( في هذا المثال. وعملية الضــرب هذه هي غير ضــرورية ف

أن ما نحتاجه ببســــاطة شــــديدة هو إضــــافة ثابت التكامل للدالة على أنه تكامل غير محدود.  

1وهكــــــذا فإننا نضيف ثابــــــت التكامل في الخطوة الأخيرة على أنه ث بدلا من   8e    وذلك

 بهدف التبسيط.
 

 وطرح الدوالأ(: جمع  4القاعدة )
Sum or Difference of Functions 

)   إذا كان:  ) )و     [ د  موجوديْن، فإن:  [ ف(

 

          [( ) )  د ) = [ [ف( ) )  [ د  [ ف(

 

 

أي أن التكامل غير المحدود لحاصـل جمع )طرح( دالتيْن هو عبارة عن حاصـل جمع )طرح(  

 التكامل غير المحدود للدالتيْن.
 



 

377 
 

 (:  4مثال )

 [  4  – [  5=    [ ( 5 4 −)  )أ(   

      =
2 5

2
 

  +1e  –   (4 +2e   = )
2 5

2
 -4    (  +1e−2e ) 

      =
2 5

2
 -4     +e 

 

 .eبمقدار ثابت واحد   1e−2eونلاحظ هنا أيضا أننا استعضنا عن الثابتيْن 
 

 ويمكننا التحقق من صحة النتيجة التي وصلنا إليها كما يلي: 

)إذا كانت:  =  د(
2 5

2
 -4    +e   :فإن( )  وهو صحيح.  5 4 −=  د́

 

2=   [ ( 23+))ب( 
 ]  +  3 ] 

  =
3

3
 +1e   +3 (

2

2
+2e  = )

3

3
 +1e   +3 (

2

2
 + )3 (2e) 

          =
3

3
  +

2  3
2

  +e 

 ويمكن التحقق من ذلك كما يلي: 

)إذا كانت:   =  د(
3

3
  +

2  3
2

  +e 

    ( ) =  د́
2  3

3
  +

 6
2

  

 وهذا صحيح.    23+=                       
 

 Power Rule Exception(: استثناء قاعدة القوة    5القاعدة )
 

-1
  ] =  I +  e 

 

. ولعله  kبالنسبة لــ   k   =-1( والتي تكون فيها  2وهذه القاعدة تمثل استثناءً للقاعدة رقم )

 من الملائم هنا أن نتذكر قاعدة التفاضل: 

)إذا كانت:   )فإن:  I=  د( )  1-=  د́
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 (:  6القاعدة )

I ] =  I +  e 
 

 

 (:  7القاعدة )

( د( 
  

k
 .( ) )د́ د(

+
 
  + =
+

 

1 k

  
 

  ]
1 k

e   ،k ≠ -1 

 

(، حيث أن قاعدة القوة هي حالة خاصــة من تلك 2وهذه القاعدة مشــابهة لقاعدة القوة )القاعدة  

)القاعدة، وهي الحالة التي تكون فيها   .=  د(

التفاضـلية لتلك وتفيد هذه القاعدة بأن تكامل حاصـل ضـرب دالة مرفوعة إلى قوة في المشـتقة  

 الدالة هو زيادة قوة الدالة بمقدار واحد ثم القسمة على القوة الجديدة.
 

 (:  5مثال )
 

 أوجد التكاملات التالية:      

3 −)4( 23−)    -أ 22−)   -ب     [ ( 2 3  ()− 1 3 ) ] 

33−)   -جـ 2  )3(− 6 12 ) ] 

 الحــل:  

 في هذا التكامل نجد أن:  )أ(

        ( )،      23−=  د( ) 3 −=  د́  2 

 ∴ (−23 )4(− 3 2 ) ]  =
( )−2

5
3

5

 
  +e 

 

22−)    )ب(  3  ()− 1 3 ) ] 
 

          ( )        د( )  د́

      =
 1 
2

 (−22 3  ()− 2 6 ) ] 
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       =
 1 
2

  
( )−2

2
2  3 

2
  +e  =

( )−2
2

2  3 

4
  +e 

 

ــلية   ــتقة التفاضـ ــورة المشـ وهنا فإننا حاولنا أن نجعل المقدار الثاني من كمية التكامل تأخذ صـ

 (.7الأولى للمقدار الأول حتى تستطيع تطبيق القاعدة )
 

33−)  )جـ( 2  )3(− 6 12 ) ] 

     ( )         د( )  د́

       =2  (−33 2  )3 (− 2 6 ) ] 

         =
( )−



3
4

  
3  2 

 2
4

  +e  =
( )−3

4
2  2 

2
  +e 

 

 وعلى سبيل المثال، يمكن التحقق من صحة النتيجة في )جـ( كما يلي: 

)إذا كانت:  =  د(
( )−3

4
2  2 

2
  +e 

   ( ) =    د́
( ) ( )− −3

3
 3  6 3  2 4

2
  ( =−33 2  )3 (− 6 12   )

 وهذا صحيح.
 

 

 (:  8القاعدة )

( )   د́
( د( I ]   =

( د(
+  Ie 

 

 

)( حالة خاصة من تلك القاعدة والتي فيها 6وتعُتبر القاعدة )  =  د(
 

 (:  6مثال )

 أوجد التكاملات التالية: 

 -أ
3 2  3I ]      ب- 

2  2I  ]       جـ-

( )+

2

3
3

 3

4  
 ] 

 -د 
3 22  12I ]     هـ-  ( )− 2  2 1  I  ] 
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 الحــل:  

  -أ
3 2  3I ]  =+

3
   Ie 

)وهنا يلُاحَظ أن:          )،     3=  د( ) 2=  د́  3 

 -ب
2  2I  ]  =

1 
4

  
2  2  4I  ]  =

2  2  1 
4

I +  e  
 

 -جـ 

( )+

2

3
3

 3

4  
 ]  = ( )+

3-
34  ( )2  3 ]  

   =
( )+

2-
34  

2-
+  e   =

( )+
2

34  

1-

2
+  e  

 
 

 -د
3 22  12I ]  = 2

3 22  6I ]  

           =
3 2I 2+  e  

 

)  -هـ )− 2  2 1  I  ]  =
 1 
2

( )− 2  2 2   2I  ] 

 

          =
 1 
2

− 2  2 I+  e  

 

 وللتحقق من صحة هذه النتيجة: 
 

)إذا كانت:   =  د(

( )+
2

34  

1-

2
+  e   =−

 1 
2
 ( )+

2-
34  +  e  

 

            ( ) )=  د́ )+
3-

34  ( )2  3  =

( )+

2

3
3

 3

4  
 وهذا صحيح                    

 

 (:  9القاعدة )

( )
( )

د
د
´

 ] =  ( د( I+   e 
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 (:  7مثال )

 أوجد التكاملات التالية: 

  -أ
−

− 2

1   4

   2
  -ب  [ 

−

−

2

2 3

  

 3   2
 ] 

 -جـ
+

−

− 2

2   4

1    
  -د  [ 

+ 2

 

5  
 ] 

 

 الحــل:  

  -أ
−

− 2

1   4

   2
 ]  =( )− 2

I   2+   e 

)لاحظ أن:  −=  د( 2   2      ،( )  4   1−=  د́
 

  -ب
−

−

2

2 3

  

 3   2
 ]  =

 1 
6

−

−

2

2 3

 6   6

 3   2
 ] 

      =
 1 
6I( )−2 3 3   2+   e 

 

 -جـ
+

−

− 2

2   4

1    
 ]  =2

+

−

− 2

1   2

1    
  ] 

          =2I( )+ − 21    +   e 
 

  -د
+ 2

 

5  
 ]  =−

 1 
2+ 2

 2

5  
 ] 

            =−
 1 
2I( )+ 25  +   e 

 

 ولعله من المفيد للقارئ أن نلخص قواعد التكامل التي أشرنا إليها كما يلي: 
 

 

 ثابت  H . ]  =   H +  e   ،H (: 1القاعدة )

 

 (: 2القاعدة )
+

+
+

=  

1 k
   k]   

1 k
e      ،k ≠  -1 

 

). H (: 3القاعدة ) )H  = [   د(  مقدار ثابت  H،   [ د(
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)]   (: 4القاعدة ) )    د( )  = [   [ف( )    [   د(  [ ف(

 

 I +  e  = [   1- (: 5القاعدة )
 

 I  ] =  I +  e (: 6القاعدة )

 
 

) (: 7القاعدة ) د( 
  

k
 .( ) )د́ د(

+
 
  + =
+

 

1 k

  
 

  ]
1 k

e   ،   k ≠  -1 

 

) (: 8القاعدة ) )   د́
( د( I ]   =

( د(
+  Ie 

 

) (: 9القاعدة ) )
( )

د
د
´

 ] =  ( د( I+   e 

املهـا ولا         ة يرُاد تكـ ا كميـ دينـ ار تســـــاؤل مهم، ألا وهو: مـاذا يحـدث لو كـان لـ د يثُـ والآن، قـ

 تنطبق عليها أي من القواعد التسع التي تناولنا من قبــل. 

 وعلى سبيل المثال، التكاملان:
 

  I ]      و
+

−

+ 2

  5

6   5  
 ]       

 

لا ينطبق على كل منهما أي من القواعد التســع المشــار إليها. وهنا نقدم أســلوبيْن من أســاليب  

ا ســـــوف نعرض  التكـامـل التي يمكن تطبيقهـا في مثـل تلـك الحـالات. هـذا   ــافـة إلى أننـ بـالإضـــ

 تكاملات بعض الدوال التي تأخذ صورة اللوغاريتم الطبيعي أو الصورة الأسية.
 

 ثانياً: أساليب أخرى للتكامل
في هذا الشـــأن، ســـوف ندرس أســـلوبيْن فقط هما التكامل بالتجزيء والتكامل بالكســـور        

 الجزئية، بالإضافة إلى تكاملات بعض الدوال.
 

 Integration by Partsالتكامل بالتجزيء:      -1
 

 أشرنا من قبل إلى قاعدة الضرب في التفاضل، وكانت كما يلي:      

)إذا كانت:   )=  د( )u.(   ف(

)فــإن:   ) ) =  د́ ).ف( ) u´  +( )u.( )  ´ف
 

 ويمكننا أن نكتب هذه القاعدة بشكل مختلف كالتالي: 
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د
)]  د )u.( ) [= ف( ).ف( ) u´  +( )u.( )  ´ف

 

 وبإجراء تكامل للطرفيْن نحصل على: 

 ( )u.( )=  ف( ).ف( ) u´ ]  +( )u.( )  [ ´ف

 بالتجزيء".وبإعادة ترتيب هذه المعادلة نحصل على ما يسمى "صيغة التكامل 
 

 

    Integration – By – Parts Formulaصيغة التكامل بالتجزيء:  
 

( )u .( ) )= [ ´ف )u .( )  - ف( ). ف( ) u´ ] 

 

 

ــل بالتجزيء يعتمد على التجربة والخطأ في تحديد   ــوب التكامــ )وأسلــ )u   و( ) ، ´ف

 الحالات. هذا ولو كان المقدار المراد تفاضله عبارة عنوقد لا يؤدى إلى نتيجة في بعض 
 

ــار إليها فإننا نتبع  ــع المش  حاصــل ضــرب دالتيْن، ولا ينطبق عليه أي من قواعد التكامل التس
 ما يلي: 

 

 التجربة والخطأ في إجراء التكامل بالتجزيء:  
 

ف الدالتيْن    - )عر ِّ )u  ،( ــورة   ف( ثم حدد ما إذا كان المقدار المراد تكامله يأخذ الصــ

( )u.( )  .´ف
 

)إذا تم إيجاد الدالتيْن بحيث    - )u.( ) تساوى المقدار المراد تكامله، حاول أن توجد    ´ف

ــر في صــيغة التكامل بالتجزيء. وهذه تمثل نقطة البداية في إيجاد  التكامل للطرف الأيس

( )u.( )  .[ ´ف
 

 ملحوظة:  

ــتقة         قبل محاولة إجراء التكامل بالتجزيء يجب التأكد من أن إحدى الدالتيْن لا تمثل المشــ

 (.7التفاضلية الأولى للدالة الثانية، حيث انه في تلك الحالة يجب تطبيق القاعدة )
 

 (:  8مثال )

 أوجد التكاملات التالية:      

3  -ب     [  I  -أ
I  ]   ، > صفر 

 [ I  -جـ
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 الحــل:  

 [  I  )أ(

  u  =Iو   =  ´فنحدد أولاً:   
  

 [  Iبحيث يأخذ التكامل المطلوب الصورة:  

 وذلك كما يلي:   uبتفاضل   ´uوعلى   ´فبتكامل   فوبذلك يمكننـا الحصـول علـى  

 ( ) )تعطى:    =   ´ف =   ف(
2

2
 

 ( )u =I      :تعطى( ) u´   =I  

 وحيث أن:  

 ( )u .( ) )= [ ´ف )u .( )  - ف( ). ف( ) u´ ] 

 I  ] =I   (
2

2
  )-  

2

2
(I) ] 

هذا والتكامل   
2

2
I ]   يدعونا إلى الاعتقاد بأن إجراءه هو على نفس الدرجة من

 الصعوبة التي يكون عليها إجراء التكامل الأصلي. 
 

 لذلك دعنا نتبع منهجاً معاكساً ونبدأ من جديد باختيار: 

 ( ) ) و    I= ´ف )u  = 

 ( ) )تعطى:     I= ´ف   I= ف(

 ( )u  =     :تعطى( ) u´  =1 

 I  ]  =I- I (1) ] 

        =I- I ]  =I- I  +e 

 وللتحقق من صحة النتيجة التي حصلنا عليها: 

 
د
 I -( I( )1) +( I)( = I - I  +e )  د

          =I    .وهذا صحيح 
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3   )ب(
I ]  ، > صفر 

 

)سوف نختار:  )u  =I    و( )  3= ´ف

( ) u´ =
 1 
)و      = ف(

4

4
 

3
I ] ( =I( )

4

4
 )- 

4

4
 (

 1 
) ] 

    =
4

4I - 3  
1
4

 ] 

    =
4

4I - 
4

16
  +e 

 

 ويمكن التحقق من صحة النتيجة كما يلي: 

د
)  د

4

4I - 
4

16
  +e)  =

4

4
(

 1 
 + )3

I - 
3

4
 

  =
3

4
  +3

I −
3

 
4

 

  =3
I   وهذا صحيح 

 

 [ I ]  =(I()1)  )جـ(

)سوف نختار:                 )u  =I     و( )  (1= )´ف

  ( ) u´ =
 1 
)و         = ف(

 I ] ( =I() )-  (
 1 

) ] 

       =I -   +e 
 ونتحقق من صحة النتيجة التي توصلنا إليها كما يلي:

د
) ( = I -   +e) د

 1 
 + )I (1 )- 1 

           =I   وهذا صحيح 
 

هذا والتكامل بالتجزيء يســتهلك كثيراً من الوقت، ويرجع ذلك إلى اســتخدام التجربة والخطأ  

أكـد قبـل اســـــتخـدام التكـامـل بـالتجزئـة إلى أن المقـدار المراد في إجرائـه. ومرة ثـانيـة، يجـب   التـ

 تكامله لا ينطبق عليه أي قاعدة من قواعد التكامل التسعة التي أشرنا إليها.
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 Integration by Partial Fractions   التكامل بالكسور الجزئية:   -2
 

ــتخدام هذا        ــور الجزئية. وهنا نحاول اســ تناولنا في الفصــــل الثالث من هذا الكتاب الكســ

ــابقاً.  9الأســـلوب في إجراء بعض التكاملات التي لا ينطبق عليها القاعدة ) ــار إليها سـ ( المشـ

 وعلى سبيل المثال فإن الدالة:

  ( =  د(
−

+ +2
  5

6   5
 

 

(. ولكن إذا عرفنـا كيف نحول هـذه الـدالـة إلى كســـــور  9لا يمكن تكـاملهـا بـاســـــتخـدام القـاعـدة )

 جزئية متبعين في ذلك الأسلوب المشار إليه في الفصل الثالث لوجدنا أن: 

  
−

+ +2
  5

6   5
  =−

+ +
 

8 7
3  2  

 

 

)وبذلك نستطيع إيجاد تكامل الدالة   وذلك كما يلي:  د(

−

+ +2
  5

6   5
 ]  =

+
7

2  
 ] −

+
  

8
3  

 ] 

      =I  7(+2   )–  I  8(+3    + )e 
 

البداية إلى أن الكسر المُراد إيجاد تكامله يجب أن يكون كسراً        وهنا يجب أن نشير في 

، بمعنى أن درجة المقدار في البسط تكون أقل من درجة المقدار  Proper Fractionحقيقياً  

، فإنه يجب  Improper Fractionفي المقام، وفي الحالة التي يكون فيها الكسـر غير حقيقي  

 ولاً إلى كسر حقيقي وذلك بقسمة البسط على المقام. تحويله أ 
 

وفيما يلي شــكل الكســور الجزئية لبعض صــيغ العوامل الموجودة في المقام والتي تحتاج        

 إلى تحليل: 
 

 الكسور العامل

 عامل مكرر من الدرجة الأولى: -1

H   +F 

د
   HF

 ثابت  د،       

 

 عامل مكرر من الدرجة الأولى: -2

(H   +F)k ( )
....... دد

+ +
 

12
2

      
  H   HF F

 

 عامل مكرر من الدرجة الثانية:  -3

+ +   
2  H F 

د
+ + 2

I  

      HF
  ،   H  ،F   ثوابت 
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 (:  9مثال )

 باستخدام الكسور الجزئية، أوجد كلا من التكاملات التالية:      

   - أ    
+ + 2
5   3

15     2  
  -ب        [ 

+ + 2
25   10

9    6  
 ]  

 

 -جـ   
+2 3

3  

 2  
 ]  

 

 

 الحــل:  

  )أ(
+ + 2
5   3

15     2  
  =

( ) ( )− +

5   3
3  5  

  =
( ) ( )

+
+−

  
3  5  

HF
 

   H( )−3    +F( )+5    =−5   3 

 F  =4    ،F  =0,5 8في طرفي المعادلة:   3=  بوضع 

8في طرفي المعادلة:   5-=  بوضع  -H   =-20     ،H  =2,5 

∴ 
+ + 2
5   3

15     2  
  =

( )+
 

 

5

5  2
  +

( )−

1
3  2

 

∴
+ + 2
5   3

15     2  
 ]  =

( )+  

5

5  2
 ]  +

( )−

1
3  2

 ] 

         =,I  25( )+5    +,I  05( )−3    +e 
 

 )ب(
+ + 2
25   10

9    6  
  =

( )
2

25   10

3   
  =

+
 
3  

H
 +

( )+
2

 

3  

F
 

       =
( )

( )

+

+

+  

2
 

 3  

3  

 H F
 

      ( )+ +   3   H F  =25   10 :أي أن( ) ++       3H H F  =25   10 

 H  =10والحد المطلق في الطرفيْن نجد أن:  وبمقارنة معامل 

 +   3HF  =25      ،F  =-5 
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∴  
+ + 2
25   10

9    6  
  =

+
 

10
3  

-
( )+

2
 

5

3  
 

 وهكذا نجد أن:

+ + 2
25   10

9    6  
 ]  =

+

10
3  

 ] -
( )+

2
 

5

3  
 ] 

  =I  10( )+3   - 5( ) ( )+  
2-

1 3   ] 

  =I  10( )+3   - 5( )
 
 
 
  
 

+  
1-

3  

1-
  +e 

  =I  10( )+3    +
+

 
5

3  
  +e 

 ويمكن التحقق من صحة تلك النتيجة كما يلي:

 
د
I]  د  10( )+3    +

+
 

5
3  
  +e] 

          =
+

 
10

3  
- 

( )+
2

 
5

3  
 = 

( )
2

25   10

3   
 وهذا صحيح     

  )جـ(
+2 3

3  

 2  
  =

( )+ 2
3  

1   
  =

+
2

 
   HF

 +
+

 
1  
 

          =
( ) ( )

( )
+ +

+ 2

2

 
 

   1     H

1  

F
 

          =
( )+

2

2

2

 
 

     

1  

   H +  HF F +
 

          =
( ) ( )

( )
+ +

+

2

2
 

 

    H  

1  

  H  + FF
 

          =( ) ( )+ +2    H    H  + FF  =−3   

 والحد المطلق في الطرفيْن، نجد أن: ،  2وبمقارنة معاملي 

 +  H صفر =      ،+  HF  =1      ،F  =-3 
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 وبحل هذه المعادلات بطريقة التعويض نحصل على:

 H  =4   ،F  =-3  ،    =-4 
 

∴ 
+2 3

3  

 2  
  =

−
2

 
 43  - 

+
 

4
1  
 

 وهكذا نجد أن:

+2 3
3  

 2  
 ]  =

−
2

 
 43   ] -

+
 

4
1  

 ] 

       =4
1

 ] - 
2

3 ] - 4
+

 
1

1  
 ] 

       =I  4 - 
3

 
6- I  4( )+1    +e 

 

  Tables of Integralsجداول التكاملات:          -3
هناك حالات لا تنطبق عليها أي من قواعد التكامل التســـعة أو أســـلوبي التكامل بالتجزئة        

يلي قائمة   والتكامل بالكســور الجزئية والتي تناولناها من قبل. وفي مثل تلك الحالات نقدم فيما

ن  بتكـاملات العـديـد من الـدوال اللوغـاريتميـة الطبيعـة والـدوال الأســـــيـة. وعلى القـارئ أن يقـار 

دوال الواردة في القـائمـة التـاليـة ثم تطبق قـاعـدة  ك الـ ديـه والمراد تكـاملهـا بتلـ ة التي لـ دالـ  الـ

 التكامل الملائمة.
 

 صيغ تكاملات بعض الدوال اللوغاريتمية والأسية الطبيعية:  

(1)  
k

I] H  =
+

+

1 k

1 k
 IH - 

( )

+

+

1 k

2
1 k

  +e  ،k ≠ -1 

(2)( ) I
k

]  =( ) I
k
 - k( ) I

1-k
]  +e ،k ≠ -1 

(3)
( )

 
I

k

 ]  =( )
+I

1+k 1
1  k

 +e     ،k ≠ -1 

(4) HI ]  =
 1 

I
H

 +e 

(5) 
  

H] I   =( )−
2

 HI1   H
H

  +e 
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(6)
+

   
1]

1 I  
  =( ) -+ I  I  1    =

+
 

I

I  1 
  +e 

(7)
+

  
 

1]
 I   HF

  =( )+ −  I     
1I   
H

H
H

F  +e 

 

 (:  10مثال )

   أوجد التكامل:      
2] 5  

 الحــل:  

 k  =2    ،H  =5(، نجد أن: 1بتطبيق الصيغة )
 

  وحيث أن: 
k

I] H  =
+

+

1 k

1 k
 IH - 

( )

+

+

1 k

2
1 k

  +e 

 فإننا نجد أن:

  
2

I] 5  =
+

+

1  2

1 2
 I5 - 

( )

+

+

1  2

2
1 2

  +e 

    =
3

3
 I5 - 

3

9
  +e 

 

 (:  11مثال )

أوجد التكامل:      
+

   

 
 6

1

3 2
]

 I   
  

 الحــل:  

 (، نجد أن: 7بتطبيق الصيغة )     

   H  =2       ،=3  F        ،=6   

 وحيث أن: 

+
   

 

1]
 I   HF

   =( )+ −  I     
1I   
H

H
H

F  +e 

∴
+

   
 

 
6

1

3 2
]

 I   
  =( ) ( )( )+ −  I     

1
2 1

6 2 2
I     +e 

       =( )+ − 6      
1

2 1
12 2

I     +e 
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 (:  12مثال )

أوجد التكامل:      
( )

 

3
I ] 

 الحــل:  

 k  =3(، نجد أن:  3بتطبيق الصيغة )     
 

  وحيث أن: 
( )

 
I

k

 ]  =( )
+I

1+k 1
1  k

 +e 

                ∴
( )

 

3

I ]  =( )
+I

1+3

 

1
1 3

 +e 

                       =( )I
4  1 

4
 +e 

 

 Definite Integral     ثالثاً: التكامل المحدود
 تعريف التكامل المحدود:  -1

إن مفهوم التكامل المحدود يمكن تفســـيره كمســـاحة وكنهاية. وما يهمنا هنا أن نتعامل مع        

التكـامل المحـدود كمســـــاحة. حيـث أنه من أهم التطبيقـات العمليـة لعلم التفـاضـــــل والتكـامل هو  

نحنيات التي تمثل الدوال اسـتخدام التكامل المحدود في إيجاد المسـاحات التي يحدد حدودها الم

 المختلفة والمحوريْن الأفقي والرأسي.
 

 هذا والتكامل المحدود يمكن الإشارة إليه بالرمز:      

  

   

   H

F

( )  [ د́

ل   ل    Hوتمثـ ا تمثـ امـل، بينمـ د الأدنى للتكـ ذا   Fالحـ ة هـ اد قيمـ امـل. ويمكن إيجـ د الأعلى للتكـ الحـ

 التكامل على النحو التالي: 

  

   

   H

F

( ) )=  [ د́ د( 
 

+
H

e  
F

 

         =( ) د+e  F( ) د −+  e  H 

         =( ) − Fد(  Hد(
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 ]وتشـــــير العلامـة  
H

F
، ثم نعوض عن  Fبـالقيمـة   إلى أننـا نعوض في نـاتج التكـامـل عن   

في نفس نـاتج التكـامـل، وبعـد ذلـك نطرح نـاتج التعويض الثـاني من نـاتج    Hبـالقيمـة    

الطرح هو قيمة التكامل المحدود. ويتضـــح من ذلك أنه لحســـاب    التعويض الأول فيكون باقي

)التكـامـل المحـدود للـدالـة   )  eفـإنـه يمكن إهمـال ثـابـت التكـامـل  Fإلى القيمـة   Hمن القيمـة   د́

 لأنه ليس له تأثير على حساب قيمة التكامل.
 

 وبشكل عام، نجد أن: 

  

   

   H

F

( ) )=  [ د́ ) − Fد(  Hد(

 

 (:  13مثال )

 أوجد قيمة كل من التكاملات التالية:      

 -أ

1

3   

   
(  -ب         [ 3  2 (

1

4   

   
( )- + 2

 1   3  2 ] 

  - جـ

1-

2   

   
( )- +2

 -د         [ 2    

1

3   

   +2

 2

4 
 ] 

 

 

 الحــل:  

)أ(

1

3   

   
( ) 2  3 ]  =

 
 
  

+
2

3

1

3
2

2    

      =( )
( )

( )
( )   

   
−   

   
   

+ +

2 2

   
1 3 3 3

3
2 2

1 2 2       

     =19,5 – 3,5  =16 

)ب(

1

4   

   
( )- + 2

 1   3  2 ]   =
 
 
  

− +
2 3

4

1

3 2
2 3

    

        =
( ) ( ) ( ) ( )   

   
−   

   
   

− + − +

2 3 2 3

   
1 3 1 2 4 3 4 2

1 4
2 3 2 3
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                       = 
 2 

62
3

 –  
 1 

1
6

  =61,5 

)جـ(

1-

2   

   
( )- +2

    2 ]   =
 
 
  

− +
3 2

2

1-

  
3 2

2  

    =
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
   
   

−   
   
   

− + − +

3 2 3 2
        

       
1- 1- 2 2

1- 2
3 2 3 2

2 2   

    = 
1

3
3

 – 
 

− 
 

  
 1 

1
6

  = 
1

3
3

  +  
 1 

1
6

  =4,5 

)د(  

1

3   

   +2

 2

4 
 ]  =( ) 

  
+

3
2

I
1

4   

     =( ) ( )−+ +I I  4  1 4  9 

     =−I I 5 1 3  =2,56 – 1,61  =0,95 

 

 Properties of Definite Integralsخصائص التكامل المحدود:   -2

 ســـــوف نتنـاول بـاختصـــــار بعض خصـــــائص التكـامـل المحـدود والتي تفيـدنـا في      

 تطبيقاته العملية: 

 
 (: 1الخاصية )

   

   H

F

( −=  [ د(

H   

  F
(  [ د(

 
 (: 2الخاصية )

H   

   H

(  = صفر [ د(

 
 (: 3الخاصية )

   

   H

F

( +   [ د(

   

  F
( =   [ د(

   

   H

(  [ د(

 
 (: 4الخاصية )

   

   H

F

( =   [   د(

   

   H

F

(  [ د(

 
 (: 5الخاصية )

   

   H

F

( ) ( ) 
 

  t u ] =

   

   H

F

( )u ]  ±

   

   H

F

( ) t ] 
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 Definite Integral and Areasالتكامل المحدود والمساحات:      -3

 المساحة بين الدالة والمحور السيني   -أ

Area Between a Function and the X Axis 

يمكن اســـــتخـدام التكـامـل المحـدود في إيجـاد المســـــاحـة مـا بين المنحنى الـذي يمثـل الـدالـة       

ــيني. والأمثلة   ــييْن عند نقطتيْن محددتيْن على المحور الس ــيني والإحداثييْن الرأس والمحور الس

 التالية توضح ذلك.
 

 (:  14مثال )

)أوجد المســاحة المحصــورة بين منحنى الدالة:         +=   د( والمحور الســيني   -2 8  

 .4=  ، 1=  والخطيْن 
 

               الحــل:  

المساحة = 

1

4   

   
( )−+  8  2  ]  =

 
 
  

+
 

 

2

 

4

1

2-
8 

2
   

           = 
 

+   
2

4

1
 8  -   =( ) ( ) ( ) ( )   

−   
   

+ +  
2 2

      8  1 - 8  4 -1 4   

   =16 – 7  =9 
 

 ملحوظة:  

الإشـارة الموجبة للمسـاحة تعنى إما أن منحنى الدالة يقع فوق المحور السـيني أو أن جزءًا       

من المنحنى يقع فوق المحور الســيني وجزءًا أخر يقع تحته. وفي الحالة الثانية، فإن المســاحة  

ــيني مطروحاً منها   ــاحة فوق المحور الس ــاحة الصــافية، أي مقدار المس ــوبة تمثل المس المحس

 ((.16ار المساحة تحته. )راجع مثال )مقد 
 

 (:  15مثال )

 أوجد المساحة المحصورة بين المحور السيني ومنحنى الدالة:      

  (  3 2+=  د(

 الحــل:  

يلزم أولاً تحـديـد نقطتي تقـاطع منحنى الـدالـة مع المحور الســـــيني. وتتحـدد هـاتـان النقطتان        

 = صفر. عند 

 = صفر 3 2+  أي أن: 

  ( )+  3-=    = صفر  و يعطي: وهذا  = صفر3  
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الـــدالـــة:   منـحـنـى  أن  يعـنـى  )وهـــذا  عنــد    3 2+=    د( الســـــيـنـي  المـحـور   يقـطـع 

 3-= صفر  و  س =  
 

  وهكذا فإن المساحة المطلوبة تتحدد كما يلي:

المساحة =

3-   
( )+2 3 ]  =

 
2 3

 

3-

3
 

2 3
 

 
 
  

+ 

   =
( ) ( ) ( ) ( )

2 3
2 3

                
      

3 3 3 3
  

2 3 2 3
  

 
    

−   
    
 

+ + 

 –= صفر   
 
 
 

+    
27 27-
2 3

  =9 – 13,5  =-4,5 

 المساحة تقع تحت المحور السيني.ويلُاحَظ هنا أن المساحة سالبة، مما يعنى أن 
 

 (:  16مثال )

ــورة بين منحنى الدالة:         ــاحة المحصــ )=   أوجد المســ والمحور    5   −=   د(

 .15=  = صفر  ،  السيني والخطيْن: 
 

 الحــل:  

)حيث أن الدالة هي:    5   −=  د(

فـإنـه يمكننـا اســـــتنتـاج أن الخط المســـــتقيم لهـذه الـدالـة )يلُاحَظ أن الـدالـة خطيـة( يقطع المحور  

ــور الصادي 5=   = صفر، أي عند النقطة    5   −السيني عندما   ــع المحــ ، بينما يقطــ

 = صـــــفر(. ويمكن ملاحظـة ذلك في  عنـدما   مة  )أي قي  5-=   عنــــــــــد النقطـة  

 (.1 – 8الشكل )
 

ومن الشكل يمكننا أن نستنتج أن جزءًا من المساحة المطلوبة يقع فوق المحور السيني والجزء 

 الآخر يقع تحت المحور السيني.

المساحة تحت المحور السيني = م
1
   =

 1 
2
 مساحة مثلث.   12.5( = 5()5)  

وهذه المساحة يجب أن تكون سالبة لوقوعها تحت المحور السيني، أي أن:  م
1
  =-12.5 

المسـاحة فوق المحور السـيني = م
2
    =

 1 
2
وهي موجبة    مسـاحة مثلــــــث.  50( =  10()10) 

السيني، أي أن:  ملوقوعها فوق المحور 
2
  =50 

 صفر  صفر 

 صفر  صفر 
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 ( 1 –  8الشكل )

)المساحة المحصورة بين منحنى الدالة:     5   −=   د(

 15=   = صفر ،   والمحور السيني والخطيْن:  
 
 

المساحة الصافية )م( = م
1
+ م 

2
 

         =-12.5  +50  =37.5 
 

 ويمكن حل هذا المثال باستخدام التكامل المحدود كما يلي:  

المساحة )م( = 

15

T

( )−   5  ]  =
 

 
 
  

− 

15 
2

5 
2

  

      =( )
( )-

 
 
 
 
 

−

2

  
15

15 5 
2

 ( )
( )  

 
  

−
2

        
       

   5 
2

  

 37,5صفر =  – 37,5=      
 

وهذا يؤكد ما أشــرنا إليه من قبل بأن قيمة التكامل المحدود تعطى المســاحة الصــافية في حالة  

 المساحة فوق المحور السيني ووقوع جزء آخر فوقه.وقوع جزء من 
 

 Areas Between Curvesالمساحة بين المنحنيات:  -ب

)إذا اعتبرنا المسـاحة المحصـــــــورة بين منحنــــــى الدالة        )ومنحنى الدالة  د( ) t 

)= ب. وإذا افترضنـــا مبدئيـــاً أن   ،  H=   والخطيْن   )<   د( ) t  صفر في >

، فإن ذلك يعنى أن كلا المنحنيْن يقع فوق المحور الســيني، وأن منحنى  H      Fالفترة  

 صفر 

 صفر
 صفر
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)الدالة  )يقع فوق منحنى الدالة  د( ) t هذا والمســاحة المطلوبة هي المســاحة المظللة .

ــل ) ــــــ كــــ احة المحددة 2  –  8في الشـ احة تمثل الفرق بين المسـ (. ومن الواضـح أن هذه المسـ

ــة   )بمنحنى الدالــــــ ــاحة المحددة بمنحنى الدالة    د( ــيني وبين المسـ )والمحور السـ  د(

 والمحور السيني. وهكذا فإن المساحة بين المنحنييْن يمثلها: 
 

 

   

   H

F

( - [ د(
   

   H

F

( ) t ]  =

   

   H

F

( ) ( )- د 
 

 ] t   

 
 ( 2 –  8الشكل )

 منحنييْنالمساحة بين 
 

( يمكننا أن نسـتنتج أن المسـاحة بين المنحنييْن هي عبارة عن مسـاحة  2  –  8ومن الشـكل )      

 .دHFمطروحاً منها مساحة الشكل  ,HFIالشكل 
 

 (:  17مثال )

ــاحة المحصـــورة ما بين منحنى الدالة:        )أوجد المسـ +=   د( 2
ومنحنى الدالة:    5  

( ) t  =3  2=  ، 1=  والخطيْن. 
 

 الحــل:  

)الشكل البياني للدالة      +=   د( 2
)يقـع فوق الشكل البياني للدالة     5   ) t =3 

 .{t(2)( < 2) دt(1 ،)( < 1) دلاحظ أن }    2 1في الفتـرة 
 وهكذا يمكن إيجاد المساحة المطلوبة كما يلي:
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1

2   

   
( ) 

  
− +3 2 5    ]  =

 
 
  

− +
  

4 3

 

2

1

  5 
4 3

   

  =( )
( )

( ) ( )
( )

( )   
   

−   
   
   

− + − +
    

4 3 4 3

          
1 1 2 2

5 5 
4 3 4 3

1 2     

   =8,7 – 5,1  =3,6 
 

 (:  18مثال )

احة المنطقة المحصـورة ما بين منحنى الدالة        )احسـب مسـ ومنحنى الدالة   2= د(

−ف)س( =  2
  8 . 

 

 الحــل:  

 يلزم أولاً تحديد نقطتي تقاطع المنحنييْن وذلك على النحو التالي:      
2  =− 2

  8  
2 2  =8   ، 2  =4 

    =-2  ،   =2 
 

 وهكذا نجد أن المساحة المطلوبة تتحدد كما يلي: 

 

2-

2   

   
( ) 

  
− −228      ] =

2-

2   

   
( )+ 28   2 ]  

   =
 
 
  

+
 

3

 

2 

2-

2-
8 

3
   

  =( )
( )

( )
( )   

   
−   

   
   

+ +
  

3 3

        
2- 2- 2 2-

8 8 
3 3

2- 2     

   =10,7 – (-10,7 = )10.7  +10,7  =21,4 

 

 رابعاً: تطبيقات في مجالات الاقتصاد 
والآن نوضــــح بعض التطبيقات المختلفة للتكامل في مجال الاقتصــــاد ومجالات أخرى،        

 آخذين في الاعتبار الموضوعات التالية: 
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 التكلفة المتوسطة الحدية  -2  التكلفة الحدية  -1

 الإيراد الحدي  -4 التكلفة الإضافية للإنتاج  -3

 الربح الحدي  -6 الإيراد الحدي والطلب  -5

 فائض المستهلِّك وفائض المنتِّج -8  دالة الاستهلاك  -7

 استراتيجية تنمية الموارد -10 إنتاج واستهلاك البترول -9
 

ً من هذه الموضــوعات بشــيء من التفصــيل مســتعينين في ذلك بأمثلة         وســوف نتناول كلا 

 عملية على النحو التالي: 
 

   Marginal  Cost     لتكلفة الحدية:ا -1
 

 (:  19مثال )

 إذا كانت الدالة التي تصف التكلفة الحدية )بالجنيهات( لإنتاج منتجَ معين هي:      

 ´(; = )+800  ;8 

 عدد الوحدات المنتجَة.    ; حيث: 

د دالة التكلفة الكلية.   80000وحدة هي    40فإذا كان معروفاً أن التكلفة الكلية لإنتاج    جنيه، حد ِّ
 

 الحــل:  

ــة الكلية يجب أن نوجد عكس مشتقة التكلفة الحدية، أي تكامل دالة        ــة التكلفـ لكي نحدد دالـ

 التكلفة الحدية.

  (; = )´(;)  ; ] 

    =( )+800  ;8  ; ]  =+ +
2

 ;8
2
;800  e  

 

 أي أن دالة التكلفة الكلية هي: 

 (; = )+ + 2  ;800 ;4e  
 

 80000( = 40)  وحيث أن:

 ∴ (40 = )4(40)2  +800(40 + )e  =80000 

    e  =80000 – 38400  =41600   
 

 تمثل التكاليف الثابتة للإنتاج.وهي 
 

 

 وهكذا نجد أن دالة التكلفة الكلية هي:  

(;  = )+ + 2 41600  ;800 ;4  
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 Marginal Average Cost      التكلفة المتوسطة الحدية: -2
 

 (:  20مثال )

 وحدة من منتجَ ما تعطَى بالدالة:  ;إذا كانت التكلفة المتوسطة الحدية لإنتاج      

  ́(;  = )0.01  −
2

  
; 

500
 

 

 . الكلية جنيه. أوجد دالة التكلفة  2300وحدة يكلف   200وأن إنتاج 
 

 

 الحــل:  

 دالة التكلفة المتوسطة الحديةدالة التكلفة المتوسطة = 

,( = التكلفة المتوسطة )  
− 

 
2

     001
; 

500
  ; ] 

+,(  =  ;)أي أن:     +         ; 001
; 

500e 
 

 التكلفة الكلية = عدد وحدات الإنتاج × التكلفة المتوسطة

        =, 
+ 

 
+          ; 001

; 
500

;e 

+,(  = ;)  أي أن: + 2         ; 001; 500e 
 

 2300( = 200) وحيث أن: 
 

  0.01(200)2  +500  +e200  =2300 
 

  e200  =2300 – 900  =1400    ،e  =7 
 أي أن دالة التكلفة الكلية هي: 

(;  = ),+ + 2         500 ; 001;7 
 

        Extra Cost of Production    التكلفة الإضافية للإنتاج:   -3
 

 (:  21مثال )

ــابقة للشــركة،   150تنتج شــركة حاليا         ــبوعياً من أحد منتجَاتها. ومن الخبرة الس وحدة أس

 )أي التكلفة الحدية( وفقا للدالة:  ;تتحدد تكلفة إنتاج الوحدة التالية رقم 
  

 ´(; = )-,   ; 002   25 
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ــبوعية في التكلفة نتيجة لزيادة عدد الوحدات المنتجَة من   ــب الزيادة الأس وحدة إلى   150احس

 وحدة. 200
 

 الحــل:  

 دالة التكلفة الحديةدالة التكلفة الكلية = 

(;= )( )-,   ; 002   25  ; ] 

        =-,+ 2     ; 001   ;25e  

، إلا أن ذلك لا يعنينا  eهذا وبالرغم من أنه ليس لدينا معلومات كافية لتحديد ثابت التكامل  

 هنا وذلك لأن:  

 (150 = )25(150 )– 0.01(150)2  +e 
 (200 = )25(200 )– 0.01(200)2  +e 

 

 أي أن التكلفة الزيادة تتمثل في:  

(200  )–   (150  = )25(200  –  150  )–  0.01  ( [200)2–   (150 )2                 ]

( +e – e) 
 

                     =25(50 )– 0.01(17500 = )1075 
 

 Marginal  Revenue       الإيراد الحدي: -4
 (:  22مثال )

 إذا كانت دالة الإيراد الحدي لمنتجَ إحدى الشركات هي:      

  v´(; = )-  ; 18   220000 

 المطلوب:  

 وحدة؟ 100)أ( حدد دالة الإيراد الكلى.     )ب( ما هو مقدار الإيراد الكلى عند إنتاج وبيع 
 

 الحــل:  

 دالة الإيراد الحديدالة الإيراد الكلي =  )أ(

v(;= )( )-  ; 18   220000  ; ] 

 v(; = )-2  ; 9   ;220000 +eأي أن:       
وحيث أنه لا يكون هناك إيراد في حالة عدم بيع أي وحدات )ما لم ينصُ على غير ذلك( فإن:  

 = صفر.  eد )صفر( = صفر، وهنا نجد أن:  
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 وهذا يعنى أن دالة الإيراد الكلى هي: 

v(; = )-2  ; 9   ;220000 
 
 

 وحدة هو:  100مقدار الإيراد عند بيع  )ب(

  v(100 = )220000(100 )– 9(100)2 

 جنيه   21910000=         

 ويمكن إيجاد ذلك بطريقة أخرى كما هو موضح في المثال التالي.      
 

 

 (:  23مثال )

 إذا كانت دالة الإيراد الحدي من منتجَ إحدى الشركات هي:      

  v´(;= ),+   10   ; 004-  

 عدد الوحدات المباعة. ;حيث: 
 

 المطلوب:  

 وحدة من هذا المنتجَ. 200)أ( احسب الإيراد الكلى من بيع 

 وحدة؟ 200وحدة إلى  100)ب( ما هو مقدار الإيراد الإضافي نتيجة زيادة المبيعات من 
 

 الحــل:  

ك المتبعـة في  200الإيراد الكلى من بيع    )أ( ة عن تلـ ة مختلفـ ه بطريقـ ــابـ  وحـدة يمكن حســـ

 ( كما يلي: 22مثال )     

الإيراد الكلى المطلوب =      

200   

0
( ),+10    ; 0 04-  ;]  

         =, 
 

+  
2

 
200

0 
0 02-10 ;;   

                                 =( ) ( ) ,+  
2
 جنيه 1200صفر =  –  200200  02-10 0 

الإيراد الإضافي = )ب(

100

200   

    
( ),+10    ; 0 04-  ;]  

                     =, 
 

+  
2

 
200

100
0 02-10 ;;   

                    =( ) ( ) ( ) ( ), ,   
−   

   
+ +   

2 2
     0 02-  0 02-10  100 10  200100 200   

 جنيه 400=  800 – 1200=    



 

403 
 

 ويمكن التعبير عن الإيراد الإضافي المطلوب كما يلي: 

 

100

200   

    

v´(; ) ;]  =

0   

200   

    

v´(; ) ;] –

0   

100   

    

v´(; ) ;] 

            =v(200 )– v(100) 

 وهو ما يؤدى إلى نفس النتيجة.
 

 Marginal Revenue and Demand     الإيراد الحدي والطلب: -5
 

 (:  24مثال )

 يتحدد الإيراد الحدي لمؤسسة تجارية وفقا للدالة:      

 v´(;  = ), , -+2  جنيه    20    002 ;   0003;   

 عدد الوحدات المُباعة. ;حيث: 

 المطلوب:  

 )أ( أوجد دالة الإيراد الكلى.

 وحدة من منتجَ هذه الشركة؟ 100مقدار الإيراد نتيجة بيع )ب( ما هو 

 )جـ( حدد دالة الطلب على هذا المنتجَ.
 

 الحــل:  

 دالة الإيراد الحديدالة الإيراد الكلي =  )أ(

      v(;= )v´(;) ;] 

                =( ), , -+2    ;0003    ; 002    20 ;] 

                 =, , -+3 2  ;0001    ; 001    ;20  +e 
 

 وحيث أنه لا يكون هناك إيراد في حالة عدم بيع أي وحدات، أي أن: 

 v   :صفر( = صفر فإن ذلك يعنى أن(e   صفر = 

 وهكذا نجد أن دالة الإيراد الكلى هي: 

v(;  = ), , -+3 2  ;0001    ; 001    ;20 
 

 وحدة نجد أن الإيراد الكلى يساوى:  100عند بيع  )ب(

 v(100 = )20(100 )– 0.01(100)2 – 0.001(100)3 

 جنيه  900=   1000 – 100 – 2000=        
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 حيث أن: الإيراد الكلى = سعر بيع الوحدة × الكمية المطلوبة والمباعة  )جـ(

( =  سعر بيع الوحدة )  
الإيراد  الكلي 

الكمية المطلوبة  و المباعة
   =

( );

;

v
 

 

=  أي أن:  
, , -+3 2  ;0001    ; 001    ;20

;
 

         =, , -+2   ;0001     ; 001    20 
 

 وهذا يعنى أن دالة الطلب تتمثل في:  

 = , , -+2   ;0001     ; 001    20 

 كمية الطلب. ;سعر الوحدة من السلعة   ،   حيث: 
 

 Marginal  Profit     الربح الحدي: -6
 

 (:  25مثال )

 إذا كانت دالة الربح الحدي لمؤسسة ما هي:      

 ´p(; = ),  جنيه   5    002 ; -

ة من بيع   ة المحقَّقـ اح الكليـ دة هي    100وأن الأربـ ة؟    310وحـ ة الربح الكليـ ا هي دالـ ه، مـ  جنيـ

 وحدة. 200ثم حدد مقدار الربح الكلى عند بيع 
 

 الحــل:  

   p(;= )´p(;) ;] =( ), - ; 002    5 ;] 

            =, -2  ; 001    ;5  +e 
 

 p(100 = )310 وحيث أن: 

       ∴p(100 = )5(100 )– 0.001(100)2  +e  =310 

         e  =310 – 490  =-180 
 

 أي أن دالة الربح الكلى هي: 

p(;  = ), -2  ; 001    ;5-  180 
 

 وحدة هو:  200مقدار الربح الكلى عند بيع 

 p(200 = )5(200 )– 0.001(200)2 – 180  =780 جنيه 
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  Consumption  Function        دالة الاستهلاك: -7
اتج القومي الإجمـالي( لـدولـة من الـدول. فـإن كـل   oإذا كـانـت        ترمز إلى الـدخـل الكلى )النـ

فرد من الســــكان يتلقى جزءًا من هذا الدخل حيث يقرر أن ينفق جزءًا من دخله على شــــراء 

الســـــلع والخـدمـات ثم يـدخر المتبقي من دخلـه بعـد ذلـك. فـإذا رمزنـا إلى إجمـالي المنفقَ من قبـل 

، وإلى إجمالي ســلع والخدمات )أي إجمالي الاســتهلاك( بالرمز  ســكان هذه الدولة على ال

 ، أي أن: L   =o+. وهكذا نجد أن: Lالمدخرات بالرمز

 الاستهلاك + المدخرات = الدخل الكلى
 

وبصــــفة عامة، تحُدَّد كمية المدخرات بواســــطة الدخل القومي )أي أن المدخرات دالة للدخل 

ة:   دالـ الـ دخرات بـ ــا أن نعب ِّر عن المـ ة  o)  = د   Lالقومي(. ويمكننــــــــ ذ تتحـدد كميـ (. وحينئـ

 (.o) د   – o=  الاستهلاك بالدالـة: 

دار         ادة oوإذا زاد الـدخـل القومي بمقـ ا زيـ ، فـإن المـدخرات والاســـــتهلاك يحـدث فيهمـ

 على الترتيب، حيث:  L ،أيضا مقدارها 

L  +  =o     ،  L  د = (o  +o )–  د (o) 
 

هذا وتمثل النسبة  



L
o
نسبة الزيادة في المدخرات إلى مقدار الزيادة في الدخل، كما تمثل    

النسبة  

o

 نسبة الزيادة في الاستهلاك إلى مقدار الزيادة في الدخل حيث:   

 



L
o
   +


o

   =
+ 


L   
o

   =




  o
o

   =1 

 صفر، فإننا نحصل على المشتقات التفاضلية التالية:   o وعندما تؤول 

د
د

L
o
زيادة طفيفة  وتمثل الميل الحدي للادخار، أي نسبة الزيادة في الادخار نتيجــة حدوث    

 في الدخل الكلي،

د
د
 

o
نتيجة حدوث زيادة    الاستهلاك  في  الزيادة  نسبة  أي  للاستهلاك،  الحدي  الميل   وتمثل 

 طفيفة في الدخل الكلى.         
 

وهنا نجد أن:  
د
د

L
o
   +

د
د
 

o
   =1 

 



 

406 
 

 (:  26مثال )

 إذا كان الميل الحدي للاستهلاك في إحدى الدول النامية يتحدد وفقا للصيغة التالية:       

       
د
د
 

o
   =

, ,+
 3

    
03

025
 o

 بليون جنيه   

 الدخل الكلى.  oكمية الاستهلاك   ،    حيث: 

 بليون جنيه. 8فإذا كان الاستهلاك يعادل الدخل القومي عندما يبلغ الدخل القومي 
 

ــتهلاك         ــتهلاك إلى الدخل القومي عندما يبلغ  o)أوجد دالة الاس ــبة الاس (. ثم حدد نس

 بليون جنيه. 10الدخل القومي 
 

 الحــل:  

حيث أن:   
د
د
 

o
   =´(o) 

,)=  o[ (o)´(  =  o)دالة الاستهلاك  ,+
 3

    
0 3

0 25
 o
 ) ]o 

   =  (, ,+
  

1-
3     0 3 0 25o  ) ]o   =, ,+

  
2-
3      0 45 0 25o o +e 

 

 بليون جنيه، أي أن:   8وحيث أن الاستهلاك يساوى الدخل القومي عندما يبلغ الدخـل القومي 

 (8  = )( ) ( ), ,+
 2 
3     8 80 45 0 25   +e   =8 

  ( ) ( ), , + 
2

3      88 0 45 0 25   +e   =2  +1,8   +e   =8 
 

            e  =8 – 3.8  =4.2 
 

 أي أن دالة الاستهلاك هي: 

 (o  = ), ,+
  

 2 
3     0 45 0 25o o   +4.2   بليون جنيه 

 

 بليون جنيه هو:    10مقدار الاستهلاك عندما يبلغ الدخل 

(10  = )( ) ( ), ,+
 2 
3     10 100 45 0 25  +4.2 

 بليون جنيه    8,8=   4.2+   2.1+  2.5=    
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 بليون جنيه.   10بليون جنيه عندما يكون الدخل القومي مساوياً لـ   8,8أي أن الاستهلاك يبلغ  
 

القومي هي   الدخل  إلى  الاستهلاك  نسبة  أن  نجد  وهكذا 
,8 8 

10
الدخل   0.88=     إجمالي   من 

 . 0.12تبلغ   القومي. وهذا يعنى أن نسبة المدخرات 
 

 فائض المستهلِّك وفائض المنتِّج:   -8
Consumer’s and Producer’s Surplus      

(، ومنحنى العرض للســـلعة ;)ط=   إذا كان منحنى الطلب على ســـلعة معينة هو:        

تشير الى كمية السلعة التي يمكن أن تبُاع أو تعرُض عند السعر   ;(، حيث  ;)u= هو:  

ير  ;)طالة الطلب  لكل لوحدة. وبصـفة عامة، فإن د    ( تكون متناقصـة، وهذا التناقص يشـ

لعة. وعلى الجانب الآخر، فإن دالة  عر السـ ترياتهم لو زاد سـ تهلكين سـوف تقل مشـ إلى أن المسـ

( تكون متزايدة بشــكل عام، ذلك لأن المنتِّجين على اســتعداد لأن يزيدوا كمية  ;)uالعرض 

( هو نقطة تقاطع  ، ;أنهم حصلوا على سعر أكبر. هذا وتوازن السوق )عرضهم لو  

لكـل وحـدة، فـإن    منحنى الطلـب مع منحنى العرض. وهـذا يعنى أنـه عنـد الســـــعر  

وحدة من السـلعة. ويكون المنتِّجون على اسـتعداد  تالمسـتهلكين يكونون على اسـتعداد لشـراء ك

 (.3 - 8، أنظر الشكل )تأيضا لبيع نفس العدد من الوحدات ك
 

 
 ( 3  -  8الشكل )

 فائض المستهلِّك وفائض المنِّتج 
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السـلعة. ومن الشـكل البياني لمنحنى الطلب يتضـح لنا أن كمية الطلب تزداد كلما انخفض سـعر  

وهذا يدل ضـمنياً على أن هناك بعض المسـتهلكين الذين هم على اسـتعداد لأن يشـتروا السـلعة 

( والذي ليس أمامهم أي خيار ســوى تحمله )أي ســعر بســعر يزيد عن ســعر الســوق )

 السوق الحر.السوق(. لذلك فإن هؤلاء المستهلكين يحققون في الواقع مدخرات كنتيجة لآلية 
 

ــا يمكن    ;+   ;1و    ;1من الوحدات تقع ما بين   ;والآن لنفترض أن الكمية   وهنـ

ــل  ;)1تفسير المساحة   د(  للمستطيـ    HF ( على أنها كمية النقود  3  -  8في الشكل )

في   المســـــتهلكون  يــدفعهــا  التي  هو                    ;الإجمــاليــة  الســـــعر  كــان  إذا  الوحــدات  من 

 (.;1) د  =  1

، فإن كمية النقود المُنفَقة بالفعل بواســـطة المســـتهلكين في شـــراء وعند ســـعر التوازن  

;    هـو الـوحـــدات  يـوفـرون             ;)مـن  كـيـن  هـلـ الـمســـــتـ فـــإن  أخـرى،  عـبـــارة  وبـ  .)

 حينئذ ما مقداره: 

1(; )- (;[ = )  ( ;1) د- ]; 
 

ووهــــذا الوفــــر يساوى مساحة المستطيل      I HF ( ولو قمنا  3  -  8المظللة في الشكــــــــل .)

على عـدد كبير من الفترات طول كـل منها    ;=  ;= صـــــفر الى   ;بقســـــمـة المـدى من  

;    فإننا سـوف نحصـــــــل على نتيجة مماثلة لكل فترة. حيث تسـاوى الوفورات التي يحققها

والمستهلكون مساحة مستطيل، مثل      I HF  ــط الأفقي  ، والذي يقع ما بين منحنى الطلب والخ

، فإننا نحصــل  ;=   ;= صــفر حتى   ;. وبتجميع مثل هذه الوفورات من  =   

على الوفورات الكلية للمستهلكين وهي ما تسمى بــــ "فائض المستهلكين". ويمثل هذا الفائض  

ــن منحنى الطلب  ، أنظر =   ( والخط الأفقي  ;)ط=   المساحة المحصورة بيـ

 (.4 - 8الشكل )
 

 وهكذا فإن فائض المستهلكين يحدَّد بالتكامل المحدود: 

فائض المستهلِّكين = 

 

;

0

   

   

 [; [  -(;)ط]

فائض المستهلِّكين = 

 

;

0

   

   

       (5 )     ;  -  [; (;)ط
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 ( 4  -  8الشكل )

 فائض المستهلِّك وفائض المنتِّج 

 ( دالة الطلب ،;)طحيث: 

 كمية التوازن. ;سعر التوازن   ،             
 

عر يقل   لعة بسـ تعداد لأن يبيعوا السـ وق الحر نجد أن هناك منتِّجين على اسـ وبالمثل فإنه في السـ

والـذي يقوم المســـــتهلكون بتحملـه بـالفعـل. وفي حـالـة كتلـك، يحقق    عن ســـــعر التوازن  

 المنتِّجين". المنتِّجون منفعةً من وراء ذلك، وهي )أي منفعة المنتِّجين( ما تسمى بـ "فائض 
 

 بمنطق مماثل لما سبق، يمكن تحديد فائض المنتِّجين كما يلي:      

=   ينفائض المنتِّج

 

;

0

   

   

[ -  u(; ]) ;] 

-  ;=     نيفائض المنتِّج
 

;

0

   

   

u(;) ;]         (6 ) 

 كمية التوازن. ;سعر التوازن ،  ( دالة العرض ، ;)tحيث: 

المســاحة مــا بــين منحنــى العــرض والخــط الأفقــي   -هندســياً  –ويمثــل فــائض المنــتِّج 

 (.4 - 8، أنظر الشكل )=  
 

 (:  27مثال )

 أوجد فائض المستهلكين وفائض المنتِّجين لمنتجَ معين دالة الطلب ودالة العرض له هما:      
 

 3  ;+=   دالة العرض:،   15  2;-=    دالة الطلب:
 

 بافتراض توازن السوق.وذلك 
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 الحــل:  

 لإيجاد سعر وكمية التوازن:     

-;2  15 =+;  3   

∴ ;3  =12   ،;  =4 

 في دالة الطلب:  ;وبالتعويض عن قيمة 

   =15 - 2(4 = )15 – 8  =7 
 

ة   ا يبلغ ســـــعر الســـــلعـ ا مـ دمـ اك توازن في الســـــوق عنـ ه يكون هنـ ذ تكون 7أي أنـ  ، وحينئـ

 وحدات. 4كمية الطلب = كمية العرض = 
 

 4=  ;،   7=  أي أن:  
 

فائض المستهلك =

 

;

0

   

   

 ، ; - [; (;)ط

 دالة الطلب  15  2;-( = ;)ط                          
 

فائض المستهلك = ∴  

0 

4   

   
( )-;2  15 ;] - 7(4)  =

 
 
 

−  
2

4
  15; ; – 28 

 28 –صفر  - {2(4) -( 4)15}=        

        =60 – 16 - 28  

                        =60 - 44  =16 
 

- ;فائض المنتِّج =     
 

;

0

   

   

u(;) ;]  

          u(; = )+;  3           دالة العرض 
 

-( 4)7فائض المنتِّج =  ∴   
0 

4   

   
( )+;  3 ;]  =28 -  

 
  

+  

2
4

0

  3
; ;

2
 

              =28 - {3(4 + )
2(4) 

2
 صفر{ - 

             =28 - 20  =8 
 

 صفر 
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    Oil Production and Oil Consumptionإنتاج واستهلاك البترول:  -9
 

        Oil Productionإنتاج البترول:  

 (:  28مثال )

 إذا كان معدل الإنتاج اليومي )بالبراميل( لبئر بترول يتفاوت في كميته وفقا للصيغة:     
 

    ´{(k =  )

( )
,

+
15

1200000

1600   k
 

 هي الزمن )بالأيام( منذ البداية الأولى للإنتاج.  kحيث:  

 المطلوب:  

 .k)أ( احسب الإنتاج الكلى من البترول حتى اللحظة الزمنية 
 البئر؟)ب( ما هي كمية الإنتاج الكلى المحتمل الحصول عليها من 

 

 الحــل:  

 )ن( كما يلي:  يمكن إيجاد دالة الإنتاج اليومي للبترول ج )أ(

 {(k=  )

( )
,

+
15

1200000

1600  k
 ]k 

    =( )
,

+
15-

12000001600  k ]k 

                     =( )
,

,
 
 
 
  

+
05-

1200000 
05-

1600  k
  +e 

)( = k) }أي أن:     )
,

+
05-

2400000-1600  k  +e 

 )صفر( = صفر. }تمثل الزمن منذ البداية الأولى للإنتاج، فإن  kوحيث أن 

)وهكذا نجد أن:     )
, فر  +ص

05-
2400000-1600    +e  صفر = 

e  =2400000

1600
  =

2400000
40

  =60000 

 

 أي أن دالة الإنتاج اليومي للبترول هي: 

 {(k = )( )
,

+
05-

24000001600  k  +60000 

      =2.4(10)6[0.025 - (k  +1600)- 0.5] 
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 كمية الإنتاج الكلي المحتملة تتمثل في:   )ب(

    
k

{ (k )= 
k
  [2.4 (10 )6(0.025  -  (

+

1

1600  k
]) 

 صفر[ -( 0.025)6(10])2.4=  

  =2.4(10)6(0.025 = )60000 
 

 برميل.  60000كمية الإنتاج المحتملة للبئر =   ∴
 

          Oil Consumptionاستهلاك البترول:  

 (:  29مثال )

ــتهلكة في منطقة معينة في أحد البلدان         بليون برميل وذلك خلال عام    5كانت الكمية المسـ

نة، أي أن معدل   %10. فإذا كان الطلب على البترول يتنامى بمعدل أسـى مقداره  1991 كل سـ

 تحدده الدالة:  k( في السنة k)الاستهلاك السنوي 

(k = ),  k01I5 

ــنوات،   kحيث   ــة بالسـ ــفر في أول يناير   kمقاسـ ــة ببلايين  k)،  1991= صـ ( مقاسـ

 البراميل كل سنة.
 

إذا استمر تزايد الطلب على البترول بنفس المعدل المشار إليه، ما هي كمية البترول المتوقع  

 م. 2011م وحتى أول يناير سنة 1991سنة: من أول يناير   20ل  استهلاكها خلا
 

 الحــل:  

كمية الاستهلاك المطلوبة =     

0 

20   

   

,  k01I5 ]k  =
0 

20   

   
5,k01I ]k 

          =
,
,

 
 
  

20

0 

k01

01
I

5 =, 
 

20

0 

k01I10 5 

 

 [)صفر(0.1هـ10 – (20)0.1هـ10]5=             
 

 (63.9)5[ = صفرهـ10 - 2هـ10]5=             
 

 بليون برميل  319.5=             
 

  319.5( = 1/1/2011  -  1/1/1991اسـتهلاكها خلال الفترة )أي أن كمية البترول المتوقَّع  

 بليون برميل.
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 Resource Development Strategyإستراتيجية تنمية الموارد:  -10
   

 (:  30مثال )

( وذلك من أجل استغلال مواردها.  H  ،Fيمكن لشركة تعدين أن تختار بين إستراتيجيتيْن )    

مليون جنيه، وسـوف تدر ربحاً صـافياً    25( تكلفة مبدئية مقدارهــــــا  Hوتتطلب الإسـتراتيجية )

( فتتطلب تكلفة  Fسـنة قادمة. وأما الإسـتراتيجية )  20مليون جنيه كل سـنة ولمدة    10مقداره 

مليون جنيه ولمدة   20مليون جنيه، وسوف تدر ربحاً صافياً سنوياً مقداره    60مبدئية مقدارها  

 سنوات قادمة. 10

.  % 10احسـب القيمة الحالية لأرباح كل من الإسـتراتيجيتيْن مفترضـاً أن معدل الخصـم الرسـمي 

 ثم حدد أي منهما هي الأفضل.
 

 ملحوظة:  

سـنة. فإن القيمة  k، المدة  pإذا كان معدل الخصـم ص، معدل الأرباح الصـافية السـنوية        

 الحالية للأرباح تتحدد كما يلي: 

القيمة الحالية للأرباح =

k   

   0 

 k Ip ]k 

 معدل الخصم. حيث: 
 

 الحــل:  

 (:  Hالإستراتيجية ) 

 .k  =20،   0.1( = ، معدل الخصم )p (k = )10معدل الأرباح:    

 التكلفة –القيمة الحالية للأرباح الصافية = القيمة الحالية للأرباح  ∴

         =

20   

   0 

,01  k 10I ]k - 25 

  =
,
,

 
 
  

20

0 

k01-

01-
I

10- 25  =, 
 

20

0 

k01- I - 100- 25 

 25 –( 2-هـ – 1)100=  25 –( صفر+ هـ 2-هـ -)100=  

 مليون جنيه 61.47=  25 – 86.47=  
 

 مليون جنيه    61.47( = Hالقيمة الحالية للأرباح الصافية للإستراتيجية ) ∴
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 (:  Fالإستراتيجية ) 

 k  =10،   0.1،  معدل الخصم =  p (k = )20معدل الأرباح 

 وبالمثل: 

القيمة الحالية للأرباح الصافية =

10   

   0 

,01  k 20I ]k - 60 

  =, 
 

10

0 

k01- I200-- 60  =( )− 1-  I  I 200- - 60 

 مليون جنيه. 66.42=  60 - 126.42=  60 -( 1-هـ - 1)200=      

 مليون جنيـه.  66.42( = Fأي أن القيمة الحالية للأرباح الصافية للاستراتيجية ) 
 

ــتراتيجية ) ــافية في الإسـ أكبر   66,42( هي الأكبر )Fوحيث أن القيمة الحالية للأرباح الصـ

 (.H( فإنها تفضَّل على الإستراتيجية )61,47من 
 

 

وســـــوف نكتفي بهـذا القـدر في تنـاولنـا لتطبيقـات التكـامـل في مجـال الاقتصـــــاد ومجـالات        

 أخرى، آملين أن يكون في ذلك كل نفع للقارئ في حياته العملية.

 
 
 
 
 
 
 

 صفر
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 تمارين
 الفصل الثامن

 أوجد التكامل لكل من:   -1

+    - أ     +2 3 6 −  -ب     +3 4
   4 8 20  

+   - ج ـ      3    -د    8 10  3+

−   -  هـ      +2 5
  10 9  18 )   - و     - )+

2
 2  

 

 أوجد التكاملات التالية:  -2

  -أ    
+2
 

 4

100
 -ب    [ 

+  

18
5  6

 ] 

 -جـ    
−

−

3

4

1

 4  
) -د    [  )− −  

2   2 3 3 9 ] 

 

 أوجد التكاملات التالية:   -3

)  -أ     )+I  [ 5I   -ب [  4  

2 -جـ   
I ]  د- ( )+

4
  2  ] 

 

 باستخدام الكسور الجزئية أوجد التكاملات التالية: -4
 

  -أ    
-

− −2

 
 

  

2  10

4 5
 -ب [ 

-
+ −2  

 2 7

1 2
 ] 

 -جـ   
− −

−

2

3

   6 2 4

  
 -د [ 

−

− −2

 

  

7  5

15 2
 ] 

 -هـ   
−

−
3 

5  

9
 -و  [ 

+ −

−

2

3

  

 

 5 3

4 
 ] 
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 أوجد التكاملات التالية:  -5

 -أ    

2 

3   

   
( -ب     [  2 +(

0 

4   

   
( )+2 3

 3  4  ] 

-جـ   

0 

2   

   
( )+

2
-د     [  2 

1-

2   

   

 6I 12 ] 

-هـ   

2 

4   

   +

2

3

 12-

3  2
-و     [ 

4 

6   

   −2

 6

5  3 
 ] 

 

)أوجد المسـاحة المحصـورة بين الدالة   -6  والمحور السـيني والخطيْن المُشـار إليهما في  د(

 كل حالة:     

)  أولاً:      .6=  ،    2=  ،  بين 2  – 16=  د(

)  ثانياً:      .1=  ،  1-=  ،  بين  2 – 10=  د(

)  ثالثاً:      .5=  ،  5-=  ، بين 2 – 10 =  د(

) رابعاً:      .3=  = صفر ،  ، بين 1+ 2=  د(
 

)أوجد المسـاحة المحصـورة بين    -7 ( حسـب ما هو موضـح في كل حالة من )t،  د(

 الحالات التالية: 

)   أولاً:       t( = )- 2  1،    2+  =  د(

    5 0خلال الفترة:      

)  ثانياً:        t( = )4،    2   -2=  د(

    3 1-خلال الفترة:       

)ثالثاً:      t( = )I،   2 2+=  د( - 

    4 1-خلال الفترة:    
 

ــناعية   ;إذا كانت التكلفة الحدية لإنتاج    -8 ــات الصـ ــسـ وحدة من منتجَ معين في أحد المؤسـ

 تمثلها الدالة: 

´(; = )24 - 0.03 ;  +0.006 ;2 
 جنيه. 22700وحدة هي  200وكانت تكلفة إنتاج     
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 المطلوب:     

 إيجاد دالة التكلفة الكلية المتغيرة. أولاً:    

 تحديد التكاليف الثابتة، ومن ثم دالة التكلفة الكلية للمؤسسة.  ثانياً:    

 وحدة. 500إيجاد تكلفة إنتاج   ثالثاً:    

 جنيها، حدد مستوى الإنتاج 90إذا كانت الوحدة الواحدة من المنتجَ تباع بسعر  رابعاً:          

 الذي يحقق أقصى ربح ممكن.  
 

 

 إذا كانت دالة الإيراد الحدي لأحد منتجَات مؤسسة ما هي:  -9

v´(; = )4 - 0.01 ;  
 عدد الوحدات المباعة. ;حيث:     

 المطلوب:     

 وحدة من هذا المنتجَ. ;أوجد مقدار الإيراد المتوقَّع الحصول عليه من بيع  أولاً:    

 ما هي دالة الطلب على هذا المنتجَ؟  ثانياً:    
 

 

 إذا كان الربح الحدي لمنتجَ معين في إحدى الشركات تمثله الدالة:  -10

     v´(; = )12 - 0.2 ; - 0.03 ;2      جنيه 

 عدد الوحدات المُبَاعة. ;حيث:      

 المطلوب:      

 إيجاد دالة الإيراد الكلى. أولاً:     

 وحدة؟  20ما هو مقدار الإيراد المتوقَّع من بيع  ثانياً:     

 ما هي دالة الطلب على هذا المنتجَ؟ ثالثاً:     

 مـا هو عـدد الوحـدات التي تكون المؤســـــســـــة قـادرة على بيعـه لو أنهـا تقـاضـــــت    رابعـاً:      

 جنيهات عن كل وحدة مباعة؟ 3            
 

وحدة من أحد المنتجَات هي  ;إذا كانت الدالة التي تصــف الربح الحدي من إنتاج وبيع    -11

´p(; = )-6 ;  +450   جنيه 

 وحدة من هذا المنتجَ. 100جنيه إذا تم بيع  5000فإذا كانت الأرباح الكلية تساوى      

 وحدة. 1000بيع  أوجد دالة الربح الكلي. ثم حدد قيمة الربح عند      
 

 ( في إحدى الدول النامية يتحدد وفقا للصيغة التالية: Lإذا كان الميل الحدي للادخار ) -12

 تمثل الدخل. oتمثل الادخار بينما Lحيث:       

 مليون جنيه. 9بليون جنيه عندما يكون الدخل  7( الاستهلاك )وتبلغ قيمة       

 (.o) أوجد دالة الاستهلاك       
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 إذا كان الطلب على سلعة معينة والمعروض منها يمثلهما الدالتان:  -13

  دالة الطلب     2; - 100=        

 دالة العرض    ; 2+  52=        

 السوق، احسب فائض المستهلكين وفائض المنتِّجين.بافتراض توازن 
 

 ( في حالة:  13أعد حل التمرين )  - 14

 ; 0.5 - 17=      دالة الطلب:
 ; 0.3+  5=    دالة العرض:

 

( وذلك من أجل  H    ،Fشركة للتعدين يجب أن تقرر الاختيار ما بين إستراتيجيتيْن )    - 15

مليون جنيه في نوع معين    10( في استثمار  Hاستغلال مواردها. وتتمثل الإستراتيجية ) 

مليون جنيه  3الشركة قادرة على تحقيق أرباح صافية مقدارها  من الآلات، وحينئذ تكون  

( فتستطيع الشركة وفقا لها أن  Fسنوات. وأما الإستراتيجية )   10في كل سنة ولمدة  

مليون جنيه في نوع أفضل من الآلات، وحينئذ تستطيع تحقيق أرباح صافية    15تستثمر  

سنوات. وبافتراض معدل خصم إسمي مقداره    7ا ولمدة  مليون جنيه سنوي  5مقدارها  

 ، أي من الإستراتيجيتيْن يجب أن تأخذ بها الشركة؟10%
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