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 :مقدمة
الحمد    اذد ع م دل لذ، لمم دل ان مد لم يد     و دل م واذسدم  واذمدم  م د  

 وم   آذه وصحبه أجموين وبو   أشرف الأ بي ء والمرس ين  بين  محم  
ف ،  ارتبط م ل الجبر ين  تأسيمه بو م ء المم مين الأوائل وم   رأسدمل اذوميد  

تددد    الماهووواي ( و850- 780)الخوووزاي مي 
ُ
وأبوووز ا وووزد بووو    (874فى مددد   )الم

تدد  فى مدد   )الليوو  
ُ
ا    (1008الم  ( م وقدد   ،ددل 1123-1042)وعموور الخيوو 

م   (1716-1646)ليبنوو  يددع م دد يمل بودد  مذددأ م مدد ء أورول ي ددل الألمدد   
-1789)كزشوووووووووي  ( م واذفر مدددددددد  1827-1749)لابووووووووو   واذفر مدددددددد  

ذتنددد  ر واهار ددد ر  ( في مسدددر ا1894-1840)كوووار زي والألمدد   ،   (1857
 الأوروبي.

والجددبر اي دد   دد  يددع أ ددل أفددر، الجددبر الحدد  س م ليددس  وُتددبر الجمددر اذدد ع 
 سددل بددين اوددرر وانمدد ا يددع المفدد  يل اذرظرددي  وبددين اذنيجر دد  واذت بيدد  م  مدد  
مذأ يد   دراا اذيد   يدع  دراط اذت بيد  اذي  ود  اذد   نيددم  اذ ارسدد لم في شدد  أفدر، 

 خت ف .المو رف الم

أربود  أبد ار رئيمدي  تن وذند  في اذبد ر ي،مدم  لى   ويفرراط ي،رر الجبر اي د   
الأول ينم  ل  ل المو رهط اي ي  المتج  م  واذغير يتج  م  وركزنا م د  رر ،د  
الحددد ف لهاتدددزال لأفييتمددد  في الجدددبر اي ددد . وفي اذبددد ر اذ ددد   تن وذنددد  اذف ددد ء 

م وتن وذنددد   (المتجدددهاي ددد  )  لمفمددد   اذف ددد ء ويفمددد   اومدددل كتمميددد nIRاذنددد   
اي ددددد  م و يفمددددد   واهسدددددت،مل ويفمددددد   اهرتبددددد    م يفمددددد   اذ كيبددددد  اي يددددد 

الأس ا واذبود  ذ ف د ءاط اي يد . وفي اذبد ر اذ  ذدس تن وذند  يفمد   اذتحد  مط 
 اي ي  واس ئسم . 
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تح يددل اذرظردد  وفي اذبدد ر اذرابددر تورردددن  ذددبوت ت بي،دد ط الجددبر ايددد   في اذ
 وفي المو رهط اذتف ر ي  وفي الهن س .

و مأل الله مز وجل ألم  نفون  بم  م من  وألم  و من  ي   نفون  م وألم  ول 
 أمم ذن  ا ذس  ذ جمه اذكريم م وأار رم انا ألم الحم    رر اذو لمين.

 د. سعد شرقاوي                
 ت ر س ب،مل اذرظري ط م    يئ  اذ                            
 ج يو  جن ر اذ ارع –ك ي  اذو    ب،ن                               

 

 : المراجع
 ي س م  م م ء اذورر م   ان   ت.   -1

http://www.alnoor-world.com/scientists 

 ي قر اذرظري ط م   ان   ت.    -2
http://www.math.com 

    ت. ي س م  و كيبي ظ الحر  م   ان  -3
http://en.wikipedia.org/wiki/mathematics 

(4) S.Lipschutz : “Linear Algebra” ,Schaum’s 

outline Series MacGraw-Hill Book Company 

(1974). 

(5) H.Anton : “Elementary linear algebra”4th edition, John 

Wiley and Sons, New York (1984). 

(6) S.Lang : “Introduction to Linear algebra”2nd edition, 

Springer-verlag (1986). 

(7) T.S.Blyth and E.F.Robinson : “Matrices ,Vector Spaces 

and Linear Algebra” Essential Student algebra Vol.2,4 

,Chapman and Hall (1986). 

(8) W.Brown : “Matrices and Vector Spaces”, Marcel 

Deklar Inc., New York (1991). 
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 الباب الأول 
 المعادلات الخطية أرظمة  

 System of linear equations 
byaxaالمو رذ  :  مفهز  المعادلة الخطية =+ 21

)مجم ذين(   فيمم  يو رذ  ا ي  تُ  
  .,yxيتغير ع

nxxxاطيع المتغير  nفي م ر ورف المو رذ  اي ي   تُ   ل مأ  شكلوب ,...,, 21 

 م   اذس ر  :بأنه  يو رذ   
bxaxaxa nn =+++ ...2211                (1) 

baaaليس n ,,...,,  .ث ابت ل،ي،ي  21
م   أع ل اصل ررر أو ج ور   ل:  ملظ ألم المو رذ  اي ي  ه تشتمم حظة

 أو أسي .ذ متغيراطم وه تيجمر ك هئل ذ وال ي   ي  أو ذ غ ر تمي  
 أي   : المو رهط الآتي : 

13
2

1
,53,73 4321 ++==+−+=+ zxyxxxxyx  

 يو رهط ا ي .
 المو رهط الآتي :   بينم 

02,0sin,73 2 =++=−=+ xzyxxyyx  

 ذيمت ا ي .
bxaxaxa:حل المعادلة الخطية nn =+++  يع n    يتت بو  يع   2211...

nsssالأم ار  ,...,,  :  رذ  من  لىجراء اذتو  ت،  الموتح  21

nn sxsxsx === ...,,, 2211 . 

 له  .  بفئ  الحل   اي ي مم  اذفئ  المك    يع كل ل  ل المو رذ   تُ 
nxxxوتُمم  أع مجم م  ينتمي  يع يو رهط ا ي  في المتغيراط  ,...,,  يج   مجم م    21

   System of Linear Equations  المو رهط اي ي 
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nsss{لأم ارابو   وتُمم  يتت  ,...,, اذتو  ت   لل ذ نيج   لىما ك لم   }21
nn sxsxsx === ...,,,   كل يو رذ  في   ا اذنيج  .يح،     2211
 ( م آلف )غير رظا  م ناقضا  لل   أعذيس ذه   اذ ع مم   يج   المو رهط اي ي    ُ و 

( م سق أو  )  م آلفا    ا رظاملل وال  م   الأقل فيمم   ذ نيج    ج  وُ  لىماأي   
consistent   . 
542,163فم مً اذنيج  :  =−=− yxyx  آذف ويع و ف يس ذه لل غير يت 

 تح،  المو رهط في آلم وال (.  ,yx)ليس ه ت ج  قيل ذ متغير ع
142,82,46وك ذأ اذنيج  :  −=+−=−=+ yxyxyx   غير يتآذف 

 ويع و ف يس ذه لل. 
18,1أي  اذنيج  :  =+=+ yxyx   0,1فم   يج   يتآذف وذه الحل == yx 

242,72,96وك ذأ اذنيج  :  =+−=−=+ yxyxyx   يج   يتآذف  

2,3وذه الحل  =−= yx 
  : ر اذس    فيكتب  ُ   تغيراطيع الم nفي يع المو رهط اي ي    mذو ر ااتي رع يج      أعو 

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

=+++

=+++

=+++

...

.........................

...

...

2211

22222121

11212111

                (2) 

nxxxتغيراط    ليس الم ,...,, njmiba وألم  م  21 iij  ت ل م     ,,1,1
 ث ابت يو  ي  ذ  ن  . 

 في اذس ر  المسف في :  (2)ويُُكع اذتوبير مع  يج   مجم م  المو رهط
 BAX =                          (3) 

 : ليس
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ذنيج   المن ظر     coefficient matrixمصفزفة المعام ت  تُمم   Aالمسف ف  

):(م والمسف ف   (2)المو رهط اي ي  BA  :وتُكتب











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
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
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21
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 (2)ذنيج   المو رهط اي ي ن ظر   الم  augmented matrix المصفزفة المم دة  تُمم 
 : يسف ف  المو يمط والمسف ف  الممت   ذنيج   المو رهط:مثال
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 تك لم    م   اذ تيب: 

 .
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

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

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−  

:من  بن ء المسف ف  الممت   وم م  المو رهط اي ي   ب كت ب  المتغيراط بنفس م حظة
 كل يو رذ . اذ تيب في  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 



                                 د. سعد شرقاوي                                 جبر خطي 
___________________________ ________________________  

 

6 

BAXررق الحل ذنيج   مجم م  المو رهط اي ي  فيم      سنبحس و  =: 
و  ا اذ ر ،    Krammer  كرامرنمب   ا اذ ر ،  لى   تُ :  طريقة المحددات  -1

تس ح ف،ط من ي   ك لم م ر المو رهط يمد وظً ذو ر المتغيراط وتك لم يسدف ف  
BAX المن ظر  ذ نيج    Aالمو يمط   غير يفرر  )أع مح ر   ه  م وع اذسفر(   =

 و ك لم ذ نيج   لل ولي  في اذس ر : 

A

A
x

A

A
x

A

A
x

n

n === ,...,,
2

2

1

1  

لمسددددف ف   لذتودددد  ت ل  A دددد  المسددددف ف  اذدددد   سددددل م يمدددد  يددددع المسددددف ف   jAليددددس لىلم  
 . Aفي المسف ف  jب ه يع اذوم ر  Bاذوم ر  

)0(,0وكح ذ  ا ص  لىما ك  ت المسف ف   = AB    فإلم الحل اذ لي  ذ مو رذ

BAX  ك لم    الحل اذسفرع   =




















=

0

0

0


X.  

 )أي   : ا يجر الم كر (. 
: و  ا اذ ر ،  أ   ً تس ح ف،ط من ي   ك لم م ر طريقة المعكز  الضربي  -2

BAX المن ظر  ذ نيج    A المو رهط يمد وظً ذو ر المتغيراط وتك لم يسف ف  المو يمط  = 
BAX و ك لم ذ نيج   لل ولي  في اذس ر  ق ب   ذم وك ا   1−=   

 يُحمب كم     :   A والموك ا اذ ربي ذ مسف ف  

A

A

A

adjA
A

t)
~

(1 ==− . 

ي ور يسف ف    و   تم وع  Aذ مسف ف   adjugate   المسف ف  اذ،ر ع  adjA ليس
)()(المو يمط المراف،   ijijafactorsco =−    ذون صر المسف فA  . 

 )أي   : ا يجر الم كر (. 
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  : Reduction Method  طريقة الاخ  ال بالحذف   -3
في  ح دو  ا اذ ر ،  تس   Gauss-Jordan  جزيدان-جاو تنُمب   ا اذ ر ،  لى   

لحل لأع  يج   يتآذف يع المو رهط اي ي  م وتت خص   ا جمير الأل ال ن  ر ا
 اذ ر ،  فيم     : 

نختزل المسف ف  الممت   المن ظر  ذ نيج   لى  ي  ُ مم  لذشكل اذسف  المميز المختزل م 
ومذأ بإجراء مجم م  يع اذوم ي ط )أو اي  اط( م   صف ف المسف ف  الممت   و  ا 

 ذي  و  : اذوم ي ط تُمم  لذوم ي ط الأو 
 ( ررر صف  بأكم ه في ثابت غير صفرع. 1)
 ( لىب ال صفين. 2)
 لىر ف  ي  مف صف ذسف آار. (  3)

و بو  اهاتزال ولذنيجر لى  المسف ف  المختزذ  الأاير  يُكع الحس ل م   الحل بمجرر 
 اذنيجر )كم  سيت ح فيم  بو  في الأي   (. 

  تت افر له  اي اص اذت ذي :  ألم ب  لز اذسف  المميز المختاذشكل    وذك  تك لم المسف ف  في
م  ك لم اذ ال     اذونسر   أصف ريع بك ي ه يك نا  في المسف ف       كع اذسف  ( لىما1)

 . مم    ا اذونسر لذ ال  المت،  (اذسف ) ُ   في اذسفرعغير    الأول
 في ق ، )أسفل( ذتجمر يو    أصف ر صف ف يك    بك ي م  يع    أعج ط  وُ   ( لىما2)

 المسف ف  . 

 في  ج  اذ ال  المت،     أصف رصفين يتت بوين غير يك  ين بك ي مم  يع    أع  ( في3)
 الأم  . اذسف    في م   يُين اذ ال  المت،    الأسفل اذسف  

 كل يك لم م ا   ا اذونسر .   في أصف رت،   الم ال   اذانت ى م      لذوم ر ك لم  (  4)
 
 
 

  ؟لالمميز المختز   ف  اذساذشكل    في   الآتي المسف ف ط  : ل ر أع يع  تمري  
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فكر  اهاتزال يبني  م   أس ا جول المسف ف  تحت ع م   أكبر م ر ممكع   م حظة:
  م و فُ ل ااتزال المسف ف  ب ر ،  ينيجم  ت فيرا ذ  قت والجم .   يع الأصف ر 

تحته و نجول ي    م   ول أول منسر غير صفرع في اذسف الأول وال  صحيح: ب أولا  
 م و ك ا في اذسف ف اذت ذي  م   اذ تيب. أصف را  
 : نجول ي  ف ق الآل ر المت، ي  أصف را م   اذ تيب.ثاريا  
 .ل: ااتزل المسف ف  الآتي  لى  اذشكل اذسف  المميز المختز (1مثال)
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

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



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−−−

−

−
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→→

→→
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+

+
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  الآتي :  لل مجم م  المو رهط اي ي  أوج  لح ف  اهاتزال ل  ب ر ، :(3مثال)
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   وم م  المو رهط كم     :: نختزل المسف ف  الممت   المن ظر الحل

.

3100

2010

1001

3100

2/172/710

2/352/1101

3100

2/172/710

9211

2/32/100

2/172/710

9211

271130

2/172/710

9211

271130

17720

9211

0563

1342

9211

23

13

12

332

221

31

)2/7(

)2/11(

23

)2/1(2

3














→













→














→













→

→→

+

+−

+−

−+−

+−

+−

−−

−−

−−

−−

















−−

−−
















−−

−−
















−

−

rr

rr

rr

rrr

rrr

rr

 

ختزذ  الأاير   ملظ ألم اذوم ر الأول فيم   ن ظر يو يمط 
ُ
  xولذنيجر لى  المسف ف  الم

 .   zم واذوم ر اذ  ذس  ن ظر يو يمط  yواذوم ر اذ     ن ظر يو يمط 
 ولذت لي فإلم المو رهط المن ظر  ذ مسف ف  المختزذ  الأاير  تك لم: 

 

.3

,2

,1

=

=

=

z

y

x

 

)},,()3,2,1{(وم   مذأ فإلم فئ  الحل وم م  المو رهط تك لم     =zyx   . 
 
 
 
 
 

 ابحس لل مجم م  المو رهط اي ي  الآتي :  :(4مثال)
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6184862

515105

1342562

0223

65421

643

654321

5321

=++++

=++

−=−+−−+

=+−+

xxxxx

xxx

xxxxxx

xxxx

 

 نختزل المسف ف  الممت   المن ظر  وم م  المو رهط كم     :  :الحل

→→
−+−

+−





















−−−−

−





















−−−−

−

221

41

)1(2

2

61808400

515010500

1302100

0020231

61848062

515010500

1342562

0020231

rrr

rr

→→















=

=

+−

+−



















 −−

43

34

32

42

2600000

0000000

1302100

0020231

61808400

515010500

1302100

0020231
5

4

rr

rr

rr

rr

 

→→
+−

+



















 −



















 −

23

12

3 3

2

)6/1(

0000000

3/1100000

1302100

0020231

0000000

2600000

1302100

0020231

rr

rr

r

 





















0000000

3/1100000

0002100

0024031

. 

ختزذ  الأاير    : وتك لم مجم م  المو رهط اي ي  المن ظر   
ُ
 ذسف ف المسف ف  الم

 

3/1

02

0243

6

43

5421

=

=+

=+++

x

xx

xxxx

 

و   ثمث يو رهط في ست يتغيراط فيك لم م ر المتغيراط الحر     ثمث   ر   كم  
:    

3/1

,2

,243

6

43

5421

=

−=

−−−=

x

xx

xxxx
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542المتغيراط   أم ين   فإما ,, xxx    321اذ،يل اهاتي ر ,, ttt    فئ  الحل   فإلم م   اذ تيب
 تك لم: 

.,,;)}3/1,,,2,,243(),,,,,{( 3213221321654321 IRttttttttttxxxxxx −−−−= . 

 م ر المتغيراط الحر   م وع اذفرق بين م ر المو رهط وبين م ر المتغيراط. : م حظة
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 : Homogeneous Linear Equations المعادلات الخطية الم جارسة 
ألم اوم م    أعك  ت الح ور اذ  بت  أصف ر    لىما  تمم  يتج  م   مجم م  المو رهط اي ي 

 : اذس ر   فيتك لم 
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0...

.........................

0...

0...

2211

2222121

1212111

=+++

=+++

=+++

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

  

 لملأ   رائم ً يتآذف  و  ا المو رهط اي ي  المتج  م  تك لم  
  0...,,0,0 21 === nxxx   

ج ط ل  ل وُ   م ولىما  (اذت فهالحل  اذسفرع )  مم    ا الحل للحلو ُ له   رائم  لل      
 . صفر  مم    ا الح  ل للح  ل اذغير  فتُ   أارى 

  ذأ م ف  يتآذف  تك لم   ألم ج  م   ب  المت  اي ي مجم م  يع المو رهط    أع وليس لىلم 
 نه ئ  م ر ه      و   الحل اذت فه أو د ليلل و  لىي    دالمتج  مالمو رهط اي ي    ج  وم م    ُ 

 يع الح  ل. 
وتُ ج  ل ذ  وال    تأك  من    وج ر لل غير تافه ذ نيج   المو رهط المتج  م  

 م ر المو رهط. لذتح    من ي  يح ع اذنيج   م ر يع او  يل أك ر يع  
 الآتي :رهط المتج  م    مجم م  الموللح ف ابحس لل   اهاتزالب ر ،   :  مثال

 

0

02

032

022

543

5321

54321

5321

=++

=−−+

=+−+−−

=+−+

xxx

xxxx

xxxxx

xxxx

 

وذ ذأ  ك لم له ا اذنيج     4أكبر يع م ر المو رهط   5 ملظ ألم م ر او  يل):  الحل
 . (  يع الح  ليع المو رهط م ر ه نه ئ

ختزل 
ُ
 نختزل المسف ف  الممت   المن ظر  وم م  المو رهط لى  اذشكل اذسف  المميز الم

 كم     : 

→→
+−

+−

==

−





















−

−−

−−





















−−

−−−

−

21

31

1331

2 2

,

)1(

011100

010122

013211

010211

011100

010211

013211

010122
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rrrr
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→→
+−



















 −−



















 −−
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011100

010100

003000

010211

011100

030300

003000

010211

)3/1( rrr

 

→→
==

==

+

+−







































 −−

2442

2332

13

24

,

,

2

3

001000

010100

000000

010011

001000

010100

003000

010211

rrrr

rrrr
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



















000000

001000

010100

010011

. 

 فيك لم  يج   المو رهط المن ظر   :

 

0

0

0

4

53

521

=

=+

=++

x

xx

xxx

  

04

53

521

=

−=

−−=

x

xx

xxx

 

sxtxولىماً  ُ ج  يتغير ع لر ع م بإم  ئمم  قيل ااتي ر   وذتكع  == 25 فتك لم فئ    ,
IRtsttstsxxxxxالحل ذ مو رهط     −−−= ,;)},0,,,(),,,,{( 54321  

==0ولاتي ر  ts   .سل م   الحل اذسفرع  
  رهط اي ي : : تح،  يع ألم فئ  الحل وم م  الموتمري  

0624

0452

0

022

421

4321

4321

4321

=++

=+−−

=+−−

=+++

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

IRtstststsxxxx     تك لم  +
−

−= ,;)},],2[
3

1
],4[

3

1
(),,,{( 4321 

 تماييوو  
 تح،  يع ألم مجم م  المو رهط اي ي  الآتي   ك لم له  لل غير الحل اذسفرع:  .1
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023
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032

=−+

=−+

=+−

zyx

zyx
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 تح،  يع ألم فئ  الحل وم م  المو رهط اي ي  الآتي :  .2

0

0

0

1

4321

4321

4321

4321

=−++

=+−+

=++−

=+++−

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

{   تك لم  
4

1
,

4

1
,

4

1
,

4

1
{
−   . 

 تح،  يع ألم فئ  الحل وم م  المو رهط اي ي  الآتي :  .3

5523

32

2

=−+

=++

=++

zyx

zyx

zyx

 

 .   }0,1,1{تك لم    
 تح،  يع ألم مجم م  المو رهط اي ي  الآتي   ك لم له  م ر ه نه ئ  يع الح  ل:  .4

12543

9432

3

=++

=++

=++

zyx

zyx

zyx

 

   المو رهط اي ي : تح،  يع ألم لل مجم م .5

0333

132

32

321

321

321

=++

=+−−

=++−

xxx

xxx

xxx

  

4.0,6.0,1 ك لم     321 ==−= xxx   . 
 
 

 ابحس الحل ذكل يع أ يجم  المو رهط اي ي  الآتي : .6

(i)  

144

5232

232

=+−

=−+

=+−

zyx

zyx

zyx

     , 
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(ii)  

11723

4832

332

=++

=++

=++

zyx

zyx

zyx

   , 

   

(iii) 

14322

2523

31345

4321

4321

4321

=−++

=++−

=−++

xxxx

xxxx

xxxx
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 الباب الثان 
 Vector Spaces المتجهةالفضاءات  

لبفضذذذ ل لباذذذالمج م بمل  ذذذ  م  :سذذذاوا بمش ئةذذذدرا ة   لسذذذا هذذذال لب ذذذ    في 
 لطسذولالشبم بملبفضذ ل لزئيذي م بمهفمذال لببةد ذا للخطدذا بملط   ذ     للخطيبملبفض ل  

بمبابوذذذ ن سالا ذذذ  هذذذال  ا مللموجمذذذللأسذذذ ا بملب لذذذا بتفضذذذ لل  هفمذذذال للخطذذذي م بم 
 :    إلى خم ا فصاشلب
 :nIRالفضاء النون  -1

في هاه بم   3IRلبفض ل  االاطيمكن لباظر إبده ة(  3x2, x1, x( للمر بلبثلثي    :(1)تعريف
ةموجه بمفى هاه للح با  كان لباظر إبده  م بم يمكن     هي إحالثد ته   3x2,x1,xللح با  كان  

3 x2, x1,x     ههي هرة  . 
اظر يمكن أن ي     nx2, ..... , x 1,(x  tuple -ordered  n (لبلااا لباالمج للمر ببمعماه ً  

  إبده
 يا غير ذي أهمده. جب بميكان  لطخولف    ولمد  بتموجهة  أبم ولمد  بتالاطاة
 .    nIRرهئ له  بابرهئ  بمي    الفضاء النون جمدع للأقالا للمر  ا  مجماعا   مى     

 حدث    nIRu,vإذل ة ن   :  (2)تعريف
u = (u1,u2,...,un) , v = (v1,v2, ...,vn) 

 ةم  يتي:  ي لرف     u+vل ماع    فإن 
u+v = (u1+v1,u2+v2, ...,un+vn). 

 ةم  يتي:   kuأي عا  قد سي فإنا  نلرف     kبمإذل ة ن  
ku = (ku1,ku2, ...,kun).  

 بابلمتدوين لبلاد سدوين عتى  في هال لبولريف   مى عمتدو  لزمع بملبضر  في عا  قد سي    
  .   nIR  لبفض ل لباالمج

  (0,... ,0,0) = 0  بأنه للموجه   nIR بمنلرف للموجه لبصفري في
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رهئ بابا  ا بتجمع ي    uفإن هلكاا     nIRأي هوجه في    n, ...,u2,u1u = (u(بمإذل ة ن  
 -) = nu-, ...,2u-,1u-u(بميكان    -uبه بابرهئ  

 لبفرق: بمنلرف  

u-v = u+(-v) = (u1,u2, ...,un)+(-v1,-v2 , ....,-vn) 
      =  (u1-v1,u2-v2, ...,un-vn)    u,vIRn   

  : إذل ة نت(1)نظرية
 u = (u1,u2, ...,un), v = (v1,v2 , ...,vn), w = (w1,w2, ...,wn) 

ن للخالص للآ دا  كان إعا ين قد سدين ف  k1k ,2  ن ةبم    nIR ثلث هوجم   في
 صحدحا: 

(1)  u+v = v+u. 

(2)  u+(v+w) = (u+v)+w. 

(3)    0IRn  ; u+0 = 0+u = u. 

(4)  - u IRn  ; u +(-u) = 0. 

(5)  k1(u+v) = k1u+k1v. 

(6)  (k1+k2)u = k1u+k2u. 

(7)  (k1k2)u = k1(k2u) = k2(k1u). 

(8)  1u = u. 

 لنظر للماةرة.   :الإثبات
بابمن لبول ير   nIR  لباالمج  تمكاا  هاه لباظريا هن لبول هل هع هوجم   لبفض لملاحظة:  

 للمرة   م بافس لبطريلاا لبتي نول هل به  هع للأعال  للحلادلادا .   عن للموجم   باطبا 
ةل هن   إلى   ( u-)يمكاا  إض فا  x  بابا  ا إلى    x+u=vلحل هل  با للموجم    فمثل

 لبطرفين ةم  يتي: 
(x+u)+(-u ) = v+(-u)  

  x+(u-u)  = v-u  

  x+0        = v-u  

  x          = v-u  
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هوجمين في   n, ... , v2 , v1),v=(vn, ... , u2, u1u=(u(  : إذل ة ن(3)تعريف
حاصل أبم    Scalar productحاصل الضرب القياسي  فإن    nIR  لباالمج  لبفض ل 

  ةم  يتي: ي لرف     u,vللمتجهين   Inner productالضرب الداخلي
                                    n 

u.v = u1v1+u2v2+ ... +unvn =  uivi     
                   i=1 

 بمبدس هوجه . ع   ة عن عا  يبميكان ح صل لبضر  لبلاد س
 أي عا  قد سي فإن:   c ة نبم   nIRثلث هوجم   في    u,v,wإذل ة ن    :(2)نظرية

(1)  u.v = v.u 

(2)  (u+v).w = u.w+v.w 

(3)  (cu).v = u.(cv) = c (u.v) 

(4)  u.u 0 , u.u = 0  u=0 

  :الإثبات
(1) let u = (u1,u2, ... ,un ) , v = (v1,v2 , ... ,vn)  
              n          n 

u.v =  ujvj =  vjuj  = v.u  

             j=1                j=1 

(2) let  u = (u1,u2, ... ,un), v = (v1,v2 , ... ,vn), w = (w1,w2 , ... ,wn) 
                       n                      n 

 (u+v).w =  (uj+vj)wj =  (ujwj + vjwj)  

                   j=1                      j=1 

                      n            n 

         =   ujwj +  vjwj = u.w +v.w 

                     j=1                  j=1  

(3) cu = (cu1,cu2 , ...,cun)       
(cu).v = (cu1)v1+(cu2) v2+ ... +(cun)vn 

    = u1(cv1)+u2(cv2)+ ... +un(cvn)= u.(cv) 

    = c (u1v1)+c(u2v2 )+ ... +c(unvn) 

    = c (u1v1+u2v2+ ... +unvn)  = c(u.v) 
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(4) u.u = (u1)
2+(u2)

2+ ... +(un)
2    (*)   

نذذه  إط ي ذذ بما لبصذذفر ف  uهذذن    (  iu بمبذذدكن  (نذذه إذل ةذذ ن أحذذا لاحذذالثد  أفإناذذ  نلحذذ   
0iياجذذا للحذذا  

2u    0<أي أنi
2u   ةذذب  أةذذل حذذا يكذذان  (*)في ح صذذل لبضذذر  لبلاد سذذيبم

   :للمو  بميا  وحلاق إذل بمإذل فلاط ة ن بم      u.u0نه ياوج أن إلبصفر ف  يي  بم  هن أبم
u1= u2 = ... = un = 0  

 . u=0أي إذل بمإذل فلاط ة ن 

لل لبلمتد   للح  بدا للخ صا بابضر  لبالختي   مح با  بإجر   لب  بلاااظريا  لب  ملاحظة:
را به  لبلمتد   للح  بدا بملبتي ت    بافس لبطريلاا تم ه ً   nIR  باالمج)لبلاد سي( في لبفض ل ل

 للخ صا بابضر  للح  بي لبل  ي . 
 : ن إف    nIRu,vفمثل إذل ة نت  

(3u+2v).(4u+v) = (3u).(4u+v) + (2v).(4u+v)  

        = (3u).(4u) + (3u).(v) +(2v).(4u) + (2v).(v) 

                 = 12(u.u) + 3(u.v) + 8(v.u) + 2(v.v)  

                 = 12(u.u ) +11(u.v) + 2(v.v). 

   2uبابرهئ  ي رهئ به    u.uتموجه هع نف ه  بح صل لبضر  لبلاد سي  بم 
  :بمياوج هن ذبك صحا لبل    ين للآ دوين

(1)  (u+v)2 = u2+2u.v+v2 
(2)  (u-v)2 = u2-2u.v+v2 

ح صل  إذل ة ن   Orthogonalمتعامدان    nIRu,v  ي لا ش أن للموجمين :  (4)تعريف
 u.v=0 ضربهم  لبلاد سي هولشد ً أي 

هول هالن   3IR في لبفض ل لبثلثي   ,v=(1,2,3)    4/3) ,-1,u=(2للموجمين:  هث ش
 حدث: 

 u.v = (2)(1)+(1)(2)+(-4/3)(3) = 2+2-4 = 0. 

 بمهي:  nIRاحاة في لبفض ل لباالمج  بمهوجم   لب
E1 = (1,0,0, ...,0), E2 = (0,1,0, ...,0), ..., En =(0,0,0, ...,1)  

  j i= 0   j.EiEن   كان هول هاة هثنى هثنى أي أ 
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           i= u.E iu    لطى هن لبللقا   uهن للموجه  iuللمرة ا    :(5)تعريف

 iفي لت ه   iE  هع هوجه لباحاة  uبمهى ناتا هن ح صل لبضر  لبلاد سي بتموجه  
   nIR  لباالمج  في لبفض ل     uبتموجه  Lengthأبم لبطاش     Norm   لملد  ل  :(6)تعريف
 : ةم  يتيي لرف  

                            n 

||u|| = (u.u)1/2 = ( u i
2)1/2  

          i=1   

 بميكان:
||u|| = ||-u|| , ||u||2 = u2 , ||cu|| = |c| ||u|| ; c scalar.        

  لرف ةم  يتي: nIRu,vبين للموجمين   distance للم  فا  :(7)تعريف
                                                                   n 

d(u,v) = ||u-v|| = ( (u-v).(u-v) )1/2  =  (  (ui-vi)
2 )1/2   

                                                                                                  i=1 

 يوحلاق:   nIRu,vلأي    :(3)نظرية
(1)  ||u+v||2 = || u-v||2  u.v = 0. 

(2)  ||u+v||2 = ||u||2+||v||2  if  u.v = 0. 
 : لاث   

(1)  ||u+v||2 = ||u -v||2  ( u+v).(u+v) = (u-v).(u-v) 

                                  (u+v)2 = (u-v)2  

                                  u2+2u.v+v2 = u2-2u.v+v2 

                                  4 u.v = 0 

                                   u.v = 0 . 
(2)  ||u+v||2  = (u+v).(u+v)  

                  = u.u + u.v + v.u + v.v 

                  = ||u||2 + 2(u.v) + ||v||2  

                  = ||u||2 + ||v||2  if  u.v = 0.   
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 : ملاحظات ونتائج
 . هوجه بمحاة  Eحدث    u /||u|| = Eيكان    nIRuلأي   (1)
 في لت هين هوض  ين    u,vغير لبصفريين ي لا ش أن للموجمين (2)

            in the opposite direction    قد سي ا جا ع إذل بم  c<0  بةر  أن 
             cu=v    أبمcv=u   فس لطت ه ن  م  فيي لا ش أنهبم  in the same direction  
 .  cv=uأبم    cu=vبةر  أن    c>0  قد سي  جا عا إذل بم               

 .   vفاق للموجه    u   مى ه لاط للموجه    pفإن    v = 0.(u-p)إذل ة ن   (3)
 . )(v  component u over vفاق     uهرة اي  مى    (v||/u.v||2  للملاال  (4)
   .هوجه بمحاة  Eحدث    |u|||| |u.Eيكان    nIRuلأي   (5)
   Cauchy–Schwartz Inequality:شفارتز  -يمتباينة كوش  :(4)نظرية

|u.v|  ||u|| ||v||   u,vIRn 

 :  : ساث ت صحا هاه للمو  ياا بطريلاوينالإثبات
م   للمو  ياا  وحلاق   لً بمإذم    u.v=0ن  أ بم    u||=0||ن  إف  u=0: إذل ة نت  لبطريلاا للأبملى

 أيض   وحلاق. للمو  ياا    لً بمإذم    u.v=0ن  أبم    v||=0||ن  إف  v=0إذل ة نت  بمةابك  
 ف اث ت صحا للمو  ياا ةم  يتي: صفر  لب  يط ي  بم    u,vةل هن  أه  إذل ة ن 

|u.E|  ||u|| , E= v/||v|| 

 | u.v/||v|| |  ||u||  

 |u.v|  ||u|| ||v||     
 طتا . بمهال ها للم

  .عا  قد سي  rبمأن    م صفر  لب  ي ي  بم   ط   u,v: نفرض أن ةل هنلبطريلاا لبث ندا
  فدكان:  ru+vنلوب للموجه  

0  (ru+v).(ru+v) = r2u2+2r(u.v)+v2 = r2||u||2+2r(u.v)+||v||2   

0  r2||u||2+2r|u.v|+||v||2 = ar2+2br+c    
 . ||b = |u.v| , c = ||v|| 2a = ||u ,2   حدث
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 بملبتي   rةثيرة حابم  هن لبا جا لبث ندا في  ها     2br+c2p(r) = ar+للملاال   جبياً  بم 
بمشر  ذبك ها س ب ين أبم جا ين تخدتدين جا ين  يا ظره   بم    r ب ا زمدع قد   ذ ط  كان س

0 4ac -24b  أيac  2 b  بمبابولايض عن  a,b,c  ياوج: 
|u.v|2  ||u||2 ||v||2  |u.v|  ||u|| ||v|| . 

 ها للمطتا . بمهال  
 :  Triangle Inequalityمتباينة المثلث:  (5نظرية)

       ||u+v||  ||u||+||v||    u,vIRn 

 : لاث   
 ||u+v||2  = (u+v).(u+v ) 
             = u.u+2(u.v)+v.v  

             = ||u||2+2(u.v)+||v||2 

              ||u||2+2|u.v|+||v||2 

  : نحصل عتى ئشف    - يةاشبمباسوخالل هو  ياا    
 ||u+v||2 ||u||2+2||u|| ||v||+||v||2 = (||u|| +||v||)2  

||u+v||  ||u||+||v|| . 

 بمهال ها للمطتا . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



                                 د. سعد شرقاوي                                 جبر خطي 
 ___________________________ ________________________  

 

24 

 
  :لسوخالل لبرهئ بالمصفافا  ه يمكنللح ن ئلحظا أن  لبفصذل هال لزئل هن    ي: نامملاحظة

u = 


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

















nu

u

u


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1

 

بميب  ذبك   nIRبداش عتى للموجم   في     n, ...,u2,u1u = (u (برهئ للأفلاي  هن ل اطً ب
  :ةم  يتيبمهي  أن عمتدتي لزمع بملبضر  في عا  قد سي عتى للمصفاف    

 u+v = ,
22
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

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






nn ku

ku
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u

u

u

k
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2

1

2

1

  

 : بمهي ةم  يتي  للموجم   جمع بمضر   لطى نفس لباو يج هثل عمتد       
 u+v = (u1,u2, ... ,un) + (v1,v2, ... ,vn) = (u1+v1, ... ,un+vn),   

 ku = k(u1,u2, ... ,un) = (ku1, ku2, ... , kun).  

بميكان لبفرق لباحدا ها أن لباو يج  كوب  أسدا في ح با هامم  بمأفلادا في للح با للأخرا 
 بمإنا  ساف ن وخال ةل لبرهئين هن حين إلى آخر . 
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 ـن تماريـ
 حدث: 4IRu,v,wإذل ة ن   -1

   u = (3,0,1,2), v = (-1,2,7,-3), w = (2,0,1,1)  
  يتي: قدما ه     ف ح ب      

(1) ||u+v||               (2) ||u||+||v||          (3) ||-2u||+2||u||  

(4) ||3u-5v+w||       (5) (1/||w||)w        (6) ||(1/||w||)w|| 

   v,wعما يا عتى ةل هن    uنت  بمة     nIRu,v,w إذل ة ن  -2

   rv+swعما يا عتى أي هوجه في لبصا ة   كان     uف ث ت أن       
 أعال  قد سدا .    r,sحدث      
  u 0حدث     u.v = u.wبمة ن     nIRu,v,w   إذل ة ن  -3

    v = wث ت أن   ف      
 : أن   وحلاق هنف   nx1مصفافوين هن لبااع  ة  nIRu,v إذل ة ن  -4

(u.v) = uTv   
  :بابللقا   nIRفي لبفض ل     u,vرفت للم  فا بين للموجمينل ع  إذ  -5

d(u,v) = ||u-v|| 

 أن:   تحلاق هن   nIRu,v,wفلأي       
(1) d(u,v)  0             (2) d(u,v) = 0  u = v  

(3) d(u,v) = d(v,u)     (4) d(u,w)  d(u,v)+d(v,w)  

             :أث ت أن   nIRu,vلأي هوجمين    -6
||u+v||2 + ||u-v||2 = 2||u||2 + 2||v||2. 

  :أث ت أن   nIRu,vلأي هوجمين    -7
u.v = (1/4) ||u+v||2 - (1/4) ||u-v||2 .  
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 : Solidم ـالمجس-2
أو    Solid  ســـممُ   نيمشةةةةمع  ععةةة  لىقةةةر ععةةة  ع  ةةةر     ةةة  IK  مجموعةةة أي  :  (1)تعريـــ 
  عمعيتي للجمة  ولضرةر   x,yIK  لخةيار ينإذل عرف ا بوضوح ىي ع  ر    Field مال
 .  IKعع  
 للخولص للآ ي :   x,y,zIK وم  ثم  ةحقق ىي    x+yIK , xyIK كون  أي  

(A1)   x+y = y+x. 
(A2)  (x+y)+z = x+(y+z).  

(A3)   0Ik ; x+0 = 0+x = x.  

(A4)  xIk   (-x)Ik ; x +(-x ) = (-x)+ x = 0.  

(M1)  xy = yx.  

(M2)  (xy)z = x(yz).  

(M3)   0  eIk ; ex =xe = x.     

(M4)  0  xIk   x-1Ik ; xx-1 = x-1x = e. 

(D)     (x+y)z = xz +yz , x(y+z) = xy +xz. 

ضعجم    Commutative  لضة ادل   تحقق خاصي   (M1),(A1)  م  هذل لضةعر ف نرى أن
جمي  )لضدمج( لضة  تحقق خاصي    (M2),(A2)وكذضكولضرر  عع  لضتر يب ،  

Associative    وم  ، ضعجم  ولضرر  عع  لضتر يب  (A4)،(A3)    ةج ض ا إمكاني  
لضةوز     اصي سم  بخفة    (D)  وأما  ، إمكاني  لضقسم   ض ا    ةج    (M4),(M3)  وم   ضطرحل

Distributive    وفيما  عي بعض لىمثع  للمخة رة لضتي سوف  وضح ض ا إمكاني  أو
في  ةعدم إمكاني  ب اء للمجسم ولضتي سوف نط ق ععيها عمعيات للجم  ولضرر  للمذكور 

 لضةعر ف لضسابق.
 :أمثلة
سم ىنه م  لا   نى مج  IN={1,2,3, ...}للموج    لىعدلد لض حيح   مجموع    -1

   جميعها محقق  (D),(M2),(M1),(A2),(A1)للخ ائص  لضةعر ف لضسابق نجد أن  
 .  غير محقق  (M4) ,(A4),( A3)وضك 
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حيث أن لا   نى مجسم     Z={0,1,2, ...}لىعدلد لض حيح   مجموع    -2
 ةحقق .  لا     (M4)للخاصي 

    Q = {x:x = p/q ; p,qZ,q0 }لىعدلد لضكسر     مجموع    -3
 :جم  وضر  لىعدلد لضكسر     عرف كما  عي حيثمجسم نى    

   p1/q1+p2/q2 = (p1q2+p2q1)/q1q2 , 

   (p1/q1)(p2/q2) = (p1p2)/(q1q2).   
  ةحقق جمي  شروط وخ ائص للمجسم.و 
مجموع  لىعدلد لض س ي    ني مجسم ، وكذضك كلا م  مجموع  لىعدلد للحقيقي    -4

 حيث  ةحقق جمي  شروط وخ ائص للمجسم.   ني مجسمومجموع  لىعدلد للمرك    
 : (1)نظرية
 عع  لض ورة    zIkلها حر وحيد  كون     x+z=yللمعادض   فإن   x,yIk  إذل كان   (1)

z= y+(-x)       كةبو  z=y-x   . 
عع     zIkلها حر وحيد  كون     xz =yللمعادض   فإن    x 0ن أو    x,yIkإذل كان   (2)

 .   z= y/x  و  كةب  y 1-z=x  لض ورة
 :  فإن لضعلاقات للآ ي   كون محقق  x ,yIKإذل كانت    (3)

(1)   x0 = 0x = 0 

(2)   (-x)y = -(xy) 

(3)   (-x)(-y) = xy 

(4)   xy = 0  x = 0  y = 0. 

 :الإثبات
  يجب أن يحققها:   x+z = yعمعادض  ضحر    z = y+(-x)ع  ر للمجسم   ضكي  كون   (1)

L.H.S  = x+z = x+(y+(-x)) = x+((-x)+y) = [x+(-x)]+y             

                                                         = 0+y = y = R.H.S. 

   (  x+z'=y  )أي أن عمعادض ضحر آخر    'zنفرض أن    د ولإث ات أن هذل للحر وحي 
 كما  عي: z' = z وس ث ت  أن  
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z' = z'+0 = z'+( x+)-x)) = (z'+x )+(-x) = (x+z')+(-x)  

                                                            = y+(-x) = z. 

               للحر وحيد .  ل  إذو 

 عمعادض ضهو حر    y1-z = xر للمجسم  ةابق  ولضح أن ع  ةب فس لضطر ق  لضس  (2)
xz = y   ه يحققها: ىن 

L.H.S  = xz = x(x
-1y) = (x x

-1
)y = ey = y = R.H.S.  

   (  xz'= y)أي أن   عمعادض ضحر آخر    'zنفرض أن    د ولإث ات أن هذل للحر وحي 
 كما  عي: z' = z  وس ث ت أن  

z' = ez' = (x-1x)z' = x-1(xz') = x-1y = z.                                             
 للحر وحيد .   ل  إذو 
(3)   

(1)   x0 = x(0+0)  x0 = x0+x0                

  ضعطرفين   ةج أن:  0(x-)ضاف   بإ

 (x0)+(-x0) = (x0+x0)+(-x)0            

   [x+(-x)]0 = x0+[(x0)+(-x0)]         

   0 = x0+[x+(-x)]0                            

   0 = x0+0                                         

   0 = x0.                                             

 .  0x = 0  وبالمثر يمك  إث ات
(2)   xy+(-x)y  = [x+(-x)]y               

                        = 0y                         

                         = 0                  from (1)  
 (-x)y = - (xy). 

 

(3)   (-x)(-y) = -[x(-y)] = -[(-y)x] = -[-(yx)] = yx = xy . 

 .   (M1), (2)وذضك باسةخدلم  
(4)   let  xy=0 , x  0     

     0  = x-10 =  x-1(xy)  = (x-1x)y = ey  = y.                            

 .   xy=0 , y 0إذل كانت     x = 0وب فس لضطر ق  يمك  إث ات أن  
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  كما  عي:  IKمةر   م  ع اصر للمجسةنعرف للجم  ولضرر  ىكثر م  ع    :(2)تعري 
INnIKxxxضيك  n  ,,...,,  فإن:   21

 (1)   
1

1

1

xx
j

j =
=

  ,  n
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j

jn

n

j

j xxxxxx +=+++= 
−
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)(...
1

1

21

1

  ; 1n  

 (2)   
1

1

1

xx
j

j =
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  ,  n
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j

j xxxxxx )(...
1

1
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
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 (3)   0
0

1

=
=j

jx    ,   ex
j

j =
=

0

1

     

 للمجموع   :(3)تعري 
=

n

j

jx
1

xxحيث    j   x    (of x plemulti  )م    دد التعسم      =

nxxxxx و  كةب
timesn

n

j

j =+++=
=

...
1

وحاصر لضرر   
=

n

j

jx
1

xxحيث    j = 

n و  كةبx    (power of x    )م   القوةسم      

timesn

n

j

j xxxxx ==
=

...
1

  

  : أن فةحقق م   ع  ر   ىي مجسم   ,yx كانعدد   ط يعيين و   ,nm إذل كان : تمرين

(1)    .)( xnmnxmx +=+            
(2)    .)()( xmnnxm =           
(3)    ).( yxnnynx +=+                  
(4)    .nmnm xxx +=    

(5)    .)( mnnm xx =  

(6)    .)( nnn xyyx =  
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 : & Subspace Vector Space الفضاء المتجه والفضاء الجزئي -3

 (:)مفهوم الفضاء الخطي(1تعريف)
سم اختياري. تج   IK ليكن  الفضاء المتجه  بـ  Vالغير خالية   المجموعةسمى أي مُج

   IKالمجسم  فوقالفضاء الخطي(  أو)
Vector (Linear) Space over IK.    

   .لضرب في أعداد قياسيةعمليتي الجمع وا  عرفنا عليهاإذا  
   :حققان يتالآتيين    الشرطينن  إف  IK ,V,u,v,w  أي أنه إذا كانت

(1) u+vV                     (2) uV  

  :الآتية  صائص بالإضافة إلى الخ
(VA1)      u+v = v+u.  

(VA2)      u+(v+w) = (u+v)+w.  

(VA3)       0V ; u+0 = 0+u = u. 

(VA4)       uV  (-u)V ; u+(-u) = (-u)+u = 0. 
(VM1)       (µu) = (µ)u.  

(VM2)       eIK ; eu = u. 

(VD1)      (u+v) = u+v.  

(VD2)      (+µ)u = u+µu.  

 ، سمى قواعد الجمع  تج   VA4)-(VA1  صائصالخ
 ، سميان بقاعدتي الضرب  تج   (VM1,VM2)تين  اصيوالخ

 سميان بقاعدتي التوزيع . تج ف  (VD1,VD2)تين  اصيوأما الخ
 وعناصر    IRسمى بالفضاء المتجه فوقيج   Vن الفضاء المتجه  إف  IK= IRإذا كان المجسم  

  .  Scalarsاسية  القيم القيأو  الحقيقية    القيمسمى  تج   IKالمجسم  
  القـيموقد يكون من الضروري في بعض التطبيقات أن نتداول فضاءات خطية بحيث تكـون  

سـمى بالفضـاءات  ية أعداد مركبة بدلا من الأعداد الحقيقيـة ، ملـه هـال الفضـاءات تج ـالقياس
  عناصــرهاالــتي    ةفضــاءات المتجهــالبصــفة خاصــة    تناولســن  هــاا المقــرروفي  ،  المتجهــة المركبــة  

 .يقيةحق
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ــا أن ننبــــــه   ــدر بنـــ ــة لا يوجــــــد  صـــــيص لطبيعــــــة  ويجـــ ــاءات المتجهـــ ــه في تعريــــــا الفضـــ إلى أنـــ
أي نــوم مــن الأشــياء مهمــا كانــت حكــن أن تصــل  كمتجهــات  فــالمتجهــات أو للعمليتــين .  

 .  توض  ذلكوالأمللة الآتية    ،وكه ما هو مطلوب أن تحقق فروض الفضاء المتجه 
 :  ملاحظات

  –vفإننا نكتب    Vاختياري   في أي فضاء متجه  أي متجهين   u,vإذا كان   (1)
   )+v-u(1بدلًا من    v-uونكتب أيضاً     )-v(1بدلاً من  

هو    (VM2)الاي بالخاصية    IKeعنصر الوحدة   أن سنعتبر في دراستنا   (2)
 تصب  على الصورة:   (VM2)، وعلى ذلك فإن الخاصية    الواحد الصحي 

(VM2)    1IK ; 1u = u 
فإن جميع شروط    0عنصرتحتوي فقط على ال V  أي أن  V={0}إذا كان   (3)

مع عمليتي الجمع والضرب في أعداد   Vوخصائص الفضاء الخطي تتحقق على  
يجسمى هاا الفضاء   ،  تكون فضاء خطي   V={0}ومن ثم فإن    ،  يةـقياس

 المتجه بالفضاء المتجه الصفري.
 :  أمثلة
  لضرب في أعداد قياسيةلجمع واا  يتي مع عمليكون فضاء متجه    nIR  النون   الفضاء  -1

 . الفضاء المتجه  شروط وخصائص تحقق  حيث ت  nIR  علىالمعرفتين  
قيقية مع عمليتي الجمع الحعناصر  ذات ال  nmالمصفوفات من النوم    مُموعة كه  -2

 والضرب في أعداد قياسية للمصفوفات تكون فضاء متجه . 
هو    uوإذا كان المتجه.    0تكون هي المتجه الصفري    n mالمصفوفة الصفرية من النوم

 باقيتتحقق  و   -uتكون هي المتجه    -Aن المصفوفة  إف   n mمن النوم  Aالمصفوفة  
 ص من نظريات المصفوفات. صائالخ

 .    mnM(IR)  بالرمز   أو  nmM(IR) يجرمز لهاا الفضاء المتجه بالرمز 
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  IRكونة من كه الدوال الحقيقة المعرفة على  هي المجموعة الم  Vت  إذا كان  -3
  f+gأي عدد حقيقي فإننا نعرف دالة المجموم   kأي دالتين وكان    f(x),g(x)وكانت  

 كما يلي:   kfوحاصه الضرب  
    (f+g)(x)=f(x)+g(x) , (kf)(x)=kf(x).   

ويكون المتجـه الصـفري لهـاا الفضـاء    ،متجهاً بالنسبة لهاتين العمليتين    تكون فضاءاً   Vفإن 
لدالة التي يكـون رههـا البيـان هـو المسـتقيم الأفقـي المـار  هو الدالة اللابتة الصفرية ، أي هو ا

 . بسهولة صائصباقي الخ  وحكن التحقق من   ،بنقطة الأصه  
هي مُموعة كه النقاط التي تقع على المستوى الاي حر بنقطة الأصه   Vت  إذا كان  -4

أعداد تكون فضاءا متجها بالنسبة إلى عمليتي الجمع والضرب في    Vفإن    3IRفي الفضاء  
 كما يتض  فيما يلي:   3IRقياسية للمتجهات في الفضاء 

 : الصورة  علىالمستوى الاي حر بنقطة الأصه تكون معادلته  
   Ax+By+Cz = 0   ; A,B,C constants. 

V={(x,y,z):Ax+By+Cz=0} 

 فيكون:  V)3,u2,u1),v=(u3,u2,u1u=(uوبفرض أن  
   Au1+Bu2+Cu3 = 0 ,   

   Av1+Bv2+Cv3 = 0 

  :وبجمع هاتين المعادلتين نحصه على
   A(u1+v1)+B(u2+v2)+C(u3+v3) = 0.  

 .  kuVأي أن  

   اً يكون:وإذ  ku2, ku1ku = (ku,3 (عدد قياسي فيكون   kوبفرض أن  
   A(ku1)+B(ku2)+C(ku3) = k(Au1+Bu2+Cu3) = k0 = 0 

فضـاء متجـه ومـن  يكون      nIRومن الملال الأول علمنا أن الفضاء النون    . Vkuأي أن 
 الخصائص وعلى ذلك فإن ،  أيضاً فضاء متجه    3IRثم يكون الفضاء الللاثي  

(VA1),(VA2),(VM1),(VM2),(VD1),(VD2)  على ققة  ـها م ـتكون جميع
V    حيث أنها مُموعة جزئية من(3IR   ) 

  كما يلي:   (VA4),(VA3)الخاصيتين  فيتبقى التحقق من صحة 
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 : نحصه على  0  في  Cu2+Bu1Au+ 3 =0  المعادلة  بضرب
   A(0u1)+B(0u2)+C(0u3) = A(0)+B(0)+C(0) = 0    

 .    (VA3)اصيةا يحقق الخوها    V(0,0,0) = 0اً وإذ
 : نحصه على  -1  في  Cu2+Bu1Au+ 03 =  بضربو 

   A(-u1)+B(-u2)+C(-u3) = 0    
 .   ( VA4)اصيةوهاا يحقق الخ  -) = V )3u-,2u-,1u-uاً وإذ
 2IR في الفضاء   (x,y)طا النق  مُموعة هي    y,0V={ (x,y):x{0إذا كانت  -5

 معرف عليها عمليتي الجمع والضرب في أعداد قياسية كما يلي:  التي تقع في الربع الأول
(1)  (x1,y1)+(x2,y2) = (x1+x2,y1+y2)  

(2)  k(x,y) = (kx,ky)  

    u=(-1,-1)-بينما  Vفيتقع  u=(1,1) ن لأ تكون فضاءاً متجهاً   لا V  المجموعة  فإن 
 تحقق . تلا    (VA4)الخاصية  وبالك فإن    Vقع في  تلا  
 معرف عليها  (x,y,z)كه الللاثيات المرتبة من الأعداد الحقيقية    مُموعة  V  لتكن  -6

 يلي:   امالجمع والضرب في أعداد قياسية ك  تيعملي
(1)  (x1,y1,z1)+(x2,y2,z2) = (x1+x2,y1+y2,z1+z2)  

(2)  k(x,y,z) = (kx,y,z)  

  الجمع  صمققان، وكالك خصائ  (2),(1)  الخطيشرطي الفضاء  اض  أن  من الو ف
(VA1),(VA2),(VA3),(VA4)     يتبقى التحقق من صحة و ، تكون جميعها مققة

 كما يلي:  (VD2),(VD1),(VM2),(VM1)  الخصائص
  Let u,vV  ; u=(x1,y1,z1), v=(x2,y2,z2) ,and let , scalars 

▪ (u) = ((x1,y1,z1)) = (x1,y1,z1) = (()x1,y1,z1) , 

           ()u = ()(x1,y1,z1) = (()x1,y1,z1). 

   (u) = ()u . 

 مققة.   (VM1)ومن ثم تكون الخاصية  
▪ 1u = 1(x1,y1,z1) = (1x1,y1,z1) = (x1,y1,z1) = u. 

 مققة.   (VM2)ومن ثم تكون الخاصية  
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▪ (u+v) = [(x1,y1,z1)+(x2+y2,z2)]  

                       = (x1+x2,y1+y2,z1+z2) 
                       = ((x1+x2),y1 +y2,z1+z2) 

                       = (x1+x2,y1+y2,z1+z2) 

                       = (x1,y1,z1)+( x2,y2,z2)  

                       = (x1,y1,z1)+ (x2,y2,z2) = u+v. 

 مققة.  (VD1)ون الخاصية  ومن ثم تك
▪ (+)u = (+)(x1,y1,z1) = ((+)x1,y1,z1) ,  

           u+u = (x1,y1,z1)+ (x1,y1,z1) = (x1,y1,z1)+(x1,y1,z1) 

                                                               = ((+)x1,2y1,2z1). 

    (+)u  u+u . 

  .خطيلا تكون فضاء   V وعلى ذلك  غير مققة.  D2(V(ن الخاصية  ومن ثم تكو 

رب في أعداد ـمعرف عليها عمليتي الجمع والض  V={(x,y):x,yIR}إذا كانت  -7
 ية كما يلي: ـقياس

(1)  (x1,y1)+(x2,y2) = (x1+x2,y1+y2)  

(2)  k(x,y) = (k2x,k2y)  

 .   خطي أم لا )مع ذكِر السبب(؟ فضاء   Vفحدد ما إذا كانت  
 : يجترك للطالب. الحل
  فإن: عدد قياسي    k  ليكن و    uV،فضاء متجه    Vليكن  :(1)نظرية

(1) 0u = 0.                        

(2) k0 = 0.  

(3) (-1)u = -u. 

(4) ku = 0  u = 0  k = 0.   
 :الإثبات

(1) 0u = (0+0)u = 0u+0u  
  يكون:  إلى الطرفين - 0uبإضافةو

0u+(-0u) = [0u+0u]+(-0u ) 

               = 0u + [0u+(-0u )]  

      0   = 0u+0 = 0u.  
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 :(1)إثبات آخر للعلاقة  
0 = u+(-u) = 1u+(-1)u = [1+(-1)]u = 0u. 
 

(2) k0 = k(u+(-u)) = ku+k(-u) = ku+(-k)u = (k+(-k))u = 0u = 0. 
(3) u+(-1)u = 1u+(-1)u = [1+(-1)]u = 0u = 0. 

  (-1)u = -u. 

(4) let  ku = 0  , k 0. 

  كما يلي:    u = 0أن    وسنلبت
0 = (1/k)0 = (1/k)(ku) = [(1/k)k]u = 1u = u.  

      let  ku = 0  , u 0. 

  كما يلي:    k = 0أن    وسنلبت
ku = 0 , 0u = 0  k = 0. 
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 (الجزئي(:)مفهوم الفضاء  2تعريف)
تجسمى فضاء جزئي   Vمن    Wفضاء خطي فإن المجموعة الجزئية غير الخالية   Vإذا كانت  
تحقق شروط وخصائص الفضاء  W  ( إذا كانت   Subspace of V)    Vمن الفضاء  

 .  Vالمتجه بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب في أعداد قياسية المعرفتين على  
الفضاء المتجه نفسه و   V  الفضاء   يان هما على الأقه فضاءان جزئ  Vولكه فضاء متجه  

    Trivial Subspacesواللاان يسميان الفضاءين الجزئيين غير الفعليين    {0}الصفري  
  Vيجسمى فضاء جزئي فعلي من    Vوأي فضاء جزئي أخر )إن وججد( من  

Non-trivial Subspace of V. 

   Vجزئي من الفضاء   تكون فضاء  Vمن   Wالمجموعة الجزئية غير الخالية    :(2)نظرية
 إذا وإذا فقط تحقق الشرطان: 

(1)  u+vW   u,vW, 

(2)  kuW   uW , k scalar. 

 :الإثبات
 :(2),(1)وسنلبت صحة الشرطين    Vفضاء جزئي من  Wنفرض أن    (أولاً )

تحقق شروط وخصائص الفضاء المتجه بالنسبة  Wفإن    Vفضاء جزئي من    W حيث إن  
ومن ثم يتحقق   Vفي أعداد قياسية المعرفتين علىلعمليتي الجمع والضرب  

 .(2),(1)الشرطان 
 Wأن وسنلبت    (2),(1)ويتحقق الشرطان    Vمُموعة جزئية من  Wنفرض أن    (ثانياً )

 لفضاء المتجه الشرطان الأساسيان لهما  المحققان    (2),(1)الشرطان   :  Vفضاء جزئي من
لأنه فضاء  )  Vعلى    تتحقق  (VA1,VA2,VM1,VM2,VD1,VD2)  صائصالخو 

مُموعة جزئية من   W)لأن   Vهو عنصر من عناصر    Wمتجه( وكه عنصر من عناصر 
V فتكون هال الخصائص أيضاً مققة على )W  

  kuW  (2)من الشرط  Wعلى    (VA3,VA4)يتبقى التحقق من صحة الخاصيتين  
put k=0  ou=oW   

i.e.  0W ; o+u=u+0=u  uW, 
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put k=-1  (-1)u=-uW   

i.e.  uW  -uW ; (-u)+u=u+(-u)=0. 

  Wتتحققان على    (VA3,VA4)وإذاً الخاصيتين
 .Vفضاء جزئي من  Wوعلى ذلك تكون  

 من أولاً وثانياً تلبت النظرية.
 : أمثلة

تكون فضاء جزئي من   Wفإن   3IR:w.u=0 ,u3IRW={w{إذا كانت    -1
 )وض  ذلك؟(.   3IRالفضاء  

 من صحة الشرطين: وسنتحقق    3IRW: واض  أن  الحل
(1)  u+vW  u,vW, 

(2)  kuW  uW , k scalar. 

 كما يلي: 
(1)  let w1,w2W, uIR3   

        w1.u = 0 , w2.u = 0  w1.u + w2.u = 0  

                                           (w1+w2).u = 0 

                                           w1+w2W. 

(2)  let wW, uIR3 , k scalar 

       w.u = 0  k(w.u) = 0  

                         (kw).u = 0 

                         kwW. 

 .   3IRفضاء جزئي من    Wوإذاً  
:,{إذا كانت   -2

0

0
{ IRba

b

a
W 








 تكون فضاء جزئي من فضاء  Wفإن  =

22)( المصفوفات  IRM    .)وض  ذلك؟( 
22)(: واض  أنالحل IRMW     كما يلي:  (2),(1)وسنتحقق من صحة الشرطين 

(1)  let W
b

a

b

a

















0

0
,

0

0

2

2

1

1   
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        W
bb

aa

b

a

b

a









+

+
=








+








0

0

0

0

0

0
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2

2

1

 

(2)  let W
b

a









0

0 1 , k  scalar  

        W
kb

ka

b

a
k 








=









0

0

0

0
 

22)(فضاء جزئي من الفضاء   Wوإذاً   IRM 
   . 

:,{إذا كانت   -3
1

1
{ IRba

b

a
W 








لا تكون فضاء جزئي من فضاء   Wفإن  =

22)(المصفوفات  IRM 
 )وض  ذلك؟(.   

 : يجترك للطالب. الحل
:,,,{ا كانت إذ  -4

0

0
{ IRdcba

dc

ba
W 








تكون فضاء جزئي من   Wفإن  =

32)(الفضاء  IRM    .)وض  ذلك؟( 
 : يجترك للطالب. الحل
 إذا كانت   -5

  
}.1,,,:),,{(

,},,,:),,{(

2

1

++==

+==

cabIRcbacbaW

cabIRcbacbaW   

نتحقق من أ ف
1W   3تكون فضاء جزئي من الفضاءIR  بينما

2W   لا تكون فضاء جزئي
 .3IRمن الفضاء 

3: واض  أنالحل

2

3

1 , IRWIRW    
(1)  let 1222111 ),,(),,,( Wcbacba    222111 , cabcab +=+=  

        1212121222111 ),,(),,(),,( Wccbbaacbacba +++=+  ;  

            ).()( 212121 ccaabb +++=+  

(2)  let 1),,( Wcba   , k  scalar   cab +=  

        1),,(),,( Wkckbkacbak =  ; kckakb +=  

 .  3IRفضاء جزئي من الفضاء تكون    1Wوإذاً  
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2)1,3,1(,)2,4,1( W   but 
2)3,7,2()1,3,1()2,4,1( W=+  

وإذاً  
2W  3لا تكون فضاء جزئي من الفضاءIR   . 
)},,(:,,,2{إذا كانت   -6 abIRcbacbaW ==  

 ؟ أم لا )مع ذكِر السبب(  3IRفضاء جزئي من الفضاء   Wفحدد ما إذا كانت 
 : يجترك للطالب. الحل
  AX=0المتجانسة   المعادلات الخطيةنظام  هي مُموعة حلول    Wإذا كانت   -7

  nIRتكون فضاء جزئي من الفضاء النون  Wفإن  nmمصفوفة من النوم Aحيث 
 A يجسمى هاا الفضاء الجزئي بالفضاء الصفري للمصفوفة 

Null Space of a Matrix A.   
 .   AN)(ويجرمز له بالرمز 
 الفضاء الصفري لأي مصفوفة:  إيجاد   ية كيف  بحثوفيما يلي سن

الفضاء الصفري للمصفوفة ▪







=

231

121
A    عليه باختزال المصفوفة نحصه 

 كما يلي:AX=0الممتدة المناظرة لنظام المعادلات الخطية المتجانسة           








 −
















→→

+−+−

0110

0101

0110

0121

0231

0121 1221 2 rrrr

 

 
0

,0

32

31

=+

=−

xx

xx
   

32

31 ,

xx

xx

−=

=
 

 }.:)1,1,1(),,{()( 33321 IRxxxxxAN −==  

والفضاء الصفري للمصفوفة  ▪







=

43

21
A    باختزال المصفوفة نحصه عليه 

 كما يلي:AX=0الممتدة المناظرة لنظام المعادلات الخطية المتجانسة           


























−







→→→

+−−+−

010

001

010

021

020

021

043

021 12221 2)2/1(3 rrrrr

 

 0,0 21 == xx    

 }.0{)}0,0{()( ==AN  
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والفضاء الصفري للمصفوفة  ▪
















=

113

012

101

A   نحصه عليه باختزال المصفوفة 

 كما يلي:AX=0المناظرة لنظام المعادلات الخطية المتجانسة   الممتدة           

















−
















−

−
















→→
+−+−

+−
0000

0210

0101

0210

0210

0101

0113

0012

0101
32

3

21
2

1
3

rrrr

rr

 

 
02

,0

32

31

=−

=+

xx

xx
   

32

31

2

,

xx

xx

=

−=
 

 }.:)1,2,1(),,{()( 33321 IRxxxxxAN −==  
 المصفوفات الآتية:  أوجد الفضاء الصفري لكه من   : تمرين 

















−

−

































327

322

121

,

133

112

021

,

543

432

111

 

 : يجترك للطالب. الحل
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 تماريــن 
. يتينالمعط    يةـعمليتي الجمع والضرب في أعداد قياسمعرف عليها    Vفيما يلي المجموعة   -1

 تمله فضاء خطي )متجه( أم لا؟   Vحدد ما إذا كانت 
 . (التي لا تكون فضاء متجه  مجموعات اذكر جميع الفروض التي لا تتحقق بالنسبة للو )

(1) },:),{( IRyxyxV =  ,  
     )2,2(),(,),(),(),( 21212211 kykxyxkyyxxyxyx =++=+ . 
(2) },:),{( IRyxyxV =  , 
     ),(),(,)1,1(),(),( 21212211 kykxyxkyyxxyxyx =++++=+ . 
(3) }:)0,{( IRxxV =  ,  
     )0,()0,(,)0,()0,()0,( 2121 kxxkxxxx =+=+ . 

(4) },:),{( IRyxyxV =  ,  
     )0,0(),(,),(),(),( 21212211 =++=+ yxkyyxxyxyx . 
(5) },:),{( IRyxyxV =  ,  
     ),(),(,),(),(),( 21212211 kykxyxkyyxxyxyx ==+ . 
(6) },,:),,{( IRzyxzyxV =  ,  
     

).0,0,0(),,(

,),,(),,(),,( 212121222111

=

+++=+

zyxk

zzyyxxzyxzyx  
(7) },,:),,{( IRzyxzyxV =  ,  
     

).,,(),,(

,),,(),,(),,( 212121222111

zykxzyxk

zzyyxxzyxzyx

=

+++=+  
(8) },,:),,{( IRzyxzyxV =  ,  
     

).,,(),,(

,),,(),,(),,( 2212222111

kzkykxzyxk

zyyxzyxzyx

=

+=+  
(9) },,:),,{( IRzyxzyxV =  , 

     
).,1,(),,(

,),,(),,(),,( 212121222111

kzkxzyxk

zzyyxxzyxzyx

=

+++=+  
(10) }:),0,0{( IRzzV =  ,  
     

).,0,0(),0,0(

,),0,0(),0,0(),0,0( 2121

kzzk

zzzz

=

+=+  
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تكون فضاءاً   Vمن الفضاء الخطي  Wإذا علمت أن المجموعة الجزئية غير الخالية  -2
 إذا وإذا فقط تحقق الشرطان:   Vجزئياً من 

(i)  WvuWvu + ,  ,     (ii) scalarkWuWku , . 

  3IRالفضاء  من  جزئياً  فضاءاً كون  ت  من المجموعات الآتيةد أي فحد 
(1) }.:)0,0,{( IRaaW =  

(2) }.:)1,1,{( IRaaW =  

(3) }.2,,,:),,{( abIRcbacbaW ==  

(4) }.,,,:),,{( 2abIRcbacbaW ==  

    (5) }.0,,,:),,{( = aIRcbacbaW  

تكون فضاءاً   Vمن الفضاء الخطي  Wإذا علمت أن المجموعة الجزئية غير الخالية  -3
 إذا وإذا فقط تحقق الشرطان:   Vجزئياً من 

(i)  WvuWvu + ,  ,     (ii) scalarkWuWku , . 

22)(فضاء المصفوفات   من  جزئياً  كون فضاءاً ت  من المجموعات الآتيةد أي فحد  IRM 
 

(1) }.0,,,,:{ =+







= daIRdcba

dc

ba
W  

(2) }.,)({ 22

TAAIRMAW ==   

    (3) }.0,)({ 22 ==  AIRMAW  

تكون فضاءاً   Vمن الفضاء الخطي  Wإذا علمت أن المجموعة الجزئية غير الخالية   -4
 إذا وإذا فقط تحقق الشرطان:   Vجزئياً من 

(i)  WvuWvu + ,  ,     (ii) scalarkWuWku , . 

  4IRفضاءمن الياً  جزئ فضاءاً   كونت  من المجموعات الآتيةد أي فحد 
(1)   }.2,,,,:),,,{( =−= baIRdcbadcbaW       

(2)   }.3,2,,,,:),,,{( badbacIRdcbadcbaW −=+==  

(3)   }.,0,,,,:),,,{( dbaIRdcbadcbaW −===  

(4)   }.0,,,,:),,,{( === baIRdcbadcbaW  

(5)   }.1,0,1,,,,:),,,{( =+=== dcbaIRdcbadcbaW  
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 لمصفوفات الآتية:لكه من اأوجد الفضاء الصفري    -5

 

























−

−









−

−









−−
113

012

101

,
264

221
,

663

221
,

86

43  

إذا كان  -6
21,WW   فضاءين جزئيين من الفضاءnIR   فتحقق من أن مُموعة التقاطع

21 WW   تكون أيضا فضاء جزئي من الفضاءnIR   . 
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   :الخطى ستقلالالخطى والارتباط الا -4
Linear Dependence and Linear Independence: 

 ( Linear Combination  )مفهوم التركيبة الخطية:(1)تعريف
nvvvتركيبة خطية من المتجهات   vيقُال أن المتجه  ,...,,    Vفي الفضاء الخطي )المتجه(   21

ncccإذا أمكن إيجاد أعداد قياسية ,...,,  عندما يكون:  21


=

=+++=
n

i

iinn vcvcvcvcv
1

2211 ....  

ncccوتُسمى هذه التركيبة تركيبة خطية غير تافهة إذا كانت المعاملات ,...,, ليست   21
 جميعها أصفارا. 

 : أمثلة

)2,2(2عبر عن المتجه   -1 IR−  1,1(,)4,2(,)1,0(  ة خطية من المتجهاتكتركيب(− 

 :  الحل
let )1,0()4,2()1,1()2,2( 321 ccc ++−=−  ; .,, 321 scalarsccc  


321

21

42

,22

ccc

cc

++=

+−=−  

321ولإيجاد  ,, ccc   :نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة كما يلي 

,
06/110

23/101

06/110

2021

0160

2021

2141

2021

2141

2021

12

2211

2

)6/1(
















 −








 −







 −







 −−

→

→→→

+

+−−

rr

rrrr

 

 
0)6/1(

2)3/1(

32

31

=+

=+

cc

cc
   

32

31

)6/1(

)3/1(2

cc

cc

−=

−=
  

put 33 =c   )2/1(,1 21 −== cc  

 ).1,0(3)4,2)(2/1()1,1()2,2( +−+−=−  
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1)7,2,9(تحقق من أن المتجه   -2 =w  يكون تركيبة خطية من المتجهات : 
  )2,4,6(,)1,2,1( =−= vu   

2)8,1,4(بينما المتجه −=w   ة خطية منهما. تركيبلا يكون 
 :  الحل

let vcucw 211 +=  ; ., 21 scalarscc  

 )2,4,6()1,2,1()7,2,9( 21 cc +−=  



21

21

21

27

,422

,69

cc

cc

cc

+−=

+=

+=

 

ولإيجاد 
21,cc   :نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة كما يلي 

.

000

210

301

1680

210

961

1680

1680

961

721

242

961
32

8

12
6

)8/1(21
2

31

2















 −

































−−
















−

→→→
+−

+−

−+−

+

rr

rr

rrr

rr

 

 2,3 21 =−= cc   ,  .231 vuw +−=  

let vcucw 212 +=  ; ., 21 scalarscc  

 )2,4,6()1,2,1()8,1,4( 21 cc +−=−  



21

21

21

28

,421

,64

cc

cc

cc

+−=

+=−

+=

 

ولإيجاد 
21,cc   :نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة كما يلي 

.

1280

980

461

1280

980

461

821

142

461
2121

2

31 































−−
















−

− →→
−+−

+

rrr

rr

 

 128,98,46 2221 ===+ cccc  

لا توجد قيمة ل ـوواضح أنه 
2c   تحقق هذه المعادلات في آن واحد ، ومن ثم فإن مجموعة

بحيث   cc,21المعادلات السابقة غير متآلفة ولذلك ليس لها حل وبالتالي لا يمكن إيجاد 
vcucwيكون  212  .   ,vuبة خطية من لا يكون تركي  2wوإذا    =+
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)5,5,1,2(تحقق من أن المتجه   -3 −=v  يكون تركيبة خطية من المتجهات :  
)2,0,1,1(,)3,2,0,1(,)1,1,2,1( 321 −=−=−= uuu   

 :  الحل
let 332211 ucucucv ++=  ; .,, 321 scalarsccc  

 )2,0,1,1()3,2,0,1()1,1,2,1()5,5,1,2( 321 −+−+−=− ccc  



.235

,25

,21

,2

321

21

31

321

ccc

cc

cc

ccc

−−−=−

+=

+=

++=

 

321ولإيجاد  ,, ccc   فتكون كما يلي )تحقق من ذلك؟(:   نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة 





















−




















−−−−

→

0000

1100

2010

1001

5231

5021

1102

2111

?

   1,2,1 321 −=== ccc  

 321 2 uuuv −+= . 

)(362 عبر عن الدالة   -4 2 +−= xxxf   5,2[حيث[xالدوالتركيبة خطية من  ك: 
.sin)(,12)(,)( 32

2

1 xxfxxfxxf =−==  

 :  الحل
let 332211 fcfcfcf ++=  ; .,, 321 scalarsccc  

 .sin)12(362 32

2

1

2 xcxcxcxx +−+=+−  

321ولإيجاد  ,, ccc   نقارن معاملات قوىx  :في الطرفين فنحصل على 



.sin3

,26

,2

32

2

1

xcc

c

c

+−=

=−

=

  

.0

,3

,2

3

2

1

=

−=

=

c

c

c

 

 .032 321 ffff +−=  
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)5,2,1(المتجه   عبر عن :  تمرين  −=v  تركيبة خطية من المتجهات: ك 
).1,1,2(,)3,2,1(,)1,1,1( 321 −=== uuu     

 : يترك للطالب. الحل
 ( Column Space of a Matrix  فضاء العمود للمصفوفة )مفهوم  :(2)تعريف

 والمتكون  mIRفإن الفضاء الجزئي من الفضاء   nmمصفوفة من النوع   A إذا كانت 

من مجموعة المتجهات 




















=

mb

b

b

B

2

1

BAXبحيث يكون لنظام المعادلات      حل   =

 .  AC)(ويرُمز له بالرمز   Aيُسمى فضاء العمود للمصفوفة 
هو الفضاء المتكون من كل التركيبات الخطية   A: فضاء العمود للمصفوفة تعريف مكافئ

 . Aمن متجهات أعمدة المصفوفة 

 ولتكن هذه المتجهات هي  Aولإيجاد متجهات فضاء العمود للمصفوفة




















=

mb

b

b

B

2

1

 

BAX نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة للنظام  Bحتى نحصل على علاقة تربط مركبات =
 وبعضها البعض ، ولذلك فضاء العمود للمصفوفة يوصف بدلالة مركبات متجهاته. 

 : أمثلة

 صِف فضاء العمود لكل من المصفوفات الآتية:   -1

































−−

−

−

















133

112

021

,

484

242

121

,

12

10

12

 

 

: لإيجاد فضاء العمود للمصفوفة الحل
















=

12

10

12

A  الممتدة:   نختزل المصفوفة 
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















3

2

1

12

10

12

b

b

b

  

 كما يلي: 

















−































→→
+−

13

2

12

3

2

1)2/1(

3

2

1

00

10

2/2/11

12

10

2/2/11

12

10

12
311

bb

b

b

b

b

b

b

b

b
rrr

 

يكون عبارة عن كل المتجهات Aوإذا  فضاء العمود للمصفوفة 
















3

2

1

b

b

b

 

13الشرط لها  لتي يتحقق  وا bb )()},,(:{أي أن:   = 13

3

321 bbIRbbbAC ==. 

وبالمثل لإيجاد فضاء العمود للمصفوفة  ▪
















−−

−

−

=

484

242

121

A 

 :الممتدة   نختزل المصفوفة         

















+

−

−

















−−

−

−

→
+−

+

13

12

1
21

2

31
4

3

2

1

4000

2000

121

484

242

121

bb

bb

b

b

b

b
rr

rr

  

 }.4,2:),,{()( 1312

3

321 bbbbIRbbbAC −===  

ف فضاء العمود للمصفوفةووص ▪
















=

133

112

021

A  .يترك للطالب(؟( 

 
 

يقع في فضاء العمود للمصفوفة   −)12,12,3(تحقق من أن المتجه   -2














−

241

023

101

. 
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المعطاه يجب أن   في فضاء العمود للمصفوفة  −)12,12,3(المتجه)يكون(  : لكي يقع الحل
 يةـقياس  ثم يجب أن توجد أعداد ات أعمدتها ، ومن ـيكون تركيبة خطية من متجه

321 ,, ccc   :ليست جميعها أصفارا  عندما يكون 

















+
















+














−

=














−

2

0

1

4

2

0

1

3

1

12

12

3

321 ccc   

321

21

31

2412

2312

3

ccc

cc

cc

++=

+=

+−=−

 

321ولإيجاد  ,, ccc   تحقق من ذلك؟(  نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة( : 

















−













 −−

→
1100

3010

2001

12241

12023

3101
?

   

1

,3

,2

3

2

1

−=

=

=

c

c

c

 

 تركيبة خطية من متجهات أعمدة المصفوفة   −)12,12,3(وعلى ذلك يكون المتجه 
 ومن ثم يقع في فضاء العمود لها.

يقع في فضاء العمود للمصفوفة  )5,3,2(تحقق من أن المتجه  :1تمرين 
















− 523

112

111

 . 

)5,1,1(هل المتجه :  2تمرين  يقع في فضاء العمود للمصفوفة   −
















523

312

211

 )ولماذا؟(.  

 
 
 
 
 
 

 الفضاء المنُشأ()مفهوم  :(3)تعريف
},,...,{يقُال أن مجموعة المتجهات  21 nvvv   تنشئ أو تولد الفضاء الخطيV  
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 يمكن التعبير عنه كتركيبة خطية من هذه المتجهات.   Vإذا كان كل متجه من متجهات
nvvvمُنشأ أو مُولد بالمتجهات   Vوفي هذه الحالة يقُال أن الفضاء ,...,, 21 

}},,...,{{ويكُتب 21 nvvvV =. 
 : أمثلة

)0,1(,)1,0(متجهات الوحدة   -1 21 == ee  2الفضاء  ئتولد أو تنشIR  
),(وليكن   2IRأي متجه اختياري منإن  حيث  yx   يمكن التعبير عنه كتركيبة خطية 

من المتجهات 
21 ,ee : 

21)1,0()0,1(),( yexeyxyx +=+=  

)0,0,1(,)0,1,0(,)1,0,0(وكذلك المتجهات  321 === eee  3تنشئ الفضاءIR 
 : الوحدة  وعموما  متجهات

  )1,0,...,0,0,0(,...,)0,0,...,0,1,0(,)0,0,...,0,0,1( 21 === neee   
 .nIRتنشئ الفضاء 

},{حدد ما إذا كانت مجموعة المتجهات   -2 21 vvS = 
)1,2,1(,)2,0,1(حيث  21 == vv   3تنشئ الفضاءIR . أم لا؟ 
),,(3ليكن:  الحل IRzyx   تياري. متجه اخ 

 أم لا:   Sوالآن سنتأكد ما إذا كان هذا المتجه الاختياري تركيبة خطية من متجهات 
let )2,0,1()1,2,1(),,( 21 cczyx +=  ; ., 21 scalarscc  

 

21

1

21

2

,2

,

ccz

cy

ccx

+=

=

+=

 

ولإيجاد 
21,cc   :نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة كما يلي 
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.

2400

10

11

220

10

11

10

220

11

21

02

11

322

32
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21
2

31

















++−

−
















−−

−

















−

−−
















→

→→

+

=

=

+−

+−

zyx

xz

x

xy

xz

x

xz

xy

x

z

y

x

rr

rr

rr

rr

rr

 

),,(3ليس كل متجه وواضح أنه  IRzyx    يكون تركيبة خطية من متجهاتS   
024وإنما فقط المتجهات التي يتحقق لها الشرط:  =++− zyx   

 .   3IRلا تنشئ الفضاء   Sوعليه فإن مجموعة المتجهات 
},,,{حدد ما إذا كانت مجموعة المتجهات نمرين:   4321 vvvvS  حيث:   =

  )1,1,1(,)1,0,0(),0,1,0(,)0,0,1( 4321 ==== vvvv   
 أم لا؟ . 3IRتنشئ الفضاء 

),,(3حيث لأي متجه   3IRتنشئ الفضاء   S:  الحل IRzyx    :يكون 

434241

44332211

,,

;),,(

czccyccxc

vcvcvcvczyx

−=−=−=

+++=   

 ) تحقق من ذلك؟ (. 
},,{حدد ما إذا كانت مجموعة المتجهات   -3 321 vvvS = 

)2,1,1(,)2,0,1(,)0,1,1(حيث  321 === vvv   3تنشئ الفضاءIR . أم لا؟ 
),,(3أي متجه اختياري  يجب أن يكون 3IRالفضاء   S: لكي تنشئالحل IRzyx  

321ومن ثم توجد أعداد قياسية  Sتركيبة خطية من متجهات  ,, ccc    ليست كلها أصفارا
 عندما يكون: 

)0,1,1()2,0,1()2,1,1(),,( 321 ccczyx ++=  

 

21

31

321

22

,

,

ccz

ccy

cccx

+=

+=

++=
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321ولكي توجد ,, ccc ون مجموعة المعادلات السابقة متآلفة ، وشرط ذلك يجب أن تك
ملات المناظرة لها تكون قابلة للانعكاس )أي محددها لا يساوي اهو أن مصفوفة المع

 الصفر( ونبحث تحقيق هذا الشرط بحساب قيمة محدد مصفوفة المعاملات كما يلي: 

02
22

01
)1(

222

001

011

022

101

111
12 =

−
−=

−

= +  

 .  3IRتنشئ الفضاء   Sعليه فإنوإذا  مصفوفة المعاملات قابلة للانعكاس و 
},,{حدد ما إذا كانت مجموعة المتجهات   -4 321 vvvS = 

)2,1,1(,)1,0,1(,)3,1,2(حيث  321 === vvv   3تنشئ الفضاءIR . أم لا؟ 
ملات المناظرة غير قابلة : بنفس الطريقة كما في المثال السابق نجد أن مصفوفة المعاالحل

 )تحقق من ذلك؟(.   3IRلا تنشئ الفضاء   Sوعليه فإن  للانعكاس 
تنشئ فضاء الحل لمجموعة المعادلات الخطية   3IRأوجد مجموعة متجهات في الفضاء   -5

 الآتية:

0

0262

03

32

321

321

=+

=+−

=+−

xx

xxx

xxx

  

 : نوجد فضاء الحل لمجموعة المعادلات المعطاه وذلك باختزال المصفوفة الممتدة المناظرة الحل
 )تحقق من ذلك؟(: 

































−

−

→
0000

0110

0401
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0262
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?

    
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31 ,4

xx
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−=

−=
 
















−

+
















−

−

=
















−

−

=
















0

0

2

1

1

24

33

3

3

3

3

2

1

xx

x

x

x

x

x
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واضح أن المتجه الاختياري 
















3

2

1

x

x

x

المتجهين من فضاء الحل يكون تركيبة خطية من    















−

















−

−

0

0

2

,

1

1

2

{وإذا  مجموعة المتجهات   

0

0

2

,

1

1

2

{














−

















−

−

 تنشئ فضاء الحل للمعادلات.   

  : تنشئ فضاء الحل لمجموعة المعادلات الخطية4IRأوجد مجموعة متجهات في الفضاء   -6

02

02

4321

431

=−++

=++

xxxx

xxx   

 عادلات المعطاه باختزال المصفوفة الممتدة المناظرة: : نوجد فضاء الحل لمجموعة المالحل










−−








− →
+−

03310

01201

01112

01201 212 rr

    
432

431

33

,2

xxx

xxx

+=

−−=
  

put IRtstxsx == ,;, 43   





















−

+



















−

=





















+

−−

=





















1

0

3

1

0

1

3

2

33

2

4

3

2

1

ts

t

s
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{ات وإذا  مجموعة المتجه

1

0

3

1

,

0

1

3

2

{



















−



















−

 تنشئ فضاء الحل لمجموعة المعادلات.   

 : تنشئ الفضاء الصفري للمصفوفة  3IRفي الفضاء ات متجهأوجد مجموعة   -7
( )121 −=A  

وذلك بحل مجموعة المعادلات الخطية   A: نوجد الفضاء الصفري للمصفوفةالحل
 كما يلي: AX=0المتجانسة

 ( ) 0121

3

2

1

=
















−

x

x

x

  02 321 =−+ xxx   321 2 xxx +−=  
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 }

1

0

1
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1
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{)( 32
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2
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


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





+





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

−

=
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



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=
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







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





= xx
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AN . 

{ات وإذا  مجموعة المتجه

1

0

1

,

0

1

2

{






























−

 .  AN)(تنشئ  

 للمصفوفة:  تنشئ الفضاء الصفري   3IRفي الفضاء متجهات  : أوجد مجموعة تمرين 

















=

113

012

101

A   . 
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 ( Row Space of a Matrix  فضاء الصف للمصفوفة )مفهوم  :(4)تعريف
   nIRفإن الفضاء الجزئي من الفضاء   nmمصفوفة من النوع   Aإذا كانت 

   Aسمى فضاء الصف للمصفوفة يُ   Aمتجهات صفوف المصفوفة والمنشأ بواسطة  
 .   AR)(ويرُمز له بالرمز 
هو الفضاء المتكون من كل التركيبات الخطية   A: فضاء الصف للمصفوفة تعريف مكافئ

 .   Aمن متجهات صفوف المصفوفة
نختزلها لتصبح في الصورة Aت التي تنشئ فضاء الصف للمصفوفة ولإيجاد مجموعة المتجها

المثلثية العليا )وليس بالضرورة لتصبح في الشكل الصفي المميز المختزل( فتكون متجهات 
 .AR)(الصفوف غير الصفرية في المصفوفة المختزلة هي المتجهات التي تنشئ

 للمصفوفة:   تنشئ فضاء الصف  3IRفي الفضاء متجهات  موعة  أوجد مج  مثال:

















−

−

=

327

322

121

A . 

 كما يلي:Aنختزل المصفوفة :  الحل
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














−

−


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
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



−
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−








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



−

−

→→
+−+−

+−
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560
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10120
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32221

2

31
7

rrrr

rr

 

)}1,2,1,()5,6,0{(وإذا  مجموعة المتجهين   .  AR)(تنشئ  −−

يمكــن التعبــير عنــه كتركيبــة خطيــة مــن    Aتجــه أي صــف مــن صــفوف المصــفوفةم  ملاحظةةة:
والعكـس صـحيح ) نىعـن أن كـل متجـه مـن متجهـات   AR)(متجهات المجموعة التي تنشئ

فوف  يمكـــــن التعبـــــير عنـــــه كتركيبـــــة خطيـــــة مـــــن متجهـــــات صـــــ  AR)(المجموعـــــة الـــــتي تنشـــــئ
 (.  Aالمصفوفة

    في المثـــال الســـابق تحقـــق مـــن أن كـــل متجـــه مـــن متجهـــات المجموعـــة الـــتي تنشـــئ)(AR  
 .Aيكون تركيبة خطية من متجهات صفوف المصفوفة 
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 للمصفوفة:   تنشئ فضاء الصف  3IRأوجد مجموعة متجهات في الفضاء   تمرين: 

















=

133

112

021

A . 

 ( الخطيوالاستقلال  الارتباط )مفهوم  :(5)تعريف
},,...,{يقُال أن مجموعة المتجهات  21 nvvvS معتمدة أو مرتبطة خطيا  في الفضاء    =

ncccإذا وُجدت أعداد قياسية  Vالمتجه ,...,,  يعها )كلها( أصفارا   ليست جم  21
 عندما يكون: 

0...2211 =+++ nnvcvcvc . 

 خطيا    مستقلة  S وخلاف ذلك يقُال أن 
( i.e. 0...0... 212211 =====+++ nnn cccvcvcvc   ). 

 : أمثلة

},,{حدد ما إذا كانت مجموعة المتجهات   -1 321 vvvS  مرتبطة أم مستقلة خطيا   =
)3,0,1,2(,)1,5,2,1(,)8,5,1,7(حيث   4IRفي الفضاء  321 −=−=−= vvv   . 

0332211 بفرض:  الحل =++ vcvcvc   حيثscalarsccc 321 ,, 
 0)8,5,1,7()1,5,2,1()3,0,1,2( 321 =−+−+− ccc  



.083

,055

,02

,072

321

32

321

321

=+−

=+

=−+−

=++

ccc

cc

ccc

ccc

 

321ولإيجاد  ,, ccc   :)نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة فتكون كما يلي )تحقق من ذلك؟ 









































−

−−
→

0000

0000

0110

0301

0813

0550

0121

0712

?

   3231 ,3 cccc −=−=  

 لمجموعة المعادلات السابقة أكثر من حل خلاف الحل الصفري. اضح أن  و 
13فمثلا  باختيار  =c  1,3يكون 21 −=−= cc    وإذا S   .مرتبطة خطيا 
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},,{حدد ما إذا كانت مجموعة المتجهات   -2 321 vvvS مرتبطة أم مستقلة خطيا في   =
)2,1,0,1(,)2,1,1,0(,)3,1,1,1(حيث   4IRالفضاء  321 === vvv   . 

 :  الحل
let 0332211 =++ vcvcvc  ; .,, 321 scalarsccc . 

 0)3,1,1,1()2,1,1,0()2,1,0,1( 321 =++ ccc  



.0322

,0

,0

,0

321

321

32

31

=++

=++

=+

=+

ccc

ccc

cc

cc

 

321ولإيجاد  ,, ccc  فوفة الممتدة المناظرة فتكون كما يلي )تحقق من ذلك؟(: نختزل المص 









































→

0000

0100

0010

0001

0322

0111

0110

0101

?

   0321 === ccc  

 مستقلة خطيا.   Sوإذا   
},,{ابحث ارتباط أو استقلال مجموعة متجهات كثيرات الحدود  -3 321 pppS =  

 حيث:   xفي المتغير  2ل من أو تساويفي فضاء كثيرات الحدود من درجة أق
2

3

2

21 31)(,235)(,1)( xxxpxxxpxxp −+=−+=−=  

 :  الحل
let 0332211 =++ pcpcpc  ; .,, 321 scalarsccc . 

 0)31()235()1( 2

3

2

21 =−++−++− xxcxxcxc  

 في الطرفين نحصل على:   xونىقارنة معاملات قوى 

.05

,033

,02

321

321

32

=++

=++−

=−−

ccc

ccc

cc

 

321ولإيجاد  ,, ccc   :)نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة فتكون كما يلي )تحقق من ذلك؟ 
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













 −

















−

−−

→
0000

02/110

02/301

0151

0331

0120
?

   

 3231 )2/1(,)2/3( cccc −==  

put 1,32 213 −=== ccc  

 مرتبطة خطيا.   Sوإذا   
},{تقلال مجموعة متجهات الدوال ابحث ارتباط أو اس  -4 2tt eeS في فضاء الدوال   =

 .   t في المتغير
 :  الحل

let 02

21 =+ tt ecec  ; ., 21 scalarscc   (1) 

  نحصل على:  tوبالتفاضل بالنسبة إل 
      02 2

21 =+ tt ecec                        (2) 

 نحصل على:  (2)من (1)وبطرح
      0;00 2

2

2

2 == tt ecec  

01 نحصل على:  (1)وبالتعويض في =c   
 مستقلة خطيا.   Sوإذا   
 المتغير : ابحث ارتباط أو استقلال كلا من متجهات الدوال الآتية في فضاء الدوال في  تمرين 

x  :  
 (i) },,1{ 2xx          (ii) }cos,sin,1{ xx  
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  :لتكن  نظرية},...,,{ 21 nvvvS مجموعة من المتجهات غير الصفرية في الفضاء   =
وإذا فقط كانت إحدى متجهاتها تركيبة خطية   إذا  تكون مرتبطة خطيا    S فإن  Vالمتجه

 .Sمن باقي المتجهات في 
 :  البرهان

  S تركيبة خطية من باقي المتجهات في  S نفرض أن إحدى متجهات  (أولا  )
 :تكون مرتبطة خطيا    S وسنثبت أن

let nnjjjjj vcvcvcvcvcv ++++++= ++−− ...... 11112211  

 0...)1(... 11112211 =+++−++++ ++−− nnjjjjj vcvcvvcvcvc  

أي وُجدت أعداد )( لا يساوي الصفر  jvواضح أن أحد الأعداد القياسية )وهو معامل 
 . وهو المطلوب إثباته  مرتبطة خطيا    S   وإذا (قياسية ليست جميعها أصفارا

تركيبة خطية من   S مرتبطة خطيا  وسنثبت أن إحدى متجهات   Sنفرض أن   (ثانيا  )
  :S باقي المتجهات في

ncccمرتبطة خطيا  فتوجد أعداد قياسية  Sحيث إن  ,...,, ليست جميعها أصفارا   21
 : عندما يكون 

0...... 11112211 =+++++++ ++−− nnjjjjjj vcvcvcvcvcvc  

 nnjjjjjj vcvcvcvcvcvc ++++++=− ++−− ...... 11112211  

 0jcوباعتبار 

 n

j

n

j

j

j

j

j

j

jj

j v
c

c
v

c

c
v

c

c
v

c

c
v

c

c
v )(...)()(...)()( 1

1

1

1

2

2

1

1

−
++

−
+

−
++

−
+

−
= +

+

−

−
 

 وهو المطلوب إثباته.   S تركيبة خطية من باقي المتجهات في   Sأي أن إحدى متجهات 

 من أولا  وثانيا  تثبت النظرية.
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 المصفوفات  باستخدام النظرية السابقة حدد ما إذا كانت مجموعة   :مثال
},,{ 321 MMMS 22)(في فضاء المصفوفات مرتبطة أم مستقلة خطيا     = IRM 

 :حيث









=







 −
=








=

31

02
,

31

10
,

00

12
321 MMM  

213: واضح أنالحل MMM تركيبة خطية من باقي    Sأي أن إحدى متجهات   =+
 تكون مرتبطة خطيا .   S وطبقا  للنظرية فإن   S المتجهات في 

},,{ابحث ارتباط أو استقلال مجموعة المصفوفات تمرين:   321 MMMS =  
22)(في فضاء المصفوفات  IRM 

 حيث:   










−

−−
=








=







 −
=

416

85
,

38

23
,

64

12
321 MMM . 

تكون في أي فضاء متجه  التركيبات الخطية من مجموعة متجهات مستقلة خطيا     :نتيجة 
 وحيدة. 
},,...,{: لتكنالبرهان 21 nvvvS مجموعة من متجهات مستقلة خطيا  في الفضاء   =

ولتكن   Vالمتجه
==

==
n

i

ii

n

i

ii vkvc
11

   Sتركيبتين خطيتين من متجهات   0,0







=

=====

=−

=−=−=

n

i

ii

n

i

iii

n

i

ii

n

i

ii

n

i

ii

n

i

ii

kc

vkcvkvcvkvc

1

11111

.0)(

0)(0

 

2,1,...,.مستقلة خطيا  ومن ثم يكون   Sحيث  nikc ii ==   
تقلة خطيا  في أي فضاء متجه تكون ـأي أن التركيبات الخطية من مجموعة متجهات مس 

  وحيدة.
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 : Basis and Dimension الأساس والبعد -5
},,...,{: إذا كانت (1)تعريف 21 nvvvS منتهية من المتجهات في الفضاء   مجموعة   =
 : تحقق الشرطان إذا   Vسمى أساس للفضاءت    Sفإن  Vالمتجه
(1)  S  تنشئV0 
(2)  S   0 مستقلة خطيا   تكون  

 .Vdimوي كتب   Vوعدد متجهات الأساس يساوي ب عد الفضاء 
  :أمثلة

مجموعة متجهات الوحدة في الفضاء الخطي تكون أساس له حيث إنها تنشئ الفضاء   -1
 تكون مستقلة خطيا  . و 

   Standard Basis  الأساس الاعتيادي أو    الأساس المعتادبـي سمى هذا الأساس  
},,{مجموعة المتجهات   -2 3211 vvvS  حيث:   =

)4,3,3(),0,9,2(),1,2,1( 321 === vvv   
  3IRتكون أساس للفضاء 

},,{بينما مجموعة المتجهات  3212 vvvS  حيث:   =
)3,1,2(),1,0,1(),2,1,1( 321 === vvv   

 )تحقق من ذلك؟(.   3IRلا تكون أساس للفضاء 
لكي تكون:  الحل

1S  3أساس للفضاءIR  3يجب أن تنشئIR    وتكون مستقلة خطيا
ة التي أعمدتها هي متجهات ويكفى في مثل هذه الحالة بأن نتحقق من أن المصفوف

1S  
( ، وعلى ذلك فإن أي محددها لا يساوي الصفر  تكون قابلة للانعكاس )غير مفردة

المصفوفة التي أعمدتها هي متجهات
1S   :تكون 

01

001

592

121

401

392

321

,

401

392

321

−=−

−

==
















= AA  

 .3IRتكون أساس للفضاء   1Sفإن  قابلة للانعكاس ومن ثم  A  وإذا  
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والمصفوفة التي أعمدتها هي متجهات 
2S   :تكون 

0
11

11

112

001

111

312

101

211

,

312

101

211

=−===
















= AA  

قابلة للانعكاس ومن ثم فإنغير  Aوإذا   
2S    3تكون أساس للفضاء لاIR. 

},,,{تحقق من أن مجموعة المتجهات  -3 4321 vvvvS  حيث:   =
)1,0,0,1(),1,2,2,0(),2,1,1,0(),0,1,0,1( 4321 ==−== vvvv   

 .4IRتكون أساس للفضاء 
 تكون:   S: المصفوفة التي أعمدتها هي متجهات الحل

0134

120

211

210

112

021

021

1120

0211

0210

1001

,

1120

0211

0210

1001

=−=−−−=
−

=





















−
=

A

A

 

 .4IRتكون أساس للفضاء   Sقابلة للانعكاس ومن ثم فإن  Aوإذا   
},,,{تحقق من أن مجموعة المصفوفات   -4 4321 MMMMS  حيث:   =









=








=








=








=

10

00
,

01

00
,

00

10
,

00

01
4321 MMMM   

22)(تكون أساس لفضاء المصفوفات IRM . 
22)(تنشئ الفضاء   Sق من أننتحق  ( أولا  : )الحل IRM 

: 
let )(22 IRM

dc

ba









 , scalarskkkk 4321 ,,,  , 









+








+








+








=









10

00

01

00

00

10

00

01
4321 kkkk

dc

ba
 



                                د. سعد شرقاوي                                  جبر خطي 
___________________________ ________________________  

 

62 

 







=









43

21

kk

kk

dc

ba
 .,,, 4321 dkckbkak ====  

4321وإذا  توجد أعداد قياسية  ,,, kkkkفارا  عندما يكون أي متجه ليست جميعها أص
22)()مصفوفة( اختياري  IRM

dc

ba








   تركيبة خطية من متجهاتS  وعليه فإنS   

22)(تنشئ الفضاء  IRM 
. 

 مستقلة خطيا :   Sنتحقق من أن(  ثانيا  )
let 044332211 =+++ MkMkMkMk  ; scalarskkkk 4321 ,,,  

 







=








+








+








+









00

00

10

00

01

00

00

10

00

01
4321 kkkk  

 







=









00

00

43

21

kk

kk
  04321 ==== kkkk  

 مستقلة خطيا .   S  وإذا  
22)(أساس للفضاء   Sمن أولا  وثانيا  تكون IRM 

. 
},,...,{عة المتجهاتمجمو  إذا كانت  نظرية: 21 nvvvS   Vلفضاء المتجه ل  أساس  =

 يمكن التعبير عنه بطريقة واحدة وواحدة فقط كتركيبة خطية   Vكل متجه في   فإن 
 .Sمن متجهات المجموعة 

 :  البرهان
let scalarskkkcccVu nn ,...,,,,...,,, 2121 , 

      nnvcvcvcu +++= ...2211     (1) , 

      nnvkvkvku +++= ...2211      (2) 

 نحصل على:  (1)من    (2)  وبطرح
nnn vkcvkcvkc )(...)()(0 222111 −++−+−=  

 فيكون: (  V)لأنها أساس ل ـمستقلة خطيا     Sوحيث إن
0)(...)()( 2211 =−==−=− nn kckckc   ....,,, 2211 nn kckckc ===  

 متطابقتين وهو المطلوب.   (2),(1)وإذا  الصورتين
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 : ملاحظات ونتائج
ختزلة للمصفوفة   (1)

 
تكون   Aمتجهات الصفوف غير الصفرية في المصفوفة الم

 .AR)(أساس لفضاء الصف 
ختزلة لمدور المصف (2)

 
تكون   Aوفة متجهات الصفوف غير الصفرية في المصفوفة الم

 .AC)(أساس لفضاء العمود 
يساوي منزلة   AC)(يساوي ب عد فضاء العمود   AR)(ب عد فضاء الصف  (3)

 .   A)رتبة( المصفوفة

 : أمثلة

وفةفضاء الصف للمصف   أوجد أساس وب عد  -1
















−

−

−

=

214

102

132

A 

 كما يلي:A: نختزل المصفوفة الحل

.

000

010

2/101

050

010

2/12/31

050

030

2/12/31

214

102

2/12/31

214

102

132

12
)2/3(

32
5

2
)3/1(

21
2

31
4

1
)2/1(















 −

















−

−

















−

−

















−

−

−

















−

−

−

=

→→

→→

+−

+

+

+−

rr

rr

r

rr

rr

r

A

 

)}2/1,0,1,()0,1,0{(وإذا  مجموعة المتجهات   2يساوي   وب عده   AR)(تكون أساس ل ـ  −
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للمصفوفة   العمود أوجد أساس وب عد فضاء    -2
















−

=

4440

1523

1101

A 

 كما يلي: A: نختزل مدور المصفوفة الحل

.

000

000

210

601

420

420

210

031

420

420

420

031

411

451

420

031

42
2,

32
2

12
3

2
)2/1(

31

41



















 −





















−−





















−−



















−

=

→

→→

++−

+−

+−

+−

rrrr

rr

rrr

rr

TA

 

)}6,0,1,()2,1,0{(وإذا  مجموعة المتجهات   2يساوي   وب عده   AC)(تكون أساس ل ـ  −
 : البُعدأمثلة متنوعة على الأساس و 

حدد أساس وب عد الفضاء الصفري للمصفوفة   -1
















=

513

312

201

A 

باختزال المصفوفة الممتدة المناظرة   A الصفري للمصفوفة: نوجد الفضاء  الحل
 كما يلي: AX=0للنظام 

















−
















−

−
















→→
+−+−

+−
0000

0110

0201

0110

0110

0201

0513

0312

0201
3221

31

2

3

rrrr

rr

 

 
0

,02

32

31

=−

=+

xx

xx
  

32

31 ,2

xx

xx

=

−=
 

 }

1

0

1

0

1

12

{)( 33

3

3

3

3

2

1















−

+














−

=














−

=
















= xx

x

x

x

x

x

x

AN ,  let scalarscc 21,  
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 0

1

0

1

0

1

1

21 =














−

+














−

cc   021 == cc  

)}0,1,1,()1,0,1{(وإذا  مجموعة المتجهات   2يساوي   وب عده   AN)(تكون أساس ل ـ  −−
 فضاء الحل لمجموعة المعادلات الخطية الآتية:س وب عد  حدد أسا   -2

054

032

023

321

321

321

=−+

=+−

=−+

xxx

xxx

xxx

  

 : نوجد فضاء الحل لمجموعة المعادلات المعطاه وذلك باختزال المصفوفة الممتدة المناظرة الحل
 )تحقق من ذلك؟(: 

















−
















−

−

−

→
0000

0110

0101

0154

0312

0231
?

    
32

31 ,

xx

xx

=

−=
 


















+














−

=














−

=
















0

1

0

1

0

1

33

3

3

3

3

2

1

xx

x

x

x

x

x

x

 ,  let scalarscc 21,  , 

 0

0

1

0

1

0

1

21 =
















+














−

cc  021 == cc  

فضاء الحل لمجموعة المعادلات تكون أساس ل   −)}1,0,1,()0,1,0{(وإذا  مجموعة المتجهات 
 .   2يساوي   وب عده
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 الخطية الآتية:فضاء الحل لمجموعة المعادلات  حدد أساس وب عد    -3

0

02

032

022

543

5321

54321

5321

=++

=−−+

=+−+−−

=+−+

xxx

xxxx

xxxxx

xxxx

  

 : نوجد فضاء الحل لمجموعة المعادلات المعطاه وذلك باختزال المصفوفة الممتدة المناظرة الحل
 )تحقق من ذلك؟(: 









































−−

−−−

−

→

000000

001000

010100

010011

011100

010211

013211

010122

?

    

 

0

,0

,0

4

53

521

=

=+

=++

x

xx

xxx

  

0

,

,

4

53

521

=

−=

−−=

x

xx

xxx

 put IRtstxsx == ,;, 52  

























−

−

+





















−

=























−

−−

=























1

0

1

0

1

0

0

0

1

1

0

5

4

3

2

1

ts

t

t

s

ts

x

x

x

x

x

 ,  let scalarscc 21,  , 

 0

1

0

1

0

1

0

0

0

1

1

21 =























−

−

+





















−

cc  021 == cc  

)}0,0,0,1,1,()1,0,1,0,1{(وإذا  مجموعة المتجهات  فضاء الحل لمجموعة تكون أساس ل   −−−
 .  2يساوي   وب عده المعادلات  
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   يالجزئ  لفضاء احدد أساس وب عد    -4
 
},,,{نشأ من مجموعة المتجهاتالم 4321 vvvv 

 حيث: 

)6,8,18,6,2(,)0,10,15,5,0(

,)6,2,3,5,2(,)3,0,0,2,1(

43

21

==

−−−=−=

vv

vv   

 نشأ من هذه المتجهات  يكون  هو فضاء الصف للمصفوفة:      
 
 الحل: الفضاء الم

   





















−−−

−

681862

0101550

62352

30021

. 

  : )تحقق من ذلك؟( ل هذه المصفوفة تؤول إلى الصورةباختزاو 



















 −

00000

01100

02310

30021

. 

  : المختزلة وهي  متجهات الصفوف غير الصفرية في المصفوفةو 
   )0,1,1,0,0(,)0,2,3,1,0(,)3,0,0,2,1( −  

منشأ من مجموعة للفضاء ال   تكون أساسا لفضاء الصف ، ومن ثم تكون أساسا  
},,,{المتجهات 4321 vvvv   3يساوي   وب عده. 

 


