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 ذغُ الله جٌشقّٓ جٌشق١ُ

 

 ِمذِس ػٓ جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس
 

 

 جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس 

 ضؼش٠ف :

   
ٚذر١ٓ جٌّترطمحش ّح ِطغ١رش ضرحذغ ٚجلا رش ِطغ١رش ِغرطمً ٟ٘٘ ِؼحدٌس ضشذػ ذ١ٓ ِطغ١رش٠ٓ جقرذج

 .ضفحظ١ٍس ش جٌّغطمً ِٚٓ جٜ سضرس ضغّٝ ِؼحدٌس جٌطفحظ١ٍس ٌٍّطغ١ش جٌطحذغ ذحٌٕغرس ٌٍّطغ١
 ضكطٜٛ ػٍٝ ِتطمحش .ٝ ج ش جٌّؼحدٌس جٌطفحظ١ٍس ٘ٝ ِؼحدٌس جٚ ذّؼٕ

 

 ِػحي

(1) 1 t
dt

dx
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 ضؼش٠ف : 

 
 سضرس ذحٌّؼحدٌس .سضرس جٌّؼحدٌس ٘ٝ سضرس جػٍٝ ِتطمس ذٙح , ذ١ّٕح دسؾس جٌّؼحدٌس جٌطفحظ١ٍس ٘ٝ دسؾس جٌّتطمس جلاػٍٝ 

  

 ِػحي
   

 .( ٘ٝ ِؼبدٌخ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ ٚاٌذسعخ الاٌٚٝ 1ضبي )ّ( ِٓ ا1ٌاٌّغبٌخ )      

 ( ٘ٝ ِؼبدٌخ ِٓ اٌشرجخاٌضب١ٔخ ٚاٌذسعخ الاٌٚٝ.1( ِٓ اٌّضبي )2اٌّغبٌخ )      

 ( ٘ٝ ِؼبدٌخ ِٓ اٌشرجخ اٌضبٌضخ ٚاٌذسعخ اٌضب١ٔخ.1( ِٓ اٌّضبي )3اٌّغبٌخ )      
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ْ ؽً اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ لاثذ اْ ٠ؾزٜٛ بدٌخ اٌزفبم١ٍخ عٛف ٔغشٜ ػ١ٍّخ اٌزىبًِ ػ١ٍٙب ٚػٍٝ رٌه فلا٠غبد اٌؾً ٌٍّؼب

. فّضلا ػٕذ ؽً اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌزىٝ ِىٓ اٌشرجىخ الاٌٚىٝ فغىٕغشٜ ػٍٝ ػذد ِٓ اٌضٛاثذ ٠غبٜٚ سرجخ اٌّؼبدٌخ ٔفغٙب 

 ٚ٘ىزا .ٚػٍٝ رٌه ٠ؾزٜٛ اٌؾً ػٍٝ صبثذ ٚاؽذ فمو اٌزىبًِ ِشح ٚاؽذح 

اٌّغىبفخ ٘ىٝ xٚعىٕؼزجش اٌّزي١ىش ٚعٛف ٔذسط ف١ّب ٠ٍٝ ؽً ٌجؼل اٌّؼىبدلاد اٌزفبمى١ٍخ اٌزىٝ عىزمبثٍٕب اصٕىبس دساعىزٕب 

  tاٌّزي١ش اٌزبثغ اِب اٌّزي١ش اٌّغزمً ٔؼزجشٖ اٌضِٓ 

 

 جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس ِٓ جٌشضرس جلاٌٚٝ :-1

 
 زٖ اٌّؼبدلاد فٝ ف١غ وض١شح عٕٛسد ِٕٙب ِب عٛف ٠مبثٍٕب اصٕبس دساعزٕب فّضلا .ٚرظٙش ٘

)()( tg
dt

dx
xf  (1                                                                                                                  )  

)(ٚ  tداٌخ فٝ  tg)(ؽ١ش  xf  داٌخ فٝ اٌّزي١شx . 

)ار أٙب رؾزٜٛ ػٍٝ الاٌٚٝ  شرجخٚ٘زٖ ِؼبدٌخ ِٓ اٌ
dt

dx
ؽ١ش فمو ( ِٚٓ اٌذسعخ الاٌٚٝ  

dt

dx
  ط ٚاؽذ ِشفٛع اٌٝ الا 

txلاد ِجبؽشح ثطش٠مخ ِب رؼىشف ثطش٠مىخ فقىً اٌّزي١ىشاد فى١ّىٓ اٌفقىً ثى١ٓ ِزي١ىش٠ٓ ٠ّٚىٓ ؽً ِضً ٘زٖ اٌّؼبد , 

 ثبٌقٛسح 

 

dttgdxxf )()(     

  ٚثغشاس اٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

cdttgdxxf   )()(    

( ػٍىٝ 1. ِٚىٓ اٌّّىىٓ ا٠غىبد اٌّؼبدٌىخ ) tثذلاٌىخ اٌّزي١ىش اٌّغىزمً  xصبثذ اٌزىبًِ . ِٚىٓ رٌىه ٠ّىىٓ ا٠غىبد  cؽ١ش 

 اٌقٛسح 

dt

dx
tgxf )()(                                                                                                                    (2) 

                                                                                                                       

 اٌزٝ ٠ّىٓ ا٠نب ؽٍٙب ثٕفظ هش٠مخ فقً اٌّزي١شاد ٚرٌه ػٍٝ اٌقٛسح 

  c
tg

dt

xf

dx

)()(
   

 صبثذ اٌزىبًِ . cؽ١ش 
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 ِػحي :  
 قً جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس جلاض١س         

t
dt

dx
xi 3sin)(          

32
)( x

dt

dx
tii      

 جٌكً :   

 
 ثبعزخذاَ هش٠مخ فقً اٌّزي١شاد اٌغبثمخ .
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    جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس ِٓ جٌشضرس جٌػح١ٔس -2

 

 ِب ٠ّىٓ رؾ٠ٍٛخ اٌٝ ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ فبرا وبٔذ اٌّؼبدٌخ ػٍٝ اٌقٛسح  ٚعٕؼزجش فمو    

)()(

2

2

2

xg
dt

dx
xf

dt

xd









      

ثٛمغ 

2











dt

dx
y  ْٛ٠ى   



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 4 

2

2

2
dt

xd

dt

dx

dt

dy










 

 

2

2

2

2

2

1

2

dt

xd

dx

dy

dt

xd

dt

dx

dt

dx

dx

dy













     

 ( اٌٝ اٌقٛسح 3ي اٌّؼبدٌخ )ٚٚػٍٝ رٌه رؤ

)(2)(2 xgyxf
dx

dy
    

ٚاٌزٝ عٕٛسد ثؼذ رٌه ؽىً  yٚاٌّزي١ش اٌزبثغ ٘ٛ  xاٌّغزمً ٘ٛ ٚ٘ٝ ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ ِٕٙب اٌّزي١ش  

  د . وزٌه اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌزٝ ػٍٝ اٌقٛسح ِضً ٘زٖ اٌّؼبدلا

)(
2

2

xf
dt

xd
 (4                                                                                                                      )  

ٔفشك اْ 
dt

dx
y    
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2

.
dt

xd
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dx

dx
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dt

xd

dt
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
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2

2

dt

xd

dx

dy
y     

 ( ػٍٝ اٌقٛسح 4ٚرقجؼ اٌّؼبدٌخ )

dxxfydy )(    

ٚثىزٌه yٚاٌّزي١ىش اٌزىبثغ  xٚرٌه ثؼذ فقً اٌّزي١شاد فٝ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ ف١ٙب اٌّزي١ش اٌّغىزمً 

 وّب عجك ٠ّىٓ ؽً اٌّؼبدٌخ ثغٌٙٛخ 
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 جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس جٌخط١س   -3

 
 اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌزٝ ػٍٝ اٌقٛسح                   
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  ًدٚاي فىٝ اٌّزي١ىش اٌّغىزمt  ِٓضىً ٘ىزح اٌّؼىبدلاد رغىّٝ ِؼبدٌىخ رفبمى١ٍخ نط١ىخ ِى

 راد اٌّؼبِلاد اٌّزي١شح .   nسرجخ 

 .رغبٜٚ اٌقفش لبْ ٘زح اٌّؼبدٌخ رغّٝ ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ ِزغبٔغخ t)()ا(  ارا وبٔذ  

)ة(ارا وبٔذ  
n

FF ,......,
0

ٚراد ِؼبِلاد صبثزخ nصٛاثذ رغّٝ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ نط١خ ِٓ سرجخ 

. 

 ٔؼزجش الاْ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌخط١خ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ ٚاٌزٝ ٠ّىٓ ٚمؼٙب ػٍٝ اٌقٛسح 

)()()(
01

txtF
dt

dx
tF                                                                                                     (6) 

)(ثبٌمغّخ ػٍٝ 
1

tF ( فٝ  اٌقٛسح 6ٔؾقً ػٍٝ ف١يخ اٌّؼبدٌخ ) 

)()( tgxtF
dt

dx
                                                                                                              (7)  

                                                                                                          

),()(ٚ٘ٝ اٌقٛسح اٌم١بع١خ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌخط١خ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ ؽ١ش  tgtF  دٚاي فٝ اٌّزي١شt . 

اٌّزي١ش اٌّغزمً ٚٔؾبٚي ٚمغ اٌطشف الا٠غىش  tاٌضِٓداٌخ فٝ  t)(( ٔنشة هشف١ٙب فٝ داٌخ ِب 7ً اٌّؼبدٌخ )ٌٚؾ

ٔفغىٗ  xٔفغٙب ٚاٌضب١ٔخ ٘ىٝ اٌّزي١ىش اٌزىبثغ  اؽذّ٘ب ٘ٝ ( ػٍٝ فٛسح رفبمً ربَ ٌؾبفً مشة داٌز١ٓ 7ٌٍّؼبدٌخ )

 ٌٚىٝ ٠زؾمك رٌه ٠ىْٛ اٌّمذاس 
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d 
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 ( اٜ أٗ ٠غت اْ ٠ىْٛ 7ِغبٜٚ ٌٍطشف الا٠غش ٌٍّؼبدٌخ )
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 (ٚػٍٝ ٘زا ٠غت اْ ٠ىْٛ . (فٝ 7)ٚرٌه ثؼذ مشة اٌّؼبدٌخ )

dttF
d

tF
dt

d

)(

)(











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  ٚثبٌزىبًِ ٠ّىٓ اٌؾقٛي ػٍٝ ػٍٝ اٌذاٌخ 



 
dttF

e

dttF

)(

)(ln




   

( فٝ اٌذاٌخ 7)ٚلا داػٝ ٌىزبثخ صبثذ اٌزىبًِ ار ١ٌظ ٌٗ اٜ ل١ّخ ٕ٘ب ( ٚثزٌه ارا مشة هشفٝ اٌّؼبدٌخ )
dttF

e
)(

 

( عٛف ربنز 7اٜ اْ اٌّؼبدٌخ ) xمً ؽبفً مشة اٌذاٌز١ٓ فبٔٗ عٛف ٠ىْٛ اٌطشف الا٠غش ػجبسح ػٓ رفب

 اٌقٛسح . 

)()( tgx
dt

d
    

  ٠tّٓ داٌخ فٝ اٌّزي١ش لااٌزٜ ٠ّىٓ رىبٍِٙب ثغٌٙٛخ ار اْ اٌطشف اٚ

  ctgtx )()(    

 ٠ٚىْٛ 










dttFdttF

ecdttgtex
)()(

)()(     

 

 ( ضغّٝ ذّؼحًِ جٌطىحًِ t)(جٌذجٌس (.( 7٘ٛ ؽً اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ )ٚ

 

 ِػحي :

 
 قً جٌّؼحدٌس جٌطفحظ١ٍس 

2
5

3
)(

cos5tan)(

t
t

x

dt

dx
ii

ttx
dt

dx
i





    

 جٌكً

 

ttx
dt

dx
i cos5tan)(   

te

eee

t

tttdt

sec
secln

cos

1
ln

coslntan









     

 فٝ ِؼبًِ اٌزىبًِ i)(ثنشة هشفٝ اٌّؼبدٌخ 
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ttttx
dt

dx
t seccos5tansecsec     

 

   



dttxd

tx
dx

d

5sec

5sec

   

tcttx

cttx

coscos5

5sec




     

 .i)(ٚ٘ٛ ؽً ٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ 

31ln
ln

3

1

3

2

31

5
3

)(

teee

t
t

x

dt

dx
ii

t
t

t

dt










   

31ثنشة هشفٝ اٌّؼبدٌخ فٝ 
t  

3123131
6

3
ttt

t

x

dt

dx
t     

37

32

31
5

3
t

t

x

dt

dx
t   

 

 



dttxdt

txt
dt

d

3731

3731

5

5

  

313

3

10

31

2

3

10

15






tctx

ctxt

      

 

  ii)(ٚ٘ٛ ؽً ٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ 

 

صبثذ اٌؾً اٌغبثك ٠غّٝ ثبٌؾً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌخط١خ ٚٔلاؽع أٗ ٠ٕفغُ اٌٝ و١ّز١ٓ الاٌٚٝ لا رؾزٛٞ ػٍٝ 

 . ٚالانشٜ رؾزٜٛ ػٍٝ ػذد ِٓ اٌضٛاثذ ٠غبٜٚ سرجخ اٌّؼبدٌخ 

ٌّؼبدٌخ ا ؽً٘ٛنش الأٚاٌغضس  اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ. رؾمكاٌغضس الاٚي ٠غّٝ ثبٌؾً اٌخبؿ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ 

)(0اٌّزغبٔغخ اٜ ػٕذِب ٠ىْٛ اٌطشف الا٠ّٓ اٌزفبم١ٍخ  tyاٌؾً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ ٘ٛ بٜٚ ففشا ٚػٍٝ رٌه ٠ىْٛ غ٠
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٠ّٚىٓ رؼ١ُّ ٘زٖ اٌخبف١خ فٝ ؽً اٜ ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ ِٓ ٘ٛ ِغّٛع اٌؾ١ٍٓ اٌؾً اٌخبؿ ٚؽً اٌّؼبدٌخ اٌّزغبٔغخ .

 . فبٌؾً اٌؼبَ ثزٌه ٠زىْٛ ِٓ عضئ١ٓ .سرجخ اوجش ِٓ الاٌٚٝ 

 ؽً نبؿ  ٚ٘ٛ اٜ  ؽً ٠ؾمك اٌّؼبدٌخ ٚنبٌٝ ِٓ اٌضٛاثذ . ( أ)

 ػذد ِٓ اٌضٛاثذ الانزجبس٠خ رغبٜٚ سرجخ اٌّؼبدٌخ .٠ٚؾزٜٛ ػٍٝ  ٍّؼبدٌخ اٌّزغبٔغخؽً ٌ   ( ة)

  

tt: ٔغذ اْ اٌؾً اٌخبؿ ٘ٛ  ففٝ جٌّػحي جلاٚي cos5  ٠ؾمك اٌّؼبدٌخ الاٌٚىٝ ٚؽىً انىش ٛ٘ٚtcos ٚمىشة

0tanبٔغخ ٠ّٚىٓ اٌزأوذ ِٓ أٗ ؽً ٌٍّؼبدٌخ اٌّزغ cفٝ صبثذ   tx
dt

dx
. 

 

3ٔغذ اْ  : فٝ جٌّػحي جٌػحٔٝ
23 t  ْ23٘ٛ ؽً نبؿ ٚا

t  . ؽً اٌّؼبدٌخ اٌّزغبٔغخ ٛ٘ 

 

 

 جٌّؼحدٌس جٌطفحظ١ٍس جٌخط١س ِٓ جٌشضرس جٌػح١ٔس : ( 4)

 
 ٌضبثزخ ٠ّٚىٓ ٚمؼٙب ػٍٝ اٌقٛسح عٕؼزجش فمو ؽً اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌخط١خ راد اٌّؼبِلاد ا

)(2
2

2

2

txw
dt

dx
k

dt

xd
 (9                                                                                               )  

ً ٚػٍٝ رٌه عٛف ٔؾوّب عجك ٔؼزجش اٚلا اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌّزغبٔغخ ٚٔٛعذ ؽٍٙب اٌزٜ ٠غت اْ ٠ؾزٜٛ ػٍٝ صبثز١ٓ 

 اٌّؼبدٌخ اٌّزغبٔغخ .

02
2

2

2

 xw
dt

dx
k

dt

xd
    (11       )                                                                                         

 

 ػٍٝ اٌقٛسح  ٌٙبٔفشك ؽً ٌؾً ٘زٖ اٌّؼبدٌخ 
t

ecx


   (11                                   )                                                                                      

 

 ( ف١غت اْ ٠ؾممٙب (11( ؽً ٌٍّؼبدٌخ  )11( فٝ اٌقٛسح )ار اْ اٌّؼبدٌخ )11ٚثبٌزؼ٠ٛل ٔؾقً ػٍٝ اٌّؼبدٌخ )

 

 tt
ecxecx


  ,   

  

 (11ثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼبدٌخ )

  
ttt

ecwekcec



22

2,     

0ٚثبٌمغّخ ػٍٝ 
t

ec
  ٍٝٔؾقً ػ 
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02
22
 wk   (12                                                                                                        )  

 س٠ٙب زٌزٝ ٠ّىٓ ؽٍٙب ٚا٠غبد عٚاٚ٘ٝ ِؼبدٌخ عجش٠خ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ فٝ 
22

2
,1 wkk     (13                                                                                              )

       

 ْ ٌٍّؼبدٌخ ٚ٘ٝ لاٚػٍٝ رٌه ٠ىْٛ ٕ٘بن ؽ
tt

ecec
21

21
,


   

 

٠ؾزٛٞ ػٍٟ صبثز١ٓ انز١بس٠ٓ لأٙب ِؼبدٌخ ٘ٛ ػجبسح ػٓ ِغّٛع اٌؾ١ٍٓ ار ٠غت اْ ( 11ٌٍّؼبدٌخ )٠ٚىْٛ اٌؾً اٌؼبَ 

 رفبم١ٍخ ِٓ اٌشرجخ اٌضب١ٔخ.
tt

ececx 21

21


                                                                                                        (14) 

 

ؽ١ش 
21

,( ٚاٌزٟ رغ12ّّٟ٘ب عزسٞ اٌّؼبدٌخ ) فٝ اٌؾقٛي ػٍٝ اٌؾً ( )اٜ اٌزٝ رغبػذ  ذحٌّؼحدٌس جٌّغحػذز

 ( .11ِٓ اٌغٌٙٛخ اٌؾقٛي ػ١ٍٙب ِجبؽشح ِٓ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ الاف١ٍخ )

( اٌزٝ رؼ١ٓ اٌغزس٠ٓ 13ِٓ اٌّؼبدٌخ )
21

, زس٠ٓ٠زنؼ اْ ٕ٘بن صلاس اؽزّبلاد ٌٙز٠ٓ اٌغ.  

 

 ْ قم١م١ٓ ِٚخطٍف١ٓججرج وحْ جٌؿزس ( أ)

 

22اٜ                                         
wk   ٝ( 14(٘ٛ )11ٌخ ع١ىْٛ ؽً اٌّؼبدٌخ )بزٖ اٌؾ٘ٚف 

   

  ْ قم١م١ٓ ِٚطغح١٠ٚٓججرج وحْ جٌؿزس  ( ة)

  

22اٜ ارا وبٔذ                  
wk  ْٛف١ى

21
, ِٕٙ ب ِغب٠ٚب ١ٌّىٓ ولا   ف١قجؼ اٌؾً فٝ اٌقٛسح ِضلا 

 
tt

ececx


21
  

  

  tt
ececcx



21

     

  

( 11ٌٚىٓ اٌؾً اٌؼبَ لاثذ اْ ٠ؾزٜٛ ػٍٝ صبثز١ٓ ٚػٍٝ رٌه فبْ ٘زا اٌؾً ٌٓ ٠ىْٛ ٘ٛ اٌؾً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ )

 ٚلذ ٚعذ فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ اْ اٌؾً عٛف ٠بنز اٌقٛسح . 

 

  t
etccx


21
 (15                                                                                                               )
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    )ؼ(جرج وحْ جٌؿزسجْ ضخ١ٍ١ٓ ِخطٍف١ٓ

22اٜ ارا وبْ                                              
wk   22فجٛمغ

kw   ٍٝٔؾقً ػ 

 ikik 
21

,    

 ( فٝ اٌقٛسح   ٠ٚ14قجؼ اٌؾً اٌؼبَ )

  

)(
21

titikt
ececex

 
        (16                                                               )                            

                

 

 ٚثبعزخذاَ اٌؼلالبد الار١خ 

tite

tite

ti

ti









sincos

sincos






        

 ( عٛف رؤٚي اٌٝ  16فبْ اٌّؼبدٌخ )

 

 tccitccex
kt

 sin)(cos)(
2121


       

 اٚ ٔنغ اٌخً فٝ اٌقٛسح 

 

 tBtAex
kt

 sincos 
     

   (17                                )                                                      

 ِػحي 

 
 قً جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس جٌخط١س جلاض١س  

x
dt

dx

dt

xd
ii

x
dt

dx

dt

xd
i

44)(

34)(

2

2

2

2





    

x
dt

dx

dt

xd
iii 134)(

2

2

     

034)(  xxxiv      

 جٌكً 
 اٌّؼبدٌخ اٌّغبػذح رىْٛ ػٍٝ اٌقٛسح 

034
2

    



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 11 

1,312,

2

44

2

12164
,

21

21












    

    اٜ اْ اٌغزساْ ِخزٍفبْ ٚؽم١م١بْ ٠ٚىْٛ اٌؾً ػٍٝ اٌقٛسح 
tt

eBeAx 
3       

 

044)(  xxxiv     

 اٌّؼبدٌخ اٌّغبػذح رىْٛ ػٍٝ اٌقٛسح 

044
2

     

 

2
2

4.13164
,

21



   

 ٌؾً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ ٘ٛ اٜ اْ اٌغزس٠ٓ ِزغب٠ٚبْ ٚػٍٝ رٌه ٠ىْٛ ا
t

etccx
2

21
)(     

 

0134)(  xxxiii     

 اٌّؼبدٌخ اٌّغبػذح رىْٛ ػٍٝ اٌقٛسح 

0134
2

     

 

i32
2

4.13164
,

21



       

 ٚػٝ رٌه ٠ىْٛ اٌؾً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ٘ٛ 
ittitt

ececx
32

1

32

1


   

 

   .3sin3cos
23

2

3

1

2
tBtAeecece

tititt


   

 

----------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------- 

----------------------------------- 
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 جٌرحخ جلاٚي

 
 

 رحي جٌػم١ٍس جٌّؼٍمس ضكص ضحغ١ش جٌؿحرذ١س جلاسظ١س كجضضجْ جٌغلاعً ٚجٌ
   

 د٠س جٌىط١ٕس جٌؼح ( أ)
جٌىط١ٕس  فبْ إٌّؾٕٝ اٌزٜ رزخزٖ ٠غّٝ  ز١ٓطث١ٓ ٔمارا ػٍمذ عٍغٍخ صم١ٍخ ِٕزظّخ لبثٍخ ٌٍضٕٝ ثغٌٙٛخ 

 جٌؼحِس جٚ جٌىط١ٕس جٌؼحد٠س 
 

 : جٌؼحد٠سئ٠ؿحد جٌّؼحدٌس جٌزجض١س ٌّٕكٕٝ جٌىط١ٕس 
 

BAٔفشك عٍغٍخ صم١ٍخ ِؼٍمخ ث١ٓ إٌمطز١ٓ  )رغّٝ فٝ اٌغٍغٍخ  vافمٝ . ٔبنز اعفً ٔمطخ  ABؽ١ش  ,

. ٔبنز الافمٝ وئرغبٖ ٌم١بط صا٠ٚخ ١ًِ اٌّّبط ٚثبنز اٜ ٔمطخ اٌزار١خ  ثشاط اٌىز١ٕخ( وٕمطخ افً ٌلاؽذاص١بد

),(١برٙب ِٓ ٔمبه اٌغٍغٍخ ٌٚزىٓ إؽذاصpٌٚزىٓ اٌزمو انز١بس٠خ  s   ْٚثفشك اw ِٓ ٚصْ ٚؽذح الاهٛاي

 ٚاٌزٝ رؤصش ػ١ٍٗ اٌمٜٛ الار١خ  sهٌٛخ  pvٚٔذسط إرضاْ اٌغضس  اٌغٍغٍخ
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pvٚصْ اٌغضس(1(


 . لاعف٠ٚwsًغبٜٚ   

اٌؾذ (2)
0

T  ػٕذv  افمٝ لاْ إٌمطخ ٛ٘ٚv  اٌىز١ٕخاعفً ٔمطخ ِٓ 

 .  pفٝ ارغبٖ اٌّّبط ٌٍّٕؾٕٝ ػٕذ  pػٕذ  Tاٌؾذ ( 3) 

ٚثفشك .فبٔٗ ٠غت اْ رزلالٝ فٝ ٔمطخ ٚاؽذح وّب ثبٌؾىً ِزضْ رؾذ رأص١ش صلاصخ لٜٛ  vpضس ِٓ اٌؾجًغٚؽ١ش اْ اٌ

 ٔغذ اْ ِغ الافمٝ فبٔٗ ثبٌزؾ١ًٍ فٝ الارغب١٘ٓ الافمٝ ٚاٌشاعٝ  صا٠ٚخ .٠قٕغ  pاْ اٌّّبط ٌٍّٕؾٕٝ ػٕذ 

 

 

0
cos TT                                                                                                                   (1.1.1)  

 

wsT sin                                                                                                                 (1.1.2)  

   

وجخ الافم١خ ٌٍؾذ ػٕىذ اٜ ٔمطىخ ِىٓ ٔمىبه اٌغٍغىٍخ ش( رج١ٓ إؽذٜ اٌخٛاؿ ا١ٌّّضح ٌٍىز١جخ , ٚ٘ٝ اْ ا1.1.2ٌّاٌّؼبدٌخ )

 صبثزخ اٌّمذاس ٚرغبٜٚ اٌؾذ ػٕذ ساط اٌىز١ٕخ .  رىْٛ

ٚثفشك اْ اٌؾذ 
0

T هٌٛخ  اٌغٍغٍخِٓ  ٠ّضً ٚصْ عضسc  ْاٜ ا 

wcT 
0

                                                                                                                       (1.1.3) 

       

( ٔؾقً ػٍٝ 1.1.1( فٝ )1.1.3ٚثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )  

wcT cos                                                                                                                   (1.4) 

               

  ( ٔؾقً ػ1.1.4ٍٝ( ػٍٝ )1.1.2ثمغّخ )

c

s
tan       

 اٜ اْ 

tancs                                                                                                                    (1.1.5)  

 

 

),(( رشثو ث١ٓ الاؽذاص١بد اٌزار١خ 1.1.5ٚؽ١ش اْ اٌّؼبدٌخ ) sّٝاْ  ؽ١ىشٚ.   جٌّؼحدٌس جٌزجض١س ٌٍىط١ٕرس  فبٔٙب رغ

 .  ذحسجِطش جٌىط١ٕس غ٠ّٝ c, فبْ c٘ٛاٌضبثذ اٌٛؽ١ذ ف١ٙب 

 

 جٌّؼحدٌطحْ جٌرحسِطش٠طحْ ٌٍىط١ٕس 
 

),(ّ٘ىب  pٌٍٕمطىخ  ب١ْض٠ىالاؽىذاص١١ٓ اٌىشرثفشك اْ  yx  ٜعىٕٛعذ الاْ اٌّؼىبدٌز١ٓ اٌشاِزىش٠ز١ٓ ٌٍىز١ٕىخ , ا

),(ولا ِٓ عٕٛعذ  yx  ِٓ وذاٌخ فٝ ثبساِزش ٚعٕشٜ أٗ ٠ّىٓ ا٠غبد ولا),( yx  وذاٌخ فٝ اٌضا٠ٚخ . 
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 d

ds

ds

dx

d

dx
                                                                                                              (1.1.6)  

 

 

 ٔؾقً ػٍٝ  ( ثبٌٕغجخ ا1.1.5ٌٝثزفبمً اٌّؼبدٌخ )




2
secc

d

ds
                                                                                                             (1.1.7)  

                                                                                             

 ا٠نب ٚامؼ اْ 

cos
ds

dx
                                                                                                                   (1.1.8 )

  

                                                                                                                     ( ٔؾقً ػٍٝ  1.1.6( فٝ )1.1.8, ) (1.1.7ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )






sec

cossec
2

c

c
d

dx




                                                                                       

                                            

  ٚثفقً اٌّزي١شاد ٚاٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

 
1

tansecln ccx     

 

ؽ١ىىش 
1

c  ٝصبثىىذ . ٚثبنز١ىىبس اٌّؾىىٛس اٌشأعىىvy  ِىىبسا ثبعىىفً ٔمطىىخ ِىىٓ اٌىز١ٕىىخ فئٔىىٗ ػٕىىذv ْٛ0,0 ٠ىىى  x 

0ٚثبٌزؼ٠ٛل ٔغذ اْ ل١ّخ اٌضبثذ 
1
c  . 

  tansecln  cx (1.1.9                                                                                                )

    

 

 

 . وذاٌخ فٝ اٌجبساِزش  x( رؼط١ٕب 1.1.9اٌّؼبدٌخ )

 فئْ  وذاٌخ فٝ  yثبٌٕغجخ اٌٝ اٌّؼبدٌخ اٌجبساِزش٠خ الانشٜ اٌخبفخ ثبلاؽذاصٝ 
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 d

ds

dx

dy

d

dy
.  (1.1.11)                                                                                                          

           

 ٚؽ١ش اْ 

sin
ds

dy
   (1.1.11)                                                                                                              

     

 ٔؾقً ػٍٝ ( 1.1.11( فٝ )1.1.11( , )1.1.7ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )




tansecsecsin
2

cc
d

dy
      

 ثبٌزىبًِ ٔغذ اْ 

2
sec ccy        

 

ؽ١ش 
2

c  صبثذ اٌزىبًِ . ٚثبنز١بس اٌّؾٛسx  ِٕخفنىب ِغىبفخc   ػىٓ اعىفً ٔمطىخ ِىٓ اٌىز١ٕىخv فبٔىٗ ػٕىذ إٌمطىخv 

,٠0ىْٛ    cy  ْٛ0ثبٌزبٌٝ ٠ى
2
c . 

seccy  (1.1.12                                                                                                             )

         

  ( ّ٘ب اٌّؼبدٌزبْ اٌجبساِزش٠زبْ ٌّٕؾٕٝ اٌىز١ٕخ 1.1.9(,)1.1.12اٌّؼبدٌزبْ )

 

 

 جٌّؼحدٌس جٌىحسض١ض٠س ٌّٕكٕٝ جٌىط١ٕس :
 

yx( ٔؾقىىً ػٍىىٝ ػلالىىخ ثىى١ٓ الاؽىىذاص١١ٓ 1.9(,)1.12ثىى١ٓ اٌّؼىىبدٌز١ٓ ) ثؾىىزف اٌجىىبسِزش  ٝ ٘ىىٚرىىىْٛ  ,

 ( فبْ 9اٌىبسر١ض٠خ ٌٍىز١ٕخ ِٓ اٌّؼبدٌخ ) اٌّؼبدٌخ

1tansec

tansec

22







cx

e
(1.1.13 )                                                                                                  

             

 

 ٚؽ١ش اْ 

  cx

cx
e

e







1

tansec

1
tansec


    

 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 16 

cx
e


  tansec (1.1.14 )                                                                                             

    

 

 

 

 ( ٔؾقً ػٍٝ 1.1.13(, )1.1.14ثغّغ )
cxcx

ee


sec2      

 ( ٔؾقً ػٍٝ 1.1.12ثبعزخذاَ اٌؼلالخ )

 cxcy cosh    (1.1.15                           )                                                                           

                

ٚ٘ٝ ػلالخ ث١ٓ  yx  ٚ٘ٝ اٌّؼبدٌخ اٌىبسر١ض٠خ ٌّٕؾٕٝ اٌىز١ٕخ .  ,

 

 : جٌتذ ػٕذ ج٠ٗ ٔمطس 
 ( فئْ 1.1.4ِٓ اٌّؼبدٌخ )

secwcT       

 ( ٔغذ اْ 1.1.12اٌّؼبدٌخ )ٚثبعزخذاَ 

wyT  (1.1.16                                                                                                                       )

      

 

 

 رؼ١ٓ اٌؾذ ػٕذ اٜ ٔمطخ ِٓ ٔمبه اٌغٍغٍخ .( 1.1.16اٌّؼبدٌخ )

 

 جلا شٜ ٌٍىط١ٕس : ذؼط جٌؼلالحش 
 

 sec,tan cycS       


22222

sec,tan2 cycS                  

  22222222
sec,1sec2 cyccScS     

222
cSy                                                                                                            (1.1.17)      

    

 

 ِٓ اٌىز١ٕخ . ٚالاؽذاصٝ اٌشإعٝ ػٕذ اٜ ٔمطخ  S( رشثو ث١ٓ 1.1.17اٌؼلالخ )

 رقجؼ ( 1.1.17فبْ اٌّؼبدٌخ ) xثذلاٌخ  y( ػٓ ل١ّخ 1.1.15ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ اٌؼلالخ )
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  

 cxc

cxcS

22

222

sinh

1cosh




     

 اٜ اْ 











c

x
cS sinh (1.1.18                                                                                                         )

          

 

 ىز١ٕخ. ػٕذ اٜ ٔمطخ ػٍٝ ِٕؾٕٝ اٌ xٚالاؽذاصٝ الافمٝ  S( رشثو ث١ٓ 1.1.18اٌؼلالخ )

 

 sec,tan cycS    

cy
c

s
  sec,tan   

)tanln(sec   cx    

  








 


c

Sy
cx ln   (1.1.19                                                                                                    )

      

 

 

),(ٚالاؽذاصٝ  S( رشثو ث1.1.19ٓ١اٌؼلالخ ) yx  ػٕذ اٜ ٔمطخ ػٍٝ إٌّؾٕٝ اٌىز١ٕخ 

 

 ٍِكٛظس 

اٚ  ثفزؾخ٠غّٝ فئْ اٌجؼذ ث١ّٕٙب ٚارا وبٔذ ٔمطزٝ اٌزؼ١ٍك رمؼبْ ػٍٝ ٔفظ اٌخو الافمٝ  د١ًٌ اٌىز١ٕخ٠غّٟ  xٌّؾٛسا

 . وّب اْ إٌّؾٕٝ فٝ ٘زح اٌؾبٌخ  ٠غّٝ ثغُٙ اٌىز١ٕخ  ABػٓ vػّك اٌشأط  فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ فبْ ثؾش اٌىز١ٕخ.

),(٠ّىٓ إ٠غبد٘ب ثّؼ١ٍِٛخ  فئْ  l2فئرا وبْ هٛي اٌغٍغٍخ  ٠yىْٛ ِزّبصلا ؽٛي اٌّؾٛس  cl.ٝوبلار 

   ( ػٕذ إؽذٜ رمطزٝ اٌزؼ١ٍك ٠ىْٛ 1.1.17ثزطج١ك اٌؼلالخ )

 

22

222

clc

clc








   

 
22

clc                                                                                                     (1.1.20)    
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 جعلان جٌط١ٍفْٛ ٚجٌطٍغشجف    (2) 
 

فبٔٗ ٠زُ ؽذ اٌغٍه ػٕذ ٔمبه اٌزؼ١ٍك ِٓ اٌّؼشٚف أٗ ػٕذ رشو١ت اعلان اٌز١ٍفْٛ اٚ اٌز١ٍيشاف ث١ٓ الاػّذح 

ِٓ ٔمبه ٠ّىٓ ٌٍغٍه اْ ٠زؾٍّٙب ,. ٚاٌٙذف ِٓ رٌه ٘ٛ اْ رقً اعفً ٔمطخ ثؾ١ش ٠قً اٌؾذ ػٕذ٘ب اٌٝ افقٝ ل١ّخ 

اٜ اْ اٌض٠بدح فٝ اٌؾذ ػٕذ ٔمبه اٌزؼ١ٍك ٠ؤدٜ اٌٝ ص٠بدح اٌجبسِزش سك اٌٝ القٝ اسرفبع ِّىٓ ٌٙب ػٍٝ الااٌغٍه 

c ٚثبٌزبٌٝ ٠زٕبلـ اٌّمذاس
c

x
  . 

ػٍٝ ٌٍّمذاس ٚالافبرا فشمٕب اْ اٌؾذ لذ رضا٠ذ ؽزٝ ٚفً اٌٝ ل١ّخ ػٕذ٘ب ٠ّىٓ ٠ّىٓ اّ٘بي اٌمٜٛ اٌشاثؼخ 
c

x
فبْ  

 اٌّفىٛن 

 cxcx
ee

c

c

x
cy




2
cosh    



































































































.
24

1

6

1

2

1
1

......
24

1

6

1

2

1
1

2

432

432

c

x

c

x

c

x

c

x

c

x

c

x

c

x

c

xc

   
































 ....

12

1
2

2

42

c

x

c

xc
y     

 

 ٠ّٚىٓ وزبثزٙب فٝ اٌقٛسح 























 ........2

2

2

c

xc
y    

c

x
cy

2

2

   

)(2
2

cycx   (1.1.21)                                                                                                       
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)0,(ٚ٘ٝ ِؼبدٌخ لطغ ِىبفئ ساعخ ػٕذ إٌمطخ  c ٌؤسٜ اٌؼّٛدٜ ٠غبٜٚ جٚهٛي ٚرشح اc2. 

 

 (  جٌىٛذشٜ جٌّؼٍك :3)

 

BAصْ ث١ٓ ٔمطز١ٓ ًٛ ًِّٙ اٌج٘ٛ ػجبسح ػٓ و ٠ؾًّ لٛائُ ساع١خ ٍِّٙخ اٌٛصْ ا٠نب ٚرؾًّ ثذٚس٘ب  ,

١ُّ اٌىٛثشٜ اٌّؼٍك ثؾ١ش ٠ىْٛ ٚصْ اٌطش٠ك ِٚب ٠ّش قٚ٘ٛ اٌؾًّ الاعبعٟ ػٍٝ اٌىٛثشٜ . ٠ٚزُ رDEاٌطش٠ك 

 ِٓ اٌطش٠ك ٠ىْٛ صبثذ .  اٜ ٚصْ ٚؽذح الاهٛاي ّب ػ١ٍخ ِٛصػب رٛص٠ؼب افم١ب ِٕزظ

 
 

 

ض٠خ ٚاٌزار١خ ػٕذ اعفً ٔمطخ ١ٌٍّؾبٚس اٌىشر 0فٝ ٘زح اٌؾبٌخ ٔبنز ٔمطخ الافً  ٠ABبنز اٌىجً لا٠غبد إٌّؾٕٝ اٌزٜ 

 pساع١ب اٌٝ اػٍٝ ٠ٚبنز اٜ ٔمطخ انز١بس٠خ  oyافم١ب ٚاٌّؾٛس  oxٚاٌّؾٛس ب ( ِٓ اٌىجً )اٌّّبط ػٕذ٘ب ٠ىْٛ افم١

),(ِٓ ٔمبه اٌىجً ٌٚزىٓ اؽذاص١برٙب  yx  ٚدساعخ ارضاْ اٌغضسop ّ٘بصخ لٜٛ ِٓ اٌىجً رؾذ ربص١ش صلا 
o

TT , 

 . xٚاٌٛصْ 

 

 

 
0

cos TT  (1.1.22                                                                                                            )
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wxT sin  (1.1.23      )                                                                                                      

          

 ُ فبْ  ِٓ صٚ

0
T

x
Tan


     

 ٚثزٌه ٠ّىٓ وزبثزٙب ػٍٝ اٌقٛسح  

0
T

x

dx

dy 
   

 ٚثبٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

1

0

2

2
c

T

x
y 


  

),(ٙب ٠زلاؽٝ اٌزىبًِ ٚف١ yx  0ػٕذ إٌمطخ . 

0

2

2T

x
y


  (1.1.24                                                                                                               )

        

اٌجؤسٜ اٌؼّٛدٜ ٠غبٜٚ  ٖٚرشِؾٛسٖ ساعٝ ٚساعخ اٌٝ اعمً ٚهٛي  دٌخ لطغ ِىبفئ ( رّضً ِؼب1.1.24اٌّؼبدٌخ )



0
2T

 . 

 ف١ّىٓ اٌؾقٛي ػ١ٍٗ ِجبؽشح ِٓ ِؼبدلاد الارضاْ وبلارٝ  pِب اٌؾذ فٝ اٌىجً ػٕذ إٌمطخ الانز١بس٠خ ا
222

0

2
xTT     

 

2

0

22

0
1

T

x
TT


     (1.1.25                                                                                                  )

                   

 جٌىط١ٕس ِطغ١شز جٌىػحفس جٌط١ٌٛس:  (4)
BAغ١ش ِٕزظّخ ِؼٍمخ ث١ٓ ٔمطز١ٓ  صم١ٍخٚ٘ٝ ػجبسح ػٓ عٍغٍخ  ِٓ  mٖ اٌؾبٌخ فبْ وزٍخ ٚؽذح الاهٛاي فٝ ٘ز ,

qmاٌغٍغٍخ لا رغبٜٚ ِمذاسا صبثزب . فبرا فشمٕب اْ    ؽجش  اٌىضبفخ اٌؾغ١ّخ ٌٍّبدح اٌّقٕٛع ِٕٙب اٌغٍغٍخ ٝ٘

q ِْغبؽخ اٌّمطغ  فب ٝ٘m ِْٛزي١شح إِب ثزي١ش عزى  اٚ ثزي١شq ٚثزي١ش ولاّ٘ب . أ 

 ٔمطخ افً الاؽذاص١بد اٌزار١خ ٚدساعخ 0ِٓ ٔمبه اٌغٍغٍخ ٚثأؽز اعفً ٔمطخ فٝ اٌغٍغٍخ  pثأنز ٔمطخ إنز١بس٠خ 

 ِٓ اٌغٍغٍخ ٔغذ اْ  opإرضاْ اٌغضس 
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0
cos TT  (1.1.26                                                                                                              )

                



s

mgdsT

0

sin  (1.1.27       )                                                                                                

           

 

  ( ٔغذ اْ 1.1.26( ػٍٝ اٌّؼبدٌخ )1.1.27ثمغّخ اٌّؼبدٌخ )

          



s

mds
T

g

00

tan    (1.1.28                                                  )                                                   

             

 

 

   Sٚثزفبمً هشفٝ ٘زٖ اٌّؼبدٌخ ثبٌٕغجخ اٌٝ 

m
T

g

ds

d

0

2
sec 


   

 اٜ اْ 
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t
g

T

d

ds
m coscos

02



 (1.1.29                                                              )                           

        

أِب ارا اٌّؼبدٌخ اٌزار١خ ٌٍّٕؾٕٝ اٌزٜ ربنزح اٌغٍغٍخ .  ّىٕٕب اٌؾقٛي ػ٠ٍٝٚرىبًِ ٘زٖ اٌؼلالخ mفبرا اػط١ٕب ل١ّخ  

   اٌزٜ ربنزح اٌغٍغٍخ ِؼٍِٛب فبْ ٘زٖ اٌؼلالخ رؼطٝ وزٍخ ٚؽذح الاهٛاي ِٓ اٌغٍغٍخ . ٕؾّٕٝوبْ اٌ

 

  

 

 جٌىط١ٕس ِٕطظّس جٌّطحٔس: (4)

 
(.Constِقٕٛػخ ِٓ ِبدح ِٕزظّخ ٚ٘ٝ ػجبسح ػٓ عٍغٍخ صم١ٍخ   ( ِٚؼٍمخ رؼ١ٍمب ؽشا   

BAرؾذ ربص١ش اٌغبرث١خ الاسم١خ ث١ٓ ٔمطز١ٓ  ػٕذ  Tِغ اٌؾذ  pػٕذ اٜ ٔمطخ  qثؾ١ش رزٕبعت ِغبؽخ اٌّمطغ  ,

 ٔفظ إٌمطخ اٜ اْ 

qT   (1.1.31                                                                                                                     )

                       

 .صبثذ اٌزٕبعت  ؽ١ش 

 ٠ىْٛ  p٘ٝ ٚصْ ٚؽذح الاهٛاي ِٓ اٌغٍغٍخ ػٕذ ٚثفشك اْ 

gqgm   (1.1.31                                                                                              )           

                    

 ٚثبٌزبٌٝ ٠ىْٛ 






g
T  , (1.1.32                                                                                                     )

                 

 ٔغذ اْ  opإرضاْ اٌغضس ٚثبنز اٌّؾبٚس وّب فٝ اٌىز١ٕخ ِزي١شح اٌىضبفخ اٌط١ٌٛخ . ٚدساعخ 

0
cos TT  (1.1.33                                                                                                               )

                  



s

o

dsT sin (1.1.34)                                                                                                         

               

 ِٓ اٌّؼبدٌز١ٓ اٌغبثمز١ٓ ٚثبعزخذاَ اٌؼلالخ 

sec
0

TT    

 ٔغذ اْ 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 23 















d

ds
T

ds
T

s

o

s

o

sec
1

11
tan

00

  

 ٚثبٌزفبمً ٔؾقً ػٍٝ 





 sec

1
sec

2


ds

d
   

 اٜ اْ 

ds

dx

ds

d






 1
cos

1
    

 ِٕٚٙب ٠ىْٛ 

 

dxd    

 ٚثبٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

 

1
cx     

ؽ١ش ٠زلاؽٝ اٌضبثذ 
1

c  ٝٚرٌه اٌزلاؽ,x  ػٕذ إٌمطخo  ْٛٚثبٌزبٌٝ ٠ى 

x                                                                                                                       (1.1.35) 

 ٚثبٌزبٌٝ فبْ

















x

dx

dy
tantan    

 ٚثبٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

 

 
2

secln cxy     

 

ؽ١ش ٠زلاؽٝ اٌضبثذ 
2

c  ٝٚرٌه اٌزلاؽyx  ٚثزٌه رقجؼ اٌّؼبدٌخ اٌغبثمخ فٝ اٌقٛسح  oػٕذ إٌمطخ  ,

 

















x
y secln (1.1.36                                          )                                                              

                

 . yٌٍّؾٛس ً ثبٌٕغجخ اْ إٌّؾٕٝ ِزّبص٘زٖ اٌّؼبدٌخ اٌىشر١ض٠خ ٌٍّٕؾٕٝ اٌزٜ ربنزح اٌغٍغٍخ ِٕٚٙب ٠زنؼ اْ 

 ِٕٚٙب ٠زنؼ اْ ػٕذِب 
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


2
x ػٕذِب   y    

 ساع١ٓ ػٕذ اٜ اْ ٕ٘بن نطٝ رمبسة 




2,
2

 xx    

  . ٚثبٌزبٌٝ فبْ اوجش ثؼذ افمٝ ث١ٓ ٔمطزٝ اٌزؼ١ٍك 

 جِػٍس ِكٌٍٛس

 

  :1ِػحي

ذك١ع وحٔص سجط جٌىط١ٕس  lغٌٛس ِٓ عطف جلاسض ذٛجعطس  ١ػ  hضط١ش غحتشز ِٓ ٚسق ػٍٝ جسضفحع 

ػٕذ جٌطحتشز ػٍٝ جلافمٝ ضغحٜٚ  ػٍٝ جلاسض . أغرص جْ صج٠ٚس ١ًِ جٌخ١ػ








l

h1
tan2 ٝئغرص ج٠عح جْ جٌتذ ف .

  جٌخ١ػ ػٕذ جٌطحتشز ٚػٍٝ جلاسض ٠غحٜٚ ػٍٝ جٌطشض١د  22

2
hl

h

w
,  22

2
hl

h

w
 ١ع قw  ٚصْ ٚقذز

  جلاغٛجي ِٓ جٌخ١ػ

 . 

 

 جٌكً
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 ؽ١ش اْ
222

cSy  (1                                                                                                                    )  

 

  فئْ Aػٕذ اٌطبئشح 

chyls
AA

 ,   

 ٔغذ اْ A( ػٕذ إٌمطخ 1ثزطج١ك اٌؼلالخ )

  222
clch    

 ٠ٚغبٜٚ  cِٕٚٙب رؼ١ٓ ثبسِزش اٌىز١ٕخ

h

hl
c

2

22


  (2                                    )                                                                                   

    

 ؽ١ش اْ 

tancS    

 ػٕذ اٌطبئشحA ْفئ 

 

c

l

lcS

A

AA









tan

tan

(3                       )                                                                                    

       

 ( ٔغذ اْ 3فٝ ) c ( ِٓ2)ٚثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّخ 

22

2
tan

hl

hl
A


    

 

 
2

1

2
tan

lh

lh
A


   (4                                               )                                                           

         

 ٚٔؼٍُ اْ 






















2
tan1

2
tan2

tan

2 A

A

A




  

 ( ٔؾقً ػٍٝ 5(ٚ)4ثّمبسٔخ )

l

h
A










2
tan


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 اٜ اْ 













l

h
A

1
tan2    

ٝ ثضا٠ٚخ رغبٜٚ ١ّ٠ً ػٍٝ الافم Aاٜ اْ اٌّّبط ٌٍخ١و ػٕذ اٌطبئشح 








l

h1
tan2  ٚلا٠غبد اٌؾذ ػٕذ اٌطبئشحA 

 ٔغزخذَ اٌؼلالخ  Bٚػٕذ الاسك 

 chwwyT
AA

 (7                                                                                           )               

  

 ( ٔغذ اْ اٌؾذ ػٕذ اٌطبئشح ٠زؼ١ٓ ِٓ 2ِٓ ) cٚثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّخ 













 


h

hl
hwT

A
2

22

  

 22

2
hl

h

w
    (8                                                                                                      )         

             

 اٌؾذ ػٕذ الاسك ٠زؼ١ٓ ِٓ 

wcwyT
BB
   

 22

2
hl

h

w
T

B
 (9                                                                                                               )

             

 

 :2ِػحي
ط١ٓ ػٍٝ جسضفحػ١ٓ ِخطٍف١ٓ فحرج ٠ٍِغحٚفٛق ذىشض١ٓ صغ١شض١ٓ  ذٛصس ِغٍك 90ٌس غم١ً ِٕطظُ غٛ قرً         

غُ جٚؾذ   4:5وٍس ذٕغرس  كرًذٛصس . فحغرص جْ سجط جٌىط١ٕس ٠مغُ جٌ 30,33 ّ٘حوحْ غٛي جٌؿضت١ٓ جٌّطذ١١ٌٓ 

 .  جٌّغحفس جلافم١س ذ١ٓ جٌرىشض١ٓ

 جٌكً
wyTش ثّشٚسٖ ػٍٝ اٜ ِّٕٙب . ٌٚىٓ ِٓ اٌؼلالخ لا٠زي١ ؾجًؽ١ش اْ اٌجىشر١ٓ ٍِغب٠ٚز١ٓ فبْ اٌؾذ فٝ اٌ   ٠زنؼ

ػٕذ اٌزمبئخ ثبٌجىشر١ٓ ٠غبٜٚ  ؾجًاْ اٌؾذ فٝ اٌغضس إٌّؾٕٝ ِٓ اٌ
2211

, wyTwyT  ؽ١ش
21

, yy  ّ٘ب

ر١ٓ فىً ِّٕٙب ٠غبٜٚ ٚصْ اٌغضس إٌّبظش ٌٗ إٌزمبئٙب ثبٌجىشػٕذ  ؾجًاسرفبػٝ اٌجىشر١ٓ اِب اٌؾذ فٝ الاعضاس اٌشأع١خ ٌٍ

 هٛي ٘زا اٌغضس ِٚٓ ٘زا ٠زنؼ اْ  ِنشٚثب فٟ wاٜ ٠غبٜٚ 
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 33,30

21
 wywy   

33,30
21
 yy                                                                                       (1) 

  . ٠xغت اْ ٠مؼب ػٍٝ ِؾٛس  ؾجًٜ اْ هشفب اٌا

 

 ثزطج١ك اٌؼلالخ 

 
222

cSy    

 ػٕذ وً ِٓ اٌجىشر١ٓ ٔؾقً ػٍٝ 

 
222

)30( cS    (2                                                                                           )                    

        
22

2

2
)33( cS  (3                                                                                                                 )

       

 ( ٔؾقً ػٍٝ 3( ِٓ )2طشػ اٌّؼبدٌخ )ث

189))((

)30()33(

1212

2

1

2

2

22

SSSS

SS




 (4                    )                                                                               
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2733306521  SS (5                                                                                              )

          

 ( ٔغذ اْ 4( فٝ )5ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ)

7
12
 SS  (6                                                                                                                       )

       

 ( ٔغذ اْ 6( ٚ)5ٚالاْ ِٓ )

17,10
21
 SS      (7                                                            )                                           

             

 ٚثبٌزبٌٝ فبْ اٌشاط رمغُ اٌخ١و وٍٗ ثٕغجخ 

5

4

50

40

33

30

2

1






S

S
  

 ( ٔؾقً ػٍٝ ثبساِزش اٌىز١ٕخ 3( اٚ )2(فٝ )7ٚالاْ ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

220c (8                                               )                                                                            

             

 ثزطج١ك اٌؼلالخ 








 


c

Sy
cx ln     

 ػٕذ وً ِٓ اٌجىشر١ٓ ٔؾقً ػٍٝ 








 


c

Sy
cx

11

1
ln    

 ( ٔؾقً ػ8ٍٝ(ٚ)7( ٚ)1ٚاعزخذاَ )














3

2
ln220    








 


c

Sy
cx

22

2
ln    













22

2
ln220

2
x    

 ٚثبٌزبٌٝ فئْ اٌّغبفخ الافم١خ ث١ٓ اٌجىشر١ٓ رغبٜٚ 

21
xxx    

 












22

5
ln

2

2
ln220x  
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  92.2525ln220 x    

 

 :3ِػحي
جلً  ١ٗح ذك١ع وحْ جٌتذ فٝ ٔٙح٠طِّٓ ذؼعٙ hٓ ػٍٝ ذؼذ ٠غحٜٚ ١ذ١ٓ ػّٛد٠ lػٍك عٍه ضٍغشجف غٌٛس 

ئغرص جْ  .ِح ٠ّىٓ


sinh
h

l  ق١ع  1ضكمك جٌّؼحدٌسtanh    

 جٌكً

 
 

 ِٓ  ؼ٠ٓ١زBاٚ Aػٕذ إٌٙب٠خ Tاٌؾذ 

 











c

x
wcyT

B

BB
cosh (1                                                                                                )

            

ٚرٌه ثبعزخذاَ اٌّؼبدٌخ اٌىش٠ز١ض٠خ ٌّٕؾٕٝ اٌىز١ٕخ 
c

x
cy cosh ػٕذ إٌمطخB١2ش اْ ٚؽhx

B
  ْفئ 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 30 











c

h
wcTT

B
2

cosh (2                                                                                                     )

  

٠ٚ0ىْٛ اٌؾذ الً ِب ٠ّىٓ ػٕذِب c( ٠ؼزّذ ػٍٝ ثبسِزشاد اٌىز١ٕخ 2فٝ )Tاٌؾذ 
dc

dT
 ؽ١ش  

 

0
2

sinh
22

cosh 



























c

h

c

h

c

h
w

dc

dT
   

 ِٕٚٙب 

h

c

c

h 2

2
tanh 








(3                                                                                                                 )

         

 ٔنغ 

c

h

2
 (4                                                                                                                            )  

           




1
tanh    

 رؾمك اٌؼلالخ  اٜ اْ 

1tanh  (5                                                                                                                       )

             

 ٚؽ١ش اْ 

c

x
cS

B

B
sinh    











c

h
c

l

2
sinh

2
 

sinh
2

c
l
    




 sinhsinh
2

hc
l                                                                                                       (6)  

 (.4ٚرٌه ثبعزخذاَ اٌؼلالخ )
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 : 4ِػحي

تٕس ِٓ ِٕعذز جفم١س  ft5غرص جقذ غشف١ٙح فٝ ٔمطس ػٍٝ جسضفحع  ft13عٍغٍس غم١ٍس ِٕطظّس غٌٛٙح 

ذ١ّٕٙح ٠غحٜٚ  ٕعذز جٌختٕس . ئغرص جْ ِؼحًِ جلاقطىحنّػٍٝ جft6ٌلٝ جٌغٍغٍس ٚغٌٛس ذحٚضشن 
5

2
. 

 جٌكً

 
 ٔغذ اْ ِٓ إرضاْ اٌغضس اٌّٛمٛع ػٍٝ إٌّنذح 

wR 6  (1                                              )                                                                               

     

0
TR  (2                                                                                                                            )

    

 ٚصْ ٚؽذح الاهٛاي ِٓ اٌغٍغٍخ . wؽ١ش 

 ( ٔغذ اْ 2( ٚ)1ِٓ )

wT 6
0

 (3                                                                                                                          )

        

 طٝ ِٓٚؽ١ش ٌٓ اٌؾذ ػٕذ اعفً ٔمطخ ِٓ اٌغٍغٍخ ٠ؼ
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wcT 
0

(4                                                                                                                            ) 

  
wwc   

c (5                                            )                                                                                  

          

222ثزطج١ك اٌؼلالخ 
cSy    ػٕذ إٌمطخD  ٔغذ اْ ِٓ اٌغٍغٍخ 

  222

22

1

2

)7(5 cc

cSy
D




    

 ِٕٚٙب ٠زظ اْ 

2410 c  

4.2c (7                                                                                                                            )   

    

 ( ٠ٕزظ اْ 5ثبٌزؼ٠ٛل فٝ )

5

2
    

 

 :5ِػحي
 ش جلأجٌٝ ٔمطس غحذطس ٚسذػ غشفس Aذٛجعطس ِفصً ػٕذ غشفس l2غٌٛس ABٚصً لع١د ِٕطظُ 

B ذطشف عٍغٍس ِٕطظّس غُ غرص غشفٙح جلا ش فٝ ٔمطسD ِٓ ًذك١ع وحْ وAD جٌّّحط ػٕذB  فارج وحْ –جفم١ح

 ٠غحٜٚٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٓ جٌمع١د ٚجٌغٍغٍس ِطغح١٠ٚٓ . ئغرص جْ غٛي جٌغٍغٍس 

 cossin2
2

l   ق١عDAB ˆ  

 جٌكً

 
 ِزضْ رؾذ رأص١ش صلاس لٜٛ ٘ٝ  ABاٌمن١ت 

 

ٚصْ ٚؽذح اٌطٛي ٌىً ِٓ اٌمن١ت ٠ٚwؤصش فٝ ِٕزقف اٌمن١ت ؽ١ش  ساع١ب اٌٝ اعفً wl2ٚصٔٗ  (1)

 ٚاٌغٍغٍخ .

اٌؾذ  (2)
0

T  ػٕذB . ٠ٚىْٛ افم١ب 

 ػٕذ اٌّفقً . Rسد فؼً  (3)

 لاس فٝ ٔمطخ ٚاؽذح وّب فٝ اٌؾىً .٠غت اْ رزلالٝ ٘زٖ اٌمٜٛ اٌض 
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 ِضٍش اٌمٜٛ ٚٔغذ اْ  AFEٚامؼ اْ اٌّضٍش 

FA

T

FE

wl 02
 (1                                                                                                                         )

      

 ؽ١ش اْ 

wcT

lFA

lFE







0

cos

sin2





   

 (ٔغذ اْ 1ثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼٍذٌخ )

 cossin2

2

l

wc

l

wl
   

cotlc  (2                                                                                                                      )

   

 ٚثبعزخذاَ اٌؼلالخ  
222

cSy     
222

cSy
DD
 (3                                                                                                                  )

        

ؽ١ش 
D

S هٛي اٌغٍغٍخ اٌّطٍٛة ٝ٘ 
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cl

BoFEy
D





sin2
   

 ( ٠ٕزظ اْ 3ثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼبدٌخ )

  22
sin2 cScl

D
   

 sin4sin4
222

lclS
D

   

 ( ٔغذ اْ 2ِٓ ) cٚثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّخ ثبسِزشاٌىز١ٕخ 

 

 cos4sin4
2222

llS
D

   

 cossin2
2

 lS
D

  

 ٚ٘ٛ هٛي اٌغٍغٍخ اٌّطٍٛة .

  

 

 

 

 :6ِػحي
ٍغٍس غم١ٍس غ١ش ِٕطظّس ِؼٍمس ضؼ١ٍمح قشج ضكص ضأغ١ش جٌؿحرذ١س جلاسظ١س ذ١ٓ ٔمطط١ٓ . فحرج وحٔص جٌّؼحدٌس ع

sin4aSجٌزجض١س ٌٍّٕكٕٝ جٌزٜ ضح زٖ جٌغٍغٍس ٘ٝ   ق١ع جعفً ٔمطس فٝ جٌغٍغٍس ٘ٝ ٔمطس جلاصً ٌلاقذجغ١حش

 . ٚجٌضج٠ٚس جٌغٍغٍس  جٌزجض١س . جٚؾذ جٌؼلالس ذ١ٓ وطٍس ٚقذز جلاغٛجي ِٓ

 جٌكً      
 ٔغذ اْ  opثذساعخ إرضاْ اٌغضس 

o
TT cos (1                                                                                                                       )



S

o

dsmgT sin (2                                                                                                               )

       

 ( ٠ٕزظ ا1ْ( ػٍٝ ِؼبدٌخ )2ثمغّخ ِؼبدٌخ )



S

oo

mdS
T

g
tan (3                                                   )                                                             
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 ٔؾقً ػٍٝ     S( ثبٌٕغجخ اٌٝ 3ثزفبمً اٌّؼبدٌخ )

m
T

g

dS

d
Sec

o





2   (4                                                                                              )             

           

 ٌٚىٓ ِٓ ِؼبدٌخ إٌّؾٕٝ ٠ىْٛ 




cos4a
d

dS
    




sec
4

1

adS

d
 (5                                                                                                                  )

           

 ً ػٍٝ ( ٔؾق4( فٝ )5ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )


3

sec
4ag

T
m

o
 (6                                                                                                                )  

 ٠ّٚىٓ وزبثزٙب ثبٌقٛسح   m,( رؼطٝ اٌؼلالخ ث١ٓ 6اٌّؼبدٌخ )


3

secm   

 ؽ١ش 

const
ag

T
o


4

   
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 :7ِػحي
BAِؼٍمس ضؼ١ٍمح قشج ذ١ٓ ٔمطط١ٓ ٘ٝ جعفً ٔمطس ِٓ ٔمحغ عٍغٍس غم١ٍس oجرج وحٔص   ح ّٙئقذجغ١حض,

(6,18, ))8,4(  ق١عo  ٔمطس جلاصً ٚجٌّكٛس ٝ٘x  جفمٝ ٚجٌّكٛسy  سأعٟ لاػٍٝ ٚوحْ ٚصْ وً ؾضء ِٓ

جٌىٍٝ طس جلافمٝ . فأغرص جْ جٌغٍغٍس ضح ز شىً ِٕكٕٝ جٌمطغ جٌّىحفة . جرج وحْ جٌٛصْ ِغمجٌغٍغٍس ٠طٕحعد ِغ 

 ١ك .ٚجؾذ وزٌه جٌتذ ػٕذ وً ِٓ ٔمططٝ جٌطؼٍ,ذحٚٔذ فأٚؾذ جلً ل١ّس ٌٍتذ  100ٌٍغٍغٍس ٘ٛ 

  

 جٌكً

 
 

 ٔغذ اْ  opثبػزجبس ارضاْ اٌغضس 

o
TT cos (1                                                                                                                       )

          

xT  sin (2        )                                                                                                             

     

 ( ٔؾقً ػٍٝ 1( ػٍٝ اٌّؼبدٌخ )2ثمغّخ اٌّؼبدٌخ )

o
T

x
 tan  

 اٜ اْ
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o
T

x

dx

dy 
    

 ٔغذ اْ  oػٕذ إٌمطخ ٚثبٌزىبًِ ٚثبعزخذاَ اٌؾشٚه الاثزذائ١خ 

2

2
x

T
y

o


 (3                                                                                                                         )

   

 ٚ٘ٝ ِؼبدٌخ لطغ ِىبفئ . 

BAٚؽ١ش اْ ٘زا اٌمطغ ٠ّش ثبٌٕمبه   ٌزا فبٔٙب رؾمك ِؼبدٌزٗ  ,

2

1

16

8

2
2


x

y

T
o


(4                                                                                                           )

   

 ِٕٚٙب ٠ٕزظ اْ 

10
64

100



 

o
T (5                                        )                                                                   

    

 ٚ٘ٝ الً ل١ّخ ٌٍؾذ . 

 ( ٔغذ اْ 5(, )2(, )1ِٓ)
22222

1101 xxxTT
o

     

  .Aاٌؾذ ػٕذ إٌمطخ 

.171016110 
A

T (6                                              )                                                    

 .Bاٌؾذ ػٕذ إٌمطخ 

 

.371036110 
B

T (7                                                                                                 )
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 :8ِػحي
ػس ِٓ ِحدز ِٕطظّس ِؼٍمس ضؼ١ٍمح قشج ضكص ضأغ١ش جٌؿحرذ١س جلاسظ١س فارج وحٔص ِغحقس عٍغٍس غم١ٍس ِصٕٛ 

فأغرص جْ جٌغٍغٍس ضح ز شىً لطغ , جٌغٍغٍس ػٕذ جٜ ٔمطس ضطٕحعد ضٕحعرح ػىغ١ح ِغ جٌتذ ػٕذ ٔفظ جٌٕمطس ِمطغ 

 . ِىحفة ِكٛسٖ سأعٝ ٚسأعس جٌٝ جعفً 

 جٌكً
 (( ٔغذ اْ 6ٔظش اٌؾىً فٝ اٌّضبي سلُ )أ)opثذساعخ إرضاْ اٌغضس 

o
TT cos (1                                                                                                                       )

          



S

o

mdSgT sin  (2                               )                                                                              

         

 

 ( ٔؾقً ػٍٝ 1( ػٍٝ اٌّؼبدٌخ )2ثمغّخ اٌّؼبدٌخ ) 



S

oo

mdS
T

g
tan (3                                                                                               )                

   

 p  ٝ٘qٚاْ ِغبؽخ اٌّمطغ ػٕذ   stconثفشك اْ اٌىضبفخ اٌؾغ١ّخ ٌٍّبدح اٌّقٕٛع ِٕٙب اٌغٍغٍخ ٘ٝ  

 ٠ىْٛ 

qm  (4                                                    )                                                                          

     

 ٚؽ١ش اْ 

T
q

1
  

 ِمذاس صبثذ  )ؽ١ش  

T
q


 (5                                                                            )                                                 

  

T
m


    

  ( 1ٚثبعزخذاَ اٌؼلالخ )







cos

sec
oo

TT
m    
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dx
T

dS
T

mdS

oo





 cos (4                                                                                       )

            

 ( ِغ ِلانظخ اْ ػٕذِب ٠ٛ3ل فٝ اٌّؼبدٌخ )ثبٌزؼ

xxSforx  ,00  for SS    

dxdx
T

g
x

 
0

2

0

tan


     

tؽ١ش 
T

g
cos

2

0




  

x
dx

dy
   

 ٚثفقً اٌّزي١شاد ٚاٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

1

2

2
cxy 


  

٠ٚyxزلاؽٝ صبثذ اٌزىبًِ    ِؼبدٌخ لطغ اٌّىبفئ.  ٘ٝ ٚ٘زٖ o ػٕذ ,
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 غح١ٔح : ئضضجْ جٌكرحي ٚجٌغلاعً ػٍٝ جعطف  تٕس:

 
 

فٝ اٌغٍغٍخ  اٌؾذ. wؽذح اٌطٛي فٝ اٌغٍغٍخ ٚاْ ٚصْ ٚ. ABٔؼزجش عبعبح لبثٍخ ٌٍضٕٝ ثغٌٙٛٗ ِٕٚزظّخ 

ّبط ِغ ر. ٚثفشك اْ ٘زٖ اٌغٍغٍخ ِٛمٛػخ فٝ ٠ىْٛ دائّب  فٝ إرغبٖ اٌّّبط ٌٙب هبٌّب أٙب لا رجذٜ ا٠خ ِمبِٚخ ٌٍؾذ

 . ِؼبًِ الاؽزىبن ٌٗ عطؼ نؾٓ 

٘ٛ  Aٔفشك اْ اٌؾذ ػٕذ 
1

T ٕٚغ صا٠ٚخ ٠ق   ٔفشك اْ اٌؾذ ػٕذ ِغ الافمٝ ٚوزٌهB  ٛ٘
2

T ٚغ صا٠ٚخ  ق٠ٕ        

 ِٖغ الافمٝ . وّب ٔفشك اْ اٌغٍغٍخ ػٍٝ ٚؽه الأضلاق فٝ الارغبABٍغٍخ . ٔؼزجش إرضاْ عضس ِٓ اٌغ

PQ ٌٗٛهds  ؽ١شS  هٛي اٌمٛطAP . 

 رؾذ رأص١ش : ٠PQزضْ اٌغضس

 ِغ الافمٝ . غ صا٠ٚخ ٠قٕٚ P  ٛ٘Tاٌؾذ ػٕذ  (1)

Q ٛ٘dTTاٌؾذ ػٕذ  (2)  ٕٚغ صا٠ٚخ ٠ق d . ِٝغ الافم 
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 لاعفً . ٠ٚwdsىْٛ ِغب٠ٚب  dsٚصْ اٌؼٕقش  (3)

 .  سد اٌفؼً ٌٛؽذح الاهٛاي ِٓ اٌغٍغٍخ Rؽ١ش  Rds د اٌفؼً اٌؼّٛدٜ س (4)

ٚرقٕغ صا٠ٚخ  Rdsلٛح الاؽزىبن  (5)
2




d
 . ِٝغ الافم  

 ٔؾقً ػٍٝ  Vثبٌزؾ١ًٍ فٝ إرغبٖ اٌّّبط ػٕذ 

  



























2
cos

2
sin

2
cos




 d
T

d
wdsRds

d
dTT    

 ّزٕب١٘خ اٌقيش ٔغذ اْ : ٚثبّ٘بي ِشثؼبد اٌى١ّبد اٌ

 

 sinwdsRdsdT    

 sinwR
ds

dT
 (1.2.1                                                                                                     )

           

 ٔؾقً ػٍٝ  Vثبٌزؾ١ًٍ فٝ الإرغبٖ اٌؼّٛدٜ ػٍٝ  اٌّّبط ػٕذ 

  

  



























2
cos

2
sin

2
sin




 d
wdsRds

d
T

d
dTT   

 

 ٚثبّ٘بي اٌى١ّبد اٌّزٕب١٘خ اٌقيش ٔغذ اْ : 

 

 coswdsRdsTd  (1.2.2                                                                                              )

                              




coswR
ds

d
T  (1.2.3                                                                                                    )

          

 ( ٔؾقً ػٍٝ : 1.2.2(ٚ)1.2.1ث١ٓ ) Rٚثؾزف 

 


 cossin 







 w

ds

d
T

ds

dT
  

 ٚثّب اْ 



 1


ds

d
   

 ط فئْ . مٛٔقف لطش اٌز ؽ١ش 
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)cos(sin 


 wT
d

dT
(1.2.4                                                                                 )

      

 

 ٘زٖ إٌمطخ .  ػٕذ اٜ ٔمطخ ٚصا٠ٚخ ١ًِ اٌّّبط ػٕذT٘زٖ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌزٝ رش٠و ث١ٓ اٌؾذ 

ة هشف١ٙب فٝ اٌؼبًِ اٌّىبًِ مشزح اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ثٛاعطخ ٠ٚ٘غشٜ رىبًِ 
e    ْفٕغذ ا 

 

   



cossin 


weTe

d

d
  

 ثبعشاس رىبًِ اٌطشف١ٓ ٔؾقً ػٍٝ 

  cdweTe  





cossin (1.2.5                                                )                 

                  

 قحلاش  حصس : 
 

 قرً  ف١ف ػٍٝ عطف جٍِظ: -1

  

 
0,0فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ   w  ٠ٕزظ اْ  (1)ثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼبدٌخ: 
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constT

dT



 0
  

 .  ؾجًٔمو اٌ صبثذ اٌم١ّخ ػٕذ ع١ّغٚ٘زا ٠ؼٕٝ اْ اٌؾذ فٝ اٌؾجً اٌخف١ف اٌّلاِظ ٌغطؼ اٍِظ ٠ىْٛ 

0,0( ػٓ 2وزٌه ٠ىْٛ ثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼبدٌخ )  w ٍٝٔؾقً ػ 

 





const
RR

T

dsRdT





,
   

٘زا ٠ؼٕٝ اْ سد اٌفؼً اٌؼّٛدٜ ػٍٝ اٌغطؼ ٠زٕبعت رٕبعجب ػىغ١ب ِغ ٔقف لطش اٌزمٛط 














1
R 

 

 ػٍٝ عطف جٍِظ: غم١ًقرً -2
 

 ف١ٕزظ اْ 0فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ 

 

 
 

 

 

 

cwyT

wdywdsdT



 sin
   

ثفشك اْ 
0

TT   ػٕذ
0

yy   ْفٕغذ ا 

00
wyTc     
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)(
00

yywTT    (1.2.6)                                                                                                 

                       

 ؾجًن١و صم١ً عطؾب اٍِغب وبْ اٌفشق ث١ٓ اٌؾذ٠ٓ ػٕذ ٔمطز١ٓ ِٕٗ ِغب٠ٚب ٌٛصْ عضس ِٓ اٌ لاِظ٘زا ٠ؼٕٝ أٗ إرا 

 هٌٛخ ٠غبٜٚ اٌّغبفخ اٌشاع١خ ث١ٓ إٌمطز١ٓ .

 

 أِب سد اٌفؼً اٌؼّٛدٜ ػٍٝ اٌؾجً ف١زؼجٓ ِٓ 

 




cosw
T

R   (1.2.7                                                                                                        )

           

 قرً  ف١ف ػٍٝ عطف  تٓ: -3

  

 
 

 ف١ٕزظ اْ:  0wفٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ 

T
d

dT



  

 d
T

dT
    
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cT lnln     

 

 اٌزٝ ٠ّىٓ وزبثزٙب ػٍٝ اٌقٛسح 

 


ecT  (1.2.8                                                                                                                    )

        

٘ٛ  Aبرا وبْ اٌؾذ ػٕذ صبثذ . ف cؽ١ش 
1

T  اٌؾذ ػٕذ ٚB  ٛ٘
2

T ٚوبٔذ   ػٕذA,   ػٕذB ْفب 

 

 

 








eTT

ecTecT

12

21
,

(1.2.9                                                                                                  )

              

ؽ١ش  ز١ٓ٘ٝ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ اٌّّبع١ٓ ػٕذ إٌمط BA  .ٚ٘زٖ اٌؼلالخ لا رزٛلف ػٍٝ ؽىً اٌغطؼ ,

 ٚسد اٌفؼً ٠زؼ١ٓ ِٓ 



T
R  (1.2.11                                                                                                                       )
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 -:أِػٍس ِكٌٍٛس

  
  :1ِػحي

ٚظغ ؾضء ِٕٗ ػٍٝ ِٕعذز جفم١س  تٕس ِؼحًِ جلاقطىحن ذ١ّٕٙح ٠غحٜٚ  l4 ١ػ غم١ً غٌٛس  
2

1
٠ّٚش  

٠ٚطذٌٝ ذحلٝ جٌخ١ػ سأع١ح لأعفً .  lجٌخ١ػ ػٍٝ قحفس جٌّٕعذز جٌٍّغحء جٌطٝ ضح ز شىً سذغ دجتشز ٔصف لطش٘ح 

)4(ضضجْ ٠غحٜٚ أغرص جْ جورش غٛي ٌٍؿضء جٌّطذٌٝ ٌكفع جلا
6


l

 . 

 جٌكً
 

 ٚصْ ٚؽذح الاهٛاي ِٓ اٌغٍغٍخ w٘ٛ هٛي اٌغضس اٌّؼٍك ٚأْ  Aٔفشك اْ 

 
wlTT 

0
                                                                                                                       (1) 

 

 ِٚٓ ارضاْ اٌغضس اٌّؼٍك 

  

wAT 
0

(2                                                                                                                            ) 
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 ِٚٓ ارضاْ اٌغضس اٌّٛمٛع ػٍٝ إٌّنذح اٌخؾٕخ : 









 A

l
lwR

4
4


(3 )                                                                                                         

   

RT                                                                                                                               (4) 

 

 

 









 A

l
lwRT

4
4

2

1

2

1 
   

  ( ٠ٕزظ ا2ْ(ٚ)1ِٚٓ )

 
 

 

 ِٕٚٙب ٠ٕزظ اْ

  4
6

l
A    . 

 

   :2ِػحي

CBA غلاظ ذىشجش  تٕس ِطغح٠ٚس ِؼحًِ جلاقطىحن ٌٙح  ,.
321

.,   ػٍٝ جٌطشض١د ذك١ع ضىْٛ ِػٍع

فٝ غشف  w. فحرج ِش قرً  ف١ف قٛي جٌرىشجش ٚػٍك غمً ACجلافمٝ  ؼٗفٛق ظٍ Bِطغحٜٚ جلاظلاع سأعس 

ػٍٝ ٚشه  جٌطٟ ضؿؼً جٌكرً cػٕذ   ش ٌٍكرًلأفحغرص جٌمٛز جٌشجع١س جٌطٝ ضإغش فٝ جٌطشف ج Aػٕذ جٌرىشز  كرًجٌ

جٌكشوس ضغحٜٚ 
 321 4

6





ew  . 

 

 اٌؾً
  c ٝ٘fٔفشك اْ اٌمٛح اٌشأع١خ ػٕذ 

WT
o
  

,
6

1

1 
eTT

o
    
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,6

4

12

2




eTT   

,6

4

6

2

21







eeTT
o

   
6

23

3
eTT    

6

4

66

3

213 

eeeTT
o

   
)4(6 123  

 eT
o

  

fweT 
 )4(

6

3

123 

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  :3ِػحي
ِكٛس٘ح سأعٝ ٚسجعٙح  ضغطمش عٍغٍس ِٕطظّس غم١ٍس فٝ ٚظغ ضّحغً ػٍٝ عٍه جٍِظ ػٍٝ ١٘ثس وط١ٕس  

ػٕذ جٞ ٔمطس ٠طٕحعد ػىغ١ح ِغ ِشذغ ذؼذ٘ح ٚجغرص جْ جٌعغػ ػٍٝ جٌغٍه جٌتذ ػٕذ جٜ ٔمطس جٚؾذ . ٝجٌٝ جػٍ

 جٌشجعٝ ػٓ د١ًٌ جٌىط١ٕس . 

 

 جٌكً

 
 

  .
2

cossin
2

cos 





















 d
Twds

d
dTT   

  









2
sincos




d
dTTwdsRds   

 اٜ اْ 

sinw
ds

dT
 (1                                                                                                                  )

  




T
wR  cos  (2                          )                                                                                     

    

 ( ٔؾقً ػٍٝ 1ثزىبًِ اٌّؼبدٌخ )
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 dswT sin     

 

 ٝ٘ اٌّؼبدٌخ اٌزار١خ ٌّٕؾٕٝ اٌىز١ٕخ 

 

tancS    





2

secc
d

dS
  (3                                                                                                           )

  

 dcdS
2

sec   





dcw

dcwT









tansec

secsin
2

  

 
1

sec ccwT     

  صا٠ٚخ ١ًِ اٌّّبط  ٚرزلاؽٝ T ٠زلاؽٝ اٌؾذ  oإٌمطخ ػٕذ 

 

wcc 
1

  

 sec1  wcT (4                                                                                              )   

 

 ( ٔغذ ا2ْ( فٝ )4( , )3ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

  


22

2

secc

wc
R   (5                                                                                                                  )  

 ٌٚىٓ ِٓ اٌّؼبدلاد اٌجبسِزش٠خ ٌٍىز١ٕخ 
seccy    

22

2
.

y

const

y

wc
R    

2

1

y
R   

2ؽ١ش 
c.ِمذاس صبثذ  
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 :4ِػحي

ٚسجعس جٌٝ جعفً لطغ ِىحفة ِكٛسز سأعٝ س ِٕطظّس ِٛظٛػس دج ً جٔرٛذس ٍِغحء ػٍٝ ١٘ثس ٍعٍغٍس غم١  

ذذلاٌس صج٠ٚس ١ًِ جٌّّحط ػٕذ٘ح ػٍٝ ضىحد ضٍّظ جلأرٛذس ػٕذ جٌشجط . جٚؾذ سد جٌفؼً ػٕذ جٜ ٔمطس ٚوحٔص جٌغٍغٍس 

 جلافمٝ . 

 جٌكً
  لارضاْ ِٓ ِؼبدلاد ا

 sindsdT  (1                                                                                                    )  




cos
T

R (2              )                                                                                         

dsdy sin (3                                                                                                         )  

 
dydT     

 ثبٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

1
cyT                                            )*(                                                                      

 ( 2ٚثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼبدٌخ )0Rٚوبٔذ 0ٌٚىٓ ػٕذ 

oo

o

o
T

T
o 


 (4                                                                        )       

ؽ١ش 
o

T  . اٌؾذ ػٕذ سأط اٌىز١ٕخ 

 اٌمطغ اٌّىبفئ فٝ ؽبٌخ ارا وبْ سأط اٌمطغ ػٕذ ٔمطخ الافً. ِٚٓ ِؼبدٌخ 

ayx 4
2
 (5                                                                                                       )               
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.
2

tan
a

x

dx

dy
y   (6                                                                                                 )  

  xثبٌزفبمً ِشح انشٜ ثبٌٕغجخ اٌٝ 

a
y

2

1
   

 ( ٔؾقً ػٍٝ 6ِٓ اٌّؼبدٌخ )

tan2ax    

 ثبٌزؼ٠ٛل فٝ ِؼبدٌخ اٌمطغ اٌّىبفئ ٔؾقً ػٍٝ 


2

tanay  (7                                                                                                                  )  

    

 

 

tan
dx

dy
y   

dx

ds

ds

d

dx

d

dx

yd
y







22
secsec 


   




1
sec

3
y      

 
yy 







2323
tan1sec 

   

 

   





3

2322/32

sec2

2

1

tan11
a

a

y

y








  

   

وبٔذ  0ٚػٕذ 
o

   

 a
o

2  (9                                                                                          )                               

 ( فٝ )*( ٔؾقً ػٍٝ 7ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

1

2
tan caT      

ػٕذِب 
o

TT   0وبٔذ   

o
Tc 

1
  

ثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّخ 
1

c  ْٔغذ ا 

)1(sec
2

 ay
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
2

tanaTT
o
 (11    )                                                                                                    

  

ف١ّخ ثبٌزؼ٠ٛل ػٓ 
o

T ( ِٓ4( ,)9 ٍٝٔؾقً ػ ) 

aT
o

2   

 ( ٔؾقً ػٍٝ  11ثبٌزؼ٠ٛل فٝ )

 2tan
2

  aT  (11          )                                                                                            

 ( ٔؾقً ػٍٝ  2( فٝ ِؼبدٌخ )3( فٝ )11ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

.cossin
2

2



R    

 

  :5ِػحي
ذك١ع  aدجتش٠س  تٕس ٔصف لطش٘ح جقغد جٌمذسز جٌّٕمٌٛس ذٛجعطس ع١ش  ف١ف ٍِففٛف ػٍٝ ػؿٍس  

  ػٕذ جٌّشوض . جٚؾذ وزٌه جٌغشػس جٌطٝ ضؼطٝ جورش لذسز. ٜ ِٓ جٌغ١ش ػٍٝ جٌؼؿٍس صج٠ٚس ٠ٛكصش جٌؿضء جٌّط

 

 جٌكً
 

اْ اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػٍٝ ػٕقش هٌٛخ ِٓ اٌّؾ١و aٚػٍٝ هٛي  aٔفشك اْ اٌغ١ش ٠ذٚس ػٍٝ ثىشح ٔقف لطش٘ب 

ds  اٌؾذ٠ٓ  ّ٘بِٓ اٌغ١شdTTT ,  ٚاٌمٛح اٌطبسدح اٌّشوض٠خ


d
g

v
2

فٝ ارغبٖ ٔقف اٌمطش اٌٝ اٌخبسط  

ػٝ عشػخ vٚصْ ٚؽذح الاهٛاي  لاسم١خ ,ػغٍخ اٌغبرث١خ اgؽ١ش ٚاٌزٝ رؼًّ ػٍٝ ؽشوخ اٌغ١ش ػٍٝ اٌؼغٍخ 

 Rds ٚلٛح الاؽزىبن Rdsٚسد اٌفؼً اٌؼّٛدٜ ٚرىْٛ فٝ ارغبٖ اٌّّبط )عشػخ ِٕزظّخ(  Bاٌغ١ش ػٕذ إٌمطخ 

 فٝ ارغبٖ اٌّّبط ٘ٝ :  dsهٛي ػٕقش ِٓ اٌغ١ش ؽشوخ اٌؼٕقش dsؽ١ش 

  0cos   RadTddTT  (1                                                                               )  

  

 لا رٛعذ ؽشوخ فٝ الارغبٖ اٌؼّٛدٜ ٔغذ اْ

  0sin

2

 


 d
g

v
RadddTT (2                                                                              )  

 صا٠ٚخ في١شح رفزشة ِٓ اٌقفش ف١ىْٛ  dٚؽ١ش اْ 

1cos,sin   ddd   

 ( فٝ اٌقٛسح  1(ٚ)2ٚرقجؼ اٌّؼبدٌز١ٓ )

 dRadT  (3                     )                                                                                               
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g

v
RaT

2


 (4                                                                                                                  )  

 ( فبْ 3(ٚ)4ث١ٓ اٌّؼبدٌز١ٓ ) Rثؾزف سد اٌفؼً  dTdٌقيجشح ِٓ اٌضب١ٔخ ٚرٌه ثبّ٘بي اٌى١ّخ ا

g

v
T

d

dT
2





 (5                                                                                                        )  

   ؼبدٌخ رفبم١ٍخ نط١خ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ ٠ّىٓ ؽٍٙب ثنشة هشفٝ اٌّؼبدٌخ فٝ اٌؼبًِ اٌّىبًِ ( ٘ٝ 5ِاٌّؼبدٌخ )


e ٍٝفٕؾقً ػ 

 

 

 

   




 e

g

v
Te

d

d
2

  

 ثبٌزىبًِ ٔغذ اْ 

cev
g

Te 
   2   
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٠غبٜٚ  Aثزذائ١خ فٝ اٌّغبٌخ اٌؾذ ػٕذ صبثذ اٌزىبًِ ٠ّىٓ رؼ١ٕخ ِٓ اٌؾشٚه الا cؽ١ش 
o

T  0ػٕذِب  ْاٜ ا 

2
v

g
Tc

o


    

2

2

v
g

e
g

v
TT

o

 


















 (6                                                                                    )     

 ( رؼ١ٓ اٌؾذ ػٕذ اٜ ٔمطخ ِٓ اٌغ١ش.6اٌّؼبدٌخ )

فبْ  Bػٕذ إٌمطخ 
1

. TT    ْٚٔغذ ا 

g

v
e

g

v
TT

22

01

 














    

 1

2

0

22

01









































e
g

v
T

T
g

v
e

g

v
TTT

oo

   

 ٚرىْٛ اٌمذسح ِغب٠ٚخ 

 vTTP
o


1

    

 















g

v
vTeP

3

0
1


 (7       )                                                                                          

 ٚ٘زٖ ٘ٝ اٌمذسح اٌّطٍٛثخ . 

 ٌٍٚؾقٛي ػٍٝ اوجش لذسح ٔٛعذ  vداٌخ فٝ اٌغشػخ  ٌمذسح ٚامؼ اْ ا

 















g

v
Te

dv

dP
o

2
3

1


(8       )                                                                                         

0ٔنغ 
dv

dP
 فٕغذ اْ اٌغشػخ اٌزٝ رؼطٝ اوجش لذسح رؾمك اٌّؼبدٌخ.  

 

0
3

2


g

v
T

o


     

 ِٕٚٙب 

3

o
gT

v    (9                        )                                                                                                
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 ضّحس٠ٓ 
 

. فحغرص جْ ذحسِطش جٌىط١ٕس L2ٚجرج وحْ غٛي جٌىط١ٕس  dجٌطؼ١ٍك ٘ٛ جرج وحْ ػّك سجط جٌىط١ٕس ػٕذ ٔمطس  (1)

c   ٠طؼ١ٓ ِٓ جٌؼلالس 

d

dL
c

2

22


  

 

جورش ِٓ  aجرج وحْ  a2ط١ٓ فٝ ٔفظ جٌّغطٜٛ جلافمٝ ػٍٝ ذؼذ طِػرص غشفٙح فٝ ٔمL2عٍغٍس غٌٛٙح  (2)

L ١ػ ٘ٛ فحغرص جْ جٌتذ فٝ جٌخ 
)(6

3

aL

a


جٔخفحض جعفً ٔمطس ِٓ غشفٙح ٘ٛ ٚجْ  

)(6
2

1
aLa  . 

 

ذحعطخحَ جٌطمش٠د جٌػحٔٝ ِٓ جٌّؼحدٌس  L2ضٍغشجف ِططح١١ٌٓ ٘ٝ جرج وحٔص جٌّغحفس جلافم١س ذ١ٓ ػّٛد٠ٓ  (3)

dLٓ جٌؼّٛد٠ٓ ذذلاٌس ضٛص١ٍس ذ١جٌىشض١ض٠س ٌٍىط١ٕس . جٚؾذ غٛي جٌغٍه جٌلاصَ  ضّػً ػّك سجط  dق١ع  ,

 جٌىط١ٕس ػٓ جٌّغطٜٛ جٌّحس ذٕمططٝ جٌطؼ١ٍك. 

 

. جغرص h2 ػ جفمٝ ٚجقذ جٌّغحفس ذ١ّٕٙح  ط١ٓ ػٍٝؼضّش عٍغٍس غم١ٍس ِٕطظّس ػٍٝ ذىشض١ٓ ٍِغحٚض١ٓ ٚجل (4)

 . he2س فٝ قحٌس جلاضضجْ ٠غحٜٚ جْ جلً غٛي ٌٍغٍغٍ

 

.   تٓ ِؼحًِ جلاقطىحن ذ١ُٕٙ ٠ٕطٙٝ غشفحٖ ذكٍمط١ٓ  ف١فط١ٓ ضٕضٌمحْ ػٍٝ لع١د جفمٝ  Lعٍه غٌٛٗ  (5)

 ضغحٜٚ فحغرص جْ جورش ِغحفس ذ١ٓ جٌكٍمط١ٓ فٝ ٚظغ جلاضضجْ 

 















 






2
11

lnL  

جلافمٝ  ٖذؼذغمً ذحٚٔذ ِٛصػس ضٛص٠ؼح جفم١ح ِٕطظّح ػٍٝ  200جرج وحْ جٌٛصْ جٌىٍٝ ٌىٛذشٜ ِؼٍك ٠غحٜٚ  (6)

. جغرص جْ جٌتذ٠ٓ فٝ جعفً ٔمطس ٚٔمططٝ جٌطؼ١ٍك لذَ 20َ. ٚوحْ جسضفحع جٌىٛذشٜ لذ150جٌزٜ ٠غحٜٚ 

حٜٚ ضغ
2

1
187,

6

1
 غمً ذحٚٔذ ػٍٝ جٌطشض١د.  214
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جٌتذ ػٕذ ٚغٛي  ١طٙح ٠غحٜٚ ١ٍ١ِٓ . ذش٘ٓ جْ ٚجقذ ١ًِ غحتشز ِٓ جٌٛسق جلصٝ جسضفحع ٌٙح ٠غحٜٚ  (7)

١ًِ ٚجْ ؾزخ جٌطحتشز ٠غحٜٚ 23جعفً ٔمطس ٠غحٜٚ ٚصْ ؾضء ِٓ جٌخ١ػ غٌٛس 
2

1
ِٓ جٌخ١ػ ١ًِ  2

ٚجٔٗ فٝ جضؿحٖ ٠صٕغ صج٠ٚس  43tan
1  . ِٝغ جٌشجع 

. ل١ظ جٌتذ ػٕذ ج١ٌذ ذٛجعطس صٔرشن فٛؾذ لذَ  600غحتشز ِٓ جٌٛسق غٛي جٌخ١ػ ِٕٙح جٌٝ ج١ٌذ ٠غحٜٚ  (8)

فٝ جضؿحٖ ٠صٕغ صج٠ٚس ٚؾذ جٔٗ  لذَ ِٓ جٌخ١ػ وّح100  ٠غحٚٞ ٚصْ جٔٗ 
ِغ جلافمٝ . جٚؾذ جٌرؼذ  30

 ٌٍطحتشز ػٕذ ج١ٌذ.  جٌشجعٝ

 

ػٍٝ ِٕعذض١ٓ جفم١ط١ٓ  تٕط١ٓ ِؼحًِ عٍغٍس فٝ قحٌس جلاضضجْ جٌٕٙحتٝ ػٕذ غشف١ٙح جٌّٛصػ١ٓ ضغطمش  (9)

ahجٌّٕعذض١ٓ جٌمش٠رط١ٓ ّ٘ح فم١س ٚجٌشجع١س ذ١ٓ غشفٝ ٚوحٔص جٌّغحفط١ٓ جلا جلاقطىحن  ػٍٝ  ,2

ٚجْ جٌطٛي جٌىٍٝ ٌٍغٍغٍس ٘ٛ  Dجٌطشض١د. جغرص جْ جٌؿضء جٌّؼٍك ِٓ جٌغٍغٍس ٘ٛ 










2
coth

1
1

a
D


 

ق١ع 
c

a
chD

2222
sinh4 ق١ع .c  ٜذحسِطش جٌىط١ٕس. جٌّغطٜٛ جٌزٜ ضمغ ف١س جٌغٍغٍس ػّٛد

 شفٝ جٌّٕعذض١ٓ. ػٍٝ ق

 

 

فحرج وحْ وط١ٕس رجش وػحفس ِطغ١شز ػٍمص ِٓ غشف١ٙح ( 10)
321

,, TTT ضّػً جٌتذ ػٕذ غلاظ ٔمحغCBA ,,  ٝ٘

ػٍٝ جٌطٛجٌٝ   ٚوحْ ,,
21

,  ٠ّػلاْ جلاٚصجْ ٌلاغٛجيBCAB  غرص جْ     ج ,

 

2

3

1

1

231

,
cos211





TT

TTT





     

 

EAِػرطس ػٕذ غشف١ٙح  AEعٍغٍس  (11)  DCBغمً ذحٚٔذ ػٕذ جٌٕمػ  400,300,200ضكًّ جلاغمحي , فحرج ,,

ftAEٚوحْ غٛي  ft30,20,10وحٔص جلاقذجغ١حش جٌغ١ٕ١س ٌٙزٖ جٌٕمػ ػٍٝ جٌطٛجٌٝ  40  ٝٚوحْ جٌرؼذ جٌشجع

DBٚوزٌه جٌرؼذ جٌشجعٝ ٌىً ِٓ Aجٚؾذ ِشورحش جٌفؼً ػٕذ  AE ٛ٘ft6ػٓ Cٌٍٕمطس  غُ  AEػٓ  ,

 جٚؾذ جورش شذ ٌٍغٍغٍس. 

 

BCAB ْعٍغٍطح (12) ذك١ع جْ جٌّشورس جلافم١س ٌشد  Bِٓ ٔفظ جٌٕٛع سذطص ذرشؼ ئسعحي ػٕذ جٌٕمطس ,

حش جلافم١س جٌفؼً ػٍٝ جٌغلاعً ػٕذ جٌرشؼ ِٕؼذِس ٚذفشض جْ جٌغلاعً ػٍٝ ١٘ثس لطغ ِىحفة ٚوحٔص جٌّغحف

ftBcftAB 200,300  ٚوحْ عُٙ جٌغٍغٍسBC  ٛ٘ft10  جٚؾذ عُٙ جٌغٍغٍسAB . 
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عٍغٍس ِٕطظّس غٌٛٙح  (13) 12 a ػٍمص ِٓ غشف١ٙح ذك١ع وحٔص فٝ ٔفظ جٌّٕغٛخ جلافمٝ ٚجٌّغحفس

صغ١شز ؾذج ذك١ع ٠ّىٓ جّ٘حي لٛج٘ح جلاػٍٝ ِٓ جٌمٜٛ جٌػح١ٔس جغرص جْ عُٙ جٌغٍغٍس  فحرج وحٔص a2ذ١ّٕٙح 

٠غحٜٚ 







 

20

7
16

2

1
a. 

 

ذغ ِغطٛجٖ سأع١ح ش( ِٛظٛػس ػٕذ سؤٚط ِ)ِؼحًِ جلاقطىحنجسذؼس ذىشجش ِطغح٠ٚس جٌختٛٔس ( 14)

ذ١ّٕح ػمذش جلاغشجف  ٠ٚكًّ فٝ غشفس غمً ٚجظلاػس جفم١س ٚسجع١س . ٚػٍٝ وً ذىشز ٠ّش  ١ػ  ف١ف 

ػٕذ ِشوض جٌّشذغ فٝ قحٌس . جغرص جْ جورش غمً ٠ّىٓ جْ ٠ؼٍك فٝ ٘زٖ جٌؼمذز ذك١ع ضظً جٌؼمذز جلاسذؼس جلا شٜ 

جضضجْ ٘ٛ 








2
sinh22 4







e . 

 

ٚٔصف   تٕس ِؼحًِ جلاقطىحنجٌٕٙحتٝ ػٍٝ دجتشز سجع١س ٠غطمش  ١ػ ِٕطظُ غم١ً فٝ قحٌس جضضجْ ( 15)

٠ىْٛ حْ غٛي جٌؿضء جٌّطذٌٝ فجػٍٝ ٔمطس ٠ٚطذٌٝ ؾضء ِٕٙح سجع١ح . جغرص جٔس جرج وحٔص جقذ غشف١ٙح  aلطش٘ح 

ِغح٠ٚح     1/12
222
 


eaa . 

 

 فٝ قحٌس جلاضضجْ جٌٕٙحتٝ ػٍٝ جعطٛجٔس دجتش٠س  تٕس ِؼحًِ جلاقطىحن ٠lغطمش  ١ػ ِٕطظُ غم١ً غٌٛس ( 16)

ٛ جغرص جْ غٛي جٌؿحٔد جلاورش ِٓ جٌؿحٔر١ٓ جٌشجع١١ٓ ِ٘ٚكٛس٘ح جفمٝ .  aٚٔصف لطش٘ح 

2
1

2

1 













a

e

al
  . 

 

٠ABّش  ١ػ  ف١ف ػٍٝ ٚضذ٠ٓ  ت١ٕٓ ( 17) سذػ  .a2ٚجلؼ١ٓ فٝ ٔفظ جٌّغطم١ُ جلافمٝ جٌّغحفس ذ١ّٕٙح ,

. جغرص جْ جٌّغحفس  ٠Cكصش صج٠ٚس لحتّس ػٕذ  AB. ٚفٝ قحٌس جلاضضجْ جٌٕٙحتٝ وحْ Cجٌطشفحْ فٝ غمً ػٕذ 

فٝ ٘زج جٌّٛظغ ٘ٝ  ABِٕٚطصف  Cجلافم١س ذ١ٓ 








2

3
tanh


a  ق١ع  ِؼحًِ جلاقطىحن ذ١ٓ جٌخ١ػ

 ٚجٌٛضذ. 

 

-------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------- 

------------
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 جٌرحخ جٌػحٟٔ
 

 ِرحدب جٌّشٚٔس
 

٠ؼشف ذأٔس رٌه جٌؿغُ جٌزٞ لا ضطغ١ش جٌّغحفحش ذ١ٓ ؾض٠ثحضٗ ٔط١ؿس ٌٍّإغشجش  جٌؿغُ جٌصٍدوّب ٔؼٍُ أْ 
. إلا أٔخ ِٓ اٌٛامؼ  أٞ أٔس رٌه جٌؿغُ جٌزٞ لا ٠طغ١ش شىٍٗ ٔط١ؿس ٌٍّإغشجش جٌخحسؾ١س. ؾ١س ( جٌخحسؾ١س )جٌمٛز جٌخحس

 لا ٠ٛعذ فٟ اٌطج١ؼخ ػٍٟ الإهلاق عغُ ٚاؽذ ٠زّزغ ثٙزٖ اٌخبف١خ اٌّضب١ٌخ. 

 إرا وبْ اٌٙذف ِٓ اٌذساعخ ٟ٘ دساعخ ؽشوخ الأعغبَ اٌقٍجخ ٚوبٔذ اٌمٛٞ اٌخبسع١خ اٌّؤصشح ػٍٝ اٌغغُ اٌقٍت

ّبي اٌزي١ش فٟ إ٘في١شٖ ثؾشه أْ رىْٛ اٌزي١ش فٟ ؽىً الأعغبَ في١شٖ عذا ثبٌّمبسٔخ ثأثؼبد٘ب الأف١ٍخ فأٔخ ٠ّىٓ 

 اٌؾىً . ٚػٍٟ رٌه ٠ىْٛ اٌزؼش٠ف اٌغبثك روشٖ ٌلأعغبَ اٌقٍجخ رؼش٠فب ِٕبعجب لأعشاس ٘زٖ اٌذساعخ . 

خزٍفخ ٌلأؽّبي اٌٛالؼخ ػ١ٍٙب . فأٔخ ثبٌشغُ ِٓ أْ أِب إرا وبْ اٌٙذف ِٓ اٌذساعخ ِضلا دساعخ رؾًّ الإٔؾبساد اٌّ

٠ّىٕٕب إّ٘بٌٗ ػٍٟ الإهلاق ثً  لاإلا أٔخ –ا ذاٌزي١ش فٟ أؽىبي الأعغبَ اٌّىٛٔخ ٌٙزٖ الإٔؾبساد رىْٛ ػبدح في١شح ع

 ِٓ اٌنشٚسٞ أنزح فٟ اٌؾغبة ػٕذ اٌم١بَ ثٙزٖ اٌذساعخ .

د اٌّخزٍفخ . ٚرخزٍف الأعغبَ ػٓ ثؼنٙب اٌجؼل ِٓ ؽ١ش ِٚضبي ػٍٟ رٌه رؾذ٠ذ ألقٟ ؽٌّٛخ ٌٍىجبسٞ ٚالإٔؾبسا

و١ف١خ اعزغبثزٙب ٌٍزي١ش فٟ أؽىبٌٙب رؾذ رأص١ش اٌّؤصشاد اٌخبسع١خ. فٕٙبن أعغبَ ) ِضً اٌؾذ٠ذ اٌقٍت ٚاٌجلاعز١ه ٚ 

بَ الأ١ٕ١ٌَِٛٛ  ٚغ١ش٘ب ( رؼٛد إٌٟ ؽىٍٙب الأفٍٟ إرا أص٠ٍذ اٌمٛٞ اٌخبسع١خ . ِضً ٘زٖ الأعغبَ رغّٝ  ثبلأعغ

( Elasticity( ٚرغّٟ نبف١خ اٌشعٛع إٌٟ اٌؾبٌخ الأٌٚٝ )لجً اٌزؾى١ً(ثبٌخبف١خ اٌّشٔخ )Elastic Bodiesاٌّشٔخ)

. وّب أٔخ ٕ٘بن أعغبَ آنشٞ )ِضً اٌؾذ٠ذ اٌض٘ش ٚلأعّٕذ ٚغ١ش٘ب ( لا رؼٛد إٌٝ ؽىٍٙب الأفٍٟ ثؼذ إصاٌخ اٌمٜٛ 

 اٌخبسع١خ ٚ٘زٖ رغّٝ ثبلأعغبَ اٌي١ش ِشٔخ . 

 سط فمو الأعغبَ اٌّشٔخ .ٚعٛف ٔذ

   

   ٛس٠سِكجٌطتى١ً فٟ جلأؾغحَ ضكص ضأغ١ش لٛٞ  حسؾ١س :  أٚلا 
 

٘ٛ اٌزّبصً ؽٛي  –فٛس الأزظبَ  فٟ اٌؾىً  أثغوفٟ اٌؾ١بح اٌؼ١ٍّخ ٔزؼبًِ ػبدح ِغ الأعغبَ ِٕزظّخ اٌؾىً 

 –ٕ٘ذع١ب  –ِؾٛس٘ب ٚ٘زا ٠ؼٕٝ  ......( ٟ٘ أؽىبي ِزّبصٍخ ؽٛي-ِخشٚه لبئُ  –لن١ت ِٕزظُ  –) اعطٛأخ  ِؾٛس٘ب

٠ؼشف ثّؾٛس اٌغغ١ُ . فئرا وبٔذ اٌمٛٞ اٌخبسع١خ  –ٚ٘ٛ نو ِغزم١ُ  ٗأْ اٌّؾً إٌٙذعٟ ٌّشوض ِمبهؼٙب ِزٛاص٠

 اٌّؤصشح ػٍٟ اٌغغُ فٟ ارغبٖ ٘زا اٌّؾٛس فئْ ٘زٖ اٌمٛٞ رغّٝ ثبٌمٛٞ اٌّؾٛس٠خ .  

 

 جٌطّذد ) جلأىّحػ ( فٟ جلأعطٛجٔحش: ِؼحًِ ٠ٕؽ : -1
 

 ( ِؾٛس٠ٗ . p) أٚ ميو ١Tٓ اٌزّذد )الأىّبػ ( فٟ أعطٛأخ ِٕزظّخ ٔز١غخ ٌمٛٞ ؽذ ؼز٠

   (Hook's Law)  نِٓ لبْٔٛ ٘ٛ
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











 

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0

l
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T                                                                                                                   (2.1)    

 أٚ













 


0

0

l

ll
p                                                                                                                   (2.2) 

 ٟ٘ ِؼبًِ اٌّشٚٔخ ٌّبدح الأعطٛأخ .  ؽ١ش

0
l . اسرفبع الأعطٛأخ لجً رأص١ش اٌمٛح اٌّؾٛس٠خ ٛ٘ 

l . اسرفبع الأعطٛأخ ثؼذ رأص١ش اٌمٛح اٌّؾٛس٠خ ٛ٘ 

 إلا أٔخ فٟ اٌؼبدح  رغشٞ فٟ اٌؼلالبد اٌغبثمخ ثؼل اٌزؼ٠ٛنبد اٌزب١ٌخ . 

 
0

0

l

ll 
                                                                                                                        (2.3)  

  فٟ ؽبٌخ ٚعٛد ؽذ  

A

T
                                                                                                                              (2.4)  

 أِب فٟ ؽبٌخ ٚعٛد ميو فئٕٔب ٔأنز  

0

0

l

ll 
                                                                                                                      (2.5)  

 

A

T
                                                                                                                              (2.6)   

 ٚرىْٛ   

EA                                                                                                                            (2.7)  

 

 (  ٌّبدح الأعطٛأخ  . Young's Modulusِمذاس صبثذ ٠ؼشف ثّؼبًِ ٠ٕظ ٌٍّشٚٔخ )Eؽ١ش 

A ِغبؽخ ِمطغ الاعطٛأخ اٌؼّٛدٞ ػٍٝ ِؾٛس٘ب 

   )الإعٙبد ٌٛؽذح اٌّغبؽبد )الإعٙبد ٛ٘ 

الأفؼبي(   ٘ٛ الأفؼبي ٌٛؽذح الأهٛاي( 

   :اٌقٛسح ا٢ر١خ (2.2),(2.1)ٚثزٌه ٔأنز اٌؼلالخ 

 E                                                                                                                            (2.8)  

 جو ثزٛافش اٌؾشٚه ا٢ر١خ  ررش (2.8)٠ٚلاؽع أْ فؾخ اٌؼلالخ 

 ٟ٘ لٜٛ ِؾٛس٠خ   (P or T)اٌمٛٞ اٌخبسع١خ اٌّؤصشح  -أ

أٞ أٔخ إرا أص٠ٍذ اٌمٜٛ اٌخبسع١خ فئْ الاعطٛأخ رؼٛد إٌٝ ؽىٍٙب الأفٍٟ  –الاعطٛأخ ِقٕٛػخ ِٓ ِبدح ِشٔخ -ة

 )لجً رأص١ش ٘زٖ اٌمٜٛ ( 

 مئ١ً ثؾ١ش ٠ّىٓ إ٘بٌخ .  Aخ ِمطغ الاعطٛأخ اٌزي١ش فٟ ِغبؽ-ط
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  جلإؾٙحد ٚجلأفؼحي ضكص ضأغ١ش جٌٛصْ :-2
 

ِٚضجذ فٟ ٚمغ سأعٟ ِٓ ٔٙب٠زٗ اٌؼ١ٍب ٚرؤصش ػ١ٍخ   ٚٚصْ ٚؽذح اٌؾغَٛ Aٔأنز لن١جب ِغبؽخ ِمطؼخ 

 ػٕذ ٔٙب٠زٗ اٌغفٍٟ .   Tلٛح ؽذ 

 
ِنبفب إ١ٌخ الإعٙبد إٌبؽئ ػٓ ٚصْ اٌغضس  Tِٓ اٌٛامؼ أْ الإعٙبد ػٕذ أٞ ِمطغ ٠غبٜٚ الإعٙبد إٌبؽئ ػٓ 

 اٌٛالغ أعفً ٘زا اٌّمطغ . ٚثبٌزبٌٟ فئْ ألقٟ إعٙبد ٠ىْٛ ػٕذ إٌٙب٠خ اٌؼ١ٍب ٠ٚغبٜٚ   

A

AlT 





max
   

l
A

T
 

max
                                                                                                                  (2.9)  

)(ؽ١ش اٌؾذ اٌضبٟٔ فٟ اٌطشف الأ٠ّٓ ٠ّضً الإعٙبد إٌبؽئ ػٓ اٌٛصْ لإ٠غبد الإعٙبد  xٕذ ِمطغ ػٍٟ ثؼذ ػx ِٓ

 اٌطشف اٌغفٍٟ وّب ثبٌؾىً . 

 . أٞ أْ   pٚلٛح ؽذ اٌغغُ اٌؼٍٛٞ ٌٗ ٌٚزىٓ  Tٔلاؽع أْ اٌغضس اٌغفٍٟ ِزضْ رؾذ رأص١ش ٚصٔخ ٚاٌمٛح 

 

AxTp                                                                                                                    (2.10)  

 ٌٚىٓ   

)( xAp     

 ٌزا فئْ   

x
A

T

A

p
x  )(                                                                                                        (2.11)   

 ٌٚىٓ  
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)(
max

l     

 ٌزا فئْ  

ll

T
A

 


)(
                                                                                                                (2.12)  

 .  عزؤٚي إٌٟ Aفئْ l)(إٌٟ اٌم١ّخ lِٓ ٘زٖ اٌؼلالخ ٔغذ أٔخ ػٕذِب رؤٚي 

٠قً إٌٝ lٚ٘زا ٠ؼٕٟ أٔخ لا ٠ّىٓ رق١ُّ لن١ت أٚ ٚفٍخ ِٕزظّخ اٌّمطغ هٌٛٙب 


 )(l
 َٚ٘زا ٠فغش اعزخذا

 غ فٟ ثؼل الأؽ١بْ .ٚفلاد  ِزي١شٖ اٌّمط

  

 ٌكغحخ جلأفؼحي فٟ  جٌمع١د ضكص ضأغ١ش ٚصٔس . 
 

فأٔخ ٠ّىٕٕب اػزجبس أْ الإعٙبد  ,. ٚؽ١ش أْ هٛي اٌؼٕقش في١ش dxػٕقشا عّىخ mnٔأنز ػٕذ اٌّمطغ 

 ئْ اٌض٠بدح فٟ  هٛي اٌؼٕقش ٠غبٚٞ  ف (2.8)ٚثبعزخذاَ اٌؼلالخ (2.11) ٠ٚزؾذد ِٓ اٌؼلالخ  ف١ٗ صبثذ

dx
E

x
x

)(
     

 

dx
E
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T
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
   

 ؽ١ش  lاٌض٠بدح اٌى١ٍخ فٟ اٌمن١ت ٟ٘ 

 

l

dx
E

x

EA

T
l

0

)(


 

 
E

l

EA

Tl
l

2

2


                                                                                                              (2.13) 

 ِٓ اٌٛامؼ أْ اٌؾذ اٌضبٟٔ ِٓ اٌطشف الأ٠ّٓ ٠ؼجش ػٓ اٌض٠بدح فٟ اٌطٛي إٌبؽئخ ِٓ ٚصْ اٌمن١ت . 

 ِٓ  فئْاٌغفٍٟ ثمٛح رغبٚٞ ٔقف ٚصْ اٌمن١ت . فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ  ٗثفشك أْ اٌمن١ت ًِّٙ اٌٛصْ ِٚؾذٚد ِٓ هشف

 رىْٛ اٌض٠بدح فٟ هٛي اٌمن١ت ٟ٘  (2.3),(2.8) 

l
E

l


      

2

2

11

2

1
l

E
l

AE

Al



                                                                                                   (2.14) 

إٌبؽئخ ِٓ ٚصْ اٌمن١ت رغبٚٞ اٌض٠بدح فٟ هٛي اٌمن١ت  ٔغذ أْ اٌض٠بدح فٟ هٛي اٌمن١ت (2.13)ٚثبٌّمبسٔخ ِغ 

 إرا إٍّٔ٘ب ٚصْ اٌمن١ت ٚػٍمٕب ف١ٗ صملا ِغب٠ٚب ٌٕقف ٚصٔخ . 
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  Elastic Energyجٌطحلس جٌذج ١ٍس جٌّشٔس -3

 
 

ػٍٟ اٌطشف ا٢نش ثمٛٞ  ٚأصشٔبٌطشف١ٓ إرا صجزٕب أؽذ ا Aِٚغبؽخ ِمطؼخ  lٔأنز لن١جب ًِّٙ اٌٛصْ هٌٛٗ

 .   Fرقً إٌٟ اٌم١ّخ  ؽزٟرجذأ ِٓ اٌقفش ٚرزضا٠ذ رذس٠غ١ب 

)(فئْ اٌمٖٛ وبٔذ  xٌٕٚفشك إٔٗ ػٕذِب اعزطبي اٌمن١ت ثّمذاس  xf ً٘زٖ اٌمٛح فٟ إصاؽخ  اٌّجزٚي ثٛاعطخ اٌؾي

dx   ٞٚ٠غب 

dxxfd )(                                                                                                                 (2.15)  

 ٔؼٍُ أْ  (2.3),(2.8)ٌٚىٓ ِٓ

l

x
E

A

xf


)(
                                                                                                                  (2.16)  

dx
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EAx
d      

)(ثفشك أْ ػٕذِب ٔقً  xf إٌٟ اٌم١ّخF ٟ٘ فئْ اٌض٠بدح اٌى١ٍخ فٟ اٌمن١تl  ٔغذ أْ اٌؾىً اٌىٍٟ اٌّجزٚي إصٕبس

 ٘زٖ اٌض٠بدح ٠غبٚٞ 
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xdx
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 ٔؼٍُ أْ  (2.3),(2.8)ٌٚىٓ ِٓ  

l

l
EAF


   

 ٌزا فئْ  

lFw  .
2

1
                                                                                                                (2.18) 

 ٠ّىٓ وزبثزٙب فٟ اٌقٛسح .  (2.18)ٌّشٔخ اٌؼلالخ ٘زا اٌؾىً ٠زؾٛي إٌٟ هبلخ دان١ٍخ رؼشف ثبٌطبلخ اٌذان١ٍخ ا
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lAw  .
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vw 
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                                                                                                                      (2.19)  

Alvؽ١ش  لاثزذائٟ ٌٍمن١ت . ِٓ ٕ٘ب ٔغذ أْ اٌطبلخ اٌذان١ٍخ اٌّشٔخ ٌٛؽذٖ اٌؾغَٛ رغبٚٞ  ٘ٛ اٌؾغُ ا 


2

1


v

w
                                                                                                                      (2.20)  

 

 س جٌمعرحْ جٌّشٔس:جٔىّحػ جٌّمحغغ ٔط١ؿس لاعططحٌ-4
   

فٟ اٌمن١ت ٔز١غخ ٌزأص١ش لٛٞ اٌؾذ ػ١ٍخ , ٚرٌه ثفشك إْ ِغبؽخ ِمطغ  خدسعٕب ف١ّب عجك الاعزطبٌخ إٌبؽئ

ٙب أىّبػ فٟ ِمبهؼخ جاٌمن١ت رظً صبثزخ إصٕبس رٌه . ٌٚىٓ صجذ ِٓ اٌزغشثخ إْ الاعزطبٌخ فٟ إ٠ٗ  لن١ت ٠قؾ

 ؼبد اٌؼشم١خ ٚاٌض٠بدح إٌغج١خ فٟ اٌطٛي صبثزخ ٌٍّبدح اٌٛاؽذح . اٌؼشم١خ ٚإْ  إٌغجخ ث١ٓ الأىّبػ فٟ الإث

 .   ٠ٚغّٝ ٘زا اٌضبثذ ثّؼبًِ ثٛاعْٛ ٠ٚشِض ٌٗ ثبٌشِض 

ٚثبٌذساعخ إٌظش٠خ ٌٍزى٠ٛٓ اٌىش٠غزبٌٝ ٌٍّبدح رّىٓ ثٛاعْٛ ِٓ ؽغبة ٘زا اٌؼبًِ ٚٚعذ أٔخ  ٠غبٚٞ 
4

1
صجذ ِٓ  . ٚلذ

)0(اٌزغشثخ أٔٗ ثبعزضٕبس ثؼل اٌّٛاد ِضً اٌف١ٍٓ   ٓ5.0(ٚاٌىبٚرؾٛن ٚاٌجشاف١(  ِٓ ّٟفئٔٗ ٌٍيبٌج١خ اٌؼظ

 ( .  3.0لش٠جخ ِٓ ل١ّخ ثٛاعْٛ )ِضلا ٌٍقٍت اٌّٛاد رىْٛ 

عْٛ ٌٍّبدح اٌّقٕٛع ِٕٙب اٌمن١ت فئٔٗ ٠ّىٓ ؽغبة اٌزي١ش إٌغجٟ فٟ ؽغّٗ ٔز١غخ ٌزأص١ش لٛٞ اٌؾذ اإرا ػٍُ ِؼبًِ ثٛ

 أٞ إٌغجخ ث١ٓ هٌٛٗ ثؼذ رأص١ش اٌؾذ ٚهٌٛٗ الأفٍٟ  ػ١ٍخ . ٌزا ٔفشك إْ الإٔفؼبي اٌطٌٟٛ ٌٍمن١ت ٘ٛ 

1:1      

 ّؼ ثٕغجخ  ٚأْ إثؼبدٖ اٌؼشم١خ رٕى

1:1    

 أٞ إٌغجخ ث١ٓ ِغبؽخ اٌّمطغ ثؼذ رأص١ش اٌؾذ ِٚغبؽخ الأف١ٍخ ٟ٘  

1:)1(
2

    

 ِٓ ٕ٘ب ٔغذ أْ إٌغجخ ث١ٓ اٌؾغُ ثؼذ رأص١ش اٌؾذ ٚاٌؾغُ الأفٍٟ ٟ٘  

1:)1()1(
2

       

 ١ش ٠ّىٓ إّ٘بي ِشثؼبرٙب فئْ إٌغجخ ث١ٓ ؽغُ اٌمن١ت ثؼذ اٌزؾى١ً ٚؽغّٗ لجً اٌزؾى١ً ٟ٘  في١شح ؽ٠ٚفشك إْ 

1:21      

)21(أٞ أْ اٌزي١ش إٌغجٟ فٟ ؽغُ اٌمن١ت ٘ٛ   ٌٚمذ صجذ ِٓ اٌزغبسة اٌؼ١ٍّخ أْ ؽغَٛ اٌمنجبْ رضداد .

 .  5.0ب ٠ٕزظ أْ ٔز١غخ ٌزأص١ش لٛٞ اٌؾذ ػ١ٍٙب ِٚٓ ٕ٘

 

 

 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 65 

 أِػٍس ِكٌٍٛس  
 

 :1ِػحي 

ئرج وحٔرص جٌض٠رحدز جٌٕغرر١س فرٟ غٌٛٙررح cm1أقغرد لرٛٞ جٌترذ جٌّرإغشز ػٍرٟ جعرطٛجٔس ِرٓ جٌصرٍد لطش٘رح  
3

107.0


ِٞٚٚؼحًِ ٠ٕؽ ٌٍصٍد ٠غح         

 

 

        

 جٌكً
  

 , ٔغذ أْ الإعٙبد ٠غبٚٞ  ِٓ لبْٔٛ ٘ٛن 

 E   
36

107.0101.2


     
23

/.1047.1 cmkg      

 ٚثبٌزبٌٟ , فئْ لٛٞ اٌؾذ رغبٚٞ  

5.05.014.31047.1
3

T    

.95.1153 kg    

 

 

 :2ِػحي 
ٚضإغش ػٍٟ لحػذضٗ جلأ شٜ لٛز  أقغد ِغحقس ِمطغ لع١د ِٓ جٌصٍد ِؼٍك سأع١ح ِٓ جقذٞ لحػذض١ٗ 

tonpشذ ِكٛس٠س  30   ئرج وحْ غٛي جٌمع١د ,cm200  ٛ٘ 2ٚجلإؾٙحد جٌّغّٛـ ذس
/700 cmkg ْٚٚص

8.7.جٌغٕط١ّطش جٌّىؼد ِٓ جٌصٍد ٠غحٚٞ  gr   ٞٚ26ِٚؼحًِ ٠ٕؽ ٌٍصٍد ٠غح
/101.2 cmkg أقغد .

 ز جٌى١ٍس فٟ غٛي جٌمع١د .دجٌض٠ح

   

 جٌكً  
 ٚصْ ٚؽذح اٌؾغَٛ ِٕخ .   ,ِغبؽخ ِمطؼخ  A,هٛي اٌمن١ت  lٔفشك أْ 

  خاٌمبػذح اٌغف١ٍ ِٓ xػٍٟ ثؼذ  mnثأنز ِمطغ ػّٛدٞ 

)(ٚثفشك إْ الإعٙبد ػٕذ ٘زا اٌّمطغ ٘ٛ  x  فئٔٗ ِٓ ارضاْ عضس اٌمن١ت اٌٛالغ أعفً اٌّمطغmn  ْٔغذ أ 

x
A

p
xAxpxA   )(,)(                                                                                        (1)  

, ٠ٚأنز ل١ّزٗ اٌمقٜٛ x( ٠زنؼ أْ الإعٙبد ٠زضا٠ذ 1ِٓ)
max

   ػٕذ اٌمبػذح اٌؼ١ٍبlx   ْٛٚثبٌزبٌٟ ٠ى 

26
/1012 cmkgE 
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200108.7700

1030
3

3

max









l

p
A


  

.29.42
2

cm                                                                                             (2) 

. إرا وبٔذ اٌض٠بدح إٌغج١خ فٟ هٛي mnأػٍٟ اٌّمطغ dxٌؾغبة اٌض٠بدح فٟ هٛي اٌمن١ت ,ٔأنز ػٕقشا في١شا 

)(( ٟ٘ اٌقي١ش)     اٌؼٕقش xح فٟ هٛي اٌؼٕقش رغبٚٞ , فئْ اٌض٠بدdxx )(ٌرىْٛ اٌض٠بدح اٌى١ٍخ  ٟ, ٚثبٌزب

l  ٟ٘ فٟ هٛي اٌمن١ت 

 

 

 

 

l l

dx
E

x
dxxl

0 0

)(
)(


                                                                                                   (3)  

 ٔغذ أْ   (3)فٟ ِؼبدٌخ (1)ػٓ ِؼبدٌخثبٌزؼ٠ٛل 

 

l
l

A

p

E

l
dxx

A

p

E
l

0

)
2

()(
1 

                                                                                      (4)  

)
2

1
(

max
l

E

l
l       
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)200108.7
2

1
700(

101.2

200 3

6





    

.10659.6
2

cml


    

  :3ِػحي 

, ٚرٌه ذاّ٘حي ٚصٔس . ئرج ػٍك pلع١د ِؼذٟٔ , جٌٕحشثس ِٓ لٛز شذ ِكٛس٠س جقغد جٌض٠حدز فٟ قؿُ 

 فحقغد جٌض٠حدز فٟ قؿّٗ , جٌٕحشثس ِٓ ٚصٔٗ . لحسْ ذ١ٓ جٌٕط١ؿط١ٓ .   0pٔفظ جٌمع١د سأع١ح , ٚوحٔص 

    

 جٌكً

 فٟ اٌغُ رغبٚٞ    حٔؼٍُ أْ اٌض٠بد

vv )21(                                                                                                                   (1)  

فٟ اٌؾبٌخ الأٌٟٚ ) إّ٘بي اٌٛصْ (  ٠ىْٛ الأفؼبي اٌطٌٟٛ ٔٛعذ
1

    ٌٍمن١ت ِغب٠ٚب 

 
EA

P


1
                                                                                                                             (2)  

 ٌزا فئْ  

)21(
1


EA

PV
v                                                                                                             (3)  

( ٚلإ٠غبد الأفؼبي اٌطٌٟٛ  Pأِب فٟ اٌؾبٌخ اٌضب١ٔخ )إّ٘بي لٛٞ اٌؾذ 
2

  ٔأنز ػٕقشا في١شاdx ػٍٟ ثؼذx  ِٓ

 اٌطشف اٌغفٍٟ .   
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 رضاْ اٌغضس أعفً اٌؼٕقش ٔغذ أْ ِٓ دساعخ ا

 

  

AXxA  )(    

)()( xExx                                                                                                            (4)  

 ٟ٘   dxٌزا فئْ اعزطبٌخ اٌؼٕقش 

dxx
E

dxx )()(


     

 رغبٚٞ   lٚالاعزطبٌخ اٌى١ٍخ 



l

dxx
E

l

0

)(


   

E

l

2

2


                                                                                                                             (5)  

   ٚثبٌزبٌٟ ٠ىْٛ

l

l


2
    

EA

V

E

l

22


                                                                                                                  (6)  

 ٔؾقً ػٍٟ    (1)فٟ  (6)ٚثبٌزؼ٠ٛل ِٓ

)21(
2

2

2


EA

v
v


                                                                                                          (7)  

 ٔغذ أْ   (3),(7)ِٓ 

v

P

v

v



2

2

1 



                                                                                                                          (8)  

اػزجشٔب إْ الأفؼبي اٌطٌٟٛ ٚالأفؼبي اٌؼشمٟ ٠ؾذصبْ وً ِغزمً ػٓ ا٢نش , ِّب أدٞ إٌٟ  –ٌٍغٌٙٛخ  –ؽع إٕٔب ٠لا

 إٔٗ ػٕذ ؽغبة الأفؼبي اٌطٌٟٛ إٍّٔ٘ب اٌزي١ش فٟ ِغبؽخ اٌّمطغ  . 
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 ضّحس٠ٓ ػٍٟ جٌرحخ جٌػحٟٔ

 
CBAB( ج١ٌٙىً جٌّر١ٓ ذحٌتىً ٠طىْٛ ِٓ لع١ر١ٓ ِٓ جٌصٍد ٍِّٟٙ جٌٛصْ 1) ٌٙح ٔفظ ِغحقس جٌّمطغ ٚغٛي ,

 B, فحقغد ِغحقس جٌّمطغ جٌلاصِس ٌكفع جٌطٛجصْ ػٕذ جٌٕمطس Bفٟ جٌّفصٍس ػٕذ  p. فارج ػٍك غمً  lوً ِٕٙح 

 . ئرج وحٔص  

 

 

.5.4,30

/102

2

/500

0

26

2

max

ml

cmkgE

tonP

cmkg












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 (جٌؼّٛد جٌّٛظف ذحٌتىً ٠طىْٛ ِٓ ؾضت١ٓ ٌّٙح ٔفظ جلاسضفحع ِٚصٕٛػ١ٓ ِٓ ٔفظ جٌّحدز  . 2) 

ٚأورش ئؾٙحد  , ٚوحْ ٚصْ ٚقذز جٌكؿَٛ ٌّحدز جٌؼّٛد ٘ٛ Pفارج أغشٔح ػٍٟ جٌمحػذز جٌؼ١ٍح ٌٍؼّٛد ذمٛز ظغػ 

غػ ٠طكٍّٗ ٘ٛ ظ
max

    فأقغد قؿُ جٌؼّٛد وٍٗ ق١ع 

./2,28

,240

,/10

3

2

max

mtoncml

tonp

cmkg











   

 لحسْ ذ١ٓ قؿُ ٘زج جٌرٕحء ٚقؿُ ػّٛد ٚجقذ ٠كمك ٔفظ جٌتشٚغ .

 
 

أٚؾذ شىً جٌؼّٛد ذك١ع ٠ىْٛ جلإؾٙحد ف١ٗ غحذطح ٠ٚغحٚٞ   (4)
max

ّش٠ٓ جٌط ٟٚذحعطخذجَ جٌم١ُ جٌّؼطحز ف

جٌكصٛي ػ١ٍُٙ جٌٍطٝ ضُ جٌغحذك أٚؾذ قؿُ جٌؼّٛد غُ لحسْ ذ١ٓ قؿّٗ ٚقؿُ جٌرٕحء ٚقؿُ جٌؼّٛد جٌغحذك 

 فٟ جٌطّش٠ٓ جٌغحذك .   
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ػٍٟ لع١د ِٓ جٌصٍد )ِؼحًِ ٠ٕؽ ٌٍصٍد ٠غحٚٞ p( أغشش لٛز شذ 4)
6

101.2  ذك١ع ضغ١ش لطش ِمطؼس )

 .  cm998.9ئٌٟ  cm1جٌذجتشٞ ِٓ 

 .   3.0ئرج وحْ ِؼحًِ ذٛجعْٛ ٌٍصٍد ٘ٛ Pجقغد 

ططحٌس فٟ ( ِخشٚغ دجتشٞ لحتُ ِصّص ِػرص ِٓ لحػذضٗ ذك١ع وحْ ِكٛسٖ سأع١ح ٚسأعٗ ئٌٟ أعفً . جقغد جلاع5)

 ضكص ضأغ١ش ٚصٔس  .   غجسضفحع جٌّخشٚ

 

 

------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------ 

-----------------------------------
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 جٌرحخ جٌػحٌع

 

 جضضجْ جٌمعرحْ جٌشف١ؼس ضكص ضأغ١ش لٛٞ غ١ش ِكٛس٠س

   

 جٌمٛٞ جٌمحصس ٚػضَ جلأكٕحءأٚلا:
   
دسعٕب ف١ّب عجك ارضاْ اٌمنجبْ اٌشف١ؼخ رؾذ رأص١ش لٛٞ ِؾٛس٠خ , أٞ أْ اٌمٛٞ رؤصش فٟ ارغبٖ ِؾٛس   

 اٌمن١ت ٚػشفٕب إٔٗ ٠ىْٛ فٟ اٌمنجبْ لٛٞ أٚ إعٙبداد دان١ٍخ .

لٛٞ غ١ش ِؾٛس٠ٗ . فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ ٚعٛف ٔذسط فٟ ٘زا اٌجبة دساعخ ارضاْ اٌمنجبْ  اٌشف١ؼخ ػٕذِب رؤصش ػ١ٍٙب  

  .َ أؾٕبسٚٚػض ٛٞ لبفخ ػّٛد٠خ ػٍٟ ِؾبٚس اٌمنجبْ لٚرظٙش ػٕذ اٌّمبهغ  رٕؾأ إعٙبداد دان١ٍخ فٟ اٌمنجبْ

َ الأؾٕبس . ٚفٟ ثؼل اٌّغبلاد ِضً اٌّجبٟٔ ٚالإٔؾبساد إٌٙذع١خ ٠ىْٛ ِٓ اٌُّٙ ؽغبة ٘زٖ اٌمٛٞ اٌمبفخ ٚػض

٘زا اٌّٛمٛع ِٓ اٌّٛمٛػبد اٌزٟ رُٙ إٌّٙذع١ٓ ٠ٚذسعٗ هلاة و١ٍخ إٌٙذعخ ٚرٌه  ٠ٚغت الإؽبسح ٕ٘ب   إٌٟ أْ

لأ١ّ٘خ دساعخ اٌزأص١شاد إٌبرغخ ِٓ لٛٞ اٌزؾ١ًّ اٌّخزٍفخ ٚػلالزٙب ثبلإعٙبداد اٌذان١ٍخ ِٓ ؽذ أٚ ميو ٚلٛٞ لبفخ 

 .  اٌّخزٍفخٚوزٌه ػضَٚ الأؾٕبس ٚرٌه فٟ الإٔؾبساد إٌٙذع١خ 

ؼزجش ارضاْ لن١ت أفمٟ نف١ف ٔٚػضَٚ أؾٕبس  لبفخ ٘زٖ اٌمٛٞ اٌذان١ٍخ ِٓ ؽذ أٚ ميو ٚلٌٛٞٚىٟ ٍّٔظ ٚعٛد 
AB   ِضجذ أؽذ هشف١خA  فٟ ؽبئو سأعٟ ٠ٚؤصش فٟ اٌطشف اٌؾشB  ٌٍمن١ت لٛح ِمذاس٘بF  ٖقٕغ ٠فٟ ارغب

 ِغ الأفمٟ )وّب ثبٌؾىً (   صا٠ٚخ

 
 

لٛربْ  Cِٓ اٌمن١ت فئٔٗ ٠غت أْ رظٙش ػٕذ اٌّمطغ  CB.  ٌىٟ ٠زضْ اٌغضس  Cؼزجش ِمطغ ٌٍمن١ت ػٕذ ٔ

 فٟ ارغبٖ ِؾٛس اٌمن١ت  Fبٖ ِؾٛس اٌمن١ت ٚرغبٚٞ ِشوجخ اٌمٖٛ فٟ ارغ Tإؽذاّ٘ب 

 

 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 73 

 أٞ أْ  

cosFT                                                                                                                   (3.1.1)  

 فٟ ارغبٖ اٌؼّٛدٞ ػٍٟ ِؾٛس اٌمن١ت أٞ أْ Fِشوجخ اٌمٛح  ٚرغبٜٚ فٟ ارغبٖ اٌؼّٛدٞ ػٍٟ اٌمن١ت Nٚاٌضب١ٔخ 

  

sinFN                                                                                                                   (3.1.2) 

  

وّب ٘ٛ ِج١ٓ ثبٌؾىً أٞ فٟ ارغبٖ دٚساْ ػمبسة اٌغبػخ ٠ٚغبٚٞ  Mالاصدٚاط Cٚوزٌه ٠ظٙش ػٕذ اٌّمطغ 

,sinالاصدٚاط اٌّىْٛ ِٓ اٌمٛر١ٓ اٌّزغب٠ٚز١ٓ  FN   ْفٟ اٌّمذاس ٚػىغٗ فٟ الارغبٖ أٞ أ 

sin.FCBM                                                                                                             (3.1.3) 

  

فٟ ارغبٖ ِؾٛس  Tثبٌمٛر١ٓ ٠CBؤصش ػٍٟ اٌغضس الأ٠ّٓ ACأْ اٌغضس الأ٠غش ِٓ اٌمن١ت  خلاؽظ٠ِٚغت 

ثٕفظ ٠ACؤصش ػٍٟ اٌغضس الأ٠غش  CBٚوزٌه فئْ اٌغضس الأMّٓ٠ٚػضَ الأؾٕبس Nاٌمن١ت ٚاٌمٛٞ اٌمبفخ 

    اٌّنبدح اٌمٛر١ٓ اٌغبثمز١ٓ ٚػضَ الأؾٕبس ٌٚىٓ فٟ الارغب٘بد

٠ٛاصٞ ٠ٚغبٚٞ فٟ اٌّمذاس ٠Rؤصش سد اٌفؼً Aفئٔٗ ػٕذ ِٛمغ اٌزضج١ذ   ABٔلاؽع أٗ ثبػزجبس ارضاْ اٌمن١ت وٍٗ 

 بٌف .  ٌٚىٓ فٟ ارغبٖ ِخBػٕذ اٌطشف Fاٌمٖٛ 

FRأٞ أْ    وزٌه ٠ؤصش ػٕذ اٌطشف اٌّضجذA اصدٚاطS ٓ٠غبٚٞ فٟ اٌّمذاس الاصدٚاط اٌّىْٛ ِٓ اٌمٛر١

FR  ٚػىغٗ فٟ الارغبٖ أٞ أْ  ,

  

sin.FABS     

 

ل الأِضٍخ ٌزٛم١ؼ و١ف١خ رؼ١١ٓ اٌمٛٞ اٌمبفخ ٚػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ِمبهغ اٌمن١ت اٌّخزٍفخ ٚف١ّب ٠ٍٟ ٔؼطٟ ثؼ

 ٚعٛف ٔمَٛ ثشعُ إٌّؾ١ٕبد اٌزٟ رّضً اٌمٛٞ اٌمبفخ , ػضَٚ الأؾٕبس 
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 أِػٍس ِكٌٍٛس

   :1ِػحي

ِػرص ِٓ أقذ جٌطشف١ٓ فٟ lػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ أٞ ِمطغ ٌمع١د  ف١ف أفمٟ غٌٛٗ ٚأٚؾذ جٌمٛٞ جٌمحصس 

 ػٕذ جٌطشف جٌكش ٌٍمع١د.ئرج ٚظغ غمً  قحتػ سأعٟ 

   

 جٌكً

 
xACؽ١ش   Cٚٔأنز ِمطغ ٌٍمن١ت ػٕذ    Aٚإٔٗ ِضجذ ػٕذ اٌطشف   ABٔفشك أْ اٌمن١ت ٘ٛ   .   

 .Cػٕذ اٌّمطغ  Mٚػضَٚ الأؾٕبس    Nلإ٠غبد اٌمٖٛ اٌمبفخ 

      . CBأٚ  ACٔذسط ارضاْ أؽذ اٌغضئ١١ٓ  

 

   

 
 ٚرٌه ٌٛعٛد سد ACعًٙ ِٓ دساعخ ارضاْ اٌغضس الأ٠غش أ CBضس الأ٠ّٓ ِٓ اٌمن١ت ٔلاؽع أْ دساعخ ارضاْ اٌغ

 .  Sٚاصدٚاط  Rفؼً 

 Nلٛح لبفخ   Cْ ٘زا اٌغضس ٠غت أْ ٠ىْٛ ػٕذ ٔلاؽع إٔٗ ٌىٟ ٠زض CBثبػزجبس ارضاْ اٌغضس الأ٠ّٓ ِٓ اٌمن١ت 

 وّب ثبٌؾىً ؽ١ش    Mىٓ ١ساع١ب لأػٍٟ ٚاصدٚاط ِٛعت ) أٞ فٟ ارغبٖ ِنبد ٌذٚساْ ػمبسة اٌغبػخ ( ٌٚ
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N                                                                                                                                 (1)  

)( xlM                                                                                                                        (2)  

 

٘ٛ اٌّؾٛس  ABرٛمؼ ٌٕب أْ اٌمٛح اٌمبفخ صبثزخ ػٕذ ع١ّغ ِمبهغ اٌمن١ت ٚثبػزجبس ِؾٛس اٌمن١ت   (1)خ اٌّؼبدٌ

 وّب ثبٌؾىً .  بفخ رغبٜٚ ِغ٠xىْٛ نطب ِغزم١ّب أفم١ب ٠جؼذ ػٓ اٌّؾٛس  Nفئْ ِٕؾٕٟ اٌمٛح اٌمبفخ  xالأفمٟ 

 
. أٞ ٠زي١ش ٠xؼزّذ ػٍٟ   ٚٚامؼ أْ ػضَٚ الأؾٕبس Cػٕذ اٌّمطغ   Mرؼط١ٕب ػضَٚ الأؾٕبس  (2)أِب اٌّؼبدٌخ 

 ِٓ ِمطغ ٢نش .  

ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ اٌّمبهغ اٌّخزٍفخ ٌٍمن١ت ٔغذ أٔٗ ٠ّضً نطب ِغزم١ّب ٠ّش ثبٌٕمطز١ٓ  ٚثشعُ إٌّؾٕٟ اٌزٞ ٠ّضً

),(),,( lool    

٠ٕؼذَ ػضَٚ ث١ّٕب  l( ٠ٚغبٚٞ A)أٞ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ 0xٔلاؽع أْ ػضَٚ الأؾٕبس أوجش ِب ٠ّىٓ ػٕذِب 

lxالأؾٕبس ػٕذ  أٞ ػٕذ اٌطشف اٌؾش(B. ) 

   

 .   Sٚالاصدٚاط Rفئٕٔب ٔؼ١ٓ سد اٌفؼً AB: ٔلاؽع أٗ ثذساعخ ارضاْ اٌمن١ت وٍٗ ٍِكٛظس

 

 أْ   ِٓ الارضاْ ٔغذ

lSR   ,     
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 ٚارغب١٘ٙب وّب ثبٌؾىً اٌّٛمؼ 

 

  :2ِػحي

ِٚكًّ ضك١ّلا  Aِػرص ِٓ غشفس  lغٌٛٗ   ABأٚؾذ جٌمٛٞ جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء ٌمع١د أفمٟ  

 ٌٛقذٖ جلأغٛجي . ِٕطظّح لذسز 

  

 جٌكً
 .    Aػٓ اٌطشف اٌّضجذ  ٠xجؼذ ِغبفخ  Cٔفشك ِمطغ ػٕذ 
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 .    Bcفئٕٔب ٔذسط ارضاْ cلإ٠غبد اٌمٛٞ اٌمبفخ ٚػضَٚ  الأؾٕبس ػٕذ اٌّمطغ 

)(٠غبٚٞ  CBٔلاؽع أْ اٌزؾ١ًّ اٌٛالغ ػٍٟ اٌغضس  xl   ٔمطخ ػٕذ ٠ٚؤصش ػٕذ ِٕزقفخDDBCB )(  

 ٚثبٌزبٌٟ فئٔٗ ِٓ ارضاْ ٘زا اٌغضس ٔغذ أْ

    

)( xlN                                                                                                                         (1)  

)(
2

1
)( xlxlM      

2
)(

2
xlM 


                                                                                                                   (2) 

  

رؼ١ٓ اٌمٛٞ اٌمبفخ ػٕذ أٞ ِمطغ ٌٍمن١ت ٚٔلاؽع أٔٙب رزي١ش ِٓ ِمطغ ٢نش ٠ّٚضٍٙب نو ِغزم١ُ ِبس  ( 1)دٌخ اٌّؼب

),,(),(ثبٌٕمطز١ٓ  lool  ًوّب ثبٌؾى.    

)0(ٔلاؽع أ٠نب أْ أوجش لٛح لبفخ رىْٛ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ ٌٍمن١ت  x ٞٚٚرغبl ٟٚأْ اٌمٛح اٌمبفخ رزلاؽ 

lxػٕذ اٌطشف اٌؾش ٌٍمن١ت    . 
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رؼ١ٓ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ِمبهغ اٌمن١ت اٌّخزٍفخ ٚٔغذ إٔٙب رزي١ش ِٓ ِمطغ ٢نش . ٚثزّض١ً ِٕؾٕٟ  (2)اٌّؼبدٌخ

),(ػضَٚ الأؾٕبس ٔغذ أٔخ لطغ ِىبفئ سأعٗ إٌمطخ  ol  ٛػ لأػٍٟ ٚهٛي ٚرشٖ اٌجؤسٞ اٌؼّٛدٞ ٠غبٚٞ ِفز


2
    . 

ٚأوجش ػضَٚ أؾٕبس ٠ىْٛ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ ٌٍمن١ت ٠ٚغبٚٞ 
2

2
l

٠ٚىْٛ ِغب٠ٚب اٌقفش ػٕذ اٌطشف اٌؾش  

)(ٌٍمن١ت  lx    . 
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  :3ِػحي

 ٚٚصْ ٚقذٖ جلأغٛجي ِٕس  lغٌٛٗ ABٛٞ جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء ٌمع١د غم١ً ِٕطظُ أٚؾذ جٌم 

 ٠ٓ فٟ ِغطٛٞ أفمٟ.   ذ٠ٚشضىض ذطشف١ٗ ػٍٝ ٚض

    

 جٌكً
 

 ABٍٗثبػزجبس ارضاْ اٌمن١ت و

    

lRR 
21

  

  

 ِٚٓ اٌزّبصً فٟ اٌؾىً   

 
 ٔغذ أْ   

 

lRR 
2

1
21
                                                                              

      

xAcؽ١ش    cٔؼزجش ِمطغ ٌٍمن١ت ػٕذ    ٚثبػزجبس ارضاْ اٌغضسAc  ْٛفئٔٗ فٟ الارغبٖ اٌشأعٟ ٠ى 

  
Nxl

NxR









2

1

1
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)
2

( xlN                                                                                                                     (1)   

 
 

 ٔؾقً ػٍٟ   ٠cأنز اٌؼضَٚ ؽٛي 

xR
x

xM
1

)
2

(       

)(
222

1 2

2

lxx
x

lxM 


                                                                                        (2)  

 ٟ٘ نو ِغزم١ُ وّب ثبٌؾىً    (1)اٌّؼبدٌخ 
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Axلٛح لبفخ ػٕذ هشف اٌمن١ت ٚٚامؼ إْ أوجش  )0(   ٞٚٚرغبl
2

1
رزٕبلـ اٌمٛح اٌمبفخ إٌٟ أْ  xزضا٠ذ ثٚ

2lxرٕؼذَ ػٕذ ِٕزقف اٌمن١ت ػٕذِب   صُ رؼىظ ارغب٘ٙب فٟ إٌقف الأ٠ّٓ ِٓ اٌمن١تAB .  

 رّضً ِؼبدٌخ لطغ ِىبفئ  (2)اٌّؼبدٌخ 

,0ٚٚامؼ أْ ػضَ الأؾٕبس ٠ٕؼذَ ػٕذ هشفٟ اٌمن١ت أٞ ػٕذِب   xlx ٠ٚ2أنز أوجش ل١ّخ ػٕذِبlx ٕذػ 

 ِٕزقف اٌمن١ت   
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   ضّش٠ٓ 
٠ADشضىض ػٕذ غشف١س  l( لع١د  ف١ف أفمٟ غٌٛٗ 1) ػٍٟ قح١ٍِٓ ٚظف غم١ٍٓ ِطغح١٠ٚٓ وً ِّٕٙح  ,

 ٓػٕذ جٌٕمطط١BC )21(ق١ع ,  aaCDAB أٚؾذ جٌمٛز جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ أٞ ِمطغ  .

   ٌٍمع١د.

 

 :4ِػحي
BAػٕذ غشف١س ِشضىض ABلع١د  ف١ف    10.غٌٛٗ , ft  ِكًّ ذطك١ًّ ِٕطظُ ق١ع ٚصْ ٚقذٖ جلأغٛجي

 . Aِٓ جٌطشف x. ػ١ٓ جٌمٛز جٌمحصس ٚوزٌه ػضَٚ جلأكٕحء ٚجٌطّػ١ً جٌٕٙذعٟ ٌٙح ػٍٟ ذؼذ  Ib120ضغحٚٞ 

  

 جٌكً
 اٌمن١ت ٠ىْٛ ِغب٠ٚب  ٟاٌؾًّ اٌىٍٟ اٌزٞ ٠ؤصش ػٍ

  

IbP 120010120    

   

 
 ِٚٓ اٌزّبصً فٟ اٌؾىً ٔغذ أْ 

IbRR 600
21
    

ِٓ  xِٓ اٌمن١ت ػٍٟ ثؼذ  ٔمطخ أفً ٚثبػزجبس ِمطغ Aفٟ ارغبٖ ِؾٛس اٌمن١ت ٠ٚأنز ٔمطخ  xرؼزجش اٌّؾٛس 

 ٚدساعخ ارضاْ ٔغذ أْ   Aإٌمطخ 

 ٠ىْٛ ِغب٠ٚبcاٌمٛح اٌمبفخ ػٕذ 

    

xRN 120
1
    
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xN 120600                                                                                                                   (1)  

رّضً ٕ٘ب اٌمٛح اٌمبفخ ػٕذ أٞ  Nغ١ش اٌؾًّ اٌّٛصع رٛص٠غ ِٕزظُ فئْ  تٚؽ١ش إٔٗ لا رٛعذ رؾ١ًّ آنش ػٍٟ اٌمن١

 ٔمطخ ػٍٟ اٌمن١ت   

 

 
 ْٛ ِغب٠ٚب  ٠ى cٚػضَ الأؾٕبس ػٕذ 

2
.120

1

x
xxRM      

2
60600 xx                                                                                                                (2)  

 

 ٕٟٞ ٚاٌؼّٛد١اٌغٚرٕؼذَ ػٕذ ِٕزقف اٌمن١ت ٚثأنز اٌمن١ت ٘ٛ اٌّؾٛس  xٟ٘ داٌخ نط١خ فٟ Nٔلاؽع أْ 

 ػ١ٍخ ٠ّضً اٌمٛح اٌمبفخ ػٕذ أٞ ٔمطخ ػٍٟ اٌمن١ت ٔغذ أْ اٌزّض١ً إٌٙذعٟ ٌٍمٛح اٌمبفخ وّب ٘ٛ ِٛمؼ ثبٌشعُ .

    
 ٠ىْٛ ِغب٠ٚب     Aػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ
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0
A

M     

 ٠ىْٛ ِغب٠ٚب   Bػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ 

0
B

M    

 

   ٠ىْٛ ِغب٠ٚب   cػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ 

25605600 
c

M  

..150015003000 ftIb    

 رّضً ِؼبدٌخ لطغ ِىبفئ      (2)ؽع أْ اٌّؼبدٌخ ٚٔلا

 

 :5ِػحي
BAِشضىض ػٕذ غشف١س  ABلع١د  ف١ف   ضإغش ػ١ٍس غلاغس أقّحي  حسؾ١س ٟ٘ ػٍٟ  ft11غٌٛٗ,

2500,1500,2000جٌطٛجٌٟ Ib  ػٕذ جٌٕمػ جٌطٟ ضرؼذft7,4,2 جٌطشف ِٓA  أٚؾذ جٌمٛٞ جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء

 ٚوزٌه جٌطّػ١ً جٌٕٙذعٟ ٌىً ِٕٙح .  

 

 جٌكً
 

 ٔغذ أْ   ABثذساعخ ارضاْ اٌمن١ت  

6000
21
 RR                                                                                                                   (1)  

 ٔؾقً ػٍٟ   Bٚثأنز اٌؼضَٚ ؽٛي 
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.3500
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 ٔغذ أْ    (1)فٟ  (2)ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ 

IbR 2500
2
    

  

 ٕٟ فٟ ارغبٖ اٌمن١ت .   غ١ٔؼزجش اٌّؾٛس اٌ

 ٌزؼ١ٓ اٌمٛح اٌمبفخ ٚػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ أٞ ٔمطخ رؼزجش ارضاْ اٌّمبهغ اٌزٟ رجذأ ِٓ اٌطشف الأ٠غش  

20ػٕذِب رىْٛ  :أٚلا  x    

 
IbRN 3500

11
    

ftIbxxRM .35001
11

    
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42ػٕذِب رىْٛ : غح١ٔح  x   
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117ػٕذِب رىْٛ  : سجذؼح  x   
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  جٌطّػ١ً جٌٕٙذعٟ ٌٍمٛز جٌمحصس . 
   

ٟ٘ ٔمطٗ الأفً أػٍٟ اٌمن١ت ٠ّضىً اٌمى١ُ اٌّٛعجىخ ٌٍمىٖٛ اٌمبفىخ Aٔأنز ارغبٖ اٌمن١ت ٌّؾٛس ع١ٕٟ ٔمطٗ 

 م١ُ اٌغبٌجخ ٌٍمٛح اٌمبفخ  .  ٚأعفً اٌمن١ت ٠ّضً اٌ

3500ٚثبٌزبٌٟ ثبٌٕغجخ إٌٟ 
1
N  ػجبسح ػٓ ِغزم١ُ ٠ٛاصٞ اٌّؾٛسox  لأػٍىٟ .  3500ٚوىً ٔمطىخ ػ١ٍىخ ػٍىٟ ثؼىذ

ٚثبٌّضً 
2

N  ْ0ٚٔلاؽىع  أ
3
N ٛس أٞ اٌّؾىox  ٔفغىٗ ٘ىٛ اٌّّضىً ٌٍمىٛح اٌمبفىخ

3
N  ٟأِىب ثبٌٕغىجخ إٌى

4
N  ٟفٙى

عىٟ ٌٍمىٛح ٚثزاٌه رىْٛ لذ سعّٕب اٌزّض١ىً إٌٙذ ٠ٚ2500ٕخفل ِغبفخ ِمذاس٘ب  oxعبٌجخ ٚثزٌه ٔشعُ ِغزم١ُ ٠ٛاصٞ 

 اٌمبفخ وّب ٘ٛ ِج١ٓ ثبٌشعُ اٌزبٌٟ   
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 :   جٌطّػ١ً جٌٕٙذعٟ ٌؼضَٚ جلأكٕحء
ٌىٟ ٠ّىٓ رّض١ً وً ِٓ 

4321
,,, MMMM ٕ٘ذع١ب ٠غت ِؼشفخ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ٔمو رأص١ش

321
,, ppp ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ

1
p  ٟ٠ؼط 

ftIbMftIbM

ftIbM

xx

x

.10000)(,.10000)(

.700023500)(

7342

21








   

BAؽ١ش أْ اٌمن١ت ِشرىض ػٓ  فئْ ػىضَٚ الأؾٕىبس ػٕىذ ٔمىو الاسرىىبص ٚامىؼ ِىٓ اٌّؼىبدلاد اٌزىٟ رؼطىٟ ػىضَٚ ,

 أٞ ٠ّىٓ رّضٍٙب ثخو ِغزم١ُ .   xالأؾٕبس أٔٙب فمو داٌخ نط١خ فٟ 
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 :6ِػحي

hlhغٌٛرٗ ٠ٚABكًّ غمرً ِطكرشن  ١ِٗشضىض ػٕذ ٔٙح٠ط l2غٌٛٗ  abلع١د  ف١ف أفمٟ    2)(   ْٚٚص

. أٚؾذ أورش ػضَ جٔكٕحء ػٕذ ٔمطس ِح ػٍٟ جٌمع١د ٚأغرص أٔٗ فٟ ٘زٖ جٌكحٌرس ضمغرُ ٘رزٖ جٌٕمطرس  ٚقذز جٌطٛي ِٕٗ

  abذٕفظ جٌٕغرس جٌطٟ ضمغُ ذٙح جٌّغطم١ُ ABجٌّغطم١ُ 

  

 جٌكً

 
caA)وّب ثبٌؾىً( ثؾ١ش ٠ىْٛ  abثأنز ٚمؼب ٌٍمن١ت    ٔٛعذ ل١ّخc   ثؾ١ش ٠ىْٛ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذd جش أو

 وٍٗ ٔغذ أْ   abِب ٠ّىٓ ٌزٌه ثبػزجبس ارضاْ اٌمن١ت 

 
hRR 2

21
    

 ٔغذ أْ    bٚثأنز اٌؼضَٚ ؽٛي إٌمطخ 

     

)2(22
1

hclllR      

)2(
1

hcl
l

h
R 


                                              (2)  
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xapؽ١ش pٚثأنز ِمطغ ٌٍمن١ت ػٕذ   ْٚثؾشه أcx   فٟ ؽبٌخcx    

 

)2(
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hcl
l

h
RN 
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                                                                                                    (3)  

xhcl
l

h
xRM )2(

1
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
                                                                                               (4)  

 

xadؾ١ش رىْٛ ث aِٓ إٌمطخ  x ػٍٟ ثؼذ dٚأنز ِمطغ ػٕذ إٌمطخ   ْأٞ أcx    . 

 اٌمٛح اٌمبفخ ٚػضَٚ الأؾٕبس فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ رىْٛ
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cxRN       

)()2( cxhcl
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                                                                                          (5)  
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)2( cxxhcl
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h
M  


                                                                                  (6)  

 .   ٠cزي١ش ثزي١ش  Mٚامؼ أْ ػضَٚ الأؾٕبس 

 

  M ٔٙب٠خ ػظّٟ ػٕذِب رؾمكc  ٟاٌؾشه ا٢ر 
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0)(  cx
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 ِٕٚٙب  

x
l

h
c )1(                                                                                                                         (8)  

 فئٕٔب ٔؾقً ػٍٟ أوجش ػضَٚ أؾٕبس ثبٌقٛسح   cٚثبٌزؼ٠ٛل ثٙزٖ اٌم١ّخ 
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                                                                                                 (9)  

ٚفٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ فئْ إٌغجخ 
dB

Ad
 ٔأنز اٌقٛسح      

)(2 cxh
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
                                                                                                            (10)  

 ٠ٕزظ أْ    (8)ِٓ اٌّؼبدٌخ cثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّخ 
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dB
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
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






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)2(

)(

2    

ٕفظ إٌغجخ اٌزٟ رمغُ ثٙب ثABاٌزٟ ػٕذ٘ب ػضَٚ الأؾٕبس أوجش ِب ٠ّىٓ رمغُ اٌضمً اٌّزؾشن dأٞ أْ إٌمطخ 

 .   abاٌمن١ت 

 

 :7ِػحي

ِٛصع  ط١ح ػٍٟ غٛي جٌمع١د Wفٟ قحتػ سأعٟ ِٚكًّ ذػمً Bِػرص غشفٗ  lغABٌٗٛلع١د أفمٟ  

 . أٚؾذ جٌمٛز جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ أٞ ِمطغ ٌٍمع١د .Aجٌصفش ػٕذ جٌطشف جٌكش  ذحصد٠حد ِٕطظُ ٠رذأ ِٓ

     

 جٌكً
 

)(ؽ١ىىش أْ وضبفىىخ اٌزؾ١ّىىً  x ػٕىىذ اٌّمطىىغc ػٍىىٟ ثؼىىذx ِىىٓ اٌطىىشف اٌؾىىشA ِٛصػىىب رٛص٠ؼىىب نط١ىىب ػٍىىٟ هىىٛي

,)(فئْ ٘زا اٌخو اٌّغزم١ُ ٠غت أْ ٠ّش ثٕمطخ الأفً ٌزا فئْ اٌؼلالخ ث١ٓ تاٌمن١ xx    ٟ٘ 

  xx  )(                                                                                                                         (1)  

 ٟ٘ ١ًِ اٌخو اٌّغزم١ُ .   ؽ١ش
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)(وضبفخ رؾ١ًّ  x  ػٕذ اٌّمطغc  رؼجش ػٓ الاسرفبعDC  ٗ٠ٚىْٛ اٌضمً اٌٛالغ ػٍىٟ ػٕقىش فىي١ش هٌٛىdx  ِٓى

dxxت ٠غبٚٞ اٌمن١ )(  ٚػٍٟ رٌه ٠ىْٛ اٌزؾ١ًّ اٌىٍٟ اٌٛالغ ػٍٟ اٌمن١تAB    ِٓ ٓ٠زؼ١ 
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 ٚرغبٚٞ     ِٕٚٙب ٔؼ١ٓ ل١ّخ 

2

2

l

W
                                                                                                                              (3)  

)(أٞ أْ وضبفخ اٌزؾ١ًّ  x   رىْٛ فٟ اٌقٛسح 

x
l

W
x

2

2
)(                                                                                                                       (4)  

 

 أٞ أْ,Acاٌٛالغ ػٍٟ اٌغضس pرغبٚٞ اٌضمً Nِٓ اٌمن١ت ٔغذ أْ اٌمٛح اٌمبفخ Acثبػزجبس ارضاْ اٌغضس 

     

 

xx

dxx
l

W
dxxpN
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2
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2
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2

2

l

Wx
N                                                                                                                             (5)   

 
 

 أٞ أْ    ,1:2ثٕغجخ  Acاٌّغبفخ pؽ١ش ٠مغُ اٌضمً

2

2
2

x
EcAE     

ٍمن١ت ٚٚامؼ أ٠نب أٔٙب رّضً لطغ ِىبفئ سأعٗ ػٕذ ٔمطخ رؼ١ٓ اٌمٛح اٌمبفخ ػٕذ أٞ ِمطغ ٌ (5)ٚامؼ أْ اٌؼلالخ 

( ٚأْ أوجش ل١ّخ ٌٍمٛح A)أٞ ػٕذ اٌطشف اٌؾش 0xالأفً )وّب ثبٌؾىً( ٚأْ اٌمٛح اٌمبفخ رغبٚٞ ففش ػٕذِب 

lxاٌمبفخ ػٕذِب   أٞ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ فٟ اٌؾبئوB ٞٚٚرغبW   

    ٔغذ أcْٚثأنز اٌؼضَٚ ؽٛي اٌّمطغ 
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2

3

2

2

333 l

Wxx

l

Wxx
p                                                                                                     (6)  

 
 ػٕذِب 0ٚٔلاؽع أْ  xٟ ػلالٗ ِٓ اٌذسعخ اٌضبٌضخ فٟ ٘ؼطٟ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ أٞ ِمطغ ٚر(6) اٌّؼبدٌخ 

0x أٞ ػٕذ اٌطشف اٌؾش(A   . ) ٠زلاؽٟ ػضَٚ الأؾٕبس 

lxٕذِب أ٠نب ػضَٚ الأؾٕبس ٠ىْٛ أوجش ِب ٠ّىٓ ػ  أٞ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ(B ٞٚ٠ٚغب )Wl
2

1
ٚفٟ الارغبٖ 

 اٌّٛعت أٞ فٟ ارغبٖ ػىظ دٚساْ ػمبسة اٌغبػخ .  

  

  :ٍِكٛظس

   

فٕغذ ABٚرٌه ثبػزجبس الارضاْ اٌمن١ت وٍٗ Bاٌطشف اٌّضجذ ػٕذ Sٚالاصدٚاط ٠Rّىٓ إ٠غبد سد اٌفؼً 

 أْ   

WlS

WR

3

1




   

 أٞ أْ    2:1ثٕغجخ  ٠ABؤصش فٟ ٔمطخ رمغُ اٌمن١ت  Wٚرٌه لأْ اٌضمً 

lFBAF
3

2
2     
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 ِؼحدلاش جلاضضجْ ٌمع١د سف١غ ِٕكٕٟ : -غح١ٔح:
   

اٌمٛح فٟ ارغبٖ ِؾٛس اٌمن١ت  Tِٓ لن١ت سف١غ ِٕؾٕٟ ٚٔفشك أْ  dSثفشك ارضاْ ػٕقش هٌٛٗ

 ػضَٚ الأؾٕبس ػٍٟ اٌّمطغ الأ٠غش .  ,خ ػٍٟ ِؾٛس اٌمن١ت اٌمٛح اٌمبفخ اٌؼّٛد٠ N,(A)اٌّّبط ػٕذ 

dTTٚٔفشك أْ   اٌّّبط ػٕذ( اٌمٛح فٟ ارغبٖ ِؾٛس اٌمن١تB ٚ )dNN   ٍٟاٌمٛح اٌمبفخ اٌؼّٛد٠خ ػ ٟ٘

Bdِؾٛس اٌمن١ت ػٕذ  , ٔؾٕبس ػٍٟ اٌّمطغ الأ٠ّٓ .ٟ٘ ػضَٚ الا 

( ٚاٌؼّٛدٞ Aٚٔفشك أْ ِشوجزٟ اٌمٛح اٌخبسع١خ اٌّؤصشح ػٍٟ اٌؼٕقش فٟ ارغبٟ٘ ِؾٛس اٌمن١ت )اٌّّبط ػٕذ  

dSFdSFػ١ٍخ ّ٘ب 
12

 وّب ثبٌؾىً .  ,

 
 فئAْ( ٚاٌؼّٛدٞ ػ١ٍخ ٚأنز اٌؼضَٚ ؽٛي Aثىزبثخ ِؼبدلاد الارضاْ فٟ ارغبٟ٘ ِؾٛس اٌمن١ت )اٌّّبط ػٕذ 

    

0sin)(cos)(
1

  ddNNTdSFddTT                                                  (3.2.1)  

0cos)(sin)(
2

 NdSFddNNddTT                                                      (3.2.2)  

0)()(  dSdNNd                                                                                (3.2.3) 

  

 صا٠ٚخ في١شٖ عذا فئْ   dٚؽ١ش أْ 

 

1cos,sin   ddd    
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 ّؼبدلاد اٌغبثمخ رأنز اٌقٛسح ٚثئّ٘بي اٌى١ّبد اٌقي١شح ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ فئْ اٌ

   

0
1

 NddSFdT                                                                                               (3.2.4)    

0
2

 dSFTddN                                                                                                   (3.2.5)  

0 NdSd                                                                                                              (3.2.6) 

 

 

 فٝ اٌقٛسح   (3.2.6-3.2.4)رقجؼ اٌّؼبدلاد  dSػٍٝ  ٚثبٌمغّخ    

0
1
 F

dS

d
N

dS

dT 
                                                                                                   (3.2.7)  

0
2
 F

dS

d
T

dS

dN 
                                                                                                   (3.2.8) 

 

 

                                                                           (3.2.9) 

ؽ١ش 



d

dS
)9.2.37.2.3(٘ٛ ٔقف لطش الأؾٕبس لطش الأؾٕبس )إٌمٛط( ٌّؾٛس اٌمن١ت اٌّؼبدلاد     ٟ٘

 ِؼبدلاد الارضاْ ٌمن١ت سف١غ ِٕؾٕٝ. 

 قحٌس  حصس:
ػٕىىىىذِب ٠ىىىىىْٛ اٌمنىىىى١ت ِغىىىىزم١ّب فىىىىبْ ٔقىىىىف لطىىىىش الأؾٕىىىىبس ٠ىىىىىْٛ ِبلأٙب٠ىىىىٗ 

  ٚٔأنز ِؼبدلاد الارضاْ ٌمن١ت ِغزم١ُ اٌقٛسح 

 

0
1
 F

dx

dT
                                                                                                               (3.2.10)  

0 N
dS

dM
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0
2
 F

dx

dN
                                                                                                              (3.2.11)  

 

0 N
dx

dM
                                                                                                              (3.2.12)  

 ٍِكٛظس : 
 (3.2.12)ٚرٌىىه ثزفبمىىً اٌّؼبدٌىىخ  (3.2.11),(3.2.12)ثىى١ٓ اٌّؼىىبدٌز١ٓ  ٠Nّىىىٓ ؽىىزف اٌمىىٛح اٌفبفىىٍخ 

ٜ ثّشوجىىخ اٌمىىٛ Mِىىٓ إٌىىبرظ ٔؾقىىً ػٍىىٝ ِؼبدٌىىخ رفبمىى١ٍخ رىىشثو ػىىضَ الأؾٕىىبس  (3.2.11)ٚهىىشػ xثبٌٕغىىجخ إٌىىٝ 

اٌخبسع١خ 
2

F  فٟ اٌقٛسح 

22

2

F
dx

Md
                                                                                                                   (3.2.13)  

 

 (1)ِػحي 

 .١غ ِغطم١ُجٌغحذمس ِغطخذِح ِؼحدلاش جلاضضجْ ٌمع١د سف (7)قً ِػحي  

 

 جٌكً

 

)(فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ وضبفخ اٌزؾ١ًّ   x ٜٚرغبx
l

W
2

2
 ٠ٚىْٛ  

x
l

W
xF

22

2
)(    

 ػٕذ اٜ ِمطغ رىْٛ  Nفبْ اٌمٛح اٌمبفخ  (11)ٚثبعزخذاَ اٌؼلالخ 

 

 

x

o

xdx
l

W
dxFN

22

2
  

2

2

2l

Wx
N        
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 فٟ اٌقٛسح  Mٔؾقً ػٍٝ ػضَ الأؾٕبس  (12)ٚثبعزخذاَ اٌّؼبدٌخ 

 

x

o

dxx
l

W
NdxM

2

2 2

3

3l

Wx
  

 

 .  (7)ٚ٘ٝ ٔفظ إٌزبئظ اٌزٝ ؽقٍٕب ػ١ٍٙب فٝ اٌؾً اٌغبثك ٌّضبي 
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 ػٍٝ جٌرحخ جٌػحٌع ضّحس٠ٓ

 
ػٍٝ قحتػ سأعٟ أٍِظ. جغرص جْ ػضَ ٠ٚBشضىض ذطشفس ج٢ ش ٠Aّىٕٗ جٌذٚسجْ قٛي غشفٗ ABلع١د   (1)

CBCAػٍٝ جٌمع١د ٠طٕحعد ِغ  cجلأكٕحء ػٕذ ٔمطس  . . 

 

٠ٚس ِطصٍس ػٕذ ٔٙح٠طٙح جٌؼ١ٍح ِٚشضىضز ػٕذ ٔٙح٠طٙح جٌغفٍٝ ػٍٝ ِغطٜٛ جفمٝ ٚضكًّ ػٕذ غلاظ لعرحْ ِطغح (2)

ٚصْ ٚقذز  ِغ جٌشأعٟ ٚجْ  ٠ٚصٕغ صج٠ٚس  l2. جرج وحْ غٛي جٜ لع١د ٠غحٜٚ Fأػٍٝ ٔمطس غمً 

 . Fٛي ٌىً ِٕٙح . فحٚؾذ ػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ٔمطس ِٓ جٌمع١د ٚجغرص جٔٗ لا ٠ؼطّذ ػٍٝ جٌػمًجٌط

 

ٚظغ غٛق جٌذجتشٞ ػٍٝ ِغطٜٛ جفمٝ ذك١ع وحْ ِغطٛجٖ سجع١ح . جغرص أْ ػضَ جلأكٕحء جٌٕحشة ػٓ جٌطٛق  (3)

 ػٓ أػٍٝ ٔمطس ِٓ جٌطٛق ٠طؼ١ٓ ِٓ ٠ىْٛ جورش ِح ٠ّىٓ ػٕذ ٔمطس ذؼذ٘ح جٌضجٚٞ 

0tan     

 

 p. ٚصع ضٛص٠ؼح ِطصلا ػٍٝ جٌػٍع جلأٚعػ ِٕٗ ذىػحفس ٚصٔٙح ٚٚصْ ٚقذز جلأغٛجي ِٕٗ  l3لع١د غٌٛٗ  (4)

ٚػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ ِمحغغ جٌمع١د جٌّخطٍفس ػٕذِح ٠شضىض جٌمع١د ػٕذ ٌٛقذز جلأغٛجي. جدسط جٌمٜٛ جٌمحصس 

 س ػٍٝ ٚضذ٠ٓ أٍِغ١ٓ. ط١ٔٙح٠

 

لذَ ئرج أًّ٘ ٚصْ جٌىٛذشٞ فحغرص أْ جورش  lشٞ غٌٛٗ ذء ػٍٝ و٠ٝٛطكشن ذرطغٓ ٌىً لذَ  غمً ِغطّش  (5)

ِٓ جٌطشف جلألشخ ضغحٜٚ ضغحٜٚ ػٍٝ ذؼذ  pػٕذ ٔمطس  لٛز لحصس 
2

2



l

l
  . 

 

ذذْٚ أْ ٠ٕىغش . ئرج غرص  lٚغٌٛٗ  ٚصٔٗ  ٠ٗ١ّىٕٗ أْ ٠ؼرش لع١د ِشضىض ػٕذ ٔٙح٠طسؾً ٚصٔٗ  (6)

ٍشؾً أْ ٠طكشوٙح ػٍٝ ٌس ٠ّىٓ ففحغرص أْ ألصٝ ِغح جفم١ح ٗ ذك١ع وحْ جٌّّحط ػٕذ٘ح١١د ِٓ جقذ ٔٙح٠طجٌمع

جٌمع١د ضغحٜٚ 







 

2

3
1

4

1
l . 

 

ِٓ جٌصفش ٗ ػٍٝ قح١ٍِٓ فٟ ِغطٜٛ جفمٝ ٠ٚكًّ غملا ٠ض٠ذ ذحٔطظحَ ٠١شضىض ػٕذ ٔٙح٠ط ft12غٌٛٗ ABلع١د  (7)

ftIbقطٝ جورش ل١ّس  Aػٕذ جٌطشف جلأ٠غش س ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ صحم. جٚؾذ جٌمٛز جBٌػٕذ جٌطشف  600/

 جٜ ِمطغ . 

 

 

ظّح وػحفطٗ طكًّ ٔصفٗ جلأ٠ّٓ ضك١ّلا ِِٕٚ Bٗ ج١ٌّٕٝ ١ِػرص ػٕذ ٔٙح٠ط lغABٌٗٛلع١د  ف١ف (8)
0

  ٌٛقذز

س ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ٔمطس ِٓ صحٌمفحٚؾذ جٌمٛز ج Aػٕذ جٌطشف جٌكش  جلأغٛجي . فارج ٚظغ غمً 

 جٌمع١د . 
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ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٌطشف جٌّػرص ٚػٕذ جٌمحصس ِػرص ػٍٝ جسض أفم١س. جٚؾذ جٌمٛز  ft3لع١د سجعٟ غٌٛٗ  (9)

 . Ib200ٌمع١د ئرج أغشش ػٍٟ جٌطشف جٌؼٍٛٞ ٌٍمع١د لٛز أفم١س ِمذجس٘ح ج ضػ١ٍعٔمططٟ 

 

ftABoAذك١ع ٠ىْٛ  oِػرص أفم١ح ػٕذ غشفس  oABلع١د  (10) 22  ٓٚظغ غم١ٍ 

IbIb ABػٕذ 200,300 ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٌٕمطط١ٓ جٌٍط١ٓ جٌمحصس ػٍٝ جٌطشض١د. جٚؾذ جٌمٛز ,

oAABحْفضٕص ,  . 

 

طّحغً ػٍٝ قح١ٍِٓ فٟ ٔفظ جٌّغطٜٛ جلافمٝ جٌّغحفس ٠شضىض فٟ ٚظغ ِ l2لع١د ِٕطظُ غٌٛٗ  (11)

hl. ئرج وحْ h2ذ١ّٕٙح 2ٌحًِ أٚ فٟ جٌّٕطصف قغرّح كفحغرص ئْ ػضَ جلأكٕحء ٠ىْٛ ٔٙح٠س ػظّٝ ػٕذ ج

٠ىْٛ  hl 222 


hlٚئرج وحْ  2 ٔكٕحء ػٕذ جٌكحًِ ٠ىْٛ ٔٙح٠س ػظّٝ ػٕذ جٌكحًِ فحغرص ئْ ػضَ جلا

 ٚجٚؾذ ل١ّطٗ. 

 

ًّ ذك١ع ٠طٕحعد ػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ٔمطس ِغ ٚصْ ِكٗ ١ِٚشضىض ػٕذ ٔٙح٠طlلع١د  ف١ف أفمٟ غٌٛٗ  (12)

ٚقذز جٌطٛي ػٕذ ٔفظ جٌٕمطس . جغرص جْ جٌٛصْ ػٕذ جٜ ٔمطس ٠طٕحعد ِغ 








l

x
sin ق١عx ٓذؼذ جٌٕمطس ػ

 جقذ غشفٟ جٌمع١د .

  

ِٓ ٠lشضىض ػٍٝ قح١ٍِٓ جٍِغ١١ٓ جقذّ٘ح ػٕذ غشفس ٚجلأ ش ػٍٝ ذؼذ l3ٚغٌٛٗ  Wلع١د غم١ً ٚصٔٗ  (13)

ضٛص٠ؼح ِٕطظّح ػٍٟ جٌّغحفس جٌّكصٛسز ذ١ٓ جٌٛضذ٠ٓ ِٓ جٌمع١د .  lp2جٌطشف جلأ ش . ٚصع غملا ِمذجسٖ 

 ٚػضَٚ جلأكٕحء. جٌمحصس جدسط ِٕك١ٕحش جٌمٜٛ 

 

 

ًّ ضك١ّلا وػحفطٗ ٌٛقذز جلأغٛي ػٕذ جٜ ٔمطس ضؼطٝ ِٓ ِكٗ ػٍٝ قح١ٍِٓ ١ٚلع١د ٠شضىض ػٕذ ٔٙح٠ط (14)

)()(جٌؼلالس 
0

bxax   ق١عab ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ٔمطس ٚجعطٕطؽ جٌمحصس جٚؾذ جٌمٛز . ١ٓغحذط,

 . 0aغُ 0bجٌكحلاش جٌخحصس جٌطٟ ف١ٙح 

 

 ( ئرج وحْ جٌمع١د ِػرص ػٕذ جٌطشف١ٓ . 14) ذكقً جٌطّش٠ٓ جٌغح (15)

فٟ قحتػ سجعٟ ٚقًّ جٌٕصف جلأ٠غش ِٓ جٌمع١د Bِػرص غشفس جلأ٠ّٓ  ft8غٌٛٗ ABلع١د جفمٝ  (16)

ftIbذحٔطظحَ ذىػحفس   ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ِمطغ ِٓ ِمحغغ جٌمع١د جٌّخطٍفس. جٌمحصس . جٚؾذ جٌمٛز 100/

 

---------------------------------------------------------- 

----------------------------------------------- 
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 الرابعالباب 

 بان قليلة القابلية للانحناءضالق

 
ف١ّب عجك وٕب ٔفزشك دائّب ٚعٛد اعغبَ فٍجخ راد ؽىً صبثذ لا ٠زي١ش ِّٙب وبٔذ اٌمٛح اٌّؤصشح ػ١ٍخ . اٚ 

د فٝ هج١ؼزٙب رخزٍف ػٓ رٌه فغ١ّغ الاعغبَ ٔفزشك ٚعٛد ن١ٛه هٌٛٙب صبثذ لا ٠ض٠ذ رؾذ ربص١ش ا٠ٗ ؽذ . ٌٚىٓ اٌّٛا

رزي١ش رؾذ رأص١ش اٌمٜٛ اٌّؤصشح ري١١شا ٠زٛلف ِٓ ؽ١ش اٌّمذاس ٚإٌٛع رجؼب ٌّبدح اٌغغُ ٚؽىٍخ ِٚمذاس ٘زح اٌمٛح. 

ٚعٛف ٔمزقش فٝ ٘زا اٌجبة ػٍٝ دساعخ ٘زح اٌزي١شاد فىبٌمنجبْ اٌشف١ؼخ ٚفٝ اثغو اٌؾبلاد فٝ رٍه اٌزٝ ٠ّىٓ 

 ١ٙب رجؼب ٌمبْٔٛ ٘ٛن.  ؽغبة اٌؾذ ف

 انحناء القضبان:   اولا: 
را ؽًّ لن١ت ثطش٠مخ ِب فبٔٗ ٠ٕؾٕٝ ٔز١١غخ ٌٙزا اٌؾًّ . ٠ٚجذٚ اْ ٕ٘بن ػلالخ ِب ث١ٓ ؽىً اٌمن١ت ٚػضَ ا 

جْ ػضَ جلاضكٕحء ػٕذ ج٠س ٔمطس ػٍٝ لع١د  Eulerا٠ٍش  ,Bernoulliالأؾٕبس ٚػٓ هش٠مخ اٌزغشثخ رٛفً ثشٌٍٔٛٝ 
. ٚف١ّب ٠ٍٝ ثش٘بٔب ٌٙزح اٌؼلالخ فٝ ؽبلاد نبفخ د ضٕحعرح ػىغ١ح ِغ ٔصف لطش جلأكٕحء ػٕذ ٘زز جٌٕمطس سف١غ ٠طٕحع

 ٚثبعزخذاَ فشٚك ١ٌغذ فؾ١ؾخ رّبِب. 

ٔؼزجش لن١جب ِغزم١ّب اصشد ػ١ٍخ ِغّٛػخ ِٓ اٌمٜٛ اٌخبسع١خ ٠نّٙب ِغزٜٛ ٚاؽذ ثمغُ اٌمن١ت اٌٝ لغ١ّٓ 

 . ِزّبص١ٍٓ

 

 ؽىً )أ(

٘ٛ ِمطغ اٌمن١ت ثٛاعطخ ِغزٜٛ اٌمٜٛ ٚفٝ اٌؾىً )ة( ٔفظ اٌّمطغ ثؼذ أؾٕبس اٌمن١ت رؾذ  AB( أفٝ اٌؾىً )

اٌزٝ ٠زىْٛ ِٕٙب اٌمن١ت ٠ضاد هٌٛٙب ارا وبٔذ الشة اٌٝ اٌغطؼ  فب١ربص١ش ٘زح اٌمٜٛ ٔز١غخ ٌٙزا الأؾٕبس فبْ الاٌ

وبٔذ الشة اٌٝ اٌغطؼ اٌغفٍٝ ٚثزٌه رىْٛ فٝ ؽبٌخ ميو اِب  اٌؼٍٜٛ ٚثزٌه رىْٛ فٝ ؽبٌخ ؽذ ٠ٚمً هٌٛٙب ارا

فٝ   Neutral Linesالا١ٌبف اٌزٝ رفقً ث١ٓ ٘زٖ ٚرٍه فٍٓ ثزي١ش هٌٛٙب ثبلأؾٕبس ٚرؼشف ثبعُ نطٛه اٌزؼبدي 

اثؼبد اٌمن١ت  ٘ٛ نو اٌزؼبدي فٝ ِمطغ اٌمن١ت ثٛاعطخ ِغزٜٛ اٌمٜٛ ٠ٚؼشف ثّؾٛس اٌمن١ت . اِب GG'اٌؾىً 

ظشا ٌقيشٖ . وزٌه ٔنشٜ ٔز١غخ لأؾٕبس اٌمن١ت الاإٕٔب عٛف ًّٔٙ ٘زا اٌزي١ش اٌؼشم١خ فئٔٙب عٛف رزي١ش ٘ٝ الا

عٛف  ٔفزشك اْ ا٠خ ِمطغ ػشمٝ ٌٍمن١ت ٚ٘ٛ ِغزم١ّب ٠ظً ِمطؼب ػشم١ب ٌخ ٚ٘ٛ ِٕؾٕٝ ِٚؾز٠ٛب ػٍٝ ٔفظ 

GGؼزجش ِمطؼ١ٓ ػشم١١ٓ ػٕذ ٔاٌغض٠ئبد .  ,  ث١ّٕٙب ِغبفخ في١شحL ٙٔب ػٕذ الأؾٕبس رمبثلا فٝ ّٚٔفزشك اO . 
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 فبْ    1ػٕذ  GG'اٌضا٠ٚخ اٌزٝ ٠ؾقش٘ب  ,٘ٝ ٔقف لطش إٔؾٕبس ِؾٛس اٌمن١ت  فبرا وبٔذ

l                                                                                                                           (4.1.1)  

pp فب١الاٌوزٌه ٔؼزجش   ػٕذ ا٠خ ٔمطخP  ػٍٝ اٌّمطغ ػٕذG  ٚرجؼذ ِغبفخy  فب١الاٌافجؼ هٛي ٘زح ػٕٙب فئرا 

hlثؼذ إٔؾٕبس اٌمن١ت     ْفئ 

 

 

 

 

 ؽىً )ة(   

 )( yhl            

yh                                                                                                                       (4.1.2)   

 

 ( ٠ٕزظ اْ   4.1.2( , )4.1.1ِٚٓ اٌؼلالخ )
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

l

y

h
                                                                                                                         (4.1.3)   

ppٚثغزخذاَ لبْٔٛ ٘ٛن فبْ اٌؾذ فٟ   

                              




y
AE

l

h
AE                                                                                                            (4.1.4)    

ppٟ٘ ِغبؽخ ِمطغ الا١ٌبف Aؽ١ش    ٚE . ِؼبًِ ٠ٕظ ٌّبدح اٌمنت 

 ِؾقٍخ اٌؾذ اٌزٝ رؤصش ػٍٝ اٌّمطغ ػٕذG  ٠ؼطٝ ِٓ اٌؼلالخ 

 ydA
E

T


                                                                                                               (4.1.5) 

 ٠ٚؾغت ٘زا اٌزىبًِ ػٍٝ ٘زا اٌّمطغ 

Ay
E

T


                                                                                                                     (4.1.6)    

خ رؾذد ٚمغ ِؾٛس اٌمن١ت ثبٌٕغجخ ٌّشاوض صمً ل٘زح اٌؼلا G ثؼذ ِشوض صمٍخ ػٓ yطغ ٘ٝ ِغبؽخ اٌّمAٚف١ٙب 

رغبٜٚ ففش ػٕذ ا٠ٗ ِمطغ  Tٕؾٕٝ ف١ٙب اٌمن١ت ٔز١غخ ٌمٜٛ ػّٛد٠خ ػ١ٍٗ فئْ ٠خ . ٚفٝ رٍه اٌؾبلاد اٌزٝ ؼِمبه

 س اٌمن١ت فٝ ٘زح اٌؾبلاد ٠ّش ثّشاوض صمً ِمبهغ اٌمن١ت اٌؼشم١خ .ٛففش اٜ اْ ِؾ ٠غبٜٚ yِٕٚٙب  

 XGXٚرٌه ثبنز ػضَٚ اٌؾذ فٝ الا١ٌبف ؽٛي اٌّؾٛس  Gػٕذ اٌّمطغ ػٕذ  Mوزٌه ٠ّىٓ ؽغبة ػضَ الأؾٕبس  

 ٜ اٌخبسع١خ اٌؼّٛدٜ ػٍٝ ِغزٜٛ اٌمٛ

 dAy
E

M
2


                                                                                                     (4.1.7)   

 ؽ١ش 

 dAyI
2

                                                                                                               (4.1.8) 

   

 .XGX'٘ٝ ػضَٚ اٌمقٛس اٌزارٝ ٌّغبؽخ ِمطغ اٌمن١ت ؽٛي 
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

EI
M                                                                                                                    (4.1.9)  

  ٠ٚKشِض ٌٗ ػبدح ثبٌشِض  ٠Rigidity Flexuralؼشف ثّؼبًِ اٌّشٚٔخ اٌؾغّٝ  EIاٌّمذاس 



K
M                                                                                                                    (4.1.10)   

 

هشفٝ لن١ت  فٟا٠نب صبثزخ . اٜ أٗ ارا اصش ٌغ١ّغ ٔمو لن١ت ِٕزظُ فبْ   خصبثز Mرذي اٌؼلالخ اٌغبثمخ ارا وبٔذ 

٠بْ ٚفٝ ِغزٜٛ ٚاؽذ ٠نُ اٌمن١ت عٛف ٠ٕؾٕٝ ِزخزا نف١ف ِٕزظُ اصدٚاع١ٓ ِزنبد٠ٓ, ِٚمذاس ػضِٙب ِزغبٚ

 ؽىً  دائشح . 

 فبْ  xثبنز ِؾٛس اٌمن١ت ٚ٘ٛ ِغزم١ّب وّؾٛس 
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23
2

2

2

1




























dx

dy

dx

yd
K

K
M


                                                                                       (4.1.11)  

ِٓ ِؾٛس اٌمن١ت ػٓ ِٛمؼٙب ػٕذِب وبْ اٌمن١ت ِغزم١ّب . ٚػٕذِب ٠ىْٛ اٌمن١ت  xرّضً اصاؽخ إٌمطخ  yؽ١ش 

وج١شح . اِب Kل١ًٍ اٌّشٚٔخ فبْ 
dx

dy
,y ( 4.1.11رٙب ٚثزٌه ٠ّىٓ رمش٠ت اٌّؼبدٌخ )فى١ّبد في١شح ٠ّىٓ اّ٘بي ِشثؼب

 اٌٝ 

2

2

dx

yd
KM                                                                                                                (4.12)  

. فبرا وبٔذ اٌمٜٛ اٌّؤصشح فٝ ِغزٜٛ ( ٌٙب ٔفظ الاؽبسح 4.1.12.ٚرؤنز الاؽبسح إٌّبعجخ اٌزٝ رغؼً هشفٝ اٌؼلالخ )

فبٔٗ ثبرجبع اٌمبػذح اٌّزفك ػ١ٍٙب فٝ رؾذ٠ذ اؽبسح  yساعٝ ِضلا ٚارخزٔب اٌشاعٝ اٌٝ اعفً ٘ٛ الارغبٖ اٌّٛعت ٌّؾٛس 

ِٛعجخ فبْ  Mب  ػضَ الأؾٕبس ٔشٜ اْ الاؽبسح اٌّٛعجخ ٘ٝ اٌٛاعت اعزؼّبٌٙب . رٌه لأٗ فٝ الاعضاس اٌزٝ رىْٛ ف١ٙ

اٌمن١ت عٛف ثٕؾٕٝ اٌٝ اػٍٝ وّب فٝ اٌؾىً )أ( ٚف١خ رض٠ذ 
dx

dy
اٜ اْ  xثض٠بدح 

2

2

dx

yd
ِٛعجخ ٌٚزا ربنز الاؽبسح  

 عبٌجخ فئْ اٌمن١ت عٛف ٠ٕؾٕٝ اٌٝ اعفً وّب ثبٌؾىً )ة( ٚف١ٗ  Mاٌّٛعجخ فٝ رٍه الاعضاس اٌزٝ رىْٛ ف١ٙب 

 

 ؽىً )أ(
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 ؽىً )ة(

 

رزٕبلـ 
dx

dy
اٜ اْ xثض٠بدح  

2

2

dx

yd
رىْٛ عبٌجخ ػٍٝ رٌه رغزخذَ الاؽبسح اٌّٛعجخ ؽزٝ ٠ىْٛ هشفب اٌؼلالخ اٌغبثمخ  

 عبٌجز١ٓ .

 بان المثبتة :  ضروط تتحقق عند نقط خاصة فى القش

 

0,0ضَ الأؾٕبس ٚلٖٛ اٌمـ أٞ اْ ػجبْ ٠زلاؽٝ ولا ِٓ نػٕذ الاهشاف اٌؾشح ٌٍم ( أ)  yy  ٖػٕذ ٘ز

 الاهشاف 

ٔمطخ  ػٕذ 0yارا اسرىض اٌمن١ت اسرىبصا ثغ١طب ِفق١ٍب فبْ ػضَ الأؾٕبس ٠غبٚٞ ففش أٞ اْ   ( ة)

 فزىْٛ ِؼٍِٛخ ػٕذ٘ب . yىبص ٘زٖ اِب رالاس

yفبْ لا)ط( اٌمنجبْ اٌّضجزخ رضج١زب وبِ
dx

dy
 ِؼٍِٛزبْ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ. ,

 ؾً اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ٔلا٠غبد ؽىً اٌمن١ت أؾٕٝ ٔز١غخ ٌؾًّ ِؼ١ٓ 

M
dx

yd
EI 

2

2

 

 ؾشه إٌّبعت رجؼب ٌٕٛع اٌزضج١ذ وّب فٝ الاِضٍخ اٌزب١ٌخ : ِغ اعزخذاَ اٌ
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 :(1مثال)

 xٔفظ جٌّغطٜٛ جلافمٝ . أغرص جْ جلأخفحض ػٕذ ِغرحفس  فٟػٍٝ ٚضذ٠ٓ  ٠ط١ٗجسضىض لع١د ِٕطظُ ػٕذ ٔٙح

))((٠غحٜٚ  ١ِٗٓ ئقذٜ ٔٙح٠ط
24

22
xaxaxa

EI

x



 ٚصٔس .aجٌمع١د , ٚ غٛي aق١ع  

 

 الحل

 

 ٠غبٜٚ  Aػٓ اٌطشف xػضَ الأؾٕبس ػٕذ ا٠ٗ ٔمطخ رجؼذ ِغبفخ 

22

2
x

x
a

M


                                                                                                           (1)   

 ؽ١ش اْ 

M
dx

yd
EI 

2

2

                                                                                                                     (2)  

22

2
xax

yEI


                                                                                                      (3)  

 ثبٌزىبًِ 

c
xax

yEI 
64

32


                                                                                                    (4)  

1

43

2412
cxc

xax
EIy 


                                                                                         (5)  

1الا٠غبد اٌضٛاثذ 
, cc رزطجك اٌؾشٚه الاثزذائ١خ فٝ اٌّغأٌخ 
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 : Aػٕذ اٌطشف 

0,0,0
1
 cyx    

 : Bػٕذ اٌطشف 

24
,0,

3
a

cyax


  

1ػٓ  ثبٌزؼ٠ٛل
, cc ( 5فٝ اٌّؼبدٌخ اٌغبثمخ ) 

 233
2

24
axxa

x
EIy 


  

  22

24
xaxaxa

EI

x
y 


  

 

 (:2مثال)

ػٕذئقذٜ ٔٙح٠ط١ٗ فحٔكٕٝ ضكص ضأغ١ش ٚصٔٗ . ئغرص جْ جلأخفحض ػٕذ ٔٙح٠طٗ  حغرص لع١د ِٕطظُ ضػر١طح جفم١

٠غحٜٚ 
8

3
  .جرج جػطرش جٌمع١د  ف١فح ٚػٍك ِٓ ٔٙح٠طٗ غملا ِغحٜٚ ٌٛصٔٗ  جلأخفحض جٌزٜ ٠كذظ

 الحل
 ٚصْ ٚؽذح الاهٛاي .l,ٔفشك اْ هٛي اٌمن١ت 
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 :  الحالة الاولى

xlاٌمن١ت صم١ً .ػضَ الأؾٕبس ػٕذ اٜ ٔمطخ ِٓ اٌمن١ت رجؼذ ِغبفخ    ٜٚػٓ اٌطشف اٌؾش ٠غب 

 
2

2
xlM 


                                                                                                                   (1)   

 22
2

2
xlxlyK 


                                                                                                     (2)  

 ثبٌزىبًِ 

c
x

lxxlKy 










32
'

3

22
 

 Aتطبق الشرط الابتدائى عند نقطه التثبيت  cلايجاد 

000
1

 cyx     












32
'

3

22 x
lxxlKy


                                                                                                (3)  

 ِشٖ انشٜ ثبٌزىبًِ

1

43

22

1232

1

2
c

xlx
xlKy 












                                                                                       (4) 

لا٠غبد 
1

c 

000
1
 cxy                                                                                           

lxلايجاد الانخفاض عند الطرق الحر نضع   ( تجد ان 4في المعادلة ) 

k

l
y

8

4

1


                                                                                                                            (5)    

 الحالة الثانية:
xlػٕذ هشفٗ اٌؾش . ػضَ الأؾٕبس ػٕذ أٞ ٔمطٗ رجؼذ ِغبفٗ lاٌمن١ت نف١ف ِٚؼٍك صملا   ٓاٌطشف اٌؾش  ػ

 ٠غبٚٞ
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 xllM                                                                                                                      (1)  

 

 xllyK                                                                                                                    (2)  

 ثبٌزىبًِ

c
x

xllKy 















2
.'

2

                                                                                                       (3) 

00صبثذ اٌزىبًِ ٠غبٚٞ ففش لاْ 
1

 xaty  ٜٚثبٌزؼ٠ٛل ػٓ اٌضبثذ ٚاٌزىبًِ ِشح انش 

1

32

62
c

xlx
lKy 














                                                                                                   (4) 

 صبثذ اٌزىبًِ ٠غبٚٞ ففش لاْ ػٕذ 

00  yx     

 
















62

32
xlx

lKy                                                                                                         (5)  

lxyyٚػٕذ :  ,
2

 

K

l
y

3

4

2


                                                                                                                           (6)  
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 إٌغجٗ ث١ٓ الأخفبم١ٓ 

8

3

2

1


Ky

Ky
 

.
8

3
21

yy                                                                                                                         (7)  

 ملاحظة: 
اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ٚاٌؾشٚه اٌؾذ٠خ اٌّغزخذِخ فٝ ؽٍٙب ٠ىْٛ  ؾًارا اصش اٌٛصْ ٚاٌضمً ِؼب فئْ ٔز١غخ ٌ

 شف اٌؾش إٔخفبك اٌط

.
24

11

3

1

8

1
44

K

l

K

l
y











  

 (:3مثال)

. جرج وحٔرص  aٚٔصف لطش غشفس جٌّػرص  lوحذٌٛٝ ِٓ ِحدز ِطؿحٔغس ػٍٝ شىً لطغ ِىحفة دٚسجٔٝ غٌٛٗ  

 ْجفم١ح . أٚؾذ جٔخفحض جٌطشف جٌكش . قذز جٌكؿَٛ ِٓ جٌىحذٌٛٝ ٚوحْ ِكٛسٖ ػٕذ جٌطشف جٌّػرصٚ٘ٝ ٚص 

 

 الحل
اٌؾىً اٌّمبثً ٘ٛ ِمطغ اٌىبثٌٛٝ ثٛاعطخ اٌّغزٜٛ اٌشأعٝ اٌّبس ثّؾٛسٖ .  ٔفشك اْ ِؼبدٌخ اٌّمطغ ثبٌٕغجخ 

 ٌٍّؾبٚس اٌّج١ٕخ 

BAxy 2                                                                                                                    (1)   

ayٚوبٔذ  0xػٕذ    2ِٕٚٙب
aB   ٚوزٌه ػٕذlx   0وبٔذy ِٕٚٙبlaA

2
 

 ٝ٘ ِؼبدٌخ اٌّمطغ 











l

x
ay

z
1

2                                                                                                                   (2)  

  .
2

dtxty

l

x

    

   x ِٓ0ػٍٝ ثؼذ  pػضَ الأؾٕبس ػٕذ ا٠خ
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   
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)(غٌٛس  ABلع١د  ف١ف   ba  فمٝ ٚجقذ ٠ٚكًّ ٠شضىض ذطشف١ٗ ػٍٝ ٚضذ٠ٓ سأع١١ٓ فٝ ِغطٜٛ ج

 ػٓ جٌطشف جٌكش . أٚؾذ شىً جٌمع١د ٚػ١ٓ جلصٝ جٔخفحض ٌٗ.  aِغحفس  س ضرؼذػٕذ ٔمطW   غملا 

 

 جٌكً

 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 114 

ABسدا اٌفؼً ػٕذ   ػٍٝ اٌزشر١ت ,
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yٚلذ رغبٚد صٛاثذ اٌزىبًِ فٝ عضأٜ اٌمن١ت لارقبي 
dx
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ٍغضس اٌضبٔٝ ِٓ اٌمن١ت . ٚرؼشف هش٠مخ اٌزىبًِ ٘زح ثطش٠مخ ِبوٌٛٝ اٌّزؾبثٙخ ٚٔىزفٝ فمو ثئمبفخ اٌؾذٚد الاصِخ ٌ

(Macaullay,s Method)  . 
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axa                                       baxa    

 
2

2

2

2

62
ax

w

ba

bawbax

ba

wb

dx

dy








      

 وهذان يتلاشى عند 

)2(
3

1
,)2(

3

1
21

abbbaxbaax     

 

ٚرًّٙ الاؽبسح اٌغبٌجخ فٝ 
1

x ٝٚاٌّٛعجخ ف
2
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 (:5مثال )
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 الحالات غير المحددة إستاتيكيا:
ٙح ِؼحدلاش جلاضضجْ جٌؼحد٠س ٌكغحخ سدٚد جلافؼحي ف١ٕ٘حن ذؼط قحلاش جٌمعرحْ جٌّشضىضز جٚ جٌّػرطس لاضىفٝ 
ٚٔٗ ٘زٖ جٌمعرحْ فٝ جٌكغرحْ فحٔٗ جضخزٔح ِش جرج ف١ٙح . ٠ٚطٍك ػٍٝ ِػً ٘زٖ جٌكحلاش ئٔٙح غ١ش ِكذدز جعطحض١ى١ح , جِح

MyKذحعطخذجَ جٌمحْٔٛ   . 

 فٝ الاِضٍخ اٌزب١ٌخ: ٠زنؼ ٠ّىٓ ؽغبة سدٚد الافؼبي ٘زٖ. ٚ٘زا 

 (:1مثال )

٠شضىرض ػٍرٝ ٚضرذ سأعرٝ ذك١رع ورحْ جٌطشفرحْ Bِػرص أفم١ح ٚغشفس Aغشفس  a2غٌٛسABلع١د  ف١ف  

ABػررٓ جٌطررشف١ٓ Wأٚؾررذ جٔخفررحض جٌػمررً  Wفررٝ ِغررطٜٛ جفمررٝ ٚجقررذ . فررحرج ػٍررك ِررٓ ِٕطصررف جٌمعرر١د غمررلا  , 

 . ٚجسعُ ِٕكٕٝ ػضَ جلأكٕحء

 الحل
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 ؽىً )أ(

 دٌزبْ ٚوزٌه فبْ ػضَ الأؾٕبس رؼط١خ اٌّؼب
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 ٚاٌؾىً )أ( ٠ج١ٓ ٘زا إٌّؾٕٝ . 

 (:2مثال )

ABِػرص ِٓ غشف١رس  a2غٌٛس ABلع١د  ف١ف   ذك١رع ورحْ جٌطشفرحْ فرٝ ِغرطٜٛ جفمرٝ ٚجقرذ. فرارج  ,

ABػٕذ جٌطشف١ٓ Wجٚؾذ جٔخفحض جٌػمً  Wػٍك ِٓ ِٕطصف جٌمع١د غملا   ٚجسعُ ػضَ جلأكٕحء.  ,

 الحل
 فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ ٠قجؼ اٌمن١ت ِزّبصلا ؽٛي اٌضمً اٌّؼٍك ٠ٕٚزظ ػٓ رٌه اْ : 
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.ٔز١غخ ٌٍزّبصً فٝ اٌؾىً ٠ىفٝ اػزجبس ٔقف اٌمن١ت الا٠غش ِضلا. Gػٕذ اٌطشف١ٓ  اؽذٚ ٚاْ ِمذاس اٌؼضَ )اٌزضج١ذ(

  ؽىً ٘زا إٌقف ٠زؾذد ِٓ اٌؼلالخ .
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  :(3مثال )

ػٍٝ ٚضذ سأعٟ  Bأفم١ح ٚجسضىض جٌطشف Aٌىً ٚقذز غٛي. غرص غشفس  ٚٚصٔٗ  l غٌٛسABلع١د  

ABذك١ع وحْ جٌطشفحْ   . Aفٝ ِغطٜٛ جفمٝ ٚجقذ. ػ١ٓ سد جٌفؼً ٚجلاصدٚجؼ جٌطػرص ػٕذ,

ئغرص جْ جلأخفحض ِٕطصف جٌمع١د ػٓ جٌطشف١ٓ 
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 ٚجسعُ ِٕكٕٝ ػضَ جلإٔكٕحء.  

 الحل
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 ٚاٌؾىً )ط( ٠ج١ٓ ِٕؾٕٝ ػضَ الأؾٕبس. 

 

 (:4مثال )

جٌررٝ جػٍررٝ ذمررٛز ِغررحفس  ٗس. جرج سفررغ جٌمعرر١د ِررٓ ِٕطصررف١ررلعرر١د ِٕررطظُ ِػرررص جفم١ررح ػٕررذ وررً ِررٓ ٔٙح٠ط

ئغررررررص جْ جٌمرررررٛز ضغرررررحٜٚ فرررررٛق جٌٕٙرررررح٠ط١ٓ .  ِمرررررذجس٘ح
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ٚجْ جٌؼرررررضَ ػٕرررررذ جٌٕٙرررررح٠ط١ٓ ٠غرررررحٜٚ  
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EIKٚصٔس ٚ Wغٛي جٌمع١د ٚ a2ق١ع    . 

 الحل

ٔفشك اْ اٌمٛح اٌّىؤصشح ػٕىذ ِٕزقىف اٌمنى١ت  Gٚوزٌه ػضَ الأؾٕبس  ٚاؽذ ػٕذ اٌطشف١ٓ Rِٓ اٌزّبصً سد اٌفؼً 

 ٝ٘F . 

 ِؼبدٌخ الارضاْ رؼطٝ ِٓ : 
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 للعزوم الثلاثة: Clapeyron,sمعادلة كلابيرون ثانيا: 

 لأحمال المركزة :    معادلة كلابيرون للعزوم الثلاثة-اولا
AAAAرؼزجش عضئ١ٓ 

12
ِٓ لن١ت نف١ف ِٕزظُ هٌٛٙب ,

12
, aaٌٕٚاٌغضسا شك أْ اٌمن١ت ارضْف ْ 

AAAA
12

ِؾّلاْ ثضم١ٍٓ ,
12

, ww ِغبفز١ٓ  رجؼذاْػٕذ ٔمطز١ٓ ِٕٙب
12

, xxٓػ
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, AA ػٍٝ اٌزشر١ت فئرا وبٔذ

12
,, MMM ػضَٚ الأٔؾٕبس ػٕذ ٝ٘
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,, AAA ٚوبٔذ
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, ِمذاس إٔخفبك ٝ٘Aالأفمٝ ػٓ  ٓػ

12
, AA   ْفئ 
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 لإصجبد رٌه:  

ٔفشك أْ لٜٛ اٌمـ ػٕذ 
12

,, AAA وّب ٘ٝ ِج١ٕخ ثبٌؾىً ٚإرا وبٔذ إؽذٜ إٌمو اٌضلاس فمو ٔمو إسرىبص ٌٍمن١ت

)(فئْ لٖٛ اٌمـ رىْٛ غ١ش ِزقٍخ ثّمذاس  –ٔمطخ اسرىبص Aٚفٝ اٌؾىً إرخزد  –
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SS سد اٌفؼً ػٕذ٘ب ٠غب ٜٚ

AAAAثئػزجبس إرضاْ 
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AAوً ػٍٝ ؽذٖ ٚانز اٌؼضَٚ ؽٛي , ,
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 ػٍٝ اٌزشر١ت ٔؾقً ػٍٝ . 
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سٜ الاؽذص١بد ػٕذ ٛإرا أنزٔب ِؾ
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A  ًفئْ ؽىAA
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 ٠زؼ١ٓ ِٓ اٌؼلالبد الار١خ 
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وزٌه ١ًِ 
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ثؾزف 
1

, cc( ٔؾقً ػٍٝ: 4.2.5(ٚ)2.4.4(ٚ)4.2.3ِٓ اٌّؼبدلاد ) 
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   ِؼحدٌس جٌؼضَٚ جٌػلاغس ٌمع١د ِكًّ ذأطظحَ:  ١ح: غحٔ
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 ثالثا: المعادلة العامة للعزوم الثلاثة: 
AAارا وبْ اٌغضساْ 

1
ٚ

2
AA  اٌمن١ت ِؾ١ٍّٓ أؽّبلا ِٛصػخ رٛص٠ؼب ِٕزظّب ٚانشٜ ِشوضح ث١ّٕب ِٓ

إٌمو 
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                               (4.2.9)  

ِٓ لجً. رؼشف ٘زٖ اٌؼلالخ ثّؼبدٌخ ولاث١شْٚ  ف١ٗٚاٌشِٛص فٝ ٘زٖ اٌؼلالخ رؾًّ ٔفظ اٌّؼٕٝ اٌزٜ اعزخذِذ 

 ٚاٌقٛس اٌغبثمخ ؽبلاد نبفٗ ِٕٙب. 

 أمثلة:     

   (:1مثال)

CA ٠ٗشضىض ػٕذ غشفAC١لع١د  ف١ف  فٝ ِغطٜٛ أفمٝ ٚجقذ .  دػٍٝ غلاظ أٚضحB ٗٚػٕذ ِٕطصف,

ABBCٚقًّ ػٕذ ِٕطصف  WW ذك١ٍّٓ, ػٍٝ جٌطشض١د  . جقغد سدٚد جلافؼحي ػٍٝ جلاٚضحد . ٚجغرص أْ 3,

 .Aجٌمع١د أفمٝ ػٕذ غشفس 

 الحل
ACَ الأؾٕبس ػٕذ اٌطشف١ٓػض  . B  ٛ٘Mٔفشك اْ ػضَ الأؾٕبس ػٕذ  .ا٠غبٜٚ ففش ,

ABCاٌّشوضح ػٍٝ ٔمو الاسرىبص  ثزطج١ك ِؼبدٌخ ولاث١شْٚ ٌٍؼضَٚ اٌضلاصخ ٌلاٚصاْ  ٔؾقً ػٍٝ :  ,,
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0,2ػٕذ 0yٌٚىٓ   xax ْ٠0ٕزظ اD . 

 . أٜ جْ جٌمع١د جفمٝ فٝ ٘زج جٌطشف٠غبٜٚ ففشا. Aٚ٘زا ٠ؼٕٝ اْ ١ًِ اٌمن١ت ػٕذ 0cٚا٠نب 
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 -:(2مثال )

ػٍٝ ٚضرذ ٠شضفرغ ِغرحفس  cٚجسضىض ِٕطصفس  أفم١ح, Aغرص غشفس a2غٌٛس  ABلع١د  ف١ف  
EI

wa
2

6

1
 

Ac. وزٌه أٚؾذ سدٚد جلافؼحي ػٕذ Aػٓ B. أقغد جٔخفحض جٌطشف Bِٓ جٌطشف جٌكش  w غملا فحرج ػٍك , . 

 جٌكً

 

Acٔفشك اْ سدٜ اٌفؼً ػٕذ  ّ٘ب ,
Ac

RR . c  ٛ٘waأِب ػضَ الأؾٕبس ػٕذ  A ٛ٘Gٚاْ ػضَ الأؾٕبس ػٕذ  ,

Aٚالانشٜ    ٠Aّىٓ اػزجبسٖ رشو١ضا ػٕذ ٔمطز١ٓ إؽذاّ٘ب Aاٌزضجذ ػٕذ    ِٓ لش٠جٗ عذاA ثؾ١ش ٠ّىٓ إػزجبس

AA  0=ففش
1
 وزٌه فبْ إٌغجخ

1

1

a


AAرؤٚي اٌٝ اٌقفش ؽ١ش أٙب رؼطٝ ١ًِ اٌغضس    ػٍٝ الافمٝ ٚ٘زا

٠غبٜٚ ففشا لاْ ٘زا اٌطشف ٌٍمن١ت ِضجذ أفم١ب ثزطج١ك ِؼبدٌخ ولاث١شْٚ ٌٍؼضَٚ اٌضلاصخ لاؽّبي اٌّشوضح ػٕذ 
1

,, AAc ْ٠ٕزظ ا 

EI

wa
EIawaaG

6
6..2

2

   

waGei .   
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AcBوبتطبيق معادلة كلابيرون عند النقط  ,,  
















aEIa

wa
EIwaaaG



6
64.

3

  

EI

wa
ei

3

3

1
.    

ِغبفخ  Bرؼٍٛ cاٜ اْ 
EI

wa

3

3

ِغبفخ  Aٚرؼٍٛ  
EI

wa
3

6

1
ِغبفخ Aاعفً B. ارْ 

EI

wa

6

3

. 

  A.  ثبنز اٌؼضَٚ ؽٛي BAٌؾغبة سدٚد الافؼبي ٔؼزجش إرضاْ  

wR
c

3   

 ومنها 

wR
A

2   

  :(3مثال )

  .ذحعطخذجَ ِؼحدٌس ولاذ١شْٚ قً ٘زٖ جٌّغحٌس 

لع١د ِٕطظُ ِػرص جفم١ح ػٕذ ولآِ ٔٙح٠طس. جرج سفغ جٌمع١د ِٓ ِٕطصرفس جٌرٝ جػٍرٝ ذمرٛز ِغرحفس ِمرذجس٘ح 

 ٜٚفررٛق جٌٕٙررح٠ط١ٓ. جغرررص جْ جٌمررٛز ضغررح
2

24

2

w

a

K



ٚجْ جٌؼررضَ ػٕررذ جٌٕٙررح٠ط١ٓ ٠غررحٜٚ  

24

6

2

w

a

K



ق١ررع 

a2 غٛي جٌمع١دw, ٗٔٚصEIK  . 

 الحل

1ٚالأنشٜ  ١Aٓ عذا اؽذّ٘ب زرشو١ضا ػٕذ ٔمطز١ٓ ِزمبسثAثبػزجبس ٔمو اٌزضج١ذ ػٕذ
A  ثؾ١ش ٠ّىٓ اػزجبس 
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0

0

0

1

1

1

1







AA

AA



      

 )وّب اٚمؾٕب فٝ اٌّضبي اٌغبثك( 

BAAثزطج١ك ِؼبدٌخ ولاث١شْٚ ٌٍؼضَٚ اٌضلاصخ ػٕذ إٌمو  ,,
 ِغ ِلاؽظخ اْ  1

B
MMGMGM

aaa





21

21

,,

,0
  

 نحصل على 

a
K

a

a

w
aMaG

B


6

42
2

3















                                                                                         (1)  

cBAبتطبيق معادلة كلابيرون للعزوم الثلاثة عند النقط   مع ملاحظة ان  ,,

GMMMGM

aaaa

B




21

21

,,

,
  

 نحصل على 


























aa
K

aa

a

w
aGaMaG

B


6

442
4

33

  

2

12

4
42.

a

Kwa
MGei

B


                                                                                              (2) 

 ( ٔغذ اْ 2(ٚ)1ثؾً اٌّؼبدٌز١ٓ )

,
6

24
,

6

24
22

a

kwa
G

a

Kwa
M

B


   

 . Bفبْ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ABثبػزجبس اٌغضس 

4

wa
RaGM

B
   



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 134 

3

12

4 a

KGw
R    

 من اتزان القضيب كله 

3

24

2

2

a

KW

RWF






. 

 طاقة جهد قضيب نتيجه لانحنائه:  -ثالثا:
1٘ٛ ِمطغ اٌمن١ت ثٛاعطخ اٌّغزٜٛ اٌزٜ ٠نُ اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػ١ٍخ ٚاْ ABٔفشك اْ 

GGش عضس في١

١GGٓ اٌّمطؼ١ٓ اٌؼشم١١ٓ ٌٗ ث . ٚٔؼزجش عضس اٌمن١ت اٌّؾقٛس Sِٓ ِؾٛس اٌمن١ت هٌٛٗ  ,
1 . 

 

 

ٚػٍٝ ثؼذ Gغ ػٕذ ػٍٝ اٌّمط pالا١ٌبف ػٕذ ا٠ٗ ٔمو  oٔفشك أٗ ػٕذ إٔؾٕبس اٌمن١ت رمبهغ ٘زاْ اٌّمطؼبْ فٝ 

y   .ِٕٙب رزي١ش هٌٛٙب ثبلأؾٕبس 

hSٔفشك أٗ افجؼ   فبرا وبٔذ ٔقف لطش أؾٕبس ِؾٛس اٌمن١ت ػٕذ ٝ٘G ْفئ 



 S

y

h
                                                                                                                       (4.3.1)  
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          . فبْ هبلخ عٙذ ٘زٖ الا١ٌبف ٔز١غخ لاعزطبٌزٙب رغبٜٚ p٘ٝ ِغبفخ ِمطغ الا١ٌبف ػٕذ Aارا وبٔذ 

2

2

1
h

S

AE




                                                                                                                    (4.3.2) 

                                                                                  

SA
y

E 


2

2

2

1
   

 هبلخ عٙذ عضس هٌٛخS اٌمن١ت ِٓ 

 dAy
SE 2

2
2

1




                                                                                                         (4.3.3)  

ؽىٛي Gٌّمطىغ اٌمنى١ت ػٕىذ  Iٚ٘ىزا ٠غىبٜٚ ػىضَ اٌمقىٛس اٌىزارٝ  ٠ٚpؾغت اٌزىبِىً ػٍىٝ ِمطىغ اٌمنى١ت ػٕىذ 

 ِؾٛس ػٕذ٘ب ػّٛدٜ ػٍٝ ِغزٜٛ اٌمٜٛ. 

 ٘ٝ هبلخ عٙذ اٌمن١ت ٔز١غخ لأؾٕبئخ فبْ  Vارا وبٔذ 

 ds
EI

U
2

2

1


                                                                                                            (4.3.4)  

 ٚ٘زا اٌزىبًِ ِؾغٛثب ػٍٝ ِؾٛس اٌمن١ت. 

 Uػٕذِب ٠ىْٛ اٌمن١ت فٝ ؽبٌزٗ اٌطج١ؼ١خ ػٍٝ ؽىً ِٕؾٕٝ صىُ ري١ىش ٘ىزا الأؾٕىبس فىبْ ٠ّىىٓ اصجىبد اْ هبلىخ اٌغٙىذ 

 اٌّخضٚٔخ ٔز١غخ ٌٙزا الأؾٕبس رؼط١ٙب اٌؼلالخ 

 












 dsEIU

2

0

11

2

1


                                                                                              (4.3.5)  

ِؾغٛثب ػٍٝ ِؾٛس اٌمن١ت 
0

,   ذ ا٠ىخ ٔمطىخ ف١ىٗ لجىً ٚثؼىذ اٌزي١ىش فىٝ قفب لطش الأؾٕبس ٌّؾٛس اٌمن١ت ػّٕٔ٘ب

 أؾٕبئخ . 



EI
M                                                                                                                  (4.3.6)  

 ٠ٕزظ اْ  (4.3.4فٝ ) (4.3.6ٚرٌه ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ ) Mس ٠ّىٓ وزبثخ هبلخ عٙذ اٌمن١ت ثذلاٌخ ػضَ الأؾٕب

 ds
EI

M
U

2

2

1
                                                                                                            (4.3.7)  

 ٚ٘زا اٌزىبًِ ِؾغٛثب ػٍٝ ِؾٛس اٌمن١ت 
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 أمثلة:

 -(:1ثال)م

جقذ غشف١س ػٕذ سجعٙح جٔكٕٝ جٌمع١د ذؼذ رٌره ١ٌح رز  ١aٕس رجش ذحسجِطشطشىٍس جٌطر١ؼٝ و aلع١د غٌٛس  

)310(: أغرص جْ جٌطحلس جٌّخضٚٔس ف١ٗ ضغحٜٚ  aشىً دجتشز ٔصف لطش٘ح 
16


a

EI
  

 الحل

 

 اٌّؼبدٌخ اٌزار١خ ٌّٕؾٕٝ اٌىز١ٕخ ٘ٝ 

tanaS                                                                                                                          (1)  

 صا٠ٚخ ١ًِ اٌّّبط ػٕذ اٜ ٔمطخ ػٍٝ ِٕؾٕٝ اٌىزجٕخ ػٍٝ الافمٝ .  ِمبعخ ِٓ ساط اٌىز١ٕخ ,  Sؽ١ش 

  ٔقف لطش أؾٕبس اٌمن١ت ػٕذ ا٠خ ٔمطخ ف١خ لجً أؾٕبئخ 





2

0
seca

d

dS
  (2  )                                                                                                        

                                                        

 ٔقف لطش أؾٕبس اٌمن١ت ثؼذ أؾٕبئخ 

a                                                                                                                                  (3)  
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 الطاقة المخزونة فى القضيب نتيجة إنحنائة 






































4

0

2

2
2

2

0

sec
cos1

2

11

2

1

da
aa

EI

dsEIU

a

o
   

  



 

4

0

24
cos2sec

2
d

a

EI
   

 310
16


a

EI
                                                                                                                (4)  

  -(:2مثال)

 ٌىً ٚقذز قؿَٛ .  ٚٚصٔٗ   aٚٔصف لطش لحػذضس جٌّػرطس  aوحذٌٛٝ ػٍٝ شىً ِخشٚغ , جسضفحػس 

 ئقغد جٌطحلس جٌّخضٚٔس ف١س ٔط١ؿٗ لإٔكٕحٔٗ ضكص ضأغ١ش غمٍٗ. 

 الحل

 

٘ٝ  rفبرا وبٔذ   xِٚؾٛس اٌىبثٌٛٝ لجً أؾٕبئخ ِؾٛس  oضجزخ وٕمطخ افً ٌلاؽذاص١بد ثبنز ِشوض اٌمبػذح اٌّ

 فبْ  x   ِٓoؼذثٔقف لطش اٌّمطغ ػٕذ ا٠خ ٔمطخ ػٍٝ 
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l

a

xl

r



                                                                                                                           (1)  

  ٠ٚpىْٛ ٚصْ ٚؽذح اٌطٛي ػٕذ 

2
r    

 
2

2

2

xl
l

a



                                                                                                              (2)  

  قوة القص تعطى من العلاقة 


dx

dS
                                                                                                                           (3)  

 
2

2

2

xl
l

a



  

 ثبٌزىبًِ 

  cxl
l

a
S 

2

2

2

3


  

lxػٕذ اٌطشف اٌؾش 0Sٌٚىٓ    

  0cارْ 

 
3

2

2

3
xl

l

a
S 


                                                                                                         (3)  

 رؼطٝ ِٓ اٌؼلالخ  Mوزٌه فبْ ػضَ الأؾٕبس 

S
dx

dM
                                                                                                                           (4)  

 
3

2

2

3
xl

l

a

dx

dM



                                                                                                       (5)  

 
4

2

2

12
xl

l

a
M 


                                                                                                         (6)  

lxػٕذ اٌطشف اٌؾش  ٠ٚMزلاؽٝ صبثذ اٌزىبًِ ٌزلاؽٝ   . 

  ػضَ اٌمقٛس اٌزارٝ ٌّمطغ اٌىبثٌٛٝ ػٕذp . 

 
4

4

4

4

44

1
xl

l

a
rI 


                                                                                                  (7)  
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   الطاقة المخزونة فى الكابولى نتيجة لانحنائة 



l

o

dx
EI

M
U

2

2

1
  

  

l

o

dxxl
E

4

2

18


  

5

2

90
l

E
U


                                                                                                                     (8)  

 (:3مثال )

٠شضىض ػٍٝ ِغطٜٛ جفمٝ. جغشش ػٍٝ ِٕطصفس لٛز سجع١س سفؼطس جٌٝ جْ  Wٚصٔٗ a2لع١د ِٕطظُ غٌٛٗ 

غً جٌّرزٚي ضشن غشفحٖ جٌّغطٜٛ. أغرص جْ جٌت
EI

aW
32

20
 . 

 الحل
ٗ إٌٙبئٝ ٔبنز ِؾٛس٠ٓ اؽذاّ٘ب افمٝ ٚالانش ساعٝ اٌٝ أعفً ػٕذ اؽذ هشفٝ اٌمن١ت مؼلا٠غبد ؽىً اٌمن١ت فٝ ٚ

 .  ١ٌٚoىٓ اٌطشف الا٠غش 

 

 ؽىً إٌقف الا٠ّٓ ِٓ اٌمن١ت رؾذدح اٌؼلالخ 

2

4
x

a

W
yEI                                                                                                                       (1)  

c
a

Wx
yEI 

12

3

                                                                                                                  (2)  

 ٚؽ١ش اْ اٌمن١ت ِزّبصً ؽٛي اٌشأعٝ ػٕذ ِٕزقف اٌمن١ت .  
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axػٕذ  0yفبْ    . ِٕٚٙب 

1212

23
Wa

a

Wa
c     

 33

23

121212
ax

a

WWa

a

Wx
yEI                                                                                  (3)  

cxa
x

a

W
EIy 











3

4

412
  

٠ٚ0,0زلاؽٝ صبثذ اٌزىبًِ لاْ   yx  










 xa

x

a

W
EIy

3

4

412
                                                                                                    (4)  

 ز١غخ ٌٛمؼخ ثبرخبر اٌّغزٜٛ الافمٝ ِٛمغ ل١بعٝ فبْ هبلخ عٙذ اٌمن١ت ٔ

 

a

o

dx
a

W
y

2
2    

EI

aW
dx

x
xa

EIa

W
a

80

3

412

32

0

4

3

2

2










                                                                                   (5)  

 هبلخ عٙذ اٌمن١ت ٔز١غخ لأؾٕبئخ  

dx
EI

M
a

o



2

2

1
.2   

EI

aW
dxx

EIa

W
a

o
8016

32

4

2

2

                                                                                                   (6)  

  اٌؾيً اٌّجزٚي ثٛاعطخ اٌمٛح اٌشأع١خ ٠غبٜٚ ِغّٛع هبلزٝ اٌغٙذ اٌٍز١ٓ اوزغجٙب ٔز١غخ ٌّٛمؼخ ٚٔز١غخ لأؾٕبئخ

 اٜ رغبٜٚ 

.
20

3

EI

Wa
                                                                                                                             (7)  
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 ػٍٝ جٌرحخ جٌشجذغ ضّحس٠ٓ

 
ِشضىض فٝ ٚظغ جفمٝ ػٕذ ٔٙح٠طٗ . أٚؾذ ٘رٛغ جٜ  ٚٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٕٗ  lلع١د ِٕطظُ غٌٛس  .1

 ٔمطس ِٓ ٔمحغ جٌمع١د .

  

ِٚشضىض فٝ ٚظغ جفمٝ ػٕذ ٔٙح٠طس . ٚلف سؾً غمٍٗ  لع١د ِٕطظُ ٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٕٗ ضغحٜٚ  .2

W  ػٕذ ٔمطس ػٍٝ ذؼذa  غشف ِٓ,b  جٌطشف جلا ش . أغرص جْ جٔخفحض جٌٕمطس جٌطٝ ٠مف ػ١ٍٙح ِٓ

 جٌشؾً ػٓ ِغطٜٛ جٌكح١ٍِٓ ٠غحٜٚ 












 W

ba

ab
baba

EI

ab 8
)3(

24

22
  

    

BAغٍػ١ٗلع١د ِٕطظُ ِشضىض ػٕذ ٔمططٝ  .3 جفم١ح. أغرص جْ جٌٕغرس ذ١ٓ جسضفحع ِٕطصف جٌمع١د ػٓ ,

AB ٓجٌٝ جٔخفحض ٔٙح٠س جٌمع١د ػAB ٜٚ128:19ضغح . 

 

  lػٕذ ِٕطصفٗ ِٚشضىض جفم١ح ػٕذ ٔمطط١ٓ ػٍٝ ذؼذ٠ٓ ِطغح١٠ٚٓ  Wٚظغ غمً  l4لع١د ِٕطظُ غٌٛس  .4

ضغحٜٚ  Wجرج وحْ جٌمع١د ػٕذ وً ِٓ ٔمططٝ جلاسضىحص . فحغرص جْ  ِٓ ِٕطصفس )ِشوضٖ(.
6

1
ٚصْ 

 جٌمع١د.

  

ح ِّٓ ذؼعٙ lِشضىض ػٕذ  ّظ ٔمحغ ػٍٝ ٔفظ جٌخػ جلافمٝ ٌٚٝ جذؼحد ِطغح٠ٚس  l4لع١د ِٕطظُ غٌٛس  .5

جغ١ص ج٠عح جْ ػضَ جلأكٕحء ػٕذ  32:26:11جْ سدٚد جلافؼحي ػٕذ ٔمحغ جلاسضىحص ضطٕحعد ِغ  . ئغرص

ؿحٚسٖ ٌٗ ِّٕ٘ٛطصف جٌمع١د ٚػٕذ وً ِٓ ٔمططٝ جٌشضىحص جٌ
56

,
112

3 wlwl
 ٚصْ جٌمع١د. wق١ع  

 

  

ِػرص ػٕذ غشف١ٗ ذك١ع وحْ جٌّّحط ٌٍمع١د ػٕذ  l3ٚغٌٛٗ  لع١د ِٕطظُ ٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٕٗ  .6

ػٓ جقذ جٌطشف١ٓ . فحرج وحْ غشفح جٌمع١د  lوً ِّٕٙح أفم١ح . جسضىض أ٠عح ػٕذ ٔمطس ِٕٗ ضرؼذ ِغحفس 

 ٚػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ جٌطشف١ٓ ٚٔمطس جلاسضىحص. ػٍٝ  ػ جفمٝ ٚجقذ . فأٚؾذ سدٚد جلافؼحي ٚٔمطس جلاسضىحص

 

٠DCBAشضىض ػٕذ جٌٕمػ  l3 ٚغٌٛٗ  ٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٕٗ ABCDلع١د ِٕطظُ  .7 ق١ع  ,,,

CDBCAB َٚجلأكٕحء ػٕذ وً ِٓ  ذك١ع وحْ جٌخػ جٌٛجصً ذ١ٓ جٌٕمحغ جلاسذغ أفم١ح . جٚؾذ ػض

CB  ٚسد جٌفؼً ػٕذ وً ِٓ جٌٕمحغ جلاسذغ. ,
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. a2جلافمٝ جٌّغحفس ذ١ّٕٙح  ٠شضىض فٝ ٚظغ ِطّحغً ػٍٝ قح١ٍِٓ ػٍٝ ٔفظ جٌخػ  l2لع١د ِٕطظُ غٌٛس  .8

alجرج وحٔص  2جلأكٕحء ٠ىْٛ ٔٙح٠ٗ ػظّٝ ػٕذ جٌكحًِ جٚ ػٕذ جٌّٕطصف قغرّح , فأضرص جْ ػض َ

al )22(2   جرج وحٔصal 2 . ًِفحْ ػضَ جلأكٕحء ٠ىْٛ ٔٙح٠س ػظّٝ ػٕذ جٌكح 

  

ٕطصف جٌمع١د غملا ِٕطظُ ِػرص ِٓ جقذ غشف١ٗ ذك١ع وحْ جفم١ح ػٕذ٘ح . فحرج ػٍك ػٕذ ِلع١د ِشْ  .9

 ٌٛصٔٗ . فأٚؾذ جٔخفحض جٌٕٙح٠س جٌكشز ٌٍمع١د.ِغحٚ 

 

  

ِٚشضىض فٝ ٚظغ ِطّحغً ػٍٝ قح١ٍِٓ ػٍٝ ٔفظ جٌخػ جلافمٝ وً ِّٕٙح ٠رؼذ  l5لع١د ِٕطظُ غٌٛٗ   .10

ض ػٓ جٌطشف . أٚؾذ جٌٕغرس ذ١ٓ جسضفحع ِٕطصف جٌمع١د ػٓ ِغطٜٛ جٌكح١ٍِٓ جٌٝ جٔخفحl2ِغحفس 

 جٌٕٙح٠ٗ جٌكشز ػٕٙح. 

 

غشف١س ِػرطحْ فٝ قحتط١ٓ سجع١١ٓ ذك١ع وحْ  l2ٚغٌٛٗ EI, صلاذطٗ  ABلع١د ًِّٙ جٌٛصْ -  .11

وّح قًّ  , ١cد ِٓ ِٕطصف جٌمعl4جٌّّحط ٌٍمع١د ػٕذ وً ِٓ جٌطشف١ٓ جفم١ح. ػٍك غمً ِمذجسٖ 

  ,2ضك١ّلا ِٕطظّح وػحفطس جٌط١ٌٛس  CB, ٚقًّ جٌؿضء ضك١ّلا ِٕطظّح وػحفطس جٌط١ٌٛس  ACجٌؿضء 

BAجٚؾذ سدٚد جلافؼحي ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ وً ِٓ   .C. جٚؾذ ج٠عح جٌٙرٛغ ػٕذ جٌّٕطصف ,

 

 

ٚجلا ش ػٕذ  Aػٍٝ قح١ٍِٓ , جقذّ٘ح ػٕذ جٌطشف lغٌٛس  ABجغرص جٔٗ جرج جسضىض لع١د سف١غ ِٕطظُ  .12

ضرؼذ ِغحفس  Cجٌطشف  32 l ٓػA  فحْ جٌّّحط ٌٍمع١د ػٕذC  .٠ىْٛ جفم١ح 

 

لع١د غم١ً ِٕطظُ ٠شضىض ػٍٝ أسذؼس جٚضحد فٝ ٔفظ جٌّغطٜٛ ذك١ع وحٔص جٌّغحفس ذ١ٓ وً ٚضذ٠ٓ ِططح١١ٌٓ   .13

ft100 ٚ ٗقذز جلاغٛجي ِٓ جٌمع١د ٚوحٔص وطٍطfts /tan2  ُجقغد سدٚد جلافؼحي ػٕذ جلاٚضحد ٚجسع

 ِٕكٕٝ ػضَ جلأكٕحء ٌٍمع١د وٍس .

 

  

 ft15لع١د ِٕطظُ ِشضىض ػٍٝ جسذؼس جٚضحد فٝ  ػ جفمٝ ٚجقذ جرج وحٔص جٌّغحفس جٌٛعطٝ ضغحٜٚ   .14

ftIbٚوحْ جٌمع١د ٠كًّ غملا لذسز  ft10حٜٚٚجٌّغحفطحْ جلا ش٠طحْ وً ِٓ ِّٕٙح ضغ ِٛصع 200/

جٚؾذ جلأخفحض ػٕذ ج٠س ضٛص٠ؼح ِٕطظّح ػٍٝ جٌمع١د. جسعُ ػضَ جلأكٕحء ػٕذ ج٠س ٔمطس ِٓ جٌمع١د . ٚ

 ٔمػ ِٕٗ .

 

٘ٛ  ١ٌaىْٛ شىً دجتشز ٔصف لطش٘ح  a2ذ١ٓ جْ جٌتغً جٌّرزٚي فٝ جٔكٕحء عٍه ِغطم١ُ غٌٛس   .15

a

EI
. 

------------------------------------------------------------------- 
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 جٌخحِظجٌرحخ 

 عطحض١ىح( جئعطحض١ىح جٌّٛجتغ )ج١ٌٙذسٚ
 

 ِمذِس 
رؾذ ربص١ش اٌمٜٛ اٌخبسع١خ ٚ٘زا اٌزؾ٠ٛٗ  (deformation)ِٓ اٌّؼشٚف اْ ع١ّغ اٌّٛاد رزؾًّ رؾ٠ٛٙبد 

ارا اؽزفع ثٕفغخ ثؼذ اصاٌخ اٌمٜٛ  (plastic)ارا انزفٝ ثؼذ اصاٌخ ربص١ش اٌمٜٛ ٠ٚغّٝ فٍت  (Elastic)٠غّٝ ِشْ 

 ؾ٠ٛخ ٠ضداد ثذْٚ ؽذ رؾذ ربص١ش اٌمٜٛ ِّٙب وبٔذ في١شح. زارا اعزّش اٌ ٠ٚFlowغّٝ أغ١بة 

ِٛاد لبثٍخ ٌلأغ١بة ٚػٍٝ اٌزؾىً ثؾىً الاٚػ١خ اٌّؾز٠ٛخ ٌٙب ٚلا رظً اٌّٛائغ عبوٕخ ثبٔٙب  Fluidsٚرؼشف اٌّٛائغ 

 ارا اصشد ػ١ٍٙب لٛح ِّبع١خ. 

 ٚرٕمغُ اٌّٛائغ اٌٝ عٛائً ٚغبصاد: 

 

 جٌغٛجتً:  
ش ٠زوش فٝ ؽغّٙب ٚوضبفزٙب )اٜ أٙب غ١ش لبثٍخ ١ارا ميطذ فٝ ؽ١ض فبٔٙب رزؾًّ ميٛهب ػب١ٌخ دْٚ ري١

 ثؼىظ اٌيبصاد فبٔٙب لبثٍخ ٌلأنيبه ٠ٚزي١ش ؽغّٙب ٚوضبفزٙب.  ٌلأنيبه(

ٚاٌّٛائغ ؽم١م١خ لا رّلا رّبِب اٌؾ١ض اٌزٜ ٠ؾيٍخ فٙٝ ػجبسح ػٓ عضئ١بد اٌّغبفخ ث١ّٕٙب فٝ اٌغٛائً افيش وض١شا ِٕٙب 

 فٝ اٌيبصاد ٚأنيبه اٌّٛائغ ِب ٘ٛ إلا ٔمقبْ فٝ ؽغُ اٌفشغبد اٌّٛعٛدح ث١ٓ اٌغض٠ئبد . 

اٌّٛائغ ثٙزٖ اٌقٛسٖ نبسعخ ػٓ ٔطبق ٘زا اٌجبة ٚفٟ ٚالغ الأِش ١ٌظ ٕ٘بن ِب٠ذػٛ لإػزجبس اٌّبئغ  ٚدساعخ

اٌٙذف  ٍٗ في١شح اٌىضبفخ ٌٚٙزا ٍخؽزٟ اٌيبصاد ِب داِذ غ١ش ِخثٙزحاٌقٛسح إرا الزقشٔب فٝ دساعزٕب ػٍٝ اٌغٛائً أٚ

ِٓ ٘زا  يٍخ ثّؼٕٝ أْ أ٠خ ػٕقش ؽغّخ فزشك أْ اٌّبئغ ِٕزؾش أزؾبسا ِزقلا فٝ اٌؾ١ضاٌزٜ ٠ؾ٠ّٔىٓ أْ 

 اٌؾ١ض ٠ؾيٍخ رّبِب عضس ِٓ ٘زا اٌّبئغ . 

 

 جٌمٜٛ فٝ جٌّٛجتغ:  
 ّٙب إٌٝ ٔٛػ١ٓ : ١اٌمٜٛ اٌزٝ رؤصش فٝ اٌّٛائغ عٛاس ػٕذ إرضأٙب أٚ ؽشوزٙب ٠ّىٓ رمغ   

 :)Body or Valume Forces) لٜٛ قؿ١ّس-1 

 شاد نبسع١خ ػٓ اٌّبئغ ٚرؤصش ػٍٝ ع١ّغ عض٠ئبرخ ِضً لٜٛ اٌغبرث١خ . ٚ٘زٖ ٔبرغخ ِٓ ِؤص

Fب ػٍٝ اٌقٛسٖ ِٙٓ اٌّبئغ ػٕذ ٔمطخ ِب فئْ لٛح ِٓ ٘زا إٌٛع رؤصش ػ١ٍخ ٠ّىٓ وزبثزٌٚؼٕقش 


 Fٚف١ٙب 

 . ٗػٕذ ٘زٖ إٌمط٘ٝ اٌمٛح ٌىً ٚؽذح وزً ِٓ اٌّٛائغ 

 :surface forces  لٜٛ عطك١س-2

ٚ٘ٝ رّضً ربص١ش عضس ِٓ اٌّبئغ الانش )اٚ ػٍٝ عذاس اٌغطؼ اٌّؾزٜٛ( فٙٝ ٔٛع ِٓ لٜٛ اٌفؼً ٚسد  

 اٌفؼً. 
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رؤصش ػٍٝ عضئ١برٗ ػٍٝ اٌغبٔت Sدانً اٌّبئغ. عضئ١بد اٌّبئغ ػٍٝ اؽذ عبٔجAٝػٕذ ٔمطخ Sثفشك اْ عطؾب 

غض٠ئبد الان١شح رؤصش ػٍٝ الاٌٚٝ ثٕفظ اٌمٛح ٌٚىٓ فٝ الارغبٖ ٌٚا SFالانش ثمٛح ٠ّىٓ وزبثزٙب ػٍٝ اٌقٛسح 

 .Aالاعٙبد ػٕذ اٜ  Aارْ ٘ٝ اٌمٛح ٌىً ٚؽذح ِغبؽبد ػٕذ  Fاٌّنبد 

 

BAارا لغّٕب اٌّبئغ اٌٝ عضئ١ٓ  ٚثفشك اْ ,


F اٌمٛح اٌّؾقٍخ اٌزٝ ٠ؤصش ثٙب اٌغضس ٝ٘B  ػٍٝ ِغبؽخS ؽٛي

٘ٛ ٔٙب٠خ  cعٙبد ػٕذ فبْ الا cإٌمطخ 
S

F


 اٌٝ اٌقفش ٠ّٚىٓ رؾ١ًٍ الاعٙبد ػٕذ ا٠خ ٔمطخ  Sػٕذِب رؤٚي  

 
٠ٚمبَٚ ٠ٚغّٝ الاعٙبد اٌمبؿ  Sثبٌٕغجخ اٌٝ ِغزٜٛ ِؼٍَٛ اٌٝ ِشوجز١ٓ ِشوجخ فٝ ارغبٖ اٌّّبط ٌٍغطؼ 

اٌّغز٠ٛبد اٌّخزٍفخ ِٓ الأضلاق ثغٌٙٛخ ػٍٝ ثؼنٙب ؽزٝ ٠ّٕغ ري١ش اٌؾىً ِٚشوجخ انشٜ ػّٛد٠خ ٚرغّٝ ثبلاعٙبد 

 اٌؼّٛدٜ. ٔلاؽع اْ اٌّشوجخ الاٌٚٝ رىْٛ وج١شح ٔغج١ب ٌٍغٛائً اٌٍضعخ.

 

 

 

  



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 145 

 جٌعغػ فٝ جٌّحتغ  
اٌمبؿ ػٕذ اٜ ٔمطخ ثبٌٕغجخ لاٜ ِغزٜٛ ػٕذِب ٠ىْٛ اٌغبئً فٝ ؽبٌخ عىْٛ )ؽبٌخ ارضاْ(٠زلاؽٝ الاعٙبد 

ِبس ثٙب ٚارا رؾشن اٌّبئغ فبْ الاعٙبد اٌمبؿ ٠جذا ثبٌظٙٛس ٠ٚؼزّذ ػٍٝ عشػخ اٌؾشوخ. ٚفٝ ؽبٌخ اٌغٛائً اٌّزضٔخ 

ٚ٘ٝ ِٛمٛع دساعزٕب فبْ عٕؼزجش فمو الاعٙبد اٌؼّٛدٜ ػٍٝ اٌّغزٜٛ اٌفبفً . ٚػٍٝ ٘زا فبْ اٌنيو ٌّبئغ فٝ 

 ػٍٝ اٜ عطؼ ِبس ثٕمطخ ِؼ١ٕخ رىْٛ ػّٛد٠ب ػٍٝ رٌه اٌغطؼ . ؽبٌخ عىْٛ اٌٛالغ 

 Pشذز جٌعغػ 
 فبْ اٌؼلالخ Aػٕذ  S٘ٝ ِمذاس اٌمٛح إٌبرغخ ِٓ ميو اٌّبئغ ػٍٝ اٌّغبؽخ  Nارا وبٔذ 

S

N
P




                                                                                                                          (5.1)  

 اٌٝ اٌقفش فبْ اٌؼلالخ  Sٚثبنز إٌٙب٠خ ػٕذِب رؤي  Sػٍٝ اٌّغبؽخ Pرؼطٝ ِزٛعو ؽذح اٌنيو 

S

N
P

S 






lim
0

                                                                                                                (5.2)  

 .  Aرؼطٝ ؽذح ميو اٌّبئغ ػٕذ إٌمو 

فٝ اٌّبئغ ٌٚىٓ Sثً ا٠نب ػٍٝ ارغبٖ  Aرزٛلف ١ٌظ فمو ػٍٝ ِٛمغ P( اْ 5.2(اٚ )5.1ٔلاؽع ِٓ اٌؼلالخ )

 ٘زا غ١ش فؾ١ؼ فٝ اٌّٛائغ اٌّزضٔخ ػِّٛب. ٠ّٚىٓ اصجبد رٌه وّب ٠ٍٝ

ػّٛد٠خ ػٍٝ ِؾٛس  Aػٕذ إٌمطخ Sٚلبػذرٙب  lاٌّبئغ ػٍٝ ؽىً اعطٛأخ هٌٛٙب  ِٓ اػزجش إرضاْ عضس

 .  ً ػٍٝ اٌّؾٛس ثضا٠ٚخ ١فزّ Sالاعطٛأخ اِب اٌمبػذح الانشٜ 

 اٜ اْ  

cos'SS    

 
 ٘زٖ الاعطٛأخ ِزضٔخ رؾذ ربص١ش 

SlXاٌمٜٛ اٌخبسع١خ. ثفشك اْ ِشوجزٙب فٝ ارغبٖ اٌّؾٛس ٘ٝ -1   . 

 ؾ١ٕخ ٚ٘زٖ ٌزؼبِذ٘ب ػٍٝ ٘زٖ اٌغٛأت ١ٌظ ٌٙب ِشوجخ فٝ ارغبٖ اٌّؾٛس. ٕميو اٌّبئغ ػٍٝ اٌغٛأت اٌّ-2

SPSPميو اٌّبئغ ػٍٝ اٌمبػذر١ٓ ِمذاسح -3  ,'' . 

  ِٝؼبدٌخ الارضاْ فٝ ارغبٖ ِؾٛس الاعطٛأخ رؼط 

0cos''  SPSPSlX    

lXPP '                                                                                                                    (5.3)  

 ارا أىّؼ اٌؼٕقش ؽزٝ أطجمذ اٌمبػذربْ ػٕذ Al 0   ْ٠ٕزظ ا 

PP '   
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 اٜ اْ ؽذح اٌنيو لارزٛلف ػٍٝ ارغبح اٌّغبؽخ. 

 داٌخ ل١بع١خ رزٛلف ػٍٝ اٌّٛمغ فمو Pارْ ؽذح اٌنيو 

 

 حدلاش جٌؼحِس لاضضجْ ِحتغ: ّؼجٌ
فٝ ا٠خ ارغبٖ ١ٌٚىْٛ فٝ ارغبٖ اٌّؾٛس ABس٘ب ٔؼزجش إرضاْ عضس ِٓ اٌّبئغ ػٍٝ ؽىً اعطٛأخ لبئّخ ِؾٛ

x  ٔفشك اْ ِغبؽخ لبػذح الاعطٛأخS  ٚهٛي ِؾٛس٘بx. 

  
 وّب فٝ اٌجٕذ اٌغبثك ٠ّىٕٕب وزبثخ ِؼبدٌخ الارضاْ فٝ ارغبٖ اٌّؾٛس ػٍٝ اٌقٛسح 

xXPP  .'                                                                                                                  (5.4)  

ّٕطمخ ٌا, Aٍٚٛس ٌٙزٖ اٌذاٌخ فؾ١ؼ ػٕذ ١ٚؽ١ش اْ ؽذح اٌنيو داٌخ فٝ اٌّٛمغ فمو ٚارا إفزشمٕب اْ ِفىٛن ر

 ؽٌٛٙب فئْ 

x
x

P
PPPP 




'                                                                                                 (5.5)  

 ٠ٕزظ اْ  0xثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼبدٌخ الارضاْ ٚانز إٌٙب٠خ ػٕذِب 

   X
x

P





                                                                                                                    (5.6)  

zyٚثبٌّضً فٝ الارغب١٘ٓ   ٔؾقً ػٍٝ   ,

Y
y

P





                                                                                                                     (5.7)  

  Z
z

P





                                                                                                                      (5.8)  

  خّبٔغ ٠ّىٓ وزبثزٙب فٝ اٌقٛسٖ الارغب١٘اٜ اْ ِؼبدلاد الارضاْ ٌ

FP


                                                                                                                       (5.9)  
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 ئضضجْ عحتً ِطؿحٔظ:
   

فٝ اٌغبئً ِٓ ِؼبدلاد الارضاْ Aػٕذ ا٠خ ِٛمغ  pذ ٠ٚزؼ١ٓ ؽذح اٌنيو ِمذاس صبث فٝ اٌؾبٌخ رىْٛ 

 داٌخ ٌٍّٛمغ ٚٚؽ١ذح اٌم١ّخ ِٚزقٍخ فبْ  pٌّٚب وبٔذ 

 ZdzYdyXdx

dz
z

p
dy

y

p
dx

x

p
dp




















                                                                                        (5.10)  

 إرْ اٌى١ّخ ث١ٓ اٌمٛع١ٓ ٠غت اْ رىْٛ رفبمً ربَ ٚوّب ٘ٛ ِؼٍِٛخ فبْ ٘زا ٠زؾمك ارا وبٔذ 

z

X

x

Z

y

Z

z

Y

x

Y

y

X



























,,  

 اٜ اْ  

0 F


                                                                                                                    (5.11)  

Fؽزٝ ٠ّىٓ ٌٍغبئً أْ ٠زضْ رؾذ ربص١ش ِغبي اٌمٜٛ   ٗ٘زٖ اٌّؼبدٌخ رؼطٝ اٌؾشه الاصَ رؾمم


 

 ( ٔؾقً ػٍٝ 5.11ثزىبًِ اٌّؼبدٌخ )

 

A

o

o
ZdzdyYXdxPP )(                                                                                  (5.12) 

ؽ١ش 
o

p   ؽذح اٌنيو ػٕذ ٔمطخ ِب ٝ٘o   . 

٠ٚoAؾغت اٌزىبًِ ػٍٝ  اٜ ِٕؾٕٝ ٠قً ث١ٓ  ( فبٕٔب ٔؾقً ػٍٝ ٔفظ اٌذاٌخ ٌؾذح اٌنيو 5.11ٚٔز١غخ ٌٍؾشه ) ,

 ٌّٕؾٕٝ اٌزىبًِ .  ِّٙب وبْ انز١بسٔب

),,(ػٕذِب ٠ىْٛ اٌّبئغ ِزضٔب رؾذ ربص١ش اٌغبرث١خ فبْ  gooF   ٚرٌه ػٕذ إرخبر اٌّؾٛسz . ًساع١ب اٌٝ اعف 

 ( رؼطٝ 5.12فبْ اٌّؼبدٌخ ) oٚارا وبٔذ ٔمطخ الافً ػٕذ 

zg

dzgpp

z

o

o







   

zgpp
o

                                                                                                           (5.13)  

ػٕذ اٌغطؼ اٌؾش ٌٍغبئً فبْ  oِٓ اٌٛامؼ أٗ ارا وبٔذ 
o

p  . ٜٛرىْٛ ِغب٠ٚخ ٌٍنيو اٌغ 

)اٜ اْ اٌغطٛػ اٌزٝ ٠زغبٜٚ ػ١ٍٙب ؽذح اٌنيو ػٕذ وً ٔمطخ  ( ٔشٜ اْ اٌغطٛػ ِزغب٠ٚخ اٌنيو 5.13ِٓ اٌؼلالخ )

 ِٕٙب( ٘ٝ اٌّغز٠ٛبد الافم١خ 

tZ tancos   

و ػ١ٍٙب ِغب٠ٚخ ٌٍنيو ٚػٍٝ رٌه فبْ اٌغطؼ اٌؾش ٌٍغبئً ٘ٛ الأنش افمٝ ارْ ٘ٛ اؽذ ٘زٖ اٌّغز٠ٛبد ؽذح اٌني

 اٌغٜٛ. 
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 ِػحي:  
ذٙح و١ّس ِٓ عحتً ِطؿحٔظ , ٚظؼص جلاعطٛجٔس  h ٙحٚجسضفحػ aس ٔصف لطش٘ح ٠ئعطٛجٔس دجتش

rِٚكٛس٘ح سجعٝ فٝ ِؿحي ٌٍمٜٛ جغش ػٍٝ جٌغحتً ذمٛز غحسدز ػّٛد٠س ػٍٝ ِكٛس جلاعطٛجٔس ِٚمذجس٘ح 
c

hg

2

2
   

٘ٝ جٌرؼذ ػٓ ِكٛس جلاعطٛجٔس . جٚؾذ شذز جٌعغػ ػٕذ ج٠س ٔمػ ِٓ جٌغحتً جرج وحٔص  rٌىً ٚقذز وطً , 
o

p  ٛ٘

 جٌعغػ جٌؿٜٛ. جٚؾذ ج٠عح قؿُ جورش و١ّس ِٓ جٌغحتً ٠ّىٓ جْ ضكط٠ٛٙح جلاعطٛجٔس. 

 

 جٌكً
ساع١ب اٌٝ اعفً ِٕطجمب ػٍٝ ِؾٛس الاعطٛأخ فبْ اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػٍٝ اٌغبئً فٝ ارغبٖ ِؾبٚس  ozثبرخبر اٌّؾٛس 

),,( ٗالاؽذاص١بد ػٕذ إٌمط zyx ٝ٘ 

x
c

gh
X

r
c

gh
X

2

2

2

sin
2





  

 cos
2

2
r

c

gh
Y   

 

gZ

y
c

gh
Y




2

2

  

 بئً ِٚٓ ِؼبدٌخ الارضاْ ٌٍغ
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
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


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 









 gdzydyxdx

c
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2

2
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cgzyx
c
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p 









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







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2
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2
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   

cgzr
c

gh
p 












2

2
    

ػٕذ ِشوض ؽبفخ الاعطٛأخ فبْ  oفبرا ارخزٔب ٔمطخ الافً 
o

pp   0ػٕذ,  zar  ْاٜ ا 

2

2

c

agh
pc

o


  
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  
















 gzar

c

gh
pp

o

22

2
   

ػٕذ اٌغطؼ اٌؾش ٌٍغبئً 
o

pp  فزىْٛ ِؼبدٌزخ 

 22

2
ra

c

h
z    

٠ّىٓ اْ رؾز٠ٛٙب الاعطٛأخ ػٕذِب ٠ّش ٘زا  ٚ٘ٛ لطغ ِىبفئ دٚسأٝ ؽٛي ِؾٛس الاعطٛأخ اوجش و١ّخ ِٓ اٌغبئً

 اٌمطغ ثؾبفخ الاعطٛأخ. 

 ٠ىْٛ اسرفبع اٌمطغ  0rثٛمغ 

h
c

a
oA

2

2

   

 ػٕذ إ٠غبد ؽغُ اٌغبئً ٕ٘بن ؽبٌزبْ ٠ٕجيٝ اٌزؼ٠ٛل ٌٙب. 

cahoA)أ(     Vوّب ثبٌؾىً )أ( اٚ)ة(اٌؾغُ اٌّطٍٛة ,
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cahoA)ة(    وّب ثبٌؾىً )ط( اٚ)ة( ؽغُ اٌغبئً فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ  ,
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 ئضضجْ غحص: 
٠ٍضِٕب ِؼبدٌخ أنشٜ ثبلامبفخ اٌٝ  pو١ّخ ِزي١شح فبْ ٌؾغبة  ٌّب وبْ اٌيبص لبثلا ٌلأنيبه اٜ اْ 

ِؼبدٌخ الارضاْ . ٘زٖ اٌّؼبدٌخ ٔغزّذ٘ب فٝ وض١ش ِٓ الاؽ١بْ ِٓ ِؼبدلاد ػٍُ اٌذ٠ٕب١ِىب اٌؾشاس٠خ اٌّؼشٚف ثّؼبدلاد 

 ؽبٌخ اٌيبص ِضً 

kp   (5.13  )                                                                                                                     

 ػٕذِب رظً دسعخ اٌؾشاسح صبثزخ ٌٍيبص

 اٚ  


kp   

 ِؼٍِٛخ وذاٌخ فٝ اٌّٛمغ .  ؽ١بْ انشٜ رىْٛ ِمذاس صبثذ ( ػٕذِب رظً و١ّخ اٌؾشاسح صبثزخ ٚفٝ أ)ؽ١ش 

 ٔؾقً ػٍٝ  ثنشة هشفٝ ِؼبدٌخ الارضاْ فٝ 

Fp    

Fo                                                                                                                    (5.14)  

AAA     

 ( فٝ اٌقٛسح 5.14و١ّخ ِزغٙخ ٚثزٌه ٠ّىٓ وزبثخ اٌّؼبدٌخ )Aو١ّخ ل١بع١خ ٚؽ١ش 

FFo                                                                                                    (5.15)  

  Fٚثنشة ٘زٖ اٌّؼبدٌخ ل١بع١ب فٝ 

FFFFo  .  

  ٚثبٌمغّخ ػٍٝ 

0.  FF                                                                                                             (5.16)  

 .  Fٚ٘زا ٘ٛ اٌؾشه اٌلاصَ رؾممٗ ؽزٝ ٠ّىٓ ٌٍيبص اْ ٠زضْ رؾذ ربص١ش ِغبي اٌمٜٛ 

 ً اٌّؼبدٌخ ِضلا رزؼ١ٓ ثزىبAِػٕذ ا٠خ ٔمطخ pوّب اصجزٕب فٝ اٌغٛائً فئْ ؽذح اٌنيو 

 

)( ZdzYdyXdxdp                                                                                                (5.17)  

 

 ارا إرضْ اٌيبص رؾذ ربص١ش اٌغبرث١خ الاسم١خ فئْ 

 

g
z
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y

p

x

p















,0,0                                                                                       (5.18)  

   zداٌخ ٌٍّزي١ش  pسأع١ب اٌٝ أػٍٝ ارْ ozٚفٝ ٘زٖ اٌّؼبدلاد ارخزٔب اٌّؾٛس 

 ِؼطبٖ فٝ اٌقٛسٖ   p,ٚثفشك اْ اٌؼلالخ ث١ٓ 
n

kp                                                                                                                          (5.19)  
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 صبثذ . إرْ  kؽ١ش 

n

k

p
g

dz

dp

1









                                                                                                               (5.20)  

 ثفنً اٌّزي١شاد ٚاٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

1
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)
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ٚارا وبٔذ 
o

Pp   ػٕذِبoz   ْفب 

n
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n
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1

1
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





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
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g
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

















                                                                                       (5.21)  

 ػٕذِب  k( ٠ّىٓ ا٠غبد اٌضبثذ 5.19ِٚٓ ِؼبدٌخ )

ozpp
oo

 ,,  
n

oo
k 

  

n

o

o
p

k


                                                                                                                          (5.22)  
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11
1



















 


n

n

o

o

o
n

n

p
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p

p 
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1



















 


n

n

oo

z
n

n

RT

gz

p

p
                                                                                          (5.23)                                                                   

 5   

ارا اْ 
ooo

RTp  1وّب ٘ٛ ِؼشٚف ِٓ اٌمبْٔٛ اٌؼبَ ٌٍيبصاد ٌٍٚم١ّخ اٌخبفخn  

o

o

o

p
RTK

p


   

 ٚرؼطٝ ِؼبدلاد الارضاْ اٌؼلالخ 



o
RT

g
p

k

g

dz

dp
    























 z

RT

g
z

k

g

p

p

oo

expexp                                                                            (5.24)  

 

 ٌزقجؾب ػٍٝ اٌقٛسح    5.24) (,)٠5.23ّىٓ رمش٠ت اٌّؼبدٌز١ٓ ) اٌقي١شح فبٔٗ ثبعزخذاَ ِفىٛن ر١ٍٛسzٌٚم١ُ 

gzpp
oo

                                                                                                             (5.25)  

اٌقي١شح اٜ فٝ إٌّطمخ  zئً ٠ّٕٕب اٌمٛي أخ ٌم١ُ فٝ اٌجٕذ اٌغبثك ٌٍغٛا 5.13) ٚثمبسٔخ ٘زٖ اٌؼلالخ ثبٌؼلالخ )

 . بئؼب راد وضبفخ صبثزخ ٠ِّىٓ ِؼبٍِخ اٌيبص وّب ٌٛ وبْ  oاٌّؾ١طخ ثبٌٕمطخ 

n٘زٖ إٌزبئظ ٌٙب ا١ّ٘خ نبفخ ػٕذ دساعخ اٌيلاف اٌغٜٛ فبٌؼلالخ 
kp   فؾ١ؾخ ٌٍٙٛاس ٚربنزn  ف١ّب رخزٍف

 32ؽزٝ اسرفبع  1و١ٍٛ ِزش صُ ٔبنز اٌم١ّخ  11ؽزٝ اسرفبع 238.1ثبنزلاف الاسرفبع ػٓ عطؼ الاسك فٙٝ رغبٜٚ 

  و١ٍٛ ِزش ػٓ عطؼ الاسك.   
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   ِػحي:
ٚػٕذ عطف جلاسض وحٔص  p ٗٚشذز ظغط ِٓ عطف جلاسض وحٔص وػحفس جٌٙٛجء  zػٍٝ جسضفحع 

ل١ّطٙح 
oo

p,جرج وحٔص
z

e






0

 . zػٕذ ج٠ٗ جسضفحع  pغحذص ٚجػطرشش جٌؿحرذ١س جلاسظ١س غحذطس جٚؾذ ق١ع  

 hػٕذِح وحْ جسضفحع ِشوضٖ ػٓ عطف جلاسض   aجرج جضضْ فٝ ٘زج جٌؿٛ ذحٌْٛ وشدٜ ٔصف لطشز 

 أٚؾذ ٚصْ جٌرحٌْٛ.

  

 جٌكً

yxٓ ١ِؼبدٌزب ارضاْ اٌٙٛاس فٝ الارغب١٘ٓ الافم١  ّ٘ب ,

0,0 









y

p

x

p
                                                                                              (1)  

 . yاٚ xلا ٠زٛلف ػٍٝ  pاٜ اْ 

  ِؼبدٌخ إرضاْ اٌٙٛاس فٝ الارغبح اٌشاعٝ رقجؼ 

geg
dz

dp z

o





                                                                                                      (2)  

 

ce
g

p
zo







  

ٌٚىٓ
oo

p  0ػٕذِبz  ْار 



 g
pc

o

o
   
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)1(
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e

g
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



 
          (3)  

 .  Spِٓ عطؼ اٌجبٌْٛ ػّٛدٜ ػ١ٍخ ٠ٚغبٜٚ  Sميو اٌٙٛاس ػٍٝ اٌؼٕقش 

 مذاس٘ب ميو اٌيبص ػٍٝ عطؼ اٌجبٌْٛ وٍٗ ساع١ب ِٚ اٌمٜٛ إٌبرغٗ ِٓ  ِٓ اٌزّبصً ِؾقٍخ
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 ثبٌزؼ٠ٛل ٔؾقً ػٍٝ 
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  Pِٚؾقٍخ ميو اٌٙٛاس  Wاٌجبٌْٛ ِزضْ رؾذ ربص١ش ٚصٔخ 

 
0 PW   

 aaaeW
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 ٔظش٠حش: 

 (:1ٔظش٠س )
 ذص ذحٌٕغرس ٌؿ١ّغ جٌّغط٠ٛحش جٌّحسز ذٙح . جٌعغػ ػٕذ جٜ ٔمطس غح

 

اٌزٜ اهٛاٌٗ ABCِٚمبهؼخ وّب ثبٌؾىً ِّضً ثبٌّضٍش  lلاصجبد ٘زٖ إٌظش٠خ . ٔؼزجش ِٕؾٛس صلاصٝ ِٓ اٌّبٔغ هٌٛخ 

cba  فٝ ؽبٌخ الارضاْ.  ,,

 
الاملاع إٌّؾٛس ٘ٝ ٔفشك اْ اٌنيو اٌّؤصش ػٍٝ 

321
,, ppp ٚعٗ اٌضلاصخ اعٙبداد ػّٛد٠خ ٚرؤصش ػٍٝ الا 

bl

F
p

1

2
    الاعٙبد اٌؼّٛدٜ اٌّؤصش ػٍٝ اٌنٍغ(Ac ) 

al

F
p

2

1
    الاعٙبد اٌؼّٛدٜ اٌّؤصش ػٍٝ اٌٛعٗ اٌّّضً  ثبٌنٍغ(Ac ) 

 

cl

F
p

3

3
    الاعٙبد اٌّؤصش ػٍٝ اٌٛعٗ اٌّّضً  ثبٌنٍغ(AB ) 

blpFalpFclpFارْ 
221133

,,   
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 ٘زا إٌّؾٛس ِٓ اٌّبٔغ ِزضْ رؾذ ربص١ش ٚصٔخ ساع١ب لاعفً ٚ٘زٖ اٌمٜٛ اٌضلاصخ. 

 

 فبْ ِؼبدٌزٝ الارضاْ ّ٘ب  ثزؾ١ًٍ اٌمٜٛ فٝ الارغب١٘ٓ الافمٝ ٚاٌشاعٝ

 cos
23
lbplcp                                                                                                          (5.26)  

 

acllbplap
2

1
sin

21
                                                                                           (5.27)  

 ٘ٝ اٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍّبئغ ٚٚؽذارٙب ٘ٝ لٛح ػٍٝ ٚؽذح اٌؾغُ. ؽ١ش 

 ِٓ ٕ٘ذعخ اٌؾىً ٔلاؽع اْ 

b

a

b

c
 sin,cos                                                                                                    (5.28)  

 ( ٔؾقً ػٍٝ .275(,)5.26( فٝ )5.28ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

,
23

pp                                                                                                                         (5.29)  

cpp
2

1
21
                                                                                                             (5.30)  

 ( فؾ١ؾخ لاٜ اثؼبد ٌٍّٕؾٛس. 5.30اٌؼلالخ )

 ( رؼطٝ 5.30ارا وبٔذ أثؼبد إٌّؾٛس في١شح عذا رؤٚي اٌٝ اٌقفش فبْ اٌّؼبدٌخ )

21
pp                                                                                                                  (5.31)  

 ٔؾقً ػٍٝ  5.31),)5.29)ِٓ اٌّؼبدلاد )

321
ppp    

 

 ئٔطمحي جٌعغػ:
  

جرج جغش ظغػ جظحفٝ ػٕذ جٜ ؾضء ِٓ ِحتغ فٝ قحٌس عىْٛ فحْ ٘زج جٌعغػ ٠ٕطمً جٌٝ ؾ١ّغ 
 . ٌّحتغ ذٕفظ جٌم١ّسجؾضجء ج

 ٚلاصجبد رٌه ٔؼزجش اعطٛأخ ِٓ اٌّبئغ وّب ثبٌؾىً  

BAٚاٌمٜٛ إٌبرغخ ِٓ اٌنيط١ٓ ػٍٝ اٌّمطؼ١ٓ ػٕذ  lSالاعطٛأخ فٝ ؽبٌخ ارضاْ رؾذ ربص١ش ٚصٔٙب  ّٚ٘ب  ,

SpSp
21

 اٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍّبئغ. هٌٛٙب ,  lِغبؽخ ِمطغ الاعطٛأخ,  Sػٍٝ اٌزشر١ت. ؽ١ش  ,

  

 فبْ ABِٓ ؽشٚه الارضاْ ٔغذ أٗ ثبٌزؾ١ًٍ فٝ ارغبٖ ِؾٛس الاعطٛأخ 

0sin
21

 SpSlSp                                                                                             (5.36) 
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1فٝ اٌنيو ١ٌٚىٓ ِمذاسٖ Aثفشك ؽذٚس إمبفخ ػٕذ 

1
p  ٚاْ اٌنيو الامبفٝ إٌبرظB ٛ٘1

2
p  ؽشٚه ِٓ

 ٔغذ اْ  ABفٝ ارغبٖ  الارضاْ ٚاٌزؾ١ًٍ

    0sin
1

22

1

11
 slSppSpp                                                                        (5.37)  

 ( ٔؾقً ػٍٝ 5.37(ِٓ)5.36ثطشػ )
1

2

1

1
PP                                                                                                                          (5.38)  

 رؼٕٝ اْ اٌنيو الامبفٝ  (5.38إٌز١غخ )
1

1
p ػٕذA ٠ٕزمً وّب ٘ٛ ػٕذB ٍٝٚؽ١ش اْ إٌز١غخ اٌغبثمخ لا رؼزّذ ػ .

يو الامبفٝ هٛي الاعطٛأخ فبْ اٌن
1

1
p ػٕذA  . ً٠ٕزمً ػٍٝ اٌفٛس اٌٝ ع١ّغ ٔمو اٌغبئ 

 

 :  ٍِكٛظس

 ( ٔؾقً ػٍٝ 1ِؼبدٌخ ) ِٓ فبْ 0, اٜ اْ  ٔلاؽع أخ ارا اػزجشٔب الاعطٛأخ افم١خ

 

21
pp   

 ٓ فٝ ِغزٜٛ افمٝ ٚاؽذ ٠ىْٛ  ِزغبٜٚ. اٜ اْ اٌنيو ػٕذ ٔمطز١
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 جٌعغػ ػٍٝ جٌغطٛـ جٌّغط٠ٛس: 
اٌنيو اٌّؾقً ػٍٝ ٘زا  اٌمٜٛ إٌبرغخ ِٓ ٔفشك عطؼ ِغزٜٛ ِيّٛس فٝ عبئً. ٚاٌّطٍٛة إ٠غبد

 اٌغطؼ اٌّغزٜٛ.  

اٌّيّٛسح فٝ اٌنيو اٌّؾقً ػٍٝ اٌقفبئؼ اٌّغز٠ٛخ  اٌمٜٛ إٌبرغخ ِٓ إٌظش٠خ اٌزب١ٌخ رٛمؼ ٌٕب و١ف١خ ؽغبة

 عٛائً. 

 (: 2ٔظش٠س)

 
جٌعغػ جٌّكصً ػٍٝ صف١كس ِغط٠ٛس ِغّٛسز فٝ عحتً ٠غحٜٚ قحصً جٌمٜٛ جٌٕحضؿس ِٓ 

 ِغحقس جٌصك١فس. xظشخ جٌعغػ ػٕذ ِشوض وطٍٝ جٌصك١فس 

ػٍٝ ػّك Aػٕذ  Sلاصجبد ٘زح إٌظش٠خ ٔفشك إٔب لغّٕب اٌقؾ١فخ اٌٝ ػٕبفش في١شح ٚرؼزجش ػٕقش ِغبؽخ 

z  .ًعطؼ اٌغبئ ِٓ 

  

Spاٌمٜٛ اٌٛالؼخ ػٍٝ ٘زا اٌؼٕقش إٌبرغخ ِٓ اٌنيو ٘ٝ  A  ٛ٘pؽذح اٌنيو ػٕذ    ٍٝٚرىْٛ ػّٛد٠خ ػ

ٕقش ٚؽ١ش اْ اٌمٜٛ ػٍٝ اٌؼٕبفش اٌّخزٍفخ اٌّىٛٔخ ٌٍغطؼ ِزٛاص٠خ , فّؾقٍزٙب ارْ رٛاص٠ٙب اٜ ػّٛد٠خ ػٍٝ اٌؼ

 ِغزٜٛ اٌغطؼ ِٚمذاس٘ب 
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





0

lim

S

S

SdpSpP



                                                                                           (5.39)  

 ئً ِزضٔب رؾذ ربص١ش اٌغبرث١خ فبْ ٌّٚب وبْ اٌغب

gzpP
o

   

zp
o

                                                                                                                  (5.40)  

gؽ١ش    ًاٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍغبئ 

  

S

o
dSzpP    



S

o
zdSSp                                                                                                       (5.41)  

 ِغبؽخ اٌقؾ١فخ اٌّغز٠ٛخ Sؽ١ش 

 ِشوض وزٍخ اٌقؾ١فخ فبْ Bؽ١ش اْ 






dS

zdS
Z   

SZzdS                                                                                                                     (5.42)  

 ( ٠ٕزظ اْ 5.41( فٝ )5.42ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

SZSpP
o

   

 SZpP
o

                                                                                                            (5.43)  

٠Zpىْٛ ِغب٠ٚب  Bاٌنيو ػٕذ  Bٚؽ١ش اْ ِشوض وزٍخ اٌقؾ١فخ ػٕذ 
o

 ( رؼ5.43ٕٝفبْ اٌّؼبدٌخ ) ْا 

اٌنيو اٌّؾقً ٌغبئً ػٍٝ فؾ١فخ ِغز٠ٛخ ٠غبٜٚ ؽبفً مشة اٌنيو ػٕذ ِشوض وزٍخ  اٌمٜٛ إٌبرغخ ِٓ

 اٌقؾ١فخ فٝ ِغبؽخ اٌقؾ١فخ .

 ػٕذ اّ٘بي اٌنيو اٌغٜٛ فبْ 

SZP   

SZgP                                                                                                                     (5.44)  

 (: 1ِػحي )
٠غحٜٚ ظؼف ٚصْ وشز ِٓ  aس دجتش٠س سجع١س ٔصف لطش٘ح ف١كجرج وحْ جٌعغػ جٌّكصً ٌغحتً ػٍٝ ص

سجع١ح. فحغرص جْ ظغػ جٌغحتً جٌؿذ٠ذ ػٍٝ a2ِغحفس تً . فحدج  فعص جٌذجتشز فٝ جٌغح aٔصف لطش٘ح  ٔفظ جٌغحتً

كس ٠غحٜٚ ف١جٌص
4

7
 ِٓ جٌعغػ جلاٚي ِغ جّ٘حي جٌعغػ جٌؿٜٛ.  

 جٌكً
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ؾخ اٌذائش٠خ فٝ اٌٛامغ الاٚي ٠غبٜٚ ف١ٔفشك اْ اٌنيو اٌٛالغ ػٍٝ اٌق
1

p  ْٚا
2

P  اٌنيو اٌغذ٠ذ اٌٛالغ ٛ٘

 . a2ؾخ ثؼذ اْ نفنذ ِغبفخ ساع١خ ف١ػٍٝ اٌق

 ٠غبٜٚ  aٚصْ وشح ِٓ اٌغبئً ٔقف لطش٘ب 


3

3

4
aW    

   اٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍغبئً اٚ ٚصْ ٚؽذح اٌؾغَٛ ِٓ اٌغبئً ؽ١ش 

zap 
2

1
                                                                                                                (1)  

 ؾخ اٌذائش٠خ ػٓ عطؼ اٌغبئً ٚؽ١ش اْ ف١ثؼذ ِشوض صمً اٌق zؽ١ش 

WP 2
1
   

 


33

3

8
aza    
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aZ
3

8
                                                                                                                           (2)  

 ٚؽ١ش اْ 

)2(
2

2
azaP                                                                                                              (3)  

 ٔغذ اْ zثبٌزؼ٠ٛل ػٓ 


3

2
3

14
ap                                                                                                                     (4)  


3

1
3

8
ap                                                                                                                       (5)  

 ( ٔغذ ا4ْ( ػٍٝ )5ثمغّخ )

7

4

3

14

3

8

3

3

2

1






a

a

P

p
   

 اٜ اْ 

12
4

7
pp   

 

 ( 2ِػحي)
كس سجع١ح فٝ عحتً ذك١ع وحْ سجط ف١غّشش جٌص lع غٛي ظٍؼس صف١كس ػٍٝ شىً ِػٍع ِطغحٜٚ جلاظلا

كس ذّغطم١ُ ٠ٛجصٜ جٌمحػذز جٌٝ ف١جٌّػٍع ػٕذ عطف جٌغحتً ٚلحػذضس جٌّٕحظشز ٌٙزج جٌشجط جفم١س . فحرج لغّص جٌص

١ٓ ذك١ع وحٔص ٔغرس جٌعغػ ػٍٝ جٌؿضء جٌؼٍٜٛ جٌٝ جٌعغػ ػٍٝ جٌؿضء جٌغفٍٝ وٕغرس ١ؾضت فحغرص جْ  :

3جٌّغطم١ُ ٠رؼذ ػٓ عطف جٌغحتً ِغحفس 

2

3






l  . ِٜٛغ ئّ٘حي جٌعغػ جٌؿ 

 جٌكً
ٔفشك اْ 

123
,, ppp اٌنيٛه ػٍٝ اٌّضٍش ٝ٘ADE ٚؽجخ إٌّؾشف ,BECB اٌّضٍش ,ABC  ػٍٝ اٌزشر١ت

 )أظش اٌؾىً( ٚؽ١ش اْ 






2

1

p

p
                                                                                                                             (1)  











21

1

pp

p
  

 اٜ اْ



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 164 








3

1

p

p
                                                                                                                    (2)  

 
ؽ١ش اْ 

13
, pp  ِٓ ْ٠زؼ١ٕب 

















 hDEhp

3

2

2

1
1

                                                                                                       (3)  




























 lllp

2

3

3

2

2

3

2

1
3                                                                                                 (4)  

 DEظش ٌٍمبػذحإٌّب DE٘ٛ اسرفبع اٌّضٍش  hؽ١ش 

 ( ٔغذ اْ 4(ػٍٝ )3ثمغّخ )

3

2

3

1

3

.4

l

hDE

p

p
                                                                                                                    (5)  

 ِٓ ٕ٘ذعخ اٌؾىً ٔغذ اْ 

3

2
30tan2

h
hDE                                                                                                          (6)  

   
3

3

3

1

33

8

l

h

p

p
                                                                                                                    (7)  

 ( ٔؾقً ػ7ٍٝ(, )2ِٓ )
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 ِشوض جٌعغػ:  
ِٓ  ؾخ ِغز٠ٛخ ِيّٛسح فٝ عبئً ٘ٛ ِؾقٍخ ميٛه ػّٛد٠خ ِزٛاص٠خ ػٕذ وً ٔمطخف١اٌنيو ػٍٝ اٜ ف

 .  ضؼشف ذّشوض جٌعغػ ٗاٌقف١ؾخ  ٚرؤصش ٘زٖ اٌّؾقٍخ فٝ ٔمط

 

 ٌطؼ١ٓ ِشوض جٌعغػ:  
ٚاْ اٌؼّٛدٜ  oxؾخ ِغز٠ٛخ ِيّٛسح فٝ عبئً ِغ عطؼ اٌغبئً ٘ٛ اٌّؾٛس ف١ٔفشك اْ نو رمبهغ ف

 ٠زؼ١ٓ ِٓ  dSػٕقش ِٓ اٌقف١ؾخ ػٍٝ  dpاٌنيو oyؾخ ٘ٛ اٌّؾٛس ف١ػ١ٍخ فٝ ِغزٜٛ اٌق

 

dsydp  cos                                                                                                          (5.45)  

 صا٠ٚخ ١ًِ اٌقف١ؾخ ػٍٟ اٌشأعٟ .   ِغ إّ٘بي اٌنيو اٌغٛٞ ٚؽ١ش 

 
 ٠غبٚٞ    Pاٌنيو اٌىٍٟ ػٍٟ اٌقف١ؾخ 
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 

s

ydSdpP cos                                                                                                  (5.46)  

 فئْ    oxثأنز اٌؼضَٚ ؽٛي اٌّؾٛس 

 ydpPy
p

                                                                                                                (5.47)  

ؽ١ش 
p

y ٟالأؽذاص ٛ٘y    ٌّشوض اٌنيو 

 ( فئْ  5.47( فٟ )5.54ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

  dSyyPy
p

cos    

 dSy
z

cos    

x
I cos                                                                                                          (5.48)  

ؽ١ش 
x

I  ػضَٚ اٌمقٛس اٌزارٟ ٌٍقف١ؾخ ؽٛي اٌّؾٛسox  




ydS

I
y

x

p

cos

cos




   




ydS

I
y

x

p
                                                                                                                 (5.49)  

 

yxثفشك أْ ِشوض وزٍخ اٌقف١ؾخ ػٕذ   فئْ    ,

S

ydS

dS

ydS
y






                                                                                                        (5.50)  

 ِغبؽخ اٌقف١ؾخ   Sؽ١ش 

   (5.49)فٟ  (5.50)ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ

Sy

I
y

x

p
                                                                                                                       (5.51)  

٠ّىٓ وزبثخ ػضَ اٌمقٛس اٌزارٟ 
x

I   ٖفٟ اٌقٛس 

SkI
xx

2
                                                                                                                       (5.52)  

ؽ١ش 
x

k  ٔقف لطش اٌمقٛس اٌزارٟ ٌٍقف١ؾخ ؽٛي اٌّؾٛسox   

 ٔؾقً ػٍٟ   (5.51),(5.52)ِٓ 

y

k
y

x

p

2

                                                                                                                        (5.53) 

 ثئعزخذاَ ٔظش٠خ اٌّؾبٚس اٌّزٛاص٠خ ٌؼضَ اٌمقٛس اٌزارٝ فبْ 
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222
dkk

xx
                                                                                                                 (5.54)  

ؽ١ش 
x

k ٔقف لطش اٌمقٛس اٌزارٝ ؽٛي ِؾٛس ِٛاصٜ ٌٍّؾٛسox , ِٚبس ثّشوض اٌىزٍخd  ٓاٌّغبفخ ث١ٓ اٌّؾٛس٠

ydاٌّزٛاص١٠ٓ فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ    ْٚٔغذ ا 

y

yk
y

x

p

2
2



  

y

k
yy

x

p

2


                                                                                                                 (5.55)  

 اٜ اْ 

y

k
yy

x

p

2


   

 ٔلاؽع ِب ٠ٍٝ  ٚ اٜ اْ ِشوض اٌنيو ٠مغ اعفً ِشوض اٌىزٍخ

ٚ٘زا ٠ؼٕٝ اْ ٘زا اٌّشوض ٌٓ ٠زي١ش ارا داس اٌغطؼ ؽٛي نو  ِشوض اٌنيو لا ٠زٛلف ِىبٔٗ ػٍٝ اٌضا٠ٚخ  -1

 رمبهؼخ ِغ اٌغطؼ اٌؾش 

اٌّؾٛس اٌشئ١غٝ ٌمقٛس اٌغطؼ اٌّيّٛس اٌؼّٛدٜ ػٍٝ نو اٌزمبهغ اعفً ِشوض  ِشوض اٌنيو ٠مغ ػٍٝ -2

اٌضمً ثّغبفخ 
y

k
2

1 . 

ثؾ١ش ٠ىْٛ اٌغطؼ اٌّيّٛس ِٛاص ٌٍغطؼ اٌؾش فبْ ِشوض اٌنيو ٠ٕطجك ػٍٝ ِشوض  0ارا وبٔذ  -3

 ح ػٕذ ع١ّغ إٌمو اٌّغبؽخ اٌّيّٛسح. اٌضمً ار اْ ؽذح اٌنيو فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ رىْٛ ٚاؽذ

 

    -أِػٍس:

  

  -(:1ِػحي)
صف١كس ػٍٝ شىً لطغ ٔحلص ِغّٛسز فٝ عحتً ِٚكٛس٘ح جلاورش سجع١ح ٚٔٙح٠س جٌّكٛس جلاورش ػٓ   

جٌغطف جٌغحتً فحرج جٔطرك ِشوض جٌعغػ ػٍٝ جٌرإسز. جغرص جْ جلا طلاف جٌّشوضٜ ٌٍمطغ ٠غحٜٚ 
4

1
 . 

 جٌكً
 ٔفشك اْ 

MM ,
1

  

 ّ٘ب ِشوض اٌىزٍخ ِٚشوض اٌنيو ػٍٝ اٌزشر١ت ؽ١ش اْ 
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y

k
MM

2

1

1
                                                                                                                         (1)  

 زارٝ ؽٛي ِؾٛس ٠ّش ثّشوض صمً اٌمطغ إٌبلـ ٚؽ١ش اْ ػضَ اٌمقٛس اٌ

 

SaI
x

2

4

1
   

22

1
4

1
ak                                                                                                                         (2)  

 

 

 

  

ay                                                                                                                                   (3)  

 
4

2

4

1

1

a

a

a
MM                                                       

 ٌىٓ ِٓ نٛاؿ اٌمطغ إٌبلـ ٔؼٍُ اْ 

aeMM 
1

  

 الانزلاف اٌّشوضٜ إٌبلـ  eؽ١ش 

aae
4

1
   

4

1
 e   
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 (:2ِػحي )
ِغط١ً ِغّٛس فٝ عحتً ٚجقذ جظلاػس ػٕذ عطف جٌغحتً. ئغرص جْ جٌخػ جلافمٝ جٌّحس ذّشوض جٌعغػ ٠مغُ 

 ِغ ئّ٘حي جٌعغػ جٌؿٜٛ.  5:4ٓ جٌعغػ ػ١ٍّٙح ٠ىْٛ ذٕغرس ١جٌّغطط١ً جٌٝ ؾضت١

 

 جٌكً
lbٔفشك اْ اٌّغزط١ً اثؼبدح ّ٘ب  lABbBcاٜ اْ  2,  ,2 . 

 
ِشوض اٌنيو ػٕذ  ْثفشك ا

1
M  ِٚشوض اٌىزٍخ ػٕذM ْٚثفشك ا  .FE٘ اٌخو الافمٝ اٌّبس ثّشوض اٌنيو ٛ

1
M . 

٠2غبٜٚ  ٠ٚMّش ثّشوض وزٍزخ  oxؽٛي ِؾٛس ٠ٛاصٜ اٌّؾٛس  ABCDػضَ اٌمقٛس اٌزارٝ ٌٍّغزط١ً 

3

1
mb 

 ٍخ اٌّغزط١ً وز mؽ١ش 

b
b

b

y

k
MM

bk

c
3

13

1

3

1

2
2

1

1

22

1





   

ٚؽ١ش اْ 
21

, pp اٌّغزط١ٍ١ٓ( ١ّ٘ب اٌنيط١ٓ ػٍٝ اٌغضئ١( ٓFECDABEF  ػٍٝ اٌزشر١ت  ,

Szp 
1
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















 bblp

3

2

3

4
.

1
                                                                                                           (1)  





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 (:3ِػحي )
 aس سجع١ح ػٍٝ شىً شرس ِٕكشف فٝ عحتً ذك١ع وحْ جقذ جٌعٍؼ١ٓ جٌّطٛجص١٠ٓ جٌزٜ غٌٛٗ كف١غّشش ص

 . hٚجٌّغحفس ذ١ّٕٙح  bػٕذ عطف جٌغحتً ٚوحْ غٛي جٌعٍغ جلا ش 

ئغرص جْ ِشوض جٌعغػ ٠مغ ػٍٝ ػّك ٠غحٜٚ 
 

h
ba

ba

22

3




 ِٓ عطف جٌغحتً.  

 جٌكً
ِشوض اٌنيو ٠مغ ػٍٝ ػّك 

p
y  عطؼ اٌغبئً ؽ١ش ِٓ 

 






ydS

dSy
y

p

2

  



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 171 

axxِٓ عطؼ اٌغبئً ٠غبٜٚ  yهٛي اٌؼٕقش اٌزٜ ػٍٝ ػّك  
21

 اْ ٚامؼ ِٓ اٌؾىً  dyٚعّىخ 

h

y

x

x

h

y

x

x


4

2

3

1
,   

   

 ab
h

y

xx
h

y
xx




4321

  

 رغبٜٚ   dsٚرىْٛ ِغبؽخ اٌؼٕقش

  dyab
h

y
a










   

 

 
dyy

h

ab
ay

dyab
h

y
ay

y
h

o

h

o

p









 


















2

   

 

h

o

h

o

y

h

abay

ab
h

yay









 















32

43

32

43

  

32

43
32

43

h

h

abah

h

h

abah







   

 
.

22

3
h

ba

ba
y

p



   

 

 (:4ِػحي )
ACABف١س  ABCٝ شىً ِػٍع صف١كس ِغط٠ٛس ػٍ   ِٓ ٚجسضفحػسA  ٛ٘h ٖفحرج غّشش ٘ز .

ذ١ٓ ذؼذٜ ِشوضٜ جٌعغػ فحغرص جْ جٌفشق  ِٓ عطف جٌغحتh2ًػٍٝ ػّك  Aذك١ع وحْ  جٌصف١كس سجع١ح فٝ عحتً

٠غحٜٚ  Aجٚ جفم١ح جعفً  Aجفم١ح فٛق  BCفٝ جٌكحٌط١ٓ جٌطٝ ٠ىْٛ ف١ٙح  Aػٕذ 
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h
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 جٌكً
oyoxثبنز اٌّؾٛس٠ٓ  ؾخ. ٌزا ف١فٝ ولا اٌؾبٌز١ٓ ٠ّش ثّشوض صمً اٌق ١ٍoyٓ, فبْ ِٓ اٌٛامؼ اْ ِؾٛس وّب ثبٌؾى ,
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 (:5ِػحي )
ػٕذ عطف جٌغحتً  Aوحْ جٌشجط  ذك١ع فٝ عحتً ABCDجرج غّشش صف١كس ِغط٠ٛس ػٍٝ شىً ِشذغ 

 . 7:5ٚذمغّس ذٕغرس ACأفم١ح , فحغرص جْ ِشوض جٌعغػ ٠مغ ػٍٝ جٌمطش BDٚجٌمطش 

 جٌكً
٠ّش ثّشوض صمً اٌقؾ١فخ, ٌزا فبْ إؽذاص١بد ِشوض اٌضمً  oyثبنز اٌّؾبٚس وّب ثبٌؾىً فبٔخ ِٓ اٌٛامؼ اْ اٌّؾٛس 
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 هٛي مٍغ اٌّشثغ .  lؽ١ش 
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 جٌّٕك١١ٕس جٌّغّٛسز فٝ عحتً ِح: جٌعغػ جٌىٍٝ ػٍٝ جٌغطٛـ 
ارا ٌُ ٠ىٓ اٌغطؼ اٌّيّٛس فٝ اٌغبئً ِغز٠ٛب فبْ اٌنيٛه ػٕذ ٔمبهخ اٌّخزٍفخ ٌٓ رىْٛ ِزٛاص٠خ , ٚثبٌزبٌٝ 

ٌمٜٛ غ١ش ِزٛاص٠خ . ٌزا فبٕٔب ٔٛعذ ِشوجبد ٘زا اٌنيو اٌّؾقً فٝ إرغبٖ افبْ اٌنيو اٌّؾقً ع١ىْٛ ِؾقٍخ 

 عٝ . اٜ اْ اٌنيو اٌّؾقً ٘ٛ ِؾقٍخ ٌٍمٜٛ اٌضلاس اٌّزؼبِذح الار١خ : صلاس ِؾبٚس ِزؼبِذح اؽذّ٘ب سا

 ظغػ ِكصً سأعٝ :  -1
ػٍٝ ِغزٜٛ عطؼ اٌغبئً فزشعُ ٘زٖ  ABCDلا٠غبدح ٔغمو اػّذح ِٓ ٔمبه اٌغطؼ إٌّؾٕٝ اٌّيّٛسح 

DCBAِٕؾٕٝالاػّذح  . ًعطٛأخ راد اٌّمطغ اٌؼّٛدٜ ِٓ دساعخ إرضاْ اػٍٝ عطؼ اٌغبئDCBA    ٝٚاٌز

ؼطٝ ٔغذ اْ ٚصْ اعطٛأخ اٌغبئً ٘ذٖ ٠غت اْ ٠زؼبدي ِغ ٠ؾذ٘ب ِٓ اػٍٝ عطؼ اٌغبئً ِٚٓ اعفً اٌغطؼ اٌّ

 .  ِؾقٍخ اٌنيو ػٍٝ اٌغطؼ إٌّؾٕٝ فٝ الارغبٖ اٌشأعٝ

 اٜ اْ 

اٌّمبَ ػٍٝ ٘زا اٌغطؼ ٠ّٚش ثّشوض صمً ٘زا اٌؼّٛد ِٓ ٚصْ ػّٛد اٌغبئً  اٌّشوجخ اٌشاع١خ ٌٍنيو اٌّؾقً =

 اٌغبئً

 
 

 . 

 ظغػ ِكصً فٝ جضؿحٖ جفمٝ:   -2
 

لا٠غبدٖ ٔغمو اٌغطؼ إٌّؾٕٟ اٌّؼطٟ ػٍٟ ِغزٛٞ ساعٟ ثٛاعطخ نطٛه افم١خ فٕؾقً ػٍٟ ِٕؾٕٟ ِب 

DCBA  ٍخ اٌنيو ػٍٟ اٌغطؼ إٌّؾٕٟ فٟ ارغبٖ ِٓ ارضاْ اعطٛأخ اٌّؾىٍخ ِٓ اٌخطٛه الافم١خ ٔغذ اْ ِؾق

DCBAاٌخطٛه الافم١خ ٠غت اْ ٠زؼبدي ِغ اٌنيو الافمٟ ػٍٟ اٌّغبؽخ اٌّغز٠ٛخ اٌشاع١خ   . 
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أٞ اْ ِشوجخ اٌنيو اٌّؾقً فٟ ارغبٖ افمٟ ِب =ِؾقٍخ اٌنيو ػٍٟ ِغمو اٌغطؼ إٌّؾٕٟ اٌّؼطٝ ػٍٟ ِغزٜٛ 

 ٖ الافمٟ ٚرؤصش فٟ ِشوض ميو ٘زا اٌّغمو .ساعٝ ػّٛدٞ ػٍٟ ٘زا الارغب

  

 ظغػ ِكصً فٟ جضؿحٖ جفمٟ ػّٛدٞ ػٍٟ جلاضؿحٖ جٌغحذك :   . 4
 ٠ّٚىٓ ا٠غبدٖ ٠ٕفظ اٌطش٠مخ اٌزٟ اٚعذٔب ثٙب اٌنيو الافمٟ اٌّؾقً اٌغبثك .

   جٌعغػ جٌّكصً ػٍٟ جٌغطٛـ جٌّمفٍٗ ) لحػذز جسش١ّذط ( . ِشوض جٌطفٛ   
طح ِٓ جعفً غٍٟ جٔس جرج غّش ؾغُ فٟ عحتً عحوٓ فحٔس ٠ؼحٟٔ ظضٕص لحػذز جسش١ّذط ػ

 جٌٟ جػٍٟ ِمذجسٖ ٠غحٚٞ ٚصْ جٌغحتً جٌّضجـ ٚ ػ ػٍّس ٠ّش ذّشوض غمً جٌغحتً جٌّضجـ . 
 

 
ٚلاصجبد رٌه ٔفزشك اْ اٌؾ١ض اٌزٞ ٠ؾيٍخ اٌغغُ لذ ؽيً ثؾغُ ِّبصً ِٓ اٌغبئً . ٘زا اٌؾغُ ِٓ اٌغبئً ٠ىْٛ ِزضٔب 

صٔخ لاعفً ِٚؾقٍخ اٌنيٛه ِٓ اٌغبئً اٌخبسعٝ . اٜ اْ اٌّشوجخ اٌشاع١خ ٌّؾقٍخ اٌنيٛه رغبٜٚ رؾذ  ربص١ش ٚ

 رؤصش فٝ الارغبٖ ِٓ اعفً لاػٍٝ )ػىظ ارغبٖ  ٚصْ اٌغبئً اٌّضاػ ( .  ٚفٝ اٌّمذاس ٚصْ اٌغبئً اٌّضاػ 

٠غبٜٚ اٌٛصْ اٌىٍٝ اٌغبئً اٌّضاػ فٟ ؽبٌخ عىْٛ فبٔخ ٚصْ فٛق عبئً ٚوبْ اٌغغُ هفب اٌغغُ  آِ ٘زا ٔغزٕزظ أخ ار

 ) اٌزٞ ٠غّٝ ِشوض اٌطفٛ ( ػٍٟ اٌخو اٌشاعٟ اٌّبس ثّشوض صمً اٌغغُ . ٌٍغغُ ٠ٚمغ ِشوض اٌغبئً اٌّضاػ 

 

   -جِػٍس :

 -( :1ِػحي )
رج وحْ ػّك جٌّحء ػٍٝ ؾحٔرٝ ذٛجذس ٘ح٠ٚظ ٘ٛ ج 

12
, hh  ق١ع

21
hh  ْجٌعغػ جٌّكصً ػٍٝ  فحغرص ج

ؾحٔرٟ ٘زٖ جٌرٛجذس ٠غحٜٚ  2

2

2

1
2

1
hha  ق١ع .  جٌٛصْ جٌٕٛػٝ ٌٍّحء ٛ٘,a . ػشض جٌرٛجذس 

 ِٓ جٌغطف جٌّطٛعػ ق١ع  cجغرص وزٌه جْ ٔمطس ضحغ١ش جٌعغػ جٌّكصً ضمغ ػٍٝ ػّك 
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 جٌكً
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






111
2

1
hahp   
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2

11
2

1
hap                                                                                                                       (1)  

 ٚثبٌّضً 

2

22
2

1
hap                                                                                                                      (2)  

 ٠ٚىْٛ اٌنيو اٌّؾقً 

21
ppp    

 2

2

2

1
2

1
hha                                                                                                                (3)  

ثفشك اْ 
21

, ff  ربص١ش  ٔمطزّٝ٘ب
21

, pp  ػٍٝ اٌزشر١ت 

ys

Sk

Sy

Ix
DF

x

2

1
   

1

1

2

1

3

2

2

1

2

1

3

4

h

h

h












                                                                                                    (4)  

 ٚثبٌّضً 

2

2

2

2

2
3

2

2

1

2

1

3

4

h

h

h

DF 










  

 ٚثبٌزبٌٝ فبْ 

3
,

3

2

2

1

1

h
BF

h
BF                                                                                                       (5)  

 ف١ىْٛ Bَٚ ؽٛي ؼضٔبنز اٌ pٌٍنيو اٌّؾقً  Fلا٠غبد ٔمطخ ربص١ش 

2211
xBFpxBFppxBF    

 2

2

2

1

2

2

21

2

1

2

1

3

1

2

1

3

1

2

1

hha

hxahhxah

BF











  

 
  

  
2121

2

221

2

121

2

2

2

1

3

2

3

1

33 hhhh

hhhhhh

hh

hh









   
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 
21

2

221

2

1

3 hh

hhhh




   

 
21

2

221

2

121

3

2

2 hh

hhhhhh
C







   

 
 

21

2

221

2

1

2

221

2

1

6

2223

hh

hhhhhhhh




   

 
21

2

221

2

1

6

2

hh

hhhh
C




   

 (: 2ِػحي )
ِغّٛس فٝ  ِٓ جٌّكٛس٠hطفٛ جٔحء ِخشٚغٝ فٝ جٌّحء ذك١ع وحْ ِكٛسٖ سجع١ح ٚسجعٗ جٌٝ جعفً ٚؾضء 

صرف فٛ٘طٗ ػٕذ عطف جٌغحتً . ضفحْ جلأحء ٠غٛص قطٝ  hجٌّحء. جرج عىد ِحء دج ً جٌّخشٚغ قطٝ جصرف جسضفحػس 

جغرص جْ 
3

2

l
h   ق١عl  . جسضفحع جٌّخشٚغ 

 جٌكً
 فٟ اٌؾبٌخ الاٌٟٚ :

ػٍٟ ٚاٌزٞ ٠غبٚٞ ٚصْ فغ اٌغبئً سأع١ب إٌٟ ادسأع١ب أٌٟ اعفً ٚ رؾذ رأص١ش ٚصٔخ  ْاٌّخشٚه ٠زض 

 اٌغبئً اٌّضاػ ؽغت لبػذح اسؽ١ّذط .

 
    


1

vW                                                                                                                           (1)  

وضبفخ اٌّبس ,ؽ١ش 
1

v ؽغُ اٌّخشٚه )اٌغضس اٌّيّٛس( اٌزٞ اسرفبػخh  

 

 فٟ اٌؾبٌخ اٌضب١ٔخ: 

( فئْ ِٓ الارضاْ ٠ىْٛ ِغّٛع ٚصٟٔ hلاْ اسرفبع اٌّبس دانً الأبس اسرفبػخ ) Wػٕذ إمبفخ ِبس ٚصٔخ 

 ٌّغىٛة دانٍخ ٚاٌّؤصش سأع١ب لاعفً ِغب٠ٚب دفغ اٌّبس لاػٍٟ ٚاٌّؤصش سأع١ب لاػٍٟ  اٌّخشٚه ٚاٌّبس ا
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 
2

vWW                                                                                                                     (2)  

ؽ١ش 
2

V ُاٌّخشٚه اٌزٞ اسرفبع ٘ٛ ؽغl. 

 ٔؾقً ػٍٟ   (2)ػٍٟ  (1)ثمغّخ 

2

1

2

1

V

V
                                                                                                                               (3)  

 ؽ١ش أْ 

3

3

2

1

l

h

V

V
                                                                                                                             (4)  

 

 

 
 

 ٔغذ أْ  (4),(3)ِٓ

3

3

3

2

2

1

l
h

l

h





   

   (:3ِػحي )
ِغّٛسٖ  aٔصف لطش٘ح  أٚؾذ ِمذجس ٚجضؿحٖ جٌعغػ جٌّكصً ػٍٟ جٌغطف جٌّٕكٕٟ ٌٕصف وشٖ ِصّطٗ

  .ِٓ عطف جٌغحتaًذك١ع ضىْٛ لحػذضٙح جٌّغط٠ٛس سأع١ح ِٚشوض ٘زٖ جٌمحػذز ػٍٟ ػّك فٟ عحتً ٚصٔس جٌٕٛػٟ 

 جٌكً
 فٕؾقً ػٍٝ اٌؾىً اٌّج١ٓ . ٌٕبنز ِمطؼب ساع١ب فٝ ِغزٜٛ ػّٛدٜ ػٍٝ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ ِٚبسا ثّشوض٘ب 
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 ػٍٝ اٌغطؼ إٌّؾٕٝ ٠ٕؾب ِٓ  pّؾقً اٌاٌنيو 

ميو ِؾقً افمٝ  -1
1

p  ْ٠زؼبدي ِغ اٌنيو الافمٝ اٌٛالغ ػٍٝ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ , ِٓ ٘زا ٠زنؼ ا 

szp 
1

  

 ٚرٌه ثبّ٘بي اٌنيو اٌغٜٛ 

)(1
2

aap    

     3
a                                                                                                                         (1)  

ٚنو ػًّ 
1

p  افمٝ ٠مطغ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ فٝ ِشوض اٌنيو ٌٙبc ْاٜ ا , 

.
4

14

1 2

a
a

a

oc                                                                                                                  (2)  

ميو ِؾقً سأعٝ  -2
2

p   :ْثزؼبدي ِغ ٚصْ اٌغبئً اٌّضاػ ثٕقف اٌىشح اٜ ا 

 


3

2
3

2
ap                                                                                                                      (3)  

 اٜ اْ  Gٚنو ػًّ سأعٝ ٠ّش ثّشوض صمً ٔقف اٌىشح 

.
3

a
g

oG    

 ِٚٓ ٘زا ٠زنؼ اْ 

 
2

323

2

2

2

1

3

2












 aa

ppp
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
33

39

4
1 a

B
ap                                                                                            (5)  

١ّ٠ًٚ ػٍٝ 
2

p  ثضا٠ٚخ  ؽ١ش 

2

1
tan

p

p
   

oc

Go

a

a


2

3

3

2 3

3




  

 . ٠oّش ثّشوض اٌىشح  pاٜ اْ 

 

 (: 4ِػحي )
ذك١ع وحْ جعفً سأعٝ جفم١ح فحرج وحْ جٌّخشٚغ ِفشغح  2ٚظغ ِخشٚغ دجتشٜ لحتُ صج٠ٚس سأعٗ 

ٝ ٠غحٜٚ ً جٌٛصْ ٍِّٚٛء ذغحتً فحغرص جْ جٌعغػ جٌّكصً ػٍٝ عطكس جٌّٕكِّٕٙٚ
2

sin151  ِٓ

 .  جٌّشجش ِٓ ٚصْ جٌغحتً

 جٌكً

 
 فٕؾقً ػٍٝ اٌؾىً اٌّج١ٓ .  oٌٕبنز ِمطؼب ساع١ب ِبسا ثّشوض اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ 

 o٘ٛ اٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍغبئً . ٔغذ اْ ػّك  ٚاْ  hٚاسرفبػخ  aثفشك اْ ٔقف لطش لبػذح اٌّخشٚه ٘ٛ 

 ؽ١ش  pٚثبٌزبٌٝ فبْ اٌنيو اٌّؾقً ػٍٝ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ ٘ٛ ٠cosaغبٜٚ  cاعفً 

 coscos.
22
 aaap  (1     )                                                                                 

 ٠ٚؤصش ػّٛد٠ب ػٍٝ ٘زٖ اٌمبػذح . 
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1اٌنيو اٌّؾقً 

p  1ػٍٝ اٌغطؼ إٌّؾٕٝ ٌٗ ِشوجزبْ اؽذّ٘ب افم١خ

1
p ٚرزؼبدي ِغ اٌّشوجخ الافم١خ يp  ْاٜ ا , 


231

1
coscos  app                                                                                              (2)  

1ٚالانشٜ 

2
p ساع١خ ٚرزؼبدي ِغ ٚصْ اٌغبئً ٚاٌّشوجخ اٌشاع١خ يp ْاٜ ا , 

 sincos
13

1 321

2
 ahap                                                                                 (3)  

1ٚثبٌزبٌٝ فبْ اٌنيو اٌّؾقً 
p  ٜٚػٍٝ اٌغطؼ إٌّؾٕٝ ٠غب 

2
1

2

21

1

1
ppp    

2

1

2

43
cossincot

3

1
cos






















  ap   

 2

1

22223
)sin31(cossin9

3

1
cot   a   

 2

1

42223
sin9sin61cossin9cot

3

1
  a   


23

sin151cot
3

1
 a   


2

sin151Wp                                                                                                         (4)  

 ؽ١ش 

 cot
3

1 3
 aW    
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.
3

1 3
 ha                                                                                                                    (5)  

w ًٚصْ اٌغبئ ٛ٘ 

 

 ئضضجْ جلاؾغحَ فٝ جٌغٛجتً: 

 
ؤصش ػٕذ ِشوض ػٕذِب ٠زضْ عغُ فٝ عبئً عٛاس وبْ ِيّٛسا ف١ٗ اٚ هبف١ب فبْ اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػ١ٍخ ٘ٝ ٚصْ اٌغغُ ٚر 

ٜ شِٚؾقٍخ اٌنيو اٌغبئً ػ١ٍخ ٚرؤصش ػٕذ ِشوض صمً اٌغبئً اٌّضاػ ثبلامبفخ اٌٝ ا٠ٗ لٛح نبسع١خ ان Gصمٍٗ 

 رىْٛ ِٛعٛدح . 

ساع١خ ٘ٝ  Fاٌخبسع١خ ؾزُ اْ رىْٛ ِؾقٍخ اٌمٜٛ ز١ٓ فبْ ٔز١غخ ٌلارضاْ ٠زٌّٚب وبٔذ اٌمٛح الاٌٚٝ ٚاٌضب١ٔخ سأع١

١GGٓ ٌلارضاْ.  فٝ اؽذّ٘ب رىْٛ اٌمٜٛ اٌضلاصخ ػٍٝ نو سأعٝ ٚاؽذ اٜ اْمؼالانشٜ ٚ٘زا ػبدح ٠ٕزظ ٌٍغغُ ٚ   

GGخ اٜ اْجم(( ٚفٝ الانش رىْٛ اٌمٜٛ اٌضلاس غ١ش ِٕط1سأعٝ )ؽىً )   ً( ِٚٓ 2ِبئً ػٍٝ اٌشاعٝ )ؽى

)0(إٔٗ فٝ ؽبٌخ ػذَ ٚعٛد لٜٛ نبسع١خ غ١ش اٌٛصْ اٌٛامؼ  F ً(3لا ٠زضْ اٌغغُ الا فٝ اٌٛامؼ الاٚي )ؽى 

 

 -جِػٍس :

 

 -(:1ِػحي)

ftوشز ٔصف لطش٘ح 
2

1
ٚوػحفطٙح جٌٕٛػ١س  

2

3
٠ftشذطٙح  ١ػ  ف١ف جٌٝ وشز ج شٜ ٔصف لطش٘ح   

2

1
 

ٚوػحفطٙح جٌٕٛػ١س  
3

2
. ضشوص جٌىشضحْ ّٚ٘ح ِغّٛسضحْ فٝ  ضجْ ػ١ّك ١ٌٍّحٖ . جغرص جٔٗ فٝ ٚظغ جلاضضجْ ضشضىض  

 جٌىشز جلاٌٚٝ ػٍٝ لحع جٌخضجْ. غُ جقغد جٌتذ فٝ جٌخ١ػ فٝ ٘زج جٌّٛظغ. 
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 جٌكً

 ٘ٝ  ٔؼزجش أٚلا اٌىشر١ٓ ِؼب . اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػ١ٍّٙب

 
 ٚصْ اٌىشح الاٌٚٝ  ( أ)

gaW 
2

3

3

4 3

1
                                                                                                             (1)  

  وضبفخ اٌّبسgl . ػغٍخ اٌغبرث١خ الاسم١خ 

 

 اٌضب١ٔخ ٚصْ اٌىشح  ( ة)

gaW 
2

3

3

4 3

2
                                                                                                            (2)  

 

 ٚ٘ٛ ٚاؽذ ػٍٝ اٌىشر١ٓ ٌزغبٜٚ ؽغّٙب .  W)ط( ِؾقٍخ ميو اٌّبس 

 

gaW 
3

3

4
                                                                                                                    (3)  

gaWW 
6

13
.

3

4 3

21
   

WWW 2
21
                                                                                                                    (4)  
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  ٙب. ٔؼزجش ارضاْ اٌىشح اٌؼ١ٍب لٛفرٙجو اٌىشربْ ؽزٝ رشرىض الاٌٚٝ ػٍٝ لبع اٌخضاْ ٚػٕذ الارضاْ رىْٛ اٌىشح اٌضب١ٔخ

. اٌّؤصشح ػ١ٍٙب 
12

,WW  ٚرّشاْ ثّشوض اٌىشح ٚاٌؾذ فٝ اٌخ١وT.  

  .ٓاٌخ١و فٝ ٚمغ الارضاْ ساعٝ ِبسا ثّشوض اٌىشر١ 

 ِؼبدٌخ الارضاْ رؼطٝ ِٓ 

gaWWT 
3

1

3

4 3

2
                                                                                                  (5)  

poundalsgT
2

125
.

3

1
.

8

1
.

3

4
  

wtIbT .
36

125
   

 ِػحي )2(:- 
٠ّىٕٙح جٌطكشن ذغٌٙٛس فٝ ِغطٜٛ سجعٝ ِكٛس جفمٝ ِػرص  ABCDصف١كس ِٕطظّس ع١ّىس ػٍٝ شىً ِغطط١ً 

ح جٌٕٛػ١س ِغّٛس فٝ ِحء . جغرص جْ وػحفطٙ BCDٙح جلاعفً ٔصفجرج جضضٔص جٌصف١كس ٚ .Aػٕذ جٌشجط 
3

2
 . 

 

 جٌكً
 ٚاٌمٜٛ اٌّؤصشح ػٍٝ اٌقف١ؾخ ٘ٝ  Vٚؽغّٙب  Sؾخ ف١ٚاٌىضبفخ إٌٛػ١خ ٌٍق pٔفشك اْ وضبفخ اٌّبس إٌٛػ١خ 

 سأع١ب اٌٝ اعفً .  Gف١ؾخ ٚرؤصش ػٕذ ِشوض صمً اٌقVSpgٚصٔٙب  ( أ)

Vpgِؾقٍخ اٌنيو اٌّبس  ( ة)
2

1
GcGEساع١ب اٌٝ اػٍٝ ؽ١ش  ٠ٚEؤصش ػٕذ  

3

1
 . 

 ٠ٕزظ اْ  Aٚ٘زا ِٓ ؽشه الارضاْ ساعٝ اٌٝ اػٍٝ ثبنز اٌؼضَٚ ؽٛي  Aسد اٌفؼً ػٕذ  ( د)

32

3

4

2

1
.

2

1
.





S

AGpgAEVpgAGVSpg
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 جعطمشجس جلاؾغحَ جٌطحف١س :  
 ارا هفب عغُ فٝ عبئً فبٔٗ ٠مغ رؾذ ربص١ش 

 . Gٚصٔٗ ٠ّٚش ثّشوض صمٍخ  ( أ)

.  H ِؾقٍخ ميو اٌغبئً ٚ٘ٝ لٛح سأع١خ اٌٝ اػٍٝ رغبٜٚ ٚصْ اٌغبئً اٌّضاػ ٚرّش ثّشوض صمٍخ  ( ة)

 Hػٍٝ نو ساعٝ ٚاؽذ . ٔؼشف  G,Hٚاٌغغُ ٠زضْ فٝ ٚمغ رىْٛ ف١ٗ ٘بربْ اٌمٛربْ ِزغب٠ٚز١ٓ ٚرمغ 

 طفٛ .٠ُٛ( أِب ِمطغ اٌغغُ ثٛاعطخ ِغزٜٛ عطؼ اٌغبئً ف١ؼشف ثّغزٜٛ اٌؼثّشوض اٌطفٛ )اٌز
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عزمشاس اْ اٌغغُ ٠ؼٛد ٔؾٛ ِٛمغ ارضأخ ارا ٚف١ّب ٠ٍٝ عٛف ٔزؼشك ٌذساعخ اعزمشاس ٘زا الارضاْ ٚاٌّمقٛد ثبلا

 اػطٝ اصاؽخ في١شح ِٓ ٘زا اٌّٛمغ . 

ِٓ اصاؽز١ٓ وٕمطخ اعبط فبْ ا٠خ اصاؽخ رؼطٝ ٌٍغغُ ٠ّىٓ اػزجبس٘ب ِىٛٔخ  oثبرخبر ِشوض صمً ِغزٜٛ اٌطفٛ 

ٌّٚب وبٔذ ٘زٖ الاصاؽبد في١شح فبٔخ ٠ّىٓ دساعخ  oدٚسا١ٔخ ؽٛي ِؾٛس ػٕذ  ٜٚالانش oاؽذاّ٘ب أزمب١ٌخ ِغ 

 الاعزمشاس ٌىً اصاؽخ ػٍٝ ؽذٖ. 

 

 -ئعطمشجس جلاضضجْ ٌلاصجقحش جلأطمح١ٌٗ:
 

 اٌٝ اصاؽز١ٓ اؽذاّ٘ب أفم١خ ٚالانشٜ ساع١خ ا٠خ اصاؽخ أزمب١ٌخ ٠ّىٓ  رؾ١ٍٍٙب 

 ٌلاصجقس جلافم١س :  ( أ)
اٌغذ٠ذ اٜ  مؼٗؽ١ش اْ ِشوجخ ميو اٌّبس فٝ الارغبٖ الافمٝ ثؼذ الاصاؽخ رغبٜٚ ففش فبْ اٌغغُ ٠زضْ فٝ ٚ

 اْ الارضاْ ثبٌٕغجخ ٌلاصاؽبد الافم١خ ٌٍغغُ اٌطبفٝ ٠ىْٛ ارضأب ِزؼبدلا 

 جلاصجقس جٌشجع١س:   ( خ)
صاؽخ اٌٝ اعفً فبْ ِؾقٍخ ميو اٌّبس رضداد ٚثزٌه رىْٛ ِؾقٍخ اٌٛصْ ٚميو اٌّبس لٛح ساع١خ ارا وبٔذ الا

اٌٝ اػٍٝ رؼًّ ػٍٝ اػبدح اٌغغُ اٌٝ ٚمغ الارضاْ ِشح انشٜ . ٚارا وبٔذ الاصاؽخ اٌٝ اػٍٝ فبْ ميو اٌّبس ٠مً 

دح  اٌغغُ اٌٝ ٚمغ الارضاْ اٜ اْ ٚثزٌه رىْٛ ِؾقٍخ ٚصْ اٌغغُ ٚميو اٌّبس لٛح ساع١خ اٌٝ اعفً رؼًّ ػٍٝ اػب

ٚػٍٝ دٌه فبْ ارضاْ الاعغبَ اٌطبف١خ ٠ىْٛ ِغزمشا ثبٌٕغجخ  – اٌشاع١خ الارضاْ ٠ىْٛ ِغزمشا ثبٌٕغجخ ٌلاصاؽبد

 .بِلأزمب١ٌخ ػٌّٛلاصاؽبد ا

ح ذضج٠ٚس صغ١شز ذك١ع ٠مغّس دجتّح جٌٝ قؿ١ّٓ غحذط١ٓ ٘زج جٌّكٛس ِجرج لطغ ِغطٜٛ ؾغُ ٚدجس قٛي ِكٛس
 ذّشوض جٌّمطغ.  ٠ّش
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فٛالغ فٝ اٌّغزٜٛ  xأِب ِؾٛس  yٚٔبنز نو اٌزمبهغ ِؾٛسا ٌلاؽذاصٝ   ١ٓ ٌٍّغزٜٛ ث١ّٕٙب صا٠ٚخ مؼٔبنز اٜ ٚ

 . oxyص١بد ٘ٛ ِغزٜٛ الاؽذا١Aٓ فٝ اٌشعُ اٌّغزٜٛ مؼػٕذ اؽذ اٌٛ

),(ٔفشك اْ ػٕقش ػٕذ  yx  ِٗغبؽزA ػٕذ دٚساْ اٌّغزٜٛ ٘زا اٌؼٕقش ٠ؼطٝ ؽغّبSAxAx  

  ٜٚاٌض٠بدح اٌى١ٍخ فٝ اٌؾغُ رغب xdA ففش= 

0 xA  

 اٜ ِؾٛس اٌذٚساْ.  ٠yمغ ػٍٝ اٌّؾٛس Aاٜ اْ ِشوض صمً اٌّغبؽخ 

 

 ئ٠ؿحد ششغ جلاضضجْ جٌّغطمش ٌلاصجقس جٌذٚسج١ٔس ٌلاؾغحَ جٌطحف١س:  
اْ ٠ىْٛ ِغزٜٛ اٌزّبصً ساعٝ. ٔأنز ِشوض وزٍخ ٔؼزجش اٌغغُ اٌطبفٝ ِزّبصً ؽٛي ِغزٜٛ ٚفٝ ؽٍخ الارض

 ِغزٜٛ اٌطفٛ )رمبهغ اٌغغُ ِغ عطؼ اٌغبئً( رمغ فٝ ِغزٜٛ اٌزّبصً.  
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٠ُٛ )اٜ ِشوض وزٍخ اٌغبئً اٌّضاػ( ٔفشك اصاؽخ ؼ٘ٝ ِشوض اٌز H٘ٝ ِشوض وزٍخ اٌغغُ ٚاْ  Gٔفشك اْ 

Hش ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ ٚا١ْح ٌٍغغُ ثذْٚ ري١دٚسا١ٔخ في١ش ٌ ٠ُٛ . ٔفشك اْ ؼشوض اٌزّ٘ٛ اٌّٛمغ اٌغذ٠ذ

Hاٌّغزم١ُ اٌشأعٝ اٌّبس ثبٌٕمطخ    ً٠مبثHG فٝ ٔمطخ  ٖاٚ اِزذادN ٝػٕذ دٚساْ . ٚاٌزٝ رغّٝ ثبٌّشوض الافم

ساع١ب لاعفً ٠ٚؤصش فٝ ِشوض  Wِغ اٌشأعٝ فبْ اٌغغُ ٠مغ رؾذ ربص١ش لٛر١ٓ ّ٘ب ٚصٔخ اٌغغُ ثضا٠ٚخ في١شح 

٠ٛHُ ؼاػ ٌُ ٠زي١ش( ٠ٚؤصش فٝ ِشوض اٌزا٠نب ساع١ب لاػٍٝ )ؽغُ اٌغبئً اٌّض Wٚلٛح دفغ اٌغبئً Gاٌىزٍخ   

فبْ ٘زا الاصدٚاط ٠ؼًّ ػٍٝ دٚساْ  Gرمغ اػٍٝ اٌّغزٜٛ الافمٝ اٌّبس ثبٌٕمو Nفزىٛٔبْ إصدٚاط. ارا وبٔذ إٌمو 

 N. ارا أطجمذ جلاضضجْ غ١ش جٌّغطمشخ ٠ىْٛ اٌغغُ ٚاثؼبدح ػٓ ِٛمغ الارضاْ الافٍٝ ٚفٝ ٘زٖ اٌؾبٌ

 ٌّؼشفخ ٔٛع الارضاْ.  Nٌزٌه ٠غت رؼ١ٓ اٌّشوض الالقٝ جلاضضجْ ٠ىْٛ ِطؼحديفبْ  Gػٍٝ 

GH٘ٛ اٌؼّٛدٜ ػٍٝ ٘زا اٌّغزٜٛ اٌزٜ رمغ  oyٚاْ zoxٔفشك اْ ِغزٜٛ اٌطفٛ ٘ٛ اٌّغزٜٛ  ػ١ٍخ فٝ  ,

 ٚمغ الارضاْ الافٍٝ. 
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ydSdVٔؼزجش ػٕقش ؽغُ ِٓ اٌغبئً اٌّضاػ لجً اٌذٚساْ ٠ىْٛ ؽغّخ    2,(ٚاؽذاص١بد ِشوض وزٍخ,( zyx 

ف١ىْٛ ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ  ydSV  ٚثؼذ الاصاؽخ اٌذٚسا١ٔخ اٌقي١شح  فبْ ؽغُ اٌؼٕقش

dSxydV )(   ٠ٚىْٛ ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ  dSxyV )(   ؽ١ش اْ ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ ٌُ ٠زي١ش ثؼذ

VVالاصاؽخ اٌذٚسا١ٔخ اٌقي١شح فبْ    

 اْ  اٜ

VdSxyydSV   )(                                                                                             (1)  
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  0xdS                                                                                                                         (2)  

٠ٛHُ ؼٔفشك اْ ِشوض اٌز   ٜٛفٝ اٌّغزxoy ّ٘بyx oyoxٚثبنز اٌؼضَٚ ؽٛي اٌّؾٛس٠ٓ  ,  ٔغذ اْ  ,










dSxy

xdSxy
x

)(

.)(




 



 














dSxy

x
dSxyydS

y
)(

2
2.






                                                                                       (4)  

2( ٚاّ٘بي اٌؾذ اٌزٜ ٠ؾزٜٛ ػٍٝ 2ِٓ اٌزّبصً ٚاعزخذاَ اٌّؼبدٌخ )
  ٍٝٔؾقً ػ 






dSy

dSx
x

2


                                                                                                                     (5) 






dSy

dSy
y

2

                                                                                                                       (6) 
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V

I
xHH


                                                                                                                 (7) 

ozVػضَ اٌمقٛس اٌزارٝ ٌّغزٜٛ اٌطفٛ ؽٛي ِؾٛس اٌزّبصً Iؽ١ش   ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ.  ,

 ٌىٓ 

 
.

1
HNHH    

V

IHH
HN 



1

                                                                                                               (8)  

 ( ؽ١ش اْ 7ٚرٌه ثبعزخذاَ )

GNHGHN    

HG
V

I
GN                                                                                                                    (9)  

 . اٜ اْ 0GNٌىٝ ٠ىْٛ الارضاْ ِغزمشا ٠غت اْ ٠ىْٛ 

0 HG
V

I
  

V

I
HG                                                                                                                            (10)  

 ٚ٘زا ٘ٛ ؽشه اٌىبفٝ ٌىٝ ٠ىْٛ الارضاْ ِغزمشا.
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 (: 1ِػحي)
. جرج غفح aفٝ ٔٙح٠طٙح ٔصف وشز ِصّطس ٔصف لطش٘ح  lؾغُ ِىْٛ ِٓ جعطٛجٔٗ ِصّطس جسضفحػٙح 

حتً فحغرص جْ جلاضضجْ ٠ىْٛ ِغطمشج جرج وحْ ٚؾضء ِٓ ٔصف جٌىشز ِغّٛس فٝ ع  جٌؿغُ
2

a
l  . 

 جٌكً
 

ثبنز اٌؼضَٚ  G٘ٛ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ ٌٕقف اٌىشح ٔؼ١ٓ ِشوض صمً اٌغغُ اٌطبفٝ Nٚامؼ اْ اٌّشوض الالقٝ 

 فٕغذ اْ  ABؽٛي اٌمطش 

GNlaallaaa 


















2323

3

2

2

1
.

8

3
.

3

2
  

laa

laa

GN
23

224

3

2

2

1

4

1









   
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la

la







3

2

2

1

4

1 22

  

 ٠ىْٛ الارضاْ ِغزمشا ارا وبْ 

0GN   

 اٜ ارا وبْ 

22

22

21

0
2

1

4

1

al

la




 

2

a
l    

 اٜ اْ الارضاْ ِغزمشا ارا وبْ 

2

a
l    
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  ٝ جٌرحخ جٌخحِظػٍ ضّحس٠ٓ

 
جِػحي  غلاغس غّش ِػٍع فٝ عحتً . جغرص جْ ِؿّٛع جٌعغٛغ ػٕذ جٌعغٛغ ػٕذ سؤٚط جٌّػٍع ٠غحٜٚ -1

 جٌعغػ ػٕذ ِشوض وطٍس جٌّػٍع. 

 

جٔرٛذس سف١ؼس ِٕطظّس فٝ ِغطٜٛ سجعٝ ضكطٜٛ ػٍٝ جسذؼس عٛجتً ِخطٍفس ِطغح٠ٚس جلاقؿحَ ٚلا ضخطٍػ  -2

صج٠ٚس ١ًِ جٌمطش ذ١ٓ ٔمػ جٔفصحي جٌغٛجتً جلاسذؼس  جْ جغرص 3:4:2:1جٌغٛجتً ذرؼعٙح ٚوػحفطٙح وٕغرس 

ِغ جٌشأعٝ ضغحٜٚ 
2

1
tan,2tan

11 . 

 

 

صف١كس ػٍٝ شىً ٔصف دجتشز ِغّٛسز سأع١ح فٝ عحتً ٚلطش٘ح ػٕذ عطف جٌغحتً . جغرص جْ ِشوض جٌعغػ  -3

٠رؼذ ِغحفس 
16

3 a
 ٔصف لطش ٔصف جٌذجتشز.  aع ػٓ عطف جٌغحتً ق١ 

 

ػٍٝ ذؼذ  aٚجٌٕمػ  ٠hغحٜٚ  aغحذطس ٚجسضفحع جٌّػٍع ِٓ  aف١س جٌٕمطس  abcِػٍع ِطغحٜٚ جٌغحل١ٓ  -4

h2  ٓعطف جٌغحتً. جغرص جْ جٌفشق ذ١ٓ ِشوض جٌعغػ ػ ِٓa  ْٛػٕذِح ٠ىbc  جفمٝ فٛقa  جٚ ضكص

a  ٜٚ٠غح
16

h
 . 

 

 

ّش ذحٌّكٛس ٚجٌّكٛس سأعٝ . جغرص جْ جٌعغػ جٌّكصً ِخشٚغ دجتشٜ لحتُ لغُ جٌٝ ؾضت١ٓ ذّغطٜٛ ٠ -5

ػٍٝ جٌغطف جٌّٕكٕٝ ٌٍّخشٚغ ٠غحٜٚ 
223

cot4cot
6

1
 ga  فٝ جضؿحٖ ٠صٕغ صج٠ٚس  ِغ

جلافمٝ ق١ع 


 tan
2

tan   ق١ع2  .صج٠ٚس سجط جٌّخشٚغ 

 

ِٓ جقذ سؤٚعٙح ػٕذ جٌغطف جٌكش ٌغحتً ِطؿحٔظ وػحفطس  a2غٛي ظٍؼٙح  ػٍمص صف١كس ِشذؼس جٌتىً -6

 . ػ١ٓ ِكصٍس جٌعغػ ِٚشوضز . 

 

 

ذك١ع وحْ ِغطٛجٖ سأعٟ ٚلحػذضٗ ػٕذ  غّش فٝ ِحء وػحفطٗ  hٚجسضفحػس a2ٌٛـ ِػٍع جٌتىً لحػذضٗ  -7

 عطف جٌكش ٌٍّحء. أٚؾذ ِكصٍس ظغػ جٌّحء ٚػ١ٓ ِشوضٖ. 
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غّشش فٝ عحتً ذك١ع وحْ ِغطٛجز سأعٟ ٚجقذ قذ٠س  aٌٛـ ػٍٝ شىً سذغ دجتشز ٔصف لطش٘ح  -8

 ٘ح . جٌّغطم١ّ١ٓ ػٕذ جٌغطف جٌكش ٌٍغحتً. جٚؾذ ِكصٍس جٌعغػ ػٍٝ جٌٍٛـ ٚٔمطس ضحغ١ش

 

أعفً جٌغطف جٌكش  ٠hمغ ػٍٝ ػّك Gسأع١ح فٝ عحتً ٚوحْ ِشوض غمٍٙح Sغّشش صف١كس ِغحقطٙح  -9

GxGyٌٍغحتً. جرج وحْ   Gّ٘ح جٌّكٛسجْ جٌشجع١حْ ٌمصٛس جٌصف١كس ػٕذ  ,

),(جغرص جْ جٌّكً جٌٕٙذعٝ ٌّشوض جٌعغػ  YX ػٍٝ جٌصف١كس ذحٌٕغرس ٌٙز٠ٓ جٌّكٛس٠ٓ ػٕذِح

 ٘ٛ جٌمطغ جٌٕحلص.  Gح قٛي ِشوض غمٍٙح ٠ّٙضذٚسجٌصف١كس فٝ ِغطٛ

 

.
1

24

2

4

2

hb

Y

a

X
   

 

ذك١ع وحْ جقذ جٚؾٙس جٌّغط٠ٛس ػٕذ عطف  غّش فٝ عحتً وػحفطس  aوشز ِصّطس ٔصف لطش٘ح  غّٓ -10

 ػ١ٓ ضّحِح ِكصٍس جٌعغػ ػٍٝ عطف جٌّٕكٕٝ. .جٌغحتً 

 

 جٌتىً ٠ٛظف ِمطغ جٌؿغُ غّش ضّحِح فٝ عحتً وػحفطس  aوشٚٞ ِصّص ٔصف لطشٖ  ٔصف ؾغُ-11

٘ٛ جٔخفحض ِشوض جٌغطف جٌىشٜٚ ٌٍؿغُ ػٓ جٌغطف جٌكش ٌٍغحتً,  hذٛجعطس ِغطٜٛ جٌطّحغً جٌشأعٟ ف١ٗ 

  ٜٚجٌضج٠ٚس جٌطٝ ٠صٕؼٙح جٌمحػذز جٌّغط٠ٛس ِغ جلافمٝ . جٚؾذ ِكصٍس ظغػ جٌغحتً ػٍٝ جٌغطف جٌىش

 ٌٍؿغُ.
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ٚصج٠ٚس سأعسa2فحػس ِخشٚغ جؾٛف  ف١ف جسض -12








2

1
tan2

غُ ػٍك ِٓ  Wٍِة ضّحِح ذغحتً ٚصٔس   1

 ٔمطس غحذطس ػٍٝ لحػذضٗ . ػ١ٓ ضّحِح ِكصٍس ظغػ جٌغحتً ػٍٝ عطف جٌّٕكٕٝ ٌٍّخشٚغ . 

 

ذضٙح جفم١ط١ٓ . جغرص جْ ِكصٍس ؾغُ ػٍٝ شىً جعطٛجٔس ِحتٍس غّشش ضّحِح فٝ عحتً ذك١ع وحٔص لحػ -13

ػّك  d٘ٛ ٚصْ جٌغحتً جٌّضجـ ,  Wق١ع  tanWdجٌعغػ ػٍٝ جٌغطف جٌّٕكٕٝ جصدٚجؼ ػضِس 

 ١ًِ سٚجعُ جٌؿغُ ػٍٝ جٌشجط. ِشوض غمٍس , 

 

ح ذك١ع ٠ىٛٔحْ ّصً ِٓ ٔمطس ػٍٝ قحفط١ٙفسذػ ذرؼعّٙح ذّ .ح ِطغح٠ٚحْلتشضحْ ٔصف وش٠ٚطحْ لطشّ٘ -14

شخ جٌّحء ػٕذ جٌكحفط١ٓ دٕ٘ص ٘حض١ٓ غِؼح وشز ٍِثص ضّحِح ذحٌّحء ِٓ فطكس ذؿحٔد جٌّفصً ٚقطٝ لا ٠ط

جٌكحفط١ٓ ذّحدز د١ٕ٘س ٚػٍمص جٌىشز ِٓ جٌّفصً . جغرص جْ ٔصفٝ جٌىشز ٌٓ ٠ٕفصلا جرج وحْ ٚصْ جٌمتشض١ٓ 

 ش ِٓ غلاغس جِػحي ٚصْ جٌّحء ذحٌذج ً . ِؼح جوػ

 

 

ضطفٛ فٛق ِحء ذك١ع وحْ ِكٛس جلاعطٛجٔس  Sٚوػحفطٙح جٌٕٛػ١س  aٚٔصف لطش٘ح   hجعطٛجٔس جسضفحػٙح -15

 سجعٟ . جٚؾذ ششغ جلاضضجْ جٌّغطمش . 

 

babaِٚمطؼٙح لطغ ٔحلص غٛي ِكٛس٠س   h2ػٙحجعطٛجٔس ِصّطس ِٕطظّس جسضفح -16 2,2)(   ٚوػحفطٙح

جٌٕٛػ١س 
2

1
ج ش. ضطفٛ جلاعطٛجٔس فٛق ِحء ذك١ع وحْ جسضفحػٙح سجع١ح . جغرص جْ جلاضضجْ ٠ىْٛ دجتّح ِغطم

bhجرج وحٔص  2 . 

 

 

ػٕذ عطف جٌغحتً Aِغط٠ٛس ػٍٝ شىً ِطٛجصٜ جظلاع فٝ عحتً ذك١ع وحْ جٌشأط جرج غّشش صف١كس -17

 . ٠ٚ5:7مغّس ذٕغرس  ACجفم١ح , فحغرص جْ ِشوض جٌعغػ ٠مغ ػٍٝ جٌمطش BDٚجٌمطش 

 

فٝ عحتً ذك١ع وحْ جٌشأط ػٕذ عطف جٌغحتً . جٚؾذ  ABCغّشش صف١كس ِغط٠ٛس ػٍٝ شىً ِػٍع  -18

ٚجٌزٜ ٠مغُ جٌصف١كس جٌٝ ؾضت١ٓ ذك١ع ٠ىْٛ جٌعغػ ػٍٝ جٌّغحقس BCجٌّٛجصٜ يDEِٛظغ جٌخػ 

ADE  ِغح٠ٚح ٌٍعغػ ػٍٝ جٌّغحقسDBCE غُ ذ١ٓ جْ ِٛظغ ٘زج جٌخػ ,DE  ًلا ٠ؼطّذ ػٍٝ ١ِ

 ِغطٜٛ جٌصف١كس ػٍٝ جٌشجط . 

 

4.جٔحء ػٍٝ شىً ِطٛجصٜ ِغطط١لاش غٌٛس -19 ft  4.ٚػشظس ft  ٗ3.ٚػّم ft  ِٚفطٛـ ِٓ جػٍٝ . فحرج

2.حء ِحء قطٝ جصرف ػّمٗعىد فٝ ٘زج جلأ ft   غُ دجس جلأحء قٛي جقذ جقشف لحػذضٗ جٌغفٍٝ قطٝ جصرف

جٌّحء ػٍٝ ٚشه جلأغىحخ ِٓ جلأحء فحٚؾذ جٌٕغرس جٌطٝ ٠طغ١ش ذٙح جٌعغػ ػٍٝ جٌمحػذز جٌغفٍٝ ٚوزٌه ػٍٝ 

 وً ِٓ ؾٛجٔرس جٌغ١ش سجع١س . 
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 جٌرحخ جٌغحدط  

 

 جٌّؿحي ٚجٌؿٙذ 

 
ABاْ ٔمطز١ٓ ِبد٠ز١ٓ ػٕذ  ٔفشك mmوزٍزّٙب  , ,

فزىْٛ لٛح اٌغزة  rػٍٝ اٌزشر١ت ٚاٌّغبفخ ث١ّٕٙب  1

 رزؼ١ٓ ِٓ لبْٔٛ اٌغزة اٌؼبَ ١ٌٕٛرٓ  Fث١ّٕٙب 

 

2

1

r

rmm
F                                                                                                                        (6.1)  

 صبثذ اٌغبرث١خ ١ٌٕٛرٓ . ؽ١ش 

اٜ Bثبٔٗ اٌمٛح اٌزٝ رؤصش ػٍٝ ٚؽذح اٌىزً ػٕذ Aػٕذ  mرظ ِٓ ٚعٛد اٌىزٍخ إٌب Bػٕذ إٌمطخ  E  جٌّؿحي ٠ؼشف

 اْ 

2
r

m
E


                                                                                                                          (6.2)  

 ِٓ اٌؼلالخ Bػٕذ  v جٌؿٙذ . ٠ؼشفBAرؼ١ٓ ِمذاس اٌّغبي ٚارغب٘خ ٠ىْٛ فٝ الارغبٖ  (6.2)اٌؼلالخ

r

m
v


                                                                                                                           (6.3)  

 جٌؿزخ ذ١ٓ عٍه سف١غ ٚٔمطس ِحد٠س:

  
ػّٛد٠ب  oxٔبنز اٌّؾٛس  ABػٓ  hاٌزٝ رجؼذ  oة ا٠غبد اٌغزة ػٕذ ٔمطخ ٛٚاٌّطٍ ABٔفشك عٍه 

oAoBِٚٛاص٠ب ٌٍغٍه ؽ١ش  AB,oyػٍٝ اٌغٍه ٠قٕؼبْ صا٠ٚز١ٓ  ,  .  oxِغ اٌّؾٛس  ,
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opoQؽ١ش  pQٔبنز ػٕقش ِٓ اٌغٍه  ٠قٕؼبْ صا٠ٚز١ٓ , ,d  ِغ اٌّؾٛسox .ػٍٝ اٌزشر١ت 

 ٠زؼ١ٓ ِمذاسٖ ِٓ pQثغجت اٌؼٕقش  oاٌّغبي ػٕذ 

2
)(

.

op

pQ
dE


                                                                                                                   (6.4)  

 وزٍخ ٚؽذح اٌطٛي ِٓ اٌغٍه . ؽ١ش 

 ٚٔغذ اْ  ِغب٠ٚخ  NpQفزىْٛ اٌضا٠ٚخ  oQػٍٝ pNٔضي اٌؼّٛد 

sec.pNpQ                                                                                                                 (6.5)  

 ؽ١ش اْ 

doppN .                                                                                                                     (6.6)  

 ٔغذ اْ  (6.5)فٝ  (6.6)ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ 

 doppQ sec.                                                                                                            (6.7)  

 ٠ٚىضْ ِمذاس ِغبي اٌؼٕقش ِغب٠ٚب 

op

d

op

dop
dE





sec

)(

sec..

2





   




d
h

                                                                                                                         (6.8)  
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sechopٚرٌه لاْ   . 

ِشوجزب اٌّغبي
xy

dEdE oxoyفٝ ارغب٘ٝ  ,  ٠زؼ١ٕبْ ِٓ  ,

,cos 


d
h

dE
y
                                                                                                        (6.9)  

,sin 


d
h

dE
x
                                                                                                       (6.10)  

 ٚٔغذ اْ  (6.9)ٔؾقً ػ١ٍٙب ثزىبًِ  oxفٝ ارغبٖ  ABِشوجخ اٌّغبي ٌٍغٍه 

,cos








d
h

E
x

 

 


sinsin 
h

E
x

                                                                                           (6.11)  

ثبٌّضً ِشوجخ اٌّغبي 
y

E ٌٍغٍهAB ٖفٝ ارغبoy  ِٓ ٓ٠زؼ١ 

,sin








d
h

E
y

 

 


coscos 
h

E
y

  

٘ٛ ِؾقٍخ اٌّشوجز١ٓ Eٌّغبي ٠ٚىْٛ ِمذاس ا
xy

EE  اٜ اْ ,

22

xy
EEE                                                                                                               (6.13)  

ثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّزٝ 
xy

EE  ٔغذ اْ  (6.13)فٝ   (6.11)(6.12)ِٓ  ,

  22
)cos(cossinsin 




h
E   

 


sinsincoscos22 
h

  

 


 cos22
h

  

















 


2
sin22

2 

h
E   








 


2
sin

2 

h
                                                                                               (6.14)  

 بد اٌّضٍض١خ مثبٚرٌه ثبعزخذاَ اٌّزط
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1sincos
22

   

,sinsincoscos)cos(    


2

sin212cos    

 ؽ١ش  oxِغ ارغبٖ اٌّغبي ٠قٕغ صا٠ٚخ 

x

y

E

E
tan                                                                                                                    (6.15)  

ثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّزٝ 
xy

EE  ٔغذ اْ  (6.15)فٝ  (6.11)(6.12)ِٓ,






sinsin

coscos
tan




                                                                                                   (6.16)  

 ثبعزخذاَ اٌّزطبثمز١ٓ اٌّضٍض١خ 

,
2

sin
2

sin2coscos 






 







 



   

,
2

cos
2

cos2sinsin 






 







 



   

 رقجؼ ػٍٝ اٌقٛسح  (6.16)فبْ 








 


2
tantan


                                                                                                      (6.17)  

 اٜ اْ 

2





                                                                                                                     (6.18)  

  ثبٌؾىً.وّب ٠AoBىْٛ فٝ ارغبٖ ِٕقف اٌضا٠ٚخ Eرؼٕٝ اْ اٌّغبي  (6.18)اٌّؼبدٌخ 

 

 ٔطحتؽ 

ٓ فبْ فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ ١ِٓ وٍزب ٔٙب٠ز ( ارا اِزذ اٌغٍه اٌٝ 1)
2

,
2





   ْٚٔغذ ا 

 





























 


222

1
sin

2 

h
E  

2

2

2
sin

2

2 
                                                                                                 (6.19)  

 . oxٚارغب٘ٗ فٝ ارغبٖ 
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oAoBٚٔفشك أٙب رمطغ اٌّغزم١ّ١ٓ  hٔشعُ دائشح ٔقف لطش٘ب ٠غبٜٚ o( ِٓ ٔمطخ الافً 2) CDفٝ , ػٍٝ ,

 .اٌزٛاٌٝ

 
 . 

 
QPف١ىْٛ ِغبي اٌؼٕقش ٠ّضً عٍىب سف١ؼب وضبفزٗ   CDٔزقٛس اْ اٌمٛط     اٌزٜ هٌٛخhd  .ِغب٠ٚب 
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


d
hh

hd
dE 

2

.
  

 . ABِٓ اٌغٍه pQٚاٌزٝ رؼ١ٓ ِغبي اٌؼٕقش  (6.8)خ اٌّؼبدٌخ الان١شح ٘ٝ ٔفغٙب اٌّؼبدٌ

QPاٜ اْ ِغبي اٌؼٕقش     اٌمٛط ِٓCD  ٠غبٜٚ ِغبي اٌؼٕقشpQ  ُاٌغٍه اٌّغزم١ ِٓAB  . 

ٚاٌزٜ  AB٘ٛ ٔفغٗ ِغبي اٌغٍه اٌّغزم١ُ CDرٌه ٔغزٕزظ اْ ِغبي اٌغٍه اٌزٜ ػٍٝ ؽىً لٛط ِٓ دائشح ِٚٓ 

 ػٍٝ اٌزشر١ت .  )  ,(6.18) (6.14 عجك اٌؾقٛي ػ١ٍٗ ٚرؼ١١ٕٗ ِمذاسا ٚارغب٘ب ثبٌّؼبدٌز١ٓ

 

oEفبْ  ABاِزذاد اٌغٍه  ػٍٝ o( ارا وبٔذ 3)
x
  ْفٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ فب 

 

 

)cos(cos 



h

EE
y

                                                                                       (6.20)  

 ٔلاؽع اْ 

oB

h

oA

h
  cos,cos                                                                                                (6.21)  

 فٝ اٌقٛسح  (6.21)ثبعزخذاَ (6.20)ٚثبٌزبٌٝ ٠ّىٓ وزبثخ 











oBoA
EE

y

11
  

oBoA

oAoB

.
.


    
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oBoA

AB

.

.
                                                                                                          (5.22) 

  

 جٌؿزخ جٌّطرحدي ذ١ٓ عٍى١ٓ سف١ؼ١ٓ ػٍٝ جعطمحِس ٚجقذز 

 
 

 بٌؾىً ٠زؼ١ٓ ِٓ ( وّب ثbِٓ اٌغٍه اٌضبٔٝ )هٌٛخ ds( ٌؼٕقش هٌٛٗ aعزة اٌغٍه الاٚي )هٌٛٗ 

)(

.

ass

dspa
dE





                                                                                                            (6.23)  

ؽ١ش )22.6(ٚرٌه ثبعزخذاَ إٌز١غخ   ضبٔٝ ػٍٝ اٌزشر١ت. ّ٘ب وضبفزٝ اٌغٍى١ٓ الاٚي ٚاٌ ,

 ثبٌزىبًِ ٔغذ اْ لٛح اٌغزة اٌّزجبدي ث١ٓ اٌغٍى١ٓ رغبٜٚ 








bc

c
ass

ds
aE

)(
                                                                                                   (6.24)  

 ثبعزخذاَ اٌىغٛس اٌغضئ١خ فبْ 














 assaass

111

)(

1
                                                                                              (6.25)  

 ٔغذ اْ   (6.24)فٝ  (6.25)ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ 

ds
ass

E

bc

c

















11
   

 
bc

c
ass



 )ln(ln   

bc

c
as

s
nl













    



































ac

c

abc

bc
lnln   
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  

  













bacc

acbc
E ln                                                                                       (6.26)  

 

 ٍِكٛظس 
ٚاٌزٝ رؼ١ٓ  (6.22)ثطش٠مخ ِجبؽشح ٚدْٚ الاعزؼبٔٗ ثبٌٕز١غخ اٌغبثمخ  (6.26)٠ّىٓ اٌؾقٛي ػٍٝ إٌز١غخ 

 ٌزىبًِ اٌضٕبئٝ وبلارٝ عزة عٍه سف١غ ٌٕمطخ ِبد٠خ ػٍٝ اِزذادٖ ٚرٌه ثبعزخذاَ ا

 
drdsاٌغزة اٌّزجبدي ث١ٓ ػٕقش٠ٓ ه١ٌّٛٙب   ِٓ اٌغٍى١ٓ ٠زؼ١ٓ ِٓ  ,

2
)(

.

sr

dsdr
dE





  

 ٠ٚىْٛ اٌغزة اٌّزجبدي ث١ٓ اٌغٍى١ٓ ِغب٠ٚب 

 












bcs

cs

ar

r
sr

dsdr
E

0

2
)(

                                                                                              (6.27)  

 ٔغذ اْ  rثبعشاس اٌزىبًِ ثبٌٕغجخ اٌٝ 
























bcs

cs

ar

r

ds
sr

E

0

1
   

ds
ss

bc

c

















1

11
    

 غبثمخ. ٘ٛ ٔفغٗ اٌزىبًِ اٌزٜ عجك ؽغبثٗ ٚٔؾقً ػٍٝ ٔفظ إٌز١غخ اٌ sٔلاؽع اْ اٌزىبًِ ثبٌٕغجخ اٌٝ 

 

 ٔط١ؿس  
ارا وبْ اؽذ اٌغٍى١ٓ لا ٔٙبئ١ب فبْ اٌغزة اٌّزجبدي ٠ظً ِؾذٚدا فّضلا ارا وبْ اٌغٍه الاٚي لا ٔٙبئ١ب , اٜ اْ 

a   ْفب 

  















 cbaa

bcbc
E

a (
lnlim    
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






 


c

bc
ln                                                                                                    (6.28)  

 جٌؿزخ ذ١ٓ لشص دجتشٜ ٚٔمطس ِحد٠س ػٍٝ ِكٛسٖ. 

 
ِٓ اٌزّبصً ٠زنؼ اْ اٌغزة ٠ىْٛ  drٚعّىٙب  rٔمغُ اٌمشؿ اٌٝ ؽٍمبد ٚٔؼزجش اؽذّ٘ب ٔقف لطش٘ب 

 ٠ٚزؼ١ٓ ِٓ  ocِؾٛس٠ب اٜ فٝ ارغبٖ 




cos
22

ly

dm
dE


                                                                                                        (6.29)  

 وزٍخ اٌؾٍمخ ٚرغبٜٚ  dmؽ١ش 

drrdm 2                                                                                                               (6.30)  

 ٔغذ اْ  (6.29)فٝ  (6.30)ثبٌزؼ٠ٛل ػٓ وزٍخ اٌؼٕقش ِٓ 

2322
)(

2

lr

rdrl
dE





                                                                                                         (6.31)  

 ٚرٌه ثبعزخذاَ 

22

1
cos

lr 

                                                                                                           (6.32)  

 ٠ٚىْٛ عزة اٌمشؿ ٌٍٕمطخ اٌّبد٠خ ِغب٠ٚب 
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




a

o
lr

rdr
lE

2322
)(

2                                                                                               (6.33)  

 ٔغذ أْ  )33.6(ثئعشاس اٌزىبًِ فٟ 
a

o

lrlE 2

1

22
)(2


     















lla

l
11

2
22

     












22

12

la

l
                                                                                                (6.34)  

 جٌضج٠ٚس جٌّؿغّس 

 
. اٌضا٠ٚىىخ اٌّغغىىّخ ٌٍّخىشٚه ٘ىىٝ اٌّغىىبؽخ اٌزىىٝ ٠مطؼٙىىب اٌّخىىشٚه ػٍىىٝ oٔفىشك اْ ِخىىشٚه ساعىىٗ ػٕىىذ 

 .oعطؼ وشح ٔقف لطش٘ب اٌٛؽذح ِٚشوض٘ب ٠مغ ػٕذ ساط اٌّخشٚه 

 ٠ٚؼّىً صا٠ٚىخ ؽىبدح  dsٚاْ اٌؼّىٛدٞ ػٍىٝ اٌّغىبؽخ  ٠dwمبثً اٌضا٠ٚخ اٌّغغىّخ  dsٔفشك اْ ػٕقش ِغبؽخ 

 وّب ثبٌؾىً . opِغ 

 ِٓ ٕ٘ذعخ اٌؾىً فبْ 
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1

cos
2

r

dw

ds



  

2

cos

r

ds
dw


                                                                                                             (6.35)  

ٌطبل١ىٗ اٌزىٝ اسرفبػٙىب رغىبٜٚ ِغىبؽخ ا 2ػٍىزٌه رىْٛ اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ ٌٍّخشٚه اٌذائشٜ اٌمبئُ اٌزٜ صا٠ٚخ ساعخ 

cos1  . 

 اٜ أْ 

)cos1(2                                                                                                            (6.36)  

 جٌٕمطس جٌؼىغ١س 
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bفبٔىٗ رٛعىذ ٔمطىخ  cِٚشوض٘ىب  rقىف لطش٘ىب ٔمطخ نبسط وىشح ٔ bارا وبٔذ    رغىّٝ إٌمطىخ اٌؼىغى١خ ٌٍٕمطىخb 

 ؽ١ش 
2

. rcbbc                                                                                                                      (6.37)  

 فٟ اٌقٛسح  )37.5(٠ّىٓ وزبثخ 

cb

r

r

bc



                                                                                                                       (6.38)  

bcacbaرؼٕٝ أْ اٌّضٍض١خ )38.6(اٌّؼبدٌخ  ,  ِْزؾبثٙب 

 

 ِؿحي صك١فس ِغط٠ٛس ػٕذ ٔمطس  حسؾٙح.
 ٠غبٜٚ Bِغبي اٌؼٕقش ػٕذ  dsٔمغُ اٌقف١ؾخ اٌّغز٠ٛخ إٌٝ ػٕبفش ٚٔؼزجش أؽذا٘ب اٌزٞ ِغبؽزٗ 

2
r

ds
   

اٌّشوجىىخ اٌؼّٛد٠ىىخ ٌٍّغىىبي )أٞ فىىٟ الارغىىبٖ  Aٚػٕىىذ  dsٚاٌؼٕقىىش  B٘ىىٟ اٌجؼىىذ٠ٓ  rؽ١ىىش  ABٚفىىٝ الارغىىبٖ 

 اٌؼّٛدٞ ػٍٝ اٌقف١ؾخ( رغبٜٚ 




cos
2

r

ds
dE                                                                                                           (6.39)  

 
 رأنز اٌقٛسح اٌجغ١طخ  (6.39)فبْ  (3.35)ثبعزخذاَ اٌؼلالخ 

 ddE                                                                                                                   (3.40)  

 .  Bػٕذ   dsٟ٘ اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ اٌزٟ ٠ؾذ٘ب اٌؼٕقش dؽ١ش 
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 ٔؾقً ػٍٝ  (6.40)ثزىبًِ 

E                                                                                                                      (3.41)  

 . Bٟ٘ اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ اٌزٟ رؾقذ٘ب اٌقف١ؾخ ػٕذ  ؽ١ش 

 

 

 أِػٍس
 

 :(1ِػحي )
جٌٛجلؼس ػٍٝ جٌؼّٛدٞ ػٍٟ ِغطٛٞ  Bتشٞ ػٕذ ٔمطس لإ٠ؿحد ِؿحي لشص دج (6.41)جعطخذجَ جٌّؼحدٌس  

 .  cجٌمشص ٠ّٚش ذحٌّشوض 

 جٌكً

 
 

 رزؼ١ٓ ِٓ  Bاٌزٟ رؾقش٘ب اٌذائشح ػٕذ اٌّغغّخ ؽ١ش اْ اٌضا٠ٚخ 

).cos1(2     

 أْ ٔغذ  (6.41)ثبعزخذاَ اٌّؼبدٌخ 

)cos1(2  E   

 ؽ١ش أْ 
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22

cos

al

l



   


















22

12

al

l
E    

 ٟٚ٘ ٔفظ إٌز١غخ اٌزٟ ؽقٍٕب ػ١ٍٙب ف١ّب عجك. 

 

 

 :(2ِػحي )

جغرص أْ ِؿحي لتشز وش٠ٚس ػٕذ ٔمطس دج ٍٙح ٠غحٜٚ صفش ٚجْ ِؿحي جٌمتشز ػٕذ ٔمطس  حسؾٙح ٘ٛ ٔفظ 

 ىشز ٚوطٍطٗ ضغحٜٚ وطٍس جٌمتشز. جٌّؿحي ٌؿغ١ُ ػٕذ ِشوض جٌ

 جٌكً

 
 .  aأٚلا: ػٕذ ٔمطخ دانً اٌمؾشح 

ٔأنز ػٕقش ِغبؽخ 
1

ds  ػٍٝ عطؼ اٌمؾشح اٌىش٠ٚخ ٠ؾقش صا٠ٚخ ِغغّخd  ػٕذa  اٌّطٍٛة ؽغبة اٌّغبي

 ػٕذ٘ب. 

اٌىش٠ٚخ ِٓ اٌغٙخ الأنشٜ فٟ اٌّغبؽخ  اٌمؾشح رمبثً dإْ  ٔفشك
2

ds  . 
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2

2

2

2

1

1
coscos

r

ds

r

ds
d


                                                                                              (1) 

abradrؽ١ش  
12

ي اٌؼٕقش .   ِغب,
1

ds ػٕذa  ِٓ ٓ٠زؼ١ 

2

1

1

1
r

ds
dE


                                                                                                                     (2)  

 ( فبْ 1ِٓ )





cos
2

1

1
d

r

ds
   

 ( ٔغذ إْ ٠ٛ2ل فٟ )ثبٌزؼ





ddE

cos
1
                                                                                                                  (3)  

 .  abٚفٝ الارغبٖ 

ثبٌّضً ِغبي اٌؼٕقش 
2

ds  ػٕذa  ِٓ ٓ٠زؼ١ 

2

2

2

2
r

ds
dE


                                                                                                                    (4) 

 ( رأنز اٌقٛسح 4( ٔغذ إْ )1ثبعزخذاَ )





ddE

cos
2
                                                                                                                  (5)  

 . adٚفٝ الارغبٖ 

( ٔغذ أْ ِغبي اٌؼٕقش5ٓ٠(,)3ِٓ )
12

, dsds   ػٕذ ٔمطخa  ٜأْ ِزغبٚٞ فٟ اٌّمذاس ِٚزنبد فٟ الارغبٖ , ا

رمغ١ُ عطؼ اٌمؾشح اٌىش٠ٚخ إٌٝ ػٕبفش ٠ّىٓ ٠غبٜٚ اٌقفش, ٚؽ١ش أٗ  aِؾقٍخ ِغبي اٌؼٕقش٠ٓ ػٕذ 
1

ds  ٟف

ٚػٕبفش ِمبثٍخ  عٙخ 
2

ds  الانشٞ ِٓ فٝ اٌغٙخa ٌ ٍٍٟمؾشح ػٕذ ٔمطخ دانٍٙب فئْ فإٔٔب ٔغزٕزظ أْ اٌّغبي اٌى

a   ٠غبٚٞ ففش 

   aػٕذ ٔمطخ نبسط اٌمؾشح غح١ٔح : 

 

٠غبٚٞ      aػٕذ  dsِغبي اٌؼٕقش 
2

r

ds
 .    abٚفٟ الارغبٖ  

 رغبٚٞ      acفٟ الارغبٖ  dsِشوجخ ِغبي اٌؼٕقش 

  


cos
2

r

ds
dE                                                                                                               (6)  

aٔفشك أْ      إٌمطخ اٌؼىغ١خ ٌٍٕمطخ ٟ٘a ٚأْ اٌؼٕقشds  ٠ؾقذ ػٕذa  صا٠ٚخd   ؽ١ش 
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2

cos

r

ds
d





                                                                                                                     (7)  

 ٔغذ أْ    (6),(7)ِٓ 

  




d
r

r
dE

2

2


                                                                                                                  (8)  

rrمؾشح اٌىش٠ٚخ ٠زي١ش وً ِٓ ػٍٟ عطؼ اdsٌثزي١ش اٌؼٕقش  ,  ٌٚىٓ ِٓ رؼش٠ف إٌمطخ اٌؼىغ١خa  ٌٍٕمطىخa  ْفىئ

baccbaاٌّضٍض١خ  ,   ْ٠ىٛٔبْ ِزؾبث١ٙٓ ٠ٕٚزظ أ 

ca

cb

ba

ba



 

 أٞ أْ  

l

l

r

r 



                                                                                                                               (9)  

rrأٞ أْ إٌغجخ ث١ٓ  ,  رظً صبثزخ ٌغ١ّغ اٌؼٕبفشds . 

 ( ٔغذ أْ 8( فٟ )9ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )




d
l

l
dE

2

2


  

 ثبٌزىبًِ ٔغذ أْ 

2

2

l

l
E

 
   

aٟ٘ اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ ٌٍمؾشح اٌىش٠ٚخ ػٕذ ؽ١ش    ٜٚٚرغب4  ْٚٔغذ ا 
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2

2
4

l

l
E





  

 رغبٜٚ  mؽ١ش اْ وزٍخ اٌمؾشح اٌىش٠ٚخ 
2

4 lm     

2
l

m
E


                                                                                                                         (10)  

 

ٚٔغزٕزظ اْ ِغبي اٌمؾشح اٌىش٠ٚخ ػٕذ ٔمطخ  a( رؼ١ٓ ِغبي اٌمؾشح اٌىش٠ٚخ ػٕذ ٔمطخ نبسعٙب ِضً 11اٌؼلالخ )

 . cع ػٕذ ِشوض اٌىشح ٛنبسعٙب ٠غبٜٚ ِغبي عغ١ُ وزٍزٗ رغبٜٚ وزٍخ اٌمؾشح اٌىش٠ٚخ ِٚٛم

 

 

  (3ِػحي )

ػٕذ سأط جٌّخشٚغ ٠غحٜٚ  mجغرص أْ ؾٙذ ِخشٚغ أؾٛف وطٍطٗ
h

m  cos2
جسضفحع  hق١ع  

  .صج٠ٚس سجعس 2جٌّخشٚغ , 

 

 جٌكً
 

 ٔمغُ اٌّخشٚه الأعٛف إٌٝ ػٕبفش وً ِٕٙب ػجبسح ػٓ ؽٍمخ ٚٔؼزجش إؽذٜ ٘زٖ اٌؾٍمبد. 

 

 ٠زؼ١ٓ ِٓ  oعٙذ اٌؼٕقش )اٌؾٍمخ( ػٕذ ساط اٌّخشٚه 

r

dm
dv


                                                                                                                          (1)  

 وزٍزٗ اٌؼٕقش ٚرغبٜٚ  dmؽ١ش 
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drdm   2    

 ( ٔغذ أْ 1( فٟ )2ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

r

dr
dv




2
                                                                                                                (3)  

 ِٓ اٌؾىً ٔغذ اْ 

r

x
sin                                                                                                                            (4)  

 ( ٔؾقً ػٍٝ 4(, )3ِٓ )

 

drdv  sin2   

 ٠زؼ١ٓ ِٓ   oعٙذ اٌّخشٚه الأعٛف وٍٗ ػٕذ سأعٗ 







sec

sin2

h

o

drv   

 . sechؽ١ش هٛي ساعُ اٌّخشٚه ٠غبٜٚ 

 secsin2 hv   

 

 tan2 hv                                                                                                               (5)  

 

 ضُ ذكّذ الله ضؼحٌٟ ٚضٛف١مٗ
 د/سِعحْ ػرذالله ِكّذ

                                                                                            


