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23(k+1)
2
 – (k+1) 2

Pnn = k+1n = k

n = 1n

(7
n
 – 2

n
)5

 n

Pn(7
n
 – 2

n
)5

n = 1

 7
1
 – 2

1
 = 5 

5n = 1

n = k(7
k
 – 2

k
)  5

n = k+1

7
k+1

 – 2
k+1

 = (7)(7)
k
 – (7)(2)

k
 + (7)(2)

k
 – (2)(2)

k
 

                = 7[7
k
 – 2

k
] + (5)(2)

k
  



Determinates 

 

 

(7
k
 – 2

k
)5(5)(2)

k
 

5(7
k+1

 – 2
k+1

)5

Pnn = k+1n = k

n = 1n

xnnx sinsin n

x

Pnxnnx sinsin 

n = 1

.sin)1()1sin( xx   

n = 1

n = kxkkx sinsin  

n = k+1

    .sincoscossinsin1sin xkxxkxxkxxk 

   .sincoscossin1sin xkxxkxxk    

1cos xx

     xkxxkxkxxk sin1sinsinsinsin1sin  .

Pnn = k+1n = k

n = 1n

x



Determinates 

 

 

 

n

(i) 2 + 6 + 12 +…+ n(n+1) = (1/3)(n)(n+1)(n+2). 

(ii) 3 + 11 + 19 + ... + (8n - 5) = 4n
2 

– n. 

(iii) 1
3 

+ 2
3 
+ 3

3
 + ... + n

3
 = (1 + 2 + 3 + ... + n)

2
. 

(iv) 1 + 1/2 + 1/4 + ... + 1/2
n-1

 = 2 – 1/2
n-1

. 

(v)  (1)(2) + (2)(3) + (3)(4) + …+ (n)(n+1) = (1/3)(n)(n+1)(n+2). 

[(11)
n
 – (4)

n
]7

n

(7
n
–6n–1)36

n

)( nn yx )( yx 

n

)( 22 nn yx )( yx 

n 

 

 Seriesالمتسلسلات 



Determinates 

 

 

 أي متسلسلة )متوالية( هي مجموع حدود متتابعة، فمثلا تعريف :

 إذا كانت

 },...,,{ 21 naaa :متتابعة منتهية )محدودة( ، فإن المجموع 

  



n

k

kn aaaa
1

21 )1(...    

يمثل المتسلسلة المنتهية المناظرة لهذه المتتابعة ، وبالمثل المتسلسلة 

ي متسلسلة تحتوى على عدد لانهائي من الحدود ، وي رمز اللانهائية ه

 لها عادة بالتعبير:

 )2(......
1

21 





k

kn aaaa  

الرمز 


n

mk

ka  هو اختصار للمجموعnmm aaa   ...1 

nmkيدل على المجموع ، وأن  المصطلحو ,  تدل على أن

 وأمثلة على ذلك: nويتدرج حتى يصل إلى  mالمجموع يبدأ من 

(a) 
30

1

20

1

12

1

6

1

55

1

44

1

33

1

22

11
22

5

2
222

















k kk

. 

(b) 
n

n

k

k

2

1
...

4

1

2

1
12

0




 . 

(c) ...
16

1

9

1

4

1
1

)1(

1
2

1











k

k

k
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 .الحد النوني في المتسلسلة naي سمى 

 .(2)أو  (1) الحد العام للمتسلسلة ka وي سمى

 

 

 

 

 

 

 Sum of Finite Series جمع المتسلسلات المنتهية

  طرق جمع أي متسلسلة تختلف باختلاف نوع المتسلسلة، ومن

 :أنواع المتسلسلات ما يلي



Determinates 

 

 

 العددية المتسلسلة. 

 .المتسلسلة الهندسية 

 الهندسية العددية المتسلسلة. 

 دين.متسلسلة مفكوك ذات الح 

 سية.الأ المتسلسلة 

 اللوغاريتمية المتسلسلة. 

 :المتسلسلة العدديةأولا: 

 :تكونالصورة العامة للمتسلسلة العددية 
 a + (a+d) + (a+2d) + ... + (a+(n-1)d) 

حد  nمجموع أول عدد الحدود ، و nالأساس ،  dالحد الأول ،  aحيث 

 :يكونالمتسلسلة العددية من حدود 
 Sn = (n/2)[2a + (n-1)d] . 

 :المتسلسلة الهندسيةثانياا: 

 :تكونالصورة العامة للمتسلسلة الهندسية 
 a + a r + a r

2
 + ... + a r

n-1
 

حد  nمجموع أول عدد الحدود ، و nالأساس ،  rالحد الأول ،  aحيث 

 :يكون الهندسيةالمتسلسلة  من حدود
Sn = a (1 – r

n
)/(1 – r) ; r  1. 

 

 

 

 

 

 :سلسلة العددية الهندسيةالمتثالثاا: 

 :تكونالصورة العامة للمتسلسلة العددية الهندسية 
a + (a+d) x + (a+2d) x

2
 + (a+3d) x

3
 + ... + (a+(n-1)d) x

n-1
 

 xمتسلسلة عددية ، بينما تكون قوى  xحيث تكون معاملات قوى 

 متسلسلة هندسية .

جمع  طريقة تتم بنفسطريقة جمع المتسلسلة العددية الهندسية و

 :تكون كالتاليالمتسلسلة الهندسية ، و
Sn = a+(a+d)x+(a+2d)x

2
+...+(a+(n-2)d)x

n-2
+(a+(n-1)d)x

n-1
           (1) 

xSn = ax+(a+d)x
2
+(a+2d)x

3
+...+(a+(n-2)d)x

n-1
+(a+(n-1)d)x

n 
       (2) 



Determinates 

 

 

 ينتج أن: (1)من   (2)بطرحو
Sn(1-x) = a + d x + d x

2
 + d x

3
 + ... + d x

n-1
 – (a+(n-1)d) x

n
 

           = a – (a+(n-1)d) x
n
 + d x (1 + x + x

2
 + ... + x

n-2
) 

           = a – (a+(n-1)d) x
n
 + d x (1 – x

n-1
) / (1 – x) 

 Sn = [ a – (a+(n-1)d) x
n
 ] / (1 – x) + d x (1 – x

n-1
) / (1 – x)

2
 . 

 

 :مفكوك ذات الحدينرابعاا: متسلسلة 

أن  فإذا افترضنامفكوك ذات الحدين ،  كأنهيبدو متسلسلة أي مجموع 

nxxهوالمعطاه مجموع المتسلسلة  )( 0  : الذي مفكوكه هو 

...
)1)(2(

)1(

)1(

2
2

0

1

0
0 






x
xnn

x
xn

x
nn

n  

يكفي ووبمقارنة هذه المتسلسلة حدا بحد مع المتسلسلة المعطاة )

nxxمقارنة الثلاث حدود الأولى( يمكن إيجاد  ,, وبالتالي يمكن جمع   0

 المتسلسلة المعطاة.

 

 :لجمع المتسلسلات طريقة الفروق -1

الحد الحد العام )تتلخص هذه الطريقة في محاولة التعبير عن 

للمتسلسلة في صورة فرق بين كميتين من نفس الطابع ،  ra(الرائي

 ومن مرتبتين متتاليتين ، أو التعبير 

في صورة فرق بين قيمتي دالة عند موضعين متتالين  ra عن

 لمتغيرها.

 (الحد الرائي): إذا أمكن كتابة الحد العام نظريةra 

للمتسلسلة


1r

ra 

  :على الصورة
)()1( rrar                    (1) 

 يكون: حدود المتسلسلة حد من nمجموع أول إن ف



Determinates 

 

 

).1()1(   nSn  

  :على الصورة كتابة الحد العام للمتسلسلةأو إذا أمكن 
)1()(  rrar                   (2) 

 :فإن
).1()1(  nSn   

nrعن قيمة  (1): بالتعويض في الإثبات ,...,3,2,1 ينتج أن: 
)1()2(1  a  

)2()3(2  a  

  

)1()(1  nnan   

)()1( nnan    

 )1()1(... 121

1

  



 naaaaaS nn

n

r

rn . 

 

 

 

 



Determinates 

 

 

 أمثلة: 

   n(n+1) + ... + (4)(3) + (3)(2) + (2)(1)  أوجد مجموع المتسلسلة -1

)1(لمتسلسلة يكون ل: الحد العام الحل  rrar :وندرس الفرق  

.3)1(3)1()1()2)(1( rarrrrrrrr     

 ).()1()]1()1[(
3

1
)]2)(1([

3

1
rrrrrrrrar    

)]1()1[(حيث 
3

1
)(  rrrr وبتطبيق نظرية الفروق ينتج أن: 

)].2)(1([
3

1

)]11(1)11[(
3

1
)]2)(1([

3

1

)1()1(







nnn

nnn

nSn 

 

حدا من  nأن مجموع أول  تحقق منالفروق  طريقةباستخدام  -2

])1)(12[( الأعداد الطبيعية يساويمربعات متسلسلة 
6

1
 nnn  

 :الإثبات





n

r

rn
1

2222 ...21  

 .)1(2 rrrrar   

 .)1(
1 1 1

2

1

  
  


n

r

n

r

n

r

n

r

r rrrra  

])1)(2[( أن تحققنا منومن المثال السابق 
3

1
)1(

1




nnnrr
n

r

  

 وحيث أن


n

r

r
1

])1[( هي متسلسلة عددية مجموعها يساوي 
2

1
nn 

 فيكون:

)].12)(1([
6

1
)]1([

2

1
)]2)(1([

3

1

1
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nnnnnnnnr
n
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Determinates 

 

 

 nإلى  ... + (5)(4)(3) + (4)(3)(2) + (3)(2)(1)  أوجد مجموع المتسلسلة -3

 .حدا

)1)(2(هوللمتسلسلة الحد العام  :الحل  rrrar ندرس الفرقو:    

rarrrrrrrrrrr 4)2)(1(4)2)(1()1()3)(2)(1(   

)()1()]2)(1()1[(
4

1
)]3)(2)(1([

4

1
rrrrrrrrrrar  

 

)]1()1)(2[(حيث 
4

1
)(  rrrrr وبتطبيق نظرية الفروق ينتج أن: 

)].3)(2)(1([
4

1

)1()1(





nnnn

nSn 

 

....  اجمع المتسلسلة -4
!4

3

!3

2

!2

1
  إلىn حدا. 

 هوللمتسلسلة الحد العام  :الحل
)!1( 


r

r
ar ندرس الفرقو:    
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 :وبتطبيق نظرية الفروق ينتج أن

.
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n
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حدا من  nباستخدام طريقة الفروق تحقق من أن مجموع أول  -5

])1[(2مكعبات الأعداد الطبيعية يساوي متسلسلة 
4

1
nn  

 :الإثبات
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 من حدود المتسلسلة:حد  nأوجد مجموع أول  -6

...
)10)(7(

1

)7)(4(

1

)4)(1(

1
  

  :الحل
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 من حدود المتسلسلة:حد  nوع أول أوجد مجم -7

...
)5)(4)(3(

1
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1

)3)(2)(1(
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 من حدود المتسلسلة:حد  nأوجد مجموع أول  -8

...)
3
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 nبطريقة الفروق أوجد مجموع كلا من المتسلسلات الآتية إلى  (1)

 حدا:
1-  ...)7)(5()5)(3()3)(1(   

2-  ...)10)(7()7)(4()4)(1(   

3-  ...)13)(9()9)(5()5)(1(   

4-  ...)13)(10)(7()10)(7)(4()7)(4)(1(   

5-  ...)!3)(3()!2)(2()!1)(1(   

6-  ...
)4)(3(

1

)3)(2(

1

)2)(1(

1
  

7-  ...
)5)(4(

1

)4)(3(

1

)3)(2(

1
  

8-  ...
)6)(5(

1

)5)(4(

1

)4)(3(

1
  

9-  ...
)7)(5(

1

)5)(3(

1

)3)(1(

1
  

10- ...
)8)(7(

1

)7)(6(

1

)6)(5(

1
  

11- ...
)9)(7)(5(

1

)7)(5)(3(

1

)5)(3)(1(

1
  

12- ...
)13)(10)(7(

1

)10)(7)(4(

1

)7)(4)(1(

1
  

 أثبت أنبطريقة الفروق لجمع المتسلسلات  (2)
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rr1 13)13)(23(
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 أثبت أنبطريقة الفروق لجمع المتسلسلات  (3)
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 واستخدم ذلك لاثبات أن       
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nnr
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22 )14(
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1
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باستخدام الاستنتاج ( 3( ، )2في التمارين ) تحقق من صحة النتائج) -

 الرياضي(.



Determinates 

 

 

********************************************
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Determinates 

 

 

 :معينةالالجمع بطريقة المعاملات غير  -2
 :الأمثلة التاليةا من جيدهذه الطريقة تتضح 

 .حدا nإلى  .... + (10)(7) + (7)(4) + (4)(1) أوجد مجموع المتسلسلة -1

  كتب المتسلسلة على الصورة:ن :الحل
(1)(4)+(4)(7)+(7)(10)+...+(3n-2)(3n+1) ≡ a0+a1n+a2n

2
+a3n

3
+..... (1) 

 نحصل على: nبدلا من  (n+1)وبوضع 
(1)(4)+(4)(7)+(7)(10)+...+(3n+1)(3n+4) ≡ a0+a1(n+1)+a2(n+1)

2
 

                                                                       +a3 (n+1)
3
 + ....        (2) 

 ينتج أن:  (2)من   (1)وبطرح
(3n+1)(3n+4) ≡ a1 + a2 (2n+1) + a3 (3n

2
+3n+1) + ....                  (3) 

n,  nوبمقارنة معاملات 
 (3)الحد المطلق في الطرفين للعلاقة و 2

 :نحصل على
3a3 = 9  a3 = 3  

3a3 + 2a2 = 10  a2 = 3 

a1 + a2 + a3 = 4  a1 = -2 

a4 = a5 = .... = 0 

 Sn ≡ a0 – 2n + 3n
2
 

 :نينتج أ n = 1وبوضع 
S1 = 4 = a0 – 2 + 3  + 3   a0 = 0 

 Sn = n(3n
2
+3n-2)  . 

 .حدا nإلى  .... + (13)(3) + (12)(2)+ (11)(1) اجمع المتسلسلة -2

  كتب المتسلسلة على الصورة:ن :الحل
(1)(11)+(2)(12)+(3)(13)+...+n(n+10) ≡ a0+a1n+a2n

2
+a3n

3
+... 

 :على نحصل  في هذه العلاقة nبدلا من  n+1بوضع و
(1)(11)+(2)(12)+(3)(13)+...+(n+1)(n+11) ≡ a0 + a1 (n+1) + a2 (n+1)

2
  

                                                                           + a3 (n+1)
3
 + .... 

 :وبطرح العلاقة الأولى من هذه العلاقة ينتج أن
(n+1)(n+11) ≡ a1 + a2 (2n+1)  + a3 (3n

2
+3n+1) + ... 

n, nوبمقارنة معاملات 
 نحصل على:الحد المطلق  في الطرفين و  2

 

 
3a3 = 1  a3 = 1/3 

3a3 + 2a2 = 12  a2 = 11/2 

a1 + 2a2 + a3 = 11  a1 = 31/6 

a4 = a5 = a6 = ... = 0 



Determinates 

 

 

 Sn ≡ a0 + (31/6) n + (11/2) n
2
 + (1/3) n

3
. 

 :في هذه المتطابقة ينتج أن n = 1وبوضع 
S1 = (1)(11) = 11 = a0 + (31/6) + (11/2) + (1/3)  a0 = 0 
 Sn = (1/6) (n) (2n

2
+33n+31) = (1/6) (n) (n+1) (2n+31) . 

مربعات الأعداد الطبيعية  متسلسلة منحد  nإيجاد مجموع أول  -3

 . معينةالباستخدام طريقة المعاملات غير 

  كتب المتسلسلة على الصورة:ن
1

2
 + 2

2
 + 3

2
 + ... + n

2
 ≡ a0 + a1 n + a2 n

2
 + a3 n

3
 + ... 

 في العلاقة السابقة: nبدلا من  n+1نضع و
 1

2
 + 2

2
 + 3

2
 + ... + (n+1)

2
 ≡ a0 + a1 (n+1) + a2 (n+1)

2
 + a3 (n+1)

3
 + ... 

 :بطرح العلاقة الأولى من الثانية نحصل علىو
(n+1)

2
 ≡ a1 + a2 (2n+1) + a3 (3n

2
+3n+1) + ... 

في الطرف الأيسر  nتطابقة حيث أن أعلى قوى للعدد وفي هذه الم

لابد الحدود التالية لها ، وهكذا  a4 ,a5هي التربيع فإنه ينتج من ذلك أن 

أن تكون جميعها أصفار ، وبمقارنة المعاملات في الطرفين للعلاقة 

 :الأخيرة نحصل على
1 = 3a3  a3 = 1/3 

2a2 + 3a3 = 2  a2 = ½ 

a1 + a2 + a3 = 1  a1 = 1/6 

 1
2
 + 2

2
 + 3

2
 + ... + n

2
 ≡ a0 + (1/6) n + (1/2) n

2
 + (1/3) n

3
  

 :في العلاقة السابقة نحصل على n = 1وبوضع 
1 = a0 + (1/6) + (1/2) + (1/3)  a0 = 0  
 1

2
 + 2

2
 + 3

2
 + ... + n

2
 = (1/6) n + (1/2) n

2
 + (1/3) n

3
  

                                       = (n/6) (1+3n+2n
2
) 
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r
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Convergence & divergence of Infinite 

Series
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 .المتسلسلة تقاربية 
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 Algebra of Complex Numbersالأعداد المركبة جبر 

),(أي ثنائي مرتب :تعريف yx   حيث عدد مركبسمى ي ،Ryx ,  

 سمى المركبةي   yسمى المركبة الحقيقية، والعدد الحقيقيي   xالعدد الحقيقي

),(ة للعدد المركبالتخيلي yx . 

 :وللعدد المركب ثلاث صور

 .الصورة المعتادة وت سمى أيضا الصورة القياسية للعدد المركب 

 .الصورة القطبية للعدد المركب 

 .الصورة الأسية وت سمى أيضا صورة أويلر للعدد المركب 



),(إذا كان yxz  :عدد مركب فإن الصورة 
.iyxz   

ت سمى الصورة المعتادة أو الصورة القياسية للعدد  1iحيث

 . zالمركب

التخيلي للعدد الجزء  yوي سمى zللعدد المركبالحقيقي  الجزء xوي سمى

 وي كتب:  zالمركب
.)Im(,)Re( yzxz   

iyxzولكل عدد مركب   عدد مركب مرافقiyxz  :حيث 
).Im()Im(,)Re()Re( zzzz   

iyxzولكل عدد مركب  معكوس جمعي iyxz   

 z0ومعكوس ضربي للعدد

22

1

))((

1

yx

iyx

iyxiyx

iyx

zz

z

z
z









  . 

 1أوجد :أمثلة,,,)Im(,)Re(  zzzzz بةلكل من الأعداد المركz 

 لآتية:ا

1,
1

1
,2,,2,21 




i
iiii   

 .تمرين فصلي: الحل
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 :ملاحظات

اعتبارها حالات خاصة من الأعداد المركبة، وذلك الأعداد الحقيقية يمكن 

   باعتبار أن العدد الحقيقي هو عدد مركب جزءه التخيلي صفر.

 ي سمى عدد تخيلي خالص.جزءه الحقيقي صفر العدد المركب الذي  -1

 222111 , iyxziyxz 

212121 , yyxxzz   

 :المستوى المركب

ونأخذ أي  XOYى محدد فيه مجموعة إحداثيات كارتيزيةنفرض مستو

iyxzعدد مركب   ثم نعين في المستوى النقطة),( yxM  واضح أن

),(يحدد النقطة المناظرة له zالعدد المركب yxM العكس وب ،تحديدا تاما

),(بفرض نقطة ما yxM ،فإنه يمكن تحديد العدد في المستوىiyxz  

yxحيث  Mأي أن النقطة Mهما الإحداثيان السيني والصادي للنقطة ,

 انظر الشكل: zتعين العدد المركب

 

 

 

 

   

 

بهذه الطريقة يمكن القول بأنه توجد علاقة وحيدة متبادلة بين الأعداد 

المركبة ونقط المستوى ، بمعنى أن كل عدد مركب يحدد نقطة واحدة في 

وذلك بتثبيت  المستوى، وكل نقطة في المستوى تقابل عددا مركبا واحدا،

iyxzولذلك فإن العدد المركب XOYمجموعة إحداثيات معينة  

),(يمكن كتابته بالصورة yxz   

yxكعلاقة ثنائية مرتبة من العددين الحقيقيين  كما سبق شرحه. ,

 ي سمى المستوى المشار إليه بالمستوى المركب.

Y 

X 

M(x,y) 

O 
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  :لعدد المركب الصورة القطبية لثانيااThe Polar Form: 

),(النقطة لتكن yxM توى المركب تمثل العدد ـفي المس

iyxzالمركب   

),(هي Mونفرض أن الإحداثيات القطبية للنقطة r اا:إذ 
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             (1) 

)sin(cos

sincos





ir

rirz




       (2) 

 

iyxzبالصورة القطبية للعدد المركب (2)ت سمى العلاقة   

 تتحددان من العلاقتين: ,rأن  (1)لاحظ من العلاقةوي  

 
)4(tan

)3(,

1

22

x

y

yxr






 

  zمقياس العدد المركب rسمىتحديدا تاما ، وت   rتحدد (3)العلاقة

 :وعلى ذلك يكون zوي رمز عادة للمقياس بالرمز 

 22 yxzr   

   z argument ofسعة العدد المركبت سمى  (4)تحقق العلاقة  كل زاويةو

)(argكتب وت   z.  

 .   2يكون مضاعفا للزاوية  zالفرق بين أي سعتين للعدد المركبو

وتحقق أيضا الشرط  (4) التي تحقق العلاقة الزاوية و   

قد تكون  والزاوية  zقيمة الأساسية لسعة العدد المركبالت سمى 

ولابد أن نلاحظ أن العلاقة  ، وقد تكون سالبة ، موجبة
x

y1tan  غير

ساسية لسعة لتعيين القيمة الأولذلك تعيينا تاما ،  كافية لتعيين الزاوية 

  العدد المركب

 كما يلي:  يجب أن نحدد أولا الربع الذي تقع فيه الزاوية
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 فإذا كانت إلى 0تقع في الربع الأول )من
2


( وذلك عندما تكون  

نسبها المثلثية ) tan,cos,sin كلها موجبة فإن )  تكون مباشرة هي

 القيمة الأساسية لسعة العدد المركب .

 أما إذا كانت تقع في الربع الثاني ) من
2


( وذلك عندما تكون  إلى 

النسب المثلثية) tan,cos ( سالبة والنسبة المثلثية )sin  موجبة )

0فإن 0حيث  هي الزاوية معلومة النسب المثلثية

( tan,cos,sin  بغض النظر عن الإشارة ، والتي تكون غالبا هي )

,0...,لأحد الزوايا المعروفة مث
6

,
3

,
4

,
2

,,2


 . 

 أما إذا كانت تقع في الربع الثالث ) من إلى
2

3
( وذلك عندما  

تكون النسب المثلثية ) cos,sin ( سالبة والنسبة المثلثية )tan  )

)(فإنموجبة  0  0حيث  هي الزاوية معلومة النسب المثلثية

( tan,cos,sin .بغض النظر عن الإشارة ) 

 أما إذا كانتت تقتع فتي الربتع الرابتع ) متن
2

3
عنتدما ( وذلتك  2إلتى 

تكتتتون النستتتب المثلثيتتتة ) tan,sin ( ستتتالبة والنستتتبة المثلثيتتتة )cos  )

0موجبتتتتتتتة فتتتتتتتإن  0حيتتتتتتتث  هتتتتتتتي الزاويتتتتتتتة معلومتتتتتتتة النستتتتتتتب

المثلثية) tan,cos,sin .بغض النظر عن الإشارة ) 
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 :أمثلة

الآتيتة: zالمقياس والقيمة الأساسية للسعة لكل متن الأعتداد المركبتة أوجد

  
iiii  1,31,3,1  

 ثم ضع كلا منها في الصورة القطبية.

 :الحل
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 من ثم يكون:، وول تقع في الربع الأ  اا إذو
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 من ثم يكون:، وثاني تقع في الربع ال  اا إذو
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 من ثم يكون:، وثالث تقع في الربع ال  اا إذو
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 من ثم يكون:، و تقع في الربع الرابع  اا إذو

 .
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].)
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(sin)
4

(cos[21
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 :الأعداد المركبة المترافقة وخواصها

iyxzالعدد المركبذكرنا سابقا أن    ي سمى بالعدد المرافق للعدد

 المركب

iyxz  222111وإذا كان , iyxziyxz  عددين مركبين  

 مكن التأكد من صحة العلاقات الآتية:في
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zzوبالنسبة للعددين   :نلاحظ أن ,
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 :تكون zوالقيمة الأساسية لسعة 

 ).(tan)(tan 11

x
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 بإشارة مخالفة. zأي أنها تساوي القيمة الأساسية لسعة 
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 :خواص مقياس وسعة الأعداد المركبة

,21بفرض أن  zz .عددين مركبين 

21: إذا كانتالخاصية الأولى zz   21فإن zz  ا صحيح ليسالعكس و

 عموماا.

  ليكن: الإثبات
  222111 , iyxziyxz    
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21والعكس نفرض أن  zz  
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2121وهذا لا يتطلب أن يكون , yyxx   21أي لا يتطلب أن يكون zz   

فمثلا القيم 
2

1
,0,

2

1
2211  yxyx  21تعطينا zz   21بينما zz  . 

 : الخاصية الثانية
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2121 ,
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21: نفرض أن الإثبات , zz في الصورة القطبية: 
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,)sin(cos
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021ولأن  21zz وهذه هي الصورة القطبية لحاصل الضرب rr    

212121 zzrrzz   . 
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 :وبنفس الطريقة يكون
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وهذه هي الصورة القطبية لخارج القسمة 
2
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z

z
0ولأن   
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r

r
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1

z

z

r

r

z

z
  

 ونلاحظ مما سبق أنه باستخدام الاستنتاج الرياضي يمكن إثبات أن:

nn zzzzzz ...... 2121   

 أي عدد صحيح موجب. nحيث 

 : الخاصية الثالثة

).(arg)(arg)(arg

,)(arg)(arg)(arg

21

2

1

2121

zz
z

z

zzzz





 

 . ( ** ) ,( * )رة من العلاقتين وهذه الخاصية تتضح مباش

 أن: مكن إثباتباستخدام الاستنتاج الرياضي يو
 Znzzzzzz nn ;)(arg...)(arg)(arg)...(arg 2121  
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 :ملاحظة

,21هما القيمتان الأساسيتان لسعتي  ,21 إذا كانت  zz  فإن القيمة

21تكون هي  21zzالأساسية لسعة    اعتباروذلك ب   21  

 تكون مساوية 21zzوإذا لم يتحقق هذا الشرط فإن القيم الأساسية لسعة 

 للمقدار 221  . 

وبالمثل تكون القيمة الأساسية لسعة 
2

1

z

z
 لـ تكون مساوية  221  . 

 :أمثلة

izizizإذا كانت  -1 31,,1 321    

فأوجد القيم الأساسية لسعة 
3

1
32 ,

z

z
zz. 

  :الحل

لتكن  321هي القيم الأساسية لسعات ,, ,, zzz وحيث  على الترتيب ،

 :إن

.
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32نستنتج أن القيمة الأساسية لسعة  الأخيرةوباستخدام الملاحظة  zz 

 :تكون
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والقيمة الأساسية لسعة 
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1

z

z
 :تكون 
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 ، بإيجاد بويمكن استخدام الخاصية الثالثة لمقياس وسعة العدد المرك

3

1
32 ,

z

z
zz  

 ثم حساب القيم الأساسية لسعة كل منهما كما يلي:

])31(31[
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32القيمة الأساسية لسعة  اا إذ zz تكون:   
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والقيم الأساسية لسعة 
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 :تكون 
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,21لأي عددين مركبين -2 zz  2121أن تحقق من zzzz   

  ليكن: الإثبات
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والثانية في  cosوفي العلاقتين الأخيرتين بضرب العلاقة الأولى في 

sin  

 :والجمع نحصل على

.

1)(cos,1)(cos;
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 يكون:لاحظ أنه يمكن تعميم هذه النتيجة باستخدام الاستنتاج الرياضي فوي  

nn zzzzzz  ...... 2121  

 . nلأي عدد صحيح موجب

,21 لأي عددين مركبين -3 zz 2121أن  تحقق من zzzz  

 :في الصورة 1z : نكتبالإثبات
 )()( 2211 zzzz   

  :وبتطبيق نتيجة المثال السابق يكون
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  الأسية للعدد المركبصورة ثالثاا: ال: 

sin(cos(عدد مركب في الصورة القطبية zليكن  irz   

 :أن في ضوء دراستنا لمفكوكات الدوال نعلمو

...)
!7!5!3

(...)
!6!4!2

1(

...
!4!3

)(

!2

)1(
1

...
!4!3!2!1

1

753642

432

432





















i

i
ie

xxxx
e

i

x

 

  :وأن

)1(sincos

...
!7!5!3!1

sin

,...
!6!4!2

1cos

753

642









 iei 





 

 كتابته في الصورة: يمكن zأي عدد مركب اا إذ
)2(ierz   

 zصورة أويلر للعدد المركبالصورة الأسية أو ت سمى  (2)هذه الصورة

 :نستنتج أن (1)ومن
)3(sincos  ie i   

 :بالجمع والطرح على الترتيب نحصل على (3),(1)ومن

)(
2

1
sin,)(
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1
cos   iiii ee
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نحيث إو ikiki eee 2)2( . حيثk  ومن ثم فإن:عدد صحيح موجب ، 
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 :نحصل على (2)معادلةوبأخذ لوغاريتم طرفي ال

 
)4(loglog

.loglog)(loglog
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 .zلعدد المركبا لوغاريتمت سمى  (4)هذه الصورةو

  zlogللمقدار فيكون عدد لا نهائي من السعات zوحيث إن للعدد المركب

 zهي القيمة الأساسية لسعة عدد لانهائي من القيم . فإذا كانت أيضاا 

  فيكون:
)5(...,2,1,0;)2(loglog  kkizz   
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 ركبةللأعداد الم نظرية دي موافر: 

sin(cos(العدد   nin  هو قيمة أو إحدى قيم المقدارni )sin(cos    

 القياسية. nلجميع قيم

 : يوجد ثلاث حالات ممكنة هي:الإثبات

  :عدد صحيح موجب nعندما تكون ( 1)
 العلاقة: سوف نستخدم الاستنتاج الرياضي لإثبات
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باقي خطوات  كمالولاست 2nصحيحة في حالة  (5)أي أن العلاقة 

knصحيحة في حالة  (5)الاستنتاج الرياضي نفرض أن العلاقة    حيث
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1وسنثبت صحة العلاقة في حالة  kn  باستخدام(**) . 
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1صحيحة في حالة  (5)أي أن العلاقة  kn  بفرض صحتها في حالة

kn   2، لكنها صحيحة في حالةn   لذلك فهي صحيحة في حالة

3n  4وبالتالي تكون صحيحة في حالةn  أي أنها صحيحة .. وهكذا

 الصحيحة الموجبة. nلجميع قيم 

ضع وبو  n...21  نحصل على: (5)في العلاقة 

  .sincos)sin(cos  nini n   
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عدد صحيح  nوبذلك نكون قد أثبتنا صحة نظرية دي موافر في حالة 

موجب ، ويكون في هذه الحالة العدد  nin sincos   هو القيمة الوحيدة

  :للمقدار
ni )sin(cos    .  

 :عدد صحيح سالب n( عندما تكون2)

mnنفرض أن    حيثm اا:عدد صحيح موجب. إذ 
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عدد صحيح سالب ،  nوبذلك نكون قد أثبتنا نظرية دي موافر في حالة 

ويكون أيضا في هذه الحالة العدد  nin sincos  لوحيدة هو القيمة ا

 :للمقدار
ni )sin(cos    .  

 :يعدد كسر n( عندما تكون3)

نفرض أن 
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n  حيث km,  عددان صحيحان ليس بينهما عامل مشترك
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أي أن  nin sincos   هي إحدى قيمk
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عدد كسري ، ويكون  nوبذلك نكون قد أثبتنا نظرية دي موافر في حالة 

في هذه الحالة العدد  nin sincos   هي إحدى قيم المقدار
ni )sin(cos   . 

 إثبات نظرية دي موافر.وبذلك ينتهي 
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  القيم المختلفة للمقدارni )sin(cos    عندما تكونn عدد كسري: 

كسرية فإن العدد  nمن نظرية دي موافر يتضح أنه إذا كانت 

 nin sincos   ليس سوى إحدى قيم المقدارni )sin(cos    ولإيجاد

القيم الأخرى لهذا المقدار نفرض أن 
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n   حيثkm,  عددان صحيحان

 ، ليس بينهما عامل مشترك سوى الواحد الصحيح.
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kوبالتالي فإن القيم المختلفة للمقدار 

m

i )sin(cos   :ت عطى بالعلاقة 
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kوهذا يعني أنه يوجد عدد لا نهائي من القيم للمقدار 
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s'أي أن 
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وبما أن
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 بكتابة جميع القيم للعلاقة السابقة على شكل متتابعة  اا إذ

 لا نهائية 

,,...,  في الصورة 210 zzz  

1210الحدود نجد أن و ,...,,, kzzzz  مختلفة ، ثم تتكرر هذه الحدود بعد ذلك

 بنفس ترتيبها.

 :أمثلة
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ثم احسب قيمته عندما
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وعندما
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وعندما
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