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اٌىّج١ٛرش ِمذِخ ػٓ   

ذٌ ػَو اىنَثٞ٘ذس ىؽو اىؼدٝد ٍِ اىَؽنلاخ. فقد ؼو فٚ اىثداٝح اىَعاالو اىسٝالاٞح ٗاىْٖدظاٞح. 

شااٌ ذؼاٍااو ٍااغ اىثٞاّاااخ ارااساق ذعازٝااح. ٗٝؼَااو ٕاارٓ ااٝاااً ماات اج ذؽنااٌ فااٚ اى ٘اـاااخ 

ِ ٗاىطالساخ ٗخط٘ن إّراض اٟلاخ فٚ اىَفاّغ. ٝقً٘ اىنَثٞ٘ذس تؼَئ فٚ مو ٕرٓ اىَعالاخ ػ

 نسٝق اظرقثاه اىثٞاّاخ شٌ ٍؼاىعرٖا شٌ إخساض اىَخسظاخ.

 ٍنّ٘اخ اىنَثٞ٘ذس:

 ٝرنُ٘ اىنَثٞ٘ذس ٍِ ظصلِٞ أظاظِٞٞ َٕا:

1- Hardware ااظصاء اىفيثح 

2- Software .ٍعَ٘ػح اىثساٍط اىرٜ ذرؽنٌ فٚ ػَو ااظصاء اىفيثح 

خسٙ اىراٜ ذفاٌَ ىيقٞااً ٝرَٞص اىنَثٞ٘ذس تتّٔ آىح ىلاظرخداٍاخ اىَرؼد ج, تخلاف اٟلاخ اا

تؼَو ٗاؼد فقه. ٝسظغ ذىال إىاٚ باتيٞاح اىنَثٞا٘ذس ىيثسٍعاح تثاساٍط ٍرؼاد ج ٍٗخريفاح ىيقٞااً 

 تَٖاً ٍرؼد ج. ٗمرىل لاذفاىٔ تاىؼدٝد ٍِ ااظٖصج ٗ اىَؼداخ ااخسٙ.

 اىَنّ٘اخ اىفيثح ىينَثٞ٘ذس:

 ٝ٘ظد أزتؼح أّ٘اع ٍِ اىَنّ٘اخ اىفيثح ىينَثٞ٘ذس ٕٗٚ:

 خاهٗؼداخ الإ  -1

 ٗؼداخ الإخساض -2

 اىرامسج اىسلٞعٞح -3

 ٗؼدج اىؼلاض ٗاىَْطق -4
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 ٚحذاد الإدخبي ٚٚحذاد الإخشاط:

ذؼَو أظٖصج الإ خاه ػيٚ إ خاه اىثٞاّاخ ٍاِ اىخاازض إىاٚ ذاماسج اىنَثٞا٘ذس. ٝ٘ظاد اىؼدٝاد 

ٍِ أظٖصج الإ خاه, ٍْٖا, ى٘ؼح اىَفاذٞػ, ٍؽسك اابساؾ, ٍؽسك اابساؾ اىَ ْانٞعٞح, 

 ٘لٜ, اىفتزج.اىَاظػ اىم

أٍااا أظٖااصج الإخااساض فرؽااَو: ٍؽااسك اابااساؾ, ٍؽااسك اابااساؾ اىَ ْانٞعااٜ, اىؽاؼااح, 

 اىطاتؼح.

 ٍِ ٍَٞصاخ اىنَثٞ٘ذس:

 .Automationبدزذٔ ػيٚ اا اء تطسٝقح أٗذٍ٘اذٞنٞح  -1

 . Programmableباتيٞرٔ ىيثسٍعح  -2

 اىٚ: ْٝقعٌ اىنَثٞ٘ذس ؼعة اؼعاٍح

  microcomputerؼعٌ ـ ٞس  -1

  minicomputerه  ؼعٌ ٗظ -2

  mainframe computerؼعٌ مثٞس  -3

ذ٘ظد اىؼدٝد ٍِ اىَؽنلاخ فٚ اىْٖدظح ٗاىؼياً٘ َٝناِ أُ ٝؼثاس ػْٖاا فاٚ ـا٘زج ٍؼاا لاخ 

ذفالايٞح ٍصااو ٍعاالو اىؽسمااح الإرصاشٝااح ٍٗعاالو اىرٞااازاخ ٗاىعٖاا٘  فاٚ  ٗالااس اىرٞااازاخ 

ا لاخ تاظرخداً ب٘اِّٞ اىرفالاو اىَرس  ج...ٕٗنرا.ىنِ, بد ٝنُ٘ اىؽو اىدبٞق ىَصو ٕرٓ اىَؼ

ـااؼة أٗ رٞااس ٍ٘ظاا٘  فااٜ تؼااك اىؽااالاخ. ىاارىل ّيعاات إىااٚ ؼااو ذياال اىَؼااا لاخ تطااس  

, ٕٗٚ نس  ن٘ٝيح ٗذعرٖيل اىنصٞس ٍِ Numericallyذقسٝثٞح, ٗذىل تؽيٖا تطس  ػد ٝح

اى٘باااد. ىااارىل ّعااارخدً تاااساٍط اىنَثٞااا٘ذس. ظااا٘ف ّرْااااٗه ْٕاااا تؼاااك اىطاااس  اىسٝالاااٞح 
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تاااساٍط ؼاااو ذيااال اىَؼاااا لاخ ػاااد ٝا. ٗمااارىل تؼاااك ناااس  الاظااارنَاه  اىَعااارخدٍح فاااٜ

Interpolation أٛ ذنَيح ٍا ّقؿ ٍِ تٞاّاخ.  ٗ اىر٘فٞق ,Fitting اظرْراض افمو ٕ٘ٗ ,

 خه أٗ ٍْؽْٚ َٝس تَعَ٘ػح ٍِ اىثٞاّاخ. 
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 اٌجبة الاٚي

 ِمذِخ ػٓ اٌفشٚق

ح فاٜ ٍرعيعايح. ذعارخدً ّراالط ٝ٘ظد فسع ٍِ اىسٝالٞاخ ٍٖرٌ تاىفسٗ  تِٞ اازباً اىَرراىٞ

ؼعاب بٌٞ ذفاللاخ باد ٝفاؼة ؼعااتٖا تااىطس   ٕرٓ اىفسٗ  فٜ مصٞس ٍِ اىرطثٞقاخ ٍْٖا

. ٝ٘ظااد شلاشااح اّاا٘اع ٍااِ اىفااسٗ : اىفااسٗ  الاٍاٍٞااحف ٗاىفااسٗ  اىخيفٞااحف ٗاىفااسٗ  اىرؽيٞيٞااح

 اىَر٘ظطح.

 اٌّمصٛد ثبٌفشٚق الاِب١ِخ

   Yn = 3n – 1                    تفسق أُ ىدْٝا اىَؼا ىح

, تاىرؼ٘ٝك ػِ ٕرٓ اىقٌٞ فٜ اىَؼا ىح ّؽفو ػيٜ   … , n = 1 , 2 , 3ـاىؽح ىيقٌٞ 

    .. , Y                     2 , 5 , 8 , 11 , 14اىقٌٞ اىراىٞح ىيَر ٞس 

 ٗاىفسٗ  ااٍاٍٞح تِٞ اازباً اىَرراىٞح فٜ اىْرالط ٕٜ : 

5 - 2 = 3    ,     8 - 5  = 3    ,     11-8 = 3       ,        14-11 = 3 , ..  

 ٝرٌ مراتح ظيعئ اازباً ٗظيعئ اىفسٗ  ػا ج ماىراىٜ : 

 ّرالط  19 11 8 5 2

 فس  أٍاٍٜ أٗه   3 3 3 3

 

Yn = nمرىل تفسق أُ ىدْٝا اىَؼا ىح : 
2
 – 3n –2   
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 اىف٘زج اىراىٞح:ذنُ٘ اىْرالط ٗاىفسٗ  ااٍاٍٞح فٜ   .. , n = 1 , 2 , 3فئّٔ ىيقٌٞ 

 ّرالط   16    8     2     2 –     4 –  4 –

فس  أٍاٍٜ أٗه               8     6     4     2     0     

فس  أٍاٍٜ شاّٜ     2     2     2     2      

ٗأزبااً اىفاف  فذنُ٘ اازباً فٜ اىفف اىصاّٜ ٕاٜ فاسٗ  اازبااً فاٜ اىفاف ااٗه

اىفف اىصاّٜ . ذعاَٚ أزبااً اىفاف اىصااّٜ تااىفس  ااٗه ىيفاف اىصاىس ٕٜ فسٗ  اازباً فٜ 

 ىٔ .  ح  اىصاّٞٗٗأزباً اىفف اىصاىس تاىفس فااٗه

y1 , y2تف٘زج ػاٍح ف إذا فسلْا أُ        
 
, y3 , .. yn   

 ٕٜ أٝح أزباً ٍرراىٞح ف فئُ اىفسٗ  ااٗىٜ ىٖا ذؼطٜ ٍِ اىؼلابح 

∆yn = yn+1 - yn  

∆   طٜ ٍِٗ :ٗفسٗبٖا اىصاّٞح ذؼ
2
yn = ∆yn+1 - ∆yn                        

                                        

∆                                 ٗفسٗبٖا اىصاىصح ٝؼطٜ ٍِٗ :
3
yn = ∆

2
yn+1 - ∆

2
yn  

 ٗ اىصاّٜ ٗاىصاىس فٚ اىف٘زج  ٕٗنرا ف ٝؼطٜ ظدٗه اازباً ٗفسٗبٖا ااٗه

y1  y2  y3  y4  y5  

      ∆y1   ∆y2    ∆y3   ∆y4    ∆y5  

          ∆
2
y1   ∆

2
y2   ∆

2
y3  ∆

2
y4  ∆

2
y5  

              ∆
3
y1   ∆

3
y2    ∆

3
y3  ∆

3
y4   ∆

3
y5  

Etc 
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 رفبظً اٌذاٌخ اٌّزصٍخ ثذلاٌخ اٌفشٚق

ٝ٘ظاد شالاز ناس  ىؼَاو ذىال تطسٝقاح  , )×(َاح ٍؼيٍ٘اح ه ٞػْاد ب F (x)ىؽعاب ذفالو  اىاح 

. ذعااَٚ ٕاارٓ اىؼَيٞااح تااِٞ بااٌٞ ٕاارٓ اىداىااححً, ٗذىاال تاااىرؼٞٞس ػااِ اىرفالااو تدلاىااح اىفااسٗ  ذقسٝثٞاا

 تؽعاب ذفالو اىداىح ػد ٝاً. ٕرٓ اىطس  ٕٜ : 

 ؼعاب اىرفالو تدلاىح اىفس  ااٍاٍٜ. .1

 ؼعاب اىرفالو تدلاىح اىفس  اىخيفٜ. .2

 ؼعاب اىرفالو تدلاىح اىفسٗ  اىَسمصٝح. .3

 ٍا ٕ٘ اىرفالو ؟ 

 فٜ اىف٘زج اىراىٞح :  F(x) اىح  ٝؼسف ذفالو

x

xfxxf
xF

o 






)()(
lim)(1        →    (1) 

ـا ٞسج ظاداً  x∆ًً لاتد ٍِ ظؼو x,ػْد بَٞح ٍؼْٞح  ىنٜ ٝرٌ إٝعا  ٕرا اىرفالو ػد ٝا

 . ٗٝرٌ ؼعاب اىرفالو تاؼدٙ اىطس  اىصلاز اىعاتقحىنْٖا لا ذعاٗٛ اىففس . 

 

 اٌزفبظً الاٚي ثذلاٌخ اٌفشق الاِبِٝ:

1- Forward difference approximation of the first derivative:  

 نُ٘ فٜ اىف٘زج اٟذٞح : ٝ F'(x)ؼيٌ أُ ذفالو اىداىح ّ
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x

xfxxf
xf

ox 






)(()(
lim)(  

 ـ ٞسج ظداً ٝنُ٘ : x∆عؼو تٗ

x

xfxxf
xf






)()(
)(1  

       

 

 

 

 

 

 زظٌ ذ٘لٞؽٚ ىؽعاب اىرفالو الاٗه تدلاىح اىفس  الاٍاٍٚ

fَح ٞىرىل إذا أز ّا إٝعا  ب   
‟
(x)  ػْدx = xi  ف ّخرااز ّقطاح أخاسٙ ذثؼاد تَقاداز∆x 

 ٗتاىراىٜ ٝنُ٘ :  x = xi + 1ىلأٍاً ٗػْدٕا 

x

xifxxif
xf






)()(
)(1  

ii

i

xx

xifxf










1

1
)()(

  →    (2) 

   x = xi+1 – xi∆ؼٞس 

 

 

x+∆x 

 

x 

F(x) 

x 



13 

 

: اٌخٍفٝثذلاٌخ اٌفشق  الاٚي اٌزفبظً  

2- Backward difference approaimation of the first derirahive  

 ّؼيٌ ٍَا ظثق اُ

x

xfxxf
xf

ox 






)()(
lim)(1  

 ـ ٞسج ظداً ٝنُ٘ : x∆ٗتاػرثازبَٞح 

x

xfxxf
xf






)()(
)(1  

 مقَٞح ظاىثح ) أٛ فس  خيفٜ (, فاُ  x∆فئذا ذٌ اخرٞاز 

x

xfxxf
xf






)()(
)(1  

x

xxfxf






)()(
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٘لٞؽٚ ىؽعاب اىرفالو الاٗه تدلاىح اىفس  اىخيفٚزظٌ ذ

 

x 
x 

F(x) 

x-∆x 
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 x∆َٝنْْاا أُ ّخرااز ّقطاح ذسظاغ ػْٖاا تَقاداز   x = x iػْاد  F'(x)فئذا أز ّا إٝعاا  

 ٜٕٗx = x i – 1  : ٜٗتاىراى 

x

xfxif
xf i




  )()(

)( 11  

1

1)()(










ii

i

xx

xfxif
  →    (3) 

   x = x i – x i – 1∆ؼٞس 

 1ٍصاه

 ازٗؾ ذؼطٚ ٍِ اىؼلابح اىراىٞح:اذا ماّد ظسػح ـ

t
tX

X
tv 8.9

21001014

1014
ln2000)(

4

4











  ,                   300  t  

, اظاارخدً فااس  t=16sاظاارخدً ؼعاااب اىرفالااو ت٘اظااطح اىفااس  الاٍاااٍٚ ىرؼٞااِٞ اىؼعيااح ػْااد 

 .t=2s∆ٍقدازٓ 

 اىؽو:

(                                              2ٍِ اىَؼا ىح )
t

tvtv
ta ii




  )()(

)( 1 

2

,16





t

ti
 

 

 ti + 1 = ti + ∆t  

  = 16 + 2 = 18  
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2

)16()18(
)16(

vv
a


  

  V(16) , V(18)تاىرؼ٘ٝك ىؽعاب 

)18(8.9
)18(21001014

1014
2000)18(

4

4













 InV  

= 453.02 m/s  

)16(8.9
)16(20001014

1014
2000)16(

4

4













 InV  

 = 392.07 m/s  

 ٗتاىراىٜ : 

2

)16()18(
)16(

vv
a


  

2

07.39202.453 
   = 30.475 m/s

2 
 

 ٕٗرا ٕ٘ اىؽو اىرقسٝثٜ تدلاىح فس  اىعسػاخ 

 

 فئّْا ّفالو اىَؼا ىح :  16s.,  a(16)َح اىؽقٞقٞح ىيؼعيح ػْد ٞلإٝعا  اىق

t
t

IntV 8.9
21001014

1014
2000)(

4

4













  

 ٗذىل ماىراىٜ :

 )()( tV
dt

d
ta   

 ٍِ اىَؼيً٘ أُ : 
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 
t

tIn
dt

d 1
)(       ,      

2

11

ttdt

d









 

8..9
21001014

1014

1014

21001014
2000)(

4

4

4

4



























tdt

dt
ta  

8.9)2100(
)210010414(

1014
)1(

10414

21001014
2000)(

2

44




























t

t
ta  

t

t

3200

4.294040




  

)16(3200

)16(4.294040
)16(




a  

= 29.674 m/s
2 
 

 ٍِ ٍقازّح اىقَٞح اىرقسٝثٞح تاىقَٞح اىؽقٞقٞح َٝنِ ٍؼسفح ٍقداز اىخطت تعثة اىرقسٝة . 

 إذا ماّد ظسػح ـازٗؾ ذؼطٜ ٍِ اىؼلابح  :  2ٍصاه 

8.9
21001014

1014
2000)(

4

4















t
IntV        30 to  

ف اظارخداً فاس   .t = 16sأؼعة تاظرخداً ذقسٝاة اىفاس  اىخيفاٜ ىيرفالاو ااٗه اىؼعياح ػْاد 

  .t = 2s∆ٍقدازٓ 

 

 اىؽــــــو :

    ( 3ٍِ اىؼلابح  )
t

tVtv
ta ii




  )()(

)( 1 
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2

)14()16(
)16(

14216

2

16

1

VV
a

t

t

t

i

i














 

sm

InV

/07.392

)16(8.9
)16(21001014

1014
2000)16(

4

4

















 

sm

InV

/24.334

)14(8.9
)14(21001014

1014
2000)14(

4

4

















 

2/915.28
2

24.33407.392

2

)14()16(
)16( sm

vv
a 





  

 .  تَٝنِ ؼعاب اىخط ىيرفالوٗتَؼسفح اىقَٞح اىؽقٞقٞح 

 اٌفشق الأِبِٟ اٌزفبظً الاٚي ثذلاٌخ اٌحصٛي ػٍٟ

ثبعزخذاَ ِزغٍغٍخ رب٠ٍٛس  الاٚي  

Derivative of the forward difference approximation 

From Taylor series 

ٗماو ٍؽارقاذٖا ػْاد  xiػْد ّقطح  F (x)ذْؿ ّظسٝح ذاٝي٘ز ػيٜ أّٔ فٜ ؼاىح ٍؼسفح بَٞح  اىح 

  xi + 1فائُ بَٞاح اىداىاح ػْاد   xi  ٗxi + 1ذيل اىْقطح ف تؽسن أُ ذنُ٘ اىَؽرقاخ ٍرفيح ٍا تِٞ 

 ٝؼطٜ ٍِ اىؼلابح اىراىٞح: 

........)(
!2

)(
))(()()( 2

11

1

1

11

  iiiiiii xx
xif

xxxfxfxF  
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   x = xi + 1 – xi∆ىيرعٖٞو ّؼ٘ق ػِ 

........)(
!2

)(
)()()( 2

11

1

1   x
xf

xxfxfxf i

iii  

)(
)()(

)(

..........)(
21

)()()(
)(

11

11

11

xo
x

xfxf
xf

x
xf

x

xfxf
xf

ii

i

iii

i

















 

 .  (x∆)في  ذثِٞ أُ اىخطت فٜ اىرقسٝة ٝنُ٘  اىح o(∆x)ؼٞس 

اىعااتقح مَاا ٝلاؼاع أُ اىؽاو اىْااذط ػاِ اىفاس   ٝلاؼع أّْا اظرخدٍْا ْٕا ػلاٍح = تادلاً ٍاِ 

 (. 1مَا أذمػ ٍِ اىَصاه ) (x∆)ُ٘ أمثس ٍِ اىقَٞح اىؽقٞقٞح تَقداز ٝرْاظة ٍغ ااٍاٍٜ ٝن

اٌحصٛي ػٍٟ اٌزفبظً الاٚي ثذلاٌخ اٌفشق اٌخٍفٝ 

. الاٚي ثبعزخذاَ ِزغٍغٍخ رب٠ٍٛس  

 Derivative of the backward difference approximation 

From Taylor series 

........)(
!3

)(
)(

!2

)(''
)()()( 3

'''

2'

1  x
xf

x
xif

xxfxfxf i

iii  

)(
)()(

)( 11 xo
x

xfxf
xf ii

i 



   

 .xىرىل فاُ اىدبح ذص ا   تْقؿ  xٗالػ اُ  زظح اىدبح ذنُ٘  اىح فٚ 
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اٌحصٛي ػٍٟ اٌزفبظً الاٚي ثذلاٌخ اٌفشق اٌّشوضٜ 

.ثبعزخذاَ ِزغٍغٍخ رب٠ٍٛس  

Central difference approximation of the first derivative. 

خدً اىفس  اىَسمصٙ تدلا ٍِ اىفس  الاٍاٍٚ اٗ اىفس  اىخيفٚ ٗذىل ىي٘ـ٘ه اىٚ  باح امثاس ّعر

 فٚ ذؼِٞٞ اىرفالو ػد ٝا.

 ٍِ ٍفن٘ك ذاٝي٘ز ّؼيٌ أّ فٚ ؼاىح اىفسٗ  الاٍاٍٞح:

.......)(
!3

)(
.)(

!2

)(
))(()()( 3

'''
2

''
'

1  x
xif

x
xif

xxfxfxf iii           1 

 مرىل, فٚ ؼاىح اىفسٗ  اىخيفٞح:

........)(
!3

)(
)(

!2

)(''
)()()( 3

'''

2'

1  x
xf

x
xif

xxfxfxf i

iii               2 

  1ٍِ اىَؼا ىح  2تطسغ اىَؼا ىح 

.......)(
!3

)(2
.)2)(()()( 3

'''
1

11   x
xif

xxfxfxf iii  

.......)(
2

)()(
)( 211' xo

x

xfxf
xf ii

i 



   

ذؼرثااس ٕاارٓ اىَؼا ىااح امصااس  بااح فااٚ ؼعاااب اىرفالااو الاٗه لاُ اىخطاات  اىااح فااٚ ٍستااغ اىَعااافح 

 .∆xاىف ٞسج 
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 مثال

 إذا ماّد ظسػح ـازٗؾ ذؼطٜ ٍِ اىؼلابح   

8.9
21001014

1014
2000)(

4

4















t
IntV        30 to  

 t∆فاس  ٍقادازٓ  ٍعرخدٍاف  .t = 16sػْد  اىفسٗ  اىَسمصٝحىرفالو ااٗه تاظرخداً ا أؼعة

= 2s.. 

 اىؽو:

 
x

xfxf
xf ii

i



 

2

)()(
)( 11'  

14

18

2

16

1

1













i

i

i

t

t

t

t





 

2*2

)14()18(
)(

vv
ta


  

sm
x

x
v /02.453)18(8.9

18(21001014

1014
ln2000)18(

4

4











  

sm
x

x
v /24.334)14(8.9

14(21001014

1014
ln2000)14(

4

4











  

2/659.29
4

24.33402.453
)16( sma 







 
  

 بَٞح أ   ٍِ ذيل اىرٜ ذٌ اىؽف٘ه ػيٖٞا تاظرخداً اىفس  الاٍاٍٚ أٗ اىفس  اىخيفٜ.
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 زظٌ ذ٘لٞؽٚ ىؽعاب اىرفالو الاٗه تدلاىح اىفس  اىَسمصٙ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x x+∆x 
x 

F(x) 

x-∆x 
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 اٌجبة اٌضبٔٝ

 اٌفشٚق الأِب١ِخ
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 اٌفــــشٚق الأِب١ِـــــخ 

 
اٍو ٍغ تداٝاخ ٍرعيعيح اىثٞاّاخ. تفسق ٗظ٘  بٌٞ ذعرخدً اىفسٗ  الاٍاٍٞح ػْدٍا ّرؼ    

 yiتاا ىح [ ف مو بَٞح ٝقاتيٖا  xi] ذعَٚ بٌٞ  xiٍؼيٍ٘ح ػْد ّقان ٍؽد ج ىيَر ٞس اىَعرقو 

فئُ فسٗ  اىقٌٞ   xi+h – xi = hػيٜ أتؼا  ٍرعاٗٝح تؽٞس  xiمَر ٞس ذاتغ . ٗتفسق أُ اا ىح 

 بح : ذؼطٜ ٍِ اىؼلا yiاىْاذعح ىيَر ٞس اىراتغ 

∆yi = yi+1 – yi    → (1)  

 ت٘لغ اىفٞغ اىراىٞح ىيرعٖٞو ف 

yi+1 = yr , yi+2 = y2r , yi+3 = y3r …  

 :  اٌزب١ٌخفٜ اىف٘زج  yi , xiفئّٔ َٝنِ زظٌ اىؼلابح تِٞ 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 : اٌزب١ٌخ( اىف٘زج 1ىرىل ذتخر اىَؼا ىح )

∆yi = yr – yi    → (1)  

Y2r 

 
Yr 

 
Yi 

 

Xi          Xi+h Xi+2h 
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 ٍاٍٞح ااٗىٜ .ٗذعَٜ ٍؼا ىح اىفسٗ  اا

( فاٜ i (yi),(تدلاىاح باٌٞ اىَر ٞاس اىرااتغ  yi∆ّلاؼع أّْا ؼعثْا اىفسٗ  ااٍاٍٞح ااٗىٜ 

 ٕرٓ اىؽاىح ذؼثس ػِ ذسذٞة اىسبٌ فٜ ٍرعيعيح اىثٞاّاخ اىَؼثسج ػِ اىْرالط . 

 فسٗ  اىفسٗ  ااٍاٍٞح ااٗىٜ ذعَٜ تاىفسٗ  ااٍاٍٞح اىصاّٞح ٗذؽعة ماىراىٚ :

∆
2
yi = ∆(∆yi) = ∆yi+1 - ∆yi  

   = ∆yr - ∆yi  

   = (y2r – yr ) – ( yr – yi)  

   = y2r – yr – yr + yi  

   = y2r – 2yr + yi       → (3)  

 مرىل َٝنِ ؼعاب اىفس  ااٍاٍٜ اىصاىس :

∆
3
yi = ∆(∆

2
yi)  

 = ∆( y2r – 2yr + yi )  

 = ∆y2r - 2∆yr + ∆yi  

 = (y3r  - y2r ) – 2 ( y2r – yr ) + ( yr – yi )  

 = y3r – y2r – 2y2r + 2yr + yr – yi  

∆
3
yi = y3r – 3y2r + 3yr – yi     → (4) 

 i = r - 1أٗ   r = i + 1لا ذْعٚ تتُ 

 ٚثبٌّضً، ٠ّىٓ حغبة اٌفشق الأِبِٟ اٌشاثغ :

∆
4
yi = ∆ ( ∆

3
yi )  
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  = ∆( y3r – 3y2r + 3yr – yi )  

= ∆y3r - 3∆y2r + 3∆yr - ∆yi  

= ( y4r – y3r ) – 3( y3r – y2r ) + 3( y2r -  yr ) – ( yr – yi )  

= y4r – y3r – 3y3r + 3y2r + 3y2r – 3yr – yr + yi  

∆
4
yi = y4r – 4y3r + 6y2r – 4yr + yi    → (5)  

( فٟ iّىٓ ٚظغ لبْٔٛ ػبَ ٌحغبة اٌفشق إٌٛٔٝ الأِبِٟ ػٕذ أ٠خ ٔمطخ )٠ِّب عجك 

 اٌزب١ٌخ: اٌّزغٍغٍخ ٚرٌه ػٍٟ اٌصٛسح 

∆
n
yi = ∆

n – 1
yi+1 - ∆

n-1
yi  

∆فَصلاً َٝنِ إٝعا  
3
yi  اىفس  اىصاىس ااٍاٍٜ ػْد اىْقطح ٕ٘ٗi  : ٜماىراى 

∆
3
yi = ∆

2
yi+1 - ∆

2
yi                           → (1)  

 *ترطثٞف اىقاُّ٘ ػيٚ اىؽد الاٗه ٍِ اىطسف الاَِٝ ّعد

 ∆
2
yi+1 = ∆yi+2 - ∆yi+1  ……………………………*  

 ترطثٞف اىقاُّ٘ ػيٚ اىؽد اىصاّٚ ٍِ اىطسف الاَِٝ ّعد **

 ∆
2
yi = ∆yi+1 - ∆yi ……………………………………** 

 ٍِ اىَؼا ىح) * ( ّؽفو ػيٜ : 

∆
2
yi+1  = ( yi+3 – yi+2 ) – ( yi+2 – yi+1 )  

  = yi+3 – yi+2 – yi+2 + yi+1  

  = yi+3 – 2yi+2 + yi+1  

 ٍِ اىَؼا ىح ) ** ( ّؽفو ػيٜ : 
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∆
2
yi   = ( yi+2 – yi+1 ) – ( yi+1 – yi )  

  = yi+2 – yi+1 – yi+1 + yi  

  = yi+2 – 2yi+1 + yi  

∆( ػِ 1تاىرؼ٘ٝك فٜ ٍؼا ىح )
2
yi , ∆

2
yi+1 : ُفئ 

∆
3
yi   = ( yi+3 – 2yi+2 + yi+1 ) – ( yi+2 – 2yi+1 + yi )  

  = yi+ 3 – 2yi+2 + yi+1 – yi+2 + 2yi+1 – yi  

= yi+3 – 3yi+2 + 3yi+1 – yi  

ٍصلاً ٕٜٗ أٗه ّقطح فٜ ٍرعيعيح اىْرالط   i = oفئذا أز ّا ؼعاب اىفس  اىصاىس ػْد اىْقطح 

∆                                               فئُ :
3
yo = y3 – 3y2 + 3y1 – yo   

∆فٜ   i = oٗذىل تاىرؼ٘ٝك ػِ 
3
yi   .اىعاتقح 

 فئُ   i = 3اتؼح ٍصلاً مرىل فئُ اىفس  اىصاىس ػْد اىْقطح اىس

∆
3
y3 = y6 – 3y5 + 3y4 – y3  

∆مرىل فئُ 
3
y8  ُ٘ػْد اىْقطح اىراظؼح ذن 

∆
3
y8 = y11 – 3y10 + 3y9 – y8  

 ٕٗنرا .... 

 :  ٍصــــــاه

 أشثد أُ 

∆
4
yo = y4 – 4y3 + 6y2 – 4y1 + yo  

 اىؽـــــــــو :
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 ٍِ اىرؼسٝف 

∆
4
yo = ∆

3
y1 - ∆

3
y0      → (1) 

∆ٗؼٞس أُ 
3
yo : ٛٗذٌ اىؽف٘ه ػيٖٞا ٕٜٗ ذعا 

∆
3
yo =  y3 – 3y2 + 3y1 – yo  

∆فئُ 
3
y1  1ّنُ٘ ىٖا ّفط اىفٞ ح تصٝا ج اا ىح اىعفيٞح ) ترقدٍٖا ( تَقداز  

∆
3
y1 = y4 – 3y3 + 3y2 – y1  

 ( 1تاىرؼ٘ٝك فٜ )

∆
4
yo = y4 – 3y3 + 3y2 – y1 – y3 – 3y2 – 3y1 + yo  

 = y4 – 4y3 + 6y2 – 4y1 + yo                  ,,,,  اىَطيا٘ب ٕ٘ٗ                     

           

 ٍصاه : ىؽعاب اىفسٗ  ااٍاٍٞح 

yn =nتفاسق أُ ىادْٝا اىَؼا ىاح 
2
 – 3n – 2   ٌٞـااىؽح ىقاn = 1 , 2 , 3 , 4 , …   أٗظاد

   n = 3اىفس  ااٍاٍٜ ااٗه ٗاىفس  ااٍاٍٜ اىصاّٜ ػْد 

 

 اىؽـــــو : 

 ىٖا اىْرالط اىراىٞح  ynذنُ٘   … , n = 1 , 2 , 3 , 4 , 5ىقٌٞ 

y1  y2  y3  y4  y5  

-4  -4  -2  2 8 

 ٍؼا ىح اىفس  ااٍاٍٜ ااٗه ٕٜ 
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∆yi  = yr – yi  

∆y3 = y4 – y3  

 = 2 – (-2) = 4  

 ٍؼا ىح اىفس  ااٍاٍٜ اىصاّٜ 

∆
2
yi

 
  = y2r – 2yr + yi  

∆
2
y3

 
  = y5 – 2y4 + y3  

 = 8 – 2 (2) + (-2) = 8 – 4 – 2 = 2  

ٗه اىصاااّٚ ػيااٜ ىيرتمااد ٍااِ ذىاال اىؽااو ّنرااة ٍرعيعاايح اىْرااالط ٍٗرعيعاايرِٞ اىفااس  ااٍاااٍٜ اا

 اىرسذٞة ماىراىٜ :

y1  y2  y3  y4  y5    

ج  8 2 2- 4- 4- تائ ن  ال

فس  اٍاٍٚ اٗه            6       4       2        0        

 فس  اٍاٍٚ شاّٚ                 2  2  2             

 ٕ٘  y3ٍْٖا ٝرمػ أُ اىفس  ااٍاٍٜ ااٗه ػْد 

2 – (-2) = 4  

  y3 ٕ٘                                               6 – 4 = 2ٗأُ اىفس  ااٍاٍٜ اىصاّٜ ػْد 

 ٠ّىٓ حغبة اٌفشٚق الاِب١ِخ الاٚي ٚ اٌضبٔٝ ٚاٌضبٌش ٚ .... ثٛاعطخ اٌمبٔٛد اٌؼبَ اٌزبٌٝ:

1

0

)1( 















  k

k

i

k

i

i

i

k yy  
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 kفٚ اىفس  زبٌ  iٝؼطٚ ٕرا اىقاُّ٘ اىؽد زبٌ 

 ٕٚ زذثح اىؽد  اخئ. iٕٚ زذثح اىفس  ) الاٗه. اىصاّٚ, اىصاىس, .....( ٗ  kأٙ اُ  

اىؽد 






 k

i

ػثازج ػِ  
!

)(

i

k i

 0ٍاِ  Iباٌٞ  , 5ٗاىاٚ  1ٍاِ  kٗٝؼطٚ مَا فٚ اىعدٗه اىرااىٚ ىقاٌٞ  

 5.اىٚ 

5 4 3 2 1 0 i 

    1 1 1 

   1 2 1 2 

  1 3 3 1 3 

 1 4 6 4 1 4 

1 5 10 10 5 1 5 

ٍصلا                                                 

3
1*2

2*3

!2

3
,........3

1

3

!1

3
,.....4

1*2*3

2*3*4

!3

4 )2()1()3(

  

 

1ٍصاه: تاظرخداً اىقاُّ٘ 

0

)1( 















  k

k

i

k

i

i

i

k yy اؼعة اىفس  الاٍاٍٚ الاٗه iy 

 .1اىٚ  0ذر ٞس ٍِ  k=1  ,iّمغ فٚ اىقاُّ٘ 

 k=1  ,i=0أٗلا: ت٘لغ 

101

1

0

0

0 )1( yyy 













   

 k=1  ,i=1شٌ ت٘لغ 

i 

k 

k 
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00

1

1

1

1 )1( yyy 













  

 تعَغ اىَؼا ىرِٞ اىعاتقرِٞ,

01 yyyi   

 ٕٗ٘ اىفس  الاٍاٍٚ الاٗه.

 أٌفشق الاِبِٝ اٌضبٔٝ

 فس  الاٍاٍٚ اىصاّٚ, ٝتخر اىقاُّ٘ اىؼاً اىف٘زج اىراىٞح:ىؽعاب اى

i

ii

i

i yy 















  2

22

0

2 )1(  

 ٠ىْٛ i=0ثٛظغ 

  202

2

0

0

0

2 1 yyy 













   

 ٠ىْٛ i=1ثٛظغ 

  112

2

1

1

1

2 21 yyy 













   

 ٠ىْٛ i=2ثٛظغ 

  022

2

2

2

2

2 1 yyy 













   

 ثغّغ اٌضلاس ِؼبدلاد اٌغبثمخ ٔحصً ػٍٝ

012

2 2 yyyyi   
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 فظ اٌى١فجخ ٠ّىٓ حغبة اٌفشق الاِبِٝ اٌضبٌش ثٕ

 ح١ش ٠أخز اٌمبْٔٛ اٌؼبَ اٌصٛسح اٌزب١ٌخ:

i

ii

i

i yy 















  3

33

0

3 )1(  

 ٔحصً ػٍٝ i=0ثٛظغ 

  303

3

0

0

0

3 1 yyy 













   

 ٔحصً ػٍٝ i=1ثٛظغ 

  213

3

1

1

1

3 31 yyy 













   

 ٔحصً ػٍٝ i=2ثٛظغ 

  123

3

2

2

2

3 31 yyy 













   

 ٔحصً ػٍٝ i=3ثٛظغ 

  033

3

3

3

3

3 1 yyy 













   

 ثغّغ الاسثغ ِؼبدلاد اٌغبثمخ

0123

3 33 yyyyyi   

 وزٌه ٠ّىٓ حغبة اٌفشق اٌشاثغ الأِبِٟ,

 ح١ش ٠أخز اٌمبْٔٛ اٌؼبَ اٌصٛسح اٌزب١ٌخ:
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i

ii

i

i yy 















  4

44

0

4 )1(  

 ٔحصً ػٍٝ i=0ثٛظغ 

  404

4

0

0

0

4 1 yyy 













   

 ٔحصً ػٍٝ i=1ثٛظغ 

  314

4

1

1

1

4 41 yyy 













   

 ٔحصً ػٍٝ i=2ظغ ثٛ

  224

4

2

2

2

4 61 yyy 













   

 ٔحصً ػٍٝ i=3ثٛظغ 

  1134

4

3

3

3

4 4
6

24
1 yyyy 














   

 ٔحصً ػٍٝ i=4ثٛظغ 

  044

4

4

4

4

4 1 yyy 













   

 ثغّغ اٌّؼبدلاد اٌخّظ اٌغبثمخ, ٔحصً ػٍٝ

01234

4 464 yyyyyyi   

 َٝنِ اُ ٝتخر اىقاُّ٘ اىعاتق اىؽنو اىراىٚ ىؽعاب اىفس  الاٍاٍٚ
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mki

k

m

k

m

m

i

k yy 















 

0

)1( 

ذؼثس ػِ زبٌ اىؽد فٚ ٍرعيعيح اىثٞاّاخ الاـيٞح اىَسا  ؼعاب اىفس  الاٍاٍٚ ػْدٓ  iؼٞس 

 ....ىيؽد الاٗه ف اىصاّٚ ف اىصاىس .....ػيٚ اىرسذٞة. 2ف 1ف 0َٗٝنِ اُ ذتخر اىقٌٞ 

K   ٌٞىصاّٚ ف ف .... ىيفس  الاٍاٍٚ الاٗه ف ا3ف 2ف 1ذؼثس ػِ زذثح اىفس  الاٍاٍٚ ٗذتخر اىق

 اىصاىسف ... ٕٗنرا.

m   ٍِ ٌٞاىٚ  0زبٌ اىؽد فٚ ٍؼا ىح اىفس  اىْاذعح ٗذتخر اىقk+1 . 

 

 ٗتاىراىٚ فئّٔ ىيفس  الاٍاٍٚ الاٗه ٝنُ٘ ىدْٝا

k=1 

m=0, 1 

  m=0  ٗk=1فٞنُ٘ اىؽد الاٗه ٍِ باُّ٘ اىفس  الاٗه ّؽفو ػيٞٔ ت٘لغ 

01

1

0

0)1( 












 ii yy 

= 11*1*1   iii yyy 

 m=1  ٗk=1ٗٝنُ٘ اىؽد اىصاّٚ ٍِ باُّ٘ اىفس  الاٗه ّؽفو ػيٞٔ ت٘لغ 

11

1

1

1)1( 












 ii yy 

iii yyy  *1*1 
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 فٞنُ٘ باُّ٘ اىفس  الاٍاٍٚ الاٗه ٕ٘ ٍعَ٘ع اىؽدِٝ اىعاتقِٞ

 

yiyy ii  1  

 باُّ٘ اىفس  الاٍاٍٚ اىصاّٚ

  m=0, 1, 2راىٚ ذنُ٘ ٗتاى k=2فٚ ٕرٓ اىؽاىح ٝرٌ ٗلغ 

 فٚ اىقاُّ٘ m=0ّؽفو ػيٚ اىؽد الاٗه ت٘لغ 

 mi

mm

m

i yy 












  2

22
2 )1( 

 فٚ اىقاُّ٘ فٞتخر اىف٘زج اىراىٞح m=0ّؽفو ػيٚ اىؽد الاٗه ت٘لغ 

2202

2

0

02 *1*1)1(  












 iiii yyyy 

 ّؽفو ػيٚ اىؽد اىصاّٚ  m=1ت٘لغ 

1112

2

1

12 2*2*1)1(  












 iiii yyyy 

 ّؽفو ػيٚ اىؽد اىصاىس m=2ت٘لغ 

iiii yyyy 












  2222

2

2

22 *1*1)1( 

iiii yyyy   12

2 2 

irri yyyy  22

2 
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بٌشاٌجبة اٌض  

 اٌفشٚق اٌخٍف١خ
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 اٌفــــشٚق اٌخٍف١ـــخ

~~~~~~~~~ 

فئذا فسلْا أّٔ ىنو  رؼاٍو ٍغ ّٖاٝح ٍرعيعيح اىثٞاّاخ.ّؽراض ىيرؼاٍو ٍغ اىفسٗ  اىخيفٞح ػْدٍا ّ

 xiذنُ٘ ػيٜ اتؼا  ٍرعاٗٝح تؽٞس  xiىراتغ, ٗتفسق اُ الا ىح ىيَر ٞس ا yi ذ٘ظد بَٞح  xiبَٞح 

– xi-1 = h  فئُ اىفسٗ  ىيقٌٞ اىْاذعح ىيَر ٞس اىراتغyi : ٍِ ٜذؼط 

 yi = yi – yi-1                                                         → (1)  

 تاىفس  اىخيفٜ ااٗه  ٗٝعَٚ ٕرا

 ت٘لغ اىفثغ اىراىٞح ىيرعٖٞو 

Yi-1  =  yL , yi-2  =  y2L , yi-3  =  y3L , …  

 ماىراىٜ :  yiف  xiفئّٔ َٝنِ زظٌ اىؼلابح تِٞ 

 

 

 

 

 ( اىف٘زج اىراىٞح :1ىرىل ّتخر اىَؼا ىح )

 yi = yi – yL    → (2)  

Yi 

 
YL 

 
Y2L 

 

Xi+2h  Xi-h          Xi 
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 فػْٖا مَا فٜ اىفسٗ  ااٍاٍٞح اىعاتق اىؽدٝس فi. فٜ ااٗىٜٗذعَٚ ٍؼا ىح اىفس  اىخي

 .  اىْرالطػِ ذسذٞة اىسبٌ فٜ ٍرعيعيح  ذؼثس

 فسٗ  اىفسٗ  اىخيفٞح ااٗىٚ ذعَٚ تاىفسٗ  اىخيفٞح اىصاّٞح :


2
yi  =   ( yi )  

 =   ( yi – yL )  

 =  yi -  yL  

 = ( yi – yL ) – ( yL – y2L )  

 = yi – yL – yL + y2L  

 = yi – 2yL + y2L     → (3)  

  ..… ,  L = i – 1  ,  2L = i – 2   ,   3L = i – 3ٝلاؼع أُ :      

 يفٜ اىصاىس مرىل َٝنِ ؼعاب اىفس  اىخ


3
yi =   (

2
yi )  

 =   ( yi – 2yL + y2L )  

 =  yi - 2 yL +  y2L  

 = ( yi – yL ) -2 ( yL – y2L ) + ( y2L – y3L )  

 = yi – yL – 2yL + 2y2L + y2L – y3L  

 = yi – 3yL + 3y2L – y3L     → (4)  

 مرىل َٝنِ ؼعاب اىفس  اىخيفٜ اىساتغ :


4
yi =   (

3
yi )  
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 =   ( yi – 3yL + 3y2L – y3L )  

 =  yi - 3 yL + 3 y2L -  y3L  

 = ( yi – yL ) -3 ( yL – y2L ) +3 ( y2L – y3L ) – ( y3L – y4L )  

 = yi – yL – 3yL + 3y2L + 3y2L – 3y3L – y3L – y4L  

 = yi – 4yL + 6y2L – 4y3L + y4L    → (5)  

 أٍصيح ػيٜ ؼعاب اىفسٗ  اىخيفٞح : 

yn = n  تفسق أُ ىدْٝا اىَؼا ىح
2
 – 3n – 2   

ف أٗظد اىفس  اىخيفٜ ااٗه ٗاىفاس  اىخيفاٜ اىصااّٜ ػْاد   … , n = 1 , 2 , 3 , 4ـاىؽح ىقٌٞ 

n = 3   

 اىؽـــــــــو :

 اىٞح :ىٖا اىَرعيعيح اىر ynذنُ٘ اىْرالط   n = 1 , 2 , 3 , 4 , 5ىيقٌٞ 

y1  y2  y3  y4  y5  

-4  -4 -2 2 8  

 ٍؼا ىح اىفس  اىخيفٜ ااٗه ٕٜ 

 yi  = yi – yL  

 = y3 – y2  

 = -2 – ( -4)  

 = 2  

 ٍؼا ىح اىفس  اىخيفٜ اىصاّٜ ٕٜ 



39 

 


2
yi  = yi – 2yL + y2L  

 = y3 – 2y2 + y1                    ,ؼٞس  i=3, L = i-1 = 2, 2L = i -2 = 1 

 = -2 -2 (-4) + (-4)  

 = -2 + 8 – 4  

 = 2  

ىيرتمااد ٍااِ ذىاال اىؽااو ّنرااة ٍرعيعاايح اىْرااالط ٍٗرعيعاايح اىفااسٗ  اىخيفٞااح ااٗىااٜ شااٌ 

 ٍرعيعيح اىفسٗ  اىخيفٞح اىصاّٞح ماىراىٜ 

y1  y2  y3  y4  y5  

 اىْاذط    8 2  2-  4-  4-

خيفٞح أٗىٚ فسٗ    6 4 2 0   

فسٗ  خيفٞح شاّٞح    2 2 2    

 ٕ٘  y3ٍْٖا ٝرمػ أُ اىفس  اىخيفٜ ااٗه ػْد 

- 2 –(-4) = - 2 + 4 = 2  

 ٕ٘  y3ٗأُ اىفس  اىخيفٜ اىصاّٜ ػْد 

2 – 0 = 2  

 اظرْراض ـٞغ اىفسٗ  اىخيفٞح ٍِ اىقاُّ٘:

mi

k

m

k

m

m

i

k yy 















 

0

)1(  
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ػْدٓ  اىخيفّٚاخ الاـيٞح اىَسا  ؼعاب اىفس  ذؼثس ػِ زبٌ اىؽد فٚ ٍرعيعيح اىثٞا iؼٞس 

 ....ىيؽد الاٗه ف اىصاّٚ ف اىصاىس .....ػيٚ اىرسذٞة. 2ف 1ف 0َٗٝنِ اُ ذتخر اىقٌٞ 

K    الاٗه ف اىصاّٚ ف  اىخيفٚف .... ىيفس  3ف 2ف 1ٗذتخر اىقٌٞ  اىخيفٚذؼثس ػِ زذثح اىفس

 اىصاىسف ... ٕٗنرا.

m  اىٚ  0فس  اىْاذعح ٗذتخر اىقٌٞ ٍِ اى )ـٞ ح( زبٌ اىؽد فٚ ٍؼا ىحk+1 . 

 

mi: اظرْرط  ـٞ ح اىفس  اىخيفٚ الاٗه ٍِ اىؼلابح  1ٍصاه

k

m

k

m

m

i

k yy 















 

0

)1( 

 اىؽو:

ذتخر   mٗتاىراىٚ فئُ  k=1ؼٞس اُ اىَطي٘ب ٕ٘ اظرْراض ـٞ ح اىفس  اىخيفٚ الاٗهف فئُ 

 .1ف 0اىقٌٞ 

miفٚ اىؼلابح  k=1  ٗm=0تاىرؼ٘ٝك ػِ 

k

m

k

m

m

i

k yy 















 

0

)1( 

 فئُ

iiii yyyy 












  *1*1)1( 0

1

0

0  

 ّؽفو ػيٚ k=1  ٗm=1تاىرؼ٘ٝك ػِ 

111

1

1

1 *1*1)1(  












 iiii yyyy  

 ٗتاىراىٚ ذنُ٘ اىفٞ ح اىْٖالٞح ىيفس  اىخيفٚ الاٗه ماىراىٚ:
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1 iii yyy  

 َٗٝنِ اُ ذنرة فٚ اىف٘زج:

Lii yyy   

  2ٍصاه 

miخيفٚ اىصاّٚ ٍِ اىؼلابح اظرْرط ـٞ ح اىفس  اى

k

m

k

m

m

i

k yy 















 

0

)1( 

 الحل:

ذتخر   mٗتاىراىٚ فئُ  k=2ؼٞس اُ اىَطي٘ب ٕ٘ اظرْراض ـٞ ح اىفس  اىخيفٚ اىصاّٚف فئُ 

 .2ف 1ف 0اىقٜ 

miفٚ اىؼلابح  k=2  ٗm=0تاىرؼ٘ٝك ػِ 

k

m

k

m

m

i

k yy 















 

0

 ّؽفو ػيٚ:)1(

iii yyy 












 0

2

0

02 )1(  

 k=2  ٗm=1تاىرؼ٘ٝك ػِ 

11

2

1

12 2)1(  












 iii yyy  

 k=2  ٗm=2تاىرؼ٘ٝك ػِ 

22

2

2

22 )1(  












 iii yyy  

21

2 2   iiii yyyy  

 ٗاىرٚ َٝنِ اُ ذنرة فٚ اىف٘زج

LLii yyyy 2

2 2   
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 اىثاب اىساتغ

 ىفسٗ  اىَسمصٝحا

~~~~~~~~~ 
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 اٌفشٚق اٌّشوض٠خ ) الاخزلافبد اٌّشوض٠خ اٌّزٛعطخ (

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اىفس  اىَسمصٛ ااٗه :  

2

1

2

1



ii

yyyi    →                         

 اىفس  اىَسمصٛ اىصاّٜ : 

)(2 yiyi    

Lir

Liir

ii

ii

yyy

yyyy

yy

yy













2

)(

)(

2

1

2

1

2

1

2

1





   →  

 

 اىفس  اىصاىس : 

yi 

yi+1/2 

yr 

yr+1/2 

yi-1/2 

yL 

yL-1/2 

Y 

X 
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 

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

23

33

22

2

2

2

)(






























































Liir

Liiiir

Liiiir

Lir

Lir

ii

yyyy

yyyyyy

yyyyyy

syyy

yyy

yy







 →  

 ....... صٛ اىساتغ ف اىخاٍط فتاىَصو َٝنِ ؼعاب اىفس  اىَسم

 اعزٕزبط ص١غ اٌفشٚق اٌّشوض٠خ

 ـٞغ اىفسٗ  اىَسمصٝح ٍِ اىؼلاباخ اىراىٞح: َٝنِ  اظرْراض

اٗلاً: ـٞغ اىفسٗ  اىَسمصٝح ذاخ اىسذة اىصٗظٞح )اىفس  اىصاّٚف اىفس  اىساتغف اىفس  

 اىعا ضف ....(

 ؼلابح اىراىٞح:ذعرْرط ـٞغ اىفسٗ  اىَسمصٝح ذاخ اىسذة اىصٗظٞح ٍِ اى

   mki

k

m

k

m

m

i

k yy 














22
2 )1(  

ػْدٓ  اىَسمصٙذؼثس ػِ زبٌ اىؽد فٚ ٍرعيعيح اىثٞاّاخ الاـيٞح اىَسا  ؼعاب اىفس   iؼٞس 

 ....ىيؽد الاٗه ف اىصاّٚ ف اىصاىس .....ػيٚ اىرسذٞة. 2ف 1ف 0َٗٝنِ اُ ذتخر اىقٌٞ 

K    الاٗه ف اىصاّٚ ف  اىَسمصٙ.. ىيفس  ف ..3ف 2ف 1ٗذتخر اىقٌٞ  اىَسمصٙذؼثس ػِ زذثح اىفس

 اىصاىسف ... ٕٗنرا.

m  2اىٚ  0اىفس  اىْاذعح ٗذتخر اىقٌٞ ٍِ  )ـٞ ح( زبٌ اىؽد فٚ ٍؼا ىحk . 
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 :1ٍصاه

mkiاظرْرط ـٞ ح اىفس  اىَسمصٙ اىصاّٚ ٍِ اىؼلابح 

k

m

k

m

m

i

k yy 














22
2 )1( 

 . 2ف 1ف 0اىقٌٞ  ذتخر mٗتاىراىٚ  k=1اىؽو:ىؽعاب اىفس  اىَسمصٙ اىصاّٚ ٝرٌ ٗلغ 

 ّؽفو ػيٚ اىؼلاباخ اىراىٞح:

 k=1  ٗm=0ت٘لغ 

101

2

0

02 )1(  












 iii yyy  

 k=1  ٗm=1ت٘لغ 

iii yyy 2)1( 11

2

1

12 












   

 k=1  ٗm=2ت٘لغ 

121

2

2

22 )1(  












 iii yyy  

11

2 2   iiii yyyy  

Liri yyyy  22  

 ىساتغ ٗاىعا ض ٗ...ٗتْفط اىطسٝقح َٝنِ اظرْراض ـٞ ح اىفس  اىَسمصٙ ا

شاّٞا: ـٞغ اىفسٗ  اىَسمصٝح ذاخ اىسذة اىفس ٝح )اىفس  الاٗهف اىفس  اىصاىسف اىفس  

 اىخاٍطف ....(

 ذعرْرط ـٞغ اىفسٗ  اىَسمصٝح ذاخ اىسذة اىفس ٝح ٍِ اىؼلابح اىراىٞح:
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   mki

k

m

k

m

m

i

k yy 
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
















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1212

2

1

12 )1(  

 ٍصاه:

mkiاظرْرط ـٞ ح اىفس  اىَسمصٙ الاٗه ٍِ اىؼلابح  

k

m

k

m

m

i

k yy 















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


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1212
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12 )1( 

 .1ف 0ذتخر اىقٌٞ  mٗتاىراىٚ  k=0ىؽعاب اىفس  اىَسمصٙ الاٗه ٝرٌ ٗلغ  اىؽو:

 ّؽفو ػيٚ اىؼلاباخ اىراىٞح:

 . k=0  ٗm=0ت٘لغ 

1010

1

0

0

2

1 )1( 















 ii

i
yyy  

 . k=0  ٗm=1ت٘لغ 
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i

yyy 
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


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


 


110

1

12

1 1)1(  

 تعَغ اىؽدِٝ اىعاتقِٞ

ii
i

yyy  


1

2

1  

 ِ الا ىحٍ ½تطسغ 

2

1

2

1



ii

i yyy  

 ٍصاه: 
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mkiاظرْرط ـٞ ح اىفس  اىَسمصٙ اىصاىس ٍِ اىؼلابح

k
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k yy 
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
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
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12 )1( 

 3ف2ف1ف0ذتخر اىقٌٞ  mٗتاىراىٚ  k=1ىؽعاب اىفس  اىَسمصٙ اىصاىس ٝرٌ ٗلغ  اىؽو:

 ّؽفو ػيٚ اىؼلاباخ اىراىٞح:

 . k=1  ٗm=0ت٘لغ 
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 . k=1  ٗm=1ت٘لغ 
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 . k=1  ٗm=2ت٘لغ 
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yyy 3)1( 211
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
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 . k=1  ٗm=3ت٘لغ 

1311

3

3

3

2

1

3 )1( 
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
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 تعَغ اىؽدٗ  اىعاتقح
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2

1

3 33 


 iiii
i

yyyyy  

Lirr
i

yyyyy 


332

2

1

3  

 ٍِ الا ىح ّؽفو ػيٚ½ تطسغ 

2

1

2

1

2

1

2

1

3 33



Liir

i yyyyy  
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ـخ ٌٍذاٌـــــخاٌم١ّــخ اٌّزٛعطـ  

ٍِ اىسظٌ اىعاتق ّعد أُ 
2

1
i

y   ٍر٘ظه ٜٕyr + yi   : ُأٛ أ 

 

 ّعد أُ :  مرىل

)(
2

1

2

1 Li
i

yyy 


 

 ) ٍؤشس اىَْرفف ( أٗ ٍؤشس أخر اىَر٘ظه فئُ : µفئذا أخرّا 

)(
2

1

2

1 ir
i

yyy 


   →  

 

)(        مرىل
2

1

2

1

2

1



ii

i yyy 

 ا أ خيْا ٕرا اىَؤشسػيٚ ٍؼا ىح اىفس  ااٗه : فئذ

2

1

2

1



ii

i yyy  

 ir
i

yyy 
 2

1

2

1
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)(
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

)]()[(
2

1

2

1

2

1

Lr

Liir

Liir

ii
i

yyyi

yyyy

yyyy

yyy














  →  

 تئ خاه ٕرا اىَؤشس ػيٜ ٍؼا ىح اىفس  اىَر٘ظه اىصاّٜ :

μ 2 yi = μ   (  yi)  

        = μ ( yr – 2yi + yL )  

= μyr – 2μyi +μyL ) 

        =½ ( yr + ½ + yi + ½ ) – 2 * ½ ( yi+ ½ + yi - ½ ) + ½ ( yi -½ + yL -½ )  

 = ½ yr +½ + ½ yi +½ -yi + ½ - yi -½ + ½ yi - ½ +1/2 yL-1/2 

= ½ yr + ½ - ½ yi+½ - ½ yi - ½ +½ yL -½  

μ 2 yi = ½ ( yr + ½ - yi + ½ - yi - ½ + yL - ½ )                      → 3 

 تئ خاه ٕرا اىَؤؼس ػيٜ ٍؼا ىح اىفس  اىَر٘ظه اىصاىس : 

  μ 3 yi = μyr+ ½ - 3μyi +½ +3μyl - ½ - μyL-1/2 

= ½ (y2r+yr)-3/2(yr+yi)+3/2(yi+yL)- ½ ( yL+y2L) 

= ½ { y2r + yr – 3yr – 3yi + 3yi + 3yL– yL– y2L}  

= ½ { y2r – 2 yr + 2yL– y2L}     
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 اٌجبة اٌخبِظ

 Interpolationالاعزىّبي 

ِب اٌّمصٛد ثـ الاعزٕزبط أٚ 

 Interpolation. الاعزىّبي 

 تعريف الاستكمال -1 
يدــم مهجــهدة ل xعشــه  يســة معمهمــة  yالاســتكسال  ــه عسميــة قيجــاد  يســة  

في جهول الشقاط السعطاة وتدسي  وه العسمية قزـية الاسـتكسال ويجـل التفىقـة بـين 
 نهعين من القزايا:

 القزية الأولي: 
أن الشقطـة السطمهبـة داخـل نقــاط الجـهول وبالتـالي تدـسي العسميــة فـي  ـوه الحالــة    

 (.Interior Interpolationقستكسال داخمي )
 القزية الثانية: 

كــهن الشقطــة السطمهبــة خــارج نقــاط الجــهول وبالتــالي تدــسي العسميــة فــي  ــوه أن ت  
 (Exterior Extrapolationالحالة قستكسال خارجي )

 ,(x1,y1) ,(x0,y0)  ػْاد ّقاان ٍؽاد جٍؼسفاح فقاه    y= f(x) تفاسق ٗظا٘   اىاح  

(x2,y2), …(xn,yn) , ُ٘ظد بَٞح اىداىح ػْد أٝح بَٞح أخسٙ ّمٞف َٝنِ أx   ذيل اىقاٌٞ ؟  رٞس

ذَاس  f(x)ذَصٞاو ذيال اىثٞاّااخ تؽٞاس أُ اىداىاح   f (x)َٝناِ ػَاو ذىال تاظارخداً  اىاح ٍرفايح 

 زظح اىداىح اىَعرخدٍح. ٗترىل َٝنِ ؼعااب بَٞاح اىداىاح ػْاد أٝاح  nف ؼٞس  n+1تْقان ػد ٕا 
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دٙ ذقاغ خاازض ٍا x} اظارنَاه .. تااىطثغ إذا ماّاد   Interpolationّقطح ٕٗرا ٍا ٝعاَٜ تاـ 

 } اظرْراض . .  Extrapolationفٜ ٕرٓ اىؽاىح ٝعَٜ  xفئُ ذؼِٞٞ بَٞح اىداىح ػْد  f(X)اىداىح 

 ّتذٜ تؼد ذىل لاخرٞاز ّ٘ع اىداىح اىرٜ ٝعة اظرخداٍٖا ىرَصٞو اىثٞاّاخ .  

 ٗذىل ىيففاخ اىراىٞح ٕٜٗ :  polynomialٍِ اىؽالغ اظرخداً اىدٗاه مصٞسج اىؽدٗ  

 ظٖ٘ىح ؼعاتٖا .  (1)

 ٘ىح ذفاليٖا . ظٖ (2)

 ظٖ٘ىح ذناٍيٖا .  (3)

 أٗ اىدٗاه ااظٞٔ .   sinٗذىل تَقازّرٖا تدٗاه 

 polynomial  Interpolationو١ف١خ ػًّ 

 َٝنِ ػَو مصٞسج اىؽدٗ  ىرَصٞو اىداىح تؼدج نس  ٍْٖا 

 .  Direct method  of  Interpolationاىطسٝقح اىَثاؼسج  .1

 .  ewton‟s divided difference methodنسٝقح ّٞ٘ذِ ىيفسٗ  اىَقعَح  .2

 . Lagrange interpolation method ط  ّساظنسٝقح لا .3

 Sterling method نسٝقح ؼرٞسىْط ىلاظردلاه .4

 أٚلا : اٌطش٠مخ اٌّجبششح ٌؼًّ وض١شح اٌحذٚد : 

ّقاان فئّأ َٝناِ أُ ٝارٌ   ( n+1 )فاسق أُ ىادْٝا تذؼرَاد اىطسٝقاح اىَثاؼاسج ػياٜ أّأ 

 مَا ٝيٜ :   (n)زظح ػَو مصٞسج ؼدٗ  ٍِ اىد

Y= a0 + a1 x + a2 x
2 

+…. an x
n 
 →   
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  n +1ش٘اتد ؼقٞقٞح. ٗؼٞس أّْاا ىادْٝا   n+1ػثازج ػِ   an … , a1, a0 ػثس اىثٞاّاخ تؽٞس 

ٍؼاا لاخ . شاٌ تؼاد ذىال ٝارٌ ؼعااب  n+1ف فئّْاا َٝنْْاا ػَاو   xباٌٞ ىاـ   n+1ٝقاتيٖاا   yبٌٞ ىـ 

n+1  ٜش٘اتاد ٕٗا a0 , a1,a2 .. an   ِٗتَؼسفاح ذيال اىص٘اتاد ٝارٌ ٍؼسفاح اىداىاح اىَؼثاسج ػا .

 . اىَطي٘ب ؼعاتٖا   yفٖٞا ٝرٌ ٍؼسفح بَٞح  x.ٗتاىرؼ٘ٝك ػِ بَٞح  اىثٞاّاخ زبٌ 

ىنِ ٍا  زظح مصٞسج اىؽدٗ  اىرٜ ظ٘ف ّعرخدٍٖا ؟ ٕو َٝنِ اظرخداً مصٞسج ؼدٗ  ٍِ اىدزظاح 

دزظح اىصاّٞح ) ٍؼا ىح ذستٞؼٞح ( ف أً ٍِ اىدزظح ااٗه ) ٗاىرٜ ذعَٜ ٍؼا ىح خطٞح ( ف أً ٍِ اى

 اىصاىصح ) ذنؼٞثٞح ( ف ٍٗا اىفس  فٜ  بح اىْرٞعح ؟ َٝنِ إٝماغ ذىل تَصاه .

 مَا فٜ اىعدٗه اىراىٜ مداىح فٜ اىصٍِ  : ذؼطٜ اىعسػح اىسأظٞح ىفازٗؾ 1ٍصـــــاه 

30 22.5 20 15 10 0 ts 

901.67 602.97 517.35 362.78 227.04 0 Vm/s 

 ٗمصٞسج ؼدٗ  ٍِ اىدزظح ااٗىٜ  تاظرخداً اىطسٝقح اىَثاؼسج  t=l6sػِٞ ظسػح اىفازٗؾ ػْد 
ؼٞس أّْا ٍطي٘ب ٍْا اظرخداً ٍؼا ىح ٍِ اىدزظح ااٗىٜ ) ٍؼا ىح خطٞح ( ف ذنُ٘ ٍؼا ىح اىعسػح فٜ :  اىؽو

 اىف٘زج اىراىٞح 

V(t) = a0 + a1 t  

 ٗٝنُ٘ زظَٖا اىثٞاّٜ مَا ٝيٜ 

 

 

 

 

 

1000 
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400 
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10            20            30            40 

 اىعسػح ٍقاتو اىصٍِ ىيفازٗؾ
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ؼٞااس أّْااا ٍطياا٘ب ٍْااا اظاارخداً ٍؼا ىااح ٍااِ اىدزظااح ااٗىااٚ ) ٍؼا ىااح خطٞااح ( . ذنااُ٘ ٍؼا ىااح 

 اىعسػح فٜ اىف٘زج اىراىٞح : 

v(t) = a0+a1t 

 ٗٝنُ٘ زظَٖا اىثٞاّٜ مَا ٝيٜ : 

 

 

 

 

 

ّقاان أٛ ّقطراِٞ . ٕااذِٞ   n + 1 فئّْاا ّخرااز   n = 1ٗؼٞس أُ اىَؼا ىح ٍاِ اىدزظاح ااٗىاٜ 

عة أُ ٝؽٞطا تاىْقطح اىَطي٘تح ٗذىل ىنٜ ذنُ٘ ذيل اىْقطاح ٗابؼأ فاٜ ٍادٙ ذطثٞاق اىْقطرِٞ ٝ

 اىَؼا ىح اىَعرْرعح . 

 فئُ  اىْقطرِٞ ٝعة أُ ٝنّ٘ا  ∆t = 16s l حٗؼٞس أُ اىْقطح اىَطي٘ت

t1 =20 , t0 = 15 

 ٗؼٞس أّْا ىدْٝا 

t0 = 15, v( t0) = 362.78 

t1= 20, v(t1) = 517.35  

  ىرِٞ ٝنُ٘ ىدْٝا ٍؼا

 زظٌ خه ٍعرقٌٞ ىرَصٞو اىثٞاّاخ اىخاـح تاىفازٗؾ

x0,y0 

x1,y1 

f1(x) 

y 

X 
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V (15) = a0+ a1(15) = 362.78  

V (20) = a0+ a1(20) = 517.35  

 َٝنِ مراتح اىَؼا ىرِٞ فٜ ـ٘زج ٍفف٘فح : 



























35.517

78.362

201

151

1

0

a

a
 

 تؽو اىَؼا ىرِٞ اىعاتقرِٞ ذؽفو ػيٜ :

a0 = -100.91  

a1 = 30.913  

 ٗتاىراىٜ ذنُ٘ اىَؼا ىح اىَقرسؼح ٕٜ : 

v(t) = -100.91 + 30.913            15 ≤ t ≤ 20  

   tّؼ٘ق فٜ ٕرٓ اىَؼا ىح ػِ بَٞح  t= 16s ىؽعاب اىعسػح ػْد 

V(16) = 393.7 m/ s  

 :  2ٍصــاه

 ذؼطٜ ظسػح ـازٗؾ زأظٞا مَا تاىعدٗه اىراىٜ :  

30 22.5 20 15 10 0 t= s 

901.67 602.97 517.35 362.78 227.04 0 v(t) m/s 

تاظرخداً اىطسٝقح اىَثاؼاسج ٗمصٞاسج ؼادٗ  ٍاِ   t = 16 s ظسػح اىفازٗؾ ػِ  ػِٞ

 اىدزظح اىصاّٞح . 

ىؼَو ٍؼا ىح ٍِ اىدزظح اىصاّٞح ) ٍؼا ىح ذستٞؼٞح ( ذنُ٘ ػيٜ اىؽنو اىرااىٜ : اٌحـــً : 

v(t) = a0 + a1t + a2t
2

 

 ٗذسظٌ تٞاّٞاً ماىراىٜ :
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فئّْاا ّخرااز شالاز ّقاان   t = 16 s ىفاازٗؾ ػْاد ٗؼٞس أّْا ّسٝد أُ ّعرْرط ظسػح ا

(n+1  تؽٞس ٝؽَلاُ اىقَٞح )( 16s)   : ٜٕ ٕرٓ اىْقان 

T0=10 ,  t1 = 15 ,    t2 = 20  

 ٗذؼطٜ اىَؼا لاخ اىراىٞح ىنو ّقطح :

v(10) = a0 + a1(10) + a2(10)
2
 = 227.04  

v(15) = a0 + a1(15) + a2(15)
2
 = 362.78  

v(20) = a0 + a1(20) + a2(20)
2
 = 517.35 

 ّمغ ذيل اىَؼا لاخ فٜ ـ٘زج ٍفف٘فح ماىراىٜ : 
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




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


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04.227

400201
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100101

2

1
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a

a
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ض ىيؽرف ااٍاٍٜ ٗاىرؼ٘ٝك اىخيفٜ أٗ تطسٝقح َٗٝنِ ؼو ٕرٓ اىَفف٘فح تطسٝقح ظا

LU   : ّٜؽفو تؼد ٕا ػي . 

x0,y0 

x1,y1 

 

y 

X 

x2,y2 
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a0 = 12.001  ,      a1 = 17.740  ,        a2 = 0.37637  

 ا ىح اىَطي٘تح ٕٜ :ٗذنُ٘ اىَؼ

v(t) = 12.001 + 17.790t + 0.37637 t
2
  10 ≤ t ≤  20  

 :  v(16)ّؽفو ػيٚ  فٜ ٕرٓ اىَؼا ىح t= 16sتاىرؼ٘ٝك ػِ بَٞح 

v(16)  = 12.001 + 17.790 (16) +0.37637 (16)
2 
  

            = 392.19   m/s  

 c absoluteاىَطيق : اىرقسٝثٜ اىْعثٜ تٍِ اىَصاىِٞ اىعاتقِٞ َٝنِ ؼعاب اىخط

relative approximate error   اىْاؼا  ػاِ اىرؽا٘ه ٍاِ ٍؼا ىاح  زظاح أٗىاٜ إىاٜ ٍؼا ىاح

  زظح شاّٞح :

%38502.0

100
19.392

70.39319.392






c  
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Newton's Divided Difference Interpolating Polynomral 

Method 

خ اٌفشق اٌّمغَٛغش٠مخ ١ٔٛرٓ ٌؼًّ وض١شح حذٚد ثٛاعطصب١ٔب:   

ىؽااسغ ٕاارٓ اىطسٝقااح ظاا٘ف ٝاارٌ أٗلاً ػَااو مصٞااسج ؼاادٗ  ٍااِ اىدزظااح ااٗىااٜ )ٍؼا ىااح 

خطٞح(  ٍِٗ اىدزظح اىصاّٞح ) ٍؼا ىح ذستٞؼٞاح (  شاٌ ٝارٌ ػَاو اىطسٝقاح اىؼاٍاح ٗفٖٞاا ٝارٌ ػَاو 

 ٍؼا ىح ٍِ اىدزظح اىصاىصح . 

 أٚلاً : اعزٕزبط ِؼبدٌخ خط١خ ) ِٓ اٌذسعخ الأٌٟٚ ( :

 , اظرْرط ٍؼا ىح ٍِ اىدزظح الاٗىٚ ػثس اىثٞاّاخ.  ( x1 , y1 )ف (x0 ,y0) أُ ىدْٝا ّقطرِٞ  تفسق

 ٝؽٞس إىٜ  زظح اىَؼا ىح .   f, yاظفو  (1)اىسبٌ   y1 = f1(x)تفسق اُ 

 ىرىل ٝنُ٘ ىدْٝا 

                                                      y0 = f (xo)  , y1 = f ( x1 )  

 تفسق أُ اىَؼا ىح اىخطٞح ذنُ٘ ػيٜ اىف٘زج 

                                                      f1(x) = b0 + b1 ( x –x0 )  

  x = x0ؼ٘ق ػِ ّ  b1 ,b0ّسٝد ؼعاب اىص٘اتد 

f1(x0) = f(x0) = b0+b1 (x0 – x0 ) = b0 

b0=f(x0)                                                                             → 1 

   x =x1شٌ ّؼ٘ق ػِ 
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f1(x1) = f(x1) = b0 + b1 ( x1 –x0 )  

01

01)(
1

xx

bxf
b




  

01

01 )()(
1

xx

xfxf
b




                                                                       → 2

 ٗتاىراىٜ ذنُ٘ بَٞح اىص٘اتد ٕٜ :  

01

01

1

00

)()(

)(

xx

xfxf
b

xfb








 

 ٗذنُ٘ اىَؼا ىح اىْٖالٞح تاىف٘زج  : 

 )(
)()(

)()( 0

01

01
0)1( xx

xx

xfxf
xfxf 




  

 ٍصاه 

 ذؼطٜ ظسػح اىفازٗؾ اىسأظٞح مداىح فٜ اىصٍِ مَا فٜ اىعدٗه اىراىٜ : 

3- 22.5 20 15 10 0 T= s 

901.67 602.97 517.35 362.78 227.04 0 s 

تاظرخداً ٍؼا ىح ٍِ اىدزظح ااٗىٜ ٍعارخدٍاً نسٝقاح  t = 16sبَٞح اىعسػح ػْد ػِٞ 

 اىفسٗ  اىَقعَح ىْٞ٘ذِ .

 اىؽو  : 

 

 

 

 ظسػح 

m/s 

 (sشٍِ )

 مَا فٚ اىَصاه  اشٍْح ٍخريفحاىعسػح 
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تاظاارخداً اىَؼا ىااح اىخطٞااح اىرااٚ ٍااِ اىدزظااح الاٗىااٚ تطسٝقااح اىفااسٗ  اىَقعااَح ىْٞاا٘ذِ ذؼطااٜ 

 اىعسػح ٍِ اىؼلابح : 

V(t) = b0 +b1(t –t0 )  

 فئّْا ّؽراض ّقطرِٞ بثو ٗتؼد ذيل اىْقطح َٕٗا  t=16sٗؼٞس أّْا ّسٝد اىعسػح ػْد 

t0 = 15 ,  t1= 20  

 

at t0 = 15 ,   v(t0) = 362.78  

at t1 = 20 , v(t1) = 517.35 

 ٍْٖٗا ٝرٌ ؼعاب اىص٘اتد 

b0 = v(t0) = 362.78  

914.30

1520

78.36235.517

)()(
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
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




tt

tvtv
b

 

 )v(t) =b0 + b1      :  ٗتاىراىٜ ذنُ٘ اىَؼا ىح

t- t0)   =362.78 + 30.914 ( t – 15 )  15 ≤ t ≤ 20  

 ذؼ٘ق :   t = 16ىؽعاب اىعسػح ػْد 

 v(t) = 362.78 + 30.914 ( t – 15 )  

 ّؽفو ػيٜ 

 v(t) = - 100.93 + 30.914 t  
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 ٕٜٗ ّفط اىَؼا ىح اىرٜ ذٌ اىؽف٘ه ػيٖٞا تاىطسٝقح اىَثاؼسج 

  quadrahcخ اٌزشث١ؼ١خ )ٌصب١ٔبً : اٌّؼبد

interpolation   ) 

 (x2 , y2) , (x1 ,y1), (x0 ,y 0) ٝفسق أُ ىدْٝا اىْقان اىراىٞح 

 ازظٌ مصٞسج ؼدٗ  ػثس اىثٞاّاخ فٜ اىعدٗه اىرٛ فٜ اىَصاه اىعاتق . 

 اىؽــــــو :

 y = f(x) , yo = f(x0 ) , y 1 = f(x1) , y2 = f (X2)تَلاؼظح   

  ىح مصٞسج اىؽدٗ  ٍِ اىدزظح اىصاّٞح ذؼطٚ ٍِ اىؼلابح ّفرسق أُ اىَؼا

f2 (x) = b0 + b1 ( x – x0 ) + b2 (x-x0) ( x- x1 )  

 ٝنُ٘ ىدْٝا    y =x0ػْد 

f (x0) = f2 (x0) = b0 + b1 (x0 –x0 ) + b2 (x0-x0 )(x0-x1)  

            = b0  

b0 = f(x0)  

 ٝنُ٘ ىدْٝا   x= x1 ػْد 

f(x1) = f2 (x1) = b0 + b1 ( x1 – x0 ) + b2 ( x1- x0 )(x1- x1)  

f(x1) = f(x0) + b1 (x1 –x0)  

01

01
1

)()(

xx

xfxf
b




  

    x =x2ػْد 
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F(x2) = f2 (x2) = b0 + b1 ( x2 – x0 ) + b2 ( x2- x0 )(x2- x2) 

 b0 , b1ػ٘ق ػِ 

))(()(
)()(

)()( 1202201

01

01
02 xxxxbxx

xx

xfxf
xfxf 




  

 ّؽفو ػيٚ : 
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 ٗتاىراىٜ فئُ اىَؼا ىح اىرٜ ٍِ اىدزظح اىصاّٞح :

f2 (x) = b0 + b1 ( x – x0 ) + b2 ( x- x0 )(x- x1)  

 ذفثػ تؼد اىرؼ٘ٝك ػِ اىص٘اتد :
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 :  2اه ــــٍص

 ذؼطٜ ظسػح ـازٗؾ زأظٞاً مَا فٜ اىعدٗه اىعاتق 

ً  t = 16 sػِٞ ظسػح اىفازٗؾ ػْد  ٍؼا ىح ٍِ اىدزظح اىصاّٞح تاظرخداً نسٝقح  ٍعرخدٍا

 ّٞ٘ذِ ىيفس  اىَقعً٘ . 

 اىؽو اىَؼا ىح اىرستٞؼٞح ذنُ٘ فٜ اىف٘زج 

x0,y0 

x1,y1 

f2(x) 

y 

X 

x2,y2 

 الاظرنَاه اىرستٞؼٜ
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v(t) = b0 + b1 ( t – t0 ) + b2 ( t- t0 )(t- t1) 

 t فئّْا فٜ ؼاظح أىٜ شلاز ّقاان ذناُ٘ بسٝثاح ٍاِ   n = 2ٗؼٞس أُ ٕرٓ اىَؼا ىح ذستٞؼٞح أُ 

 ( ف ٕرٓ اىْقان ٕٜ  t=16 أٛ بثو ٗتؼد ٗذنُ٘ ؼ٘ىٖا )   16=

t0 = 10 ,  v(t0) = 227.04  

t1 = 15 ,  v(t1) = 362.78   

t2 = 20 ,  v(t2) = 517.35   

 ٗتاىراىٜ ٝنُ٘ :

b0 = v( to) 

     = 227.04 
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 تاىرؼ٘ٝك ػِ ٕرٓ اىقٌٞ ىيص٘اتد فٜ اىَؼا ىح ذؽفو ػيٜ : 

v(t) = b0 + b1 ( t – t0 ) + b2 ( t- t0 )(t- t1) 

      = 227.04 + 27.148 ( t -10 ) + 0.37660 ( t- 15 )                         10 ≤ t 

≤ 20  

at   t = 16  

v(16) = 227.04 + 27.148 ( 16 -10 ) + 0.37660 ( 16 – 10) ( 16-15)  
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= 392.19 m/s  

 ٗتفل ااب٘اض ّؽفو ػيٚ : 

V( 16) = 12.05 + 17.733  t + 0.37660  t
2
 10 ≤ t ≤ 20  

 ٕٜٗ  اىَؼا ىح اىرٜ ؼفيْا ػيٖٞا ظاتقاً تاىطسٝقح اىَثاؼسج .

اظرْراض نسٝقح ػاٍح لاظرْراض اىَؼا ىاح مصٞاسج اىؽادٗ  ت٘اظاطح نسٝقاح ّٞا٘ذِ ىيفاسٗ  

 اىَقعَح  .

 ٍِ اىَؼا ىح اىرستٞؼٞح تطسٝقح ّٞ٘ذِ ٗظد أُ اىؽو ٝنُ٘ ٍِ اىف٘زج .

f2 (x) = b0 + b1 ( x – x0 ) + b2 ( x- x0 )(x- x1) 

 ؼٞس ذٌ ؼعاب اىص٘اتد مااذٜ : 
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ّلاؼع أُ ٕرٓ اىص٘اتد ٍا ٕٜ إلا فسٗ  ٍْرٖٞح ٍقعٍ٘ح ٍِٗ ْٕاا ظااء ذعاَٞح اىطسٝاق 

ٕاٜ اىفاس  ااٗه اىَقعاً٘ ف اىفاس    b2 , b1 , b0تطسٝقاح ّٞا٘ذِ ىيفاسٗ  اىَقعاٍ٘ح . ؼٞاس 

 ٜ اىَقعً٘ ف اىفس  اىصاىس اىَقعً٘ ػيٜ اىر٘اىٜ . اىصاّ

 ظ٘ف ذسٍص ىيفس  ااٗه اىَقعً٘ ماٟذٜ :

  )( 00 xfxf   

 ٗذسٍص ىيفس  اىصاّٜ اىَقعً٘ ماٟذٜ :
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 ٗاىفس  اىصاىس اىَقعً٘ ماٟذٜ :

 
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تاىادٗاه اىَق٘ظاح ىَر ٞساذٖاا   f [ x1, x0 ]  , f[x0]  , F [x2,x1,x0]  ؼٞاس ذعاَٜ اىادٗاه 

 اىَؽف٘زج  اخو ااب٘اض .

 ٗتنراتح اىف٘زج اىؼاٍح ىَؼا ىح ّٞ٘ذِ ىيدزظح اىصاّٞح تاىدٗاه اىَق٘ظح 

F2 ( x) = f [x0 ] + f [ x1,x0 ] ( x – x0) + f [ x2 ,x1 ,x0 ] ( x – x0 ) ( x – x1 )  

 ( ٍِ اىثٞاّاخ   n+ 1ىطسٝقح ّٞ٘ذِ  ىؼد  )  ٗتاىراىٜ ذنُ٘ اىف٘زج اىؼاٍح

(x0 ,y0 ) , (x1,y1) , ….(xn-1, yn-1) , (xn ,yn ) 

 ىٖا اىف٘زج اىراىٞح 

Fn(x)=b0+b1(x-x0)+…bn(x-x0)(x-x1)….(x-xn-1) 

 ؼٞس ذنُ٘ اىص٘اتد ماىراىٚ:

b0=f[x0] 

b1=f[x1-x0]  

b2=f[x2,x1,x0]  

bn-1=f[xn-1,xn-2,..x0]  

bn=f[xn,x(n-1),….x0]  
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mتؽٞس أُ اىف٘زج اىؼاٍح ىٖرٓ اىص٘اتد اىرٜ ٝطيق ػيٖٞا 
th

 divided differences  ٜٕ 

  
   
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) تااىؼ٘ ج   recursivelyٍِ اىرؼسٝاف اىعااتق ّعاد أُ اىفاسٗ  اىَقعاٍ٘ح شاٌ ؼعااتٖا 

 ىي٘زاء ( . 

 ٍصــــــــاه : 

 فسق أُ ىدْٝا اىثٞاّاخ اىراىٞح : ّ ظٔ اىصاىصح فىدزمَصاه ىؼَو مصٞسج ؼدٗ  ٍِ ا

(x0,y0),(x1,y1)(x2,y2) and (x3,y3)  

 فئُ مصٞسج اىؽدٗ  ذنُ٘ فٜ اىف٘زج اىؼاٍح 

F3(x)=f]x0[+f]x1,x0[(x-x0)+f]x2,x1,x0[(x-x0)(x-x1)+f]x3,x2,x1,x0[(x-x0)(x-

x1)(x-x2) .  

اخ اىؽادٗ  ٍاِ  زظااخ فاٜ ؼاىاح مصٞاس  b3,b2,b1,b0َٝنِ ػَو زظٌ ذخطٞطٜ ىقٌٞ اىص٘اتاد 

إىٚ مصٞسج ؼدٗ  ٍِ اىدزظح اىصاىصح  x0( ـفس 0ٍخريفح ذرساٗغ ٍا تِٞ مصٞسج ؼدٗ  ٍِ  زظح )

x3  : ٚمَا ٝي 
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درجة 
كثيرة 
 الحدود

قيمة  
الثابت 
 الأول

     

قيمة     
الثابت 
 الثاني

   

x0 f(x0)      قيمة
الثابت 
 الثالث

 

   f]x1,x0[    بت قيمة الثا
  الرابع

x1 f(x1)    f]x2,x1,x0[   

 

   f]x2,x1 

[ 

   f]x3,x2,x1,x0[ 

  

x2 f(x2)    f]x3,x2,x1[   

 

   f]x3,x2[     

 

x3 f(x3)       
 

 :  3ٍصــــاه 

ػاِٞ بَٞاح اىسأظٞح ىفازٗؾ مَا فٜ اىعدٗه اىعاتق فٜ اىَصاه اىعااتق . اىعسػح ذؼطٜ

ٍعرخدٍا مصٞسج ؼدٗ  ٍِ اىدزظح اىصاىصح تاظرخداً نسٝقح ّٞا٘ذِ ىيفاسٗ    t=16sاىعسػح ػْد 

 اىَقعٍ٘ح . 

 رؼطٟ ِؼبدٌخ اٌغشػخ ِٓ اٌذسعخ اٌضبٌضخ فٟ اٌصٛسح اٌزب١ٌخ : اىؽـــــــــــو : 

 v(t) = b0 + b1 ( t – t0 ) + b2 ( t- t0 )(t- t1) + b3 ( t- t0 )(t- t1) (t –t2)  
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 فئّْااا ذخرااز أزتاغ ّقاان ىيثٞاّااخ بسٝثاح ٍااِ   t = 16ٗؼٞاس أّْاا ّسٝاد ؼعااب اىعاسػح ػْاد 

t = 16   : ٜٕ ٗذؽٞه تٖا . ٕرٓ اازتغ ّقان 

t0  =10     ,  v (t0) = 227.04  

t1  =15     ,  v (t1) = 362.78  

t2  = 20    ,  v (t2) = 517.35  

t3  = 22.5    ,  v (t3) = 602.97  

 تدلاىح بٌٞ اىعسػح ػْد ذيل ااشٍْح اىَخريفح .   b3 , b2 , b1 , b0شٌ ّتذٜ ىؽعاب 

b0 = v[ t0 ]  

     = v( t0)  

    = 227.04  

b1 = v[ t1 , t0 ]  

148.27

1015

04.22778.362
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

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tvtv

 

b2 = v [ t2,t1 ,t0 ]  
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 ٗتاىراىٜ ذنُ٘ 

V (t) = b0 + b1 ( t – t0 ) + b2 ( t – t0 ) ( t –t1 ) + b3 ( t-t0 ) ( t –t1 ) (t-t2 )  

   = 227.04+27.148( t – 10 ) + 0.37660( t- 10) (t- 15) + 5.437 * 10
-3

 ( t 

– 10 )( t- 15 ) (t – 20 ) 

   t =16تاىرؼ٘ٝك ػِ 
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v( 16) = 392.06 m/s 

َٝنااِ مراتااح اىَؼاااٍلاخ فااٜ ـااٞ ح ّٞاا٘ذِ ىنصٞااساخ اىؽاادٗ  ] ٕاارٓ اىَؼاااٍلاخ ٕااٜ اىفااسٗ  

 اىَقعٍ٘ح [ فٜ ـ٘زج ظدٗه مَا ظثق. 

َٝنِ ػَو  x0 ,x1 ,… xn ػيٜ اىرقان   interpolated ظ٘ف ٝرٌ اظرنَاىٖا   Fىداىٔ  ٍصاه :

 اىعدٗه اىراىٚ: 
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 اىؽدٗ  تاظرؼَاه ٍدخلاخ اىقطس ااػيٚ فٜ اىعدٗه مَؼاٍلاخ . شٌ ٝرٌ ػَو

 ٍصاه : 

تاظارؼَاه اىفاسٗ  اىَقعاٍ٘ح ػْاد اىْقاان   f(x) = tan x افراسق ػَاو مصٞاسج ؼادٗ  ىيداىاح  

 اىراىٞح 

X0 = -1.5     x1 = -0.75     x2 = 0   x3 = 0.75      x4 = 1.5  

F(x0) = -14.1014 ,   f(x1)= - 0.931596  ,  f(x2 ) =0  , f(x3) = 0.931596  , 

f (x4) = 14.1014  
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 َٝنِ ػَو اىعدٗه اىراىٜ تاظرؼَاه ظرح أزباً  بح :  

X  F(x)    

- 1.5 -14.1014    

  13.1698 

 

  

-0.75 -0.931596  -12.2382 

 

 

0 0 0.931596 

 

 12.23821 

 

0.75 0.931596 0.931596 

 

0  

    12.23821 

 

   12.23821 

 

 

1.5 14.01014 13.1698 

 

  

 ٗتاىراىٜ فئُ اىَؼا ىح ذتخر اىف٘زج  

Tan(x) = -14.1014 + 13.1698 (x +1.5 ) -12.2382 (x +1.5 ) ( x +0.75) 

+12.23821 (x +1.5 ) ( x +0.75) ( x)  

 = …………………………………………….  
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Lagrangian interpolation   :صبٌضب 

   nؼدج ٍِ اىطاس  اىَعارخدٍح ىؼَاو مصٞاسج ؼادٗ  ٍاِ اىدزظاح نسٝقح لاظساّط ٕٜ ٗا

 .   ( n + 1 ) ذَس تؼد  ٍِ اىْقان 

 ذؼطٜ مصٞسج اىؽدٗ  تاظرخداً نسٝقح لاظساّط مَا ٝتذٜ :

)()()(
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ii

n

i
n xfxLxf



  

ىؼاد    y =f( x), ذَصاو  زظاح مصٞاسج اىؽادٗ  اىراٜ ذقاسب اىداىاح   fn (x) فٚ   nؼٞس 

 فٚ ـ٘زج   (n + 1 )ٍِ اىْقان 

( x0 , y 0 ) , ( x1 , y1 ) , ……. ( xn ,yn )  

 

Li (x)   : ذؼطٜ فٜ اىف٘زج 

ji

j
n

iJ
i
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xx

xx
xL




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
0

)(  

لا ٝاادخو فٖٞااا اىؽاادٗ  اىرااٜ    (n)َٝصااو ؼاـااو لااسب ػااد  ٍااِ اىؽاادٗ  ٍقاادازٓ  ∏اىسٍااص 

 .   j , i ٝرعاٗٛ تٖا 

 ظ٘ف ٝرمػ ٕرا ٍِ اىَصاه اىراىٜ :

 ىفازٗؾ مداىح فٜ اىصٍِ مَا فٜ اىعدٗه :ذؼطٜ اىعسػح اىسأظٞح 

30 22.5 20 15 10 0 T= s 

901.67 602.97 517.35 362.78 227.04 0 V(t) m/s 
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تاظرخداً مصٞسج ؼدٗ  ٍِ اىدزظح ااٗىٜ تطسٝقح لاظاساّط    t = 16 sػِٞ بَٞح اىعسػح ػْد 

  : 

ٞح( ذؼطٚ اىعسػح ٍِ اىَؼا ىح ىؼَو مصٞسج ؼدٗ  ٍِ اىدزظح ااٗىٜ ) ٍؼا ىح خطاىؽــــــــو : 

 اىراىٞح تطسٝقح لاظساّط : 

)()()(
1

0

1 ii

i

tvtLtv 


  

  i=0  ,i=1تاىرؼ٘ٝك ػِ 

= L0(t)v(t0)+L1(t)v(t1)  

 

 

 

 

 

ٗذؽٞطااُ تٖاا   t =16 ّخرااز ّقطراِٞ ؼا٘ه  t = 16sػْاد  vٗؼٞس أّْا ّسٝد ؼعااب 

 َٕٗا :

t0 = 15    ,   v (t0) =  362.78  

t1 = 20  ,    v (t1) = 517.35  

فاٜ ٕارا اىَادٛ   j ٗتاىراىٜ ذناُ٘ بَٞاح   j= 0 ذؽصف اىؽد اىرٛ تٔ    i = 0  ؼاىحفٜ 

 فقه ٍْٖٗا ٝنُ٘  1ٕٜ  1اىٚ     0ٍِ

 اىرَصٞو اىخطٜ

x0,y0 

x1,y1 

f1(x) 

y 

X 
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1 )(  ٗتاىَصو ٝنُ٘                            

فاٜ    j ٗتاىراىٜ ذنُ٘ بَٞاح j = 1 د اىرٛ تٔ ٗتاىراىٜ ٝؽرف اىؽ  i = 1فٜ ٕرٓ اىؽاىح 

 فقه ٍْٖٗا ٝنُ٘ :  0ٕٜ  1اىٚ  0ٕرا اىَدٙ ٍِ   
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 فٜ اىَؼا ىح ّؽفو ػيٜ :    L1 (t) , L 0( t) تاىرؼ٘ٝك ػِ 
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 ذؽفو ػيٜ :   t = 16تاىرؼ٘ٝك ػِ 

V(16 ) = 393.7 m/ s  

 :  2ٍصاه  

ىْفط اىثٞاّاخ فٜ اىَصاه اىعاتق اظرْرط ٍؼا ىح ذستٞؼٞح تطسٝقح لاظساّط ٍْٖٗاا اؼعاة 

   t = 16 s اىعسػح  ػْد 

 اىؽو :

 فٜ ٕرٓ اىؽاىح ذؼطٜ اىعسػح ٍِ اىؼلابح : 
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 ٕٜٗ   t = 16 فئّْا ّخراز شلاز ّقه ؼ٘ه   t = 16 s أّْا ّسٝد اىعسػح ػْد 

t0 = 10 , v(t0) = 227.04  

t1 = 15 ,  v(t1) = 362.78  

t2 = 20 , v(t2) = 517.35  

 ماىراىٜ :  L2 (t)  , L1 ( t) , L0(t) ٗذؽعة 
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 مرىل : 
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 مرىل : 

x0,y0 

x1,y1 

f2(x) 

y 

X 

x2,y2 
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 ذؽفو ػيٜ :   L2 (t) , L1 (t) , L0 ( t) تاىرؼ٘ٝك ػِ 
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= 392.19 m/s 

 :  3ٍصـــــــاه 

ٍْٖٗاا أؼعاة   (cubic ) ذقط تٞاّااخ اىعادٗه اىعااتق ٍْٖاا ػاِٞ ٍؼا ىاح ٍاِ اىدزظاح اىصاىصاح  

 تطسٝقح لاظساّط :  t = 16 s اىعسػح ػْد 

 اىؽــــــــو : 

 اىٞح : ذؼطٜ ٍؼا ىح لاظساّط ىيعسػح ٍِ اىدزظح اىصاىصح فٜ اىف٘زج اىر
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 ٕٜٗ :  t = 16 ٗتاىراىٞازتغ أزتغ ّقان ذؽٞه تاىْقطح 

t0 = 10  ,  v (t0) = 227.04   
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t1 = 15  ,   v(t1)  = 362.78  

t2 = 20  ,  v(t2)  = 517.35  

t3 = 22.5  ,  v(t3)  = 602.97  

 , L3 (t) , L2 (t) , L1 (t) ؼعاب ّسٝد   v ( t3) , v (t2) ,v(t1) , v(t0)تؼد اىؽف٘ه ػيٜ 

L0 ( t)  : ٜٗذىل ماىراى 
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 تاىرؼ٘ٝك ػِ ٕرٓ اىقٌٞ فٜ اىَؼا ىح ااـو ّؽفو ػيٜ : 

V ( 16 ) = 392.06 m/s  

 نسٝقح ؼرٞسىْط ىلاظردلاه

 مراتح ٍرعيعيح ذاٝي٘ز ػيٚ اىف٘زج اىراىٞح: َٝنِ
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 ٍِ اىفسٗ  اىَسمصٝح ٗظد اُ

2....................................................................
306
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53 

 hD  

3....................................................................
9012
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64

22 
 hD  

(hD) و (hD)تاىرؼ٘ٝك ػِ بَٞح 
2

 فٚ اىَؼا ىح الاٗىٚ: 
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 ٗذىل تتخر اىؽد الاٗه تؼد اىمسب فٚ اىق٘ظِٞ
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 y(x)  =yiتاىرؼ٘ٝك ػِ 
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 حٗ تاظرؼَاه اىصلاشإٔٗرٓ ٕٜ ـٞ ح ؼرٞسىْط ىلاظرنَاه, َٗٝنِ اظرؼَاه اىؽدِٝ ااٗىِٞٞ ٍِ اىطسف ااَِٝ 

 ؼدٗ .

 ا اظرؼَيْا اىؽدِٝ ااٗىِٞٞ فقه, ذؤٗه اىؼلابح إىٚ اىف٘زج اىراىٞح:فئذ
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 ٍصاه

tan 16 أٗظد بَٞح
0

 تاظرخداً اىثٞاّاخ فٚ اىعدٗه اىراىٚ, ٍعرؼَلا نسٝقح ؼرٞسىْط ىلاظرنَاه. 

25
o
 20

o
 15

o
 10

o
 x 

0.4603 0.3640 0.2679 0.1763 Tan x 

 اىؽو

)(16tan hxy  

x=15,   h=20-15=5,  αh=1 

2.0
5

1
 

ٕٚ اىقَٞح اىرٚ ذص ا  تٖا اىقَٞح اىَطي٘تح ػِ ابسب  αhٕٚ ٍقداز اىخط٘ج اىرٚ ذص ا  تٖا اىثٞاّاخ,  hؼٞس 

15بَٞح ٍؼيٍ٘ح ٕٗٚ فٚ ٕرا اىَصاه 
o

. 

 ٕٗٚ اظرؼَاه ؼدِٝ فقه:تاظرؼَاه اىطسٝقح الاٗىٚ ىؽرٞسىْط 
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15ػْد   tanٕٚ بَٞح  yi ؼٞس
o

. 

 yr  بَٞح ٕٚtan   20ػْد
o

 

 yL  بَٞح ٕٚtan   10ػْد
o 
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2.0
2679.016tan  

 تاظرؼَاه اىطسٝقح اىصاّٞح ىؽرٞسىْط ٕٗٚ اظرؼَاه اىصلاشح ؼدٗ .
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 امصس ٍِ اىؽدٗ  ميَا ابرستْا ٍِ اىقَٞح اىؽقٞقٞح. بح. ٕٗنرا ميَا اظرؼَيْا ػد ٗاىطسٝقح اىصاّٞح امصس  
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 اٌجبة اٌغبدط

 CURVE FITTING  رٛف١ك إٌّح١ٕبد

 ٍقدٍح:1-6

فٜ ٍخريف اىرعازب ٗاىَؽإداخ اىثؽصٞح مصٞساً ٍا ّؽفو ػيٚ ٍعَ٘ػح ٍِ اىقساءاخ  

د ذىال إٝعاا  اىؼلاباح تاِٞ اىَر ٞاساخ اىراٜ اىَرْاظسج ىَر ٞسِٝ أٗ أمصس...ٗبد ٝنُ٘ ٍِ اىَفٞد تؼ

ذ٘افق ٕرٓ اىقٌٞ اىَرْاظسج فٜ ـ٘زج  اىح ذسته اىر ٞس اىؽا ز مْرٞعح ىر ٞاساخ أخاسٙ ٍعاثثحف 

 x1 , x2 , x3)ؼٞس أُ  y = f (x1, x2 , x3 ,……)ٗٝرسظٌ ٕرا زٝالٞا تاىؼلابح اىداىٞح اىراىٞح: 

ٕاٜ  ‟f„ر ٞاس اىْااذط ٍاِ ماو ٕارٓ اىَر ٞاساخ ٗ ٕاٜ اىَ ‟y„ٕٜ ٍر ٞساخ ٍعارقيح تَْٞاا   (.... ,

اىداىح اىرٜ ذسته تِٞ اىَر ٞساخ. ٗأتعه ؼنو ىيؼلابح اىعاتقح ٝناُ٘ اىَر ٞاس اىَعارقو ٗاؼادا أٛ 

  y = f (x)ذنُ٘ اىؼلابح تِٞ ٍر ٞسِٝ أشِْٞ فقه ذنُ٘ اىداىح ػيٚ اىف٘زج: 

سج ىيَر ٞس اىَعارقو فٜ اىرعازب اىؼَيٞح ّؽفو ػيٚ ظدٗه ىَعَ٘ػح ٍِ اىقٌٞ اىَرْاظ

„x‟  ٗاىَر ٞس اىرااتغ„y‟  ٗفائُ ماو ٍاِ ٕارٓ اىقاٌٞ اىَرْااظسج ذَصاو تْقطاح ٗابؼاح ػياٚ ٍْؽْاٚ أ

تاىقسب ٍْٔ ٗٝنُ٘ اىٌَٖ تؼد ذىال ٕا٘ اىؽفا٘ه ػياٚ ٍؼا ىاح ذىال اىَْؽْاٚ اىارٛ َٝاس تناو أٗ 

لابااح تااِٞ ٍؼظااٌ ٕاارٓ اىااْقه أٗ بسٝثاااً ٍْٖااا تؽٞااس ذااده ٕاارٓ اىَؼا ىااح ػيااٚ اىفاا٘زج اىؼاٍااح ىيؼ

 اىَر ٞسِٝ ٍ٘ل٘ع اىدزاظح.

 Emperialٗاىَؼا ىاااح اىراااٜ ّؽفاااو ػيٖٞاااا تٖااارٓ اىطسٝقاااح ذعاااَٚ ٍؼا ىاااح ذعسٝثٞاااح         

Equation  ْٚذ٘فٞق اىَْؽ( :ىيَْؽْٚ ٗذعَٚ ٕرٓ اىطسٝقح اىَرثؼحCurve Fitting.) 

ٗبد ّعد أُ ْٕاك أمصس ٍِ ـ٘زج ذ٘افق ٍعَ٘ػح اىاْقه ماتُ َٝناِ زظاٌ خاه ٍعارقٌٞ 

ٍْٗؽْٚ أٗ أمصس ٗمو ٍْٖا ٝ٘افق ٍعَ٘ػح اىْقه تدزظح ٍْاظاثح... ىارىل فئّأ ٍاِ اىثداٝاح ٝعاة 

اخرٞاز ؼنو اىَْؽْٚ اىرٛ ذر٘بغ اىؽف٘ه ػيٞٔ ٗذىل تْاءً ػيٚ اىدزاظح ٗاىَؼسفح تالاػرثازاخ 

 اىْظسٝح ىيؼلابح تِٞ اىَر ٞسِٝ ٍٗؼْإا اىطثٞؼٜ.
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َنااِ ذ٘فٞااق أمصااس ٍااِ ٍؼا ىااح ىااْفط اىْرااالط ٗػٍَ٘اااً إذا ىااٌ ذنااِ اىداىااح ٍؼسٗفااح فئّاأ ٝ

اىرعسٝثٞح ٗذفمو ٍؼا ىاح ػاِ ااخاسٙ ػاِ نسٝاق  باح ذَصٞيٖاا ىيْراالط )ٍؼاٍاو الازذثاان(ف أٗ 

 تعانح اظرخداٍٖا.

 ِٚٓ أُ٘ ٚأف١ذ اٌّؼبدلاد اٌصٛس ا٢ر١خ:

  Linear Equationِؼبدٌخ اٌخػ اٌّغزم١ُ  -1

XaaY
10

 

  Parabolic Equationِؼبدٌخ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ  -2

2

210
XaXaaY  

 Exponential Functionاٌذاٌخ الأع١خ  -3

Xa

0

1e.aY  

 Power Functionداٌخ اٌمـٜٛ  -4

1a

0
X.aY  

 Boissen Functionداٌخ ثٛاعْٛ  -5

Xa

0

1e.X.aY


 

  Gauss Functionداٌخ عبٚط  -6
2

1 Xa

0
e.X.aY


 

 

 ٗاىخط٘اخ اىرٜ ذريٚ اخرٞاز  اىح اىَْؽْٚ ٕٜ إٝعا  بٌٞ اىص٘اتد تئؼدٙ اىطس  اٟذٞح: 

  Graphical methodاىطسٝقح اىثٞاّٞح  -1

 Average Points methodنسٝقح اىْقه اىَر٘ظطح  -2

 Least Square methodنسٝقح أبو اىرستٞؼاخ )اىَستؼاخ اىف سٙ(  -3

ؽنٌ اىؽخفٜ فٜ زظٌ ٍْؽْٚ ذقسٝثٜ ىر٘فٞق ٍعَ٘ػح ٗاىطسٝقح اىثٞاّٞح ذؼرَد ػيٚ اى 

ٍااِ اىثٞاّاااخ ٕٗاا٘ ٍااا ٝعااَٚ تطسٝقااح اىرَٖٞااد تاىٞااد فااٜ ذ٘فٞااق اىَْؽْااٚف تَْٞااا نسٝقااح اىااْقه 

اىَر٘ظطح ذَراش تاىثعانح ٗظٖ٘ىح اىرطثٞاق. أٍاا نسٝقاح اىَستؼااخ اىفا سٙ )أباو اىرستٞؼااخ( 

 سٝقرِٞ اىعاتقرِٞ.فٖٜ ذؼطٚ ّرٞعح ذؼثس ػِ اىقساءاخ تتمصس  بح ٍِ اىط
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  Graphical methodاٌطش٠مخ اٌج١ب١ٔخ  6-2

   Straight line اٌخػ اٌّغزم١ُ -6-2-1

ىداىح اىخه اىَعرقٌٞ إَٔٞٔ خاـح ؼٞس َٝنِ ذؽ٘ٝو مصٞس ٍِ اىدٗاه رٞس اىخطٞح إىٖٞا  

ا  . ذسظٌ اىْقه اىرعسٝثٞح ػيٚ ٗزبح ٍستؼاخ ٗإذا ى٘ؼع إٍناُ ذَصٞيٖا تخه ٍعرقٌٞ فاَٞنِ إٝعا

اىص٘اتد تطسٝقح تٞاّٞح. ٗذريخؿ فٜ اظرخداً ٍعطسج ؼفافح ىيَاسٗز تاِٞ اىاْقه ف فرناُ٘ اىارقه 

ف٘بٖا ٍعاٗٝٔ ىيرٜ ذؽرٖا ٗذنُ٘ ٍرْاٗتح تؽٞس لا ذرسامٌ اىْقه ف٘  اىخاه فاٜ ّاؼٞاح ٍْأ تَْٞاا 

 1 ”ذرسامٌ اىْقه ذؽد اىخه فٜ اىْاؼٞح ااخسٙ ٍْٔ ٗػْد زظٌ اىخه اىَعرقٌٞ فئُ ٍٞئ ٝناُ٘ 

“ a ُ٘ٗذقانؼٔ ٍغ ٍؽ٘ز اىفا اخ ٝن“a0” ( ػاىٞح .1مَا ٕ٘ فٜ اىَؼا ىح )  

 

 (:1-6ِضبي )

 اسعُ خطبً ِغزم١ّبً  -أ      

 ٠ٛافك اٌج١بٔبد ثبٌغذٚي 

x      2      3      5     7      9      11 

y      3      1      7     11   17     15 

 

 إٚعذ ِؼبدٌخ ٘زا اٌخػ -ة      

 

 اٌحـــــً

لغ اىاْقه فاٜ ّظااً ىاؼاداشٞاخ اىَرؼاٍادج مَاا ٕا٘ ٍ٘لاػ تاىؽانو. ٍاِ اى٘الاػ أُ  - أ

ظَٞغ اىاْقه ذقاغ ػياٚ خاه ٍعارقٌٞ أٗ ؼ٘ىأ أٛ أُ اىخاه اىَعارقٌٞ ٝ٘فاق ٕارٓ اىثٞاّااخ 

 تدزظح مثٞسج. 
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0
2
4
6
8

10
12
14
16
18

0 2 4 6 8 10 12 14

 
 

XaaYىرؽدٝااد ٍؼا ىااح اىخااه اىَعاارقٌٞ اىَؼااسف تَااا ٝيااٜ:  -ة
10

  فئّاأ ٝنفااٚ ذؽدٝااد

 ّقطرِٞ ٗابؼرِٞ ػيٚ اىَْؽْٚ.

َٝناِ  a0 , a1ػياٚ ظاثٞو اىَصااهف فائُ اىص٘اتاد  (7,11) , (5,7)تَؼسفاح أٛ ّقطراِٞ ٗىاٞنِ 

 ذؽدٝدٕا. 

 
 

2
57

711

XX

YY
ma

12

12

1










 

اىصاتد   Xٍقعٍ٘اً ػيٚ ٍقداز اىر ٞس فٜ  Yذعَٚ ٍٞو اىخه َٗٝصو ٍقداز اىر ٞس فٜ  Mؼٞس: 

a0  ٗ بَٞح ٕ٘Y  ػْدX = 0  ٝعاَٚ تااىعصء اىَقطا٘ع ٍاِ اىَؽا٘زY ٗٝلاؼاع أّأ ػْاد ٍاد  .

. ٗػيٚ ذىل َٝنِ ذَصٞاو اىثٞاّااخ اىعااتقح  3–ػْد اىْقطح  Yاىَْؽْٚ ٝدٗٝاً فئّٔ ٝلابٚ اىَؽ٘ز 

X23Yتاىَؼا ىح اٟذٞح:    

 Quadratic  Equationِؼبدٌخ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ   6-2-2

2

210
XaXaaY   

ذعاارخدً ٕاارٓ اىَؼا ىااح تنصااسج ٗخف٘ـااا فااٜ ٗـااف اظاارعاتح اىْثاااخ ىؼْاـااس اىَْاا٘ 

 َٗٝنِ ذؽ٘ٝو ٕرٓ اىَؼا ىح إىٚ اىف٘زج اىخطٞح ماٟذٜ:

 
Xaa

X

aY
21

0 


 

 ٝرثغ اٟذٜ :  (a0 , a1 , a2)لإٝعا  اىص٘اتد اىصلاشح 
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ٍاِ ذقاانغ اىَْؽْاٚ   (a0)َاح ػياٚ ٗزباح ٍستؼااخ ٗذعارخسض بٞ ( X ,Y )ذسظاٌ تٞاّااخ  -1

 اىرقسٝثٜ ٍغ اىَؽ٘ز اىفا ٛ.

ذؽعة اىقٌٞ  -2
 

X

aY
0


 a1 , a2فئُ أػطد خطا ٍعرقَٞا أٍنِ ذؽدٝاد  (X)ٗذسظٌ لد   

 .مَا ظثق تٞاّٞا ٗإلا فئُ ٍؼا ىح اىدزظح اىصاّٞح لا ذَصو اىثٞاّاخ

 

    

          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

: إٌزااب ظ اٌزب١ٌااخ رّضااً الإٔزاابط (2-6ِضاابي )

 ”X“ثاابٌطٓ ٌٍٙىزاابس وذاٌااٗ ٌؼٕصااش  اازا ٟ 

ثاابٌى١ٍٛعشاَ ٌٍٙىزاابس  ٠ٚؼزمااذ إِىاابْ رّض١ااً 

 اٌج١بٔبد ثزؼذد حذٚد ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ.

X    0    10    30    60    100   

 155    200 

0

2

4

6

8

10

12

0 50 100 150 200 250

X

Y

 

X

)a-(Y 0 

Y 


X 

X X 

ao 

aI 

X

)a-(Y 0 
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Y   0.1 1.91  5.0   8.0   10.0    7.5   0.10 

 ٍِ اىسظٌ ٗاىْرالط ّعد أُ:

(a0= 0.10 t/ha ) 

فاااااااااااااااٜ اىَؼا ىاااااااااااااااح اىراىٞاااااااااااااااح: 
2

210
XaXaaY  

 ٗذتخر اىقٌٞ اىراىٞح ػيٚ اىرسذٞة :

 
X

aY
0


:  0.190 , 0.160 , 

0.126 , 0.099 , 0.050 ; 0.00 

 

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0 50 100 150 200

Nutrient kg/ha

Y
-
a
0

/X

 

 ٍِ اىسظٌ ٗاىَؼا ىح:

0009.0
70

08.0
a

xaa
x

aY

2

21

0









 

a1 = 0.19 
2

X0009.0X19.01.0Y  

 

  Exponential Function اٌذاٌخ الأع١خ 6-2-3

 

Xa

0

1e.aY  

 

َٝنِ ذقٌ٘ٝ ٕرٓ اىَؼا ىح ) ذؽ٘ٝيٖا إىٚ ٍؼا ىح خاه ٍعارقٌٞ ( ٗذىال تتخار ى٘رازٝرَااخ 

 اىطسفِٞ . ٗاىَؼسٗف أُ اىداىح ااظٞٔ ٕٜ ػنط اىداىح اىي٘رازٝرَٞح.

X.aa.lnYln
10

 

. َٗٝناِ فاٜ a1ٍٗٞاو اىخاه  Ln a0ٕٗرٓ ٕٜ ٍؼا ىح خه ذقانؼٔ ٍغ اىَؽا٘ز اىسأظاٜ 

 ٍِ زظٌ اىخه اىَعرقٌٞ.  a0 , a1اىؼا ج ذؽدٝد 
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 (: اىْقه اىراىٞح ذَصو  اىٔ ٝؽرَو أُ ذنُ٘ أظٞٔ :3-6ٍصاه )

5 4 3 2 1 0 X 

445 164 60 22 8 3 Y 

 اٌحـــــً

بد ٌززؼاش  اسعُ اٌذاٌخ ػٍٝ ٚسلخ ِشثؼ

ػٍاااااٝ اٌلاااااىً ا١ٌّّاااااض ٌٍذاٌاااااخ ٚثأخاااااز 

. رأوااذ ِاآ رماا٠ُٛ اٌذاٌااخ "Y"ٌٛ اابس٠زُ 

ثشعاااّٙب ػٍاااٝ ٚسق ِشثؼااابد ٚاعااازٕزظ 

 صبثزب اٌّؼبدٌخ .
0

100

200

300

400

500

0 1 2 3 4 5 6

X

Y

 

 

5 4 3 2 1 0 X 

445 164 60 22 8 3 Y 

6.1 5.1 4.1 3.1 2.1 1.1 Ln Y 

 

ذقاانغ اىخاه ٍاغ اىَؽا٘ز اىسأظاٜ َٝناِ  ٝرمػ ٍِ اىخه اىَعارقٌٞ أُ اىداىاح أظاٞح ٍاِ

ٍااِ ٍٞااو اىخااه ٗػيااٚ ٕاارا فاائُ ٍؼا ىااح اىااْقه تاادلا ٍااِ ؼعاااب  ”a1“اىؽفاا٘ه ػيااٚ اىصاتااد 

 (Semi - Logarithmic)فَٞنِ زظٌ اىداىح ػيٚ ٗز  ّفف ى٘رازٝرَٜ ”Y“ى٘رازٝرَاخ 

 ٗفٞٔ َٝصو اىط٘ه ػيٚ اىَؽ٘ز اىسأظٜ ىي٘رازٝرٌ تدُٗ ؼعاب . 
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يَصااه اىعااتق ٝرماػ ٍِ اىسظٌ اىَسفاق ى

 أُ :

ln a0 = 1.1 

a0 = e
1.1

 

X

1

12

12

1

0

e.3Y

1
5

1.11.6
  

5

3ln445ln
a

xx

ylnyln
a

0.3a


















 

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4 5 6

X

ln
 Y

 

 

  FunctionPowerداٌخ اٌمـــٜٛ  6-2-4

1a

0
X.aY  

 

 ٝفٞد فٜ ٕرٓ اىؽاىح أٝما أخر ى٘رازٝرٌ اىطسفِٞ ْٝرط: 

ln Y = ln a0 + a1 ln X 

 Ln X“ “ٍقاتاو  ”Ln Y“نِ أُ ٝرثِٞ ذىل ٍاِ زظاٌ ٗتٖرا اىؽنو ذقٍ٘د اىداىح ف َٗٝ

ٗتدلا ٍِ ؼعاب اىي٘رازٝرَاخ فَٞنِ زظٌ اىداىح ػيٚ ٗز  ى٘رازٝرَٜ فٜ مو ٍِ الاذعاإِٞ 

مَٞو اىخه  a1““ٍِ ذقانغ اىداىح ٍغ ٍؽ٘ز اىفا اخ ٗ  a0“ “اىسأظٜ ٗاافقٜ. َٗٝنِ بساءج 

 أٗ َٝنِ ؼعاب اىصاترِٞ مَا فٜ اىَصاه اىراىٜ.

 

مْعاثٔ ٍو٘ٝاح فاٜ اىٞاً٘ ٍاغ  Y““(: اىْرالط اىراىٞاح ذثاِٞ ٍؼاده ذادٕ٘ز ٍثٞاد أػؽااب 4-6ه )ٍصا

تاىَٞنسُٗ. اىَطي٘ب اىرتمد ٍِ إٍناُ ذَصٞو اىْرالط تداىاح  X““اىقطس اىَر٘ظه ىقطساخ اىسغ 
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% فاٚ 30اىق٘ٓ. إٗظد أٝما شاترٜ اىداىح ٗبدز اىقطس اىَر٘ظه اىرٙ ٝؼطٚ ٍؼده ذدٕ٘ز ٍقدازٓ 

 اىًٞ٘ .

X ( ) 50 100 200 500 

Y (% / 

day) 

80 20 5 1 

 

0

20

40

60

80

100

50 100 200 300 400 500

X

Y

 
 

 اٌحـــــً

 فئّٖا  اىح ب٘ٙ. ( Log - Log )ؼٞس أُ اىؼلابح خه ٍعرقٌٞ ػيٚ ٗز  

ٍٗاغ ذىال فاَٞنِ أخار  X = 1ٍاِ ػياٚ اىسظاٌ ؼٞاس لا ذ٘ظاد ػيٞأ  “a0 “ٍِ اىفاؼة ذقادٝس 

 اىَؼا ىح ىيؽف٘ه ػيٚ اىصاترِٞ . ّقطرِٞ ػيٚ اىخه ٗاىرؼ٘ٝك تَٖا فٚ

1

10

100

1 10 100 1000

X

Y%
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   

   2               500a1          X.aY

1               50a80          X.aY

11

11

a

0

a

202

a

0

a

101





 

 (:1( ػٍٝ )2ثمغّخ اٌّؼبدٌخ )

 
  90.1
10ln

ln
a    or    -1.9= a

10Log  a= 
80

1
Log  (10)=  

80

1

50

500
=  

80

1
 ,       

50

500

80

1

80
1

1 1

1

a

a

1a

1a

1

1























 

 

 (:٠1ّىٓ اٌزؼ٠ٛط فٝ إحذٜ اٌّؼبدٌز١ٓ ٌٚزىٓ ) ”a0“ٌٍحصٛي ػٍٝ 

   

83
30

135000
X

     %30Y  when,    
Y

135000
X   

X.135000Y 

135000
50

80
50

80a  

9.1
1

9.1
1

1

90.1

90.1a0





























 

   Boissenداٌخ ثٛاعْٛ  6-2-5

Xœa

0

1e.x.aY


 

 

ذثدأ ٕرٓ اىؽاىح تاىفافس شاٌ ذفاو إىاٚ ؼاد أبفاٚ شاٌ ذقاو ٍقازتاح ٍؽا٘ز اىعاْٞاخ ػْاد 

اىلاّٖاٝااح. ٗٝقاتااو ٕاارا اىؽاانو فااٜ ذطثٞقاااخ مصٞااسج ٍْٖااا اظاارعاتح اىْثاااخ ىيَٞااآ ٗػْاـااس اىَْاا٘ 

ااخسٙ ٍصو اىْٞرسٗظِٞ ف ؼٞس ٝصٝد اىَؽفا٘ه تصٝاا ج اىؼْفاس شاٌ ٝقاو ػْادٍا ذفاو اىصٝاا ج 
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بد اظرخدٍد فٜ ٕارٓ اىؽاىاح أٝماا ٍؼا ىاح اىدزظاح اىصاّٞاح. ىرقاٌ٘ٝ ٕارٓ اىداىاح إىٚ ؼد اىمسز. ٗ

فرفاثػ اىؼلاباح ػياٚ ٕٞواح خاه ٍرفاو  X““أٝما ٝؤخر ى٘رازٝرٌ اىطسفِٞ تؼد بعَرَٖا ػيٚ 

 ػيٚ اىف٘زج:

ln (Y/x) = ln a0 - a1x 

 

 فٜ اىراىٜ:  a0 , a1““َٗٝنِ ذيخٞؿ نس  ذؽدٝد اىصاترِٞ 

تؼد ؼعاب اىي٘رازٝرَاخ ػيٚ ٗزبح ٍستؼاخ ػا ٝٔ  X“ “لد  ”Ln y/x“زظٌ  -1

 .”a1“ٗٝنُ٘ اىَٞو اىعاىة ٕ٘  ”Ln a0“ف فٞنُ٘ اىرقانغ ٕ٘ 

Axis Title

Axis 

Title

 
" ٍِ ذقانغ اىخه a0ػيٚ ٗزبح ّفف ى٘رازٝرَٞح ٗذؽدٝد بَٞح "”x“لد  “ y / x“زظٌ  - 2

 ا:" فرؽعة ػيٚ أّٖ a = 1ٍغ ٍؽ٘ز اىفا اخ ػْدٍا ذنُ٘ "

ln (y/x) 

ln a0 

X 
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
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
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
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 ٗذىل فٜ ٍؼا ىح اىخه اىَعرقٌٞ ػيٚ اىف٘زج:

ln (y/x) = ln a0 - a1x 
 

ذنِ٘ٝ ٍؼا ىرِٞ ٍِ أخر ّقطرِٞ ػيٚ اىخه تؼد زظَٔ ٗاىرتمد ٍِ اظرقاٍرٔ ٗؼيَٖاا  -3

 .مَا فٜ اىَصاه اىعاتق

 

 "w" ٌّؼبِلاد سغٛثخ ِخزٍفخ "   y(:اٌج١بٔبد اٌزب١ٌخ رّضً ٚصْ اٌّبدح اٌغبفخ فٟ ٔجبد "5-6اي )ِش

1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0 w (av.water) 

1.8 2.1 2.2 2.0 1.5 0 y (g/pot) 

اسعُ شىً اٌذاٌخ ٌززحمك ِٕٙاب ، ٚعاشة إِىابْ رٛف١اك ِؼبدٌاخ  "ثٛاعاْٛ" ٌزّض١ٍٙاب ٚأٚعاذ ل١ّاخ  

 "  w = 1.2" اٌّزٛلؼخ ػٕذِب رىْٛ " yاٌضبثز١ٓ . ٚحذد ل١ّخ " 

 اٌحـــــً

w 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

y 0 1.5 2.0 2.2 2.1 1.8 

y/w - 7.5 5.0 3.7 2.6 1.8 

ln (y/w) - 2.0 1.6 1.3 0.96 0.59 

 

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

0.0 0.3 0.5 0.8 1.0 1.3

w

l
n

(
Y

/
w

)

 

" رؤوااذ w" ظااذ "  ln (y/w)اعاازمبِخ  " 

إِىااابْ اعااازخذاَ داٌاااخ " ثٛاعاااْٛ ". ِؼبدٌاااخ 

 اٌخػ اٌّغزم١ُ ِٓ اٌشعُ:

w7.1

w7.13.2

ew974.9    y 

ee 
w

y

w7.13.2
w

y
ln










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 " ِٓ اٌشعُ أٚ وب٢رٟ:y" ٠ّٚىٓ إ٠غبد ل١ّخ  "w=1.2ٕذِب رىْٛ  "ػ

56.1e2.110y
2.17.1  

 

 

 

  "Gauss”داٌـــخ   6-2-6

2
1 Xa

0
e.x.aY


 

ذَاشو ٕرٓ اىداىح "ت٘اظُ٘" ى٘لا أّٖا ذؤٗه إىٚ اىففس أظسع ى٘ظ٘  اىرستٞغ فٜ ااض.  

"  xؤخر ى٘رازٝرَٞا اىطسفِٞف تؼد اىقعَح ػيٚ " " ٝ a0 , a1ىرقٌٞٞ ٕرٓ اىداىح ٗذؽدٝد اىصاترِٞ " 

 مَا ظثق.

2

10
Xaaln

x

y
ln  

x" خطٞح ٍغ "   y/xإذا فاىداىح  "
2

 " ٗزظَٖا ٝؼطٚ خطا ٍعرقَٞا.  

(: عااشة إِىاابْ رٛف١ااك ِؼبدٌااخ عاابٚط ٌزّض١ااً ث١بٔاابد اٌّضاابي اٌغاابثك، ٚأٚعااذ صاابثزٝ اٌّؼبدٌااخ ، 6-6ِضاابي )

 " ٚلبسٔٙب ثٕز١غخ اٌّضبي اٌغبثك.  w = 1.2ػٕذِب " " اٌّزٛلؼخ   Yٚاحغت ل١ّخ " 

 

w 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

y 0 1.50 2.00 2.20 2.10 1.80 

Y/w - 7.50 5.00 3.70 2.60 1.80 

ln (y/w) - 2.00 1.60 1.30 0.96 0.59 

W
2
 0 0.04 0.16 0.36 0.64 1.00 

 

ىاح ظااٗض ٗىا٘ أُ الاّؽسافااخ ػاِ " ذثِٞ إٍناُ اظارخداً  ا W2" لد "  ln y/wاظرقاٍح " 

 اىَعرقٌٞ أمثس ٍْٖا ٍغ  اىح ت٘اظُ٘. ٍؼا ىح اىخه اىَعرقٌٞ ٍِ اىسظٌ :

2

2

w  4.1

w  4.19.1

2

e  w686.6y

e  e
w

y

w4.19.1
w

y
ln










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" َٝنااِ إٝعااا   w= 1.2ػْاادٍا ذنااُ٘ " 

" ٍااااِ اىسظااااٌ أٗ تاىؽعاااااب  yبَٞااااح " 

 مااذٚ:

 

pot/g  1.1    

e  2.17.6y
2

2.14.1



 

 

 1.56ٗالػ أُ ٕارٓ اىقَٞاح ذقاو ػاِ " 

g/pot ٜظااثق ؼعاااتٖا ٍااِ ٍؼا ىااح  " اىراا

ت٘اظااااُ٘ ّظااااسا ىعااااسػح ابرااااساب  اىااااح 

ظاٗض ٍِ اىفافس فاٜ ٍسؼيرٖاا ااخٞاسج 

 مٌ ظثق ذمسٓ.

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

0.0 0.3 0.5 0.8 1.0 1.3

w2

l
n

(
Y

/
w

)

 

 Method of Average Pointsغش٠مخ إٌمػ اٌّزٛعطخ  6-3

 Definition of average pointذؼسٝف اىْقطح اىَر٘ظطح  

 xa)فائُ إؼاداشٞاخ اىْقطاح اىَر٘ظاطح  (I=1 , 2 , 3 , 4......n) , (xI ,yi)إذا ماُ ىادْٝا اىاْقه 

,ya) :ذؼطٚ ٍِ اىؼلاباخ 





n

1i

ia

n

1i

ia
y

n

1
y          ,          x

n

1
x 

 

 غش٠مخ إٌمطخ اٌّزٛعطخ ٌّؼبدٌخ اٌخػ اٌّغزم١ُ 6-3-1

Average point method for linear equation 

بساءاذَٖا  n1 , n2ذْؽفس ٕرٓ اىطسٝقح فٚ ذقعٌٞ اىقساءاخ اىَؼيٍ٘ح إىٚ فورِٞ  

 ٍرعاٗٝح ذقسٝثاً. شٌ ّ٘ظد إؼداشٞاخ اىْقطح اىَر٘ظطح ىنو فوح ؼٞس ذنُ٘:
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










11 n

1i

i

1

n

1i

i

1

y
n

1
          ,          x

n

1
 












22 n

1i

i

2

n

1i

i

2

y
n

1
          ,          x

n

1

and                      

 

شٌ ذؼِٞٞ ٍؼا ىاح اىخاه اىَعارقٌٞ اىارٛ َٝاس تٖااذِٞ اىْقطراِٞ. فائذا ماّاد ٍؼا ىاح اىخاه اىَعارقٌٞ 

Y=a0+a1

X  ٔفئّاااااااااااااااا

تاااااااااىرؼ٘ٝك 

تئؼاااااااااداشٞاخ 

اىااااااااااااااااااااْقه 

ح اىَر٘ظاااااااااط

 ذؽفو ػيٚ:

 

ٗتؽيٖا ّؽفو ػيٚ بَٞح  Normal Equationتاىَؼا لاخ الاػرٞا ٝح  2ف1ٗذعَٚ اىَؼا لاخ 

ػياٚ نسٝقاح ذقعاٌٞ اىقاساءاخف ٗاىَؼراا  أُ  a0 , a1. ٗباد ذؼرَاد بَٞاح a0  ,  a1مو ٍِ اىصاترِٞ 

عارقٌٞ( ٝنُ٘ ذقعٌٞ اىقساءاخ إىٚ فوراِٞ ٍاِ اىاْقه إؼادإَا ذظٖاس ػياٚ َٝاِٞ اىؽانو )اىخاه اىَ

 ٗااخسٙ ػِ ٝعازٓ.

 (: إٚعذ ِؼبدٌخ اٌخػ اٌّغزم١ُ اٌزٞ ٠ٕبعت إٌمػ اٌّج١ٕخ إحذاص١برٙب فٟ اٌغذٚي اٌزبٌٟ:7-6ِضبي )

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

y 1.48 1.76 2.78 3.32 3.86 4.15 4.75 5.66 6.18 6.86 

 طخ ٌٙب ٟ٘:ٔأخز اٌخّغخ ل١ُ الأٌٚٝ وفئخ أٌٚٝ ٚرىْٛ إحذاص١بد إٌمطخ اٌّزٛع 

 

  64.286.332.378.276.148.1
5

1
y

354321
5

1
x

1

1





 

 صُ ٔأخز اٌخّغخ ل١ُ اٌضب١ٔخ وفئخ صب١ٔخ ٚرىْٛ إحذاص١بد إٌمطخ اٌّزٛعطخ ٌٙب ٟ٘:

 

  52.586.618.666.575.415.4
5

1
y

8109876
5

1
x

2

2





 

 

 2                                      

1                                      

12

11

11

102

11

101













n

i

i

n

i

i

n

i

i

n

i

i

xaany

xaany
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 

x  576.0912.0y

3x576.064.2y

576.0
38

64.252.5

xx

yy
a

12

12

1
















 

 ,  xٌٚزجغ١ػ اٌؼًّ اٌحغبثٟ ٠ّىٓ وزبثخ عذٚي اٌمشاءاد اٌّؼطبح فٟ صٛسح فئز١ٓ ِٓ اٌمشاءاد صُ إ٠غبد 

y خ ٘ىزا:ٌىً فئ 

x y X y 

1 1.48 6 4.15 

2 1.76 7 4.75 

3 1.78 8 5.86 

4 3.32 9 6.18 

5 3.86 10 6.86 

x=15 y=13.20 x=40 y=27.60 

 ٔحصً ػٍٝ: n1 = n2 = 5ح١ش  2 , 1ثبٌزؼ٠ٛط فٝ اٌّؼبدٌز١ٓ 

10

10

a 40a 560.27

a 15a 520.13




 

 ٌّغزم١ُ اٌصٛسح:ٚرأخز ِؼبدٌخ اٌخػ ا a0 , a1ثحً ٘بر١ٓ اٌّؼذٌز١ٓ ٔحصً ػٍٝ 

x 576.0912.0y  

 غش٠مخ إٌمػ اٌّزٛعطخ ٌصٛسح اٌمطغ اٌّىبفئ 6-3-2

Method of average point for parabolic type. 

 

 نسٝقح اىْقه اىَر٘ظطح َٝنِ أُ ٝعرخدً أٝماً لإٝعا  ٍؼا ىح اىقطغ اىَناف  ػيٚ اىف٘زج:

2

210
x ax aay  

 

ٝياصً  a0 , a1 , a2ف ٗفاٚ ٕارٓ اىؽاىاح ىرؼٞاِٞ اىص٘اتاد اىصلاشاح ىرْاظة اىقساءاخ اىَؼطاج

ذقعٌٞ اىْقه اىَؼطاج إىٚ شلاز فواخ شٌ إٝعا  إؼداشٞاخ اىْقه اىَر٘ظطح ىنو فوح شٌ ذؼِٞٞ اىقطاغ 

 اىَناف  اىرٛ َٝس تاىصلاز ّقه اىَر٘ظطح.

 (: إٚعذ ِؼبدٌخ اٌمطغ اٌّىبفئ اٌزٟ رٕبعت اٌمشاءاد ا٢ر١خ:8-6ِضبي )

x -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
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y -3.5 0.4 2.5 4.2 5.8 6.6 7.8 8.0 8.6 7.6 6.2 

ٔأخز اٌضلاس ٔمػ الأٌٚٝ وفئخ أٌٚٝ ٚالأسثؼخ ٔمػ اٌزب١ٌخ وفئخ صب١ٔخ ٚالأسثؼخ ٔمػ الأخ١اشح وفئاخ صبٌضاخ 

 صُ ٔٛعذ إحذاص١بد إٌمػ اٌّزٛعطخ إٌّبظشح فزىْٛ ٟ٘:

 ضلاس ٔمػ الأٌِٚٝزٛعػ اٌ  (0.2- , 1-) اٌفئخ الأٌٚٝ  

 ِزٛعػ الأسثغ ٔمػ اٌزب١ٌخ (6.1 , 2.5) اٌفئخ اٌضب١ٔخ  

 ِزٛعػ الأسثغ ٔمػ الأخ١شح (7.6 , 6.5) اٌفئخ اٌضبٌضخ  

 

 فٝ اٌّؼبدٌخ  x , yلإ٠غبد اٌمطغ اٌّىبفئ اٌزٞ ٠ّش ثٙزٖ اٌضلاس ٔمػ، ٔؼٛض ػٓ 

 ( ِٓ إحذاص١بد ٘زح إٌمػ اٌضلاس فٕحصً ػٍٝ:1)

 

 

 

                                               Set 2av. pt. 

                                                                        Set 3av. pt. 

 

               Set 1av. pt .                                                                                   

 

 

 

 

210

210

210

a 25.42a 5.6a6.7

a 25.6a 5.2a1.6

aaa2.0







 

25.425.61

25.65.21

111

1

6.75.61

1.65.21

2.011

a

25.426.71

25.61.61

12.01

a

25.425.66.7

25.65.21.6

112.0

a
210












 

 تؽو اىصلاز ٍؼا لاخ ااخٞسج ّعد أُ:

a0 = 2.075     ,     a1 = 2.085     ,     a2 = -0.190 
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 ٗ ذنُ٘ اىَؼا ىح اىَطي٘تح ٕٜ:

 

y = 2.075 + 2.085 x - 0.190 x
2

 

 Method of Least squaresغش٠مخ اٌّشثؼبد اٌصغشٜ  6-4

 Definition of Residualsشافبد رؼش٠ف الإٔح 6-4-1

 

 = yّفاسق أّأ فاٚ اىؽانوف اىَْؽْااٚ 

f(x)  ٍْاظثاً ىيْقهP1(x1 , y1) , P2(x2 

, y2) , P3(x3, y3)   ٕٗناارا. ٝؼااسف

اٙ ّقطاااااح ٍاااااِ  residualالإّؽاااااساف 

اىااااْقه اىَثْٞااااح تاىؽاااانو ػااااِ اىَْؽْااااٚ 

اىَْاظااة تتّاأ اىَعااافح اىسأظااٞح تااِٞ ٕاارٓ 

ئُ الإّؽااساف اىْقطااح ٗاىَْؽْااٚ. ىاارىل فاا

ٝناُ٘ ػياٚ  P1 , P2 , P3ىياصلاز ّقاه 

 اىرسذٞة ٕ٘:

 

 

 

 

 

 
3333

2222

1111

xfyP Q

xfyP Q

xfyP Q







 

ٗٝنُ٘ الاّؽساف ٍ٘ظثاً إذا ماّد اىْقطح أػيٚ اىَْؽْٚ ٗٝنُ٘ ظاىثاً إذا ماّد اىْقطح 

أظفو اىَْؽْٚ. ٍِٗ ٕرا اىرؼسٝف ّسٙ أُ أفمو ذ٘فٞق ىيَْؽْٚ ٕ٘ اىرٛ فٞٔ اىقٌٞ اىَطيقح 

 نُ٘ ـ ٞساً.ىلاّؽسافاخ ٝ

َٗٝنِ أُ ّسٙ أُ اىخه اىَعرقٌٞ اىرٛ ٝ٘افق اىقساءاخ اىَؼطاج تطسٝقح اىْقه 

اىَر٘ظطح ٍَٖا ماّد ذقعٌٞ اىقساءاخ إىٚ فورِٞ ٕ٘ اىخه اىَعرقٌٞ اىرٛ فٞٔ اىَعَ٘ع اىعثسٛ 

ىلاّؽسافاخ ٝنُ٘ ٍعاٗٝاً ىيففس. ٕٗرا لا ٝؼْٚ أّْا تطسٝقح اىْقه اىَر٘ظطح ٍِ اىمسٗزٛ أُ 

و ػيٚ أؼعِ ذ٘فٞقف فقد ذنُ٘ اىقٌٞ اىَطيقح ىلاّؽسافاخ مثٞسج ٍغ أُ الاّؽسافاخ ّؽف

اىَ٘ظثح ذ٘اشُ الاّؽسافاخ اىعاىثح. ٗػيٚ ذىل فئُ اىَعَ٘ع اىعثسٛ ىلاّؽسافاخ لا َٝنِ أُ 

 ٝعرخدً مَثدأ اؼعِ ذ٘فٞق.

Q1 

P1 
Q2 

P2 

Q3 

P3 

X 

Y 
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ً ذنُ٘ ٍ٘ظثحف إذُ ٍعَ٘ع ٍستؼا خ ٗؼٞس أُ ٍستؼاخ الاّؽسافاخ ٍَٖا ماّدف  الَا

الاّؽسافاخ لا ٝعاٗٙ ـفساً )إلا إذا ماُ اىَْؽْٚ َٝس تعَٞغ اىْقه(. ٗترىل ٝنُ٘ ٍِ اى٘الػ 

أُ أفمو ذ٘فٞق ٕ٘ ػْدٍا ٝنُ٘ ٕرا اىَعَ٘ع )ٍعَ٘ع ٍستؼاخ الاّؽسافاخ( ـ ٞساً. ٗػيٞٔ 

فئُ ذ٘فٞق اىَْؽْٚ فٜ ـ٘زج ٍؼْٞح ىفوح ٍِ اىْقه ٝنُ٘ ػِ نسٝق ذؼِٞٞ اىص٘اتد تؽٞس 

 ٍستؼاخ الاّؽسافاخ ـ ٞساً ميَا أٍنِ ذىل. ذنُ٘ ٍعَ٘ع

 

: أحغاآ رٛف١ااك ٌّٕحٕااٝ ِؼٍااَٛ صااٛسرٗ ٘ااٛ اٌاازٞ ف١ااٗ رؼ١اا١ٓ اٌضٛاثااذ ثح١ااش رىااْٛ  رؼش٠ف

 ِشثؼبد الأحشافبد ألً ِب ٠ّىٓ. ِغّٛع 

 

 ٠ٚشعغ ٘زا اٌزؼش٠ف إٌٝ ٔظش٠خ الاحزّبلاد ١ٌٚظ ٕ٘بن ِغبي فٟ ٘زا اٌح١ض ٌّٕبللزٙب.

  

 ١ؼبد ٌصٛسح اٌخػ اٌّغزم١ُغش٠مخ ألً اٌزشث 6-4-2

Method of Least Squares for Linear Type 

  

 ّفسق أُ ـ٘زج اىخه اىَعرقٌٞ ٕٜ:

x aay
10

 

 فئذا ماّد اىقساءاخ اىَؼطاج ٕٜ:

(xi , yi)   (I=1 , 2 , 3 , 4 , ... , n) 

 

 فئّٔ ؼعة ذؼسٝف الاّؽسافاخ ٝنُ٘ ٍعَ٘ع ٍستؼاخ الاّؽسافاخ ٍعاٗٝاً:

 



n

1i

i10i
x aayE  

 

أبو ٍا َٝنِ )ّٖاٝح ـ سٙ( فئُ ػاٍلاذٖا  Eٗىنٜ ذنُ٘  a0 , a1 اىح فٜ  Eٗٗالػ أُ 

 ٝنُ٘ ٍعاٗٝاً ىيففسف أٛ أُ: a0 , a1اىرفاليٞح اىعصلٞح تاىْعثح إىٚ مو ٍِ 
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   






n

1i

i10i

n

1i

i10

10

x aayix          ,          x aayior

0
a 

E 
          ,          0

a 

E 









 

 

 

 َٗٝنِ مراتح اىَؼا ىرِٞ ااخٞسذِٞ ػيٚ اىف٘زج:



 



 





n

1i

i1

n

1i

0i

n

1i

n

1i

2

i1i

n

1i

0ii

x  a+n ay

x  ax  ayx

 

 Normalػد  اىقساءاخ اىَؼطاج. ٕٗرٓ اىَؼا لاخ ذعَٚ اىَؼا لاخ اىقٞاظٞح  nؼٞس 

equations ِٞف ٗتؽو ٕرٓ اىَؼا لاخ ّؽفو ػيٚ مــــو ٍِ اىصاترa0 , a1. 

َ 

 (: ثبعزخذاَ غش٠مخ اٌّشثؼبد اٌصغشٜ إٚعذ أغت ِؼبدٌخ خػ ِغزم١ُ ٌٍمشاءاد ا٢ر١خ:9-6صبي )

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

y 1.48 1.76 2.78 3.32 3.86 4.15 4.75 5.66 6.18 6.86 

 ٟ٘: a0 , a1اٌّؼبدلاد اٌم١بع١خ ٌزؼ١١ٓ اٌضٛاثذ 

 

 




2

10

10

x ax ay x

x an ay
 

 )ػذد اٌمشاءاد(. صُ ٔىْٛ اٌغذٚي ا٢رٝ: n = 10ح١ش 

 

x y x
2

 Xy 

1 1.48 1 1.480 

2 1.76 4 3.540 

3 2.78 9 8.340 

4 3.32 16 13.28 

5 3.86 25 19.30 
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6 4.15 36 24.90 

7 4.75 49 33.25 

8 5.66 64 45.28 

9 6.18 81 55.62 

10 6.86 100 58.60 

x=55 y=40.80 x
2
=385 xy=273.57 

 

 ّؽفو ػيٚ: n = 10تاىرؼ٘ٝك فٚ اىَؼا لاخ اىقٞاظٞح ٍِ ٕرا اىعدٗه ٗػِ 

 

40.80 = 10 a0 + 55 a1         ,          273.57 = 55 a0 + 385 a1 

 

 ٗتؽو ٕاذِٞ اىَؼا ىرِٞ ّعد أُ:

a0 = 0.596      ,     a1 = 0.596 

 

 ٗذنُ٘ أّعة ٍؼا ىح خه ٍعرقٌٞ ىيقساءاخ اىَؼطاج ٕٜ:

y = 0.802 + 0.596 x 

 

 .غش٠مخ اٌّشثؼبد اٌصغشٜ ٌصٛسح وض١شح اٌحذٚد 6-4-3

 (I = 1 , 2 , 3 , ... , n)  ,  (xi , yi) إذا ماُ ىدْٝا اىقساءاخ: 

أٙ  m < (n-1)ؼٞس  mاىَطي٘ب ذ٘فٞق ٍْؽْٚ ٕرٓ اىقساءاخ ىنصٞسج اىؽدٗ  ٍِ اىدزظح ٗ

 مصٞسج ؼدٗ  ػيٚ اىف٘زج:

 

 

فٜ ٕرٓ اىؽاىح ٝنُ٘ 

ٍعَ٘ع ٍستؼاخ 

 الاّؽسافاخ ٍعاٗٝاً:

 
 











n

1i

2
m

0k

k

iki
x ayE 

 

 أبو ٍا َٝنِ فئُ: Eٗىنٜ  k = 0 , 1 , 2 , ... , mؼٞس  ak اىح فٜ  Eٗٗالػ أُ 








m

k

k

k

m

m

xa

xaxaxaay

0

210

     

   2 
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 m,,2,1,0k               0
a 

E 

k





 

 ٍِ اىَؼا لاخ ٗتؽيٖا ذرؼِٞ اىص٘اتد: (m+1)ٕٗرٓ ذؼطْٞا 

ak (k = 0 , 1 , 2 , ... , m). 

 

 

 
(: ثبعزخذاَ غش٠مخ اٌّشثؼبد اٌصغشٜ إٚعذ وض١شح اٌحذٚد ِٓ اٌذسعخ اٌضبٌضخ اٌزٟ رٛافك 11-7ِضبي )

 اٌمشاءاد ا٢ر١خ:

x 1 2 3 4 5 6 7 8 

y 2.105 2.808 3.614 4.604 5.857 7.451 9.467 11.985 

 

 ثٛظغ وض١شح اٌحذٚد ػٍٝ اٌصٛسح:
3

3

2

210
x ax ax aay   

 ٔغذ أٔٙب رحزٜٛ ػٍٝ أسثؼخ صٛاثذ فزىْٛ اٌّؼبدلاد اٌم١بع١خ ٌزؼ١١ٕٙب ٟ٘:

















6

3

5

2

4

1

3

0

3

5

3

4

2

3

1

2

0

2

4

3

3

2

2

10

3

3

2

210

x ax ax ax ayx

x ax ax ax ayx

x ax ax ax axy

x ax ax aa ny

 

 

 ٟ٘ ػذد اٌمشاءاد. ٚثزٌه ٠ٍضَ رى٠ٛٓ اٌغذٚي ا٢رٟ: nح١ش 

 
x x2 x3 x4 x5 x6 y xy x2y x3y 

1 1 1 1 1 1 2.105 2.105 2.105 2.105 

2 4 8 16 32 64 2.808 5.616 11.232 22.464 

3 9 27 81 243 729 3.614 10.841 32.526 97.578 

4 16 64 256 1024 4096 4.604 18.406 73.664 294.656 
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5 25 125 625 3125 15625 5.857 24.285 149.425 735.125 

6 36 216 1296 7776 46656 7.451 44.706 268.236 1609.416 

7 49 343 2401 16807 117649 9.467 66.269 463.883 3247.181 

8 64 512 4096 32768 262144 11.985 95.880 767.040 6136.320 

= 

36 

= 

204 

= 

1296 

= 

8772 

= 

61776 

= 

446954 

= 

47.691 

= 

273.119 

= 

1765.111 

= 

12141.845 

شاٌ ؼاو اىَؼاا لاخ  n = 8 لاخ اازتغ اىعااتقح ٍاِ اىعادٗه اىعااتق ٗ ػاِ تاىرؼ٘ٝك فٜ اىَؼا

 اىْاذعح ّؽفو ػيٚ: 

a0 = 1.426     ,     a1 = 0.693     ,     a2 = -0.028    ,     a3 = 0.013 

 فرنُ٘ مصٞسج اىؽدٗ  اىرٜ ذ٘افق اىقساءاخ اىَؼطاج ٕٜ:

y = 1.426 + 0.693 x - 0.028 x
2
 + 0.013 x

3
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اٌجبة اٌغبثغ

 Measuring errors     ءبل١ـــبط الأخطـــ    

 ذؽدز ااخطاء فٜ أٛ ذؽيٞو ػد ٛ أشْاء اىؽعاتاخ ٗظ٘ف ّْابػ ذيل ااخطاء ٍِ ؼٞس : 

 ٍفا زٕا  -1

 ذقدٝسٕا ٗبٞاظٖا  -2

 ذقيٞيٖا ىيؽد اىَطي٘ب  -3

  اّرؽازٕا خلاه اىؽعاتاخ . -4
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  Sources of Errorsِصـــبدس الأخطــــــــبء :   

 َٝنِ أُ ذْرط ااخطاء أشْاء ؼو اىَؽامو اىفٞصٝالٞح أٗ اىْٖدظٞح ٍِ ٍفا ز ػدج . 

 أٚلا : ٠ّىٓ أْ ٠ٕزظ اٌخطأ ػٓ ٔظبَ أٚ غش٠مخ اٌجشِغخ . 

 . صب١ٔبً: ٠ّىٓ أْ ٠ٕزظ ػٓ اػزّبد اٌّٛد٠ً اٌش٠بظٟ ػٍٝ الزشاحبد   ١ش ٚالؼ١خ

ذس أُ ب٘ج اىؽد ىيؼستح ذرْاظة ٍغ ظاسػرٖا ف ىناِ فاٜ فَصلا : َٝنِ أُ ٝفرسق ٍثسٍط اىنَثٞ٘ 

اى٘ابغ ٕٜ ذرْاظة ٍغ ٍستغ ظسػرٖا. َٝناِ أُ ٝرعاثة ذىال اىخطات فاٜ ؼادٗز خطات مثٞاس فاٜ 

 ذؼِٞٞ مفاءج اىؼستح ت ك اىْظس ػِ  بح اىَؼا لاخ ٗاىطس  اىؼد ٝح اىَعرخدٍح فٚ اىؽو.

 ٌجشِغخ ٔفغٙبصبٌضبً: ٠ّىٓ أْ ٠ٕزظ خطأ أ٠عب ثغجت ٚعٛد أخطبء فٟ ا 

أٗ فٜ بٞاض اىنَٞاخ اىفٞصٝالٞح . ىنِ ػَيٞاا ف ػْاد اظارخداٍْا اىطاس  اىؼد ٝاح ىؽاو اىَؼاا لاخ  

 ّسٝد أُ ذسمص ػيٚ ّ٘ػِٞ ٍِ ااخطاء . 

1- Round – off error.  

 اىخطاء اىْاذط ػِ ٗبف ذنساز اازباً تؼد اىؼلاٍح اىؼؽسٝح .  -1

2- Truncation error.  

  اذط ػِ الاخرفاز ىيؽدٗ  اىصلاشٞح . اىخطاء اىْ -2

 ٍا ٕ٘ اىخطاء اىْاذط ػِ ٗبف اىرنساز 

What is round off  error ?  

َٝناِ أُ ٝؼثاس ػْأ  1/3ٝعرطٞغ اىنَثٞ٘ذس أُ ٝؼثس ػِ اىسبٌ تطسٝقح ذقسٝثٞح فقه فَصلا اىاسبٌ 

ٗتاىرااااااىٜ ٝناااااُ٘ اىخطااااات اىرناااااسازٛ فاااااٜ ٕااااارٓ اىؽاىاااااح ٕااااا٘  0.333333اىنَثٞااااا٘ذس تاااااـ 

7103.300000033.0333333.0
3

1  
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 ,2مرىل ٝ٘ظد أزباً أخسٛ لا َٝنِ اىرؼثٞس ػْٖا تؽنو ـؽٞػ ٕٜٗ 

 

 ٍا ٕ٘ خطت الاخرفاز ؟ 

What is truncation error ?   

 ٝؼسف خطت الاخرفاز تتّٔ اىخطت اىْاذط ػِ اخرفاز اىرؼثٞس اىسٝالٜ .

e ػيااااااااٚ ظااااااااثٞو اىَصااااااااو ف ٍفناااااااا٘ك ٍااااااااامي٘زِٝ ىيداىااااااااح
x

ٝؼطااااااااٜ فااااااااٜ اىفاااااااا٘زج  

......
!32

1
32


x

i

x
xex   . 

ٗىٖرٓ اىَرعيعيح ػد  لاّٖالٚ ٍاِ اىؽادٗ  ف ىناِ ػْاد اظارخداً ٕارٓ اىَرعيعايح ىؽعااب 
x

e  فئّْاا

 ّعرخدً ػد  ٍؽدٗ  ٍِ ذيل اىؽدٗ  . فئذا اظرخدٍْا شلاز ؼدٗ  فقه فئُ

!2
1

2x
xe

x

  

 فاز فٚ ٕرٓ اىؽاىح ٕ٘ ٗٝنُ٘ خطت الاخر

.......
!4!3!2

1eerror   truncation
432x











xxx
x  

 اىَصاه ؟  1فٜ ٕر  truncation errorىنِ مٞف َٝنِ اىرؽنٌ فٜ 

 relativeىياااارؽنٌ فااااٚ اىخطاااات اىْاااااذط ػااااِ الاخرفاااااز َٝنْْااااا أُ ّعاااارخدً ) 

approximation error  . ٍٔٗذىل ىَؼسفح مٌ ؼد ٍطي٘ب اظرخدا ) 

eفئذا فسلْا أّْا ّسٝد ؼعاب 
1.2

 فئُ  maclaurin seriesتاظرخداً ٍفن٘ك ٍاىن٘زِٝ  
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......
!3

2.1

!2

2.1
2.11

322.1

e  

تؽعااب ااخطااء ّعاد أُ  %1تفسق أّْا ّسٝد أُ ٝنُ٘ اىخطت فٜ اىؽعاتاخ أبو ٍاِ 

 .  %1ابو ٍِ  relative approximation terrorؼدٗ  ٝعؼو   6اظرخداً 

  Truncation errorأٍصيح أخسٙ ػيٚ 

أُ ٝؽدز فٜ ذؼثٞساخ زٝالٞح أخسٙ رٞس اىَرعيعلاخ ف فَاصلا  Truncation errorَٝنِ ىـ 

 : 

 لإٝعا  ذفالو  اىح ف َٝنِ ؼعاتٔ ٍِ : 

0,
)()(

lim)(1 



 x

xfxxf
xf  

 ـ ٞسج ظدا تؽٞس ٝنُ٘ :  X∆ىرىل ذخراز   X=0∆ىنِ ّؽد لا ّعرطٞغ اظرخداً 

x

xfxxf
xf






)()(
)(1  

 . X=0∆تدلا ٍِ  X∆ظرخداً بَٞح ٍؽد ج ىـ ْٕا تعثة ا Truncation errorىرىل ٝؽدز 

 ٍصــــــاه : 

f(x)=xىيداىح  1f)3(لإٝعا  
2

 

 َٝنْْا ؼعاب اىقَٞح اىؽقٞقٞح ٗذىل تئظساء اىرفالو : 

F(x)=x
2
  

F
1
(x)=2x 

= 2×3  
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= 6  

 ٗػ٘لْا فٜ ٍؼا ىح اىفسٗ  :  X =0.2∆فئذا اخرسّا 

2.6

2.0

24.1

2.0

924.10

2.0

)3()2.3(

2.0

)3()2.03(
)3(1














ff

ff
f

 

 ٗٝنُ٘ خطت الاخرفاز ٕ٘ : 

Truncation error = 6-6.2=0.2  

 ؟  ∆Xٕو َٝنِ أُ ذقيو اىخطت تاخرٞاز بَٞح أبو ىـ 

 بد ٝؽدز خطت اخرفاز أٝما فٜ اىرناٍو اىؼد ٛ 

 ٍصاه :


b

a

dxxfI )(  

ىاالف اىؽااو اىَمااث٘ن ٕاا٘ ػثااازج ػااِ ؼعاااب اىَعاااؼح ذؽااد اىَْؽْااٜف ىنااِ ىؼَااو ذ

ٍطي٘ب ؼعاب ٍعاؼح ػد  لاّٖالٚ ٍِ اىَعرطٞلاخ اىف ٞسجف ٗذىل لا ٝؽدز  مَا فٜ اىَصااه 

 ٍصاه : Truncation errorٗٝعثة أّْا لا َٝنْْا ػَو ذىل فئّْا ّؽفو ػيٚ 

 

  
fx 
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 ثطش٠مخ دل١مخ ٚثطش٠مخ رشر١ج١خ : 
 اىطسٝقح اىدبٞقح :


4

3

2dxx  

234
3

39

3

3

33

9

3

9

3

2








 










x
dxx

 

اىطسٝقح اىرقسٝثٞح ف إذا زظَْا ٍعارطٞيِٞ ىرقسٝاة اىَعااؼح مَاا تاىؽانو ف ٍعارطٞيِٞ ٍرعااِٗٝٞ 

 فٜ اىؼسق . 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 x=9ؼرٚ  y=x2 x=3زظٌ ٝ٘لػ بَٞح ذقسٝثٞح ىيَعاؼح ذؽد اىَْؽْٜ 

 

 فئُ اىقَٞح اىرقسٝثٞح ىيَعاؼح ذنُ٘ :

y 

x 

Y=x
2
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135

10827

3)6(3)3(

)69()36(

22

6

9

3

2

3

22







  xx xxdxx

 

   Truncation error    ٕ٘234-135=99ٗتاىراىٜ ٝنُ٘ 

تاخرٞااز ػاد  أمثاس ٍاِ اىَعارطٞلاخ مَاا ٕا٘ ٍ٘لاػ  Truncation errorٕاو َٝنْال ذقيٞاو 

 تاىؽنو اىراىٚ ٍا ٕ٘ اىخطاء اىْاذط 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 ٝثِٞ اىَعاؼح اىرقسٝثٞح ذؽد اىَْؽْٜ  y=x2زظٌ ىيؼلابح 

 ٍِX =3  ٚؼرX =9 . تاظرخداً أزتغ ٍعرطٞلاخ 

 و :اىؽــــــــــــ

y 

x 
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 

25.182

5.1)25.56(5.1365.1)25.20(5.19

5.1)5.7(5.1)6(5.1)5.4(5.1)3(

)5.79()()65.7)()5.46()()35.4()(

2222

5.7

2

6

2

9

3

5.4

2

3

22







 

xxxx

xxxxdxx x

 

 ٕٗ٘ أبو ٍَا ظثق : 51.75=182.25-234ٗٝنُ٘ اىخطت اىْاذط ػِ اىرقسٝة 

Quantifying the error   رمذ٠ش اٌخطأ  

  :Treatment of Experimental Errorsالأخطبء اٌزغش٠ج١خ ِٚؼبٌغزٙب:

 :  ذقعٌ ااخطاء اىرعسٝثٞح إىٚ ّ٘ػِٞ َٕا

 

          Systematic Errorsالاخطبء إٌّظِٛخ:-1

ٝرنسز فٜ ظَٞغ ٍساخ اىقٞاض تْفط اىَقداز ّٗفاط الإؼاازج ٝقااه ىأ خطات  ٛاىخطت اىر

 ِفٜ ارية الاؼٞاُ ٝؼرَد ػيٚ اظٖصج اىقٞاض ٍغ ٍلاؼظح اُ ذنساز اىقٞاض لا َٝن اٍْظً٘ ٕٗر

فاالٞح ىيَؼااٍلاخ الإؼ غٝقيو ٍاِ الاخطااء اىَْظٍ٘اح . ٕٗارٓ الاخطااء لا ذخما اُ ٝنؽف ٗلا

.ٗذنُ٘ ػا ج شاترٔ ٗىٖا ـائ تظاسٗف ػَيٞاح اىقٞااض ماىخطات اىفافسٛ ماتُ ٝناُ٘ اىخطات فاٜ 

 ( فٜ ٍعطسج ٍا. cm 1اىَقٞاض ّفعٔ أٛ ٝنُ٘ ) 

َٗٝنااِ ذعْاااة ٕااارٓ الاخطااااء تَؼسفرْاااا اظٖااصج اىقٞااااض تفااا٘زج ـاااؽٞؽٔ ٗاخرٞااااز  

اىخطات اىارٛ ٝعاثثٔ ماو  اىَْاظة ٍْٖا تؼد ٍؼسفح اىظسٗف اىَلالَح لاظرخداٍٖا ٍٗؼسفاح ٍقاداز

ٍقٞاض ٗؼعاتٔ ٍِٗ شٌ الافح ٍقداز اىخطت ٗنسؼٔ ٍِ اىْرٞعاح اىْٖالٞاح ؼعاة اى٘لاغ اىؼااً. 

 ٕٗرٓ الاخطاء ذنُ٘  الَا تاذعآ ٗاؼد اٍا ٍ٘ظثٔ اٗ ظاىثٔ .

 الاخطبء اٌؼلٛا ١خ: -2

ٔ ٕٜ الاخطاء اىرٜ ذر ٞاس فاٜ اىَقاداز ٗالاذعاآ ترناساز اىقٞااض ٗاؼرَااه مّٖ٘اا ٍ٘ظثا 

ظاىثٔ ٕٗرٓ ذنُ٘ ٍ٘ظا٘ ٓ فاٜ ظَٞاغ اىقٞاظااخ اىؼَيٞاح ٗٝارٌ امرؽاافٖا  اٝعاٗٛ اؼرَاه لا مّٖ٘
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ترنساز اىقٞا ض مَا َٝنِ ذقيٞيٖا اىٚ ا ّٚ ؼد ٍَنِ ترنساز اىقٞاض ٍساخ مصٞسٓ ٗاخر اىَر٘ظه 

 اىؽعاتٜ اىرٛ ٝنُ٘ امصس بستا ٍِ اىقَٞح اىؽقٞقٞح مَا َٝنِ ذْاٗىٖا تطس  إؼفالٞح اٝما. 

 Absolute Error (eab)اٌخطأ اٌّطٍك ٌٍم١بط : 

 ٕ٘ اىفس  تِٞ اىقَٞح اىَر٘بؼح ٗاىقَٞح اىَقاظح فؼيٞا:

 َٗٝنِ ذَصٞو اىؼلابح زٝالٞاً مَا ٝيٜ :

ab n ne Y X                                              (1) 

 ؼٞس اُ :  

abe:   اىَطيق اىخطت    

nY اىقَٞح اىَر٘بؼح ىيقٞاض : 

nX ً  :اىقَٞح اىَقاظح فؼيٞا

  Relative Error  (er)اٌخطأ إٌغجٟ :

 اىْعثح تِٞ اىخطت اىَطيق ىيقٞاض ٗاىقَٞح اىَر٘بؼح ىيقٞاض 

ab n n
r

n n

e Y X
e

Y Y


 

                                 (2) 

 

 

        Percentage error   (e%)إٌغجخ اٌّئ٠ٛخ ٌٍخطأ:

ٕٜ اىْعثح تِٞ اىخطت اىَطيق ىيقٞاض ٗاىقَٞح اىَر٘بؼح ىيقٞاض مْعثح ٍو٘ٝح ٗمَا فٜ اىَؼا ىح 

 اىراىٞح:

% 100% 100%ab n n

n n

e Y X
e

Y Y


   

                         (3) 

    Accuracyدلخ اٌم١بط :
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 اىقَٞح اىَقاظح تاىقَٞح اىَر٘بؼح. ٕٜ ٍدٙ ذطاتق

 

 Relative Accuracy (Ar)اٌذلخ إٌغج١خ :  

 

 ٕٜ اىْعثح تِٞ اىقَٞح اىَقاظح ٗاىقَٞح اىَر٘بؼح ىيقٞاض 

 

 

                        (4) 

 

 

 

    Percentage Accuracy(a%)إٌغجخ اٌّئ٠ٛخ ٌذلخ اٌم١بط:

 مْعثح ٍو٘ٝح:  ىَر٘بؼح ىيقٞاضٕٜ اىْعثح تِٞ اىقَٞح اىَقاظح ٗاىقَٞح ا

 

 

% % 100% 100%n n n

n n

X Y X
a

Y Y


                            (5) 

 

% %100% 100%a percentageError e                      

(6) 

 

 

: باً ٍردزب تقٞاض ظٖد ػيٚ نسفٜ ٍقاٍٗح فناّد اىقَٞح اىَقاظح ذعاٗٛ  (1ِضبي )

49V 50اتاخ اىْظسٝح ذعاٗٛ ,اذا ماّد اىقَٞح اىَر٘بؼح ىيعٖد ؼعة اىؽعV  :فاؼعة 

 اىخطت اىَطيق -

 اىخطت اىْعثٜ  -

 اىْعثح اىَو٘ٝح ىيخطت -

 اىدبح اىْعثٞح  -

 اىْعثح اىَو٘ٝح ىيدبح  -

1 1n n n
r r

n n

X Y X
A e

Y Y


    
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:باً ػؽسج ٍردزتِٞ تقٞاض ظٖد مٖستالٜ تاظرخداً ف٘ىرَٞرس ذَاشيٜ ٗماّد اىْرالط  (2ِضبي )

 مَا ٝيٜ:

 

 

 زبٌ اىقساءج Vi(volts)بَٞح اىقساءج 

98 1 

102 2 

101 3 

97 4 

100 5 

103 6 

98 7 

106 8 

107 9 

99 10 

 

 (  (P4%( :4ىيقساءج زبٌ ) (Precision)اؼعة اىْعثح اىَو٘ٝح ىدبح اىقٞاض  

 

 ترطثٞق اىقاُّ٘ اىراىٜ :

% 100% 100%i n
i

n

V V
P

V


    

 

 ؼٞس اُ : 

iV  ٌبَٞح اىقساءج زبi 

nV ( اىَر٘ظه اىؽعاتٜ ىَعَ٘ػح ٍِ اىقساءاخ ػد ٕا. (n 

 

 

 Average  valueاىقَٞح اىَر٘ظطح اٗ اى٘ظه اىؽعاتٜ :   

 

 ٕ٘ ٍعَ٘ع اىقساءاخ ٍقعٍ٘اً ػيٚ ػد ٕا ٗمَا ٝيٜ :
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1 2 3 4 ........... nX X X X X
X

n

    
  

ٗاىقَٞح اىَر٘ظطح ىَعَ٘ػح   iXاٍا الاّؽساف فٞؼسف ػيٚ أّ اىفاز  تِٞ اىقساءج  

 ٗػيٞٔ فاُ  Xاىقساءاخ 

 

i i id X X      

 ً  الاّؽساف بد ٝنُ٘ ظاىثا مَا َٝنِ اُ ٝنُ٘ ٍ٘ظثا

  Propagation of errorأزلبس اٌخطأ  -4

ا أخطااء ( فائُ اىْرٞعاح ااخٞاسج ظا٘ف إذا أظسٝد اىؽعاتاخ ػياٚ أزبااً ىٞعاد ٍماث٘نح ) تٖا

ٝنُ٘ تٖا خطت . ظ٘ف ّْابػ ْٕا مٞفٞح اّرؽاز اىخطت فٜ مو زبٌ ٗؼٞد ػثس اىؽعااتاخ ٗىْتخار 

 ىرىل تؼك ااٍصيح . 

 ؼٞس:  X  ٗYٍصاه : أٗظد ؼدٗ  اىخطت ػْد ظَغ زبَِٞ 

X= 1.5±0.05 

y= 3.4 ±0.04 

 بَٞح ٍَنْٔ ىَٖا ٕٜ  تاىْظس إىٚ اىسبَِٞ اىَطي٘ب ظَؼَٖا ّعد أُ أمثس

X= 1.55 

Y= 3.44  

 ٗتاىراىٜ فئُ أمثس بَٞح ٍؽرَيح ىَعَ٘ػَٖا ٕٜ :

X+ y =1.55+3.44=4.99 

 ٗمرىل ذنُ٘ أبو بَٞح ٍؽرَيح ىيسبَِٞ َٕا 
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X=1.45, Y=3.36  

 ٗذنُ٘ أبو بَٞح ىَعَ٘ػَٖا ٕٜ 

X+ Y =1.45+3.36 

= 4.81  

 ٗتاىراىٜ ٝنُ٘ ؼد اىخطاء ىَعَ٘ػٖا ٕ٘ 

4.81≥ X +Y≥ 4.99  

 تْفط اىطسٝقح X-Y, X/Y, X*Yَٝنِ اٝعا  ؼد اىخطت ىيؼَيٞاخ اىؽعاتٞح الاخسٙ 

 مٞفٞح اّرؽاز اىخطاء فٜ اىدٗاه :  

ٝؽعة  fفئُ أبفٜ خطت ٍؽرَو فٜ اىداىح  xn..( x3,x2,x1 اىح فٜ ػدج ٍر ٞساخ  fٝفسق أُ 

 ٍِ اىؼلابح :

nx
xn

f
x

x

f
x

x

f
f 














 .....

21
2  

ϵ=F/hن٘ىٜ ىَعاؼح اىَقطغ ذؼطٜ ٍِ اىؼلابح : اىؽد ػيٚ ػْفس  ٍصاه:
2
E 

 ؼٞس :

F  ِٞاىق٘ج اىَؤشسج ػيٚ ػْفس اىط٘ه تاىْ٘ذ =N 

H  ن٘ه أٗ ػسق ٍعاؼح اىَقطغ تاىَرس =M  

E ٍؼاٍو ْٝط =modulus  تاىثاظناهPa  

 فئذا ماّد 

F   = 72±0.9 N  
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H  = 4±0.1 mm  

E  = 70± 1.5 GPa  

 اىَقاض .  فتٗظد أبفٜ خطت ٍؽرَو فٜ اىؽد

 اىؽو : 

ب اىقَٞااح اىفااؽٞؽح ىيؽااد أٗلا ٗذىاال تاااىرؼ٘ٝك فااٜ اىقاااُّ٘  تاااىعصء اىفااؽٞػ اؼعاا ٠اازُ أٚلا

 ىيَر ٞساخ :

286.64

10286.64

)1070()104(

72

126

923











PaNmx

xx

 

 شٌ ٝرٌ ؼعاب أبفٜ خطت ٍِ اىؼلابح : 

22

3

2

,

2
,

1

Eh

F

E

Eh

f

h

Ehf

E
E

h
h

f
f

































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3955.5

103955.5

105.1
)1070()104(

72

0001.0
)1070()104(

722

9.0
)1070()104(

1

21

6

9

2923

933

923

2232



























xx

x

E
Eh

F
h

Eh

F
f

Eh

 

  (ϵ=64.286µ±5.3955µٗتاىراىٜ ذنُ٘ 

 ( 58.8905µ,69.6815µده ػيٚ أُ اىؽد اىط٘ىٜ ذنُ٘ ؼدٗ ٓ ٍا تِٞ ) ٍَا ٝ

اىخطت اىْاذط ٍِ نسغ بٌٞ ؼثح ٍرعاٗٝح بد ٝنُ٘ مثٞسا ظدا ف َٝنِ أشثااخ ذىال تْظسٝاح اّرؽااز 

 اىخطاء . 

 ٍصاه :تفسق 

yx

y
x

x

Z

yxZ
















)1()1(

 

 ٗتتخر اىقٌٞ اىَطيقح 

yx   

 س اىْعثٜ اىَطيق ٝنُ٘ :ٗتاىراىٜ فئُ اىر ٞ









yx

yx

z

z
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بسٝثح ٍِ تؼمٖا اىثؼك فئُ اىَقاً ٝفثػ ـ ٞس ظدا تاىْعثح ىيثعه ٗتاىرااىٜ  yف  xفئذا ماّد 

 ٝرفابٌ اىخطت . 

 ٍصاه : 

X=2±0.001  

Y=2.003±0.001  

%67.66

6667.0

003.22

001.0001.0













z

z

 

 ففف ٗاىؽَد لله زب اىؼاىَِٞ 
 

 

  
 

 

 

 

 

 

 


