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 الاتجاهية اتالفضاء .1

1. Vector Spaces 

 

الفضاءات  نقدم في هذا الفصل بعض المفاهيم الأساسية التي تخص       

الاتجاهية و الاستقلال الخطي والدوال الخطية وذلك نظرا لأهميتها في فهم 

الدالي وحتى لا يضطر القارئ للبحث عن مرجع آخر  بعض مواضيع التحليل

 .لفهم مثل هذه المواضيع

 

 لاتجاهيالفضاء ا  .1.1

  1.1. Vector Space 

 

مقــدار فقــل مثــل درجــة    امنهــا مــن   ــ كميــات كــث    تقابلنــا في اايــا    

كمـا تقابلنـا    ،تسمى هذه الكميـات بالكميـات القياسـية    .الوزن و اارار 

تســمى هــذه  .اتجــاه مثــل الســرعة والقــو    مقــدار وى  ــا أيضــا كميــات أخــر 

 .  الاتجاهية أو المتجهاتبالكميات الكميات 

 

 (1 - 1 - 1)تعريف 

مجموعة اختيارية من متجهـات و معـرع عليهـا عملـيتي ا مـع       V لتكن    

ــات ) ــع المتجهـ ــ   ( جمـ ــرث بثابـ ــدد حقيقـ ــ)والضـ ــ  مجموعـــة  .(يعـ إذا تحققـ

,كل المتجهاتلشروط التالية ال ,u v w فيV l,والثواب       k فإنV  تسمى

 أو فضاء المتجه ااتجاهيً فضاءً

1. u v V . 

2. u v v u  . 
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3. ( ) ( )u v w u v w    . 

0يوجد  .4 V  بحيث أنه لكلu V  0يكون 0u u  . 

uلكل .5 V  عنصريوجدu V   معكوس المتجه يسمىu بحيث أن : 

( ) ( ) 0u u u u     . 

6. ku V. 

7. ( )k u v ku kv  . 

8. ( )k l u ku lu  . 

9. ( ) ( )( )k lu kl u. 

11. 1u u. 

Zero في الشرط الرابع يسمى بالمتجه الصفري  0المتجه  Vector. 

 

  (1 - 1 - 1)ملاحظة 

أن تكــون الثوابــ   أعــداد في بعــض التطبيقــات نــد أنــه مــن الضــروري       

Complex مركبــة  Numbers     بــدلام مــن أعــداد حقيقــةReal Numbers  في

في هـذه ااالـة بالفضـاء     الاتجـاهي يسمى الفضاء  .الاتجاهيتعريف الفضاء 

Complex   المركب الاتجاهي Vector Space. 

 

 (1 - 1 - 1)مثال 

عــددًا يــحيحًا موجبًــا فــإن مجموعــة جميــع الأزوا  المرتبــة    nإذا كــان      

1 2( , ,..., )na a a 1حيث 2, ,..., na a a أعداد حقيقية تسمى الفضاء ذو الـn  ــ بعـد

 - n Space  ويرمز له بالرمزn. 
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1لــيكن     2( , ,..., )nU u u u 1و 2( , ,..., )nV v v v   مــتجهفي في الفضــاءn 

 :تعرع عمليتي ا مع والضرث بثاب  كالآتي .عدد حقيقي kو

1.   1 1 2 2( , ,..., )n nU V u v u v u v     . 

2. 1 2( , ,..., )nkU ku ku ku . 

فضـاءً  مع هاتفي العمليتفي يكـون  nيستطيع القارئ أن يبرهن بسهولة أن   

  .اتجاهيًا 

 

 (2 - 1 - 1)مثال 

ــ     ــة    V إذا كانــ ــفوفات مــــن درجــ ــع المصــ ــة جميــ mمجموعــ n  والــــتي

عنايرها من الأعداد ااقيقة فإنه تح  عمليتي جمـع المصـفوفات وضـربها    

 .فضاءً اتجاهيًاتمثل  Vفإن  بعدد حقيقي 

 

 (3 - 1 - 1)مثال 

ومعاملاتهـا   xالتي تتكون مـن كـث ات ااـدود في المـت        Pلمجموعة ا   

بعدد تح  عمليتي ا مع والضرث فضاءً اتجاهيًا من الأعداد ااقيقة تمثل 

 .حقيقي

 

 (2 - 1 - 1)تعريف 

1إذا كان        2( , ,..., )nU u u u  1و 2( , ,..., )nV v v v  متجهان فيn ،

u.لقياسي فإن حايل الضرث ا v  يعرع كالآتي  : 

1 1 2 2 ... .n nU V u v u v u v     
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 . الدوال الخطية 1.4

1.4. Linear Functions  

 

 (1 - 4 - 1)تعريف 

E, نفرض أن كل من       F  و  اتجـاهي علـى    فضـاء:f E F.   يُقـال

 دالة خطية إذا كان fأن 

( ) ( ) ( ) , , , , .f x y f x f y x y E            

 

 (1 - 4 - 1)مثال 

 يستطيع القارئ بسهولة معرفة أن كل من  الدالتفي     

2 3: , ( , ) (2 3 ,3 ,5 7 )f f x y x y x y x y      

 و

: , ( ) 2g g x x  

 .خطية

  التفي الدكل من  بينما 

2 3: , ( , ) ( ,2 ,3 4 )h h x y xy x y y x    

 و

3 2 2: , ( , , ) ( ,2 3)z z x y x x y    

   .ليس  خطية 
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 (1 - 4 - 1)نظرية 

:إذا كانـــ       n mf     ــة ــه توجـــد مصـــفوفة مـــن رتبـ ــة فإنـ دالـــة خطيـ

n m   ــة ــداد ااقيقـــ ــن الأعـــ  ،مـــ 
1,2,.. , 1,2,...,f ij i n j m

M c
 

 ــث إذا ،  بحيـــ

كان 1 2, ,..., nx x x x  من  عنصرnو 

),......,,()( 21 myyyyxf    فإن 

 

 

إذا كان   أيضا، 
1,2,.. , 1,2,...,ij i n j m

M c
 

 ،   مصفوفة من الأعداد

mااقيقية من رتبة   n   فإنه توجد دالة خطية وحيد: n mf  

بحيث إذا كان   1 2, ,..., nx x x x  1و( ) ( ,..., )my f x y y   فإن  

xcy ij )(. 

 :البرهان

 لتكن   

     1 21,0,0,...,0 , 0,1,0,0,...,0 ,..., 0,0,...,0ne e e   

 نفرض أن 

   

   

   

1 11 21 1

2 12 22 2

1 2

, ,...,

, ,...,

, ,...,

m

m

n n n mn

f e c c c

f e c c c

f e c c c







 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

...

...

.
(1.1)

.

.

...

n n

n n

m m m mn n

y c x c x c x

y c x c x c x

y c x c x c x

   


   







   
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ليكن  1 2, ,..., nx x x x ًمن  ااختياريً اعنصرn  . لدينا 

1 1 2 2 ... n nx x e x e x e    

  فيكون لدينا دالة خطية f لأن

 

     

 

 

 

1 2

1 1 2 2

1 11 21 1

2 12 22 2

1 2

11 12 1

21 22 2

1 2

( , ,....., )

...

   , ,...,

        , ,...,

         

        , ,...,

        ...      

        ...     
  

        ...  

n

n n

m

m

n n n mn

n

n

m m

y y y y f x

x f e x f e x f e

x c c c

x c c c

x c c c

c c c

c c c

c c

 

   









1

n

mn

x

x
c

 
  
  
  
   

 

 

الآن نفـــرض العكــس أي أن لـــدينا   .متحققــة  (1.1)بالتــالي فــإن المعـــادلات     

mمصفوفة من رتبة  n    من أعداد حقيقية على الصور 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

        ...      

        ...     

        ...  

n

n

ij

m m mn

c c c

c c c
c

c c c

 
 
 
 
 
 

 

:نعرع دالة  n mf   يكالآت  
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   

1

2

1 2

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

, ,...,

        ...      

        ...     

        ...  

n ij

n

n

n

m m mn n

x

x
f x x x c

x

c c c x

c c c x

c c c x

 
 
 
 
 
 

  
  
  
  
  
  

 

ــة fلنـــــــــــــــــــــبرهن أن  ــة خطيـــــــــــــــــــ ,لـــــــــــــــــــــتكن . دالـــــــــــــــــــ    و

1 2 1 2( , ,.... ), ( , ,......, ) n

n nx x x x z z z z   . لدينا 

 

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

11 12 1

21 22 2

1

        ...      

        ...     

        ...  

        ...      

        ...     
                

n

n

m m mn n n

n

n

m

c c c x z

c c c x z
f x z

c c c x z

c c c

c c c

c

 

 
 

 



  
  

   
  
  

  



   

1

2

2

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

        ...  

        ...      

        ...     
                

        ...  

                .

m mn n

n

n

m m mn n

x

x

c c x

c c c z

c c c z

c c c z

f x f z



 

  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  

 
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 (2 - 4 - 1)تعريف 

ــ  إذ     :ا كانـــــ n mf    ــة و ــة خطيـــــ دالـــــ 
1,2,.. , 1,2,...,f ij i n j m

M c
 

 

mمصفوفة من رتبة  n  وتحقق العلا ة 1.1  فإننا نقول أن المصفوفةfM 

 .من الواض  أن هذه المصفوفة وحيد . fهي المصفوفة التي تقابل 

 

 (2 - 4 - 1)مثال 

 الخطيةالتي تقابل الدالة  fMأوجد المصفوفة    

   

3 4:

, , 2 3 ,5 3 ,2 3 2 ,5 .

f

f x y z x y z x y x y z y z



      
 

 

 :اال

2     3     1

5     3      0

2     3     2

0     5     1

fM

 
 
 
 
 
 

 

 

 (3 - 4 - 1)مثال 

 جد الدالة الخطية التي تقابل المصفوفة وأ   

2     3     3 4

0     1      1 0

1     0     0 3 

 
 
 
 
 

 

 

 :اال

3هذه مصفوفة من رتبة  4 . إذن تقابلها دالة 



 ـليــل دالـــــيــتـح

10 

   4 3: , , , , 2 3 3 4 , , 3 .f f x y z v x y z v y z x v       

 

:نود أن نبرهن أنه إذا كان  الآن     n mf       دالـة خطيـة فإنهـا تكـون

  :ةعطى أولام النظرية الآتينلتحقيق ذلك . دالة متصلة

 

 (2 - 4 - 1)نظرية 

:نفــرض أن    n mf    دالــة خطيــة وأن 
1,2,.. , 1,2,...,f ij i n j m

M c
 

   هــي

المصـــــــــفوفة الــــــــــتي تقابلــــــــــها ولنفــــــــــرض أن   1 2, ,..., n

nx x x x   و

1( ) ( ,..., )my f x y y .إذن 

 
2 2

2

1 1 1 1

1.2    | |
m m n n

i ij j

i i j j

y c x
   

 
  
 

   

 :البرهان

العلا ة من  1.1  1لكل i m   لدينا ومن متباينة كوشي شفارتز 
2

2

1

2 2

1 1

        

n

i ij j

j

n n

ij j

j j

y c x

c x



 

 
  
 





 

 

 وبالتالي 

2 22

1 1 1 1

m m n n

i ij j

i i j j

y c x
   

 
  
 

   
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نذكر القارئ بأنه إذا كان الأن  1 2, ,..., nx x x x ًمن  ا عنصرn  فإن

2 2

1

n

i

j

x x


. أن  نستنت السابقة بالتالي فمن النظرية

1

2 2

1 1

|| ( ) || ( | | ) || || .
j ni m

ij

i j

f x c x


 

  

 

 (3 - 4 - 1)نظرية 

:إذا كان   n mf  بانتظام دالة خطية فإنها تكون متصلة. 

 :البرهان

ــتكن    ل 
1,2,.. , 1,2,...,f ij i n j m

M c
 

    ــة ــل الدال ــتي تقاب . f،  هــي المصــفوفة ال

 نضع
1

22

1 1

m n

ij

i j

A c
 

 
  
 
 

, إذا كان nx z من النظرية السابقة نحصل على ف 

     

                      

f x f z f x z

A x z

  

 
 

 .بانتظام دالة متصلة fإذن
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 .ةتريالم اتالفضاء 2.1

2.1. Metric Spaces. 

 

مــخ لــطر حتره تـــ     «Fréchet»لقــت صل ــر الريالــن الفريشــن  ري ــ       

  إلى مــا يشــلج ال ــل  االفضـــاء 1091للحصــلر ىلــج  الــة الــتـتلاا  ىـــا  

 .المتري

الفضاء المتري هل مجللىة يمكخ حن صكلن ىنا رها يقاتاً حه منحن ـات   

ــات ا    حه  هالًا ، ههــ   اوللىــة مــفه م  ف ــل    ...حه مصــفل ات حه متلال 

 .المشـا ة اين ىنا رها

 

 (1 - 1 - 2)صعـريف 

)يعرف الفضـاء المتري االفهج    , )X dث   ،X مجللىة ما غير لال ة هd 

X الة  ق قة معر ة ىلج X بح ث صتحقق ال رهط التال ة : 

,لكر ,z y x فيX 

(M1)   ( , ) 0d x y  . 

(M2)   ( , ) 0d x y     x y . 

(M3)   ( , ) ( , )d x y d y x . 

(M4)  ( , ) ( , ) ( , )d x y d x z d z y  . 

 .صشلج االمتباينة المثل ة (M4)الخا  ة   

)هالمقتاا (Distance Function)صشلج  الة مشا ة  dالتالة   , )d x y 

 .yه xيشلج المشا ة اين النقطتين

 لج  ضاءات متريةىيعطن   لا يلن حمثلة   
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 ( 1 - 1 - 2)مـثـار 

:اىتبر التالة    [0, [d    المعر ة ـلا يلن: 

( , )d x y x y    

,لكر  ,z y x لتينا  في : 

(M1)   0 ( , ) 0,x y d x y     

(M2)   ( , ) 0 ,d x y x y x y      

(M3)   ( , ) ( , ),d x y x y y x d y x      

(M4)   ( , )d x z x z  x y y z     

                         x y y z    ( , ) ( , )d x y d y z  . 

هالفضـاء   هـن  الـ  مشـا ة ىلـج      dهمـخ مـ   يشـتط ل القـلر اـدن التالـة         

( , )d ضـاء متري . 

 

  (  2 - 1 - 2)مـثـار 

0:]0,]مجللىة ل شت  ااغة هلتكخ Xلتكخ    XXd  ث  : 

0

0,     ,
( , )

1,     .

x y
d x y

x y


 


 

   

 (M4)لإمبـات ال ـرط   ، متحققـة   (M3)،(M2)، (M1)يط ظ حن ال رهط   

,يفرض حن  ,z y x ىنا ر فيX .يعتبر الحالات الآص ة: 

  zyx   a) 

 .صتحقق في  ه   الحالة  (M4)مخ اللالح حن المتباينة 

 

b)  x y z   

 لتينا
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1),(,1),(,0),( 000  yzdzxdyxd 

 هاالتالن  إن

),(),(),( 000 yzdzxdyxd  

yzxإذا ـايت   (M4)االمثر يشتط ل حن يبرهخ  حة المتباينة   حه

xzy   
 

 c)  zyx    

 مخ اللالح حن  

                       1),(),(),( 000  yzdzxdyxd     . 

  

الفضاء  0,X d  يشلج الفضاء المتري المتقطلDiscrete Metric   

        

الي اـل شكن   –متباينة ـلشن نحتاج إلى nRلتعريف  الة مشا ة ىلج    

 .ه النت جة التي صل  ا شلااصف –

 

 (:شلااصف –الي اـل شكن   –متباينة ـلشن ( )1 - 1 - 2)يظرية 

nn الحق ق ةلأي مجللىة مخ الأىتا     yyyxxx ,.......,,,......., 2121  :يكلن   
1 1

2 2
2 2

1 1 1

.
n n n

i i i i

i i i

x y x y
  

   
    
   

   

 

 :البرهان

RRfيعتبر التالة     :     2  ث( )f t At Bt C   ه 

2

1

n

i

i

C y


   ,  
1

2
n

i i

i

B x y


  ,  2

1

n

i

i

A x


 
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 :يط ظ حن  

.   
22 2 2

1 1

( ) 2 0
n n

i i i i i i

i i

f t x t x y t y x t y
 

       

)ه ا يعني ان التالة  )f t نان مختلف ـا ق ق  ـ انلا يمكخ ان يكلن لها لـ ا .

2االتالن  ان مم ف المعا لة  0At Bt C   ًإذن. الا يمكخ ان يكلن مللب 
2

2 2

1 1 1

4 4 0
n n n

i i i i

i i i

x y x y
  

     
      

     
   . 

ــة ـلشــن        ــة يشــتنت  مباشــرم متباين  –الي اـل شــكن  –مــخ هــ   العطس

 .شلااصف

 

  (1 –1 – 2) يت جة

nnلأي مجللىة مخ الأىتا  الحق ق ة    yyyxxx ,.......,,,......., 2121  :يكلن   

 

 
2 2 2

1 1 1

n n n

i i i i

i i i

a b a b
  

     

 :البرهان

ــن    ــة ـلشـ  – (Bunyakovsky)الي اـل شـــكن – (Cauchy)مـــخ متباينـ

 لتينا (Schwarz)شلااصف
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   
2 2 2

1 1

2 2

1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2

2 2

1 1

2

                   2

2

                  .

n n

i i i i i i

i i

n n n

i i i i

i i i

n n n n

i i i i

i i i i

n n

i i

i i

a b a a b b

a a b b

a a b b

a b

 

  

   

 

   

  

  

 
  
 
 

 

  

   

 

 

 

  (  3 - 1 - 2)مـثـار 

n:التالة     

n nd   المعر ة ـلا يلن: 

2

1 2 1 2

1

( , ) ( ) ,  ( , ,..., ),  ( , ,..., )n

n

i i n n

i

d x y y x x x x x y y y y


    

 .تحقق شرهط  الة المشا ة

مخ اللالح ان ال رهط         1 2 3, ,M M Mالآن يبرهخ . صتحقق 4M

1لنفرض حن. 2( , ,..., )nx x x x ،1 2( , ,..., )ny y y y 1 2( , ,..., )nz z z z. 

i,...,1,2لكر  n  يضلi i ib z y   ،i i ia y x . 

 يشتنت  حن  ( 1-1-2)مخ يت جة 

2 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( )                  
n n n

i i i i i i

i i i

z x y x z y
  

       

 ه ا يعني حن

( , ) ( , ) ( , )n n nd x z d x y d y z  

)إذن  , )n d   ضاء متري . 

صشلج االتالة الاسل تية هالفضاء ( 3-1-2) الة المشا ة المعر ة في المثار   

( , )n

n d البعت  ييشلج االفضاء الاسل تي ذn. 
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 : ق يشتنت  المثار التالنافي المثار الشب 2nإذا هلعنا  

 

 ( 4 - 1 - 2)مـثـار 

2التالة  

2 2:d    المعر ة ـلا يلن : 

 2

2 2

1 2 1 2 1 1 2 2( , ), ( , ) ( ) ( )d x x y y x y x y    

 . 2 الة مشا ة ىلج

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( 5 - 1 - 2)مـثـار 

:التالة  .ىت  تب عن nا رض حن     n nd    المعر ة ـلا يلن: 

1 2 1 2(( , ,...., ) ,( , ,.., )) max{| |, 1,2,.., }n n k kd x x x y y y x y k n    

يـبرهخ الآن   .  (M3)ه(M2) ه  (M1) مخ الشـ ر إمبـات  الخـلا     .  الة مشا ة

 .(M4)الخا  ة 

1 2( , )y y 

1 2( , )x x 
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( , ) max{| |, 12,..., }

max{| |, 1,2,.., }

max{| |, 1,2,.., } max{| |, 1,2,.., }

( , ) ( , ).

k k

k k k k

k k k k

d x z x z k n

x y y z k n

x y k n y z k n

d x y d y z



 

  

    

     

 

 

)إذن    , )n d  ضاء متري . 

 

 ( 1 - 1 - 2)مـثـار 

التالة .ىت  تب عن  nا رض حن    1 : 0,n nd    المعر ة ـلا يلن 

1 1 2 1 2

1

(( , ,..., ), ( , ,...., )) | |
k n

n n k k

k

d x x x y y y x y




  

يـبرهخ الآن   .  (M3)ه(M2) ه  (M1) مخ الش ر إمبات  الخـلا   .  الة مشا ة 

ــ ح ذلــــــــــ  يفــــــــــرض حن  .(M4)الخا ــــــــــ ة  1لتللــــــــ 2( , ,..., )nx x x x ه

1 2( , ,..., )ny y y y 1ه 2( , ,..., )nz z z z  فيn . 

 :يط ظ حن  

   

 

   

1

1 1 1

1 1

,

, , .

k n k n k n

k k k k k k

k k k

d x z x z x y y z

d x y d y z

  

  

     

 

  
 

 

 ( 7 - 1 - 2)مـثـار 

لتكخ    ,C a b   مجللىة جم ل التهار المتصلة مخ الفترم المغلقـة ,a b إلى

 يشتط ل القاائ حن يثبت حن التالة . 

 

  ( , ) max ( ) ( ) : , .d f g f x g x x a b   

 الة مشا ة ىلج  ,C a b. 
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 ( 8 - 1 - 2)مـثـار 

لرى ىلج  حيشتط ل حن يعرف  الة مشا ة    ,C a b  ـالتالن 

1( , ) ( ) ( ) ,

b

a

d f g f x g x dx . 

 

 في الأمثلة الآص ة سنعتبر  ضاءات تحتلي ىلج متتااعات   

 

 

 ( 0 - 1 - 2)مـثـار 

 لتكخ  

 1 2( , ,.., ,..) : ,n nx x x x x    

ه  : 0,d     الة معر ة ـالاصن : 

1

1
( , ) ,

2 1

j j

j
j j j

x y
d x y

x y








 
 

1  ث   2( , ,.., ,..)nx x x x  1ه 2( , ,.., ,..)ny y y y .   مخ اللالـح ان التالـة

d    ــف هحن  ال ـــرهط ــنة التعريـ ــة (M3)، (M2)، (M1) شـ لإمبـــات . متحققـ

,0)المعر ة ىلج  fالمتباينة المثلث ة يعتبر  التالة )   ـلا يلن: 

( ) ,
1

t
f t

t



 

 يط ظ ان

 
2

1
( ) 0, .

1
f t t

t

    

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),(......,الآن يفرض حن . متفايتم   fحي ان التالة  21 xxx   ه

,......),( 21 yyy    ه,......),( 21 zzz   مطمة متتااعات منتل ة إلى .

jjjjjjيضل  2,1j.........,.لكر   yzbxya    f  ث  حن .ه  ,

 متفايتم   نجت حن 

| |
(| |)

1 | |

(| |) (| |)

| | | |
.

1 | | 1 | |

j j

j j

j j

j j

j j

j j

a b
f a b

a b

f a f b

a b

a b


 

 

 

 
 

 

 ه ا يؤ ي إلى 

, 1,2,....
1 1 1

j j j j j j

j j j j j j

x y x z z y
j

x y x z z y

  
   

     
 

اضرب ترفي ه   المتباينة في العت 
1

2 j
 :يشتنت  حن  

.( , ) ( , ) ( , )d x y d x z d z y  

 

1pالآن لكــر ىــت   ق قــن          عتــبر اوللىــة يpl  الــتي تحتــلي جم ــل

ــة   ــات الحق ق ــ المتتااعــ  , 1nx n   بح ــــث ان
1

p

i

i

x




  .  ــف  الــــة لتعريــ

 .الاص ة Minkowskiتحتاج الى متباينة م نلـلسكن  plمشا ة ىلج 

 

 م نلـلسكنمتباينة (  2 - 1- 2)يظرية  

,1] إذا ـايت   )p   1ه 2, ,..., na a a ،1 2, ,..., nb b b إن  ق ق ة اىتاً ح  
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1 1 1

1 1 1

.
n n np p pp p p

k k k k

k k k

a b a b
  

     
       

     
   

1pمخ اللالح ان العطسة متحققة ىنت : البرهان  .   1لـ ل  يفـرض انp 

1ىت ا  ق ق ا بح ث حن  qل كخ . 1
1

p q
 . مخ متباينة هللتا لتينا 

1 1

1 1 1

n n np qp q

k k k k

k k k

a b a b
  

   
    
   

   

 : اتطب ق ه   المتباينة ينت  ان

     
1 1

1 1 1

n n n
p p p

k k k k k k k k

k k k

a b a b a a b b
 

  

       

 
 

   
 

 

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

n n n nq p q pq p p q p p

k k k k k k

k k k k

a b a a b b
 

   

       
          
       
   

 
     

1 1 1

1 1 1

.
n n nq p pp p p

k k k k

k k k

a b a b
  

 
                   

 

    

ــظ ان  )لا ـــ 1)q p p  .   اقشـــــلة الطـــــر ين ىلـــــج 

1

1

n qp

k k

k

a b


 
 

 
   ه

)مط ظة حن  1)q p p   هحن
pq

11
1  نحصر ىلج 

 
1 1 1

1 1 1

.
n n np p pp p p

k k k k

k k k

a b a b
  

     
       

     
   

 

 ( 2 - 1 - 2)يت جة

ــت   1  إذا ـايــــ 2, ,..., na a a  1 ه 2, ,..., nb b b  ًــتا ــة ااىــــ ,1]ه   ق ق ــــ )p  

ناالمتشلشلت  بح ث صكلن
1 1

| | , | |p p

i i

i i

a b
 

 

  إن صقاا ا تين  
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1 1 1

1 1 1

( (| |) ) ( | | ) ( | | ) .p p pp p p

i i i i

i i i

a b a b
  

  

     

 :البرهان

  nيعل  اي  لكر ىت  تب عن (   2-1-2)مخ يظرية   
1 1 1

1 1 1

n n np p pp p p

k k k k

k k k

a b a b
  

     
       

     
   

  ث حن المتشلشلتين 








i

i

p

i

i

i

p

i ba
11

إذن لكر ىت  .صقاا ا تين     ||,||

 nتب عن 

.)||()||()|)(|(
1

11

11

1















i

i

pp

i

p
i

i

p

i

ni

i

pp

ii baba 

 

  نجت حن   صؤهر الى  nلنجعر  
1 1 1

1 1 1

( (| |) ) ( | | ) ( | | ) .p p pp p p

i i i i

i i i

a b a b
  

  

     

 

 ( 19 - 1 - 2)مـثـار 

:يعتبر التالة    [0, )p pd l l    ،   
1

1
,

p p

i ii
d x y x y




  

 نجت ان (  2-1-2)مخ يت جة 
1 1 1

1 1 1

p p pp p p

i i i i

i i i

x y x y
  

  

     
         

     
   

مخ اللالح ان ه   التالة تحقق .  شنة التعريفdه ا يعني ان التالة  

يفرض ان  (M4)لإمبات . (M3)، (M2)، (M1)ال رهط   

  , 1p

nz z l n   . (  2-1-2)لتينا مخ يت جة 
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 

   

1 1

1 1

1 1

1 1

, ( | | ) ( | | )

( | | ) ( | | )

, , .

p pp p

i i i i i i

i i

p pp p

i i i i

i i

d x z x z x y y z

x y y z

d x y d y z

 

 

 

 

     

   

 

 

  

         

 (1 -1 -2)مط ظة 

)يفــرض حن    , )X d  ضــاء مــتري ه A  مجللىــة لفة ــة غــير لال ــة مــخX .

x,إذا ـان  y A  إن ( , )d x y     هـن المشـا ة اـين,x y    في الفضـاء المـتري

( , )X d   ــالن )هاالت , )A d  ًــ يكــلن  ضــاء ــ هيشــلج  ضــاءً  احيضًــ امتريً  امتريً

)مخ  الفةً  , )X d. 

 

 (2 - 1 - 2)صعـريف 

)يفــرض حن   , )X d  ، ضــاء مــتري p X هA X   مجللىــة لفة ــة غــير

 . لال  

 محته م إذا حمكخ ايجا  ىت   ق قن مللب بح ث حن Aيقلر حن  -ا

( , ) , , .d x y M x y A   

 رف سطرها ادي ع  محته م،  Aإذا ـايت -2

( ) ( ) sup{ ( , ) : , }.diam A d A d x y x y A   

 صعرف االص غة Aهاوللىة الجفة ة Pالمشا ة اين النقطة-3

. ( , ) inf ( , ) :d P A d P a a A  

 

 

 

 

 

 

P 

A 
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Bإذا ـايت   -4 X        مجللىـة لفة ـة غـير  ااغـة  ـإن المشـا ة اـينA ه

B صعرف االص غة 

( , ) inf{ ( , ) : , }.d A B d x y x A y B   

 

 ( 11 - 1 - 2)مـثـار 

)في الفضــاء المــتري  -1 , )d   ــة  4المشــا ة اــين النقطــة هاوللىــة الجفة 

 1,2A   صشاهي 

.    (4, 1,2 ) inf (4, ) : 1,2 2d d a a   

)0جم ل اوللىات في الفضاء المتري -2 , )d  محته م هسطرها لا يفيت

 .ىخ اللا ت 

1اىتبر اوللىة   2lفي الفضاء المتري-3 2{ , ,......., ,.......}nA e e e ث  

ne   هج المتتااعة التي جم ل  ته ها ح فاا ما ىتا الحت اسn  شاهي  

)مخ التعريف نجت حن. اللا ت ) 2d A . 
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 ( 3 - 2 - 2)مط ظة 

ــثطث في يظريــــة     ــااير الــ ــة االضــــرهام في   ( 8-2-2)التقــ ــير متكا ئــ غــ

 .2-2في تماايخ( 10)تمريخ اس   ايظر .التلالللل ة تالفضاءا

 

 .صكا ؤ  التج مشا ة  2.2.7

 2.2.7. Equivalent of two Distance Functions.  

 

 (0 - 2 - 2)صعـريف 

ــج ه  dإ ــرض حن    ــه dيقــلر حن . X التــج مشــا ة ىل إذا  انمتكا ئت

x,بح ث لكرهحمكخ ايجا  ىت يخ مللبين  y Xلتينا 

( , ) ( , ) ( , ).d x y x y d x y   

 

 (11 -2- 2)مـثـار 

1ا ـــــرض حن .متكا ئـــــة  1dه dه d هار المشـــــا ة    2( , ,..., )nx x x x ه

1 2( , ,..., )ny y y y  ىنصريخ مخn .لتينا 

             
1

2 2

1 1
1

max | | ( | | ) max | |
i n

i i i i i i
i n i n

i

x y x y n x y


   


     

 حيضا. متكا ئين dهdه ا يعني حن
1 1

2 22 2

1 1 1

( | | ) | | ( | | )
i n i n i n

i i i i i i

i i i

x y x y n x y
  

  

       

 االمثر يشتط ل حن يبرهخ حن. متكا ئين 1dه  dه ا يعني حن 

1 1
1

max | | | | max | |.
i n

i i i i i i
i n i n

i

x y x y n x y


   


     

 .متكا ئين 1dه  dه ا يعني حن
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 (12 -2- 2)مـثـار 

ا ــرض حيــ  يللــت ىــت   .ينغــير متكــا ئت  nىلــج  0dه  d التــا المشــا ة   

ــر مللــــــــب ــتينا  nبح ــــــــث لكــــــ )0لــــــ , ) ( , )d x y d x y . ــل يضــــــ

(0,0,...,0)x   ه( 1,0,...,0)y  .  ــح حن ــخ اللالـ )مـ , ) 1d x y     ه

0( , ) 1d x y .   ــرض ــل الفـ ــاسض مـ ــ ا يتنـ ــا ة  .هـ ــا المشـ ــير  0dه  dإذن  التـ غـ

 .ينمتكا ئت

)الفضـــاء المـــتري الآن إذا ـــان     , )X d يكـــا   صلالللل ـــا الفضـــاء المـــتري

( , )X    ــلن ــر صكـ ــا ئت ه  d  ـ ــ ة؟ في   ينمتكـ ــة العكشـ ــخ العطسـ ــاذ ىـ  ؟ مـ

 .الالااة ىلج ه يخ الشؤالينالنظرية التال ة نجت 

 

 ( 19- 2 - 2)يظرية 

)ا ــرض حن ـــر مــخ     , )X d ه( , )X .   إذا ـايــتd  ه ــإنينمتكــا ئت  

( , )X d ه( , )X  ــة الشــااقة غــير  ــح ح     .امتكــا ئين صلاللللً  ــ ىكــس المقلل

 .االضرهام

 البرهان

x,بح ث لكـر همتكا ئتين   للت ىت يخ مللبين  ه  dلأن   y X

 لتينا

( , ) ( , ) ( , ).d x y x y d x y   

)ا رض حن  )nx     متتااعة صتقـااب الى ىنصـرx  في( , )X d.    مـخ العطسـة الشـااقة

)يشتنت  حن  )nx   صتقااب الىx في( , )X .   انفس الأسللب يشتط ل حن يثبت حيـ
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)إذا ـايــت  )nx    متتااعــة صتقــااب الى ىنصــرx  في( , )X ــإن ( )nx   صتقــااب

)في xالى  , )X d.االتالن  إن( , )X d ه( , )X  متكا ئين صلالللل ا . 

 : التي المشا ة   الآن اىتبر ىلج

( , ) | |d x y x y  ه( , ) min{1, ( , )}x y d x y  . مخ اللالح حن المتتااعة

( )nx   صتقااب الى ىنصرx  في( , )d إذا ه قط ـايت  صتقااب الىx في

( , ) . ه ا يثبت حن( , )d ه( , ) الآن ا رض حن .متكا ئين صلالللل ا

x,بح ث لكر يللت ىت  مللب y  لتينا  ( , ) ( , )d x y x y. 

,5يضل    1x y  . إذن( , ) 4, ( , ) 1d x y x y    ه ه ا صناسض. 
 

 ( 11 - 2 - 2)يظرية 

aلأي ىنصريخ مختلفين    b   في الفضاء المـتري( , )X d    صللـت مجللىتـان

G,مفتل تان  H بح ث حن    :,  ,  a H b G G H     

 البرهان

a,يفــرض حن     b X (a b. )  0إذن  يللــت   بح ـــث حن( , )d a b   .

يضل 
1

( , ).
3

dG B a   
1

( , ),
3

dH B b . يبرهخ انG H   .    يفـرض حيـ

p.بح ث حن  pصللت يقطة  G H   .يؤ ي إلى حن ه ا 

1
( , )

3
d p b  , 

1
( , )

3
d p a  .  

)مخ شرهط الفضاء المتري  4Mااست تا  ال رط  , )X d نحصر ىلج 

( , ) ( , ) ( , )

2
                 .

3 3 3

d a b d a p d p b

  

  

  
 

 اذن 

.G H   

 .هه ا صناسض 
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 المتتااعات الكلش ة في الفضاءات المترية 2.3

2.3. Cauchy Sequences in Metric Spaces  

 

 (.Cauchy Sequences) الان يتحتث ىخ مف ل  المتتااعات الكلش       

 

 (1 - 3- 2)صعـريف 

ــة     صشــلج المتتااع nx      0في الفضــاء المــتري ـلشــ   اذا ـــان لكــر  

يللت  N N   بح ث 

 , ,      , .m nd x x m n N  . 

 

 ( 1 - 3 - 2)يظرية 

ـر متتااعة متقاااة في  ضاء متري    ,X d   صكلن متتااعة ـلش. 

 البرهان

ا رض حن   nx      متتااعة متقاااـة للعـتx   0ه لـتكخ .    إذن يللـت ىـت

 تب عن N N ثبح  

. , ,
2

nd x x n N


   

m,هىل   نجت حن  لكر  n N 

.     , , ,
2 2

m n m nd x x d x x d x x
 

     

ه ا يعني ان المتتااعة  nx   صكلن ـلش. 
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لتللــ ح ذلــ  ســن ـر مثـــار    ، ىكــس النظريــة الشــااقة غــير  ـــح ح        

 :لمتتااعة ـلش ة هلكن ا ل شت صقااا ة

ل   0,M   ه ,d x y x y   لكر,y x الفضاء، Mفي  ,M d 

لكــخ المتتااعــة الــني  ــتها العــا     .  ضــاء مــتري 
1

nx
n

   ـلشــ   ه ل شــت

صقااا   في ,M d لأن الصفر غير مللل  فيM. 

 

 ( 2 - 3 - 2)يظرية 

ــ   في     ــة ـلشـــــــ ــر متتااعـــــــ ــــــــ ,d   ــث ــة   ـــــــ ــلن صقااا ـــــــ صكـــــــ

 ,d x y x y . 

 البرهان

لـــتكخ    nx مـــخ صعريـــف  .يـــبرهخ حي ـــا محـــته م . متتااعـــة ـلشـــ   في

 بح ث Kالمتتااعة الكلش ة يللت ىت  تب عن 

 , , 1.m nm n K d x x   

|مخ ذل  نحصر ىلج  | | | 1.n Kn K x x     1همن ا يكلن لكرn  

1 2 1| | max{| |,| |,....,| |} | | 1.n k Kx x x x x    

هـــ ا يـــبرهخ حن  nx ــخ ي .محـــته م ــالن مـ ــتيرس  ريـــة ظاالتـ ــل  يراشـ الللزايـ

   صللــت متتااعـــة  يشــتنت  حي ـــ 
knx   لفة ــة مـــخ nx   متقاااــة لعنصـــر x .

يبرهخ حن  nx صتقااب للعنصرx.   0ل كخ . لأن nx   ـلشـ ة   للـت

 بح ث Kىت  تب عن 

 , , .
2

m nm n K d x x


   
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 ىـت  تب عـن بح ـث      r الآن ل كخ 
rn K  ه( , )

2rnd x x


 . إذن لكـر

n K لتينا 

( , ) ( , ) ( , )
r rn n n nd x x d x x d x x    

إذن المتتااعة nx صتقااب للعنصرx. 

 ( 3 - 3 - 2)يظرية 

)في   , )n

n d   صكلن المتتااعة متقاااة إذا ه قط إذا ـايت ـلش. 

 

 :البرهان

)يفرض ان  )mx   متتااعة ـلشـ   فيn   ـث   1 2, ..., , 1m m m

m nx x x x m 

0لتكخ ،    اذن يللت ىت  تب عنN  بح ث 

,p q N  
1

22

1

,n

n
p p

p q k k

k

d x x x x 


 
     

 
 . 

 االتالن

                 , ,        1,2,..., .m m

p qp q N x x k n       

k,...,1,2اذن لكر  n المتتااعة ، m

kx  2)ه مخ يظرية  ـلش   في-

 بح ث ان kxيللت ىت   ق قن ( 3-2

lim .m

m k kx x  

 لتينا

 

 

1

22

1

1

22

1

lim , lim

                          lim

                          0.

n

n
m

m m m k k

k

n
m

m k k

k

d x x x x

x x

 







 
  

 

 
  
 





 
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 ( 4 - 3 - 2)يظرية 

)إذا ـان    , )X d ًه امتريً  ضاءA X إن : 

 A مغلقة في ,X d  متتااعةلكر إذا ه قط إذا ـان( )nx مخA صتقااب ه

xإلى X  إن x A. 

 :البرهان

)ا رض حن    )nx متتااعة مخA هصتقااب إلىx X . ه ا يؤ ي الى حنx 

xمغلقة   إن   Aلأن . Aيقطة صراـ  لللجللىة  A . ا رض حن الأن

مجللىة  Aرض حن إ.  تكلن مغلقةمنت  ة  Aإذا ـايت  .ال رط متحقق

 xصكلن ( 19-2-2)مخ يظرية .يقطة صراـ  لها  xغير  منت  ة ه حن 

)االتالن صللت متتااعة  .Aيقطة ي اية لللجللىة  )nx  مخA   ه صتقااب  

xمخ ال رط نجت حن . xإلى  A . يشتنت  حن  ( 7-2-2)مخ يظريةA 

 .مغلقة

 

 (2 - 3 - 2)صعـريف 

ــتكخ    مجللىــة مــخ  ضــاء مــتري     Aل ,M d .  ــار للنقطــة xيق A ــا اي 

بح ـــث ان  اذا امكـــخ ايجـــا  ىـــت  معـــين مللـــب  Aيقطـــة معفهلـــة ىـــخ 

   ,B x A x  . ه ا يعني حنx ل شت يقطة صراـ  لللجللىة. 

 

 ( 2 - 3 - 2)مـثـار 

اىتـــبر الفضـــاء المـــتري    ,d  مجللىـــة الاىـــتا  الطب ع ـــة هلـــتكخ .

معفهلـة  لان   يط ظ ان جم ل يقاط  
1

( , )
2

B x x   لكـرx   .
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لا ظ ـ ل  في الفضاء المتري المتقطل  0,M d    جم ل النقاط معفهلـة ىـخ

M  لان 
1

( , )
2

B x M x لكرx M. 
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 ةالمتري الكامل تاالفضاء 2.4

2.4. Complete Metric Spaces 

 

 صعريف هحمثلة  1.4.2

2.4.1. Definition and Examples 

 

 (1- 4- 2)صعـريف 

)الفضاء المتري   , )X d ًيكلن ـامط (Complete)   اذا ـان ـر متتااعـة

)ـلش   في , )X d متقاااة الى يقطة في( , )X d. 

 

 ( 1 - 4- 2)مـثـار 

الفضاء المتري   (0,1),d ث  : 

( , ) ,    , (0,1),d x y x y x y    

لان المتتااعـة  . ـامطً امتريً ءًل س  ضا
1

( )
n

متتااعـة ـلشـ ة لكن ـا ل شـت      

 .(0,1)متقاااة لأي يقطة في الفترم

 

 ( 2 - 4- 2)مـثـار 

يشــتنت  حن الفضــاء المــتري  ( 2-3-2)مــخ يظريــة    ,d همــخ  .ـامــر

)يشتنت  حن الفضاء المتري( 4-3-2)يظرية  , )n

n dـامر. 

 

 ( 3 - 4- 2)مـثـار 

)0الفضاء   , )M dـامر. 
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 :الحر

إذا ـايـــت  nx   ــ ة في ــة ـلشـ )0متتااعـ , )M d   ــن ــت  تب عـ ــت ىـ K  للـ

 بح ث 

 
1

, ,
2

.

m n

m n

m n K d x x

x x

  

 

 

همخ م   إن  nxصقااا ة. 

 

 ( 4 - 4- 2)مـثـار 

الفضاءالمتري    , ,C a b d اـاملً يكلن. 

 :البرهان

لقت ىر نا سااقاً  الة مشا ة ىلج   ,C a b ىلج الصلام الاص ة: 

. ( , ) max ( ) ( ) , ,
t J

d f g f t g t J a b


   

لتكخ  nf     متتااعـة ـلشـ   مـخ ,C a b   0هلـتكخ  .    اذن يللـت ىـت

m,بح ث اي  لكر Nتب عن n N  

.( , ) max ( ) ( ) (5.1)m n m n
t J

d f f f t f t 


   

 حى حن

, ( ) ( ) ,          m nm n N f t f t t J      

0tهىل   لأي ىنصر الت ااي Jلتينا 

.0 0, ( ) ( )m nn m N f t f t     

ه ا يبرهخ ان المتتااعة  1 0 2 0( ), ( ),...f t f t   صكلن متتااعة ـلش ة مخ حىتا

)ه  ــث ان.  ق ق ــة , )d   ضــاء مــتري ـامــر،  ــإن المتتااعــة متقاااــة، الى 

ىنصر ه  ت هل كخ 
0t

x. 
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tاي  لكر ىنصر  حي J  يللت ىت   ق قن ه  ت
tx  بح ث ان  في 

. limn n tf t x  

 يعرف التالة

  : , ,f a b   ،   tf t x . 

 نجت ان ( 5.1)في العطسة  mبجعر 

.( ) ( ) ,    nn N f t f t t J      

     sup ( ) ( ) .n
t J

f t f t 


      

هـــ ا يعـــني ان المتتااعـــة  nf  صتقـــااب اايتظـــا  الى التالـــةf . هاالتـــالن  ـــان

في  fصتقااب الى التالة  nfه ان  Jصكلن متصلة ىلج  fالتالة  ,C a b. 

 

 ( 5 - 4- 2)مـثـار 

ـامر   ث  plالفضاء   1,p . 

 :البرهان

)لنفرض حن     1 2, ,..., ,....m m m

m iX x x x 0هلـتكخ ، plمتتااعـة في  (  . اذن

 :بح ث ان Nيللت ىت  تب عن

   
1

1

, ,          ....(5.2)
pp

n m

n m k k

k

n m N d x x x x 




 
     

 
 

k......,1,2ينت  مخ ذل  اي  لكر   

.,           ,
p

m n p

k kx x n m N    

 ان  حي

.,           ,m n

k kx x n m N    
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k......,1,2اذن لكر    المتتااعة m

kx  ضاء  ه  ث ان  ـلش   في 

k......,1,2يللت لكر ، متري ـامر   بح ث ان  ىنصر ه  ت في

lim m

m k kx x   يضل 1 2 3, , ,....x x x x  يبرهخ انpx l . مخ العطسة

 لتينا jلكر ىت  تب عن  ( 5.2)

.
1

,           ,
j

p
m n p

k k

k

x x n m N


    

 نحصر ىلج  nبجعر 

.
1

,           
j

p
m p

k k

k

x x m N


    

jبجعر    نحصر ىلج 

1

,                ....(5.3)
p

m p

k k

k

x x m N




    

 م نلـلسكن لتينا  متباينةالان مخ 
1 1

1 1

1 1 1

1 1 1

p ppp m m

k k k k

k k

p p pp p p
m m p m

k k k k

k k k

x x x x

x x x x

 

 

  

  

   
     

   

     
           
     

 

  

 

pxه ا يعني ان  l ، صعني ان المتتااعة ( 5.3)العطسة mx  صتقااب الىx. 

 

 .  لا يلن يعطن مثار لفضاء متري غير ـامر  

 

 ( 5 - 4- 2)مـثـار 

نعتـــبر الفضـــاء المـــتري   ل    1,1 ,C   ـــث   1,1C    مجللىـــة الـــتهار

المتصلة ىلج  1,1  ه  معر ة ـالتالن الة مشا ة: 
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     

1
1 2

2

1

,f g f t g t dt


 
  
 
 

نعتبر المتتااعة  هل n  الاص ة 

1
1      ,     1

1 1
( )       ,      -

1
1        ,      1

n

t
n

t nt t
n n

t
n




    



  



 


 

nيفرض ان . يبرهخ ان ه   متتااعة ـلش   m 

        

 

1 1
1 2 2 2

1 1
1

1
2

1

1

4 2 2
1

3 3

n n
n m

m n

m

n

t t dt mt dt nt mt dt

mt dt
n m m

 
  

      

    

  



 

ه ا يعني ان  ,lim , 0n m n md    ، يشتنت  مخ ذل  ان المتتااعة n 

ـلش   في  1,1C . الآن يفرض ان المتتااعة n   صتقااب  الى  الة 

 1,1f C  . لكر ىت  تب عنn  لتينا 

                     

1 1

2 2

1 1

| ( ) | (| | | ( ) |) .
n n

n n

nt f t dt nt f t dt
 

    

 ه ا يؤ ي الى 
1

2

1

lim | ( ) | 0
n

n

n

nt f t dt




  

 هاالتالن  إن
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1

2

1

1 1

1

2 2 2

1 11

0 1

2 2

1 0

0 lim | ( ) ( ) |

lim | 1 ( ) | lim | ( ) | lim |1 ( ) |

| 1 ( ) | |1 ( ) | .

n
n

n n

n n n

n n

t f t dt

f t dt nt f t dt f t dt

f t dt f t dt








  




 

      

    



  

 

 

  الة يؤـت حن fالمعا لة مل اصصار التالة ه  

 
1          1 0

1                0 1

t
f t

t

   
 

 
 

  .متصلةfهلكخ ه ا يتناسض مل ـلن

 

 ( 1 - 4- 2)مـثـار 

لتكخ    0,2X C .  إذا ـايت  الة المشا ة المعر ة ىلجX هن: 

 
2

0

, ( ) ( ) ,d f g f t g t dt  

 إن  ,X d ًضاء متري ل س ـامط . 

 

 :البرهان

لإمبات حن    ,X d ًيعرف متتااعة التهار   ضاء متري ل س ـامط 

 
,                    0 1,

1,                      1 2.

n

n

t t
f t

t

  
 

 
 

 

n,لكر  m (n m ) لتينا 
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 
2 1

0 0

,

1 1
| |

1 1

n m

n m n md f f f f dt t t dt

n m

   

 
 

 
 

هه ا يعني ان المتتااعة  nf المتتااعة صتقااب  ه  يفرض حن الان . ـلش ة

الى   الة 1,1f C  .لكر ىت  تب عنn لتينا        

    | ( ) | | | | ( ) | | ( ) |n n nf t t t f t f t t     

 هاالتالن  إن
1 1 1 1 1

0 0 0 0 0

| ( ) | | | | ( ) | | ( ) |n n nf t dt t dt t f t dt f t dt t dt         

nهبجعر   نت   
1 1

0 0

lim | ( ) | | ( ) | .n

n
t f t dt f t dt


   

 مخ ذل  يشتنت  حن

 
1 2

0 1

1 2

0 1

0 lim , lim ( ) 1 ( )

( ) 1 ( ) .

n

n
n n

d f f t f t dt f t dt

f t dt f t dt

 
    

  

 

 

 

إذن 
1

0

| ( ) | 0.f t dt  ه
2

1

|1 ( ) | 0f t dt  . لأنf الة متصلة   كلن  

0, (0,1)
( )

1, (1,2)

t
f t

t


 


 

 .fق مل إصصار التالةحن يتحقهه  لا يمكخ 
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 ةالمعياريات الفضاء 4.1

4.1.   

 

في الفصــل النــاأي ر ينــا  أنــا أرـــداية تعايــع دالــة مرــا ة  لــ   عـــ               

الفضــاءات ااهاةيــة لايــج ا توةــين  الــة  ــة دالــة المرــا ة  ال  ي ــة         

، الأما الذي ا يُمكننا من تخيل  الـة  احـحة   لجبرية للفضاء ااهاةي ا

الم يـة الـي يكـو      ة الخواص الجبريـة  الخـواص ادنينةـية في الفضـاءات     

 . يها دالة المرا ة معا ة  ل   ضاء اهاةي

 

آخـا مـن الفضـاءات المهمـة في الدحليـل       افي ةذا الفصل أُقينم للقارئ أو   ـ     

الفضــاء المعيــاري    الفضــاء المعيــاري المدسهــي لايــج ةــد ها        الــينالي  ةــو 

 . وحوح العالة  ة الخواص الجبرية  الخواص ادنينةية له

 

 .H.S. Banach   N  ـــل مـــن  ياةـــة تعايـــع الفضـــاء المعيـــاري         

Wiener  ةذا  لـين    ب ـات العينيـين مـن خـواص ةـذا الفضـاء في        . 1211 ام

 .1291  أشاةا  ام  الي  H.S.Banach طا لاة 

 

 :( 1 - 1 - 4) تعايع

 X لـ    (Norm)أرـمي معيـار    إأنـا    لـ    ااهاةي  ضاء  X ذا  ا   

 ة ل دال

    : ,X  

  :تحقق الشا ط الدالية

Normed Spaces
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 الفضاءات المعيارية

 

1

2

3

4

) ,|| || 0,

) || || 0 0,

) , ,|| || | ||| ||,

) , ,|| || || || || || .

N x X x

N x x

N x X x x

N x y X x y x y

  

  

  

    

    

 

 

ــج    ال ,X   ا ضــاء معياري  ــيُرــم (Normed Space)   الينالــة  

 .المعيارية الفضاءات ع  يلي ةنورد  منلة  ل   ما .تُرم  دالة معيار

 

 (1 - 1 - 4)منال 

     رهولة يرداية القارئ    ياى   , لايج  ضاء معياري 

, .x x x   

 

 (1 - 1 - 4)منال 

أعاف  ل     1  nn  ينالة الآتيةال: 

: ,n nx  

 لايج 

2 2 2 2

1 2

1

... .
n

n k

k

x x x x x


      

لكل  أه  أالاظ 1 2, ,..., n

nx x x x  ،1( ,..., ) n

ny y y  

  : 

2

1

1

)  0.
n

k

k

N x x


   
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2

2

1

2

1

)  0 0,

                    0,

                    0,  1, 2,..., .

                    0.

n

k

k

n

k

k

k

N x x

x

x k n

x





  

 

   

 



  

2 2 2

3

1 1

) .
n n

k k

k k

N x x x x   
 

     

 

2

4

1

2 2

1 1

) ( )

                    

                    .

n

k k

k

n n

k k

k k

N x y x y

x y

x y



 

  

 

 



  

 من ذلك أردندج      ,n  ي معيار ضاء. 

 

 . nفي المنال الدالي أُقينم صيغ  خاى لين ال معيار  ل  

 

 (9 - 1 - 4)منال 

 لكل   1 2, ,..., n

nx x x x   أعاف: 

1  )
1

1

.
n

k

k

x x


 

1  )
1

. max k
k n

x x
  
 

||1 ذ   ل من  || ,|| ||   دالة معيار  لn. 

 :الحل

 من الواحح      
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1 1
1

) 0.
n

k

k

N x x


  

2 1
1

)  0 0

                      0,  1,2,..., .

                      0,  1,2,..., .

                      0, .

n

k

k

k

k

n

N x x

x k n

x k n

x x



  

   

   

   



 

3

1 1

1

4 1 1
1

1 1

1 1

)  ,

, .

)  = ( ,..., ) ,

n n

k k k k

k k

n

n

n k k

k

n n

k k

k k

N x x x x

x x

N y y y x y x y

x y

x y

    



 



 

    

  

    

 

 

 



 

 

 الدالي   1
,   n النر ة للينالة  . ضاء معياري   


 :لينينا ما يلي 

1
1

)  max 0.k
k n

N x x
  
  

2
1

)   0 max 0

                       0,  1,2,3,...

                       0,  1,2,3,...

                       0.

k
k n

k

k

N x x

x k n

x k n

x

  
  

   

   

 

 

3
1 1

)  , max max .

                                                        

k k
k n k n

N x x x x    
    

    
 

4 1
1

1 1

)  y= (y ,..., ) , max

max max =          .

n

n k k
k n

k k
k n k n

N y x y x y

x y x y x y

  

      

    

    

 

 من بم  إ   ,   n


 . ضاء معياري 
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 (4 - 1 - 4)منال 

 اتالفضاء   ,   n، 1
,   n، ,   n


 ة لايجمعياري 

2

1

1
1

1

,

,

max ,

n

k

k

n

k

k

k
k n

z z

z z

z z





  









 

 .أفس الخاوات في المنال الرا ق لاؤية ذلك أد ة
 

 

 (5 - 1 - 4)منال 

]الفضـــاء  ذا  ا نـــا  لـــ      , ]C a b  الحقيقيـــة الـــذي  ـــوي ديـــة الـــين ال 

]المعا ة  ل  الف ة  المدصلة  , ]a b ينالةال : 

[ , ]
max ( )
t a b

f f t


 

 إ   [ , ],   C a b ضاء معياري . 
 

 

 (1 - 1 - 4)منال 

]أرـــداية تعايـــع دالـــة معيـــار  خـــاى  لـــ  الفضـــاء     , ]C a b    غـــل الـــي

ــا في منـــــــال  ]لكـــــــل : ـــــــالآتي (5-1-4)تعايفهـــــ , ]f C a b  أضـــــــة

( )

b

a

f f t dt . 

 :الحل

في  f   gلكل    ,C a b  لكل  لينينا 
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 الفضاءات المعيارية

 

1) || || | ( ) | 0.

b

a

N f f t dt  

2 )|| || 0 | ( ) | 0

| ( ) | 0, [ , ]

( ) 0, [ , ].

b

a

N f f t dt

f t t a b

f t t a b

  

   

   



  

3

4

) ( ) ( ) .

) ( ) ( )

( ) ( )

.

b b

a a

b

a

b b

a a

N f f t dt f t dt f

N f g f t g t dt

f t dt g t dt

f g

     

  

 

 

 



 

 

  إ  من بم  ,C a b  لايج  ضاء معياري( )

b

a

f f t dt  . 

 

 (1 - 1 - 4)منال 

lالفضاء  ا دبر    الذي  دوي  ل   ل المددا عات الحقيقية المحين دة 

1 2( , ,..., ,...)kx x x x.يرداية القارئ    يبرةن    الينالة sup k
k

x x 

تحقق شا ط دالة المعيار  من بم يكو   ,   l   ا ضاء معياري . 

 
 

 (8 - 1 - 4)منال 

1لكل    p ، ,   pl لايج  ضاء معياري 

1

1

( ,..., ,...), ,
pp

n i i

i

l x x x x x




 
     
 

 . 
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1

1

,
pp p

k

k

x x x




 
     
 
. 

 :الحل

 لينينا   لكل  plفي  x   y لكل  

1

1

1

1

2

1

1

) 0 .

) 0 0

                   0

                   0, 1, 2,3,...

                   0, 1, 2,3,...

                   0.

pp

k

k

pp

k

k

p

k

k

p

k

k

N x x

N x x

x

x k n

x k n

x













 
  
 

 
   

 

 

  

  

 






 

 

1

3

1

1
1

1

) 

            .

pp

k

k

pp pp

k

k

N x x

x

x

 













 
  
 

 
  

 





 

 

1

4

1

1

1

1 1

1 1

)

                

      .

pp

k k

k

pp

k k

k

p pp p

k k

k k

N x y x y

x y

x y

x y x y









 

 

 
   

 

 
  
 

   
    
   

   





 
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  ذ  ,   (1 )pl P   ضاء معياري . 

 

 (2 - 1 - 4)منال 

ةو الفضاء ااهاةي الذي  دوي  ل  دية المددا عات  cليكن    

1الحقيقية الدقار ية  2( , ,..., ,...)nx x x x . الينالة
1

max k
k

x x


 تحقق

 . ضاء معياري cيص حشا ط دالة المعيار  من بم 

 
 

 (11 - 1 - 4)منال 

ةو الفضاء ااهاةي الذي  دوي  ل  دية المددا عات  0cليكن    

1الحقيقية  2( , ,..., ,...)nx x x x الينالة .  الي تدقارب    الصفا

1
max k

k
x x


 0يكو تحقق شا ط دالة المعيار  من بمcاي  ضاء معيار. 

 
 

 العالة  ة الفضاءات المعيارية  الفضاءات الم ية

 ليكن . العالة  ة الفضاءات المعيارية  الفضاءات الم ية أوححالآ      

 d غل ةال ة  لنعاف دالة لاقيقية Xلاقيقي اهاةيمعيار  ل   ضاء دالة 

X ل   X يلي  ما: 

( , )d x y x y  

,لكلمن الواحح  أه  ,x y z  منX لينينا: 

1 )( , ) 0d x y x y   

1 )( , ) 0 0 0d x y x y x y x y         

9 ) ( , ) 1 ( , )d x y y x y x d y x       
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4 )
        

( , ) ( , )

                            

                            ( , ).

d x y d y z x y y z

x y y z

x z d x z

    

   

  

 

 ل   دالة معيار ل  ى    .Xدالة مرا ة  ل   d    أردندج من ذلك

 ل  ضاء معياري يكو   ضاء   الدالي  ولين دالة مرا ةت ضاء مدسهي 

 .ام ي 

 : الخاصيدة الآتيدة ققتحمعيار لة دامن  دولينةالم دالة المرا ةأالاظ    

(1  )( , ) ( , )d x z y z d x y    لكل, ,x y z X. 

(1  )( , ) ( , )d x y d x y    لكل,x y X  لكل a. 

 

 :دعليلال

(1) 

 ( , )

                       ( , ).

d x z y z x z y z

x y d x y

     

  
 

(1) 

 

( , )

                 

                 

                 ( , ).

d x y x y

x y

x y

d x y

   







 

 

 



 

 :مما ة ق أكو  لين  اةنا الن اية الدالية
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 (1 - 1 - 4)أ اية 

 ل  ضاء معيـاري      ,X      ةـو  ضـاء مـ ي لايـج( , )d x y x y  

x,لكل y X  ( .1)  ( 1)    دالة المرا ة تحقق الخاصيدة 

 

لدوحـيح ذلـك   .معيـار   دالـة  مـن  تندج ا توةين د ال مرا ة ه    أ أود    أشل

 :أعاي المنال الأتي

 (11 - 1 - 4)منال 

)الفضاء الم ي  ا دبر   , )d  دالة المرا ة لايجd ليامعا ة  الد: 

( , ) , , ,
1

x y
d x y x y

x y


  

  

تحقـــق معيـــار أـــ     دالـــة  ذا  اأـــن تنـــدج مـــن ا ة رـــأالاـــظ    دالـــة الم

 لينينا .(1-1-4)في أ اية (1) ( 1)الخاصيدة 

( , )    (4.1)
1 1

( , )                          (4.2)
1

x y x y
d x y

x y x y

x y
d x y

x y

  
 

  

 

 
 

   




 

 

| كـو  تأالاـظ  أـه  نـينما     (4.2)  (4.1) دةادلـــ ــالمعمن  | 1  لخاصـية   ا

( , ) ( , )d x y d x y   ــإ     ةغــل مدحقق ــ ــم   ــن ب ــن  d م ــدج م ــة  ا تن  دال

 .معيار
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 4.1 تمارين

ليكن  -1
1

 .    
2

 ب ن .Xةي ااهفضاء اال ل   دةمعياريدالي   . 

   

الينالة(   )
1 2

 .  .   لدالة معيار  X. 

 .Xدالة معيار  ل   إ  الينالة  اموة   ا يند لاقيقي   ذا  ا  (   ب)
 

x,عياري   ضاء م Xأفاض   -1 y X      ب ن  

x y x y   

 X}0{ ةياه ضاء ادالة مرا ة مولينة من معيار  ل  dلدكن -9

XXدالة  ل  لدكن معا ة  الآتي: 










yxyxd

yx
yx

1),(

,0
),( 

 .دالة مرا ة  ا يمكن توليينةا من معيار ب ن    

 مرا ة دالة 0dلدكن   ةياه ضاء ا X}0{أفاض    -4

 : الآتي  الي  ا ن في الفصل الناأيX ل 










yx

yx
yxd

1

,0
),(0 

 .ا يمكن توليينةا من معيار0d    ب ن 

-4)،(5-1-4)،(4-1-4) ب ن    الين ال المعا ة في الأمنلة-5

 .تحقق شا ط دالة المعيار (4-1-11) (4-1-2)،(1-1
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 الفضاءات المعيارية

 

 .  ضاءات  ناخ تو ولوةيا الفضاءات المعيارية 4.1

4.2. Topology on Normed Spaces and Banach 

Spaces 
 

  تو ولوةيا الفضاءات المعيارية 1 .4.1

4.2.1 Topology on Normed Spaces  
 

 ا    ــل  ضــاء معياري  ــ( 1-1-4)أعلــم مــن أ ايــة      ,X   يكــو

)لايــج   ام ي ــ ضــاء  , )d x y x y    الدــالي أرــداية تعايــع الكــاة  

 : الدالي r أصع لااةا  xالمفدولاة الي ما جةا

( , ) { : ( , ) }

{ : }.

B x r y X d x y r

y X x y r

  

   
 

يكـــو   ضـــاء تو ولـــوةي لايـــج تكـــو  ا مو ـــة   X  لـــ  ذلـــك  ـــإ   

A X    مفدولاــة  ذا  ــا  لكــلx A    موةــ  يوةــين  ــيند لاقيقــيr 

)بحيج     , ) { : }B x r y X x y r A    .   تكو  ا مو ـة مللقـة 

 . ذا  ا  مكملدها مفدولاة

 ةذا  . ن تقارب المددا عات في الفضاءات المعيارية الدحينثالآ  أرداية   

  :ما أقينمه في الدعايع الدالي
 

 (1 - 1 - 4) تعايع

)المددا عـــة أقـــول       )nx في الفضـــاء المعيـــاريX تدقـــارب  مدقار ـــة      

xالعنصــــا X   ــا ــي موةــــ   ذا  ــ ــيند لاقيقــ ــيند لكــــل  ــ ــين  ــ يوةــ

)ط يعي )N N     بحيج 

.nn N x x     
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lim أ  أكد  يُعبر ن ذلك رياحياً n
n

x x


. 

 (1 - 1 - 4) أ اية

),()( ذا  ا     nn yx  بحيج    ةمددا عد  lim n
n

x x


       

lim n
n

y y


  

)lim   إ )n n
n

x y x y


   . 

               :البرةا 

0لدكن     .    بماlim n
n

x x


    lim n
n

y y


  يوةين  يندين 

1ط يعية 2,N Nبحيج 

1 (4.3)
2

nn N x x


    

2 . (4.4)
2

nn N y y


    

1أضة  2max( , )N N N . لكل  (4.4)  (4.3)منn N لينينا 

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

n n n n

n n

x y x y x x y y

x x y y

 


      

   

  

  

)lim   ذ  )n n
n

x y x y


   . 

 

 (1 - 1 - 4)أ اية 

)لدكن    )n  مددا عة من   يناد لاقيقية  تدقارب    العيند   ( )nx 

x تدقارب    Xعة من  ضاء معياريمددا  X . ذ  

lim n n
n

x x 


 

 :البرةا 
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 الفضاءات المعيارية

 

0لدكن     . لأ ( )nx   يوةـين  ـيند لاقيقـي موةـ     مددا عة تقار يةM 

 بحيج 

, 1nx M n   

lim بما    n
n

 


   1 ذ  يوةين  يند ط يعيN     بحيج 

1 . (4.5)
2

nn N
M


     

lim لأ  n
n

x x


   2يوةين  يند ط يعيN     بحيج 

2 . (4.6)
2

nn N x x



    

1لكل  (4.6)   (4.5)من العالدة  2max( , )n N N  لينينا 

( ) ( )

2 2

2 2

n n n n n n

n n n n

n n n

n n n

x x x x x x

x x x x

x x x

x x x

M
M

     

   

  

  

 




 


    

   

   

   

   

  

 

limةذا يعني  n n
n

x x 


. 

 

 :( 1 - 1 - 4) ايعتع

)يُقــال لمددا عــة    )nx  في  ضــاء معيــاريX هــا  وشــية  ذا  ــا  لكــل    أ

0   يوةين  يند ط يعي( )N   بحيج 

, ( ) || || .n mn m N x x     
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   ( 1-9-1) أ ايـة يرداية القـارئ    ين ـن  ـنفس الأةـلوب المد ـة في      

 . وشية  العكس ليس صحيح  صفة  امةتكو   ل مددا عة تقار ية 

 

 

  ضاءات  ناخ 1 .4.1

4.2.2. Banach Spaces 

 

 :( 9 - 1 - 4) تعايع

 .يُقال لفضاء معياري  أه  امل  ذا  اأن  ل مددا عة  وشية تقار ية  

 

 ( 4 - 1 - 4) تعايع

 . يُين    ضاء  ناخ Xالفضاء المعياري الكامل  

 

-1)،(1-4-1)،(1-4-1) إت اع الأةلوب المردخينم في الأمنلة     

]، n  ،nCأرداية    أبرةن     (1-4-4)   (4-9 , ]C a b  مة

)  (5-1-4)المعيار المعاف في منال  1)p p  المنل .  ضاءات  ناخ 

    أرداية    أبرةن (5-4-1) إت اع الأةلوب المردخينم في منال

]2 المعياري الفضاء , ]C a b ة دالة المعيار ليس  ضاء  ناخ لايج 
1

2
2

( )

b

a

f f t dt
 

  
 
 . 
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 ( 9 - 1 - 4)أ اية 

يكـو   امـل  ذا  ـا    قـا  ذا      Xمن  ضاء  ناخ Yالفضاء الججئي  

 .امللقً Y ا 

 :البرةا 

ــاض      ــق      Yأفـ ــي مللـ ــاء ةجئـ ) ضـ )nx  ــية في ــة  وشـ  ذ  . Yمددا عـ

( )nx مددا عــة  وشــية فيX . لأX   ا ـيوةــين  نصــ  ضــاء  نــاخx X 

)ا عة ـــــارب المددــــــــبحيج تدق )nx لأ .  ليهY ج    ـــ ــلق  نردندملـــx Y 

ــذا يـــ دي        ــاض   .  امـــل Y ةـ ــل      Yالآ  أفـ ) امـ )nx  مددا عـــة

x تدقــارب     نصــا  Yمــن X .  ذ ( )nx  مددا عــة  وشــية فيY .  لايــج

  Y   ضاء ةجئي  امل ،  ذ ( )nx تقار ية فيY     ةذا ي  ين x Y.  

 

 (Direct Sum)ا موع الم اشا( 5 - 1 - 4) تعايع

اةة يعاف ا موع الم اشا    الضاب الكارتيجي للفضائة ااه  

,X Y أأه  

{( , ) : , }X Y x y x X y Y    

 : ملية الجمة  الآتيلايج تعاف 

1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ).x y x y x x y y    

 : الآتي الضاب في  يند لياةييعاف   

( , ) ( , ).x y x y   

X,ه  ذا  ا   ل منمن الرهل اب ن  أ Y إ   ضاء معياري X Y 

YXyxلكل  معياري لايج ضاء  يص ح ),(  يكو 

|| ( , ) || || || || || .x y x y  
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X,الاظ  أه يامج  لاياأا للمسموع الم اشا للفضائة ااهاةة   Y 

X الامج  Y. 

 

 ( 4 - 1 - 4)أ اية 

X Y ضاء معياري . 

 :البرةا 

Zلنفاض    X Y      1 1 1( , )z x y    2 2 2( , )z x y   

   . 

 

1 1 1

1 1 1

1 1

1

1 1 1

1 1

1 1

1

(1) 0

(2) 0 0

0

0

(3)

( )

,

z x y

z x y

x y

z

z x y

x y

x y

z

  

 





  

   

  

 

 

 

 



 

                       

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

(4) ( , ) ( , )

( , )

( ) ( )

z z x y x y

x x y y

x x y y

x x y y

x y x y

z z

  

  

   

   

   

 

 

 . ضاء معياري  Z  ليه 
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 .رين تكا   معيا ال عين المندهي ذاتالفضاءات  .4.9

4.3. Finite Normed Spaces and Equivalent Two 

Norms 
 

 ال عين المندهي  اتالفضاءات ذ .1 .4.9

4.3.1. Finite Normed Spaces 
 

 ــا ع  ذات الُ عــين المندهــي د راً مهمــاً في  عــ  تلعــ  الفضــاءات المعياريــة     

لذلك أهدم في ةذا . ي    ذلك أ اية الايعالاياحيات منل أ اية الدقا

تلعــ  الن ايــة  .الجــجء  دقــينيم  عــ  خــواص الفضــاءات ذات الُ عــين المندهــي 

 .ةنذ اةا  ين    اةا   الآتية د را مهما في اةدندا  تلك الخواص

 

 (1 - 9 - 4)أ اية 

1  ذا  اأن   2{ , ,..., }ne e e  ضـاء  ة مردقلة خاياً مـن المدسهـات في   مجمو 

1 لاقيقـي موةـ    يوةـين  ـيند    يوةـين  Xمعياري 2( , ,...., )nc c e e e   بحيـج

 لينينا 1،2، ...،nمن النوا ن  nلكل  يند

1 1 1... ( ... ) .n n ne e c        

     

 (1-9-4)في الن اية الدالية أا ق أ اية
 

 (1 - 9 - 4)أ اية 

.  ــاماًيكــو   Xمـن  ضــاء معيـاري   Yمندــهٍ ه  ـل  ضــاء ةجئـي ُ عــين    

 . املمندهي يكو   ه ل  ضاء معياري ُ عين   الدالي
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 :البرةا 

)دكن ل   )my مددا عة  وشية  فيY    أـبرةن  أهـا مدقار ـة في Y .  أفـاض

  1 2{ , ,..., }ne e e   للفضــاء ةــاY  .1 لكــلm العنصــا my  يكــو  لــه

 :تمنيل خاي  لايين  ل  الشكل الدالي

( ) ( ) ( )

1 1 2 2 ...m m m

m n ny e e e      

0لدكن  .بما    ( )my   يوةين  يند ط يعيمددا عة  وشيةN بحيج  

( ) ( )

1

,

|| ( ) || (4.7)

m r

n
m r

j j j

j

m r N y y

e



  


   

   

0cيوةين ( 1-9-4)من أ اية الأ     لكلبحيج ,m r N لينينا 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1
( ) (4.8)

n n
m r m r

j j j j j

j j

e
c

   
 

    

m,أردندج  أه لكل (4.8)  (4.7)من العالدة r N لكل nj ,...2,1  

( ) ( ) ( ) ( )

1

.
n

m r m r

j j j j

j c


   



    

njلكل  ذ  ,...2,1 ددا عةالم  تكو  

                   ,........),.......,,()( )()2()1()( n

jjj

m

j   

nj لكــل   امــل ضــاء   لأ  .في   ة وشــي ,...2,1 توةــينj  

)بحيــــج  )lim m

j j
m

 


. 1أضــــة 1 2 2 ... n ny e e e      . مــــن الواحــــح

  y Y  . ذلك   ا ة  ل 
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( )

1

( )

1

lim lim ( )

lim 0.

n
m

m j j j
m m

j

n
m

j j
m

j

y y e 

 

 





  

  





 

 . ضاء  امل Y ذ  

لينينا من الن اية الرا قة لأ   ل  ضاء ةجئي  امل يكو  مللق   

 النديسة الدالية

 

 (1 - 9 - 4) أديسة

 Xفي ايكـو  مللق ـً  Xمن  ضاء معياري Yمندهٍ ه ل  ضاء ةجئي ُ عين  

. 
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 الـي تـنع  لـ   أـه      1218الـي  ب دهـا  ـام     F. Rieszأايين    أقينم أديسة 

 ذا  اأن  اة الولاينة المللقة م اصـة  ـإ  ُ عـين الفضـاء المعيـاري يكـو        

 . Rieszالي  اةنها  يضاً نحدا     الن اية الدالية . مندهي

 (Riesz's Lemma)    (5 - 9 - 4)أ اية 

لكل  ـيند    ذ  .  ضاء ةجئي  مللق  عليا  Y   ضاء معياري Zليكن   

ــن لاقيقـــــــي  ــين (0,1)الفـــــــ ة  مـــــ Zفي zيوةـــــ Y بحيـــــــج|| || 1z   

z y    لكلy Y . 

 :البرةا 

(0,1)أفاض         0من  نصاZ Y. أضة  

0 0( , ) inf .
y Y

a d Y y 


   

0aالاظ    أ   لأY   0مللقة Y  . من تعايع   بر لاين ةفلي

0yيوةين Y    بحيج 

0 0 (4.9)
a

a y


   

الاظ    
a

a

       0 ر 1  .أضة  

0 0

1
c

y



     

0 0( )z c y  .    1من الواححz  .   الآ  أبرةن z y    ،

yلدكن لدوحيح ذلك . Yفي yلكل  Y.لينينا 
1

0 0 0 0 0 1( ) .z y c y y c y c y c y           

1لايج 

1 0y y c y .  لأY ، 1 ضاء ةجئيy Y .  الدالي 

0 1y a   . أردندج    (4.9)من: 

0 1

0 0

1
z y c y ca a a

y a


 


        


 

 . ةو المالوب
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 :   أبرةن الن اية الداليةأرداية ا قة الر Riesz's تمهيينية من   
 

 (1 - 9 - 4)أ اية 

 ه إ  ُ عـين   ةم اص Xالفضاء المعيارين  اة الولاينة المللقة في  ذا  اأ  

 .مندهي يكو 

  :البرةا 

} لـــــدكن   : 1}M x X x    في الفضـــــاء   المللقـــــة   ـــــاة الولاـــــينة

dimXلنفـــاض      Xالمعيـــاري . 1 نصـــالنخدـــارx فيX     بحيـــج

1 1x  1 ليكنX     1ةو الفضاء الججئي ذ  ُ عـين  الاـين  المدولـين مـنx . ي 

   

1 1{ : }.X x   

 1X  ذلك أالاـظ   ـ . مللـق  1Xالفضـاء الججئـي  ( 1-9-4) من أديسة

dimX لأ  Xمن مجمو ة ةجئية  عاً  .4-4)أ اية   اةدخينام-

1Xفي 2xةــينيو (1 X ــج 2 بحي 1x   2 1

1

2
x x . ــيكن ةــو  2Xل

 . 1x ،2xبنا   المدولين من االفضاء الججئي الذي ُ عينه 

  ي   

2 1 1 2 2 1 2{ : , }.X x x      

2يوةـــين  (1-4-4)أ ايـــة  اةـــدخينام مـــاة  خـــاى  2x X X   بحيـــج

2 1x  ، 3 1

1

2
x x   3 2

1

2
x x .  ــا قة ــوات الرــ ــاار الخاــ   دكــ

)أرداية تكوين مددا عة  )nx منM بحيج 

1
.

2
m nm n x x    
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)مـن المددا عـة  مددا عـات ةجئيـة مدقار ـة     ه ا توةـين من الواحح  أ ـ )nx   ةـذا 

 .ليرن م اصة M يبرةن   

 

  ةكولي-أ اية ارزيا .4.9.9

4.3.3. Arrzela-Ascoli' Theorem 

 

 الي توحـح خـواص    (Arrzela-Ascoli) ةكولي- اية ارزياأ أقينمالآ    

]ا مو ــات الم اصــة في الفضــاء , ]XC a b     الــذي  دــوي  لــ  الــين ال المدصــلة 

]المعا ة من  , ]a b  ا   ضاء  ناخX .10, 14,15,30] [. 

 

 :أقينم   ا الدعايع الدالي   

 

 (  1-9-4)ع يتعا

)أفاض      , )X d  ضاء م ي [ , ]XK C a b .    أقولK  مدصلة

] نين أقاة  (equicontinuous)  الدرا ي , ]t a b  0 ذا  ا  لكل  

0توةين    لكلبحيجf K لينينا 

[ , ], | | ( ( ), ( )) .s a b t s d f s f t       

 (uniform equicontinuous) اتصاا مند ما  الدرا يمدصلة  ا  أقول  أه

0 ذا  ا  لكل    0توةين  بحيج لكلf K لينينا 

, [ , ], | | ( ( ), ( )) .s t a b t s d f s f t       

 

 ( 9-9-4)منال 
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ــدكن    }لــــــــــ [0,1]:sup | ( ) | 1}S f C f x  . ــل fلكــــــــــ S ــاف أعــــــــــ

دالة
0

( ) ( ) , [0,1]
t

fg t f x dx t .  أبرةن     ائلـة الـين ال{ : }fK g f S  

, لذلك لدكن .مدصلة اتصاا مند ما  الدرا ي [0,1]t s    fg K .لينينا 

0 0

| ( ) ( ) | ( ) ( ) ( )

sup{| ( ) |: [0,1]}| | | | .

s t s

f f

t

g s g t f x dx f x dx f x dx

f x x s t s t

   

    

   

 .مدصلة اتصاا مند ما  الدرا ي K ذ  

ــا  ي    ــين ال    مـ ــن الـ ــة مـ ــال  مو ـ ــي منـ ــا    يلـ ــاا مند مـ ــلة اتصـ ــن مدصـ ليرـ

 . الدرا ي

 ( 4-9-4)منال 

ــة nلكـــــــل  ـــــــيند ط يعـــــــي     أعدـــــــبر الينالـــــ
2 2

( ) , [0,1]
1

n

nx
f x x

n x
 


 

 { : 1}nK f n .     الآ  أفــاضK  0 ذ  توةــين  .مدصــلة  الدرــا ي  

1nبحيج لكل  لينينا 

.
1

| | | ( ) (0) | | ( ) |
2

n n nx f x f f x     

بحيج mاط يعي  ا يند  نخدار
1

m
 .  الدالي 

1 1
| ( ) |

2
mf

m
.   من ةهـة اخـاى

ةــــــ  أصــــــع  تأخــــــذةا   نــــــين     mfأالاــــــظ      ــــــبر ليمــــــة للينالــــــة   

1
x

m
 الدــالي 

1 1
( )

2
mf

m
   أرـــدندج مــن ذلـــك   . ةـــذ تنــال  K  ليرـــن

 .مدصلة اتصاا مند ما  الدرا ي
 

 (Arrzela-Ascoli) ةكولي-أ اية ارزيا (1 - 9 - 4)أ اية 

]ا اض    , ]XC a bالمعا ة من من  مجمو ة الين ال المدصلة  [ , ]a b  ا   ضاء

]لايج لكل  ا مو ة. X ناخ  , ]Xf C a b لينينا 
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[ , ]

|| || max || ( ) || .
t a b

f f t


 

]ا مو ـــة , ]XK C a b تكـــو  م اصـــة أرـــ يا  ذا   قـــا  اأـــن مدصـــلة

] الدرــــــا ي  نــــــين  ــــــل أقاــــــة مــــــن     , ]a b  لكــــــل [ , ]t a b   تكــــــو

}ا مو ة ( ) : }f t f Kم اصة أر يا فيX. 
 

  :البرةا 

 .] [14,15 ,10 يمكن للقارئ    أين البرةا  في  لاين المااةة الآتية
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 المؤثرات الخطية 5.1

 5.1. Linear Operators  

 

إلى  رابنن درسنن في ا اصل ننث اص ننفيضا اصلترننفيم المننلن ثننا اضل ا ننفي ا اصل ننث اص       

، ا هنن ا اصل ننث ض ننوم الؤنن م المننؤثر الخطننا انن   ترننفيم     اصلترننفيم المايننفيرن  

 .اايفيرن إلى  ترفيم اايفيرن آخر 

 

 (1 - 1 - 5)تاريف 

.  ترفيم اتجفيها عاى ح ث الأعواد المركبة  X،Yضلرض أن كث ا   

إلى Xتُسمى اؤثر ا  YإلىXالمار ة  ا  مجم عة جزئية ا   Tاصواصة 

Y  .  يراز له ه المجم عة بفيصراز( )D T مجفيل المؤثر وتسمىT. 

 

)أضه خطا إذا كفين مجفيصه   Tي فيل صامؤثر     )D T ًا   في ترفيم جزئي

 :وأن   Xاصلترفيم الاتجفيها 

( ) ( ) ( ) , , ( ) , , .T x y T x T y x y D T            

)المجم عة      ) { ( ) : ( )}R T T x x D T   تُسمى اوى المؤثرT. بي مفي 

)المجم عة  ) { ( ) : ( ) 0}N T x D T T x    تُسمى اصلترنننننفيم اصلنننننننفيرغ

(Null Space) صامؤثرT  أو ض اة(Kernel) المؤثرT . 

 

 (1 - 1 - 5)ا فيل 

 (Identity Operator)و المؤثر المحفيي    

.( )    ,    I x x x X   :I X X 

x,صكث المؤثر المحفييو خطا لأضه  y  اX  و,  ابت صوي في ث :  

66



نايننث داصننننناننتنح  

 

( )

( )+ ( )

   

 

I x y x y

I x I x

  


 

 

 (2 - 1 - 5)ا فيل 

 صيك . (Differential Operator) صللفيضااا المؤثر  

)())(( tftfT  : [ , ] [ , ],T C a b C a b 

 : ضلاحظ أن

( ) { [ , ] , }.D T f C a b f is continuously differentiable  

f,خطا لأضه  صكث  Tالمؤثر  g  ا)(TD  و,   صوي في ا 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ).

T f g f g t

f t g t

T f T g

   

 

 

  

  

 

 

 

 (3 - 1 - 5)ا فيل 

 صيك . (Integral Operator)صلكفيااا المؤثر ا  

: [ , ] [ , ],T C a b C a b 

( ( )) ( ) , [ , ].

t

a

T f t f s ds t a b  

)(],[ضلاحظ أن  baCTD  وصكثf  ،g  ا[ , ]C a b  وصكث,   ا  

 صوي في

( )( ) ( ( ) ( ))

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).

t

a

t t

a a

T f g t f s g s d s

f s ds g s ds

T f t T g t

   

 

 

  

 

 



  
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 .ه ا ياني أن المؤثر اصلكفيااا خطا

 

 (4 - 1 - 5)ا فيل 

 .(Matrix Operator)اؤثر الم ل  ة    

mknjAصننننننننلك   jk ,...2,1,,....2,1),(   ا ننننننننل  ة و: m nT  

 :كفيصلفيصا فياارً  ااؤثرً













































































































mk

k

knk

mk

k

kk

mk

k

kk

mm

x

x

x

x

x

x

A

x

x

x

T

1

1

2

1

1

2

1

2

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.







 

 .يلك صا فيرئ إثبفيت أن اؤثر الم ل  ة خطا   

 

 (5 - 1 - 5)ا فيل 

:صيك     [ , ] [ , ]T C a b C a b  اارف كمفي ياا : 

( )( ) ( ).T f t tf t 

]ا  f،gضلاحظ أضه صكث , ]C a b  و,   صوي في  ا: 

( )( ) ( )( )

( ( ) ( ))

( ) ( )

( )( ) ( )( )

   

 

 

 

T f g t t f g t

t f t g t

tf t tg t

T f t T g t

  

 

 

 
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 .إذن المؤثر خطا

 

 (1 - 1 - 5)ضظرية 

 :صوي في افي ياا.Yإلى Xا  اؤثر خطا Tضلرض أن  

1-( )R T  اتجفيهايك ن  ترفيم. 

إذا كفين -2 dimD T n   إن  dimR T n. 

3- N T  اتجفيهايك ن  ترفيم. 

 

 :اصبرهفين

ا  1y،2y ضلننننننننننننرض أن(  1 R T و ,   صننننننننننننيك . ث ابننننننننننننت ا

1 2, ( )x x D T   1بحيننننن 1 2 2( ), ( )y T x y T x .  بمنننننفي أن D T  ترنننننفيم 

 إن  اتجفيها 1 2 x x D T  وحي  أنT اؤثر خطا  إن: 

1 2 1 2

1 2

( ) ( ) ( )

.

T x x T x T x

y y

   

 

  

 
 

ه ا ي ضح أن  R T  اتجفيها  ترفيم. 

أن ضلنننننننننننننننننننننننننننرض(   2 1 2 1, ,..., , ,n ny y y y R T   . إذن ي جنننننننننننننننننننننننننننو

)(,......, 21 TDxxx n   بحي 

1 1 2 2 1 1( ) , ( ) , ... , ( ) , ( ).n n n ny T x y T x y T x y T x     

حي  أن  dimD T n   إن المجم عة   1 2 1, ,..., ,n nx x x x     تك ن

1ه يمك  إيجفيد أن أض. خطيفًي ارتبطة 2 1, ,..., , ,n n      وصيست جمياؤفي

 أصلفير بحي  

1 1 2 2 1 1... 0.n n n nx x x x          

(0)اؤثر خطا  إن  Tوحي  أن  0T   .إذن 
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 1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 1 1

0 ...

( ) ( ) ... ( ) ( )

 ... .

n n n n

n n n n

n n n n

T x x x x

T x T x T x T x

y y y y

   

   

   

 

 

 

    

    

    

 

1ه ا ي ضح أن    2 1, ,..., ,n ny y y y  لأن  غير اسل اة خطيفًي i ،

1,2,..., , 1i n n  ضسل لج أن  .اجمياؤفي أصلفيرً تصيس R T  لا ي جو  يه

1nصنن  يفًينننننمجم عفيت جزئية اسل اة خط  هوعاي  .أو أك ر ا  ذصك ع فيصر 

 dimR T n. 

ا  1x،2xص أخ  (  3 N T.  ه ا ياني أن 

1 2( ) ( ) 0 ,T x T x  

,اؤثر خطا  إضه لأن  Tوحي  أن   ث ابت يك ن 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) 0   T x x T x T x    

 وه ا ي ضح أن

1 2 ( ).x x N T   

 

 (2 - 1 - 5)ضظرية 

 وصنننننيك ( ينانننننركب أو ينح ي ننننني) ينانننننل ؤ ي م ترنننننفي YوX صنننننيك   

: ( ) ,T D T Y ًحي  فيخطيً ااؤثرXTD )(. 

1T الماك س-1  كفيصلفيصا المارف: 
1 : ( ) ( )T R T D T  , yxTxyT  )()(1  

) إذا و  ط إذا أا ج دً ) {0}N T   . 

1T كفين إذا-2  ًخطا اؤثر  يك ن اا ج د. 

 كفين إذا -3 dimD T n  1 وT  إن ا ج د  

   dim dim .R T D T 
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 :اصبرهفين

) أن ص لرض -1 ) {0}N T  1 و 2( ) ( )T x T x   1حيx،2x  ا)(TD .

 إن   خطا اؤثر T أنبمفي  1 2 1 2( ) ( ) 0T x x T x T x     وصك 

                            
 1 2 1 2

1 2

0 0T x x x x

x x

    

 
      

1T  إذن  1 كفين إذا ، المافيكس صلاتجفيه بفيص سبة .ا ج دT  إن  ا ج د T 

)ا  xضلرض أن (. واحو ص احو)داصة البفيي ة  )N T . ه ا ياني أن

( ) 0T x  . (0)لأن 0T   ولأنT  0البفيي فًي  إنx  . 

 

1T أن ص لرض-2  بما ى آخر .خطا اؤثر أضه ضبره  أن ضريو .ا ج د 

)ا  1y،2y لأن أضه برهفين ضريو )R T 1 و،2 يك ن ث ابت:  

1 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ).   T y y T y T y     

: الآن  

1 1 1 1

2 2 2 2

( ) ( ) : ( ) ,

( ) ( ) : ( ) .

y R T x D T T x y

y R T x D T T x y

   

   
 

  وعايه

1 1

1 1 2 2( ) , ( ).x T y x T y   

 بتث ا 1،2  لأن يك ن خطا اؤثر Tأن وبمفي

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( )

.

T x x T x T x

y y

   

 

  

 
 

1 1

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

1 1

1 1 2 2

( ) ( ( ))

( ) ( ).

T y y T T x x

x x

T y T y

   

 

 

 

 

   

 

 
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1T أن ي ضح وه ا  خطا اؤثر 

 

 ضسل لج أن( 1-1-5)ا  ضظرية -3

dim( ( )) dim( ( )). (5.1)R T D T 

1Tارة أخرن  عاى المؤثر (  1-1-5)ضطبق ضظرية   سل لج أن   

       1 1dim( ( )) dim( ( )) dim( ( )) dim( ( )). (5.2)D T R T D T R T    

نجو أن  (5.2) (5.1)ا     dim dimR T D T. 
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 المحوودةالمؤثرات الخطية  5.2

 5.2. Bounded Linear Operators  

 

 . ترفيم اايفيرن  X ،Y يمفي ياا س لرض أن كث ا    

 

 (1 - 2 - 5)تاريف 

:ي نننفيل صامنننؤثر الخطنننا    ( ) ,T D T X Y   عنننود وجنننو إذا محنننوود أضنننه 

 بحي  cا جث ح ي ا

                         ).(||,||||)(|| TDxxcxT  

 بحي  cا جث ح ي ا بما ى آخر ي جو عود

|| ( ) ||
, ( ) {0} (5.3)

|| ||

T x
c x D T

x
    

 وودةالمح م عفيتالمج ي  ث المحوود الخطا المؤثر أن ت ضح اصسفيب ة الملبفيي ة 

)والجزئية ا   )D T ا محوودة مجم عفيت إلىY.  سيُراز صافيئاة المؤثرات

)بحي   Yإلى Xا  Tالخطية المحوودة  )D T X  بفيصراز( , )X Y .

)ا  اص اضح أن  , )X Y  تمك  في ا  تاريف (5.3)  اصالاقة.  ترفيم اتجفيها

)داصة اايفير عاى  , )X Y  كفيلآتا: 

 

 (2 - 2 - 5)تاريف 

)ا  Tصكث   , )X Y  ضتر 

0

( )
sup
x X
x

T x
T

x


 

 .المايفير شروط تح ق   يمفي ياا ض ضح أن اصواصة
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1

0

2

0

3

0

0

0

( )
) sup 0.

( )
) 0 sup 0

                 ( ) 0 ,

                 ( ) 0 ,

                 0.

( )
) sup

( )
             sup

             sup

x X
x

x X
x

x X
x

x X
x

x X
x

T x
N T

x

T x
N T

x

T x x X

T x x X

T

T x
N T

x

T x

x

T























 

  

   

   

 







 1 2

4 1 2

0

1 2

0

( )

             .

( )
) sup

( ) ( )
                   sup

x X
x

x X
x

x

x

T

T T x
N T T

x

T x T x

x












 




 

                                 

1 2

0

1 2

0 0

1 2

( ) ( )
sup

( ) ( )
sup sup

.

x X
x

x X x X
x x

T x T x

x x

T x T x

x x

T T




 
 

 
   

 

   
       

   

 
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 (1 -2 - 5)الاحظة 

 :بفيص يغة الآتية Tيمك  تاريف   

1

sup ( ) .
x X
x

T T X



 

 

 :اصل ضيح

xضلرض أن   X   1بحي|||| x .صوي في 

0

( ) ( )
( ) sup

z X
z

T x T z
T x T

x z


   

 ه ا ياني أن 

|| || 1

sup || ( )|| || || . (5.4)

x

x X

T x T





 

0xبحي   Xا xضلرض أن  .   ضتر
x

y
x

.1صوي في|||| y  و أن 

.||)(||sup||)(||||)
||||

(||
||||

||)(||

1\|||

ZTyT
x

x
T

x

xT

z
Xz




 

 إذن

0 || || 1

|| ( ) ||
|| || sup sup || ( ) || . (5.5)

|| ||
x z

x X z X

T x
T T z

x
 
 

  

 

 .يلح ق المطا ب (5.5)و  (5.4)ا  الملبفيي لين 

 

قبث اصبوم ب كر خ فيئص المؤثرات الخطية المحوودة س  رد باض الأا اة     

 .لمؤثرات خطية محوودة وأخرى غير محوودة 
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 (1 - 2 - 5)ا فيل 

) المحفييو المؤثر    ) :I x X X    حي    ( )    ,    I x x x X   

 المايفيرن اصلترفيم عاى المارف 0 X 1حي   امحوودً يك نI  . 

 :بطري ة اخرى

( ) ( ) , 1.T x x T x x K x K 

 (2 - 2 - 5)ا فيل 

اؤثر الم ل  ة محوود وصل ضيح ذصك ضالبر ا ل  ة الأعواد الح ي ية   

)( jkA    حيmknj ,...,2,1,,...,2,1    ،n  عود اص ل ف وm  عود

 ضالبر اؤثر الم ل  ة . الأعموة

: ,

( ) ,

m nT

T x Ax




 

 حي  أن

            

1

m

x

x

x

 
 


 
  

 

 أن أن
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

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
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
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
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

mk

k

knk

mk

k

kk

mk

k

kk
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x

x

x

x

x

x

A

x

x

x
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1

1

2

1

1

2

1

2

1

.

.

.

.

.

.

.

.

.







 

 إذن 

   





























nr

r

mk

k

rk

mk

k

k

nr

r

mk

k

rkk

nr

r

mk

k

rk xxxxT
1 1

22

1

2

1 1

22

1 1

2 ||||)()(||)(||  

 

2بفيصلفيصا      

1

1 1

2
)(||)(|| 










nr

r

mk

k

rkxT    .أن أنT اؤثر محوود. 

 

 (3 - 2 - 5)ا فيل 

  :كفيصلفيصا( 2-1-5)للفيضاا والمارف ا ا فيل اص المؤثراعلبر   

)())(( tftfT  ],1,0[]1,0[: CCT  

1nصكث    ضالبر اصواصة 

( ) , 1n

nf t t n   

||||1,1.صوي في   nfn  و أن 

1

( ) ( )n n
t J

n

t J

T f Sup f t

Sup n t

n












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}ض ث المجم عة المحوودة  Tه ا ياني أن المؤثر : 1}nf n   إلى المجم عة

}اصغير محوودة  ( ) : 1}nT f n  .ص صكT اؤثر غير محوود . 

 

 (4- 2 – 5)ا فيل 

)بحي  أن nإلى  nاؤثر خطا ا   Tضلرض أن    ) nD T  . 

nkصكث  .محوود   Tضبره  أن   ,....2,1    ضتر 

(0,...,0,1,0,...,0)ke   حي  جمي  الإحواثيفيت تسفيون صلر افي عوا 

)1ضلرض أن. 1يسفيون  kالإحواثا رقا  ,..., )nx x x. صوي في 

.)||)(||(||||

)||)(||()||||(||)(||||)(||||)(||

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

111





























nk

k

k

nk

k

k

nk

k

k

nk

k

kk

nk

k

kk

eTx

eTxeTxexTxT

 

ضسل لج ا  ذصك أن أى اؤثر خطا اارف عاى . محوود Tه ا ياني أن المؤثر

 .ايك ن محوودً هٍباو ا لؤ ن ترفيم ذ

 

 

 (5- 2 – 5)ا فيل 

||||||حي   nاعلبر اصلترفيم المايفيرن   
1







nk

k

kxx  وص لرض أن

: n nT   اؤثر مجفيصهnواارف كفيصلفيصا : 

nkeeT kkk ,...,2,1,)(   

1حي   2, ,...,  n ضتر  . أعواد ح ي ية
1
max k

k n
M

 
 .ضبره  أن

.T M . 1صكث( ,..., )nx x x. صوي في 
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1 1 1

1

|| ( ) || || ( ) || || || || ||

| | || ||.

k n k n k n

k k k k k k k

k k k

k n

k

k

T x T x e x e x

M x M x

 
  

  





  

 

  

 

Tإذن M. 1,2ا  جؤة أخرى صكث,...,k n صوي في 

.||
||||

||)(||
|||| k

k

k

e

eT
T  

MTاذن |||| وا  ذصك ضسل لج أن.T M 

 

 (6 – 2 – 5)ا فيل 

]:صلك    , ] [ , ]K a b a b   داصة قفيباة صا يفيس بحي  أن 

2
( , )

b b

a a

K t s ds dt    

 المؤثرضالبر 
2 2: [ , ] [ , ],

( )( ) ( , ) ( ) .

b

a

T L a b L a b

Tf t K t s f s ds



 
 

 

 اارف تاريلفًي حس فًي لأن  Tضلاحظ أن المؤثر
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









 

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dsdtstKf

dtdssfdsstK

dtdssfstKdttfT

22

22

22

|),(|||||

)|)(|)(|),(|(

)|)(),(|(|))((|

 

 ك صك ا  الملبفيي ة اصسفيب ة ضسل لج أن. اؤثر خطا Tا  اص اضح أن

 

b

a

b

a

dsdtstKT .|),(||||| 2 

 .Tالمؤثر  (kernel)تسما ض اة  Kاصواصة لاحظ أن 

 

 (7 – 2 – 5)ا فيل 

  اعلبر المؤثر  
2 2:Tكفيلاتا والمارف  اؤثر  : 

21 2 3
1

( ) ( , , ,........),  ( ) .
1 2 3 n n

x x x
T x x x 

 . 1Tاثبت اضه اؤثر خطا و أن

  :الحث

ضااا أن  
2

1ه  اصلترفيم المايفيرن صكث المللفيبافيت 
( )
n n

x x اصتي تح ق

اصشرط
2

1
n

n

x  تارف كلاتا المايفيرحي  داصة: 

1

22

1

.
n

i

x x 
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صكث . خطاTا  اصسؤث اثبفيت أن
2x 

2 2 2 2

1 1

 || (x)|| | | | | || || .n
n

n n

x
T x x

n
 

ضلاحظ أن  .y(.....1,0,0,0)2لإثبفيت المسفيواة ضتر  .1Tضسل لج ا  ذصك أن

( ) (1,0,0,0,.....)T y y و|| || 1y   1وبفيصلفيصاT. 

 .ا اص ظرية اصلفيصية ضبين أن تاريف اايفير المؤثر صه صيغ الكفي ئة   

 (1 - 2 - 5)ضظرية 

T:وكفين   اايفيرن  ترفيم Yو  Xكث ا   إذا كفين   X Y اؤثر خطا

 محوود  فين

|| || sup{|| ( ) ||:|| || 1} ;

     =sup{|| ( ) ||:|| || 1} ;

    inf{ 0 :|| ( ) || || ||, } .

T T x x

T x x

k T x k x x X
 

 وان 

 

 

 : اصبرهفين 

وا  0ضلرض ان .ترح أن يلا  اصلاريف .ض بت أولا أن  

xت جو أصغر حو عا ن خ اص X   1بحيx   وTx    .   ضتر

|| ||

x
y

x





.  ضلاحظ أن|| || 1y  وأن 

( )
( ) ( ) .

T x
T y T x

x







       

  و بفيصلفيصاإذن  

|| ( ) || || |||| ||, .T x T x x X
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x{0}ضلرض أن .  ض بت أن الآن  X و
|| ||

x
y

x
. ضلاحظ ان  

|| ( ) ||
( ) .

|| ||

T x
T y

x
   

)بفيصلفيصا  إن  )T x x.  0ه ه الملبفيي ة تلح ق ع وافي تك ن بمفي أنx   إض في 

 .أن  ضسل لج 

 عود ح ي ا ا جث بحي  kأن ضلرضلإثبفيت أن

|| ( ) || || ||,T x k x x X 

||بفيصلفيصا إذا كفين  || 1x   إن || ( ) ||T x kوا  ذصك ضسل لج أن. 

 

x{0}الآن ضلرض أن  X و
|| ||

x
y

x
 . ضلاحظ ان 

|| ( ) ||
( ) .

|| ||

T x
T y

x
   

||   و  Tبفيسلخوام   ( ) || || || || ||T x T x. ا  اص اضح أن ه ه الملبفيي ة

0xتلح ق ع وافي تك ن . 
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 ات فيل المؤثرات الخطية 5.3

 5.3. Continuity Linear Operators  

 

 ( 1  - 3 - 5)ضظرية 

:  ترفيئين اايفيريين و  Yو X صيك    ( )T D T X Y  ًفيخطيً ااؤثر.  

 .امحوودً Tكفين إذا و  ط إذا لاال يك ن  T -أ

 .ات فيلا ا لظمفي فيال اً يك ن  إضه افي ض طة ع و فيال اً Tإذا كفين-ب

 

 :اصبرهفين

0T كفين إذا     صنيك   .  صنحيحة ( أ) اصابنفيرة   نإنT   ًفيغنير صنلريً   اانؤثر 

0ضلرض أن . اومحوودً    .صكثx،y  ا( )D T  بحي 

 

, .x y
T


    

 صوي في 

( ) ( ) ( )

                     

.







T x T y T x y

T x y

T

T
T

  

 







 

 .بفيضلظفيم وبفيصلفيصا ال ث ال ث T أن يبره  ه ا

 

 .محوود  إضه فيال اً Tكفين إذا أضه أن اصاكس، ضبره  أن ضريو الآن
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0صننلك    وانن  ات ننفيلT  0ع ننوx   0ت جننو  بحينن  صكننثx  ا

( )D T 

( ) .x T x    

)ا  yضسل لج ا  ذصك أضه صكث  ) {0}D T   يك ن صوي في 

 

.
2

y
T

y




 
  

 
 

 أن أن

2
.

y
T

y





 
  

 
 

 بفيصلفيصا  إن

2
.T




 

 .اؤثر محوود Tه ا ياني أن
 

0صننلك  . 0xال ننث ع ننو ض طننة   Tضلننرض أن ( ب  . 0إذن ت جننو  

)ا  xبحي  صكث )D T 

.||)()(|||||| 00   xTxTxx 

,)(الآن ضلرض أن  TDwz    بحي |||| wz . صوي في 

 

0 0

0 0

|| ( ) ( ) || || ( ) ||

|| ( ( )) ||

|| ( ) ( ) ||

.

T z T w T z w

T x x z w

T x T x z w



  

   

   



 

 .ال ث ات فيلا ا لظمفي T إذن 
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 باو ا لهٍ اتا اص ظرية اصلفيصية ضبره  أن المؤثرات الخطية عاى  ترفيمات ذ  

 .تك ن محوودة

 

 

 .ض كر اص فيرئ بأن اصلترفيم المايفيرن اصكفياث يسمى  ترفيم ب فيخ  

 

 ( 2  - 3 - 5)ضظرية 

 نإن   Xعانى   فيخطيً ااؤثرً Tو باو ا لهٍ اذ فياايفيريً  ترفيمً Xإذا كفين   

T محوود. 

 :اصبرهفين

,صنننننلك     1,2,....e m n
m

 صالترنننننفيم  فيأسفيسًنننننX   و صنننننيكx X. إذن

1

m n

m m

m

x e




    1حي 2, ,.... n   بفيصلفيصا .أعواد ح ي ية 

1
1 1

|| ( ) || | ||| ( ) || max || ( ) || | |
m n m n

m m m m
m n

m m

T x T e T e 
 

 
 

   

 

 ( 2  - 3 - 5)ضظرية 

)  إن  ب فيخ  ترفيم Yكفين إذا   , )X Y ب فيخ  ترفيم.  

 :اصبرهفين

 صلك    nT ا ك شية اللفيباة ( , )X Y. أن برهفين وضريو  nT ال فيربة 

) ا T انؤثر  إلى , )X Y.  0صننلك  .  أن حين  nT ك شننية، اللفيباننة 

  أن بحي  Nعود طبياا  ي جو 

, || || .n mn m N T T     
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Nmnصكث  .Xx لرض أن ص , 

|| ( ) ( ) || || |||| || || || (5.6)n m n mT x T x T T x x    

)(ه ا ياني أن المللفيباة  xTn ا ك شية Y  ولأنY   كفياث  ي جوYyx  

بحي  
xn

n
yxT 


)(lim.ضارف اؤثرT عاىX  بحي).(lim)( xTyxT n

n
x


 .

 خطا لأن Tالمؤثر

1 2 1 2

1 2

1 2

( ) lim ( )

lim ( ) lim ( )

( ) ( ).

n
n

n n
n n

T x x T x x

T x T x

T x T x

   

 

 



 

  

 

 

 

nالآن بجاث    ح ث عاى (5.6)ا اصالاقة   

|| ( ) ( ) || || ||, . (5.7)nn N T x T x x x X      

0اؤثر محوود  ي جو عود NTلأن   بحي 

|| ( ) || || ||, . (5.8)NT x x x X   

xضسل لج أضه صكث (5.8) و(5.7) ا  اصالاقلين  X 

||||)(

||)(||||)()(||||)(||

x

xTxTxTxT NN

 


 

 . محوود Tه ا ياني أن 

أن  ضسننننل لج    (5.7)اصالاقننننةلاحننننظ أضننننه انننن   |||| TTNn n.إذن 

( , )X Y ترفيم ب فيخ . 
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 .ضظريفيت أسفيسية 5.5

 5.5. Fundamental Theorems.  

 

ا ه ا الجزم ض وم أرب  ضظريفيت أسفيسية ا اصلحايث اصواصا وهى ضظرية هفين    

المحوودية ب فيخ وضظرية اصواصة الملل حة وضظرية اصراسا المغاق وأخيرا ضظرية 

 .الم لظمة

 ضظرية هفين ب فيخ1. 5.5

5.5.1. Hahn- Banach Theorem. 
 

 ت بت حي ا اصلحايث اصواصا  كبيرة  ظرية هفين ب فيخ صالترفيمات المايفيرية أهميةص  

اضه إذا وجو داصا خطا ال ث عاى  ترفيم اايفيرن جزئا  فيضه يمك  اوه أو 

 .كاه ت سياه عاى اصلترفيم

 ( 1  - 5 - 5)تاريف 

. لين خطيلينيداصgو  fو  أو اركث  ترفيم اايفيرن ح ي ا Xا رض أن   

)إذا و  ط  fتمويو خطا صاوصة  gض  ل أن  ) ( )D f D g و( ) ( )g x f x

)صكث  )x D f. 
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 (ةالخطي فيتضظرية هفين ب فيخ صلمويو اصواصي)( 1  - 5 - 5)ضظرية 

P: و ترفيم اايفيرن ح ي ا  Xا رض أن    X   تح ق الخفيصيلينداصة:  

( ) ( ) ( ), , , (5.11)P x y P x P y x y X     

( ) | | ( ). (5.12)P x P x  

f:وأن  X ترفيم جزئا ا   Zا رض ك صك أن Z   داصا خطا بحي 

( ) ( ), . (5.13)f x P x x Z   

f:إذن ت جو داصة خطيه X   بحي 

( ) ( ), (5.14)f x f x x Z   

 و 

( ) ( ), . (5.15)f x P x x X   

 

 :اصبرهفين

 :س كلث اصبرهفين ا الخط ات اصلفيصية  

:مجم عة اصواصيفيت الخطية Eصلك  ( 1) ( )g D g X   بحي

( )Z D gو( ) ( ),f x g x x Z    و( ) ( ), ( )g x P x x D g  . 

fغير  فيرغة لأن Eأن ا  اص اضح E.ضارف علاقة ترتيث جزئا عاىE

g: كلاتا h إذا و  طh تمويو صاواصةg.  ورن ّ بؤوف تطبيق تمؤيوية
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(Zorn'Lemma)   ضلرض أنC ساساة ا  ع فيصرEضتر . وارتبة ت فيعويفي

( )
g C

D D g


  . ص بره  أنD ا   ترفيم جزئاX.إذا كفين,x y Dو 

,   1 ل جو 2,g g C  1بحي 2( ), ( )x D g y D g  . لأنC  ساساة

1 يك ن 2( ) ( )D g D g  2أو 1( ) ( )D g D g.  ضلرض أحوهمفي وصيك

1 2( ) ( )D g D g . 2إذن( )x y D g D   .الأن ضارف داصة 

: , ( ) ( ), ( ).g D g x g x if x D g   

1ضلاحظ أضه إذا كفين gصل ضيح  طري ة تاريف اصواصة    2( ) ( )x D g D g و

1 2g g 1 إن( ) ( )g x g x  2و إذا كفين 1g g  2 إن( ) ( )g x g x .

gضلاحظ أن  g صكثg Cو( ) ( ), ( )g x P x x D g  . ه ا ياني أنg 

. Eصام م عة  fأكبرا  تمؤيوية ذورن ي جو حو .Cحو عا ن صاساساة 

، كمفي أن Eتمويو خطا صكث ع  ر ا   fضسل لج ا  ذصك أن 

( ) ( ), ( )f x P x x D f  . 

)ض بت ا ه ه الخط ة أن (2) )D f X.  إذا لم يك  ذصك الح  في  ي جو

1ع  ر ( )y X D f . 1صيكX  1اصلترفيم الجزئا المل صو ا( ) { }D f y

1xصه تم يث وحيو عاى اص  رة1Xا  xضلاحظ أن أى ع  ر. y y  . صلاايث

1xذصك ا رض أن  y y z y    . 1بفيصلفيصا  إن( )y z y     . و
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)ه ا لا يمك  أن يلح ق لأن  )y z D f   1بي مفي( ) ( )y D f  . الأن

 ضارف اصواصة

1 1 1: , ( ) ( ) ,g X g y y f y c     

خطية و 1gا  اصسؤث اثبفيت أن . ثفيبت سيلا تحويوه لاح في cحي  

1( ) ( ), ( )g y f y y D f   . 

 اصالاقة 1gاصواصة  تح قبحي   cا ه ه الخط ة س حود اصاود (  3) 

1 1 1( ) ( ), ( ) . (5.16)g x P x x D g X    

1gو بفيصلفيصا تك ن  E  1 ممفي ياني أنg تمويو خطا صاواصاf وه ا يل فيقض

 .Eصام م عة  فيعا يً احوfًا  ك ن

,ص لرض أن  ( )y z D f. لأنf E  صوي في (5.9) م  اصالاقة 

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

(( ) ( )) ( ) ( )

f y f z f y z P y z

P y y z y P y y P z y

    

         
 

 إذن

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ).P z y f z P y y f y       

,لأن ( )y z D f ع  ري  اخليفيريين     و أن 

1 1 1
( )

2 1
( )

{ ( ) ( )}

{ ( ) ( )}. (5.17)

z D f

y D f

m Sup P z y f z

m Sup P y y f y





    

   
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1بحي   cالأن نخلفير اصاود  2m c m .1صيك .(5.16)ضبره  اصالاقةx X .

1xبحي   إذن ي جو y y  و( )y D f.0إذا كفيضت  إن  

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ).g x g y f y P y P x    

 صوي في حفيصلين

0 ( أ)  . ضسلبولz  بفيصا  ر
y


   ح ث عاى (5.15)ا اصالاقة  

1( ) ( )
y

P y f y c


     

 ضسل لج أن (5.12)و  (5.11)واسلخوام بتررب تاك الملبفيي ة ا اصاود 

1 1 1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

g x g y y f y c

y
P y P y y P x

 

 


   

      
 

0 (ب)       . ضسلبولy  بفيصا  ر
y


   ح ث عاى (5.17)ا اصالاقة  

1( ) ( )
y y

c P y f
 

   

 ضسل لج أن (5.12)و  (5.11)واسلخوام بتررب تاك الملبفيي ة ا اصاود 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ).g x g y y f y c P x      

 يمفي ياا ض وم ضظرية هفين ب فيخ صلمويو اصواصيفيت الخطية والمحوودة و المار ة عاى   

 . ( 1  - 5 - 5)ص ظرية  في ترفيم اايفيرن وبرهفيضؤفي يك ن تطبيً 
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 صلمويو اصواصيفيت الخطية والمحوودة عاى  ترفيم اايفيرن( بفيضفيخ -هفين ) ضظرية 

 ( 2  - 5 - 5)ضظرية 

داصا خطا  fو X الح ي ا المايفيرن لترفيما  اص فيجزئيً  ترفيمً Zإذا كفين   

المايفيرن  لترفيمكث اصاارف عاى f داصا خطا محوود   ي جو Zمحوود عاى 

X   بحي|| || || ||
Z X

f f. {0}إذا كفينZ إن || || 0Zf  

 :اصبرهفين

0fنخلفير ا ه ه الحفيصة .0f إن  Z{0}إذا كفين    .  ا رض أن

{0}Z . ضارف 

: , ( ) || || || ||ZP X P x f x  

 1- 5 - 5)ا  ضظرية (5.12)و (5.11)يح ق الخفيصيلين Pا  اص اضح أن

xوك صك صكث  ( Z صوي في| ( ) | || || || || ( )Zf x f x P x .5)بلطبيق ضظرية 

f:خطيةت جو داصة (  1- 5 - X بحي  صكثx X  صوي في 

                          | ( ) | ( ) || || || ||Zf x P x f x  

||ضسل لج وا ؤفي  || || ||X Zf f . ا  جؤة اخرى|| || || || || ||Z Z Xf f f . لأنf

 .ك صك أيترفي fمحوودة  لك ن 
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 ( 1  - 5 - 5)الاحظة 

Xصحيحلين  إذا  ( 2  - 5 - 5)و ( 1  - 5 - 5)تظث اص ظريلفين   

 . ترفيم اايفيرن اركث

 ( 3  - 5 - 5)ضظرية  

0و فيح ي يً فياايفيريً  ترفيمXًإذا كفين   
{0}x X ي جو داصا خطا ومحوود  

:f X  0بحي 0
( ) , 1.

X
f x x f. 

 :اصبرهفين

}0ضتر     : }Z x     0و ضارف 0: , ( ) || ||f Z f x x  .  ا

1و  محوودةخطية fاص اضح أن 
Z
f  .( 2  - 5 - 5)بلطبيق ضظرية 

f:ي جو تمويو خطا محوود  X   0بحي 0 0( ) ( ) || ||f x f x x   و

|| || 1
ZX

f f. 

 

 ( 1  - 5 - 5)ضلي ة 

xاايفيرن  فيضه صكث   ترفيمXإذا كفين    X 

*

0

( )
sup .
f X
f

f x
x

f 
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)إذا كفين بفيصلفيصا و ) 0f x صكثf عاى
*X  0 فينx. 

 :اصبرهفين

- 5)ضظرية  م   0xإذا كفين . سيلح ق المطا ب 0xإذا كفين  

f: ي جو داصا خطا ومحوود   (5-3 X   بحي 

0 0
( ) , 1.

X
f x x f.إذن 

* *

0 0

( ) ( )
sup sup || || .
f X f X
f f

f x f x
x

f f 

x{0}ا  جؤة أخرى صكث X صوي في  *

0

( )
sup || ||
f X
f

f x
x

f .بفيصلفيصا يلح ق 

 .المطا ب
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 ضظرية اصواصة الملل حة2. 5.5

5.5.2. Open Mapping Theorem. 
 

 (2 -5 - 5)تاريف 

:ضسما المؤثر .  ترفيم اايفيرنFوEا رض أن كث ا    ( )T D T E F    

)الل ح إذا كفين ص رة كث مجم عة الل حة ا )D T يك ن مجم عة الل حة. 

لفي  الى اصلمؤيوية اصلفيصية وس اطيؤفي بوون نحلإعطفيم ضظرية اصواصة الملل حة    

  .برهفين

 (1 -5 - 5)تمؤيوية 

: ترفيم ب فيخ و  Fو Eا رض أن كث ا     ( )T D T E F   و اؤثر خطا

)محوود وبحي  )T E F.  (0,1)صلك { :|| || 1}EB x E x   . إذن ي جو

,0) بحي  عود ح ي ا ا جث  ) { :|| || } ( (0,1))FB y F y T B    . 

 

 (ضظرية اصواصة الملل حة()4 -5 - 5)ضظرية 

: ترفيم ب فيخ و  Fو Eإذا كفين كث ا     ( )T D T E F  ًفيخطيً ااؤثر 

)وبحي  امحوودً )T E F  إن المؤثر T بفيصلفيصا إذا كفين بفيلإضفي ة . الل ح

1Tاؤثر واحو ص احو  إن  Tصلاك اصشروط   ال ث ومحوود. 

 :اصبرهفين
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0وأن  Eا الل حة جزئية ومجم عة  Aضلرض أن    ( )y T A.  صيك

0x A   0بحي 0( )y T x.  0ضتر{ : }Z a x a A  . ا  اص اضح أنZ 

0مجم عة الل حة وتحل ن عاى اص  طة  0z .  بفيصلفيصا ي جو عود ح ي ا ا جث

r  0)بحي, )EB r Z.  ضتر
1

H Z
r

.(0,1)إذنEB H.  تمؤيوية ا

 بحي ي جو عود ح ي ا ا جث ( 5-5-1)

0

0

(0, ) { :|| || } ( (0,1))

1
( ) ( )

1
{ ( ) ( ) : }

1
{ ( ) : }

F EB y F y T B

T H T Z
r

T a T x a A
r

T a y a A
r

    

 

  

  

 

 ضسل لج ا  ذصك أن

0(0, ) { : ( )}.FrB y y y T A   
 

 إذن

0{ : (0, )} ( ).Fy y y B r T A  
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)ه ا يبره  أن  )T A  مجم عة الل حة وبفيصلفيصا   إن المؤثرT الأن إذا . الل ح

إذن ي جو صه ااك س .لأضه شفياث  فياحفيديً اواحو ص احو  يك ن ت فيظرً Tكفين 

1T  ال ث وبفيصلفيصا محوود لأضه خطا. 

 

 اصراسا المغاقضظرية  3.5 .5

5.5.3. Closed Graph Theorem. 

 

 .الأن ضطبق ضظرية اصواصة الملل حة لإثبفيت ضظرية اصراسا المغاق  

 (3 -5 - 5)تاريف 

:ضسما المؤثر  . فياايفيريً مً ترفيFوEا رض أن كث ا    ( )T D T E F  

 المجم عة  تاق إذا كفيضغاق أو راسا اغا

( ) {( , ( )) : ( )}G T x T x E F x D T    

Eاغا ة ا اصلترفيم المايفيرن  F.  المجم عة( )G T تسمى بيفين المؤثرT. 

 

 (ضظرية اصراسا المغاق()5 -5 - 5)ضظرية 

: ترفيم ب فيخ و  Fو Eا رض أن كث ا     ( )T D T E F   اؤثر خطا

)إذا كفين .محوود و اق غا )D T  مجم عة اغالة  إنT محوود وبفيصلفيصا ال ث 
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 :اصبرهفين

 المؤثراعلبر   

: ( ) ( );

( , ( ))

P G T D T

P x T x x




 

)لأن  )D T مجم عة اغالة وT  خطا إذن( )D T  أيترفي لأن . ترفيم ب فيخ( )G T

Eمجم عة اغا ة  إضؤفي  ترفيم ب فيخ جزئا ا  F. ضبره  انP  يح ق شروط

 صوي في. ضظرية اصواصة الملل حة

1 1 2 2

1 2 2 2

1 2

1 1 2 2

( ( , ( )) ( , ( ))

( ( ))

(( , ( )) ( , ( ))

P x T x x T x

P x x T x x

x x

P x T x P x T x

 

   

 

 



   

 

 

 

  ك صك. اؤثر خطا pه ا يبره  أن   

|| ( , ( )) || || || || || || ( ) || || ( , ( )) || .P x T x x x T x x T x    

بلطبيق ضظرية اصواصة الملل حة  .شفياث ومحوود Pا  اص اضح أن . محوود Pإذن  

1Pضسل لج أن  1ه ا ياني أضه ي جو عود ح ي ا . ال ث ومحوود   بحي

)صكث  )x D T  صوي في 

1|| ( ) || (|| ||)P x x  

||بفيصلفيصا  || || ( ) || || ||x T x x   وا ؤفي نجو أن|| ( ) || ( 1) || ||T x x  . إذن

Pاؤثر محوود وبفيصلفيصا ال ث. 
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 .في لا يؤدن بفيصتر رة الى ك ضه محوودًاالم فيل اصلفيصا ي ضح أن ك ن المؤثر اغاً   

 

 (1 -5 - 5)ا فيل 

X[0,1]ا رض أن    Cو:T X X  حي( )T x x .  س ف ضبره  أنT 

)ا  أجث ذصك صلك  . اغاق )nx   اللفيباة ا( )D T  بحيnx xو

( )n nT x x y . [0,1]ضااا أن اصل فيرب ا اصلترفيمX C  يؤدن الى اصل فيرب

t[0,1]الم لظا وبفيصلفيصا صوي في صكث  

 

)إذن  ),x D T x y  . 

)ا  المليو الاحظة أن  )D T ًو فيصيس اغاT ًاخطا وصيس محوود . 

 .فيلا يؤدن بفيصتر رة الى ك ضه اغاً  االم فيل اصلفيصا ي ضح أن ك ن المؤثر محوودً  

 

 (2 -5 - 5)ا فيل 

Yوبحي  X ترفيم جزئا  الا ا  Y ترفيم اايفيرن و Xا رض أن    X. 

0 0 0

( ) lim ( ) lim ( )

lim( ( ) (0)) ( ) (0)

t t t

n n
n n

n n
n

y s ds x s ds x s ds

x t x x t x

 



  

   

  
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:صيك  , ( )T Y X T x x  . ا  اص اضح أنT  خطا ومحوود وصك  إذا

xأخ ضفي  X Y  و( )nx   اللفيباة ا( )Y D T  بحي  تل فيرب الىx ي لج 

 .اغاً فيصيس  Tأن 

وك ن المؤثر اغاً في المؤثر ( ضطفيق)اص ظرية اصلفيصية ت ضح اصالاقة بين ك ن مجفيل 

 .اغاً في

 (6 -5 - 5)ضظرية 

: ترفيم اايفيرن و   Yو Xا رض أن  كث ا     ( )T D T X Y  اؤثر

 خطا و محوود

)إذا كفين  (1) )D T إن  اغاً في T اغاق. 

)كفياث  إن  Yو اغاً في Tإذا كفين (2) )D T اغاق. 

 :اصبرهفين

)ا رض أن(1) )nx   اللفيباة ا( )D T  بحيnx x و( )nT x y.لأن

( )D T  اغاق  إن( )x D T .لأنT  ال ث   سل لج أن( ) ( )nT x T x . إذن

( )T x y وه ا ياني أنT اغاق. 

)اغاق وصلك    T رض أن ا( 2) )nx   اللفيباة ا( )D T  بحيnx x. 

n,محوود  يك ن صكث  Tلأن  m  
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, ,
lim || ( ) ( ) || || || lim || || 0n m n m

n m n m
T x T x T x x

 
    

)ه ا يبره  أن المللفيباة  )nT x  ك شية وحي  أنY إذن ي جو . كفياثy Y 

)بحي   )nT x y . لأنT  سل لج أن  ( )T x y . ه ا باني أن( )x D T. 

 

 المحوودية الم لظمة ضظرية 4. 5.5

5.5.4 Uniform Boundedness Theorem 

 

 .المحوودية الم لظمة يمفي ياا ضاطا ضظرية    

 (المحوودية الم لظمةضظرية ()6 -5 - 5)ضظرية 

Uniform boundedness theorem 

) ترفيم اايفيرن وصلك  F ترفيم ب فيخ و Eا رض أن    )nT اللفيباة ا  المؤثرات

1nالخطية والمحوودة بحي  صكث   ،: ( )n nT D T E F . إذا كفين صكث

x E  ي جو عود ح ي ا ا جثxc  1بحي  صكثn  صوي في 

|| ( ) || . (5.18)n xT x c 

1nبحي  صكث   إضه ي جو عود ح ي ا ا جث   صوي في 

|| || . (5.19)nT  

 :اصبرهفين

kصكث   ضتر 
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{ :|| ( ) || , }.k nA x E T x k n     

)اغا ة ضلرض أنkAصبرهفين أن  )jx اللفيباة اkA وتل فيرب إلىx E. إذن

|| ( ) || , .n jT x k n   

||اؤثر ال ث   سل لج ا  ه ه الملبفيي ة أن nTلأن  ( ) || ,nT x k n    وبفيصلفيصا

kx A.إذنkA اغا ة صكثk .نجو أن  (5.16)الآن ا  اصافيدصة

1

.k

k

E A




 

0kي جو ( 1-4-2) ترفيم ب فيخ  م  ضظرية بير Eحي  أن   بحي  لا

تك ن 
0kA0بفيصلفيصا ت جو . غير ك يلة ا أن اكفينx E عود ح ي ا و

 بحي  rا جث

00 0( , ) { :|| || } .kB x r x E x x r A     

}0ضلرض أن  (5.19)ا  أجث إثبفيت اصالاقة  }x E x  0وضترz x x 

حي  
2 || ||

r

x
 . ا  اص اضح أن

0kz A و بفيصلفيصا صكثn صوي في

0|| ( ) ||nT z k.إذن

0

0

0 0

|| ( ) || || ( ) ||

1
(|| ( ) || ( ) ||)

2 4
|| || .

n n

n n

z x
T x T

T z T x

k k
x

r










 

 
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1nإذن صكث    

04
|| || .n

k
T

r
 

 .المحوودية الم لظمةا الم فيل الآتا ضاطا تطبيق ص ظرية   

 (3 -5 - 5)ا فيل 

اصلترفيم المايفيرن اص ن يحل ن عاى جمي  ك يرات الحوود عاى  Xا رض أن   

||حي    || max | |j
j

x   و
j اافيالات ك يرة الحوودx.  س ف ضبره

س كلث ك يرة . فيصيس كفيااً Xأن المحوودية الم لظمة بفيسلخوام ضظرية 

عاى اص  رة  nاصتي ا  درجة  fالحوود 
0

( ) k

k

k

f t t




  حي

0,k k n   .  الآن صكث عود طبيااn ضارف اؤثر 

1

0 0

: , ( )
n

k

n n k k

k k

T X T t 
 

 

   

fصكث . خطا nTا  اصسؤث اثبفيت أن  X صوي في 

| ( ) | max | | || ||n j
j

T f n n f  

||إذن   || , 1nT n n    .أيترفي 

| ( ) | max | | ( 1)max | |n j f j
j j

T f n N    
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}ه ا ياني أن مجم عة المؤثرات . fدرجة ك يرة الحوود  fNحي  }nT  تح ق

س بره  الآن اضه لا ي جو عود ح ي ا ا جث . المحوودية الم لظمةشروط ضظرية 

c   بحي|| || , 1nT c n   . اعلبر ك يرة الحوود
0

( )
k n

k

k

f t t




 .ضلاحظ أن

| ( ) | , || || 1nT f n f . إذن|| || , 1nT n n    وبفيصلفيصا لا ي جو عود ح ي ا

||بحي   cا جث  || , 1nT c n  . ا  ضظرية اضلظفيم الحوودية ضسل لج أنX 

 .فيصيس كفيااً
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 .ارا ق المؤثر 5.7

 5.7. The Adjoint of An Operator.  

 

نحلفي  الى الؤ م ارا ق المؤثر ع و دراسة اافيدصة تحل ن عاى اؤثرات وك صك    

 .ع و دراسة طيف المؤثر

  

 (1 -7 - 5)تاريف 

:و عاى  ترفيم اايفيرن FوEا رض أن كث ا   ( )T D T E F  ا ثر 

Tبفيصراز  Tرا ق يراز لم. خطا و محوود  و يارف كفيلآتا: 

: ( )

( )( ) ( ( )), , ,

T D T F E

T f x f T x x E f F

    

    
 

Eحي   وF  اصلترفيئين المرا  ين صالترفيئينEوFعاى اصلتيث. 

Tا  المؤا الاحظة أن     اارف تاريلفي حس في بما ى أن( )T f E  . صالأكو

x,ا  ذصك صلك   y E و,  .صوي في 

                    

( )( ) ( ( ))

( ( ) ( ))

( ( )) ( ( ))

( )( ) ( )( ).

T f x y f T x y

f T x T y

f T x f T y

T f x T f y

   

 

 

 

   

 

 

  

 

)ه ا يبره  أن   )T f لإثبفيت أضؤفي محوودة ضلاحظ أن. خطية 

|| ( )( ) || || ( ( )) || || |||| |||| ||, ,T f x f T x f T x x E f F      

)محوود  إن  Tو fلأن كث ا   )T f  داصية محوودة عاىE. 

 

 .ا اص ظرية اصلفيصية ضبره  أن اايفير المؤثر يسفيون اايفير المؤثر المرا ق صه

 (1 -7 - 5)ضظرية 

Tالمؤثر     خطا ومحوود ويح ق اصالاقة|| || || ||T T . 
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نايننث داصننننناننتنح  

 

 اصبرهفين

Tضلاحظ أن مجفيل المؤثر      ه  اصلترفيم الاتجفيهاF   و صكث,f g F   و 

,   وx E صوي في 

( ( ))( ) ( )( ( ))

( ( )) ( ( ))

( )( ) ( )( ).

T f g x f g T x

f T x g T x

Tf x Tg x

   

 

 

   

 

 

 

Tه ا يبره  أن   أيترفي . خطا 

 

{0}

|| ( ( )) ||
|| ( ) || || |||| ||, .

|| ||x E

f T x
T f Sup f T f F

x 

     

T ا  ذصك ضسل لج أن   محوود و أن || || || ||T T . لإثبفيت اصالاقة اصاكسية

E{0}ا   فياخليفيريً اع  رً 0xصيك     0و ضتر( )y T x.5)ا  ضظرية-

fي جو ( 6-3 F    0بحي 0|| || 1,|| ( ) || || ||f f y y . صوي في 

                   

0 0 0 0

*

0

*

0

*

0

|| ( ) || || || || ( ) || || ( ( )) ||

|| ( )( ) ||

|| ||| |||| ||

|| |||| || .

T x y f y f T x

T f x

T f x

T x

  







 

E{0}ع  ر اخليفيرن ا   0xو لأن   و أن   || || || ||T T . إذن|| || || ||T T . 

 

 .ا الم فيل اصلفيصا ض جو المؤثر المرا ق لمؤثر الم ل  ة   

 

 (1 -7 - 5)ا فيل 

)صنننننلك    ), 1,2,.... , 1,2,...jkA a j n k n   ا نننننل  ة و: n nT  

( 4-1-5)المنننؤثر اصننن ن ي فيبنننث هننن ه الم نننل  ة والمانننرف كمنننفي ا ا نننفيل    

 :كفيصلفيصا
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 المؤثرات الخطية

 

j....,1,2صكث   n   ضتر( )e
m j

  حي 

1 ,

0 .

m j

j otherwise



 


 

 

1صكث  1 2 2 .... n nx x e x e x e    صوي في 

1

2

1 1 2 2

.
( ) ... ,

.

.

n n

n

x

x

T x A e e e

x

  

 
 
 
 

     
 
 
  
 

 

حي  
1

k n

j jk k

k

a x




 . لاحظ ه في أن اصل مي  يك ن بفيص سبة صلإحواثا اص فيضا .

1 ضااا أن اصووال( 4-4-5)ا  ا فيل  2, ,......, nf f f  حي 

1 ,
( )

0 .

m k
f e
k m otherwise


 


 

)صالترفيم فيتك ن أسفيسً )n  ضريو أن ضبره  أنT   اؤثر ا ل  ة أيترفي وأن

 صلك . Aالم ل  ة اصتي ت فيباه هى  ا   ل الم ل  ة 

1 1 2 2 .... n nf f f f       . ا  تاريفT  صوي في 
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نايننث داصننننناننتنح  

 

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1

1 1 2 2

1 1 1

1 1 1 1

1 1

( )( ) ( )

( .... )( ... )

...

(

k n k n k n

n n k k k k n n nk k

k k k

k n k n k n

k k k k n nk k

k k k

j n j nk n k n

j jk k j jk k

j k j k

j n

k jk j

k j

T f x f Tx

f f f e a x e a x e a x

a x a x a x

a x a x

x a

   

  

 



  

  

  

  

  

   



 

 

      

   

 



  

  

  


1

) ,
k n k n

k k

k

x 
 



 

 حي 
1

j n

k jk j

j

a 




. صلإحواثا الأول لاحظ ه في أن اصل مي  يك ن بفيص سبة

T ه ا ياني أن.   اؤثر ا ل  ة أيترفي وأن الم ل  ة اصتي ت فيباه هى  ا   ل

 .Aالم ل  ة 
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  .الضرب الداخليفضاءات  6.1

6.1. Inner product spaces.  

 

في هذا الفصل . سابق قدمنا مفهوم المعيار للمتجه كتعميم لفكرة طول المتجهالفي الفصل   

نقدم مفهوم الضرب الداخلي لعنصرين في الفضاء الاتجاهي كتعميم لفكرة الضرب 

 .القياسي لمتجهين 

ومعرف عليها  الأعداد المركبة أو حقل  حقل الأعداد الحقيقية  Fنقصد بالحقل    

 .رب العاديتين ضعمليتي الجمع و الَ

 

 .االضرب الداخلي وخصائهفضاءات  مفهوم 1. 6.1

6.1. The Concept of Inner product spaces and its Properties. 

 

 (1-1-6)تعريف 

,  الدالة. Fمعرف على الحقل  ااتجاهيً فضاءً Xليكن   : X X F    تسمى عملية

Xضرب داخلي على  :إذا حققت الشروط الآتية  

,لكل  ,z y x  فيX  ولكل,   فيF  لدينا 

 1)  , 0,x x                                                       

2)  , 0 0,x x x                                                           3)  , , ,x y y x          

                                                     4)  , , , .x y z x z y z              

 

 (2-1-6)تعريف 

ومعرف عليه عملية ضرب  Fعلى الحقل Xفضاء الضرب الداخلي هو فضاء اتجاهي   

,و الدالة   على امعرفً ااتجاهيً فضاءً Xإذا كان. داخلي   فإن مجالها المقابل هوX

 (.Euclidean  Space)يسمى فضاء إقليدي 

 

 (1-1-6)ملاحظة 

,نستنتج أنه لكل ( 1-1-6)في التعريف ( 4)و ( 3)من الخاصيتين    , ,w z y x  فيX 

,ولكل  , ,    فيF  

1.
 

, , , , .x y y x y x x y               

2. , , , , , , .x y z y z x y x z x x y x z                        
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3. 0, , , , 0y x x y x y x y            .                           

 

4. , , ,

                                    x, z w ,

                                    z w,x ,

                                    ( z,x

x y z w x z w y z w

y z w

z w y

         

     

     

 

           

       

       

    , ) ( , , )

                                    ( z,x , ) ( , , )

                                    , , , , .

w x z y w y

w x z y w y

x z x w y z y w

   

     

   

       

           

           

 

    

 (1-1-6)مثال 

1لتوضيح ذلك نفرض أن . فضاء إقليدي nالفضاء   2( , ,..., )nx x x x ,

1 2( , ,..., )ny y y y  عنصرين منn .نضع  

1

, .
i n

i i

i

x y x y




 

 

, نبرهن الآن أن العملية       لكل (. 1-1-6)تحقق شروط التعريف, ,z y x  فيn  

,ولكل   لدينا  في 

                                  2

1

x,x 0.
i n

i

i

x




     (1) 

1

2, 0 0 0
i n

i

i

x x x x




        (2) 

(3)
1 1

 x, y .
n n

i i i i

i i

x y x y y x
 

          

                                                        (4) 

,حيث أن    ,z y x  فيn إذن نستطيع أن نعبر عنها كما يلي                          : 

1 2 1 2 1 2( , ,..., ), ( , ,..., ), ( , ,..., ).n n nx x x x y y y y z z z z   

 لدينا  

1

1

1 1

, ( )

                     ( )

                   

                   , , .

i n

i i i

i

i n

i i i i

i

i n i n

i i i i

i i

x y z x y z

x z y z

x z y z

x z y z

   

 

 

 









 

 

    

 

 

     





 
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 (2-1-6)مثال 

 وليكن ب صحيح موج عدد nنفرض أن   

 1 2( , ,..., ); , 1,2,,... ,n

n kz z z z z c k n     

,لكل  nz w    نضع 

1

, .
k n

k k

k

z w z w




 

,نبرهن أن    لكل . (1-1-6)التعريف تحقق شروط. .w z x فيn ولكل,     في

 لدينا 

2

1 1

, 0.
n n

k k k

k k

z z z z z
 

           (1) 

2

1

, 0 0 0
n

k

k

z z z z


          (2) 

k

1 1 k 1

(3)     | , | z , .
n n n

k k k k k

k k

z w z w z w w w z
  

        

                               

1

1 1

(4)   , ( )

                             

                             , , .

n

k k k

k

n n

k k k k

k k

x z w x z w

x w z w

x w z w

   

 

 



 

    

 

     



   

 

 (3-1-6)مثال 

 ليكن  

22

1 2

1

( , ,..., ,...) : ,n i i

i

l x x x x x x




 
     
 

 

x,2لكل . فضاء اتجاهي على  2lنعلم أن   y l   نضع 

1

,                                      (6.1)i i

i

x y x y




 

طبقًا لمتباينة كوشي . حسنة التعريف (6.1)نبرهن أن عملية الضرب المعرفة بالعلاقة 

    .لدينا nلكل عدد طبيعي, شفارتز

1 1 1 1

2 2 2 22 2 2 2

1 1 1 1 1

| |
i n n n

i i i i i i

i i i i i

x y x y x y
  

    

       
        
       

     

 بالتالي فإن
1 1

2 2
2 2

1 1 1

| | ( ) ( )i i i i

i i i

x y x y
  

  

   
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2l x بما أن y   فإن 

1

| | .i i

i

x y




  

من الواضح أنها تحقق الخواص . حسنة التعريف(6.1)هذا يعني أن العملية المعرفة بالعلاقة 

من  .الآن نبرهن أنها تحقق الشرط الرابع. شروط عملية الضرب الداخليالثلاثة الأولى من 

,2أجل ذلك ليكن  ,x y z l  و,   . لدينا 

1

1 1

, ,

, ,

, , .

n n n

n

n n n n

n n

x y z x y z

x z y z

x y x z

   

 

 





 

 

      

     

     



  

 

 (4-1-6)مثال 

ليكن     2 ,L a b  هو الفضاء الاتجاهي المعرف على حقل الأعداد الحقيقية والذي يحتوي

على جميع الدوال الحقيقية القابلة للقياس على  ,a b  2وبحيث تكون الدالة
f  قابلة

للتكامل في مفهوم ليبيج على الفترة  ,a b .إذا كانت  لاحظ أنه 2 ,L a b ,f g   فإن

f g  إذا كان وفقط إذا كان( ) ( )f x g x  تقريبًا على ,a b.  لكل 2, ,f g L a b   

 نضع

 , ( ) ( ) .                                6.2

b

a

f g f x g x dx  

,نبرهن أن   الدالتين  لأن. حسنة التعريفg,f  قابلتين للقياس على ,a b , فتكون

قابله للقياس على  fgالدالة   ,a b  . لكل ,x a b  لدينا 
2 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) .                 (6.3)

2 2

f x g x
f x g x f x g x   

2حيث أن الدالتين 
f,2

g ن للتكامل في مفهوم  ليبيج  على الفترة  اقابلت ,a b , إذن

قابله للتكامل على  fgتؤدي إلى أن الدالة   (6.3) العــــــلاقة  ,a b  و بالتالي فإن الدالة

fg  تكون قابلة للتكامل على ,a b . هذا يعني أن عملية الضرب المعرفة بالعلاقة 6.2 

نوضح الآن  أن الفضاء الاتجاهي . حسنة التعريف 2 ,L a b  مع عملية الضرب الداخلي

المعرفة بالعلاقة  6.2  لتكن . تكون فضاء ضرب داخليf ,g,h  في 2 ,L a b   و

,   لدينا    .في 
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                          2(1)      , ( ) ( ) | ( ) | .

b b

a a

f f f x f x dx f x dx   

2
(2)      , 0 ( ) 0 0  a.e. f L[a,b].

b

a

f f f x f        

(3)     , ( ) ( ) ( ) ( ) , .

b b

a a

f g f x g x dx g x f x dx g f    

 

b

a

 (4)    , ( ) ( ) ( )

                   ( ) ( ) ( ) ( )

                   , , .

b

a

b

a

f g h f x g x h x dx

f x h x dx g x h x dx

f h g h

   

 

 

  

 

 



     

 

 (5-1-6)مثال 

ليكن     ,C a b   هو الفضاء الاتجاهي الذي يتكون من جميع الدوال المتصلة

 : ,f a b   ومعرف عليه عملية الضرب الداخلي الآتية : 

, ( ) ( )

b

a

f g f x g x dx  

,نستطيع أن نبرهن أن العملية ( 4-1-6)بإتباع نفس المناقشة التي تمت في مثال   

حسنة التعريف وأن   ,C a b مع هذه العملية فضاء ضرب داخلي. 

 

 .العلاقة بين الفضاء المعياري وفضاء الضرب الداخلي وشفارتز  –متباينة كوشي   2. 6.1

6.2.1  Cauchy – Schwarz inequality and the relation between inner product 

and normed spaces. 

 

في هذا الجزء سنقدم بعض الخصائص المختلفة لفضاءات الضرب الداخلي منها متباينة    

 .شفارتز وتوضيح العلاقة بين الفضاء المعياري وفضاء الضرب الداخلي –كوشي 

 

 شفارتز –متباينة كوشي (  : 1-1-6)نظرية 

    Cauchy – Schwarz inequality                           

x,نفرض أن       y  عنصرين من فضاء ضرب داخليX . إذن 

(1) . | , | , ,x y x x y y      
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0yإذا كانت   (2)  فإن المساواة تتحقق إذا كان وفقط إذا كانx y  حيث

. 

 

 البرهان

,إذا كانت  (1) 0x y   لذلك نفرض أن . فإن المتباينة تكون متحققة, 0x y  

 نضع.

,

,

x x

y x


 

 

 

 لدينا
20 || || , , ,

 , , , ,

 , , , ,

, , , ,
 , , , . . ,

, , , ,

, ,
 ,

, ,

x y x y x y x x y y x y

x x x y y x y y

x x x y y x y y

x x x x x x x x
x x x y y x y y

x y y x y x x y

x x x x
x y

x y x y

     

   

  

              

             

           

       
           

       

   
    

  

2

2

,
. . ,

,

| , | ,
 ,                                                                 

| , |

                               

x x
y y

x y

x x y y
x x

x y

 
 

 

   
   

 

 

 إذن
2 2

, , , ,x x x y x x y y 

,حيث أن  0x y   0إذنx   وهذا يعني أن, 0x x  . من المتباينة الأخيرة نستنتج أن: 

, , , .x y x x y y 

 

0yالآن نفرض أن  (2)  . إذا كان, 0x y   فإن المساواة تتحقق إذا كان وفقط إذا

0xكان    أي أن المساواة تتحقق إذا كان وفقط إذا كانx y  0حيث   .

,أما إذا كان   0x y   فإن 

, , , ,x y x y y y y y        

 كذلك      

2 2

, , , , ,

              , ,

x y x x y y y y y y

y y y y

   

 

   

 

 

 

 إذن 

, , , , .x y x y x x y y     
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,أخيراً نفرض أن المساواة متحققة وأن  0x x .أى أن 
2

, , ,x y x x y y 

 بالتالي فإن

, 0x y x y    

 وهذا يعني أن 

,
, .

,

x x
x y

y x
   

 

 .امعياريً لنظرية التالية تبرهن أن كل فضاء ضرب داخلي يكون فضاءًا

 

 (2-1-6)نظرية 

, إذا كان    ||الدالة فإن  Eعملية الضرب داخلي على فضاء اتجاهي   ||: [0, )E   

||حيث    || ,x x x    ولكل تحقق شروط دالة المعيار,x y  فيEلدينا 

2 2 2 2

(1) ,  .

(2) 2( ).

x y x y

x y x y x y



    
 

, المعيار المعرف بهذه الطريقة يسمى بالمعيار المتولد من عملية الضرب الداخلي   

 :البرهان

 من الواضح أن   

1

2

2

3

( ) , 0.

( ) 0 0.

( ) ,  ,  = , .

N x x x

N x x

N x x x x x x x x     

 

  

    

 

 

x,أيضاً لكل  y E لدينا 

  

                       

2

4

2 2

2 2

2 2

( ) ,

                     , , , ,

                     , ,

                     2Re ,

                     2 , .

               

N x y x y x y

x x x y y x y y

x x y x y y

x x y y

x x y y

   

   

   

  

  
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 شفارتز نستنتج أن  –من هذه المتباينة ومن متباينة كوشي 
2 2 2 22  ( +  ) .x y x x y y x y     

x+ هذا يعني أن   y x y  . إذنE (1)الخاصية رقم من الواضح أن . فضاء معياري 

ليكن .(2)الآن نبرهن الخاصية رقم . شفارتز –من النظرية متحققة من متباينة كوشي 

,x y E .لدينا 
2 2

, ,

                             , , , ,

                            , , , ,

                           , , , ,

                           , , ,

x y x y x y x y x y x y

x x x y y x y y

x x x y y x y y

x x x y y x y y

x x x y y x

        

   

       

   

  

2 2

,

                          2 , 2 , 2 2 .

y y

x x y y x y



   

 

 

 (:2-1-6)ملاحظة 

أن كل ( 1-2-6)نظرية  فنستنتج من , كل فضاء معياري هو فضاء توبولوجي لأن  

 .فضاء ضرب داخلي هو فضاء توبولوجي

 

 (3-1-6)نظرية 

||ومعرف علية المعيار  حقيقي امعياريً فضاءً Eليكن    الشرط الضروري والكافي . ||

||عملية ضرب داخلي وتولد المعيار  Eلكي نستطيع أن نعرف على   هو لكل   ||

,x y E  لدينا 
2 2 2 2

2(  ) (6.4)x y x y x y     

 

  :نالبرها

  .نستنتج أن الشرط ضروري( 2-1-6)من نظرية   

عملية الضرب  Eنعرف على . فضاء معياريEلذلك نفرض أن.الآن نبرهن أن الشرط كافي 

 :الداخلي الآتية

2 21
, (  ) (6.5)

4
x y x y x y    

من أجل ذلك لتكن ( 1-1-6)نبرهن أن هذه العملية تحقق شروط التعريف  

, ,x y z E.لدينا 
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2 21
(1) , ( ) 0

4
x x x x x    

                                       (2) , 0 0x x x   

2 2

2 2

1
(3) , ( )

4

1
                   ( ) ,

4

x y x y x y

y x y x y x

   

    

 

 :لبرهان الشرط الرابع سنبرهن العلاقتين الآتيتين 

, , , (6.6)

, , (6.7)

x y z x z y z

x y x y 

        

    
 

:نعرف دالة  (6.6)لإثبات العلاقة  E E E R    حيث 

( , , ) 4 , , ,x y z x y z x z y z        

 :نستنتج أن  (6.5)من العلاقة 
2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

( , , )

               

= ( ) ( )

                          (6.8)  

x y z x y z x y z

x z x z y z y z

x z y x z y

x z x z y z y z

      

       

    

       

 

 ومن الشرط المعطى في النظرية نحصل على 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

( , , ) 2 2

               2 2

              

             

             .                    6.9      

x y z x z y x z y

x z y x z y

x z x z y z y z

x z y x z y x z

x z y z y z

      

     

       

       

     

 

 

 نحصل على  (9-6)و  (8-6)بجمع 
2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 ( , , )

                  2 2

                  ( ) ( )

                  ( ) ( )

                 2 2 .

x y z x y z x y z x z y

x z y y z y z

y z x y z x

y z x y z x

y z y z

         

      

     

     

   

 

 بتطبيق الشرط  المعطي مرة أخرى نحصل على 
2 2 2 2

2 2

2 ( , , ) 2 ( )

                 2 2 0

x y z y z x y z x

y z y z

      

    
 

115



 

 

)هذا يعني أن  , , ) 0x y z   تكون متحققة  (6.6)وبالتالي فإن العلاقة. 

x,ليكن  (6.7)بالمثل لإثبات العلاقة  y E . نعرف دالة 

       : ,

( ) , , .x y x y



   



 
 

 نلاحظ أن 

2 21
(0) 0, 0 .    

4
y y y         

 أيضاً 

2 2 2 2

( 1) , ,

1
         ( ) 0 .       

4

x y x y

x y x y x y x y

       

          
 

 إذن 

, , . (6.10)x y x y     

  (6.8)لدينا من العلاقة , nكذلك لكل عدد صحيح موجب 

, ... , ,           (6.11)n x y x x x y n x y           

 نحصل على  (6.11)و  (6.10)سالب فمن العلاقتين  اصحيحً اعددً n أيضاً إذا كان

, ,

           ( 1)( ) ,

           ,              (6.12)

nx y nx y

n x y

n x y

    

    

  

 

)يكون نستنتج أنه لكل عدد صحيح  (6.12)و  (6.11)من العلاقتين  ) 0   وبالتالي

,لكل عددين صحيحين  ( 0)p q q    لدينا 

( ) , ,

1
       , ,

1
     . , ,

   , ,

   , , 0.        

p p p
x y x y

q q q

p
P x y x y

q q

p p
q x y x y

q q q

p q p
x y x y

q q q

p p
x y x y

q q

  

 

 

 

  

 

)يكونهذا يبرهن أنه لكل عدد نسبي  ) 0  . الآن من اتصال دالة المعيار نستنتج أن

, إذن  حيث أن الأعداد النسبية كثيفة في  . تكون متصلة أيضا الدالة 

( ) 0  ,        وبالتالي فإن 
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, ,   ,   , .x y x y x y    

 

تكون دالة المعيار مولدة من عملية في المثالين التاليين نوضح انه ليس من الضروري أن  

 .ضرب داخلي

 

 (6-1-6)مثال 

,0])اعتبر الفضاء المعياري   ])
2

C


والذي يتكون من جميع الدوال الحقيقية المتصلة على  

,0]الفترة ]
2


|}maxيث ح  ( ) |: 0 }

2
f f t t


  . نأخذ ( ) cosf t t  و( ) sing t t                    . 

 نلاحظ أن   

0
2

2
max cos sin 2

2t

f g t t


 

     

 و 

   
0

2

max cos sin 1  ,   1.
t

f g t t f g


 

      

 :لذلك فإن  

 2 2 2 2
2f g f g f g     

الفضاء على   دالة المعيار المعرفة أعلاه إذن.لا يتحقق   (6.4)نستنتج من ذلك أن الشرط 

,0])المعياري  ])
2

C


لا يمكن أن يتولد من عملية ضرب داخلي على الفضاء الاتجاهي   

([0, ])
2

C


. 

 

 ( 7-1-6)مثال 

ليكن    2  ,   1,p p    وليكن 

.1 2

1

( , ,..., ,...) : ,
pp

n n n

n

l x x x x x x




 
     
 

 

فضاء معياري حيث   plنعلم أن 

1

1

pp

np
n

x x




 
  
 
 . هذا المعيار لا يمكن أن نبرهن أن

 نأخذ . عملية ضرب داخلي يتولد من

 

 

1,1,0,0,0,...,0,... ,

1, 1,0,0,0,...,0,...

x

y



 
 

 لدينا
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 

 

2,0,0,0,...,0,...

0,2,0,0,...,0,...

x y

x y

 

 
 

وبالتالي فإن 
1

2 p

p p
x y  2و

p p
x y x y   .نستنتج من ذلك أن 

2 2

2 22(|| || || || ) 2(2 2 ).p p

p px y   

 إذن العلاقة 

 2 2 2 2
2 .

p p p p
x y x y x y     

تؤدي إلى 
2 2

32(2 2 ) 8 2p p    2ومنهاp   أن هذا يعني .وهذا تناقض مع الفرض

,  الفضاءات    2pl p   معيارية ولا يمكن تعريف عملية ضرب داخلي تولد المعيار|| ||p. 
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 .فضاءات هلبرت  .6.2

6.2. Hilbert spaces. 

 

ولذلك  امعياريً رأينا أن كل فضاء ضرب داخلي يكون فضاءً( 2-1-6)في نظرية    

نستطيع أن نتحدث عن مفهوم تقارب المتتابعة في فضاءات الضرب الداخلي وكذلك مفهوم 

 .المتتابعة الكوشية

 

 (1-2-6)تعريف 

يقال أن المتتابعة    nx  والتي عناصرها من فضاء ضرب داخليX  أنها تتقارب إلى عنصر

x X  إذا كان 
2

lim lim , 0.n n n
n n

x x x x x x
 

     

ويقال أن المتتابعة  nx  كوشية إذا كان 
2

, ,
lim lim , 0.n m n m n m

n m n m
x x x x x x

 
     

 

 (1-2-6)نظرية 

 .تكون كوشيه Xكل متتابعة تقاربيه في فضاء ضرب داخلي   

 

 :البرهان

نفرض أن    nx  متتابعة منX  وتتقارب إلى عنصرx X  لدينا 

, ,
lim lim ( )

lim lim 0

n m n m
n m n m

n m
n m

x x x x x x

x x x x

 

 

    

    
 

 

 .في الأمثلة التالية نوضح أنه ليست كل متتابعة كوشيه تكون تقاربيه   

 

 (1-2-6)مثال 

 ليكن  

 2

1 2{ , ,..., ,... : 0,  for all but at most a finite number of k}.n kl x x x x x    

هذا يعني أن المتتابعة nx  2تنتمي إلىl اصرها يساوي صفر ما عدا عدد إذا كان جميع عن

نعرف عملية الضرب . 2lفضاء اتجاهي جزئي من  2lمن الواضح أن . من العناصر منتهٍ
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أى أن . 2lبأنها نفسها عملية الضرب الداخلي على  2lالداخلي على 
1

, i i

i

x y x y




 . الآن

)نعتبر المتتابعة الآتية  )ny  حيث: 

1

2 2

3 2 3

2 3

1
( ,0,0,................),
2

1 1
( , ,0,................),
2 2

1 1 1
( , , ,................),
2 2 2

.

.

.

1 1 1 1
( , , ,......, ,.........).
2 2 2 2

n n

y

y

y

y









 

)نبرهن أن  )ny لنفرض أن . متتابعة كوشية,m n ن موجبين وان صحيحاعددn m . لدينا 
2 2

2 2
2

2
1 1

2 2 2

1

1 1 2

2 2 1
1

2

1
4 1 3                 .
3 2  2

m

kk n

n m k
k m k m

m m

y y



 

   



 
 

           
     

  
 

 
  
 

 
 

)هذا يبرهن أن المتتابعة  )ny 2سنبرهن أن هذه المتتابعة ليست تقاربيه في. كوشيةl ضع 

2 3

1 1 1 1
, , ,..., ,...

2 2 2 2n
y

 
  
 

 

2yنلاحظ أن  l وذلك  لأن 
2

2 2
2

1 1

1

1 1 12
.

32 2 3

4

n

n
n m

y
 

 

 
 

           
    
 
 

  

 لدينا كذلك 
 

2

2 1

2 2 2

2 2
1

1

1 4 1 12
.

2 3 2 3 21
1

2

n

n

n k nl
k n

y y





 

 
 

           
    

  
 

 

2limوهذا يعني أن  0n ln
y y


  .2 لأنl  فضاء معياري إذن نهاية المتتابعة وحيدة وبالتالي

المتتابعة  ny  ليس لها نهاية أخرى غيرy  . 2لكننا نلاحظ أنy l. هذا يعني أن المتتابعة

( )ny  2ليست تقاربيه فيl. 
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 (2-2-6)مثال 

هو الفضاء الاتجاهي الذي يتكون من جميع كثيرات الحدود المعرفة على  Pليكن   

الفترة  0,1 نعرف على . ومعاملاتها أعداد مركبةP  عملية الضرب الداخلي الآتية: 
1

0

, ( ) ( ) .f g f x g x dx  

فضاء جزئي من فضاء الضرب الداخلي  Pمن الواضح أن  2 0,1L. 

)الآن نعتبر المتتابعة  )nf  منP يوالمعرفة كالآت: 

 

 

 

1

2

2 2

0

1
1
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1 1
1

2 2

.

.

.

1
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2

n
k

n k
k

f x x

f x x x

f x x n


 

  

 

 

نبرهن أن  nf لنفرض أن . متتابعة كوشيه,m n عددين صحيحين موجبين وm n .لدينا 
2

1
2

0

2
1

10

2
1

2 2 2

1 1

,

               

1
               

2

1

1 1 12
               

12 2 2

2

n m n m n m

n m
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k
k m

m

mn
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k m k m

f f f f f f

f f dx

x dx
 





   

   

 

 
   

 

  
  

                      
 
 





 

 

هذا يؤدي إلى أن  
,
lim 0n m

n m
f f


   وبالتالي المتتابعة ny الآن لتكن. كوشيه 

 
0

1 1
( )   ,   0,1

2
1

2

k

k
k

g x x x
x





  


 

 :من الواضح أن 
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1

1
lim ( ) ( ) lim

2

1
                             lim 0.

2
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kn
k n
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

 
 




 

  
       

 
  

 




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وبالتالي فإن المتتابعة  Pلا تنتمي إلى الفضاء  gنلاحظ أن الدالة  nf  ليس لها نهاية في

 .Pهذا يعني أن المتتابعة كوشية وليست تقاربيه في الفضاء  Pالفضاء 

 

 (3-2-6)مثال 

])نعتبر الفضاء الاتجاهي    1,1])C على  والمتصلة والذي يتكون من جميع الدوال الحقيقية

]الفترة  1,1] .علية عملية الضرب الداخلي  نعرف 
1

1

, ( ) ( )f g f t g t d t


    

لإثبات أنه . أن هذه العملية تحقق شروط عملية الضرب الداخلي( 5-1-6) مثالمن نعلم   

لنعتبر متتابعة الدوال  ( .5-4-2)سوف نتبع الأسلوب المستخدم في مثال غير كامل 

  2 1,1n C   حيث: 

1
1,       1 ,

1 1
( ) ,         ,

1
1,           1.
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 
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 هانبرهن أن n لنفرض أن. كوشيه ,m n  عددين  صحيحين وموجبين وn m.لدينا 
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 بالتالي لدينا 
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  
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 إذن 
2

,
lim 0n m

n m
 


 . هذا يعني أن المتتابعة n الآن نفرض ان المتتابعة  .كوشيه n  

تتقارب  الى دالة  1,1f C  . لكل عدد طبيعيn  لدينا 

                     

1 1

2 2

1 1

| ( ) | (| | | ( ) |) .
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nt f t dt nt f t dt
 

    

 يؤدي الى هذا 
1
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1

lim | ( ) | 0
n
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 وبالتالي فإن
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 دالة يؤكد أن fالمعادلة مع اتصال الدالة هذه
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 
1          1 0

1                0 1

t
f t

t

   
 

 
 

 . متصلةfولكن هذا يتناقض مع كون

 

 (1-2-6)تعريف 

يقال لفضاء ضرب داخلي أنه كامل إذا كان كل متتابعة كوشية تكون تقاربية ويقال   

 .إذا كان كامل  (Hilbert)لفضاء ضرب داخلي أنه هلبرت  

 

 (4-2-6)مثال 

نستنتج أن كل من فضاءات الضرب ( 3-2-6),(2-2-6),(1-2-6)من الأمثلة   

2l الداخلي ])2 و  Pو   1,1])C   نعطي أمثلة لفضاءات هلبرت. ليست فضاء هلبرت. 

 

 (5-2-6)مثال 

 .هو فضاء هلبرت 2lلفضاء ا  

 

فضاء ضرب داخلي حيث عملية الضرب  2lأن (  3-1-6)سبق وأن أثبتنا في  مثال   

 :الداخلي معرفة كالآتي

1
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x y x y
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الآن نفرض أن   1 2, ,..., ,... , 1n n n

n kx x x x n   لدينا . 2متتابعة كوشيه من 
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


 

  
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 
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

 

لدينا  kمن ذلك نستنتج أنه لكل عدد صحيح موجب
,
lim | | 0n m

k k
n m

x x


 . المتتابعة بالتالي

  , 1n

kx n   إذن لكل عدد صحيح موجب. تكون كوشية في حقل الأعداد المركبةk 

kxيوجد عنصر    بحيث أنlim n

k k
n

x x


 . نضع 1 2, ,..., ,...kx x x x. نثبت أولًا أن

2x l . حيث أن nx  2متتابعة كوشيه فيl إذن يوجد عدد حقيقي موجب ,M  بحيث

||أن  || , 1      nx M n   لكل عدد صحيح موجبوبالتاليm  لدينا 
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إذن  
2 2

1

k

k

x M




. 2هذا يعني أنx l . 2الآن نبرهن أنlim 0n ln
x x


 .  من أجل ذلك

0لتكن   . حيث أن nx متتابعة كوشيه إذن يوجد عدد طبيعيN  بحيث أنه إذا

n,كانت  m N  فإن 
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     n m

k k

k

x x 




  

 nلكل عدد طبيعي من العلاقة السابقة نجد أن . اموجبً اصحيحًا عددً q لنفرض أن  

nبحيث أن  N  لدينا 

2

1

, .
q

n m

k k

k

n m N x x 


    

mبأخذ النهاية عندما    فنجد أن 
2

1

.
q

n

k k

k

n N x x 


    

lim عددا صحيح موجب اختياري فإن  qحيث ان  0n
n

x x


 . 

 

 (1-2-6)ملاحظة

فضاء بناخ حيث عملية  nنستطيع اثبات أن ( 4-3-2)بنفس الأسلوب المتبع في مثال   

حيث عملية الضرب الداخلي  nوكذلك (1-1-6)الضرب الداخلي معرفة في مثال 

 (.2-1-6)معرفة في مثال 

 

 (2-2-6)نظرية

 .اكان وفقط إذا كان مغلقً إذا ايكون كاملً Hمن فضاء هلبرت  Zالفضاء الجزئي   

 :البرهان

فضاء جزئي كامل وZنفرض أن    nx  متتابعة منه وتتقارب إلى عنصرx H. بالتالي

تكون  nx لأن . كوشيةZ  المتتابعة تقاربية في هذهفضاء جزئي كامل فتكونZ. بما

xأن نهاية المتتابعة وحيدة إذن  Z. هذا يبرهن أنZ الأن نفرض أن. مغلقةZ فضاء جزئي

مغلق و لتكن  nx  متتابعة كوشية منZ. من الواضح أن nx  متتابعة كوشية منH
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xوجد يكامل إذن  Hحيث أن . H بحيث  lim n
n

x x


. لأنZمغلقة فنستنتج أنx Z

 .كاملZهذا يبرهن أن . 
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