
 

 

 

 

 

 محاضرات في  

   ةليالتحويلات التكام

 لطلبة الفرقة الرابعة 

رياضيات –تربية عام   

بجزء  14مقرر: بحتة   



1 

 

 التحويلات التكاملية وتطبيقاتها 

INTEGRAL TRANSFORMS AND  

ITS APPLICATIONS 

 

 مقدمة  1

 على الصورة:  Fهو تحويل دالي التحويل التكاملي

( ) ( ) ( ),F x k x t f t dt



=  

)قليثث. ا ال.الثث هثثو اقثثا  لثثي الالثثتو  اإ حيثث  )F x  هثثي رثثورة

)التحويل لل.ال  الأرلي  )f t وال.ال ،( ),k x t تلاى اواة التحويلF ا 

)لثثي مم ثثح الحثثان  تكثثو  ) ( ),k x t k xt= والنقثثا ،  هثثو

)أو لترة    مجاوع  الأع.اد الحقيقي  ),a b  ا وإذا كثثا( ),a b لتثثرة  =

مثثأ أمةلثث  التحثثوي     مح.ودة اقول إ  التحويل هو تحويل تكثثاملي منتثث ا

 لتكاملي :ا

 (: Fourier transform) تحويل لوريير (1

( ) ( )ixtF x e f t dt−=  

 (: Fourier sine transformالجيبي ) تحويل لوريير (2

( ) ( ) ( )
0

sinF x xt f t dt



=  
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 (: Fourier cosine transformالجيب تاامي ) تحويل لوريير (3

( ) ( ) ( )
0

cosF x xt f t dt



=  

 (:Laplace transform) تحويل نب س (4

( ) ( )
0

xtF x e f t dt


−=  

 

 (: Mellin transform) تحويل ميلأ (5

( ) ( )1

0

xF x t f t dt


−=  

 (: Hankel transform) تحويل هااكل (6

( ) ( ) ( )
0

F x J xt t f t dt



=  

 ادال  بلل Jحي  

 (: Hilbert transform)تحويل هلبر  (7

( ) ( ) ( )
0

,F x k x t f t dt



=  

)حي   ) ( )
1

,k x t t x
−

= )أو − ), cot
2

x t
k x t

− 
=  

 
 ا

 (:  Laguerre transform) تحويل نجير (8
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( ) ( ) ( )
0

t
nF n e L t f t dt


−=  

 كةيرة ح.ود نجيرا nLحي 

 

 (:Legendre transform) تحويل نجن.ر (9

( ) ( ) ( )
1

1

nF n P t f t dt

−

=  

 كةيرة ح.ود نجن.را nPحي 

الصيغ  التي تاكننا مثثأ حلثثا 
  ( )f t    متثثى علانثثا( )F x   تلثثاى

 االامكوس للتحويل التكاملي أو باختصار التحويل المكلي

,إذا كاات nx t و ،    .هو اقا  لثثي الاثثراق اإقليثثn  لإانثثا

 الاضاعف )الاتم.د الأبماد(ا احصل على التحويل التكاملي

لكةيثثر مثثأ الامثثادن  -غالبثثا  -طريقثث  التحثثوي   التكامليثث  لمالثث  

ي الايزيثثاا الرياضثثي ، وتمتاثث. علثثى أ  التااضلي  والتكاملي  التي ت هر لثث 

لتبلثثي    -غالبثثا   -لثثي متغيثثريأ يثث د     kتكامل الامادلثث  مثثل دالثث  النثثواة  

 الالأل  الأساسي ا

إ  الشرط الأساسثثي نسثثت .ات التحثثوي   التكامليثث  هثثو إمكاايثث  تقبيثث   

الأرثثلي  )دالثث  حثثل الالثثأل ( لثثي  ا ريا  الامكوس التي تلثثاب بإيجثثاد ال.الثث   

أ  يكثثو     يشترط عن. اختيثثار التحويثثل التكثثاملي و   حال  ممرل  دال  التحويل لهاا 
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)مناسبا  نختزال الامادل  التااضلي  أو التكاملي  إلى ممادل  أبلثث  لل.الثث    )F x  

 حويل ماكن ا  وأ  تكو  الصيغ  المكلي  لهذا الت 

        Inversion Theoremsالانعكاس ات نظري 2

الج.ول التالي يوضب بمض ا ريثثا  انامكثثاس لثثي الحثثان  التثثي 

 اياكأ ليها إيجاد ممكوس التحويل التكاملي

 

 ا ريا  انامكاس لبمض التحوي   التكاملي  

 التحويل المكلي التحويل 

) اسح التحويل ),  ( ),k x ( ),  ( ),H x 

 لوريير

Fourier 

( ),− 

 2

i xe 


 ( ),−  

2

i xe 



−

 

جيب -لوريير

 التاات 

Fourier 

Cosine 

( )0, ( )
2

cos x


 

( )0, ( )
2

cos x


 

 جيب-لوريير

Fourier Sine 
( )0, ( )

2
sin x


 

( )0, ( )
2

sin x


 

 نب س

Laplace 
( )0, 

( )

;

Re 0

xe 



−


 

( ),i i − + 

 
2

0

xe

i





 
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 لأيتحويل م

Mellin 
( )0, 1x  −

 ( ),i i −  + 

 
 

1

2
x

i





−
 

 تحويل هااكل

Hankel 
( )0, 

( );

1

2

xJ x 


−


 ( )0, ( )J x  

 

 تحويلات فوريير التكاملية وخواصها  3

Fourier integral transforms and its properties 

دالثث  متصثثل ، ومللثثاا ققميثثا، ومقياسثثها قابثثل   fإذا كاات  (:1)  تمريف

)للتكامل على الاترة ),−   لل.الثث  لثثإ  تحويثثل لثثورييرf   ر يمُثث 

 بالصيغ :

( )12     ( ) ( )
1

2

i xf F e f x dx


 −

−
 = =  

)لل.ال  لإ  التحويل المكلي لي   xولكل )F   يمُر  بثالصيغ: 

( )13     ( ) ( )1 1

2

i xF f x e F d  


−

−
 = =  

 

أوج.   (:1)  لامث
2axe − 

 
0إذا كا    aا 

 :واضب أ   الحل:

 
2 21

2

ax i x axe e e dx



− − −

−

  =
   



 التحويلات التكاملية وتطبيقاتها 

6 

 

 

2

1

2

i
a x x

ae dx





 
− + 
 

−
=  

 

2 2

22 41

2

i
a x

a a
e dx

 



   
− + +      

−
=  

 

2
2 4

2

2

ia a x
ae

e dx





 − − + 
 

−
=  

 

2

2

2 2

4

4 4

,
22

2 2

a
ay

a a

e i
e dy y x

a

e e

a a



 









−
 −

−

− −

 
= = + 

 

= =


 

 :أثبت أ   (:2مثال )

( ) 2 2

2
; 0.

a x a
e a

a


 

−  = 
  +

 

 الحل:

 
1

2

a x a xi xe e e dx



− −−

−

  =
   

  0

0

1

2

i x ax i x axe e dx e e dx 



 − − −

−
= +  

 ( ) ( ) 0

0

1

2

a i x a i x
e dx e dx

 



 − + −

−
= +  

 
1 1 1

2 a i a i 

 
= + 

+ − 
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( )( ) 2 2

1 2 2

2

a a

a i a i a   
= =

+ − +
 

 

 :إذا كاات  تاريأ:

( )
1;

0;

x a
f x

x a


= 



 

0حي   a أثبت أ  ل 
2 sina

f
a





 
 =  

 
 ا

 :ل.ال  الاوج  الاربم  أوج. تحويل لوريير  (:5)  مثال

( )

0,

1,

0,

x a

f x a x b

x b




=  
 

 

 :واضب أ   الحل:

  ( )
1 1

2 2

, 0
2

, 0.
2

b
i x i x

a

i a i b

f f x e dx e dx

e e

i

b a

 

 

 


 





− −

−

− −

 = =

 −



= 

− =


 

 

 

 (، احصل على:1) ا ري مأ هذه النتيج ، وبحلب 
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0,

,

2 ,

,

0,

i a i b
i x

x a

x a
e e

e d a x b
i

x b

x b

 




 




 − −

−


 =
− 

=  
 =




 

 

 لل.ال  أوج. تحويل لوريير  تمرين:

( )
, 0

0, otherwise

k x a
f x

 
= 


 

ومأ ثح أوج. قيا  التكامل 
1 i a

i xe
e d

i


 



 −

−

−
ا 

 لل.ال  أوج. تحويل لوريير  (:4)  مثال

( )
2 , 0

0, x<0

xx e x
f x

− 
= 


 

 :واضب أ   الحل:

  ( ) ( )

( )

12

0

3

1 1

2 2

2 1
.

1

i xi xf f x e dx x e dx

i



 

 

 
− +−

−

 = =

=
+

 
 

 ومأ ذلك التنتج أ :
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ا
( )

2

3
1

i x
xe

d x e
i



 



−

−

=
+

 

 Tables of Fourier Transforms ج.اول تحوي   لوريير 3-1

( )F  ( )xf  

2 sinb

 
 

1 ;

0; otherwise

b x b−  



 
1 

2

ib ice e

i

 

 

− −− 
1 ;

0; otherwise

b x c−  



 
2 

2

ae

a

 −

 0;
1

22


+
a

ax
 3 

2

aie  −− 
2 2

; 0
x

a
x a


+

 4 

2

2

1 2

2

ib ibe e 



−− + − 
; 0

2 ; 2

0 ; otherwise

x x b

x a b x b

 


−  



 
5 

( )

1

2 a i +
 ; 0

0 ;otherwise

axe x− 



 
6 

( ) ( )

( )2

a i c a i b
e e

a i

 

 

− −
−

−

 ;

0 ;otherwise

axe b x c  



 
7 

( ) ( )

2

ib a ic a
i e e

a

 



− −
−

−
 

;

0 ;otherwise

iaxe b x c  



 8 

;
2

0 ;

a

a










 

 
0;

sin
a

x

ax 9 
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( )F  ( )xf  

2

2

1
i



 
−

+

 ; 0

; 0

x

x

e x

e x

−

−

 

− 

 10 

2 41

2

ae
a

− 
0;

2

− ae ax 11 

( )iae F  ( )axf − 12 

1 a
F

b b

 − 
 
 

 ( ) iaxf bx e 13 

( )
n

n

n

d
i F

d




 ( )xfxn
 14 

 

 فوريير  -فوريير وجتا -تحويلات جا 3-2

 Fourier sine and cosine Transforms 

)إذا كااثثت (:2) تمريثثف )f x دالثث  ممرلثث  علثثى الاتثثرة )0,   قابلثث

)للتا.ي. ب.ال  زوجيثث  علثثى الاتثثرة   ),−    وتحقثث  وثثروط وجثثود

 لثثإ  تحويثثل جتاثثث لثثوريير fلمنثث. اقثثاط اتصثثال تحويثثل لثثوريير

Fourier cosine transform  لل.الf : يمُ ر  بالصيغ 

( )14   ( ) ( ) ( )
0

2
cosc cf x F f x xdx 





 = =    

 والتحويل المكلي هو:

( )15  ( ) ( ) ( )1

0

2
cosc c cF f x F x d   



− = =    
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  fلل.ال  Fourier sine transform بالاةل ياكأ تمريف تحويل جاث لوريير

)إذا كااثثت (:3) تمريثثف )f x ( لمنثث. اقثثاط 1) ممرلثث  كاثثا لثثي تمريثثف

 يمُ ر  بالصيغ :  fلل.ال  لإ  تحويل جاث لوريير fاتصال

( ) ( ) ( ) ( )
0

2
sin 16s sf x F f x xdx 





 = =    

 :والتحويل المكلي ل 

( ) ( ) ( ) ( )1

0

2
sin 17s s sF f x F x d   



− = =    

 

 أوج.  (:5)  مثال

; 0ax
c e a−    

 الحل:  

 
0

2
cosax ax

c e e xdx


− −  =   

 
0

2 1
cos axx de

a




 −−
=  

 00

1 2
cos sinax axe x e xdx

a
  



 − −= − +   

 
0

1 2 2
sinaxe x dx

a a




 

 −= −  
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2 0

1 2 2
sin axx de

a a




 

 −= +  

  2 00

1 2 2
sin cosax axe x xe dx

a a


  

 

 − −= + −  

 
2

2 0

1 2 2
cosaxe x dx

a a




 

 −
 

= −  
 

 

 وبالتالي لإ :

2

2

1 2
1 ax

c e
aa





− 
 +  =   

 
 

 ومأ ثح احصل على:

2

2 2 2 2

1 2 2ax
c

a a
e

a a a  

−  = =  + +
 ا

0إذا   (:6)  مثال a   .لأوج( )ax
s e −ا 

 :كاا لي الاةال اللاب   الحل:

2 20

2 2
sinax ax

s e e xdx
a




  

− −  = =  + 

 

1أوج.   (:7)  مثال 1 a
s e 



− − 
  

 
 مق.ار ثابتا  aحي  

 الحل:
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1

0

1 2 1
sina a

s e e x d   
  

− − − 
 = 

 
 

 :وحي  إ 

t a
t

a
t a

e e
e dt

 


 


− −

 −

=

= − = 

 وبالتالي لإ :

( )1

0

1 2
sina t

s
a

e e dt x d   
 

 − − − 
 = 

 
  

( )0

2
sint

a
e xdt d  



  −=   

            
( )0

2
sint

a
e x d dt  



  −=  
  

 

 :وحي  إ 

2 20
sint x

e x d
t x

  
 − =

+ 

 :لإ 

 1

2 2

1 2a
s

a

x
e dt

t x



 

− − 
 = 

+ 
 

        
2

2 1

1
a

t
d

xt

x



  
=  

  
+ 

 

 

1 12 2
tan tan

2t a

t a

x x



 



− −

=

 
= = − 

 
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 12
tan

x

a

−= 

 لوريير -ج.اول تحوي   جا

Tables of Fourier sine Transforms 

( )sF  ( )xf  

2 1 cosa

 

− 1 ; 0

0 ; otherwise

x a 



 1 

1


 1

x

 2 

2  
231 x 3 

( )2
sin

2a

a 

 

 1 ; 0 1ax a−   4 

2

 1−x 5 

2

ae  − 
22 ax

x

+
 6 

2 2

2

a



  +
 0; − ae ax 7 

12
tan

a




− 0, 

−

a
x

e ax

 8 

( )
1

1
2 2

2 !
Im

n

n

n
a i

a


 

+

+
+

 + 

 

0; − aex axn 9 

( )

2 4

3 2
2

ae
a

 − 
0;

2

− axe ax 10 
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( )sF  ( )xf  

( ) ( )sin 1 sin 11

1 12

a a 

 

− + 
− 

− + 

 

 

otherwise

axx

;0

0;sin
 11 

1
ln

2

b

b





+ 
 

− 

 0;
sin

b
x

bx
 12 

;1

;2

b

b b

 








 0;
sin

2
b

x

bx
 13 

;
2

0 ;

b

b










 

 
0;

cos
b

x

bx
 14 

( )

1 sec 2

2

n n

n

  −



 
20, − nx n 15 

2

be 



−
 1tan

x

b

− 16 

1
tanh

2 2a a

  cosech , 0ax a  17 

sinh
2 aa

e 




− 1 2
tan , 0

a
a

x

−  18 









−













 2

1

2
coth

4

2 

1

1
2 −xe

 19 
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 جداول تحويلات جتا ـ فوريير 

Tables of Fourier cosine Transforms 

( )cF  ( )xf  

2 sina

 
 

1 ;

0 ;otherwise

x a 



 1 

( )2
cos

2a

a a

 

 1 , 0 1ax a−   
2 

2 2

2 a

a +
 0; − ae ax 

3 

1

2 2 1

2 !
Re [ ]

( )

n

n

n
a i

a


 

+

+
+

+

 axnex − 
4 

2 41

2

ae
a

− 2

, 0a xe a−  5 

,
2

0,

a

a










 

 
0;

sin
a

x

ax 
6 

21
cos

4 42 aa

  
− 

 

 
2cos ; 0a x a  7 

21
cos

4 42 aa

  
+ 

 

 
2sin , 0a x a  8 

1

2

1 2
tan

2 

− 
x

xe x sin−

 
9 

2 c ae e 

 

− −− 
2 2

2 2
ln

x a

x c

 +
 

+ 

 10 
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( )cF  ( )xf  

( )
( )

cosh 2

cosh





 ( )
( )x

x





cosh

2cosh 11 

1
sech

2 2a a

  ( )sech , 0ax a  12 

2

ae

a

 −

 
22

1

ax +
 

13 

2 cos 2 or 2 sin 2
4 4

b b
 

 
   

+ −   
   

 
b xe x− 14 

 

 

 Properties of Fourier Transformsخواص تحويلات فوريير   3-3

اوضثثب ا   عثثث.دا  مثثثأ ال ثثوال الأساسثثثي  لتحثثثوي   لثثثوريير 

 التكاملي ا

 

هثثو تحويثثل  تحويثثل لثثوريير(  Linearity)ال ارثثي  ال قيثث  (:1) ا ريثث 

a,خقيا بامنى أا  إذا كاات   b  مقادير ثابتثث  وإذا كااثثت,F G  هثثي

f,رور تحويل لوريير لل.وال g : على الترتيب لإ 

  .af bg aF bG + = + 

 

 ( Shifting)خاري  اإزاح   (:2)  ا ري 

 مق.ارا  ثابتا  لإ : cإذا كا  
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( ) ( ) .i cf x c e f x− − =        

 

 (  Scaling)خاري  الضر   (:3)  ا ري 

)إذا كاات  )F  لل.ال  تحويل لوريير( )f x : لإ 

( )
1

.f cx F
c c

 
 =    

 
 

 

 (Transform of the derivatives تحويل الاشتقا  (: )4) ا ري 

)دالثث  متصثثل  و fإذا كااثثت ) 0f x xعنثث.ما  → → وإذا كااثثت ،

f  دالثث  متصثثل  ققميثثا  علثثى الاتثثرة( ),−  ا وإذا كااثثتf وf  

)دوال قابل  للتكامل على الاترة ),−  : لإ 

( ) ( ) .f x i f x =        

 

)بوجثثث  عثثثات، إذا كااثثثت ) ( )r
f x 0، لكثثثل 1r n  ، دوال متصثثثل  −

)وكااثثثت  ) 0rf x xعنثثث.ما  → →وإذا كااثثثت ،( ) ( )n
f x   دالثثث

)متصثثل  ققميثثثا  علثثى الاتثثثرة ),−  ا وإذا كااثثت ال.الثثث( )r
f لكثثثل،

0 1r n  )، قابل  للتكامل على الاترة− ),−  : لإ 

( ) ( ) ( ) ( )
nn

f x i f x  =    
 



 التحويلات التكاملية وتطبيقاتها  

19 

 

0لكل n  ا 

 

 :واضب أ   (:8)  مثال

( ) ( )
2 2 2

2 2 4

1 1

2 2

.
2 2 2

x x x

x

xe e e

i i
e e  

− − −

− −

      =  − = −     
   

 = −  = −
 

 

)إذا كثثا   ا ا   انثثاقت تحويثثل الاشثثتقا  الجز يثث  ), 0u x t عنثث.ما  →

x → : لإ 

( )  , ,
u u d

i u x t u
x t dt


    

 =   =          
 

 إثبا  ذلك امتبر

( ) ( ) 
( )

1

2

1
, ,

2

, ,

i x

i x i x

u u
e dx

x x

u x t e ik u x t e dx

i u x t



 







 −

−

 − −

−−

  
 =   

= +

=   



 

 وكذلك
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 

1

2

1

2

i x

i x

u u
e dx

t t

d
ue dx u

t dt









 −

−

 −

−

  
 =   

  
= =  
  





 

)بوجثث  عثثات إذا كااثثت ),u x t  ققميثثا  دالثث  متصثثل ، ومللثثااpiecewise ( 

continuous) ولهثثا مقيثثاسu  علثثى الاتثثرةقابثثل للتكامثثل( ),−  وإذا ،

)كا  ),U t لل.ال  تحويل لوريير( ),u x t : لإ 

( ),
n n

n n

u d
U k t

t dt

 
 = 

 
 

وإذا كاات
m

m

u

x




0، لكل   m n 0، دال  متصل  وإذا

m

m

u

x


→


عنثث.ما   

x →   0لكل 1m n   لإ : −

( ) ( ), , 0
n

n

n

u
i U t n

x
 

 
 =  

 
 

)إذا كااثثثت (:5) ا ريثثث  ) ( ),f x f x  تقاربيثثث  إلثثثى الصثثثار عنثثث.ما

x →  لإا: 

)( إذا كا  1) )cF  لوريير لل.ال -هو تحويل جتاf : لإ 

( ) ( ) ( )2 2
0 .c cf x F f 


  = − −   

)( إذا كا  2) )sF  لوريير لل.ال -هو تحويل جاf : لإ 
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( ) ( ) ( )22
0 .s sf x f F  


 = −   
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  Convolution Theorem  نظرية الالتفاف

 ال.ال 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f x t g t dt f t g x t dt
 

− −
 = − = −  

f,تلاى التاا  ال.التيأ g  على الاترة( ),− ا 

 

 (Convolution Theorem )ا ري  انلتاا   :(6)  ا ري 

)إذا كااثثت ) ( ),F G  تحثثوي   لثثوريير للثث.وال,f g  علثثى

 الترتيب لإ :

  ( ) ( ) ( )2 1f g F G    = 

 بحلب التمريف، وبتغيير ترتيب التكامل احصل على: البرها :

  ( ) ( )

( ) ( )

1

2

1

2

i x

i x

f g f g x e d dx

f g x e dxd





  


  


  −

− −

  −

− −

  = −

= −

 

 

 

vباست .ات التمويض x =  ينتج أ : −
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  ( ) ( ) ( )

( ) ( )

   

1

2

1 1
2

2 2

2 .

i v

i i v

f g f g v e dvd

f e d g v e dv

f g

 

 

 


  
 



  − +

− −

 − −

− −

  =

  
=   

  

=  

 

 
 

)المكلي لقرلي الاتلاوي   وبأخذ تحويل لوريير  ، وبوضل1(

  ( )   ( ),f F g G  =  = 

 احصل على:

( )2   ( )( ) ( ) ( ) i xf g x F G e d  


−
 =  

 :أ  أ 

)ا ) ( ) ( ) ( )i xF G e d f x t g t dt  
 

− −
= −  

f دال  انلتاا  g : تحق  ال وال التالي 

)                    (إب.الي ) )1 f g g f =  

)   ( دامج ) ) ( ) ( )2 f g h f g h  =   

)    (التوزيل) ) ( ) ( ) ( )3 f ag bh a f g b f h + =  +  

a,حي   b مقادير ثابت ا 

 

0إذا كا   (:9)  مثال a b   ثابتيأ وf   (1)  دال  تحق  وثثروط ا ريثث 

 :أوج. حل الامادل  التكاملي 
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( )

( )
2 2 22

1
, 0

f t dt
a b

x bx t a



−

=  
+− +

 

 :واضب أ   الحل:

( )

( )
2 2

f t dt
f g

x t a



−

= 
− +

 

)حي  ) ( )2 21g x x a=  ا +

 لقرلي الامادل  التكاملي  الامقاة ينتج أ  وبأخذ تحويل لوريير

    2 2

1
2 f g

x b


 
  =  + 

 

  :وحي  إ 

2 2

1
, 0

2

y
e

y
yx y




−
 

 =  
+ 

 

 لإانا احصل على:

 

 
( ) ( ) ( )

2

2 2

a b

b a b a

e e
f

a b

a b aae e
f

b b b a

 

 

 

 

 

− −

− − − −

 =

−
 = =

−

 

 

 ينتج أ : وتقبي  التحويل المكلي
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)ا )
( )

( )
22

a b a
f x

b x b a

−
=

 + −
 

 

 

 :احلب التكامل التالي  (:10)  مثال

( )( )2 2 2 2
, 0, 0

dx
a b

x a x b



−

 
+ +

 

 :عر  ال.التيأ  الحل:

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 1
, 0 ; , 0f x a g x b

x a x b
=  = 

+ +
 

 الصورة:ياكأ وضل التكامل الامقى على 

( )( )
( )( )

2 2 2 2
0

dx
f g

x a x b



−

= 
+ +

 

)ومأ الامادل   احصل على: 2(

( )( )
( )( )

( ) ( )

2 2 2 2
0

dx
f g

x a x b

F G d  



−



−

= 
+ +

=





 

 

( )

( )

( )0

2

a b

a b

e
d

ab

e d
ab ab a b








 


− +


−

 − +

=

= =
+




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 Finite Fourier transforms تحويلات فوريير المحدودة 3-4

إيجثثاد حلثثول ملثثا ل غيثثر  الاحثث.ودةتلثثت .ت تحثثوي   لثثوريير 

تاثثات، الجيثثب وجيثثب  المتجاال ا هذه التحوي  ، وهي بالتح.ي. تحوي    

 مح.ودة وتنتج بصورة مباورة مأ متلللل  لورييرا 

)دال  متصل  ققميا على لترة مح.ودة، مةل fإذا كاات )0,L ا 

)(: تحويل جاث لوريير الاح.ود ل.ال  4) تمريف )f x  0حي x L  

 يمر  بالصيغ :

  ( ) ( )
0

2
sin ,

L

s s

n x
f F n f x dx

L L


 = =  

1حي  n   ع.د رحيبا وعن. ذ يقال لل.ال( )f x   أاها ممكثثوس تحويثثل

 :جا ث لوريير الاح.ود، وهذا الامكوس يمقى بالاتلللل 

)ا ) ( )
1

sins

n

n x
f x F n

L



=

= 

 

)لوريير الاح.ود ل.ال   -(: تحويل جتا5) تمريف )f x  0حي x L  

 :يمر  بالصيغ 

  ( ) ( )
0

cos ,

L

c c

n x
f F n f x dx

L


 = =  

0حي  n   ع.د رحيبا وعن. ذ يقال لل.ال( )f x   أاها ممكثثوس تحويثثل

 جتا ث لوريير الاح.ود، وهذا الامكوس يمقى بالاتلللل 
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)ا )
( )

( )
1

0
cos

2

c
s

n

F n x
f x F n

L



=

= + 

 
 

fإذا كااثثت  (:7)  ا ري    دالثث  متصثثل  وf    دالثث  متصثثل  ققميثثا علثثى

الاترة  0,L : لإ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2

2
0 1 ,

2
1 0 .

n

s s

n

c c

n n
f x f f L F n

L L

n
f x f L f F n

L L

 



  = − − −    

    = − − −    

 

للقثثارب برهثثا   يكاي أ  ابرهأ الاتقابق  الأولى، وبالاةل ياكأ  البرها :

 الاتقابق  الةااي :

 ( لإ :4) بحلب التمريف

( ) ( )

( ) ( )

0

2
0 0

2
sin

2 2
sin cos

L

s

L L

x

n x
f x f x dx

L L

n x n n x
f x f x dx

L L LL



  

=

  =  

 
 = − 

 





 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 3
0 0

2 2

2 2

2 2
cos sin

2
0 1 .

L L

x

n

s

n n x n n x
f x f x dx

L LL L

n n
f f L F n

L L

   

 

=

 
= − − 

 

 = − − −
 


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  تطبيقات تحويلات فوريير في المعادلات التفاضلية العادية 4

Applications of Fourier transforms to ODEs 

 وذا  الامام   الةابت  لنمتبر الامادل  التااضلي  المادي  ال قي  

( ) ( ) ( )1

1 1 0{ } , 1n n

n na D a D a D a y x f x−

−+ + + + = 

حي   
0, ,na a   ، مقادير ثابتd

dx
D  و ،( )f x  دال  ممقاة ليxبتقبي    ا

)تحويل لوريير على طرلي الامادل   احصل على  1(

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 0{ } , 2
n n

n na ik a ik a ik a Y k F k
−

−+ + + + =  

)حي  )  ( ) ( )  ( ),y x Y k f x F k =   ا عر =

( ) ( ) ( )
1

1 1 0

n n

n nP ik a ik a ik a ik a
−

−= + + + + 

)لإا  ياكأ وضل الامادل   على الصورة2(

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1
, . 3

F k
Y k F k Q k Q k

P ik P ik
= = = 

)حل الامادل  ( احصل على (6ا ري  )بتقبي  ا ري  انلتاا  ) )1 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )1 1
, 4

2
y x F k Q k f t q x t dt





−

−

=  = −  

)حي  ) ( ) 1q x Q k−= ا 

 (: )دائرة كهربائية بسيطة(1مثال )

)بارض أ   )I t   و.ة التيار لي دا رة بليق  مكوا  مأ مقاومR  ومكةفL  

 تحق  الامادل  
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( ) ( ), 5
dI

L RI E t
dt

+ = 

)حي  )E t  قوة كهرومغناطيلي ، وك  مأ,R L مقادير ثابت ا لإذا كاات  

( ) ( )0 expE t E a t= )لأوج. و.ة التيار − )I tا  

  :بتقبي  تحويل لورييرالحل: 

( ) ( ) ( )
1

2

iktf t k f t e dt




−

−

 =  

)على طرلي الامادل    اج. أ  5(

( ) ( ) ( ) ( ) 0 2 2

2ˆ ˆ, .
a

ikL R I k E I k I t
a k

+ = = 
+

  

 ومنها

( )
( )( )

0

2 2

2 1ˆ .
iR
L

aE
I k

iL k k a
=

− +
 

 :وبتقبي  تحويل لوريير المكلي

( ) ( ) ( )1 1

2

iktF k t F k e dk




−

−

 =  

 احصل على 

( )
( )( )

( )0

2 2
. 6

ikt

iR
L

aE e
I t dk

i L k k a



−

=
− +

 

 ( اج. أ 1بتقبي  ا ري  البواقي )اا ر الالح  

0tلي الحال  عن.ما  (أ    لإ 
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( )
( )( ) ( )( )

( )
2

2

0

2 2 2 2

0

2

0 2 2 2

2 Re , Re ,

2

2

2

R
L

R
L

izt izt

iR iR
L L

t at

R R
LL

tat

aE e iR e
I t i s s ia

i L Lz z a z z a

aE e e

L a a a

e aLe
E

R aL R a L




− −

−−

    
    =  +

   − + − +     

 
= − 

− −  

 
= − 

− −  

 

0tلي الحال  عن.ما  (     لإ 

( )
( )( )

( )

0

2 2

0 0

2 Re ,

2
.

2

izt

iR
L

atat

aE e
I t i s ia

i L z z a

aE E eLe

L a aL R aL R




−−

 
 =  −
 − +
 

−
= − =

+ +

 

 أوج. الحل للامادل  التااضلي   بقريق  تحويل لوريير(: 2مثال )

( ) ( )
2

2

2
, . 7

d u
a u f x x

dx
− + = −    

)بارض أ   الحل:  ) ( )  ( ) ( ) ,U k u x F k f x=  = بتقبي  تحويل ، و

)لوريير على الامادل    ينتج أ  7(

( )
( )

2 2
.

F k
U k

k a
=

+
 

 (( التنتج أ  6وباست .ات ا ري  انلتاا  )ا ري  )

( ) ( )  ( ) ( )1 1
,

2
u x U k f t g x t dt





−

−

=  = − 

 حي 

( ) 1

2 2

1 1

2

a x
g x e

k a a

 −−  
=  = 

+ 
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 الاتلاوي  الأخيرة احصل عليها بتقبي  ا ري  البواقيا وبالتالي لإ  

( ) ( )
1

.
2

a x t
u x f t e dt

a


− −

−

=  

براولي إاحناا عارض  ناها ي ا لإذا  –امتبر ممادل  أويلر  (:3مثال )

)كاات  )u x  تمبر عأ اناحرا  الرأسي لي عارض  مرا  ناها ي  تحت

)تأثير حال رأسي   )W x  لإ( )u x  تحق  الامادل 

( ) ( )
4

4
, ,

d u
El u W x x

dx
+ =  −  

أوج.  ا للمارض  هو ممامل الأساس هو ممامل الص ب ، و Elحي 

)الحل للامادل  اللابق  بارض أ   )W x    دال  مح.ودة وأ, , ,u u u u   

xت ول إلى الصار عن.ما   →ا 

)بوضل  الحل:  ) ( )4 ,a El w x W x El=  لإ  الامادل  الامقاة تصبب  =

( ) ( )
4

4

4
, , .

d u
a u w x x

dx
+ =  −  

 بتقبي  تحويل لوريير على الامادل  الأخيرة ينتج 

( )
( )

( ) ( )  ( ) ( ) 4 4

ˆ
ˆ, , .

w k
U k U k u x w k w x

k a
= =  = 

+
 

 لإ  وباست .ات تحويل لوريير المكلي
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( )
( )

( )

( ) ( )

4 4

4 4

ˆ1

2

1

2

, ,

ikx

ikx
ikt

w k
u x e dk

k a

e
w t e dt dk

k a

w t G t x dt







−

 

−

− −



−

=
+

 
=  

+  

=



 



 

 حي 

( )
( ) ( )

4 4 4 4

0

cos1 1
, ,

2

ik x t k x te
G t x dk dk

k a k a 

 −

−

−
= =

+ +  

 وبحلب ا ري  البواقي لإ 

( )
( )

3

1
, exp sin .

2 42 2

a x ta
G t x x t

a

−  
= − − +  

   
 

 تطبيقات تحويلات فوريير في المعادلات التفاضلية الجزئية  5

Applications of Fourier transforms to PDEs 

0أوج. الحل لالأل  دريشلت لي اصف الالتو    (:1)  مثال y: 

( ) ( )

( )

0 ; , 0

,0 ;

, ; , 0

xx yyu u x y

u x f x x

u x y M x y

+ = −    

= −   

 −    

 

دالثث  قابلثث  للتكامثثل علثثى  f،ومقياسثثهادالثث  مللثثاا ققميثثا  fحيثث 

)الاتثثرة ),−  ا إذا كثثا( ) 0f x xعنثث.ما → → لثثإ  الشثثروط

 الح.ي  ت د  ضانيا إلى:
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( ) ( )lim , 0, lim , 0yx
u x y u x y→→

= = 

)اجمل  الحل: ),U y  لل.الثث   تحويل لوريير( ),u x yبالنلثثب  إلثثى ،x ا

 أ 

( ) ( )
1

, ,
2

i xU y u x y e dx


 −

−
=  

 وبتقبي  التحويل على الامادل  التااضلي  احصل على:

( ) ( ) ( )
2

2

2
, , 0

d
i U y U y

dy
  + = 

 وهذه الامادل  تكالئ:

2
2

2
0

d U
U

dy
− = 

 وهي ممادل  تااضلي  عادي  لها الحل

( ),
y y

U y Ae Be
 


−

= + 

A,حي  B  ثوابت اختياري ا 

)وحي  إ  )lim , 0y u x y→ )لثثإ   = )lim , 0y U y→ ا ولثثذلك =

0A  وبالتالي: 

( ),
y

U y Be



−

= 

)وحي  إ   ) ( ),0u x f x= يمقي: لإ  تقبي  تحويل لوريير 

( ) ( ) ( ),0U f x F =  =   
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)وبالتالي لإ   )B F =: ا ومأ ثح لإ 

( ) ( ),
y

U y F e


 
−

= 

)للحصول على ),u x y المكلي حي  اقب  تحويل لوريير: 

( ) ( )

( )

1
, ,

2

1

2

i x

y i x

u x y U y e dx

F e e d



 




 




−

 −

−

=

=





 

)وبالتمويض عأ )F  :احصل على 

( ) ( )

( ) ( ) 

1 1
,

2 2

1

2

i x yi t

i t x y

u x y f x e dt e d

f t e dt

 

 


 



  −−

− −

  − − −

− −

 
=  

 

=

 

 

 

 :حي  إ 

( ) ( ) ( )0

0

i t y i t x yi t x y
e d e d e d

   
  

 − − − − − +   − − −    

− −
= +   

( ) ( )
1 1

i t x y i t x y

− +
= +

− − − +
 

 
( ) ( )

( )
22

1 1

2

y i t x y i t x

y

y t x

= +
− − + −

=
+ −

 

 لإانا احصل على: 
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( ) ( )
( )

( )

( )

22

22

1 2
,

2

y
u x y f t dt

y t x

f ty
dt

y t x







−



−

=
+ −

=
+ −





 

 بواسو  لنصف الالتو اوهذه ريغ  

)لاة   إذا كاات )f x a=  مق.ارا  ثابتا ، لكلx−  : لإ 

( )
( )

1

22

1
, tan

.
2 2

t

a y a t x
u x y dt

yy t x

a
a

 

 




 −

−
=−

−
= =

+ −

  
= − − =  

  


 

 :امتبر كحال  خار  أخر ،

( ) ( )
1,

,0
0, otherwise

a x b
u x f x

 
= = 


 

a,حي  b : ثوابت اختياري ا عن. ذ تكو 

( )
( )

( )

( )

( )( )

22

2

1
,

1 1
,

1

b

a

b x y

a x y

y
u x y dt

y t x

dv v t x y
v





−

−

=
+ −

= = −
+





 

 وبالتكامل ينتج أ :

( ) ( )1 11 1
, tan tan ,b a

b x a x
u x y

y y
 

 

− − − −
= − = − 

 
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b,حي  a تكو  كاا بالشكل التالي 

 

 

 :ايوما حل ملأل     (:2)  مثال

( ) ( )

( )

0 ; , 0

,0 ;

, ; , 0

xx yy

y

u u x y

u x g x x

u x y M x y

+ = −    

= −   

 −    

 

، دالثث  قابلثث  للتكامثثل علثثى g،ومقياسثثهادالثث  مللثثاا ققميثثا  gحيثث  إ 

)الاترة ),−  ا وأ( ) 0g x xعن.ما→ →ا 

)اجمل    الحل: ) ( ), ,yx y u x y  اج. أ : =

( ) ( ), ,

y

u x y x t dt=  

xx,وكذلك xxy yy yyyu u =  ا ومأ ثح اج. أ :=

( )

( ) ( ) ( )

0

,0 ,0

xx yy xx yy

y

u u
y

x u x g x

 




+ = + =



= =
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)لإذا كا  ) 0g x xعن.ما→ → لإ  الشثثروط الح.يثث  تثث د  ضثثانيا

)إلثثى )lim , 0
x

v x y
→

)، وكثثذلك = )lim , 0y v x y→ وعنثث.ما =

x →  ا 

 مأ الاةال اللاب  اج. أ :

( )
( )

( )
22

,
g ty

x y dt
y t x






−
=

+ −
 

 اج. أ : yوبالتكامل بالنلب  إلى 

( ) ( ) ( ) 221
, ln

2
u x y g t y t x dt c





−
= + − + 

 مق.ار ثابت اختيار ا cحي  

 

 لوريير أوج. الحل لالثثأل  القياثث  الح.يثث -باست .ات تحويل جا  (:3)  مثال

 لامادل  نب س لي وريح  اصف ناها ي :

 

 

 

 

 

 

)إذا كا   )lim , 0x u x y→ )و= )lim , 0x xu x y→ = 

( ) ( )

( )

( )

0 ; 0 , 0

,0 ; 0

0, 0 ; 0

, 0; 0

xx yyu u x y b

u x f x x

u y y b

u x b x

+ =     

=   

=  

=   
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0حي  b  و  مق.ار ثابتf    ،دال  مللاا ققمياf   قابلثث  للتكامثثل علثثى

الاترة )0, ا 

s,إذا كثثا  الحثثل: sF U لثثوريير للثث.التيأ-رثثور تحويثثل جثثا,f u  علثثى

 الترتيبا أ  أ :

( ) ( )

( ) ( )

0

0

2
sin ,

2
, , sin

s

s

F f x x dx

U y u x y x dx

 


 






=

=





 

التااضثثلي  لثثي هثثذه لوريير علثثى طرلثثي الامادلثث   -لإا  بتقبي  تحويل جا

 الالأل  احصل على الامادل  التااضلي  المادي 

2
s sU U = 

 ويكو  الحل المات لهذه الامادل  على الصورة:

)ا ) ( ) ( )1 2, cosh sinhsU y c y c y    = + 

)مأ الشرط الح.  ), 0sU b  احصل على:  =

( ) ( )1 2

sinh

cosh

b
c c

b


 


= − 

 وهكذا لإ :

( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2

2

sinh
, cosh sinh

cosh

sinh

cosh

s

b
U y c y c y

b

y b
c

b


    








= − +

−
=
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)وا   بتقبي  الشرط الح.  ) ( ),0s sU F = : ينتج أ 

( ) ( )2

cosh

sinh
s

b
c F

b


 


= 

 ومأ ثح ينتج أ :

( ) ( )
( )sinh

,
sinh

s s

y b
U y F

b


 



−
= 

 تمقي الحل الاقلو  وهذه ال.ال  بتقبي  التحويل المكلي

( ) ( )
( )

0

sinh2
, sin

sinh
s

y b
u x y F x d

b


  

 

 −
=  

( )
( )

0 0

sinh2
sin sin .

sinh

y b
f t t x dt d

b


  

 

  −
=   

 

 حل ملأل  التوريل الحرار   (:4)  مثال

( ) ( )

( )

2 ; , 0

,0 ;

, 0 as

t xxu c u x t

u x f x x

u x t x

= −    

= −   

→ →

 

قابثثثل للتكامثثثل علثثثى  fدالثثث  مللثثثاا ققميثثثا، ومقياسثثثها fحيثثث 

)الاترة ),− ا 

 

)إذا كا   الحل: ),U t لل.ال  تحويل لوريير( ),u x t : لإ 
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( ) ( )
1

, ,
2

i xU t u x t e dx


 −

−
=  

احصثثل علثثى تحويل على الامادل  التااضلي  الجز ي  لي الالأل  البتقبي   

 :الامادل  التااضلي  المادي 

( ) ( ) ( )
22, ,tU t c i U t  = 

 ت ول إلى الصورة: الامقاةومنها لإ  الامادل  

( )2 2 0 1tU c U+ = 

 ومأ الشرط انبت.ا ي اج. أ :

( ) ( )

( ) ( )

1
,0 ,0

2

1

2

i x

i x

U u x e dx

f x e dx F











 −

−

 −

−

=

= =





 

 اfلل.ال  تحويل لوريير Fحي 

)وحي  إ    )lim , 0
x

u x t
→

)لإ     = )lim , 0U t 
→

ا وبالتالي =

)لإ  حل الامادل   يأخذ الصورة: 1(

( ) ( )
2 2

, c tU t F e    ا=−

 اج. أ : وبتقبي  التحويل المكلي
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( ) ( )

( )

( )

2 2

2 21

1
, ,

2

1

2

i x

c t i x

c t

u x t U t e d

F e e d

F e



 



 


 






−

 −

−

− −

=

=

 = 
 



 

( )( ),f g x t=  (  بحلب ا ري  انلتاا ) 

)حي   )
2 21, c tg x t e − − = 

 
 :، أ  أ 

( )
2 2

2 2

2

2 2
2

2 4 22 4

1
,

2

1

2

1

2

c t i x

ix
c t

c t

ix x
c t

c t c t

g x t e e d

e d

e d

 

 












 −

−

 
− −  

 

−

   
− − +      

−

=

=

=







 

 

2
2 2 2

2
4

2

2

ixx c t c t
c te

e d





 − − −  
 

−
=  

 

2 2

2
4

22

x c t
ye dy

e
c t

−
 −

−
=  

 

2 2

2

2 2

2 2

4

02

4
4

2 2

2

1 2

2 2

x c t
y

x c t
x c t

e
e dy

c t

e
e

c t c t



−
 −

−
−

=

= =


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 وعلي  لإ :

( ) ( )( )

( ) ( )

, ,

1
,

2

u x t f g x t

f g x t d  




−

= 

= −
 

 

( )
( )

( ) ( )

2 2

2 2

4

2

4

2

1

2 2

1

4

x c t

x c t

e
f d

c t

f e d
c t





 


 


− −


−

 − −

−

=

=





 

 

 حل ملأل  التالي  لامادل  الاوج :  (:5)  مثال

( ) ( )

( ) ( )

2

1

2

; , 0, 0

,0 ;

,0 ;

tt xx

t

u c u x t c

u x f x x

u x f x x

= −     

= −   

= −   

 

,حي  xu u  تكو  مح.ودة عن.ماx → 1ا وال.وال 2,f f  ،مللاا ققميا

1و 2,f f دوال قابل  للتكامل على الاترة( ),− ا 

 :إيجاد الحل لهذه الالأل ، لإانا امر  تحوي   لوريير  الحل:

( ) ( )
1

, , ,
2

i xU t u x t e dx


 −

−
=  

( ) ( )
1

, 1,2
2

i x
j jF f x e dx j



 −

−
= = 

 على الالأل  احصل على: لورييروبتقبي  تحويل 
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( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

2

1 1

0,

1
,0 ,0

2

1
,

2

i x

i x

d U
c U

dt

U u x e dx

f x e dx F













 −

−

 −

−

+ =

=

= =





 

( ) ( )

( ) ( )2 2

1
,0 ,0

2

1

2

i x
t t

i x

U u x e dx

f x e dx F











 −

−

 −

−

=

= =





 

 والحل لهذه الالأل  الناتج  يكو  على الصورة:

( ) ( )
( )2

1, cos sin
F

U t F ct ct
c


   


= + 

 يمقي الحل الاقلو  بالصيغ  ومأ ثح لإ  تقبي  التحويل المكلي

( ) ( )
( )2

1

1
, cos sin

2

i xF
u x t F ct ct e d

c


   





−

 
= + 

 
 

 :وحي  إ 

( ) ( )cos 2, sin 2i i i ie e e e i    − −= + = − 

 لإ :

( )

( ) ( )

1

1

1
cos

2

1

2 2

i x

i x i ct i ct

F e ct d

F e e e d



  

  


 




−

 −

−
= +




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( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) 

1

1 1

1

2 2

1

2

i x ct i x ct
F e e d

f x ct f x ct

 
 



 + −

−
= +

= + + −


 

 بالاةل لإ :

( )

( ) ( )

1

1

1 sin

2

1

2 2

i x

i x i ct i ct

ct
F e d

c

F e e e d
i c



  


 



 
 



−

 −

−
= −





 

( ) ( ) ( )( )

( )

1

1

1

2 2

1

2 2

i x ct i x ct

x ct
i

x ct

F e e d
i c

F e d d
c

 



 
 

  


 + −

−

+


−
−

= −

 
=   

 



 

 

 

( )

( )

1

2

1 1

2 2

1

2

x ct
i

x ct

x ct

x ct

F e d d
c

f d
c

  


 

+


−
−

+

−

 
=  

 

=

 



 

 وهكذا لإ  الحل الاقلو  هو:

( ) ( ) ( )  ( )1 1 2

1 1
,

2 2

x ct

x ct

u x t f x ct f x ct f d
c

 
+

−

= + + − +  

 ا d’Alembert’s formulaوهذه ريغ  دالابر 

 

 حل الالأل  التالي  لامادل  الحرارة:  (:6)  مثال
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( )

( ) ( )

; 0, 0

,0 0 ; 0

0, ; 0

t xx

x

u u x t

u x x

u t g t t

=  

= 

= 

 

)حي  )lim , 0x u x t→  gدال  مللاا ققميثثا، ولهثثا مقيثثاسgوأ  ، =

قابل للتكامل على الاترة  )0, ا 

)اجمل  الحل: ),cU t  لوريير لل.ال  -تحويل جتا( ),u x t  لإ: 

  ( ) ( )

  ( )

2

0

2
, ,

2
, cos

c xx c x

c t

u U t u o t

u
u x t xdx

t

 







 = − −


 =



 

 

( )

( )

0

2
, cos

,c

u x t xdx
t

U t

t






   
=  
   


=




 

)وحي  إ   ),0 0u x  لإ : =

( ) ( )
0

2
,0 ,0 cos 0cU u x xdx 





= = 

 وعلى ذلك تصبب الالأل  على الصورة:

( )

( )

2 2

,0 0

c
c

c

dU
U g t

dt

U

 




  
= − − 

  

=
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 :ومنها

( )2 2c
c

dU
U g t

dt
 


+ = − 

وهذه ممادل  تااضلي  عادي  خقي ا لها المامل الاكامل 
2te  ا=

 والحل على الصورة:

( ) ( )
2 2

0

2
,

tt
cU t e g e d A     



−
  

= − + 
  

 

0Aثابت اختيار  يتميأ بالشرط انبت.ا ي، الذ  ي د  إلثثى  Aحي    ا =

 وبالتالي لإ :

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

0

0

2
,

2

tt
c

t t

U t e g e d

g e d

  

 

   


  


−

− −

  
= − 

  

= −





 

 احصل على: وبتقبي  التحويل المكلي

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 

( )
( )

( )

2

2

2

0 0

0 0

4

0

2 2
, cos

2
cos

2 1

2

t t

t t

t x t

u x t g e d xd

g e xd d

g e d
t

 

 

 

    
 


   



 
 

  

 − −

 − −

− −

  
= − 

  

= −

  
= −  

−  

 

 



 

 :حي 
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( ) ( )2 2

0 0
cos

2

i x i x
t t e e

e xd e d
 

   
  

−
 − − − − +

=  

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

2 2

2

2

0

0

0

1

2

1

2

1

2

t i x t i x

ix
t

t

ix
t

t

e e d

e d

e d

     

   
 

   
 







 − − + − − −

 
− − −  − 

 
− − +  − 

 = +
 

=

+







 

وياكثثأ إيجثثاد قياثث  كثثل مثثأ هثثذيأ التكثثامليأ، وال قثثوا  متروكثث  

 كتاريأا

 

 حل الالأل :  (:7)  مثال

( )

( ) 0

, 0, 0

,0 0, 0

0, , 0

t xxu u x t

u x x

u t u t

=  

= 

= 

 

 مق.ار ثابتا 0uحي  

)بجمل   الحل: ),sU t لوريير لل.ال -تحويل جا( ),u x t : لإ 

  ( ) ( )

    ( )

22
0, ,

,

s xx s

s t s s

u u t U t

d
u u U t

t dt

  




 = −


 =  =



 

( ) ( ),0 0 ,0 0su x U k=  = 
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 لوريير على الالأل  الامقاة احصل على:-جاوبالتالي بتقبي  تحويل 

2
0

2s
s

dU
U u

dt
  



  
= − + 

  
 

 :أ 

( )

2
0

2
,

,0 0

s
s

s

dU
U u

dt

U

 




+ =

=

 

 والحل لهذه الالأل  هو:

( ) ( )2

0
0

2
,

t t

sU t U e d
 

  


− −
=  

 وبحلا  التكامل اللاب  احصل على:

( )
2 2

0 02

2 1 2 1
,

t t

s

e e
U t U U

 

 
  

− −− −
= = 

 احصل على: وبتقبي  التحويل المكلي

( )   ( )

( )
2

1

0

0

0

2
, , sin

2 sin
1 .

s s s

t

u x t U U t x d

u x
e d

  





 

−

 −

=  =

= −




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ــال اعتبثثر حركثث  وتثثر مةبثثت مثثأ طرليثث  عنثث. اققتثثيأ البمثث.  (:8) مث

)، إذا كااتبينهاا ),f x t   تاةل القثثوة الاثث ثرة علثثى الثثوترا هثثذه

 الحرك  ت ضل للم قا  التالي :

( )

( ) ( )

( ) ( )

2 , , 0 , 0

,0 0, ,0 0 , 0

0, 0, , 0, 0

tt xx

t

u c u f x t x t

u x u x x

u t u t t







= +   

= =  

= = 

 

 بتقبي  تحويل جا ث لوريير على ممادل  الحرك  ينتج أ   الحل:

( )2 , 0s tt xxu c u f x t  − − =  

 وباست .ات ال اري  ال قي  للتحويل التكاملي اج. أ :

    ( )2 ,s tt s xx su c u f x t −  =     

)بارض أ  ),sU n t   هي تحويثثل جثثا ث لثثوريير الاحثث.ود لل.الثث( ),u x t ،

 لإ :

 

( )
( )

0

22

2 2

0

2
sin

,2
, sin

s tt tt

s

u u nxdx

d U n td
u x t nxdx

dt dt









 =

 
= = 

  





 

 ( احصل على:7) وباست .ات ا ري 

  ( ) ( ) ( ) ( )22
0, 1 , , .

n

s xx s

n
u u t u t n U n t


  = − − −
 

 

)وحي  إ  ) ( )0, , 0u t u t=  لإ : =
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  ( )2 , .s xx su n U n t = − 

)وبارض أ  ),sF n t  لثثوريير الاحثث.ود لل.الثث   -هي تحويل جثثا( ),f x t، 

 لإانا احصل على الامادل  التااضلي  المادي  ذا  الرتب  الةااي :

)ا )
2

2 2

2
,s

s s

d U
n c U F n t

dt
+ = 

 الامادل  حل على الصورة:لهذه  

( )

( ) ( )
0

, cos sin

1
, sin .

s

t

s

U n t A nct B nct

F n nc t d
nc

  

= +

+ −
 

 مأ جه  ثااي ، لإ  تقبي  التحويل على الشروط انبت.ا ي  ي د  إلى:

( ) ( ) ( )
0

2
,0 ,0 ,0 sin 0s sU n u x u x nxdx




=  = =    

( ) ( ),0 ,0 0s s t

d
U n u x

dt
=  =   

 وهكذا لإ  هذه الشروط ت د  إلى:

( ) ( ) ( )
0

1
, , sin .

t

s sU n t F n nc t d
nc

  = − 

 تمقي: التحويل المكلي
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( ) ( )

( ) ( )

1

1 0

, , sin

1
, sin sin .

s

n

t

s

n

u x t U n t nx

F n nc t d nx
nc

  



=



=

=

 
= − 

  



 

 

)لي الحال  ال ار ، عن.ما ),f x t a= : مق.ار ثابت لإ 

( ) ( )
0

2 2
, sin 1 1 .

n

s

a
F n t a nxdx

n



 
 = = − −
  

 ومأ ثح احصل على:

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

3 2

1 2
, 1 1 sin

2
1 1 1 cos

t
n

s

n

a
U n t nc t d

nc n

a
nct

n c

 




 = − − −
 

 = − − −
 


 

 وهكذا لإ  الحل يأخذ الصورة:

)ا ) ( ) ( )2 3
1

2 1
, 1 1 1 cos sin

n

n

a
u x t nct nx

c n



=

 = − − −
  

إذا كااثثت أوج. توزيل درج  الحرارة لي سلك مم.اي طولثث   (:9)  مثال

)الحرارة تتول. بام.ل ),g x t   لثثي وحثث.ة الثثزمأا وإذا كااثثت اهايتثثا

الللك ممزولتيأ، وكثثا  التوزيثثل انبتثث.ا ي ل.رجثث  الحثثرارة يمقثثى 

)بالاقثث.ار )f x  ا هثثذه الالثثأل  تثثتل ي لثثي إيجثثاد دالثث  درجثث

)الحرارة ),u x t  : التي تحق 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

, , 0 , 0

,0 , 0

0, 0, , 0, 0

t xx

x x

u u g x t x t

u x f x x

u t u t t







= +   

=  

= = 

 

)باثثثرض أ  الحثثثل: ),cU n t  هثثثو تحويثثثل جتثثثا ث لثثثوريير الاحثثث.ود

)لل.ال  ),u x t ا كاا لي الأمةل  اللثثابق ، لثثإ  تقبيثث  التحويثثل علثثى

ممادل  الحرارة، والأخذ لي انعتبار الشروط الح.يثث  يمقثثي ممادلثث  

 الرتب  الأولى:

( )2 ,c
c c

dU
n U G n t

dt
= − + 

)حي  ),cG n t  تحويل جتا ث لوريير لل.ال( ),g x t أ ، 

( ) ( )
0

2
, , coscG n t g x t nxdx




=  

 الحل لهذه الامادل  هو:

( ) ( ) ( )
2 2

0

, ,

t
n t n t

c cU n t e G n d Ae


 
− − −= + 

 التحويل للشرط انبت.ا ي يمقي:

( ) ( )

( ) ( )

0

0

2
,0 ,0 cos

2
cos

c

c

U n u x nxdx

f x nxdx F n









=

= =





 

)وباست .ات هذا الشرط انبت.ا ي على الحل  ),cU n t  ينتج أ: 
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( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0

, ,

t
n t n t

c c cU n t e G n d F n e


 
− − −= + 

 وهكذا لإ  التوزيل الاقلو  يمر  بال.ال :

( )
( )

( )
1

0
, , cos .

2

c
c

n

F
u x t U n t nx



=

= + 

 :باست .ات تحويل جا ث لوريير الاح.ود أوج. حل الالأل   (:10)  مثال

( )

( ) ( )

, 0 4, 0

,0 2 , 0 4

0, 0, 4, 0, 0

t xxu u x t

u x x x

u t u t t

=   

=  

= = 

 

)إذا كا   الحل: ),sU n t   هو تحويل جا ث لوريير الاح.ود لل.ال( ),u x t ا

لثثإ  تقبيثث  التحويثثل علثثى ممادلثث  الحثثرارة، والأخثثذ لثثي انعتبثثار 

)الشثثثروط الح.يثثث  ) ( )0, 4, 0u t u t= ، يمقثثثي ممادلثثث  الرتبثثث  =

 الأولى 

2 2

16

s
s

dU n
U

dt


= − 

 الحل لهذه الامادل  هو:

)ا )
2 2 16, n t

sU n t Ae −= 

 التحويل للشرط انبت.ا ي يمقي
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( ) ( )

( )

4

0

4

0

1
,0 ,0 sin

2 4

16
sin 1

4

s

n

n x
U n u x dx

n x
x dx

n







=

= = − −





 

) وبالتثثالي لثثإ  ) ( )
2 2 1616

, 1
n n t

sU n t e
n





−= − وهكثثذا لثثإ  الحثثل ، −

 يمر  بال.ال الاقلو  

( ) ( )

( ) 2 2

1

16

1

, , sin
4

116
sin .

4

s

n

n

n t

n

n x
u x t U n t

n x
e

n











=


−

=

=

−
=




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 ة التكامليتطبيقات تحويلات فوريير في المعادلات  6

Applications of Fourier transforms to IEs 

طريق  تحوي   لوريير ياكأ أ  تلت .ت لحل بمض الامادن  التكاملي  

عن.ما تكو  اواة الا ثر التكاملي الاوجود لي الامادل  على الصورة 

( )g x t− ا ولتوضيب القريق  امتبر ممادل  لري.هولح 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1u x u t g x t dt f x


−

+ − = 

f, حي  g  دوال ممقاة، و   بارامتر مملوتا 

)بتقبي  تحويل لوريير على طرلي الامادل  ، واست .ات ا ري  1(

 اج. ا   انلتاا ،

( ) ( ) ( ) ( )2 .U k U k G k F k+ = 

 ومنها لإ 

( )
( )

( )
.

1 2

F k
U k

G k 
=

+
 

)حل الامادل  وبالتحويل المكلي احصل على )1  

( )
( )

( )

1
.

2 1 2

ikxF k e
u x dk

G k  



−

=
+

 

)لإذا كاات ) 1
x

g x )لإ   = ) ( )2
sgnG k i k=  ، ومأ ثح−

( )
( )

( )
1

.
1 sgn2

ikxF k e
u x dk

i k 



−

=
− 
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)وإذا كاات  ) ( )1
2

1, x

x
g x = )لإ    = ) 1 1

2 ik
G k


 ، وبالتالي =

( )
( )

( )   

( )

1

12

1
' 2

2

' 2 ' .

ikx

x ikx

x x t

F k e
u x ik dk

ik

f x e e dk

f e f t e dt










−



−

−



− −

−

=
+

=  

=  =







 

 أوج. الحل للامادل  التكاملي  (: 1مثال )

( )

( )
2 2 22

1
, 0.

u t dt
b a

x bx t a



−

=  
+− +

 

بأخذ تحويل لوريير لقرلي الامادل ، واست .ات ا ري  انلتاا   الحل: 

 اج. أ 

( ) 2 2

1
2 ,

2

b k
e

U k
x a b




−
 

 = 
+ 

  

 أو

( ) ,
2

a k b k
e e

U k
a b




− −

= 

)حي   ) ( ) U k u x=   ا ومأ ذلك احصل على 

( ) ( )1

2

b a ka
U k e

b

− − 
=  

 
 

 بتقبي  التحويل المكلي ينتج الحل
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( ) ( )

( ) ( )

( )
22

2

1 1

2

.

b a k ikxa
u x e e dx

b

a

b b a ix b a ix

a b a

b x b a








− −

−

=

 
= + 

− + − −  

−
=

+ −



 

 حل الامادل  التكاملي   (:2مثال )

( ) ( ) ( )4 .
a x t

u x e u t dt g x


− −

−

+ =  

)بارض أ   الحل:  ) ( )  ( ) ( ) ,U k u x G k g x=  =  وبأخذ تحويل ،

 لوريير لقرلي الامادل  الامقاة لإ 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2
4 2 ,

2

.
8

a
U k U k G k

k a

k a
U k G k

k a a




+  =
+

+
=

+ +

 

 ومأ ثح لإ  تقبي  التحويل المكلي ي د  إلى

( ) ( )
2 2

2 2

1
.

82

ikxk a
u x G k e dk

k a a



−

+
=

+ + 

)  امتبر بمض الحال  ال ار ، عن.ما  ا  )1,
x

a g x e
−

= لإ    =

( ) 2

2 1

1
G k

k
=

+
 ا ومأ ثح يكو 

( ) 2

1
.

9

ikxe
u x dk

k



−

=
+ 
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باست .ات ا ري  البواقي، لي حلا  التكامل اللاب ، احصل على الحل 

 الاقلو 

( )
31

3

31
3

3

, 0

, 0

1
.

3

x

x

x

e x
u x

e x

e

−

−

 
= 



=

 

 للامادل  التكاملي  أوج. الحل (: 3مثال )

( ) ( ) 2 2

1
.u x t u t dt

x a



−

− =
+ 

)بوضل  الحل:  ) ( ) U k u x=  واست .ات تحويل لوريير لإانا احصل ،

 على 

( )22
2

a k
e

U k
a




−

=  

)وبالتالي   )
1

2
1

.
2

a k

U k e
a

−

 ا وبتقبي  التحويل المكلي لإ  =

( )
1

2

2 2

0

2 2 2 2

1 1

2 2

1

2

1 4 2
.

4 42

a k
ikx

a a
k ix k ix

u x e e dk
a

e dk e dk
a

a a

x a x aa








−

−

    
− + − −   

   

−

=

 
= + 

  

= =
+ +



   
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 تحويلات لابلاس وخواصها  7

Laplace transforms and its properties 

يمقثثي طريقثث  مباوثثرة إيجثثاد حلثثول لامثثادن   تحويثثل نبثث س

تااضلي  تحق  وروط ابت.ا ي  وح.ودي  دو  الحاج  إلى إيجاد الحل المثثات 

حثثلا لثثي هثثذا ومأ ثح تح.ي. قيح الةوابت انختياريثث  التثثي يتضثثانها هثثذا ال

 الاصل سو  اق.ت بمض الاااهيح الن ري  الأساسي  لتحويل نب سا

)إذا كاات  (:1)  تمريف )f x  دال  ممرل  على الاترة )0,  لإ  تحويثثل

 هو: fلل.ال  نب س

( )1   ( ) ( ) ( )
0

stL f t F s e f t dt
 −= =    

0لكل s  أو لكلs    ع.د مركب بحيثث( )Re 0s  .ا ياتثثرض أاثث  توجثث

،بحي  يكو  هذا التكامل تقاربيا ا وعن. ثثذ 0s، لتكأsعلى الأقل قيا  للم.د

0sلإ  التكامل يتقار  لكل s ا 

)ال.الثث  )f x أو تحويثثل ال.الثث تلثثاى التحويثثل المكلثثي ،( )F s ،

لمكلثثثثثثثثي بثثثثثثثثالرمزوعثثثثثثثثادة يرمثثثثثثثثز للتحويثثثثثثثثل ا 1L F− ا

)واكتب )  1f x L F−=ا 

)عثث.دا  مركبثثا  لثثإ     sلي الحال  عن.ما يكو  )Re s    يجثثب أ  يكثثو

)كبيرا  بحي  يكو  التكامل  تقاربيا ا1(
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)لإانا الت .ت fل.ال  نب سعن. حلا  تحويل  )f x لق  لقثثيحx 

لي الاترة )0,0ا ولكلx   امتبر( ) 0f x  ا=

 االتالي  تمقي الشروط الكالي  لوجود تحويل نب سالن ري  

دالثث  متصثثل  ققميثثا علثثى الاتثثرة   fإذا كااثثت  (:1)  ا ري  )0, وإذا ،

M,وج.  الأع.اد الاوجب  T    والم.د الحقيقي  بحي  لكلT t 

( ) tf t Meا لإ  تحويل نبثث س L f   يكثثو  موجثثودا  لكثثل

s ا 

 :واضب أ  البرها :

  ( ) ( ) ( )
0 0

Tst st st

T
L f e f t dt e f t dt e f t dt

 − − −= = +   

، ومثثأ fالتكامل الأول لي القر  الأياأ هو تكامل تقثثاربيلأ لأ  ال.الثث 

)ثثثح ال.الثث  )ste f t− هثثي متصثثل  ققميثثا علثثى الاتثثرة 0,T  لأ  مقثث.ار

Tا مأ جه  ثااي ، لإا  لكلsثابت t : لإ 

( ) ( )
.

s ts te f t M e
− −−  

sولذلك، لإانا لكل  :احصل على 

( ) ( )

( )
( )

st st

T T

s t
s t

T

e f t dt e f t dt

M e
M e dt

s






 − −

− −
 − −



 =  
−

 


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M,إذا وج.  الأعثث.اد الاوجبثث م ح  :   T    والمثث.د الحقيقثثي    بحيثث

Tلكل  t ( ) tf t Me    عن. ذ يقال أ  لل.الf    رتب  أسي ا 

 

 التالي : fلكل مأ ال.وال أوج. تحويل نب س  (:1)  مةال

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2

1 2

3 4 sin

tf t c f t e

f t t f t t





= =

= =
 

c,حي    مقادير ثابت ا 

)( إذا 1)  الحل: )f t c=   حيc : مق.ار ثابت لإ 

( )
0 0

0

, 0st st st

t

c c
F s c e dt c e dt e s

s s


 − − −

=

−
= = = =   

)( إذا 2) ) tf t e= 

( ) ( )

0 0

sst tF s e e dt e dt
  − −−= =  

 ( )

0

1 1
,

s

t

e s
s s




 


− −

=

−
= = 

− −
 

)( إذا 3) ) 2f t t= 
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( ) 2

0

2

00

2 2 30
0

2

2 2 2
, 0

st

st st

t

st
st

t

F s e t dt

t
e e dt

s s

te
e dt s

s s s

 −

 − −

=


−

 −

=

=

−
= +

−
= + = 







 

بوج  عات ياكأ إثبا  أ  
1

!n

n

n
L t

s +
  =  0لكل sا 

)( إذا 4) ) sinf t t=   حي : مق.ار ثابت لإ 

( )
0

0
0

sin

sin cos

st

st
st

F s e tdt

e
t e t dt

s s




 

 −


−

 −

=

 
= − + 
 





 

 

( )

0
0

2

2 2

cos sin

, 0

st
st

t

e
t e t dt

s s s

F s s
s s

 
 

 


−

 −

=

   
= − −  

   

= − 


 

 وبالتالي احصل على:

( ) 2 2
, 0F s s

s




= 

+
 

 :إثبا  أ بالاةل ياكأ 

ا  2 2
cos , 0

s
L t s

s



= 

+
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 لل.ال  أوج. تحويل نب س  (:2)  مةال

( )
; 0 2

1 ; 2

x x
f x

x

 
= 


 

دال  متصل  ققميا  على  fنحظ أ   الحل: )0,  وأ 

0

1 , 0
!

n n
ax

n

a x
e a

n

=   

))حيثث     fال.الثث هذا يمنثثي أ    ) 1f x 2  لكثثل  = x  لهثثا رتبثث  أسثثي )

 ا وحي  إ 1تلاو 

0 !

n
x

n

x
e x

n

=  

)لإ  ال.ال  )f x x=لكل ،x    لي( 0لأ   a، لها رتب  أسثثي 0,2( a ا

 موجود، وأ  fلذلك لإ  تحويل لل.ال 

( ) ( )
0

sxL f x f x e dx
 −=    

2

0 2

2
2

0
0 2

2 2
2

2

2

2 2

1 1

2 1
1

1 1 1
, 0

sx sx

sx sx sx

x x

s s
s

s

xe dx e dx

x
e e e

s s s

e e
e

s ss

e s
ss s

− −



− − −

= =

− −
−

−

= +

−
= + −

−
 = − − + 

 
= − +  

 

 


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 لل.ال  الاتصل  ققميا  (:3)  مةال

( )
2

2 ; 0 1

1 ; 1 3

; 3x

x

f x x

e x

−  


=  




 

 لإ :

  ( )

( )

1 3 2

0 1 3

3 23

2

2 3
, 2

2

s ts t s t

ss s

L f e dt e dt e dt

e e e
s

s s s s

 −− −

−− −

= − + +

= − + − + 
−

  
 

المكلثثي ل.الثث  قياسثثي   ياكثثأ الحصثثول علثثى تحويثثل نبثث س ملاحظــة:

( )F s    بتحليلهثثا إلثثى كلثثور جز يثث ، وباسثثت .ات جثث.اول تحثثوي

لكثثثل كلثثثر، ومثثثأ ثثثثح  ياكثثثأ إيجثثثاد التحويثثثل المكلثثثي نبثثث س

)لل.ال  )F sا الاةال التالي يوضب ذلكا 

أوج.   (:4)  مثال 1L F−  إذا كا 

( )
( )( )

1
;F s a b

s a s b
= 

− −
 

)بتحليل  الحل: )F s :إلى كلور جز ي  احصل على 

( )
( )( )

1 1 1 1
F s

s a s b a b s a s b

 
= = − 

− − − − − 
 

 وبالتالي لإ :

 1 1 11 1 1 at bte e
L F L L

a b s a s b a b

− − −  −   
= − =    − − − −    
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 خوال تحوي   نب س 7-1

                                     Properties of Laplace transforms 

 خقي" "تحويل نب س  (:1)  ا ري 

إذا كا    ,L g L f  تحوي   نب س لل.وال,g f  على الترتيب

 لإ :

( ) ( ) ( ) ( )L a f t bg t a L f t b L g t+ = +           

b,حي  a مقادير ثابت ا 

 متروك كتاريأا البرها :

)( حي  إ  1)  (:5)  مثال )2 1
cos 1 cos2

2
t t =  لإ : +

   

2 2

1 1 1 1
cos2 1 cos2

2 2 2 2

1 1

2 4

L L t L L t

s

s s

 



   
+ = +   

   

 
= + 

+ 

 

( )

   

   

2

2

2

2 4 7 5cos3

4 7 5cos3

4 7 5 cos3

x

x

x

L x e x

L x L e L x

L x L e L x

 + + 

 = + + 

 = + + 

 

 
2 2

2 2

1 1
4 7 5

2 9

4 7 5

2 9

s

ss s

s

ss s

= + +
− +

= + +
− +
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 "s-"خاري  إزاح   (:2)  ا ري 

)إذا كا  )F s لل.ال  تحويل نب سf وa : مق.ار ثابت لإ 

( ) ( ).atL e f t F s a  = −  

 البرها : 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

at st at

s a t

L e f t e e f t dt

e f t dt F s a

 −

 − −

  = 

= = −




 

 (:  6)  مثال

( )
( )

2 7 2

3 3

2 2
1 ,

7

tL t L e t
s s

   = =   
−

 

( )  
( )

2 2 2 2
2 sin , sinatL t L e t

s s a

 
 

 
 = = + − +

 

 "t"اإزاح   (:  3)  ا ري 

)إذا كاات )F s ل.ال  تحويل نب سf لل.ال  لإ  تحويل نب س 

( )
( )

0, x
f x

f x x




 


= 

− 
 

)هو   )se F s−ا 

 عر  ال.ال : البرها :
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( )
0 ; 0

1 ; 0

t
H t

t


= 


 

 :واضب أ 

 
0

1stL H e dt
s

 −= = 

 :مأ جه  ثااي  واضب أ 

( ) ( ) ( )f t f t H t  = − − 

 :لأ 

( )
( )

( )

( ) ( )

0 ;

;

0 ;

1 ;

t
f t

f t t

t
f t

t

f t H t





 






 


= 

− 


= − 



= − −

 

 يبقى إثبا  أ :

( ) ( ) ( )sL f t H t e F s  −− − =   

)لإذا كا   )F s    تحويل ال.ال( )f t : لإ 

( ) ( )

( ) ( )

0

0

s s s

s

e F s e e f d

e f d

  

 

 

 

− − −

 − +

=

=




 

xبوضل   =  لإ  التكامل اللاب  يصبب على الصورة: +
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( ) ( )

( ) ( )

 

0

s sx

sx

e F s e f x dx

e f x H x dx

L f









 

− −

 −

= −

= − −

=



 

 لل.ال : أوج. تحويل نب س  (:7)  مثال

( )

1 ; 0

0 ; 2

sin ; 2

t

f t t

t t



 



 


=  
 

 

 :واضب أ   الحل:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )sin 2 2f t H t H t t H t  = − − + − − 

 وبالتالي لإ :

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

2

sin 2 2

1

1

s s

L f t L H t L H t

L t H t

e e

s s s

 



 

− −

= − −          

+ − −  

= − +
+

 

 المكلي لل.ال : تحويل نب س  :(8)  مثال

 
( )

       

2 2

2 2 2

2 2

1 2 2

1

2 1 2 cos

s s s

s s s

e e se
F s

ss s s

L t e L t e L e L t





− − −

− − −

= − − −
+

= − − +

 

 
  ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2

2 cos

L t L t H t L H t

L t H t 

= − − − − −      

+ − −  
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 وهكذا لإ :

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 2 2 2

2cos

1 2 2cos

1 2 2cos

L F s t t H t H t

t H t

t H t t H t

t H t t H t

 

 



− = − − − − −  

+ − −

= − − + − −  

= − − − −  

 

 وبالتالي لإ :

( )1

; 0 2

0 ; 2

2cos ;

t t

L F s t

t t





−

 


=     
− 

 

 "تحوي   نب س للاشتقا  التااضلي "  (:4)  ا ري 

f،وإذا كااثثتدالثث  متصثثل  وذا  رتبثث  أسثثي  fإذا كااثثت    دالثث

متصل  ققميا  على الاترة )0,: لإ ، 

( ) ( ) ( )0 .L f t sL f t f = −       

 :واضب أ  البرها :

  ( )

( ) ( )

  ( )

0

00

0

st

st st

t

L f e f t dt

f t e s f t e dt

sL f f

 −

 − −

=

 =

= +

= −



 

)حي  إ  ) xf x M eلإذاs  لإ( )lim 0st
t f t e −
→  ا=
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)إذا كاات  (:5)  اتيج  )1
, ,...,

n
f f f

−  دوال متصثثل  علثثى الاتثثرة )0, 

)وإذا كااثثثت )n
f دالثثث  متصثثثل  ققميثثثا  علثثثى )0, ا وإذا كااثثثت

)الثث.وال )k
f 0,1,2لكثثل,k إ  هثثي دوال ذا  رتبثث  أسثثي ا لثث  =

) تحويل نب س )n
L f 
 

 موجود ويمر  بالصيغ  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

2 12

0

0 ... 0 0 .

n n n

n nn

L f t s L f t s f

s f sf f

−

− −−

  = −   

− − − −

 

 

 :واضب أ   (:9)  مثال

( )
2

2

2
2 cos sin sin

d
L t t t L t t

dt
    

 
 − =   

 

 

  ( ) ( )

 

2
0

0

2

sin sin sin

sin

t
t

s L t t s t t t t

s L t t

  



=
=

= − −

=

 

 ومأ ذلك لإا  ياكأ إيجاد sinL t t  ا حي: 

 

   

2 2

2

sin 2 cos sin

2 cos sin

s L t t L t t t

L t L t t

    

   

 = − 

= −
 

 وهكذا لإ :

( )    2 2

2 2
sin 2 cos 2

s
s L t t L t

s
    


+ = =

+
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 :ومأ ثح

 
( )

2
2 2

2
sin

s
L t t

s





=

+
 

)إذا كاات  (:10)  مثال ) 2sinf t t=  : لإ 

( ) ( )2sin cos sin 2 , 0 0f t t t t f = = = 

وحي  إ    ( )  0sL f f L f −  لإ : =

 2

2

2
sin 0 sin 2

4
sL t L t

s
  − = =  +

 

 وبالتالي لإ :

( )
2

2

2
sin

4
L t

s s
  =  +

 

 "تحويل التكام  "  (:6)  ا ري 

،علثثثى دالثثث  متصثثثل  ققميثثثا، وذا  رتبثثث  أسثثثي  fإذا كااثثثت

الاترة )0, : لإ 

( )    
0

1
, max 0, .

t
L f u du L f s

s
  = 

   

 :ال.ال  البرها :

( ) ( ) ( )
0

, 0 0
t

g x f u du g= = 
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)ا وأ متصثثل  وذا  رتبثث  أسثثي  ) ( )g t f t التثثي  tماعثث.ا النقثثاط =

gغيثثر متصثثل ا ولثثذلك لثثإ   fعن.ها تكو  ال.الثث     متصثثل  ققميثثا علثثى

الاترة )0,: ا وبالتالي لإ 

      ( )
0

0
t

L f L g sL g sL f u du = = − =
   

 وهذا يكالئ: 

( )    
0

1
, max 0,

t
L f u du L f s

s
  = 

   

)إذا كا م ح  :   )F s لل.ال  تحويل نب سf : لإ 

( ) ( )1

0

1 t

L F s f u du
s

−  
= 

 
 

 :المكلي أوج. تحويل نب س  (:11)  مثال

( )
1 1

2 22 2

1 1 1
L L

s ss s



 

− −
 

   =   + +  
 

 

( )2

0

1 1
sin 1 cos

t

u du t 
 

= = − 

 (:  12)  مثال

( )2 2 0

sin 1
1 cos

tt
L t L d


 

 

     
− = −    

    
 
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 

 

1

0

2 20

1
sin sin

1 1
cos 1 cos

t

t

L L t d
s

t


  
 

 
 

−

=

  
=  = 

 

= − = −


 

( )

2 20

2 2 2

1 cos 1 1 cos

1
.

t t
L d L

s

s s

 


 



− −   
= =   

   

=
+


 

 "مشتقا  التحوي  "  (:7)  ا ري 

)إذا كا  )F s ل.ال  تحويل نب سf : لإ 

( ) ( ) ( ) ( )1 , 1,2,
n nnL t f t F s n  = − =  

)حي  إ   البرها : ) ( )
0

stF s e f t dt
 −=  : لإ 

( ) ( )( ) ( )
0 0

st std
F s e f t dt te f t dt

ds

 − − = = −  

 وبالتالي لإ :

( ) ( )  ( )
0

stF s e tf t dt L t f t
 − = − =    

 احصل على: sبتكرار التااضل بالنلب  إلى

( ) ( ) ( ) ( )  ( )
0

1
n n st n nF s e t f t dt L t f t

 −  − = =   

2cosلل.وال  أوج. تحويل نب س  (:13)  مثال , sin 4t t t t 
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   الحل:

( )    

( )

2

2 2 2 2 2
2 2

1 cos cos

1 2

d
L t t L t

ds

d s s

ds s s s

 

  

= −

 
  

= − = − −  
+ +  + 

 

 

 

( ) ( )  

( )

( ) ( )

2
22

2

2

2 2 2
2

2

2 3
2 2

2 sin 4 1 sin 4

4 2
4

16 16

1 4
8

16 16

d
L t t L t

ds

d d s

dsds s s

s

s s

  = − 

 
−   = =   +  +  

 
 = − −
 

+ +  

 

 " "تكامل التحوي   (:8)  ا ري 

)إذا كثثثثثا  )F s ل.الثثثثث  تحويثثثثثل نبثثثثث س( )f t ا وإذا كااثثثثثت

)ال.الثث  )f t t   0محثث.ودة لثثي جثثوار النققثثt )أ  أ   =
( )

0
lim
t

f t

t+→
 

 موجودة( لإ :

( )
( ) .

s

f t
L F y dy

t

 
= 

 
 

 :واضب أ  البرها :
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( ) ( )
0

stf t f t
L e dt

t t

 − 
= 

 
 

( )

( )( )
( )

0

0

yt

s

yt

s

s

e dy f t dt

e f t dt dy

F y dy

  −

  −



 =
  

=

=

 

 



 

 أوج.  (:14)  مثال

( )
24sin

2 1 cos2
x

x
L L

x x





  
   −   =   

   
  

 

)اجمل    الحل: ) 1 cosf x x=  لإ : −

( )   2 2

1 s
F s L f

s s 
= = −

+
 

 وبالتالي لإ :

( )

2

2 2

4sin
12

2 2
s s

x
y

L F y dy dy
x y y





 

  
      = = −   

+   
  

 
 

( )
2

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2ln ln ln

ln1 ln ln

y s
y s

y
y y

y

s s

s s




 




=
=

 = − + =
  +

= − = −
+ + 
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 "تحويل ال.وال ال.وري "  (:9)  ا ري 

دال  متصل  ققميثثا علثثى الاتثثرة  fإذا كاات )0,  ودوريثث  ودورتهثثاT 

0  لكل لإا s  ا 

  ( )
0

1

1

T sx

sT
L f e f x dx

e

−

−
=

−  

 :حي  إ  البرها :

  ( )

( ) ( ) ( )

0

0
1

sx

T sx sx

T

L f e f x dx

e f x dx e f x dx

 −

− −

=

= +



 
 

xباست .ات التمويض  t T=  :لإا  +

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0
2

s t Tsx

T

sT st

e f x dx e f t T dt

e e f t dt

  − +−

− −

= +

=

 


 

)نحظ أ   ) ( )f t T f t+  اTدال  دوري  ودورتها fلأ  =

)بالتمويض مأ  )لي  2(  احصل على: 1(

( ) ( ) ( )

( )  

0 0

0

T sx st st

T sx sT

L f x e f x dx e e f t dt

e f x dx e L f

− − −

− −

= +  

= +

 



 

 ومأ ثح لإ :

  ( )
0

1
TsT sxe L f e f x dx− − − =   
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  ( )
0

1

1

T sx

sT
L f e f x dx

e

−

−
=

−  

 :لل.ال  أوج. تحويل نب س  (:15)  مثال

( )
sin ; 0

0 ; 2

Tx x T
f x

T x T



 

 
= 

 
 

دوري  ودورتها  fال.ال    الحل:
2

T


 :حي  

( )
2

sin sin 2 sinT x Tx Tx
T




 
+ = + = 

 
 

 وبالتالي لإ :

  ( )
2

2 0

2 0

1

1

1
sin

1

T sx

s T

T sx

s T

L f e f x dx
e

e Txdx
e









−

−

−

−

=
−

=
−





 

 وحي  إ :

 

0

00

0

sin

1
sin cos

cos

T sx

T Tsx sx

x

T sx

I e Txdx

T
e Tx e Tx dx

s s

T
e Tx dx

s



 



−

− −

=

−

=

−
= +

=







 

2

2 2 00

2

2 2

cos sin

1

T Tsx sx

x

s T

T T
e Tx e Tx dx

s s

T T
e I

s s

 



− −

=

−

= − −

 = + − 


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 وهكذا لإ :

2 2
1

s

T
T

I e
s T


− 

= + 
 +  

 

 وبالتالي لإ :

 
( )

( )( )

2 2 2

2 2

11

1

1

s T

s T

s T

T e
L f

e s T

T

s T e







−

−

−

+
= 

− +

=
+ −

 

 

f,إذا كاات  (:1)  تمريف g   دوال قابل  للتكامل لإ  التاا,f g  ويرمثثز

fل   g ( ويقرأconvolution of f , g) : يمر  بالصيغ 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0

x

x

f g x f t g x t dt

f x t g t dt

 = −

= −




 

 

 " Convolution Theorem "ا ري  انلتاا   (:10)  ا ري 

)إذا كااثثت ) ( ),F s G s تحثثوي   نبثث س للثث.وال( ) ( ),f x g x 

)على الترتيب لإ   ) ( )F s G s ل.ال  انلتاا  تحويل نب سf gا 

 م ح  :  
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( ) ( )  ( )( )

( ) ( )

1

0

x

L F s G s f g x

f t g x t dt

− = 

= −
 

 :حي  إ  البرها :

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1sF s G s e f G s d  
 −=  

)وحي  إ   ،مأ جه  ثااي  )G s لل.ال   تحويل نب سg : لإ 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
0

s

sx

e G s L g x H x

e g x H x dx

  

 

−

 −

= − −  

= − −
 

 :وحي  إ 

( )
1 ;

0 ;

x
H x

x







− = 


 

 لإ :

( ) ( )s sxe G s e g x dx




− −= − 

)وبالتمويض لي  )عأ  1( )se G s− 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

0

0

sx

sx

F s G s f e g x dx d

e f g x dxd





  

  

  −

  −

= −

= −

 

 

 

 :كاا بالشكل التالي xهذا التكامل الةنا ي على منقق  لي الالتو 
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 وبتغيير ترتيب التكامل احصل على:

( ) ( )

( ) ( )

0

0 0

sx

x sx

e f g x dxd

e f g x d dx


  

  

  −

 −

−

= −

 

 

 

  :ولذلك

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )  

0 0

0

xsx

sx

F s G s e f g x d dx

e f g x dx L f g

  
 −

 −

 = −
  

=  = 

 



 

 وهذا هو الاقلو ا

 م ح ا :

)  )انلتاا  إب.الي( )1 f g g f =  

)  )انلتاا  دامج( ) ( ) ( )2 f g h f g h  =   

) (ل)انلتاا  يحق  قااو  التوزي ) ( )3 f g h f g f h + =  +  

( )4 0 0 0f f =  = 

))بوج  عات(   )5 1f f  
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 المكلي لل.ال  أوج. تحويل نب س  (:16)  مثال

( )
( )( )2 2

2

1 4

s
k s

s s
=

+ +
 

  :الواضبمأ   الحل:

( ) 2 2

2

1 4

s
k s

s s
= 

+ +
 

  :وحي  إ 

   2 2

2
sin 2 , cos

4 1

s
L t L t

s s
= =

+ +
 

 لإ :

( ) ( ) ( )1

0
cos sin 2 1

t
L k s t d  − = −    

 باست .ات الاتقابق  الاةلةي 

( ) ( ) ( ) 
1

sin 2 cos sin sin 3
2

t t t   − = + + − 

)لي  احصل على:1(

( ) ( ) ( ) 1

0

1
sin sin 3

2

x
L k s x t t x dt− = + + −    

( ) ( )
0

1 1
cos cos 3

2 3

t

t t


 
=

 
= − + − − 

 
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 

 

1 1
cos cos2 cos cos2

2 3

2
cos cos2 .

3

t t t t

t t

 
= − + − 

 

= −

 

 

 Laplace Transform Table جدول تحويلات لابلاس 7-2

( )y f x=  ( )  Y s L f=  

nx1.  ( )
1

1
, 1

n

n
n

s +

 +
 − 

n a xx e2.  

( )
1

!
n

n

s a
+

−

 

1 2x −
3.  

s

 

sina xe bx4.  

( )
2 2

b

s a b− +
 

cosa xe bx5.  

( )
2 2

s a

s a b

−

− +

 

sinhax6.  
2 2

a

s a−
 

coshax7.  
2 2

s

s a−
 

ax bxe e

a b

−

−
8.  ( )( )

1
, a b

s a s b


− −
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( )y f x=  ( )  Y s L f=  

ax bxae be

a b

−

−
9.  ( )( )

,
s

a b
s a s b


− −

 

sinx ax10.  

( )
2

2 2

2as

s a+

 

cosx ax11.  

( )

2 2

2
2 2

s a

s a

−

+

 

sinhx ax12.  

( )
2

2 2

2as

s a−

 

coshx ax13.  

( )

2 2

2
2 2

s a

s a

−

−

 

1 x ae
a

−
14.  

1

1 as+
 

1 x ae −−15.  

( )
1

1s as+
 

2

1 x axe
a

−
16.  

( )
2

1

1 as+
 

( )1x ae ax− −17.  

( )
2

s

s a+
 

( )2

1
1 cosax

a
−18.  

( )2 2

1

s s a+
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( )y f x=  ( )  Y s L f=  

( )3

1
sinax ax

a
−19.  

( )2 2 2

1

s s a+
 

( )3

1
sin cos

2
ax ax ax

a
−20.  

( )
2

2 2

1

s a+

 

21. 

21 1 3 3
cos 3sin

3 3 2 2

a x a xe e ax ax−
 

− − 
 

 

2

3 3

a

s a+
 

( )
1

sinh sin
2

ax ax−22.  
3

4 4

a

s a−
 

axe

x

−

23.  
1

s a+
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 حساب تكاملات المحددة  تطبيقات تحويلات لابلاس في 8

Applications of Laplace Transforms to Definite Integrals 

تكام   مح.ودة تحتو  على بارامترا يلت .ت تحويل نب س لي حلا  

 وتمتا. القريق  أساسا على تب.يل ترتيب ع ما  التكامل، أ 

( ) ( ), , .

b b

a a

L f x t dx Lf x t dx=  

 وياكأ توضيب القريق  بالأمةل  التالي ا 

احلب التكامل  (: 1مثال )
0

cos

t

bx dx  

 بأخذ تحويل نب س للتكامل اج. أ الحل: 

2 2 2 2

0

1 1
cos

t
s

L bx dx
s s b s b

 
= = 

+ + 
 

 وبالتحويل المكلي لإ 

1

2 2

0

1 1
cos sin

t

bx dx L bt
s b b

−  
= = 

+ 
 

احلب التكامل (: 2مثال )
0

sin

t

axe bx dx 

 باست .ات تحويل نب س اج. أ الحل: 

( )

( ) ( )

2 2
0

2 22 2 2 2

1
sin

1

t

ax b
L e bx dx

s s a b

b s a b
b a

a b s s a b s a b

 
= 

− + 

 −
= − + 

+ − + − +  


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 وذلك باست .ات الكلور الجز ي ا بتقبي  التحويل المكلي اج. أ 

2 2

0

1
sin cos sin .

t

ax at ate bx dx b be bt ae bt
a b

 = − + + 

 اوج. قيا  التكامل (: 3مثال )

( )
( )2 2

0

sin
.

tx
f t dx

x x a



=
+

 

)بارض أ   الحل:  )  ( )ˆL f t f s=   لإ 

( )
( )

( )( )

( )

2 2

0 0

2 2 2 2

0

2 2 2 2 2 2

0

2 2

ˆ sin

1 1 1

1 1 1 1

2 2

1 1
.

2

stdx
f s e tx dt

x x a

dx

x s x a

s a x a x s

s a a s sa s a

s s a

 



 

−





=
+

=
+ +

 
= − 

− + + 

 
= − = 

− + 

 
= − 

+ 

 



 

 بتقبي  التحويل المكلي احصل على الاقلو 

( ) ( )1 .
2

atf t e
 −= − 

 احلب التكامل (: 4مثال )

( )
2

2

0

sin
.

tx
f t dx

x



=   
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22sinإ    حي الحل:  1 cos2tx tx= )، وبارض أ  − )  ( )ˆL f t f s= 

 لإ 

( )
( )

( )
( )

( )

22 2 2 22
0 0

21 1 1 1ˆ sgn ,
2 4 22

1, 0,
sgn

1, 0.

d xs
f s dx s

x s s x s sx s

s
s

s


 

 
= − = = 

+  +


= 

− 

 
 

 بالتحويل المكلي اج. أ 

( ) ( )sgn .
2

t
f t t


= 

 احلب التكامل   (:5مثال )

( ) 2 2

0

sin
.

x tx
f t dx

x a



=
+  

)تحويل نب س، وبوضل  باست .ات الحل: )  ( )ˆL f t f s=  اج. أ 

( )
( )( )

2

2 2 2 2

0

2

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0

ˆ

1 1

1
1 .

2 2

x dx
f s

x a x s

dx a
dx

x s s a x a x s

a

s s a s a

 



 

=
+ +

 
= − − 

+ − + + 

   
= − =   

+ +   



  

 بأخذ التحويل المكلي لإ 

( ) .
2

atf t e
 −= 
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 تكامليةالمعادلات ال تطبيقات تحويلات لابلاس في 9  

Applications of Laplace Transforms to IEs 

 إيجاد حل ممادل  لولتيرا التكاملي  

( ) ( ) ( ) ( )
0

,

t

u t g t u d f t   + − = 

لإا  ياكأ است .ات تحوي   نب سا ا ري  انلتاا  لتحويل نب س  

ستلمب دور لي هذه القريق ا بأخذ تحويل نب س لقرلي الامادل  اللابق  

 حصل على ا

( )
( )

( )

ˆ
ˆ ,

ˆ1

f s
u s

g s
=

+
 

)حي   ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( ) ˆ ˆˆ , ,u s L u t f s L f t g s L g t= = اباست .ات =

 التحويل المكلي ينتج الحل الاقلو 

( )
( )

( )
1

ˆ
,

ˆ1

f s
u t L

g s

−
  

=  
+  

 

لي كةير مأ الالا ل ياكننا حلا  التحويل المكلي باست .ات الكلور  

لي إيجاد حلول ع.د مأ  الجز ي ا بالأمةل  التالي  ابيأ هذه القريق  

 التااضلي ا -الامادن  التكاملي  والتكاملي 

a,إذا كا   (:1)مثال     ثابتا  لأوج. الحل للامادل  التكاملي 

( ) ( )
0

.

t

u t a u d  = +  
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) بتقبي  تحويل نب س لإ الحل:  )ˆ
a

u s
s 

=
−

ومأ ثح باست .ات التحويل ا 

) المكلي اج. أ  ) tu t ae= ا 

التااضلي  التالي  تحت الشرط -أوج. الحل للامادل  التكاملي  (: 2مثال )

 التالي انبت.ا ي 

( ) ( ) ( ) ( )
0

sin 2 ' sin , 0 0.

t

u t a t u t d u  = + − = 

 التااضلي  اج. أ  -بأخذ تحويل نب س لقرلي الامادل  التكاملي الحل: 

( ) ( )   

( ) ( )

2

2 2

ˆ 2 ' sin ,
1

ˆ 0
2 .

1 1

a
u s L u t L t

s

su s ua

s s

= +
+

−
= +

+ +

 

)وحي  إ   )0 0u  لإانا احصل على =

( )
( )

2
ˆ ,

1

a
u s

s
=

−
 

)وباست .ات التحويل المكلي ينتج الحل الاقلو   ) tu t at e=ا 

 حل الامادل  التكاملي  (: 3مثال )

( ) ( ) ( )

0

t
c tn btu t at e c u e d


 

−−= − −  

)بأخذ تحويل نب س للقرليأ، بارض ا  الحل:  ) ( ) û s L u t= لإ ، 

( ) ( )   ( )1 1

! 1 ! 1
ˆ ˆ ˆ .ct

n n

a n a n c
u s cu s L e u s

s s b s s b s c+ +
= − − = − −

+ + −
 

 ومنها لإانا احصل على 
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( )

( )

1

1 2

1 2

! 1
ˆ

! !

! ! 1
1 ,

n

n n

n n

s c a n
u s

s s s b

a n a c n s c

s s s s b

a n a c n c c

s s b s b s b

+

+ +

+ +

−  
= − + 

−
= − −

+

 
= − + − + 

+ 

 

 وبأخذ التحويل المكلي ينتج

( )
( )

1!
1 .

1 !

n n btn a c c c
u t a t t e

n b b

+ − 
= − + − + 

+  
 

 اوج. الحل للامادل  التكاملي  (: 4مثال )

( ) ( )
0

1
.

2

t

u t t t u x dx
t x


= + −

−
  

 بأخذ تحويل نب س للقرليأ اج. أ الحل: 

( )      ( ) 

( ) ( )
( ) 3/2 2

1

2

3 / 2 1/ 2

2

L u t L t L t L u t L
t

L u t
s s s





 
= + −  

 

 
= + −

 

 ومأ ثح

 
( )

3/2 3/2

3 / 2
.

2
L u

s s

 
= =  

 بتقبي  التحويل المكلي لإ  الحل الاقلو  يكو  على الصورة

( ) .u t t=
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 المعادلات التفاضلية الجزئية  تحويلات لابلاس فيتطبيقات  10

Applications of Laplace Transforms to PDEs 

ا   اب.أ لي تقبي  تحوي   نب س لي حثثل الامثثادن  التااضثثلي  

احتثثال لتح.يثث. تحثثوي   نبثث س للاشثثتقا  التااضثثلي  الجز يثث ا ال قي ا  

)( مثثأ الاصثثل اللثثاب ا إذا كااثثت5)  لذلك الت .ت ا ريثث  ),U x s   تاةثثل

)لل.ال   تحويل نب س ),u x t  ممرل  لكل ،a x b  0و t  : لإ 

( )   ( )

0

0
, 1

st

st

u u
L e dt

x x

d dU
e u x t dt L u

x dx dx

 −

 −

  
=   


= = =






 

ا حظ أانا اعتبراا التااضل الأخير تااض   عاديا  لأ  النتيج  هي دال  لثثي 

x وبارامترsأ  أانا امتبر التكامل دال  لي متغير واح. هو ,xا 

 بالاةل لإ :

( )
2 2

2 2
2

u d U
L

x dx

 
= 

 
 

   لإ :مأ جه  ثااي

 
0

stu u
L e dt

t t

 −  
=   
 

( )  ( )

( ) ( ) ( )

00
, ,

,0 , 3

st st

t
e u x t s u x t e dt

u x sU x s

 − −

=
= +

= − +

 
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 بالاةل ياكأ حلا :

( )

  ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2

,0

,0 ,0

, ,0 ,0 4

t

t

u u u u
L L sL x

t t t tt

s sL u u x u x

s U x s su x u x

          
= = −               

 = − − 

= − −

 

 

 أوج. حل ملأل  القيا  انبت.ا ي   (:1)  مثال

( ) ( )32 , ,0 6 5x
x tu u u u x e −= + = 

0مح.ودا  لكل   uبحي  يكو  الحل x 0و tا 

)على الامادل  التااضلي  بتقبي  تحويل نب س  الحل:  اج. أ : 5(

        ( )2 2 6x t tL u L u u L u L u= + = + 

)اجمل   )  ,U x s L u= ا باست .ات النتا ج( )و 1(  احصل على: 3(

( ) ( )  ( )2 , ,0 ,
dU

sU x s u x U x s
dx

= − + 

)وحي  إ   ) 3,0 6 xu x e  لإ  الامادل  الأخيرة تصبب على الصورة: =−

( ) ( )32 1 12 7xdU
s U e

dx

−− + = − 

)تااضثثلي  عاديثث  خقيثث ا ولحثثل الامادلثث هثثذه ممادلثث   اوجثث. المامثثل  7(

 الاكامل  

( ) ( )  ( )2 1
exp 2 1

s x
x s dx e

− +
= − + = 
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)وبالتالي يكو  الحل المات للامادل   على الصورة: 7(

( ) ( ) ( ) ( ) 2 1 2 13, 12
s x s xxU x s e e e dx c s
+ − +−= − + 

 ( ) ( ) ( ) 2 1 2 2
12

s x s x
e e dx c s

+ − +
= − + 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 2

2 13

6

2

6

2

s x s x

s xx

e e c s
s

e c s e
s

+ − +

+−

 
= + 

+ 

= +
+

 

)ا حيثث  إ sدال  اختياري  لثثي  cحي  ),u x t    محثث.ودة عنثث.ماx → 

)لإانا اضل  ) 0c s  :وبالتالي يكو  =

( ) 36
,

2

xU x s e
s

−=
+

 

 المكلي اج. أ : ا   بتقبي  تحويل نب س

( ) ( )
( )

1 3 1

3 2

3 2

1
, , 6

2

6

6

x

x t

x t

u x t L U x s e L
s

e e

e

− − −

− −

− −

= =   +

= 

=

 

 هذا هو الحل الاقلو ا

 أوج. حل الالأل :  (:2)  مثال

( )

( ) ( ) ( )

0 , 0, 0 8

,0 0 , 0, 9

x tu xu x t

u x u t t

+ =  

= =
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)على الامادل  التااضلي ،  tبالنلب  إلى  ،بتقبي  تحويل نب س  الحل: )8 

 احصل على:

( ) ( ), ,0 0, 0, 0
dU

x sU x s u x x s
dx

+ − =     

)حي  ),U x s لل.ال  هو تحويل نب س( ),u x t بالنلب  إلىt ا 

)باست .ات الشرط الأول لي    اج. أ : 9(

( ) ( ), 0, 0, 0 10
dU

sxU x s x s
dx

+ =   

)ممادل   هي ممادل  تااضلي  عادي  قابل  لاصل الاتغيرا  حي  10(

dU
sxdx

U
= − 

 وبالتكامل ينتج أ : 

( )21
ln

2
U sx c s= − + 

 ومأ هذه الامادل  احصل على: 

( ) ( ) ( )
21

2, 11
sx

U x s C s e
−

= 

)حي    ) ( )c s
C s e=  دال  اختياري  ليs  وإيجاد    لق اc   الت .ت الشثثرط

)الةااي لي   ا مأ هذا الشرط اج. أ :9(

( ) ( )   ( )2

1
0, 0, 12U s L u t L t

s
= = =   
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)مأ الامادلتيأ )و11(  احصل على: 12(

( )
21

2
2

1
,

sx

U x s e
s

−

= 

)إيجاد   ),u x t  المكلثثي علثثى ال.الثث   اقبثث  تحويثثل نبثث س( ),U x s ،

 لينتج أ :

( ) ( )
21

1 1 2
2

2 2

1
, ,

1 1

2 2

sx

u x t L U x s L e
s

t x H t x

−
− −

 
= =    

  

   
= − −   
   

 

 

2

2
2

0 ;
2

1
;

2 2

x
t

x
t x t





= 
 − 


 

)أوج.  (:3)  مثال ),u x t  بحي 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 0 1, 0 13

,0 3sin 2 , 0 1 14

0, 0, 1, 0 , 0 15

t xxu u x t

u x x x

u t u t t



=   

=  

= = 

 

)على الامادل  التااضلي  بتقبي  تحويل نب س  الحل:  ينتج أ : 13(

( ) ( )
2

2
, ,0

d U
sU x s u x

dx
= − 
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)حي  ),U x s لل.ال  هو تحويل نب س( ),u x t بالنلب  إلىt ا 

)انبت.ا يوباست .ات الشرط   احصل على: 14(

2

2
3sin 2

d U
sU x

dx
− = − 

هذه ممادل  تااضلي  عادي  خقيثث  مثثأ الرتبثث  الةاايثث  ذا  ممثثام   ثابتثث  

 وهي ممادل  غير متجاال ا ياكأ كتاب  هذه الامادل  على الصورة:

( )2 3sin 2xD s U x− = − 

 على الصورة: والحل المات لهذه الامادل  يكو 

( ) ( ) ( )  1 2 2

1
, 3sin 2s x s x

x

U x s c s e c s e x
D s

−= + + −
−

 

 وبالتالي لإ :

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2

3
, sin 2 16

4

s x s xU x s c s e c s e x
s




−= + +
+

 

1إيجاد ال.وال انختياري   2,c c  الت .ت الشروط الح.ي(  حي  15(

( )   ( )  0, 0 0, 1, 0 0L u t L L u t L= = = =       

 مأ ذلك احصل على:

( ) ( ),0 0, ,1 0U s U s= = 

)بتقبي  هذه الشروط على الامادل   ينتج أ : 16(

1 2

1 2

0

0s s

c c

c e c e −

+ =

+ =
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1وهذه ممادن  جبري  خقي  لي 2,c c 1، لها حل وحي. هو 2 0c c=  ا=

 :ومأ ثح يكو 

)ا ) 2

3
, sin 2

4
U x s x

s



=

+
 

 المكلي لإ  الحل الاقلو  هو: بتقبي  تحويل نب س

( ) ( ) ( )

( )
2

1 1

2

4

1
, , 3sin 2

4

3 sin 2t

u x t L U x t x L
s

e x






− −

−

 
= =    + 

=

 

 الح.ي  التالي : – لحل ملأل  القيا  انبت.ا ي   (:4)  مثال

( ), 0 , 0 17tt xxu u x a t=    

( ) ( ),0 sin , 0 18u x b x x a
a


=   

( ) ( )

( ) ( ) ( )

,0 sin , 0 19

0, 0, , 0, 0 20

tu x b x x a
a

u t u a t t


= −  

= = 

 

)للامادلثث  التااضثثلي   بأخثثذ تحويثثل نبثث س  الحل: والشثثروط الح.يثث    17(

(  لنحصل على: 20(

( ) ( ) ( )

2
2

2
sin sin

0, , 0 21

d U
s U bs x b x

a adx

U s U a s

 
= − +

= =

 

)والحل للالأل   يكو  على الصورة: 21(
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( )
( )2

2 2 2

1
, sin

a b s
U x s x

aa s





−
=

+
 

)لل.الثث  ومثثأ ثثثح بأخثثذ التحويثثل المكلثثي ),U x s   لثثإ  حثثل الالثثأل

( ) ( )17  يكو  على الصورة: −20

( ), sin cos sin
a

u x t b x t t
a a a

  



 
= − 

 
 

 الالأل  التالي :حل   (:5)  مثال

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

4 16 20sin , 0 , 0 22

,0 16 12sin 2 8sin3 , 0 23

,0 0, 0 24

0, 0, , 16 , 0 25

tt xx

t

u u u x x x t

u x x x x x

u x x

u t u t t







 

− + = +   

= + −  

=  

= = 

 

)، على الامادل tبالنلب  إلى ،بتقبي  تحويل نب س  الحل:  اج. أ : 22(

( ) ( )
2

2

2

16 20sin
,0 ,0 4t

d U x x
s U su x u x U

s sdx
− − − + = + 

)وباست .ات الشروط انبت.ا ي  ) ( )23 ,  احصل على:24

( )

( )
( )

2
2

2

2

1
1

4

4 1 5sin
3 sin 2 2 sin3 26

d U
s U

dx

s x x
s x s x

s s

− +

+
= − − − +

 

)إيجاد حل للامادل  التااضلي   تحت الشروط الح.ي  26(

( ) ( ) ( )
16

0, 0, , 27U s U s
s


= = 
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)هذه الشروط تاةل رور نب س للشروط الح.ي   ا25(

)للامادل الحل المات   هو: 26(

( ) ( ) ( )

( )

2 21 1
1 1

2 2
1 2

2 22

16
,

20sin 12 sin 2 8 sin3

17 375

s x s x x
U x s c s e c s e

s

x s x s x

s ss s

− + +

= + +

+ + −
+ ++

 

)واست .ات الشروط الح.ي  1ي د  إلى أ   27( 2 0c c=  :وبالتالي =

( )
( ) 2 22

16 20sin 12 sin 2 8 sin3
,

17 375

x x s x s x
U x s

s s ss s
= + + −

+ ++
 

 :وهذا يمقي الحل الاقلو 

( ) ( ), 16 4sin 1 cos 5

12sin 2 cos 17 8sin3 cos 37 .

u x t x x t

x t x t

= + −

+ −
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 Millen Integral Transform        تحويل ميلن التكاملي 10

)إذا كاات  (:1تعريف ) )f x دال  ممرل  على الاترة( )0,  لإ  تحويل

 يمر  بالصيغ    fميلأ لل.ال  

( )  ( ) ( )1

0

,pM f x f p x f x dx



−= =   

 ميلأ المكلي بالصيغ  ويمر  تحويل 

( )  ( ) ( )1 1
,

2

c i

p

c i

M f p f x x f p dp
i

+ 

− −

− 

= =   

 ع.د مركبا  pمق.ار ثابت، و cحيث

)( لكل 1) أمثلة: )0, 0,n x     لإ 

 
( )1

0

nx p nx

p

p
M e x e dx

n



− − −


= = 

)( لكل 2) )0,x    لإ 

1

0

1
,

1 1

px dx
M

x x

 −
 

= 
+ + 

  

باستخدام التعويض  
1

t
x

t
=

−
فإن   

1

x
t

x
=

+
 وأن   

( )
( )

( ) ( ) ( )
1

1 11

0

1
1 ,1 1 ,

1

ppM t t dt p p p p
x


− −− 

= − = − =   − 
+ 

 

)حيث  ) ( ), ,p q p  هي دوال جاما وبيتا على الترتيبا 

)لكل ( 3) )0,x    لإ 
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1

0

1
.

1 1

p

x x

dx
M x

e e



− 
= 

− − 
 

باست .ات 
0

1

1

n x

x
n

e
e


−

−
=

=
−

   نجد أن
1

1

1

n x

x
n

e
e


−

=

=
−

ثح . ومن 

( )
( ) ( )1

1 10

1
,

1

p n x

x p
n n

p
M x e dx p p

e n


 
− −

= =

 
= = =  

− 
  

)حي   )p  دال  زيتاا هي 

)( إذا كاات 4) )0,x     لإ 

( )
( )1

0

1
1 ,

1

np

n
M x x dx

x


−−

  
= + 

+  
 

بوضل 
1

t
x

t
=

+
 اج. أ   

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

1
11

0

1
1 , .

1

n pp

n

p n p
M t t dt p n p

nx


− −−
    − 

= − = − = 
+  

 

 أثبت أ   (5)

  ( )   ( )cos cos , sin sin .
2 2

p pp p
M kx k p M kx k p

 − −   
=  =    

   
 

 الحل:

 
( )

( )

( )1

0

cos sin ,
2 2

ikx p ikx

p p

p p p p
M e x e dx i

kik

 


− − −
   

= = = − 
 

 

واست .اتو القرليأ  لي  والت يلي   الحقيقي   الأجزاا  ال اري    باصل 

 ال قي  للتكامل احصل على الاقلو ا
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 خواص تحويل ميلن

)إذا كا (: 1نظرية ) )  ( )M f x f p=  لإ 

( )  ( ) ( ), 0 1pM f ax a f p a−=  

( )  ( ) ( )2aM x f x f p a= + 

( )  ( )
1

3a p
M f x f

a a

 
=  

 
 

( )  ( ) ( ) ( )

( )  ( )( ) ( ) ( )

1 1 4

1 2 2 5

M f x p f p

M f x p p f p

 = − − −

 = − − −
 

 بوج  عات

( ) ( )  ( )
( )

( )
( ) ( )1 6

nn p
M f x f p n

p n


= − −

 −
 

أا لكل  بشرط    ( )0,1, 2, , 1r n= )  يكو   − ) ( )1 0
rp rx f x− − عن.ما    =

0x xوعن.ما  = →ا 

( ) ( )  ( )
( )

( )
( ) ( )1 7

nnn
p n

M x f x f p
p

 +
= −


 

أا )لكل     بشرط  )0,1,2, , 1r n= )  يكو   − ) ( ) 0
rp rx f x+ عن.ما   =

0x xوعن.ما  = →ا 

( ) ( ) ( ) ( )1 , 1 8

n
n nd

M x f x p f p n
dx

   
= −   

   

 

( ) ( ) ( )
0

1
1 . 9

x

M f t dt f p
p

  
= − + 

  
 
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 البرها :ا 

 انلتاا  لتحويل ميلأ(  )ا ريا   (:2) تعريف

f,إذا كاات  g  للتكامل على الاترة  دوال قابل( )0,  لإ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

* , .
x dt

f x g x f t g f x g x f tx g t dt
t t

 
 

= = 
 

  

)إذا كا  (: 2نظرية ) )  ( ) ( )  ( ),M f x f p M g x g p=  لإ  =

( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

* , 10

1 . 11

x dt
M f x g x M f t g f p g p

t t

M f x g x M f tx g t dt f p g p





   
= =  

   

  
= = − 

  





 

 وأ 

( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1

0

* , 12

1 . 13

x dt
M f p g p f x g x f t g

t t

M f p g p f x g x f tx g t dt



−



−

 
= =  

 

  
− = =  

  





 

 )خاري  بارسياال( (: 3نظرية )

)إذا كا   )  ( ) ( )  ( ),M f x f p M g x g p=  لإ  =

( ) ( )  ( ) ( ) ( )
1

. 14
2

c i

c i

M f x g x f s g p s ds
i

+ 

− 

= − 

 بمبارة أخر 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

1
. 15

2

c i

p

c i

x f x g x dx f s g p s ds
i

 + 

−

− 

= −  
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1pبصا  خار  عن. وضل   احصل على ريغ  بارسياال لتحويل ميلأ =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1
1 . 16

2

c i

c i

f x g x dx f s g s ds
i

 + 

− 

= −  

 

 تحويل ميلن التكاملي تطبيقات  11

        Millen Integral Transform in Applications 

 

   أوج. الحل لالأل  القيح الح.ي   (:1مثال )

( ) ( )

2 0, 0 , 0 1, (1)

, 0 1
,0 0, ,1 (2)

0, 1

xx x yyx u xu u x y

A x
u x u x

x

+ + =     

 
= = 



 

 مق.ار ثابتا Aحي 

)بارض ا   الحل:  ),u p y  هو تحويل ميلأ لل.ال( ),u x y  بالنلب  إلىx ،

 ملأل  القيح الح.ي   لإ  تقبي  التحويل على الامادن  الامقاة ي د  إلى

 
( ) ( )

2

1

1

0

0, 0 1,

,0 0, ,1 , 1.

yy

p

u p u y

A
u p u p A x dx p

p

−

+ =  

= = = 
 

 لهذه الالال  يكو  على الصورة الحل

( )
sin

, , 1, 0 1.
sin

A py
u p y p y

p p
=    

 باست .ات التحويل المكلي لإ 
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( )
sin

, , 0 Re , 0 1.
2 sin

c i p

c i

A x py
u x y dp p c y

i p p




+  −

− 

=  =    

1p  بحي pلكل  إ  دال  تحليلي  ل( ),u p y   ماع.ا عن. الأققا

p  البليق  n=  1,2لكل,n هذه الأققا  تقل لي اصف الالتو   ا=

 االأياأ

 

 وبالتالي لإ   

( )
1

sin
, Re ,

sin

p

n

x py
u x y A s n

p p


−

=

 
=  

 
 

 وبتقبي  ا ري  البواقي لإ 

( )
( )

1

1
, sin , 1, 0 1.

n

n

n

u x y A x n y x y
n

 



−

=

−
=    

0لكل  و 1, 0 1x y     لإ( ),u x y Ay=ا 

)أوج. دال  الجه.(: 2مثال ) ),r  التي تحق  ممادل  نب س 

2 0, 0 , ,rr rr r r     + + =    −   

 تحت الشروط الح.ي 
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( ) ( ) ( ) ( ), , , , 0 ,r f r r g r r   = − =    

ولكل ,   )لإ    − ), 0r  rعن.ما   → →ا 

   عر  الحل:

( ) ( )  ( )1

0

, , , .pp M r r r dr     


−= =  

 بتقبي  تحويل ميلأ على الامادن  الامقاة احصل على الالأل  التالي  

( ) ( ) ( ) ( )2 0, , , , .p p f p p g p     + = = − = 

 الحل المات للامادل  التااضلي  اللابق  يكو  على الصورة

( ), cos sin ,p A p B p   = + 

 اج. أ  وباست .ات الشروط الح.ي 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, cos sin
2cos 2sin

sin sin

sin 2 sin 2

, , , 1

f p g p f p g p
p p p

p p

p p
f p g p

p p

f p h p g p h p

   
 

   

 

   

+ −
= +

+ −
= +

= + + −

 

 حي 

( )
sin

,
sin 2

p
h p

p





= 

 ومنها لإ 

( ) ( ) 

( )

1 1

2

sin
, ,

sin 2

1 sin
, . 2

2 1 2 cos 2

p
h r M h p M

p

r

r r



 


 



 


  

− −

−

− −

 
= =  

 

 
= = 

+ + 
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1r  لكل  وذلك لأا   لإ 

1 sin 1 sin

sin 2 2 sin 2

c i

p

c i

p p
M r dp

p i p

 

  

+ 

− −

− 

 
= 

 
 

2باست .ات التمويض  p t  اج. أ  =

( )

( )
( )

( )

*

*

1 2

2

1

sin 2sin 1 1

sin 2 2 2 sin

sin 21
1 Re ,

2 sin

c i

t

c i

n t

n

tp
M r dt

p i t

t
s r t n

t n





 

  

 


 

+ 

− −

− 


−

=

 
= 

 

 
= − = 

−  





 

 وبحلا  هذه البواقي ينتج ا 

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1

1

sin 1
1 sin 2

sin 2 2

1
1 sin

2 2

n n

n

n n

n

p
M r n

p

r n

 




 

 


 

 


− −

=


−

=

 
= − 

 

 
= − = 

 





 

( ) ( )

1

1
Im 1

2

1 1
Im 1

2 1

n i nn

n

i

r e

r e



 






−

=

−

 
= − 

 

 
= − 

+ 


 

 (ا2ومنها احصل على النتيج  )

 ( وآخذ التحويل المكلي اج. أ 1بالمودة إلى النتيج  )

( ) ( ) 

( ) ( )  ( ) ( ) 

1

1 1

, ,

, , ,

r M p

M f p h p M g p h p

   

   

−

− −

=

= + + −
 

 ينتج أ   باست .ات ا ري  انلتاا 
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( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

0 0

1

2 2
0

1

2 2
0

, , ,

cos

2 2 sin

cos
.

2 2 sin

r dt r dt
r f t h g t h

t t t t

t f tr
dt

t rt n r

t g tr
dt

t rt n r



 



 

     



 



 

 

−

−

   
= + + −   

   

=
− +

+
+ +

 





 

 التكاملي  أوج. حل الامادل  (: 3مثال )

( ) ( ) ( )
0

, 0.f t k xt dt g x x



=  

، وبحلب  xبتقبي  تحويل ميلأ على طرلي الامادل  بالنلب  إلى  الحل: 

 ا ري  انلتاا  احصل على

( ) ( ) ( )1 ,f s k s g s− = 

1pبوضل  s=  ينتج ا   −

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
1 ,

1
f p g p h p h p

k p
= − =

−
 

 باست .ات التحويل المكلي لإ  الحل الاقلو  يكو  على الصورة 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1

0

1 , .f x M g p h p g t h xt dt h x M h p



− −= − = = 

)حل الامادل  التكاملي  (: 4مثال ) ) ( ) /

0

ax x tf x e f t e dt



− −= + ا 
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 ( 1) ملحق

 حساب البواقي وتطبيقاتها 

Calculus of Residues and applications 

 

 النقاط الشاذة المعزولةتصنيف 

إذا   ااها اقق  واذة ممزول  ل.ال     يقال لنقق    (:1تعريف )

 تحليلي  على الحلقي الااتوح  بحي  تكو  ال.ال وج.

 

 ياكأ تصنيف النقاط الشاذة الامزول  كالتالي: 

  نقطة شاذة قابلة للإزالة إذا وفقط إذا وجدت دالة تحليلية    .1

 بحيث   على القرص 

قابلة للتمديد كدالة تحليلية على   . أي أن لكل

 .هو الدالة  ، وتمديدها   القرص

نقطة شاذة قابلة للإزالة  إذا وفقط إذا كانت  قطب من رتبة    .2

 للدالة

 .و 

نقطة شاذة قابلة   نقطة شاذة أساسية إذا وفقط إذا لم تكن   .3

 للإزالة وليست قطب. 
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تحليلي  على  ( ال.ال   1 أمثلة:

 ا وأ    لأ  الحلقي 

 .اقق  واذة قابل  للإزال  لل.ال 

 تحليلي  على الحلقي  ( ال.ال   2

ققب بلي ، أ  ققب   ا وأ لأ 

 مأ الرتب  الأولىا 

ققب بلي  )مأ الرتب  الأولى( عن. النقق   ( لل.ال   3

. 

اقق  واذة أساسي  لكل مأ ال.وال   ( 4

. 

  وكاات .إذا كا  (: )مفكوك لورانت( 1نظرية )

لإا   يحو  الحلقي دال  تحليلي  على اقا  ماتوح

 يكو  لكل

 

 حي 
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على الحلقي   ( ماكوك لوراات لل.ال   1أمثلة:  

  هو 

 

على الحلقي   ماكوك لوراات لل.ال   ( 2

 هو 

 

 ( لل.ال  3

 

 لإ 

 يكون   لكل  (أ

                                        

 

 

 يكون  لكل  (ب



 التحويلات التكاملية وتطبيقاتها 

112 

 

 

 

 يكو  ل( لكل  

 

 

 البواقي 

 تلها ماكوك لوراا اقق  واذة ممزول  ل.ال  إذا كاات (: 2تعريف )

 

( )ممامل   −1aيلاو  قيا  الامامل   عن. النقق   لإ  باقي ال.ال   

 ا واكتب

 

 أمثلة:
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1)  

 

نقطة شاذة قابلة للإزالة عند  وبالتالي فإن للدالة  

  وأن 

 

2)  

 

 قطب بسيط عند   وبالتالي فإن للدالة  

 وأن

 

 كذلك لدينا 
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عند    2قطب من الرتبة  وبالتالي فإن للدالة  

 وأن  

 

3) . 

 لإ   ل.ال    ققب مأ رتب   إذا كاات (: 1نتيجة )

 

 مثال: 
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 نظرية البواقي 

 (: )نظرية البواقي(2نظرية )

ماع.ا   دال  تحليلي  على وب.اخل قوس أملس بلي  مغل    إذا كاات 

 لإ  عن. النقاط، والتي تقل داخل القوس، 

 

 أمثلة:
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 لإ 

 

الواقميأ لي النصف   هاا ققبي ال.ال   حي  

 ا نحظ أ  أققا  ال.ال  هيالملو  مأ الالتو  داخل الانحنى  

 

 وبالتالي  
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 بالاةل اج. أ  

 

 لإ ومأ ثح 

 

 تطبيقات نظرية البواقي

بحي  إ    كةيرتي ح.ود لي   إذا كاات (: 3نظرية )

ا وإذا كاات لكل  وأ   

 لإ لي  هي أراار  

 

 أمثلة:

 

 كةيرتي ح.ود لي   وكاات  إذا كا  (: 4نظرية )

 بحي  إ  
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ا وإذا كاات  لكل  وأ    

 لإ لي  هي أراار  

 

 واضب أ مثال: 

 

 ومأ ثح

 

 

 دالو كلري  لإ   إذا كاات (: 6نظرية )

 

 لإ  لكل  مثال: 
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 تمارين

 بين أن  للدالة   (1

 الصفر نقطة شاذة أساسية.  (أ

 .أوجد  (ب

 اوجد قيم التكاملات التالية  (2

 

 أوجد  لكل قيم  (3

 

 .من ثم أوجد  

 أوجد لأي  (4

 

 


