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 الفصل الأول 
 

 

 

 
 

 المجموعات   مقدمة في نظرية
Introduction in Set Theory 

 

 مقدمة

الفضل المجموعات    يرجع  نظرية  مفهوم  تقديم  الرياضيات  لفي  عالم 

)الألماني   كانتور   الموضوع   ،م( 1918-1845جورج  عرض  من  أول  فهو 

 بوضع م قام عالم الرياضيات هاوسدورف  1937بشكل علمي متطور. في عام  

 لغة هذه النظرية كما هي الآن في كتابه "نظرية المجموعات".

ستخدم في العديد من فروع منذ ذلك الحين و نظرية المجموعات  ت

المختلفة مثل المنطق و علوم الحاسب. فقد نتج عن هذه التطبيقات أنواعاً   المعرفة

رفت  التي ع   (Fuzzy Sets)جديدة من المجموعات مثل المجموعات المشوشة 

وكذلك   (Lotfy Zadeh)الأصل لطفي زادة  يبواسطة عالم الرياضيات الأزر

 . غيرهاو (Rough Sets)ستقراب نظرية مجموعات الإ

  جموعات في كافة مجالات الرياضياتنظرية المدور  نظراً لأهمية و

نظرية موضوع نتطرق ل فسوف ، بصفة خاصةمجال التوبولوجي و بصفة عامة

ثنايا  على بعض المفاهيم التي قد نحتاج إليها في  للتعرفالمجموعات و خواصها 

 . فصول هذا الكتاب
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   Sets and Set Operations  العمليات عليهاو   المجموعات (1.1)

 بالرمزAالذي ينتمي للمجموعة   a لعنصرمجموعة ما، يرمز لAلتكن  

Aa و يرمز للعنصر ،b   الذي لا ينتمي للمجموعةA  بالرمزAb. 

و يعبر عن ذلك  ) B جزئية من المجموعة بأنها مجموعة   A  لمجموعةيقال ل

 أن :  يأ Bهو عنصر في Aفي  كل عنصر  كانفقط إذا و إذا ( BA  رياضيا

)( BaAaBA   

  إذا كان فقط إذا و B  مجموعة جزئية فعلية من المجموعة  A تسمى المجموعة

BAوBAو يعبررر عررن ذلررك رياضرريا بالصرريغة BA   .نقررول أنو 

BA=إذا كان  فقط إذا وBA  وAB. 

  نأي أ.  هي مجموعة جزئية من نفسها A الواضح أن أي مجموعة من

AA. القول أنايضاً يمكن و BA  إذا و إذا كان فقررط كررل عنصررر

  أي أن. A لا ينتمي إلى B لا ينتمي إلى

AxBxBA .  

 معينه تسمى ةسسية في أثناء دراالمجموعة التي تحوي جميع عناصر عينة درا

  .Xأو  U و يرمز لها أحيانا بالرمز  (Universal Set)شاملة( مجموعة كلية ) 

 (Empty set)لا تحوى أية عناصر تسمى المجموعة الخالية   يالمجموعة التأما 

 .ويرمز لها بالرمز

  Aمكملة المجموعة  .X  مجموعة جزئية من المجموعة الشاملة A فإذا كانت

cو التي يرمز لها بالرمز  Xبالنسبة للمجموعة الشاملة 
A  أحيانا يرمز لها( 
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AXبالرمز AXأو  − ولا  Xمجموعة كل العناصر التي تنتمي إلى  هي  ( \

   أي أن: .Aتنتمي إلى  المجموعة  

}{ AxXxcA = 

 مكونة من جميع  المجموعة فإن ال،مجموعة غير خالية  A إذا كانت

 A تسمى مجموعة قوى المجموعة Aمجموعةال من  المجموعات الجزئية

(power set) و يرمز لها بالرمز )(AP . : أي أن 

}:{)( ABBAP = 

},,{ فمثلاً إذا كانت cbaA  :يه A للمجموعةفإن مجموعة القوى  =

}},,{},,{},,{},{},{},{,{}:{)( AcbcabacbaABBAP == 

 من العناصر يكون عدد n لأي مجموعة منتهية تحتوي على عدد أنهلاحظ ي

nعناصر مجموعة المجموعات الجزئية هو   
},,{ فمثلاً إذا كانت،  2 cbaA =  

82وهAP)(فإن عدد عناصر المجموعة 
3
=   

 بعد تعريف مجموعة المجموعات الجزئية. فإننا نلاحظ أن عناصر هذه  

مجموعررات جزئيررة .لكررى لا يحرردن لرربم بررين مفهرروم العنصررر  يالمجموعررة هرر 

، فسوف نسررتخدم في مجموعة القوىكعنصر ومفهوم المجموعة الجزئية كعنصر  

  .ةيمن المجموعات الجزئ تعبير تجمع أو عائلة 

  والذى سوف نستخدمه كثيراً   (Space)فضاء  مفهوم آخر يسمىوهناك  

  منمختلفة عاً هو عبارة عن مجموعة غير خالية تحقق أنوافي هذا الكتاب و

  يوالفضاء المتر (Vector Space)مثل الفضاء المتجه  التراكيب والخواص
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(Metric Space)  التوبولوجى والفضاء (Topological Space) … وفى هذه خلا .

 الحالة سوف نتعامل مع عناصر هذه الفضاءات كنقاط.  

سوف نقرردم الآن بعررض العمليررات الأساسررية علررى المجموعررات و الترري مررن       

 خلالها نستطيع إيجاد مجموعات أخرى جديدة من المجموعات المعلومة.

XBAو  شاملةمجموعة X إذا كانت ,نإف:- 

 هو المجموعررة المكونررة مررن كررل عنصررر B مع A لمجموعةا (Union) تحادا-1

Xx  حدى المجموعتين  إالذي ينتمي على الأقل إلى  A  أو B كليهما  معاً، و أ

 أي أن. BA بالرمزمجموعتين لا  إلى اتحاديرمز 

}:{ BxAxXxBA = 

 كما في الشكل التاليبأشكال فن   كما يعبر عن الاتحاد

 

 (1.1)شكل

 هو المجموعة المكونة من كل  B مع A لمجموعةا (Intersection)تقاطع  -2

  إلررى تقرراطعيرمررز  ،  BوA  الذي ينتمي إلى كل من المجموعتين  Xx  عنصر

 أي أن. BA بالرمزالمجموعتين 
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}:{ BxAxXxBA = 

 كما في الشكل التاليبأشكال فن   كما يعبر عن التقاطع

 

 (1.2) شكل

مررن  iمجموعة ما بحين إنه لكررل عنصررر  Iمجموعة غير خالية و لتكنA  نلتك

I  توجد مجموعة جزئيةiA  منA . 

تسررمى عائلررة مجموعررات جزئيررة مرقمررة  Aمررن iAعائلررة المجموعررات الجزئيررة 

)sfamily set (Indexed  و برمررز لهررا بررالرمزIiiA }{  و المجموعررةI  تسررمى

 .(Index set)بمجموعة الدليل 

}3,2,1,...,{فإذا كانت nI رقمررة جموعررات المملفإن  الاتحرراد و التقرراطع لعائلررة ا   =

IiiA }{ ي عطى بالصيغة.  

ni

n

i
AAAA =

=
...

211
 

ni

n

i
AAAA =

=
....

211  

IiiAاما في حالة كون   }{   عائلة اختيارية من المجموعات الجزئية المرقمة

 : ةغفإن الاتحاد و التقاطع  يعطي بالصي Iبمجموعة الدليل  
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}:{ IioneleastatforAxxA
ii

Ii
=


 

}:{ IieveryforAxxA
ii

Ii
=


 

 

( 1.1نظرية )  

XCBA،  شاملةمجموعة X إذا كانت ,,فإن، : 

ABBAABBA )الإبدال(  == , )1( 

 المحايد( )العنصر ==== AAAAA , )2( 

 AAXXAXAXXA ==== , )3( 

 .,,, BBAABABABBAA  )4( 

 ABABBABA == , )5( 

 )قانون التوزيع( 
)()()(

)())(

CABACBA

CABACBA

=

=
 

)6( 

AAAAAA )اللانمو(  == , )7( 

CBACBA مج( لد)ا = )()( )8( 

AABA

AABA

=

=

)(

)(
 

)9( 

 

 

 البرهان

 . كتمرين لسهولته  و نترك الباقي  )6(الفقرة  وف نبرهن فقط س
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))}((:{)( CBAxxCBA = 

)}(:{ CBxAxx = 

)}(:{ CxBxAxx = 

)}()(:{ CxAxBxAxx = 

)}()(:{ CAxBAxx = 

).()( CABA = 

 

 (1.3) شكل

 و بالمثل يمكن إثبات أن  

)()()( CABACBA = .■ 

هو المجموعة المكونة من العناصررر الترري تنتمرري ,BA  الفرق بين المجموعتين-3

BA و يرمز لها بالرمز Bالمجموعة مي إلىتنتلا و Aإلى المجموعة  −.  

}:{ أي أن BxAxXxBA =−. 

 بأشكال فن كما في الشكل:بين مجموعتين  و يعبر عن الفرق 
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 (1.4) شكل

   ( 1.2نظرية )

XCBA،  شاملةمجموعة X إذا كانت ,,، فإن : 

 ABBABA −− )1( 

=− AA )2( 

 =−=− AAA , )3( 

ABA − )4( 

)()()(

)()()(

CABACBA

CABACBA

−−=−

−−=−
  

)5( 

CBACABACBA −=−=− )()()()( )6( 

)()()( CBBAACB −=− )7( 

)()()( ACABACB −−=− )8( 

)()()( ACABACB −−=− )9( 
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 البرهان

 و نترك الباقي لسهولته. )8(و)5( الفقرتين سوف نبرهن فقط 

 )5( إثبات رقم

)}(:{)( CBxAxxCBA =− 

)}()(:{ CxAxBxAxx = 

)}()(:{ CAxBAxx −−= 

).()( CABA −−= 

 و بالمثل يمكن إثبات أن  

)()()( CABACBA −−=− 

)}(:{)( CBxAxxCBA =− 

)}()(:{ CxAxBxAxx =

 

)}()(:{ CAxBAxx −−=

 

)()( CABA −−= 

 )8(إثبات رقم  

})(:{)( AxCBxxACB =− 

})(:{ AxCxBxx =

 
)}()(:{ AxCxAxBxx =

 
)}()(:{ ACxABxx −−= 

)}()(:{ ACABxx −−= 



 قدمة في التوبولوجي العام م

10 

 

)()( ACAB −−= 

)()()(بالمثل يمكن إثبات أن  و ACABACB −−=−.■ 

 

(  1.2مثال )  

XCBA،  شاملةمجموعة X إذا كانت ,,نه بصفة عامة ،فإ : 

)()()( CABACBA −− )1( 

)()()( ACABACB −− )2( 

)()()( CABACBA −−− )3( 

 نضع المثال العكسي التالي:  )1(  رقمعلاقة الة حصلتوضيح عدم  

}{eC = },{ dcB =, },{ baA=, 

},,,{},{},{)( dcbadcbaCBA ==−  

},,,{ dcbaBA =  

},,{ ebaCA =  

},{)()( dcCABA =−  

)()()(لذا يتضح أن   CABACBA −− . 

 تترك للقارئ كتمرين.  قية الب
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( 31.نظرية )  

XBA،  شاملةمجموعة X إذا كانت ,:فإن- 

XX
CC
== , )1( 

AA
CC
=)( )2( 

XAAAA
CC
== , )3( 

 CC
ABBA   )4( 

CCC

CCC

BABA

BABA

=

=

)(

)(
  

)5( 

C
BABA =− )6( 

CC
ABBA −=− )7( 

 
 

 البرهان

 لسهولته.  للقارئ   نترك الباقي و )7(  ىإل )4(الفقرات من   سوف نبرهن فقط 

 )4( رقمالفقرة إثبات  

)( AxBxxBA  

)(
CC

AxBxx  

CC
AB  

 )5( رقمالفقرة إثبات  
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)}(:{)( BAxXxBA
C

=

 

}:{ BxAxXx =

 

}:{
CC

BxAxXx =

 

)}(:{
CC

BAxXx =

 

)(
CC

BA =

 

CCCو بالمثل يمكن إثبات أن  
BABA = )(. 

 )6( رقمالفقرة إثبات  

)}:{ BxAxXxBA =− 

}:{
C

BxAxXx = 

)}(:{
C

BAxXx = 

C
BA= 

 )7( مقر الفقرةإثبات  

)}:{ BxAxXxBA =− 

}:{ BxAxXx
C

= 

}:{
CC

BxAxXx = 

)}(:{
CC

ABxXx −= 

■.CC
AB −= 

 BA  الررذي يرمررز لرره بررالرمزو    Bو  A  بررين المجمرروعتين  يالفرق التناظر-4

 بالصيغة : رفعي
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)()( ABBABA −−=. 

 ( 1.4نظرية )

XCBA،  شاملةمجموعة X إذا كانت ,,فإن، : 

AA =)1(  

=AA)2(  

ABBA =)3(  

CBACBA = )()()4(  

)()()5( BABABA −=  

 ناهبرلا

ABBAABABBABA

AAAAAA

AAAA

=−−=−−=

==−−=

=−−=

)()()()()3(

)()()2(

)()()1(





 

 . كتمرين تترك للقارئ  )4( رقم الفقرة  إثبات

 : نتبع الخطوات التالية)5( رقمالفقرة ثبات لإ

)()()5( ABBABA −−=

 

)()(
CC

ABBA =

 

])[(])[(
CCC

ABABBA =

 

)]()[()]()[(
CCCC

ABAABBBA =

 

)]([])[(
CC

ABXXBA =
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)()(
CC

ABBA =

 

C
BABA )()( =

 

 ■).()( BABA −= 

 هرروBA و الررذي يرمررز لرره بررالرمز ,BAللمجمرروعتين الضرررا الررديكار ي-5

),( مجموعرررة كرررل الأزواج المرتبرررة ba ،  حيرررن أنAa وBb يعررررف ،

 بالصيغة: رياضياً 

},:),{( BbAabaBA = 

و يمكن تعريف الضرب الديكارتي على المجموعات 
n

AAA ,...,,
21

 بالصيغة:  

}:),...,,{(
21

1
iini

n

i

AaaaaA =
= 

 و ايضا  

}.:,...),...,,{(
21

1
iini

i

AaaaaA =


= 

 ( 1.5نظرية )

XCBA،  ةملاشمجموعة X إذا كانت ,,فإن، : 

 == AA)1( . 

BAABBABA ==  ,)2(  

)()()()3( CABACBA = . 

)()()()4( CABACBA = . 
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 : البرهان

 ■   يترك للطالب.

 

  Relationsالعلاقات ( 1.2)

كانت    BوAلتكن   إذا  BARمجموعتين.    فإنR   علاقة تسمى 

Rba، و نكتب  Bإلى  Aمن    (Binary Relation)ثنائية  ),(  أوaRb . 

. كما نكتب  Rأثير العلاقة ت تتح bمرتبط بالعنصر   aلتعني أن العنصر  

Rba ),(  أن  بذلك لتعنيa  غير مرتبط  بالعنصرb  وفق العلاقةR. 

 (  1.1)  تعريف
AAR  إذا كانت   ية  الغير خال ى المجموعةل عائية علاقة ثنA  فإن 

 -هذه العلاقة تسمى :
Raaإذا كان    )eflexive ) R علاقة عاكسة (1) ),(  لكلAa. 

Rbaإذا كان  (Symmetric)  علاقة م ماثلة (2) ),(   فإنRab ),( لكل ،

Rba ),(. 

Rbaإذا كان   symmetric)-(Anti  علاقة م خالفة (3) ),(  

Rabو  ),(   فإنba Rbaلكل  = ),(. 

Rbaإذا كان  (Transitive)  علاقة م عدية )ناقلة( (4) ),(   وRcb ),( 

Rcaفإن  ),(  لكلAcba ,, . 

 ناقلة. إذا كانت عاكسة و متماثلة و (Equivalence relation) علاقة  كافؤ (5)

إذا   Aعلى المجموعة  (Partial order relation) علاقة  ر يا حزئي (6)
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baكانت عاكسة و متخالفة و متعدية. في هذه الحالة نكتب    ًعن   بدلا

Rba ),(   أوaRb   و نقول  أنb   أكبر من أو تساويa   أو أن

 A. في هذه الحالة يقال أن المجموعة  aيلي  العنصر  bالعنصر 

),(مجموعة مرتبة جزئياً و تكتب احياناً في الصورة   A. 

 

 (  1.2)مثال 

 : " معرفة بالصيغة" ، و لتكن العلاقةA=}12,6,4,3,2,1{لتكن  

ba      إذا و فقط إذا كانa يقسمb  بدون باق 

),(المجموعة  A .ًهي مجموعة مرتبة جزئيا 

 (  1.3)مثال 

تحتوي على الأقل عنصرين ،فإن مجموعة القوى    مجموعةA  إذا كانت

)(AP  مرتبة جزئياً بالنسبة للعلاقة. 

 (  1.2)  في تعر 

),(مى المجموعة المرتبة جزئياً  ست A  ًمجموعة مرتبة كليا(Totally order)  

Abaإذا كان لكل عنصرين   ,   فإماba   أوab . 

 (  1.3)  تعريف

),(لتكن   A العنصر   زئياً . مجموعة مرتبة جAa  : يسمى 

ً علوي اً حد  (1) ABللمجموعة الجزئية   ا    إذا كانab    لكلBb. 

ً سفلي اً حد  (2) ABللمجموعة الجزئية   ا    إذا كانba   لكلBb. 

ABالجزئية   موعةالمج    تسمى محدودة من أعلى  إذا كان لها حد علوي و

تسمى محدودة من أسفل إذا كان لها حد سفلي. و يقال أنها محدودة متى كانت  
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 أسفل. من محدودة من أعلى و

 

ABلكن قد يكون للمجموعة الجزئية   ا ود العليرر حدي من العدد لا نهائ

. و بالمثل Bيسمى أصغر حد علوي للمجموعة ) إن وجد( ود دهذه الح و أصغر

هررذه الحرردود يسررمى   قد يكون للمجموعة عدد لا نهائي من الحدود السفلى و أكبررر

 .Bأكبر حد سفلي للمجموعة 

 (  1.4)  تعريف

),(لتكن   A  اً . العنصر  تبة جزئيجموعة مرمAa 
0

يسمى أصغر حد علرروي   

ABللمجموعة الجزئية   إذا كان 

العنصر (1)
0

a  حداً علوياً للمجموعةB أي أن .
0

ab   لكلBb. 

مررن    آخررر أصررغرحد علوي  د  لا يوج (2)
0

a    للمجموعررة الجزئيررةB اي أنرره إذا .

daفإن Bحداً علوياً للمجموعة   dكان  
0

. 

Baبالرمز  يرمز لأصغر حد علوي   sup
0
=. 

 

 

 (  1.5)  تعريف

),( كنلت A  مجموعة مرتبة جزئياً . العنصرAb 
0

 يسمى أكبر حد  

ABسفلي للمجموعة الجزئية    إذا كان 

العنصر  (1)
0

b يحداً سفل ً bb. أي أن Bللمجموعة  ا 
0

 .Bbكل ل 

لا يوجد حد سفلي آخر أكبر من   (2)
0

b  للمجموعة الجزئيةB اي أنه إذا . 

فإن  Bي للمجموعة  حد سفل cكان 
0

bc . 
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Bbبالرمز  Bموعة لي للمجيرمز لأكبر حد سف inf
0
=. 

 

 (  1.4)  مثال

 موعة مرتبة كما في الشكل التالي:مج A=}2,1,...,8,7{لتكن 

 

 (1.5) شكل

 .B=}6,5,4{اوجد مجموعة الحدود العليا للمجموعة الجزئية   (1)

 .B=}6,5,4{ية ة الجزئاوجد مجموعة الحدود السفلى للمجموع  (2)

 . Binfو  Bsupاوجد  كل من   (3)

 الحل
 . }3,2,1{هي المجموعة B=}6,5,4{مجموعة الحدود العليا للمجموعة   (1)

 .}8,6{ة هي المجموع B=}6,5,4{مجموعة الحدود السفلى للمجموعة   (2)

(3)  3sup =B  6وinf =B. 

 فيما سبق كان كل من الحد العلوي و السفلي ليم من الضروري أن 

ABيكونا من ضمن عناصر المجموعة الجزئية   كون أصغر حد .ففي حالة 

ينتمرري لررنفم المجموعررة فهررذا   Bعلوي أو أكبر حررد سررفلى للمجموعررة الجزئيررة  

 يقودنا لتعريف المفهومين التاليين:
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 (  1.6)  تعريف

),(لتكن  A مجموعة مرتبة جزئياً وAB . 

BMالعنصر   (1)   يسمى قيمة عظمررى(max)   للمجموعررة الجزئيررةAB  

ً علوي اً حد Mإذا كان  .Bللمجموعة  ا

ABللمجموعررة الجزئيررة     in(m(  يسمى قيمة صررغرى  Bmالعنصر    (2)  

 .Bحداً سفلياً للمجموعة  mإذا كان

 

 (  1.6)  نظرية

 فإن القيمة العظمى   Bيمة العظمى ) الصغرى ( للمجموعة  قإذا وجدت ال

 )الصغرى( هي أصغر حد علوي )أكبر حد سفلي( لهذه المجموعة.

 

 البرهان

موعة  جهي حد علوي للم M. فإن   Bهي القيمة العظمى للمجموعة Mلتكن  

B   من التعريف(.فإذا كان (N  هذه المجموعة فإن  حداً علوياً لNM   و ذلك

BMلأن      و بالتالي يكونM  هو أصغر حد علوي للمجموعةB . 

هي أكبر حد سفلي لهذه  Bمكن إثبات أن القيمة الصغرى للمجموعة  يبالمثل  

 ■ المجموعة.

 (Zorn’s Lemma)  (1.1) زورن  ة مهيد

),(بفرض أن    A  مجموعة غير خالية و مرتبه جزئياً وبفرض أن كل 

),(دودة من أعلى فإن المجموعة  حومرتبه كليا م Aمجموعة جزئية من   A 

 تحتوي على أصغر حد علوي.
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 (  1.7)  تعريف

),(المجموعة المرتبة جزئيا A التي يكون لأي عنصرين وAba , يوجد 

  baba =},inf{  وbaba =},sup{ كة تسمى شب)(Lattice زيرمو 

),,,(لها بالرمز   A. 

 

 (  1.5)  مثال

ً Xلتكن      مجموعة تحتوي على الأقل عنصرين. المجموعة المرتبة جزئيا

)),(( XP   تشكل شبكة تسمى شبكة المجموعات الجزئية حين أنه لكل

)(, XPBA ،   فإنBABA =},sup{ وBABA =},inf{. 

 (  1.8)  تعريف

),,,(الشرربكة  A  تسررمى شرربكة تامررة (Complete lattice)  إذا كرران لأي

AB جزئية  مجموعة  يوجدBinf وBsup. 

 

 (  1.6)  مثال

 هي شبكة تامة فيها A كنلتلمجموعة ما و ئيةشبكة المجموعات الجز

 .Aو العنصر الأكبر هو المجموعررة  العنصر الأصغر هو المجموعة الخالية 

},,{فمثلاً لو كانت  cbaA )),((، فإن الشبكة  = AP لتالي:ل ابالشك تمثيل  



 مقدمة في نظرية المجموعات – وللفصل الأا

21 

 

 

 (1.6) شكل

 (  1.9)  تعريف

),,,(لتكن    A   شبكة .المجموعة الجزئيةAB   تسمى شبكة جزئية 

),,,(من  A  إذا كان لكلByx ,  فإنByx   وByx . 

 

  Mappings الالدو  (1.3)

سعها انتشارا وأكثرها  )أو الرواسم( من أهم المفاهيم الرياضية وأو ل الدوا

هاماً مؤثراً ،  كل فرع من فروع الرياضيات تجد أن للدوال دوراً  يأهمية . فف

 .وغير ذلك التوبولوجي و والجبر والهندسة يياض التحليل الر يفقد تجد الدوال ف

 ( 1.10تعريف ) 

BAfالعلاقة   مجموعة.Bو  Aلتكن كل من     تسمى دالة )راسم أو

BAfو يرمز له بالرمز  Bإلى   Aتطبيق( من    إذا و فقط إذا  كان لكل  :→

fbaبحين يكون   Bbعنصر وحيد د يوج Aaعنصر   ),(   و تكتب

bafبالشكل  =)(.   

 (  1.7مثال )

},,,{,},,,{إذا كانت  dcbaAwzyxB  في الصورة فإن العلاقة المعرفة  ==
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BAwdycxbyaf = )},(),,(),,(),,{(
 

)(},,{هررذه الدالررة هررو المجموعررة   ومرردى  هي دالة )أو راسم(   wyxAf أمررا . =

BAxafgالعلاقة  =  ليست دالة ) وضح لماذا؟( .)},{(

BAf إذا كان afb)( فإن:→   إذا كانتو Aa  صورة العنصر يه =
AA 

1
 فإن صورة المجموعة 

1
A لعلاقة التالية با تعطى: 

})(:{)(
11

AaafbBbAf ==  

BAfهذا بالنسبة للدالررة   ولكنرره عنرردما نسررتخدم الرمررز    :→
1

f
−

للدلالررة علررى   

ABfأن  ي)أ العلاقة العكسية للعلاقة  →
−

:
ففى هررذه الحالررة نعرررف مررا  .( 1

 :  ليالتاقا للتعريف وف يسمى بالصورة العكسية وذلك

 (1.11)  تعريف

BAf إذا كان BB راسماً وكانت:→ 
1

)( فإن  المجموعة
1

1
Bf

 تسمى  −

 الصورة العكسية للمجموعة
1

B : ويعبر عنها كما يلى  

})(:{)(
11

1
BxfAxBf =

−  

}{ إذا كانتفمثلاً 
1

yB   مكونه من عنصر واحد فقط ، فإننا نكتب يأ =

)}(:{})({
1

xfyAxyf ==
−  

 .y  وتسمى الصورة العكسية للعنصر

 

 (  1.8مثال )

AAf   وكانA=}5,4,3,2,1{  إذا كانت  بالصيغة  راسما معرفاً :→

)}4,5(),2,4(),4,3(),1,2(),4,1{(=f 
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  إن:ف.

• }4{})5,3,1({ =f  

• }5,4,3,1{})4,3,2({
1

=
−

f  

• =−
})5,3({

1

f
 . 

 

   (1.7نظرية )

BAf   إذا  كان AAA  راسماً وكانت:→ 
21

BBB و, 
21

 فإن : ,

);()()(
2121

AfAfAAi 

 
);()()()(

2121
AfAfAAfii =

 
);()()()(

2121
AfAfAAfiii  

);()()()(
2121

AfAfAAfiv −−

 

);()()()(
2

1

1

1

21

1
BfBfBBfv

−−−
=

 

);()()()(
2

1

1

1

21

1
BfBfBBfvi

−−−
=

 

);()()()(
2

1

1

1

21

1
BfBfBBfvii

−−−
−=−

 

);()()(
2

1

1

1

21
BfBfBBviii

−−
 

 

 

 



 قدمة في التوبولوجي العام م

24 

 

 البرهان 

حسررابنا أن العلاقررة   يخطوات البرهان علينا أن نضررع فرر   يقبل الشروع ف 

−1العكسية 
fليم بالضرورة أن تكون راسماً من  Bإلى A. 

  (i)  أولا : لإثبات
 لنفرض أن 

21
AA  

)
2

(}
2

:)(:{}
1

:)(:{)
1

( AfAaafbBbAaafbBbAf ====

(  أن :  يعنيوهذا 
2

()
1

( AfAf 
 

 ثانيا : المطلوب إثبات أن

)()()( 2121 AfAfAAf = 

)()( نفرض أن        21 AfAfy ى إلى أنفإن هذا يؤد  
),()()()(

2121
AfyAfyAfAfy  

);(  ومن ناحية أخرى نفرض أن
21

AAfy  فإن  

yxfAAxAAfy = )(:)()(
2121  

yxfAxAx = )(:
21

 
yxfAAx = )(:)(

21

 
),()(

21
AAfxfy =

 
),(

21
AAfy 

 
)1()()()(

2121
AAfAfAf 

 
);(  ومن ناحية أخرى نفرض أن

21
AAfy  فإن  
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yxfAAxAAfy = )(:)()(
2121

 
yxfAxorAx = )(:

21
 

),()()()(
21

AfxfyorAfxfy == 

),()()(
21

AfAfxfy = 

)2()()()(
2121

AfAfAAf  

 نستنتج أن :  (1) ,(2)ومن  

);()()(
2121

AfAfAAf =  

)()();(  ثالثا :
2121

AfAfAAf  

,)(:)(:)(
2121

yxfAAxAAfy = 

;)(:
21

yxfAxAx = 

;)(:)()()()(
21

yxfAfxfAfxf = 

)];()([)(
21

AfAfxfy = 

).()()(
2121

AfAfAAf  

 ً )()()(  : إثبات أن  رابعا
2121

AfAfAAf −− 

  للطرف الأيمن أى أن : ينتميعنصر  b  نفرض أن
);()()()(

2121
AfbAfbAfAfb −   

;)(:
21

bafAaAa =  

;)(:)(
21

bafAAa =−  

);()(
21

AAfafb −=  
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).()()(
2121

AAfAfAf −−  

)()().(  إثبات أن: اً خامس
2

1

1

1

21

1
BfBfBBf

−−−
= 

)(نفرض أن  
21

1
BBfx 

)();(  فإن هذا يقتضي أن، −
21

BBxf  

;)()(
21

BxfBxf 

 

);()(
2

1

1

1
BfxBfx

−−


 

);()(
2

1

1

1
BfBfx

−−
 

)1();()()(
2

1

1

1

21

1
BfBfBBf

−−−
 

)()(يرررة نفررررض أن مرررن ناحيرررة ثان
2

1

1

1
BfBfx

−−
  فرررإن هرررذا يقتضررري أن ،

)()(
2

1

1

1
BfxBfx

−−
 م:و من ث 

;)()(
21

BxfBxf 

 

);()(
21

BBxf 

 

);(
21

1
BBfx 

−

)2();()()(
21

1

2

1

1

1
BBfBfBf 

−−− 

   نستنتج أن : )2(و  )1(من 

).()()(
2

1

1

1

21

1
BfBfBBf

−−−
= 

 ً  قارئ.ين لل: يترك كتمر سادسا

 ً )()().(:  سابعا
2

1

1

1

21

1
BfBfBBf

−−−
−=− 

);.()()(
2121

1
BBxfBBfx −−

−

 
;)()(

21
BxfBxf 

 
);()(

2

1

1

1
BfxBfx

−−


 
);()(

2

1

1

1
BfBfx

−−
−
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)3().()()(
2

1

1

1

21

1
BfBfBBf

−−−
−−

 
);()()()(

2

1

1

1

2

1

1

1
BfxBfxBfBfx

−−−−
−

 
;)()(

21
BxfBxf 

 
);()(

21
BBxf −

 
)4().()()(

21

1

2

1

1

1
BBfBfBf −−

−−− 

   نستنتج أن :)4(و   )3(من 

).()()(
2

1

1

1

21

1
BfBfBBf

−−−
−=− 

 ■كتمرين للقارئ.اثبات هذه الفقرة ثامنا: يترك 

 :قرات التاليةعدم صحة الف فيما يلي سنضع مثلاً لتوضيح

);()()()1(
2121

AfAfAAf   

);()()()2(
2121

AfAfAAf −− . 
 (1.9مثال)

BAf  نفرض أن  دالة معرفة بالعلاقة:⎯→⎯

)}2,(),1,(),2,(),1,{( dcbaf =، 

}4,3,2,1{,},,,{حين أن    dcbaAB },{  .  بفرض أن==
1

baA  و =

},{
2

dcA =بما أن  . =
21

AA فإن  = )(
21

AAf  

)(}2,1{,)(}2,1{  و بما أن 
21
== AfAf2,1{إن ف{)()(

21
= AfAf   و

)()()(  ن ثم يكون م
2121

AAfAfAf . 

 ، نتبع الآتي: لفقرة الثانية بالنسبة ل

)()()(
2121

AAfAfAf −− 
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)()()(

}2,1{}2,1{)()(

}2,1{)(},{

2121

21

2121

AAfAfAf

AfAf

AAfbaAA

−−

=−=−

=−=−

  

 (1.12تعريف )

BAf  بفرض أن يررر إلى المجموعة الغAالمجموعة الغير خالية  من  راسم  :→

BDgالدالررة ، فررإن  AD  . إذا كانررت Bخاليررة  بالصرريغة ةعرفرر المو :→

)()( xfxg   Dالدالررة علررى    (ctionrestriتقييررد أو قصررر )  سمىت  Dxلكل    =

الصيغة عادة تعطي في و
D

f |. 

 

 (1.10)  مثال

}:0{ه الاعداد الحقيقية ، و أن مجموعRبفرض أن  = xRxDنفرض . 

RRfالدالررة   2معرفررة بالصرريغة  :→
)( xxf RDgو الدالررة = معرفررة  :→

2بالصيغة 
)( xxg gfن . فإ=

D
=|. 

 (1.13تعريف )

BAfمجموعتين غير خاليتين ،فإن الراسم ,BAبفرض أن    :يسمى:→
   من الشرطين المتكافئينإذا تحقق شرط  (Injective)راسم متباين  (1)

.)()(,,)(
212121

xxxfxfAxxi ==  

     .)()(,,)(
212121

xfxfxxAxxii   

BAf   إذا كان )urjective)S (املش -سم )غامررا (2) =)(. 

 إذا كان متباينا وغامراً.  (Bijective) راسم تقابل  (3)
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 (  1.11مثال )

RRf ليكن  2بالصيغة معرفاً راسماً  :→
)( xxf =: 

 ماذا ؟.راسم متباين ول f هل  (أ)
 راسم غامر ولماذا ؟. f هل ( ب)
 راسم تقابل ولماذا ؟. f هل (ج)

 .  f أوجد مدى الراسم ( د)

  الحل

)1()1( لأن ليم راسما متبايناً   f الراسم (أ) −= ff 11 في حين أن −. 

)(0  ليم غامراً لأن  f  الراسم ( ب)
2
= xxf ومن ثم فإن جميررع العناصررر

فمررثلاً لا   فى النطاق المصاحب ليست صوراً لعناصر من النطاق.  السالبة

)(1بحين أن Rxيوجد عنصر  −=xf. 
  ط التباين والغمر.تحقق شرو وذلك لعدم تقابل راسم يم ل f الراسم (ج)

  بالنسبة لمدي الراسم فيمكن الحصول عليه كما يلي: ( د)

}.0{}0:{

},)(:{)(
2

==

===

+
RyRy

RxxxfyRyRf
   

 كما رأينا من خلال دراستنا للعلاقات أن هناك تركيباً لعلاقتين أو أكثر ونظراً 

 ف التركيب لكون الرواسم نوعاً من العلاقات فإننا نستطيع بسهوله تعري

YXfكثر. فمثلا إذا كان سمين أو أحصيل( لرا)الت ZYgو  :→ →: 
ZXh   راسررمين فررإن الراسررم  يرمررز لرره وgو  fتحصرريل الراسررمين هررو:→

ZXfghبالرمز  →= : حيث أن Zxfgxfgxh == ))(())(()(  
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 (1.7) لشك

 (  1.12ثال )م

RRRإذا كان  gf  :راسمين حين أن ⎯→⎯⎯→⎯
1)(

2
+= xxf1و)( −= xxg  

 فأوجد : 

fg تعريفاً لكل من الراسمين ( أ)   وgf  

fggf بين أن. (ب)   

2أوجد ( ج)
f 2 و

g1(   ومن ثم(
2
−f1(و(

2
−g 

 الحل
  f  وفق تعريف ( أ)

222
1)1()1())(()( xxxgxfgxfg =−+=+==  

221)1()1())(()(
22

+−=+−=−== xxxxfxgfxgf   

fggf  أن لذ فإن    الحالة العامة.أن تركيب الرواسم ليم إبداليا فى  يأ  

fgتعريف   باستخدام ( ب) نحصل على أن :   

4)5()14()2( ==+= ggfg  

gfتعريف باستخدام   2()12()1(2 نحصل على أن( ==−= ffgf  
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)2()2(  وهكذا نجد أن fggf   

fff   باستخدام تعريف)ج(  =
gggو  2 =

 ل الحل .يمكن إكما2

 ( 1.14) تعريف 

AAf  إذا كان xxf  راسماً حين:→ المحايد أو  فإن هذا الراسم يسمى)(=

AAI ويرمز له بالرمز   (identity function) الراسم المطابق 
A

حين ، :→

fIffI أن
AA
==  

 

 ( 1.13)مثال  

RRf  إذا كان  راسم )تطبيق( معرفاً كما يلي:  :⎯→⎯

Rxxxf += ,63)(  

 .الراسم  تقابل؟ هذا  بين أن

 الحل

)()(  نفرض أن bfaf    فإن، =

bababfaf =+=+= 6363)()( 

 أحادي )تباين(  إذاً الراسم 

3

6
)(

3

6
63)(

1 −
==

−
=+==

− y
yfa

y
aayaf

 

  و حين أن المقدار
3

6−y   ًي أن أ  عدد حقيقيدائما  R
y


−

3

6
 إذاً . Ryلكل  

 . تقابل f  و على ذلك فإنالراسم غامر 
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 (  1.8نظرية )

BAfإذا كان  −1تقابلا فإن :→
f هو الآخر تقابل من Bإلى  A أنكما  : 

)أ( 
A

Iff =
− 1 

)ب( 
B

Iff =
−1 

BA  إذا كانت)ج(    فإن=
A

Iffff ==
−−  11  

 

 البرهان 

BAf  نفرض أن هو صورة  Bفإن كل عنصر من عناصر  راسم تقابل :→

BAf  )ويكون. Aن عناصروحيد ملعنصر  وهذا يقتضى بالضرورة أن   ()(=

مكونة من عنصر وحيد من   Bتكون الصورة العكسية لكل عنصر من عناصر  

  أنه : أي Aعناصر  

)(::
1

bfaAaBb
−

=  

ABf  أن يعنيوهذا  →
−

:
 اسم.ر1

 نفرض أن
1

b  و
2

b  عنصرينلل  ينصورت   
12

, aa  على الترتيب وفق الراسمf   

  فإنه يكون :

212

1

1

1
)()( aabfbf ==

−−      

)()( 21 afaf =  

21 bb =  

−1سم ن الراأى أ
f  متباين.   

ABf  ولما كان =
−

)(
−1فإن الراسم 1

f يكون غامراً )فوق ً  ( ولذا نستطيع القول  يا

−1 بأن الراسم
f  من تقابل B إلى A: 
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)()(لتكن  
1

afbabf ==
 فإن   −

:)())(()()( ( أ)
111

aIabfaffaffAa
A

====
−−−  

A
Iff =

− 1 

:)())(()()( ( ب)
11

bIbafbffbffBb
B

====
−−

B
Iff =

−1 

 ■ هولته.يترك للطالب لس (ج)

 

 (1.9نظرية )

BAf  إذا كان CBgو:→   راسمين فإنه :   :→

fg  فإن التركيب  راسم متباين  fوg  إذا كان كل من ( أ)    يكون راسم متبرراين

 .)أحادى(

fg   ( فررإن التركيرربيراسررم غررامر )فرروق  fوg  إذا كان كررل مررن ( ب)    يكررون

 .(يراسم غامر )فوق

fg فإن التركيب راسم تقابل fوg كل من إذا كان (ج)    

111الحالة يكونوفى هذه  يكون تقابل ( د)
)(

−−−
= gffg  

 
 البرهان

BAf  نفرض أن كل من الراسمين ( أ) CBg  و:→ متبرراين )أحررادي(   :→

))(())((  ننفررررررررررررض أو yfgxfg   ون لررررررررررردينافيكررررررررررر  =

))((())(( yfgxfg )()(  متباينرراً فررإن  g  ولما كرران الراسررم= yfxf = 

yx  هو أيضاً متبايناً فإن ذلك يؤدى إلى أن f ولكن الراسم  ومن ثم  =

fg فإن الراسم  دي()أحا نمتباي . 
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BAf ن كل من الراسميننفرض أ ( ب) CBgو :→   فإنراسم فوقي  :→

CBg  ذلك يعني أن BAfو )(=    ومن ثم نستنتج أن )(=

CBgAfgAfg === )())(()( 

fg أي ان الراسم المحصل   )غامر )فوقى . 

fg  أنن نستطيع إثبات  )ب( السابقي  و)أ(    من (ج)   يكررون ما  يكون تقابل عند

  تقابلا.  gو f الراسمين كل من

 وبما أن :  

C

B

Igg

gIg

gffggffg

==

=

=

−

−

−−−−

1

1

1111
)()()(







 

 وبالمثل فإن :  

A
Ifggf =

−−
)()(

11   

)(   اه أن معكوم الراسمعنموهذا  fg  11  هو −−
gf   : أى أن 

■.111
)(

−−−
= gffg  
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 عامة على الفصل الأول رينا م
 

XCBA، شاملةمجموعة Xإذا كانت   (1) ,,ضع مثال توضح فيه أن.  : 

)()()()( CABACBAi −−−  

)()()()( ACABACBii −−  

أن  مجموعة أدلة وIبفرض أن    (2)
Iii

A


عائلة من المجموعات الجزئية من  }{

 : برهن أنه Xمن Bالمجموعة الغير خالية. لأي مجموعة جزئية 

BAإذا كانت   •
i
 كل لIi   فإنBA

i
Ii



. 

إذا كانت   •
i

AB   لكلIi   فإن
i

Ii
AB


. 

• =


i
Ii
A   إذا وفقط إذا كان=

i
A  لكلIi. 

XCBA،   مجموعة شاملةX  إذا كانت  (3) ,,برهن أن،  : 

 == AAi)(  

BAABBABAii == ,,)(   

)()()()( CABACBAiii =  

)()()()( CABACBAiv =  

CBACBAv = )()()(  

},,,,{  بفرض  المجموعتين  (4) edcbaB  . A=}5,4,3,2,1{و =

،  امررداهو اعررة تعريفهرر د مجمومررن العلاقررات الآتيررة تكررون راسررماً وحررد  يأ  بين   

 وأذكر سبباً واحداً على الأقل فى حالة كون العلاقة ليست راسماً.

a)} (5, b), (4, c), (3, d), (2, e), {(1, = R(i)  
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b)} (5, b), (4, e), (3, e), (2, e), {(1, = R(ii)  

e)} (5, d), (4, d), (3, c), {(2, = R(iii)  

b)} (2, a), (4, e), (3, c), (2, d), {(1, = R(iv)  

3)} (e, 3), (d, 3), (c, 3), (b, 3), {(a, = R(v)  

5)} (d, 4), (d, 3), (c, 1), (a, = R(vi)  

:]1,0[],[بفرض أن    (5) baf  يغة  ة معرفة بالصدال →

axabxf +−= )()( 

baأعداد حقيقية و bو aحين أن    .  برهن أن الدالةf  هي دالة تقابل. ثم

−1 اوجد صيغة الدالة العكسية
f . 

YXf  بفرض أن  (6) .فإذا Yإلى المجموعة   Xدالة من المجموعة  :→

YBو XAكانت   : 

 فبرهن أن:  •

));(()(
1

AffAi
−

 

.))(()(
1

BBffii 
− 

),()(ع مثال بحين يكون فيه الاحتواء في  ض • iii   .ًاحتواءً فعليا 

BAf   بفرض أن  (7) BA إذا كانت. ف تقابل:→  برهن أن : ف=

A
Iffff ==

−−  11 

RRR  ليكن  (8)
gf
 كالآتي  كل منهما معرف راسمان ⎯→⎯⎯→⎯

2)(
2
−= xxf   12و)( += xxg  كل منتعريف اوجد  gf   وfg    ثم بين

  بدالية.إ( ليست التطبيقاتأن عملية تحصيل الرواسم )
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 الفصل الثاني
 

 الفضاءات المترية
Metric Spaces 

 قدمةم

دوراً بللارًاً  للى  continuous functionsيلعب مفهوم الدوال المتصلللة    

تعرضللنا لمفهللوم   يفى بداية دراستنا للتحليل الحقيقلل  روع الرياضيات المختلفة.  

RAfأن الدالة    حيث عر ناالدالة المتصلة   ، تكللون متصلللة RA  حيث أن  :→

Axعند النقطة  
0

 : إن Axه بحيث أن 0يوجد 0إذا كان لكل   

.)()(
00

 −− xfxfxx  

النقللاط   جميلل ة عنللد  كانللت متصللل  إذاAعلللى  متصلللة    كللونالدالة ت  يقال أن هذهو

Ax . 

  فى هذه الحالة  إن القيمة المطلقة 
0

xx  ين إلا مسا ة بين عدد يما ه −

  ي حقيقيين أو مركبين ومن ثم  إن الاتصال يتحقق متى نقلت نقاط متقاربة 

. ولتعميم مفهوم  للدالة ابلل المق ي المجا إلى نقاط متقاربة أخرى، مجال الدالة

“-”   الشهير لاتصال الدوال إلى تعريف آخر يصف سلوك الدالة بالنسبة إلى

 . أو بالنسبة إلى مجموعات مفتوحة ارتسمى جوكل منها مجموعات جًئية 

الباحثين منذ بإهتمام العديد من العلماء و ظي   لأهمية الفضاء المتري  قد حنظراً و 

الفضاء المتري  بحوث العلماء على  ومن خلال ، ا هذاأن تم تعريفه حتى يومن

جديدة المترية الفضاءات مختلفة من اليدة وعدصور  ظهرت تطبيقاته المختلفة و
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 الفضاء المتري الجًئي  ، (quasi-metric space)الفضاء  شبه المتري  :مثل 

(partial metric space)  ية الذي تم تعريفه من قبل باحثي علوم الحاسب النظر

م  ظهور نظرية  و.    (cone metric space)الفضاء المتري المخروطي ،

 fuzzy) الفضاء المتري المشوش)الضبابية( تم تعريف شة شوالمجموعات الم

metric space)  الأخرى التي  المترية  الفضاءاتأنواع ...و هناك العديد من

 كرها.   المقام لذالتي لا يتسوتذخر بها الدوريات و المراج  العلمية الحديثة 

الفضللاء المتللري ملل  و دراسللة   ي هذا الفصل، سوف نتعللرل لتعريللف  

و الللدوال المتصلللة المجموعللات المقلقللة  والمجموعات المفتوحللة  كل من  يف  تعر

مفهللوم مثللل  قد تكون جديدة عليلله  مفاهيم  و استيعاب   هم  من    ن الدارسكحتى يتم

الدوال و  جوار النقطةومقلقة   المجموعة الووالمجموعة المفتوحة  الكرة المفتوحة  

لمتري  ي ظل وجللود دالللة هذه المفاهيم سوف ندرسها ضمن الفضاء ا.  المتصلة  

ثللم تصللبه هللذه ومللن  المسا ة التللي تلعللب دوراً مهمللا  للي تعريللف هللذه المفللاهيم  

 .من هذا الكتاب الفصول التالية تعرل لها  يالمفاهيم معرو ة لنا عندما ن
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 Metric Space  يمترفضاء الال(  2.1)

شللروطها والفضللاء المتللري دالللة المسللا ة وسوف نقللدم تعريللف     يما يلي

 لعدد من الفضاءات المترية. التوضيحية من الأمثلة  بالإضا ة لبعل

 (2.1تعريف )

d:أن مجموعة غير خالية  وXبفرل أن   X X R  دالة حقيقية من  →

X×X    الى مجموعة الأعداد الحقيقيللةR   ل تحقللق لكلل وXzyx ,,   الشللروط

 التالية:

).,(),(),()(

);,(),()(

;0),()(

;0),()(

4

3

2

1

zydyxdzxdM

xydyxdM

yxyxdM

yxdM

+

=

==



 

 

)(الشرط 
4

M (كما  ي الشكل التالي)  يسمى بمتباينة المثلث.  

 

 (2.1شكل )

)تسمى و function) (distanceدالة مسا ة  مىتس d  الدالة , )d x y   

),(المرتب  ي. الثنائ  yوx  المسا ة بين dX  .ًيسمى  ضاءً متريا 
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   (2.1مثال )

RRRdالدالة   →:  بالصي المعر ة  yxyxdقة  و  مجموعة  ),(=− ،على 

Rzyxلكل    ذلك لأنهو ،هي دالة مسا ة ،الأعداد الحقيقية ,,   :نجد أن 

;0),()( 1 yxdM 

;0),()(
2

yxyxyxdM ==−= 

);,()(),()( 3 xydxyxyyxyxdM =−=−−=−= 

)()(),()( 4 zyyxzyyxzxzxdM −+−=−+−=−= 

).,(),( zydyxdxyyx +=−+− 

 .أو الاقليديةالمسا ة العادية الحالة دالة  ههذ ي  dتسمى

 (2.2ثال )م

RRRdالدالة  →
22

 بالصيقة:المعر ة و :

2

21

2

21
)()(),( yyxxbad −+−=  

2حيث أن 

1 1
( , )a x y R=   2و

2 2
( , )b x y R= ، ذلك لأنه لكل  هي دالة مسا ة  و

2
, ,a b c R  :نجد أن 

1

2 2

1 2 1 2
)( 0) + )M d(a,b) = (x - x (y - y    .

.

0)()(),()(

2121

2

21

2

212

bayyandxx

yyxxbadM

===

=−+−=
 

3

2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 2 1
)(

( , )

) + ) ) + )M d(a,b) = (x - x (y - y (x - x (y - y

d b a

=

=

 

4 )( ( , )M d a c d(a,b) d(b,c) +  
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أو  حيث نعلم أنه  ى الهندسة المستوية يكون طول أي ضل   ي مثلث أقل من 

 ا ة دالة المس dتسمى   ي هذه الحالة  مجموع طولي الضلعين الآخرين.يساوي 

 لمستوى. ية  ي االاقليد

   (2.3مثال )

  ي الفضاء  لة مسا ة لى داإ يي المستوالاقليدية  يمكن تعميم دالة المسا ة 

RRRdالدالللةفللرل أن ب ذلللك، ونيالنللوالبعللد  يالاقليللدي ذ
nn
→: معر للة

 :بالصيقة


=

−=
n

i

ii yxyxd
1

2
)(),(  

 حيث أن  

1 2 1 2( , ,..., ) , ( , ,..., )n ny y y y x x x x= =. 

RRRdأن  الدالة  إثبات    لسهلمن ا
nn
→:    اً دالللة مسللا ة باعتبارهللا تعميملل هللي

 لدالة المسا ة  ي المستوى.

 (  2.4مثال )

RRRd الدالة الحقيقية →
22

 :بالصيقةالمعر ة و :

2211
),( yxyxyxd −+−=  

)الًوج المرتب و هي دالة مسا ة , )X d حيث أن ،تري ضاء م  : 

2

2121
),(,),( Ryyyxxx ==. 

 الحل

2لكل   

2121
),(,),( Ryyyxxx ==   :نجد أن 

0بما أن   اولاً:
11
− yx 0و

22
− yx   إن  
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0),(
2211
−+−= yxyxyxd 

 أي أن  ،إذاً يكون الشرط الأول متحقق

1)( 0M d(x, y)  . 

 ثانياً: 

00),(
2211
=−+−= yxyxyxd 

2211
0 yxyx −==−

 
2211

, yxyx ==

 
),(),(

2121
yyyxxx ===

 
 ثم يكون  ومن 

2 )( 0 .M d(x, y) x y=  = 

 ثالثاً:                                                                                       

3( ) ( , ) ( , )M d x y d y x=                  

1 1 2 2

1 1 2 2

( , )

( , )

d x y x y x y

y x y x d y x

= − + −

= − + − =
 

2بفرل أن   رابعاً:

212121
),(,),(,),( Rzzzyyyxxx ===   

),(

),(),()(

2211

221122114

zxdzxzx

zyzyyxyxzydyxdM

=−+−

−+−+−+−=+
 

RRRdالدالة  , بهذا يكتمل اثبات أن  →
22

 . دالة مسا ة  :

 (2.5مثال )

RRRd الدالة الحقيقية →: بالصيقةالمعر ة و: 





=


=

yxif

yxif
yxd

0

1
),( 
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 . (trivial distance)ية البديهية المترتسمى مسا ة هي دالة 

 الحل

;0),()(
1

yxdM  

 ذلك من تعريف الدالة المترية. و

 ثانيا : 

;0),()(
2

yxyxdM ==  

 هذا الشرط متحقق من التعريف  

0),(0),( === yxdyxxyd. 

Zyxلكل    ثالثا: ,  :نجد أنه 

(i)   (1),(1إذا كانت,( == yxdyxxyd  ثم يكون  ومن 

),(),( xydyxd = 

(ii)   (0),(0إذا كانت,( === yxdyxxyd  ثم يكون  ومن 

),(),( xydyxd = 

 نجد أن  ي كلا الاحتمالين 

;,),(),()(
3

XyxxydyxdM = 

 ً Zzyxلكل   :رابعا ,, نجد أن العلاقة: 

),(),(),()(
4

zydyxdzxdM + 

),(,),(,),(الممكنة لكل من يم جمي  الق متحققة ل zydyxdzxd عدا حالة واحدة

),(1,),(0,),(0أن يكون   === zydyxdzxd الذي سوف يترتب عليه أن  و

),(001),(),(يكون   zydyxdzxd +=+= 

 ذلك لأن  لكن هذا الاحتمال لا وجود له و
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zyzyd

yxyxd

==

==

0),()2(

0),()1(
 

zyxأن  نجد  )2(و  )1(من  ),(1ولكن  == = zxdzx  تناقل  وهذا

 بذلك تكون العلاقة صحيحة دائماً.على ذلك  إن هذا الاحتمال لا وجود له وبناءً و

 

  Open sets  المجموعات المفتوحة( 2.2)

  بعل علينا دراسةيجب هوم المجموعات المفتوحة قبل الشروع  ي دراسة مف

 . الكرة المفتوحة والكرة المقلقةكل من لمتري مثل لخاصة بالفضاء افاهيم االم

 (  2.2عريف )ت

)  بفرل أن , )X d  و تري م ضاء
0

x ي   عنصر X  0و  . 

0المجموعة الجًئية    (1) 0( , ) { : ( , ) }B x x X d x x =   

 . 0xالنقطة  مركًها و وحة نصف قطرها رة مفتتسمى ك

),(}:),({المجموعة الجًئية    (2)
00

 = xxdXxxB 

 .0xالنقطة  مركًها و نصف قطرها   قلقةتسمى كرة م

 

 (2.6مثال )

) يقليدالإضاء المتري  ي حالة الف , )R d،  حيث أن( , )d x y x y= لأي  −

x,ين  يعددين حقيق  y R  المجموعة:  إن 

}0,:{),( +−=+−  axaRxaa 

 المجموعة:، بينما  تسمى  ترة مفتوحة

}0,:{],[ +−=+−  axaRxaa 
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)ى   تسمى  ترة مقلقة بالنسبة للفضاء المتر , )R d . 

 (2.7مثال )

2 ي حالة الفضاء المتري  
( , )R d  2، حيث أن 2

:d R R R  المجموعة:.  إن   →

}),(:{),(
2

1
 = xadRxaB 

 المجموعة:بينما  ، open disk))سمى قرص مفتوح ت

}),(:{),(
2

2  = xadRxaB 

 (. closed disk)تسمى قرص مقلق 

 (2.8ل )مثا

2 ي حالة الفضاء المتري 
( , )R d 2الدالة، حيث أن 2

:d R R R →  

 :معر ة بالصيقة

2

21

2

21
)()(),( yyxxbad −+−= 

2حيث أن 

1 1
( , )a x y R=   2و

2 2
( , )b x y R=     . 

 تالي  القرص المفتوح  ي هذا الفضاء يأخذ الشكل ال

 

 

 

 

 

 

 

 (:القرص المفتوح في المستوي 2.2شكل )

RRRR  يضاء الثلاثإذا تعاملنا م  الف =
  إن المجموعة   3



 ام لتوبولوجي العقدمة  ي ام

46 

 

}),(:{),(
3  = axdRxaBd 

 

 الكرة المفتوحة(:2.3شكل )

 . (open ball)تسمى كرة مفتوحة 

),(}:),({المجموعة أما 
3  = axdRxaB d  مقلقة كرة  تسمى. 

 (2.9مثال )

RRRdبفرل أن   →:  على مجموعة الأعداد الحقيقيةالاقليدية دالة المسا ة   

Rالكرة المفتوحة  .  إن 

)1,1(}1:{}1),0(:{)1,0( −=== xRxxdRxB
d

 

)المفتوحة    الفترةما هي إلا1نصف قطرها  و 0مركًها   التيو 1,1)−. 

 (2.10)  مثال

RRRdبفرل أن   →
22

2على المجموعة   الاقليديةدالة المسا ة  :
R إن  .

وحدة يعطى  ي  نصف قطره ال و )0,0(القرص المفتوح الذي مركًه النقطة 

   ة: التالي الصورة

}1)),(),0,0((:),{()1),0,0((
2

= yxdRyxB
d

 }1:),{(
222
+= yxRyx

 

 كرة مفتوحة      
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}1:),{(
222
+= yxRyx 

 (2.11مثال )

RRRdبفرل أن   →
33

3دالة المسا ة المعر ة على المجموعة   :
R  إن  .

 المجموعة التالية: 

}1)),,(),0,0,0((:),,{()1),0,0,0((
3

= zyxdRzyxB
d

 }1:),,{(
2223
++= zyxRzyx

 }1:),,{(
2223
++= zyxRzyx 

 . 1نصف قطرها و )0,0,0(مركًها فتوحة معبارة عن كرة ي وه

 

قطللة مللا لن  (Neighborhood)بتعريف مفهوم الجللوار يما يلي سوف نقوم  

 متري. ضاء أي  ي 

 

 (2.3) تعريف 

),(ليكن   dX   ًالمجموعللة الجًئيللة  متريللاً.  ضاءAمللنX  ة للنقطلل  اً جللوارتسللمى

Aa  0إذا وجد بحيث أن AaB
d

),(  . 

 

 (  2.1نظرية )

),(بفرل أن   dX أن و،  ضاء متريXa ,0.  الكرة المفتوحة),( aBd 

 . من نقاطهالكل نقطة  اً جوار تمثل
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 البرهان

),(الكلللرة المفتوحلللة  نلاحلللظ أن اولاً  aBd  ليسلللت خاليلللة لأن),( aBa
d

 .

),(رل أن نفلل  aBb d   والمطلللوب إثبللات أن),( aBd  تكللون جللواراً لهللذه

),( ا أن. بمللللللللل النقطلللللللللة aBb d  لللللللللإن ),( abd نفلللللللللرل أن .

0),( −= bad بإثبللات أن  . سللوف نحللاول),(),(  aBbB dd هللو  كمللا

),(  نفللرل أن   .  (.42)موضه  ي الشللكل   bBx d  نقطللة إختياريللة والمطلللوب 

),( أن إثبات aBx d 

  ),(),( bxdbBx
d

 

)(),(),(),(   باستخدام الشرط 4 xbdbadxadM + 

 

 

 

 

 

          

 

 

  (2.4شكل )

   نحصل علىلذا  ++ ),(),(),(),( badxbdbadxad وهذا يعنى أن 

),( aBx d  ثم  إن ومن),(),(  aBbB dd  . 

 

                          
            a 
 
 

b
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 ( 2.4) تعريف

),( ليكن dX  ًضاء   ً  كانت  إذا مفتوحةتسمى مجموعة  XA المجموعة. متريا

 .جواراً لكل نقطة من نقاطها

 

 ( 2.1) نتيجة

),(  ي الفضاء المتري dX مفتوحة مجموعةهي  كل كرة مفتوحة. 

 ( 2.5) تعريف

),(  ليكن dX  ًضاء   ً نقطة داخلية  تسمى   Aaالنقطة .XAو  متريا

اط الداخلية  مً لمجموعة النق ريوذه النقطة جوراً له Aإذا كانت   Aللمجموعة 

oللمجموعة بالرمً  
A يعبر عنها  ي الصورةو : 

}.0),(:{ =  someforAxBAxA
o 

  

 ( 2.2) نظرية

),( مجموعة جًئية من الفضاء المتريAبفرل أن  dX .إن  

o المجموعللة (1)
A  مللن هللي مجموعللة مفتوحللة جًئيللةA   تحللوي جميلل

 .Aالمجموعات الجًئية المفتوحة من 

o قط إذا كان ة إذا وتكون مفتوح Aالمجموعة  (2)
AA=. 

 

 البرهان

oنفرل أن  ( 1إثبات )
Ax ريف مجموعة النقاط  نقطة اختيارية.  إنه من تع 
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AxBالداخلية توجد كرة مفتوحة  ),(  لكن  و),( xB  هي  ي حد ذاتها

(( لذا  إن كل نقطة من  2.12مثال )( و2.1حة )انظر نظرية ) مجموعة مفتو

),( ي  قاطها هي مركً لكرة مفتوحة محتواهن xB   ثم  يومن  A .  هذا يعني 

),(   أن كل نقطة  ي xB   هي نقطة داخلية للمجموعةA  أي أن ، 

o
AxB ),( نظراً لكون النقطة  . وo

Ax   إختيارية  إن كل كل نقطة

o
Ax ي   رة محتواههي مركً لك o

A  وهذا يعني أنo
A .مجموعة مفتوحة 

oلإثبات أن  
A ًئية  الجوعات المفتوحة تحوي كل المجمAG   نفرل أن .

Gx  بما أن .G  توجد كرة مفتوحة  المجموعة مفتوحة،  إنه),( xB   بحيث

AGxBأن   ),(    ًإذا .o
Ax   أي أنo

AG  . 

 ■   (.1شرة من )يأتي مبا ( 2إثبات )

 

 ( 2.3) نظرية

),(بفرل أن  dX أن  ضاء متري و XBA , .إن  

;)(
oo

BABAi  

;)()(
ooo

BABAii = 

.)()(
ooo

BABAiii  

 

 البرهان

  : i)(الفقرة 

o  نفرل أن
Ax0يوجدنه  . إ   بحيث يكونAxB ),(   بما أنBA  

BxB إن  ),(    أي أن ،o
Bx   وهذا يقتضي أنoo

BA  . 
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 : ii)(الفقرة 

ABAبما أن      وBBA   إنه من )(i  نجد أنo
ABA 

0
)(  

oو
BBA 

0
 ذا يقتضي أن وه )(

 )1()(
0 oo

BABA  

0نفرل أن  من ناحية أخرى 
BAx

o
   إن هذا يقتضي أن o

Ax 

0و 
Bx . يوجد  لذاo

1
 وo

2
 حيث يكونب  AxB ),(

1
 ، 

BxB ),(
2

  نفرل .},min{
21

 و   0 إنه يتضه أن   =

BAxB ),(    أي أن ،o
BAx )(  أن :وهذا يقتضي 

)2()(
0

BABA
oo

 

 .نحصل على المطلوب )2(و )1(من

 : iii)(الفقرة 

BAAحيث أن      وBAB    بتطبيق)(i .نحصل على المطلوب ■ 

 : iii)(تحقق التساوي  ي   ه عدملتوضي  يما يلي مثال 

 ( 2.12) ثالم

=]2,0[   إن ،  B=]2,1[و  A=]1,0[  بفرل أن BA  1,0(. بما أن(=
o

A 

،)2,1(=
o

B   ،)2,0()(
0
=BA   نجد أن ooo

BABA  )( . 

 ( 2.1) ةديهمت

),( للليكن dX  ًأي مجمللوعتين مفتللوحتين  لليمتريللاً.  تقللاط    ضللاءX  يكللون

 مجموعة مفتوحة.
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  البرهان

HGp  وأن Xمجموعتان مفتوحتان  ي   ,HGنفرل أن    

HpGpHGp  
 كللره مفتوحللة إنلله توجللد    ،pتحتللوي علللى النقطللةومجموعة مفتوحة    Gبما أن  

),p(1 B  بحيث أن 

)1.........(..........),(
1

GpBp   

 
 (2.5شكل )

p(2,(    إنه توجد كره مفتوحة ،H  جموعة الثانية وبالمثل بالنسبة للم Bبحيث أن   

)2...(....................),(
2

HpBp    
  :نحصل على )2(و  )1(من 

H)(Gδ)(p,B)(p,Bp 21    

}min  ليكن  , }  = ،توجد كره مفتوحة ه إن   ),p( pB أن بحيث 

H)(Gδ)(p,B)(p,B)(p,Bp
21p

=  

 
 
 
G 

 
 

           

       
p•  

 
 
 

H 
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H)(G)(p,Bp  أن أى p    التقاط  وهذا هو إثبات أن  HG    مجموعة

 ■  مفتوحة.
أن التقللاط  لمجمللوعتين مفتللوحتين ة السللابقة يلل التمهيد يبعللد أن رأينللا  لل 

عللل مللن خللواص ل بسللوف نحللاول  يمللا يلللى إجمللا ،مجموعللة مفتوحللةيعطللي 

 . النظرية التالية يالمفتوحة   المجموعات

 ( 2.4نظرية )

),( ليكن  dX  ًضاء   ً   ،  إن :متريا
 مجموعة مفتوحة. ,Xوعتين كل من المجم (1)
nGGG إذا كانلللت (2) ,...,, مجموعلللات مفتوحلللة  لللإن التقلللاط   21

nGGG   فتوحة.عة ممجمو21...

 المجموعللات المفتوحللة يكللون مجموعللة   مللناتحللاد أى تجملل  (3)

 مفتوحة.

  البرهان

 هذا يتطلب أن تكللون كللل نقطللة   ةوعة مفتوحمجم    أولا :لإثبات أن المجموعة

خالية من العناصر   نو حيث أ  مركًاً لكرة مفتوحة محتواة  ي    من نقاط  

  إن هذا المطلب متحقق دوماً. 
،  إنه على سبيل المثال تكون  Xxمفتوحة لأنه إذا كان   Xوالآن المجموعة

XxBكرة الوحدة   )1,(  . 

   ثانيا : نفرل أن
n

GGG ,...,,
21

 موعات مفتوحة وأن  جم 
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i

n

i
n

GGGGG
1

21
...

=
==  

  G. نفترل أن  )1(خالية  إنها مجموعة مفتوحة كما رأينا  ي  Gإذا كانت  

. لذا نجد أن  Gpو
i

Gp لكلni 0ثم يوجد ومن  =2,1,...,
i
  بحيث 

تكون  
ii

GpB ),(   لكلni ,...,2,1=. 

}inf,,...,{نفرل أن   
21 n

 ),(),(و   o.  إن  =
i

pBpB   لكل

ni ),(.إذاً الكرة =2,1,..., pBًها مرك التيp  تحقق الشرط 

GpBpB
i

n

i


=
),(),(

1
 

nGGGالمنتهي  وهذا معناه أن التقاط     . مفتوحة مجموعة 21...

 
 (2.6شكل )                            

 هى اتحاد هذه   H   وأن جموعات المفتوحةهى عائلة من الم   ثالثا : نفرل أن 

 مجموعة مفتوحة.  H  والمطلوب إثبات أن العائلة

 

1G

2G

3G

kG

),( pB

p
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 (2.7شكل )
 

     مجموعات العائلة توجد مجموعة من   إنه، Hp  لإثبات ذلك نفرل أن 

HGpأن حيث مجموعة مفتوحة ب  G  ولتكن . بما أن المجموعة  Gمفتوحة ،   

GpBp  بحيث أن p  إنه توجد كره مفتوحة مركًها  ),( , أن يقتضيهذا   

HpBp  ),(   ني أن  عيوهذاH  .مجموعة مفتوحة ■ 

 

يلاحظ القارئ أننا استخدمنا التقاط  النهائي للمجموعللات المفتوحللة و لللم 

،  ي حللين اسللتخدمنا الاتحللاد الاختيللاري للمجموعللات ط  الاختيارينستخدم التقا

 التالي:  المفتوحة الذي يتضمن ضمنياً الاتحاد النهائي .لذا نجد أنفسنا أمام السؤال

 ياري للمجموعات المفتوحة هو مجموعة مفتوحة؟.هل التقاط  الاخت

 

 

1G

2G
3G

kG

),( pB
p

 كرات مفتوحة 
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 ( 2.13مثال )

)نفرل الفضاء المتري   , )R d،   حيث أن( , ) , ,d x y x y x y R= −  .   نفرل

(:{عائلة الفترات المفتوحة  
1

,
1

{()
1

,0( Nn
nnn

Bd 
−

نجد أن التقاط   ولكن .=

ث مفتوحة، حي  مجموعةلا يعطي  لةنهائي لهذه العائلاال
1 1

( , ) {0}n
n n

−
 =. 

 

 )خاصية هاوسدورف( (  2.5نظرية )

baعنصللرين مختلفللين لأي  للى الفضللاء المتللرى ),( dX توجللد مجموعتللان

HG مفتوحتان = بحيث أن, HGGbHa ,, 

 البرهان

Xbaأن نفرل , أى أن) ان مختلفانعنصر  ba  )0د إنه يوج  بحيث 

),(=  أن bad .إذا اخترنا المجموعتين المفتوحتين كما يلى  :  

),(,),(
3

1

3

1  bBHaBG
dd

== 

 
 

 (2.8شكل )

HGمجمللوعتين المفتللوحتين إن وجود ال   للالمطلوب الآن إثبللات أن. قللد تحقللق  ,
=HGأى إننللا سللنفترل أن، نثبللت ذلللك سلللوف نفتللرل العكللس لكللىو 

•a

)
3

1
,( aBG = )

3

1
,( bBH =

•

a

•

b
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HG  وذلك بفللرل أن هنللاك نقطللة pبحيللث أن  HGp وهللذا

 يؤدى إلى أن : الفرل 

(a) .
3

),()
3

,(


= apdaBGp d  

(b) .
3

),()
3

,(


= bpdbBHp d  

)4باستخدام الشرط  )M من شروط الفضاء المترى),( dX : نحصل على  

3

2

33
),(),(),(


=++ bpdpadbad

 

3  أي أن  
2),( bad أنب لكن هذا يتعارل م  الفرلو  =),( bad 

 ■يكتمل البرهان.  ابهذو =HGإذاً 

 ملاحظة: 

 متحققة  سوف نرى أنها لا تكون  لكناهذه الخاصية متحققة لكل  ضاء متري و

 مثل الفضاءات التوبولوجية.  دائما  ي  ضاءات أعم من الفضاء المتري 
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 المجموعات المغلقة في الفضاء المتري ( 2.3)

  Closed Sets in Metric Space   

 ( 2.5)فيتعر

),(ن  ليك dX   ًضاء    ً ),( للي    Aالمجموعللة    .متريللا dX ون مقلقللة إذا و قللط إذا تكلل

AXAكانت 
c

 مفتوحة.مجموعة  =−

 

  يما يلي سوف نقدم  بعضاً من خواص المجموعات المقلقة .

 

 ( 2.6) نظرية

),( ليكن  dX  ًمترياً  إن  ضاء :  
(1) ,X .مجموعتان مقلقتان 

 تقاط  أى تجم  من المجموعات المقلقة هو مجموعة مقلقة. (2)

nFFF إذا كانت (3) ,...,,   مجموعات مقلقة  إن الإتحاد   21

nFFF  ...21 
  مقلقة. يكون أيضا مجموعة

 

  البرهان

ccمقلقتان لأنه ,Xأولا : المجموعتان
XX  ==   والمجموعتان ,

,X(.42)رأينا  ى النظرية  كما مفتوحتان. 

 هى تجم  من المجموعات المقلقة وأن :Wثنايا : نفرل أن  

}:{ WFFS =  

 وبما أن :
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}:{)( WFFFS
ccc

==  

c وأن
Fوعة مفتوحة كما ورد  ى مفتوحة واتحاد المجموعات المفتوحة هو مجم 

cومن ثم  إن( .42)النظرية 
S مجموعة مفتوحة وهذا يؤكد أن:  

}:{ WFFS = 

 .مجموعة مقلقة

  ن ثالثا : بفرل أ
n

FFF ,...,,
21

  أنمجموعات مقلقة و 
n

FFFH = ...
21

 

 ومن ثم  إن  

c

n

ccc

n

c
FFFFFFH == ...)...(

2121 

أن تقللاط  المجموعللات المفتوحللةحيللث 
c

n

cc
FFF  ...

21
هللو مجموعللة  

cأن  يمفتوحة أ
H مفتوحة ومن ثم  إنH.مجموعة مقلقة ■ 

 

 ( 2.7) نظرية

),(بفللرل أن dX إنلله لكللل ، ضللاء متللري Xx ةلمجموعللة وحيللدتكللون ا 

 مقلقة. x}{لعنصرا

 

  البرهان

}{}{أن نثبللت أن المجموعللة مقلقة يكفللي x}{لإثبات أن المجموعة   xXx
c

−= 

xXy}{نفللرل أن    لإثبللات ذلللك    توحة.تكون مف −   نقطللة اختياريللة. بمللا أن

yx   عتان مفتوحتان   إنه توجد مجموXHG ,    بحيث أنGxHy  , 

 من ثم يكونو =HGو 

 }{xXGXHy −− 
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),(  فتوحةمجموعة مفتوحة  إنه  توجد كرة م Hو بما أن   yB
d

 بحيث أن   

}{),( xXHyBy
d

−  يعني أن المجموعة   وهذا}{xX مفتوحة    −

 ■ مقلقة. x}{من ثم تكون المجموعة  و

 

 ( 2.2نتيجة )

),( ليكن  dX  ًي مترياً  إن كل مجموعة منتهية   ضاء X.هي مجموعة مقلقة 

 

  البرهان

مجموعة وحيدة العنصر مقلقة. بما أن كل مجموعة لامن النظرية السابقة نعلم أن 

لمجموعللات وحيللدة العنصللر اي أن   منتلله  يمكن اعتبارها كاتحللاد  XAمنتهية  

}{aA
Aa

= لذا  إن المجموعة.A .تكون مقلقة■ 
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 على الفصل الثاني  ريناتم

RRRd هل الدالة (1 →:  مسا ة على دالةR . 

Rbababadمعر ة بالصيقة:  dكانت  ا ذإ • −= ,,32),(  

Rbababadمعر ة بالصيقة:  dكانت  ا ذإ • −= ,,),(
22

  

Rbababadمعر ة بالصيقة:  dكانت  ا ذإ • −= ,,),(
22

  

RRRd الدالة الحقيقيةبرهن أن  (2 →
22

 :بالصيقةالمعر ة و :

• 
2211

),( yxyxyxd −+−=  

   هي دالة مسا ة

RRRd لدالة الحقيقيةان أن بره (3 →: بالصيقةالمعر ة و: 

• 




=


=

yxif

yxif
yxd

0

1
),( 

 . هي دالة مسا ة 

RXXdبفرل أن   (4 →:   دالة مسا ة معر ة على المجموعة القير خالية

X  وبفرل أن ،RXXe →:   دالة معر ة بالصيقة 

1),(

),(
),(

+
=

yxd

yxd
yxe 

RXXeبرهن أن   • →:  ة على  هي ايضا دالة مساX. 

),(تكون مفتوحة  ي   XAبرهن أن المجموعة  • eX إذا و قط إذا

),(كانت مفتوحة  ي  dX  . 

RRRd هل الدالة (5 →:  مسا ة على دالةR . 

Rbababadمعر ة بالصيقة:  dكانت  ا ذإ • = ,},,min{),(  

Rbababadمعر ة بالصيقة:  dكانت  ا ذإ • = ,},,max{),(  
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RRRdإذا كانت   (6 →
22

 معر ة بالصيقة: دالة  :

2

21212121
),(),,(},,max{),( Rbbbaaabbaabad ==−−= 

2دالة مسا ة على   d هل     
R. 

f:بفرل أن   (7 X Y→  من المجموعة القير خالية  تباين دالةX إلى

)المتري الفضاء  , )Y e.بفرل أن  وRXXd →: قة  دالة معر ة بالصي 

( , ) [ ( ), ( )]d x y e f x f y= 

RXXdبرهن أن        →:   دالة مسا ة علىX. 

RRRdذا كانت الدالة  إادرس ما (8 →:  مسا ة  ي الحالتيندالة هي : 

 






+
=

baif

baifba
bad

1
),()1( 





=


=

baif

baif
bad

0

4
),()2( 

)بفرل أن   (9 , )X d أن  و   ضاء متري),(
1
xBو),(

2
yB  كرتان

مفتوحان بحيث أن    ),(),(
21

yBxB.  لأي نقطة برهن أنه 

),(),(
21
 yBxBz  

0يوجد 
3
  بحيث أن),(),(),(

213
 yBxBzB . 

 (؟. 2.8برهن نظرية ) (10

 Presentation tupe Youtube الموضوع 

اء  
فض

رة ال
اض

مح
تري 

الم
1 

https://slideator.com/watch/?v=

Kl1Xx8Bv5fk 

 

https://www.youtube.com/watch?v=oloPPwxcWmc

&t=914s 

 

اء  
فض

رة ال
اض

مح
تري 

الم
2 

https://slideator.com/watch/?v=

qA8KowoDGaJ 

 

https://www.youtube.com/watch?v=A03tF2gUI4U

&t=890s 

 

https://slideator.com/watch/?v=Kl1Xx8Bv5fk
https://slideator.com/watch/?v=Kl1Xx8Bv5fk
https://www.youtube.com/watch?v=oloPPwxcWmc&t=914s
https://www.youtube.com/watch?v=oloPPwxcWmc&t=914s
https://slideator.com/watch/?v=qA8KowoDGaJ
https://slideator.com/watch/?v=qA8KowoDGaJ
https://www.youtube.com/watch?v=A03tF2gUI4U&t=890s
https://www.youtube.com/watch?v=A03tF2gUI4U&t=890s
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 ثالث الفصل ال
 

 

 

 

 الفضاءات التوبولوجية
Topological Spaces 

 

 مقدمة 

ثم  ومن فهوم التوبولوجي على مجموعة الأعداد الحقيقية دراسة م بدأت

أعم من هاتين  اً لكون الفضاءات المترية أشمل و. و نظرعلى المستوي الاقليدي

 ال  مترية و الدوفدراسة التوبولوجي على الفضاءات ال ، المجموعتين 

  المرحلة الثانية من تطور علم التوبولوجيا، حيث أنه لم المتصلة عليها تعتبر

متدت دراسته  لتشمل مجموعات أخرى يتوقف عند الفضاءات المترية بل ا

 بغض النظر عن خواص هذه المجموعات.

خواصه.  مفهوم الفضاء التوبولوجي العام ولدراسة هذا الفصل مخصص 

  نقاط مثل ت التوبولوجية لمفاهيم المتعلقة بالفضاءادراسة بعض ا بالإضافة إلى

الانغلاق  ، النهاية ، النقاط الداخلية ، النقاط الخارجية ، النقاط الحدودية 

ساس الجزئي  والأالأساس كل من مفهوم أيضاً سندرس   الخ. للمجموعات

للتوبولوجي وكذلك التوبولوجي النسبي وتوبولوجي الجداء )الضرب(. أخيراً  

 دراسة مفهوم التقارب للمتتابعات في الفضاءات التوبولوجية.ب  م هذا الفصل تنخت
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 الفضاءات التوبولوجية.(  3.1)

إن بناء الفضاء التوبولوجي يستند أساساااً علااى فكاارم المجموعااات المفتوحااة  

، و لقد عرفنا أن المجموعات المفتوحااة فااي التي تطرقنا إليها في الفصل السابق 

والتااي تاانص   (2.4نظريااة )في  كما وردت  ق خواصاً معينة  الفضاء المتري تحق

),( على أنه في الفضاء المتري dX : يتحقق الآتي  

(i) كل من,X.مجموعة مفتوحة 

(ii)   1   إذا كانت 2 3 nG ,G ,G ,...,G  مجموعات مفتوحة فإن التقاطع 

1 2 3 nG G G ... G    

 مجموعة مفتوحة. يعطي

(iii) من المجموعات المفتوحة يكون مجموعة مفتوحة.  أي عدد اتحاد  

ماان   عائلااة  بأنااه  ،  X، علااى مجموعااة خياار خاليااة  يالتوبولااوج  نعرفلهذا  

لكي نضمن أن عناصر هذه العائلااة هااي و Xالمفتوحة من    المجموعات الجزئية

خااواص المجموعااات هااذه المجموعااات تحقااق  حااة فيلاازم أن مجموعااات مفتو

 .(2.4نظرية )في المفتوحة الواردم 

 ( 3.1تعريف )

 جزئية من  من مجموعات مكونة  عائلة مجموعة خير خالية و Xلتكن  

X  :بحيث تحقق الشروط التالية 

(i)  ن  المجموعتا,X  تنتميان إلى . 

(ii)    لكل مجموعتينBA فإن   , BA  أي أن تقاطع عدد (

 ايضا(.  يكون عنصراً في   منته من عناصر  

(iii)   لتكن
i

A   فإن
i

i
A . 
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 ساامى ت  Gمجموعااة  يو أ  Xعلى المجموعة    توبولوجيتسمى      العائلة 

  مجموعاااااة مغلقاااااة ومكملتهاااااا تسااااامى (open−)مجموعاااااة مفتوحاااااة 

(closed−) .المرتااااب   يالثنااااائ مىيساااا و),( X توبولااااوجي فضاااااء 

(Topological space)  . 

 

 (  3.1مثال )

},,{  بفرض أن cbaX  :  ت  التاليةاتوبولوجي. فإنه يمكن تعريف ال =

}},{},{},{,,{10 cbcbX  = 

}},{},{,,{11 baaX  = 

}},{},{,,{12 caaX  = 

}},{},{,,{13 babX  = 

}},{},{,,{14 cbbX  = 

}},{},,{},{,,{15 cbbabX  = 

}},{},,{},{,,{16 cabaaX  = 

}},{},,{},{,,{17 cbcacX  = 

},{
1

 X= 

}}{,,{2 aX  = 

}}{,,{
3

bX  = 

}}{,,{
4

cX  = 

}},{,,{
5

baX  = 

}},{,,{
6

caX  = 

}},{,,{
7

cbX  = 

}},{},{},{,,{8 babaX  = 

}},{},{},{,,{9 cacaX  = 

ممااا ساابق  توبولااوجيعلما بااأن كاال  . يمكن الحصول على توبولوجيات أخرىو

 . السابقةحقق الشروط الثلاث ي
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 (  3.2مثال )

},,,,{إذا كاناات   edcbaX  شااكلالتاليااة ت ماان التجمعااات يمجموعااة.  أ =

 : Xعلى  توبولوجي

(i) }},{},,{},{,,{1 cabaaX  =  

(ii)  }},,,{},,,{},,,{,,{2 dcbadbacbaX  =   

(iii) }},,,{},,,{},,{},{,,{3 dcbadcabaaX  = . 

 الحل 

(i  )1  حيث أن توبولوجيلا تمثل
1

},{},,{ caba  و لكن نجد أن  

1},,{},{},{ = cbacaba 

 .الثالث من شروط التوبولوجي لا تحقق الشرط 1و من ثم فإن  

(ii  )2  لأن  جيتوبولولا تمثل    
2},,{},,,{ dbacba ،  التقاطع   بينما

2},{},,{},,{ = badbacba 

2و من ثم فإن 
 الثاني من شروط التوبولوجي لا تحقق الشرط. 

 (iii )}},,,{},,,{},,{},{,,{3 dcbadcabaaX   توبولاااوجيتمثااال  =

 شروط التوبولوجي . لأنها تحقق كل 

 (  3.3مثال )

)عائلة كل  XP)(مجموعة ، فإن مجموعة القوم    Xنفرض أن   

  توبولوجيوتسمى ال Xعلى    توبولوجي( تمثل Xالمجموعات الجزئية من  

  توبولوجيبينما ال  .أو التوبولوجي القوي (Discrete topology) المتقطعة

},{  X= الغير متقطع توبولوجي سمى ال ي )topology Indiscrete(    و

 . يسمى أحيانا التوبولوجي الضعيف  أو التوبولوجي التافه
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 (  3.4مثال )

 مجموعة خير خالية و أن   Xبفرض أن 

}{})(:{  −= finiteGXXG 

و التي مكملاتها تكون   Xالمجموعات الجزئية من  ل هي عائلة ك أي أن  

 Xتمثل توبولوجي على   . العائلة  المجموعة الخالية   إلى منتهية بالإضافة 

يمكن  و ذلك  (Co-finite Topology) توبولوجي المكملات المنتهية يسمى 

 ملاحظته من خلال دراسة مدى تحقق شروط التوبولوجي عليه: 

  :الأول  الشرط

من التعريف نجد أن     و حيث أن ،=− )( XX   و هي مجموعة منتهية

Xفإن   نستنتج أن  و عليه ,X  . 

 :الثاني  الشرط

HGنفرض أن    ؟ HGو المطلوب إثبات أن  ,

HGبما أن   )(، فااإن  كاال ماان , HX )(و  − GX مجموعااة منتهيااة و  −

)()()(  من ثم فإن إتحادهما HGXHXGX −=−−     يكون مجموعة

 .HGمنتهية و من ثم نجد أن 

 :الثالث  الشرط

}نفرض أن   }iG  عائلة من عناصر  و المطلوب إثبات أن
i iG   ؟ 

حيث أن 
iG   لكلi  المجموعات فإن كل مجموعة  من( )iX G−  هي 

)مجموعة منتهية و من ثم تقاطع المجموعات المنتهية  )i iX G  مجموعة  −

)منتهية. و لكن  )i i i iX G X G − = −  و بالتالي فإن
i iX G−  

و عليه فإن ة مجموعة منتهي
i iG  . 
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 .Xعلى  توبولوجيتمثل  إذاً يمكن القول بأن 

 (3.5مثال )

 . العائلة  Xpمجموعة خير خالية و   Xبفرض أن 

}:,{ GpXGP =  

 ختارم .ميسمى توبولوجي النقطة ال Xوبولوجي على ت تشكل

 لالح 

 الأول:   الشرط

PXفإن    Xp، و حيث أن  Pمن التعريف نجد أن     و عليااة

PX نستنتج أن  ,. 

  :الثاني  الشرط

PHG  نتكاإذا   ,    فإنHpGp   ي أن  و هذا يقتضHGp    و

PHGمن ثم يكون  . 

 :الثالث  الشرط

}نفرض أن   }iG  عائلة من عناصرP  فإن ،
i

Gp  يه فإن علو
ii

Gp   

PGأي أن  
ii
.   

},:{إذاً  GpXGP =    توبولوجي علىX يسمى  .  هذ التوبولوجي

الثنائي المرتب  و (Particular point topology) توبولوجي النقطة المختارم

),( PX  نقطة المختارم .الفضاء يسمى  

 (3.6مثال )

 . العائلة Xpمجموعة خير خالية و Xبفرض أن 

}:,{ GpXGXP = 
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 .وجي النقطة المستبعدم يسمى توبول Xتشكل توبولوجي على  

 لالح

 يترك كتمرين للقارئ. 

 (3.7مثال )

RX  أنبفرض   عائلااة المجموعااات الجزئيااة ماان   ة.مجموعة الاعداد الحقيقي  =

R : التي على الصورم 

}),(:,:{ GxxoGxXGu +−=  

 .أو التوبولوجي الاقليديالعادي توبولوجي اليسمى  Xتشكل توبولوجي على 

 الحل

uRن  أ واضح :الأول  الشرط , 

 :الثاني  الشرط

uGGبفاارض أن   
21

 نأ, و,
21

GGx   و ماان ذلااك نحصاال علااى أن

)()(
21

GxGx  . 0,0لذا توجد
21
   بحيث يكون 

222111
),(,),( GxxGxx +−+− . 

}min,{باختيار  
21
  نجد أن  =

 
21

),(,),( GxxGxx +−+−  . 

 إذاً  

21
),( GGxx +−   . 

uGGعليه فإن  و 
21

. 

 :الثالث  الشرط

}:{نفرض أن   IiG
i

  عائلة من عناصرu  ، و أن
ii

Gx   إذاً يوجد 
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uG
i


0
بحياااااااث أن  

0i
Gx  0و مااااااان ثااااااام يوجاااااااد  بحياااااااث أن

0
),(

i
Gxx +−  بما أن .

iii
GG 

0
 , فإن

ii
Gxx +− ),(  

uGإذاً 
ii
. 

 (3.8مثال )

 ة الأعداد الطبيعية . العائلة: وعهي مجم Nبفرض أن 

}:},...,,2,1{,,{ NnnAN
n

==  

 . Nتمثل توبولوجي على  

 الحل

ن  واضح أ :الأول الشرط   ,N 

 :الثاني   الشرط

بفاااااارض أن  
ji

AA Njiحيااااااث , , ,  نحصاااااال علااااااى يااااااهعلو 

=
kji

AAA  حيث أن}.min{ jik =. 

 :الثالث  الشرط  

نفرض أن  
in

A  حيثIi  2,1,...,{و بالتالي فإن{
in

nA
i
 و عليه يكون =

= },...,2,1{ kA
in

}sup:{, حيث  Iink
i

= ن إذا كاk أما إذا  .منته 

=فإن  =k+ كان NA
in

. 

 (3.9مثال )

},}1,{{، العائلااااااة  X=}1,0{بفاااااارض أن  XS =  توبولااااااوجي علااااااى

),(الااازول المرتاااب  .Xالمجموعاااة SX يسااامى فضااااء  ء توبولاااوجي،ضااااف

 .  (Sierpiński space)سيربنسكي  
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 (  3.1)  نظرية

 كل ماان أنمجموعة خير خالية و  Xبفرض أن
1
 و

2
 علااى  يتوبولااوجX ،

 التقاطعفإن 
21
  على  جيتوبولوX. 

 

 البرهان

 :  الأولالشرط 

بما أن   
1

, X ،
2

, X  فإن
21

,  X . 

 :الثانيالشرط  

نفرض أن   
21

,  BA  ، ًإذا 
1

, BA و
2

, BA منل وبما أن ك   

1
    و

2
    علااى    توبولوجيتمثلX    فااإن

1
BA    و

2
BA  هااذا و

 يقتضي  أن
1 2

A B    . 

  :الثالثالشرط  

نفرض أن  
21
 

i
A  ، ًإذا 

1


i
A و

2


i
A   

وبما أن كل من  
1
  و

2
  فإن :  توبولوجيتمثل 

1


i
A ,

21
 

i
A

2


i
A   

يمكن القول بأن   لذا
21
    على   وجيولبوت تمثلX. 

 ، فماذا  توبولوجيبعد أن تأكدنا من أن تقاطع أي توبولوجيين هو الآن و

عن الاتحاد
21
 أنه ليس من الضروري أن  ؟. المثال التالي  يبين 

يكون الاتحاد 
21
  على  توبولوجيX.■ 
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 ( 3.10)ثال م

},,}{{أن كل من   نلاحظ
1

aX  = ،}}{,,{
2

bX  على   توبولوجي =

},,{المجموعة الغير خالية   cbaX =   . 

},,},{}{{من الواضح أن   
21

baX  =   على   توبولوجيليسX  

وذلك لأن  
21

}{},{  baا  نم، بي
21

},{}{}{  = baba  أي .

ن  أ
21
   الثالث من شروط التوبولوجي لا تحقق الشرط . 

 (  3.2تعريف )

كل من  نفرض أن 
1
 و

2
  على المجموعة الغير خالية  توبولوجيX.   يقال أن

التوبولوجي  
1
  أضعفcoarser or weaker)(   من التوبولوجي

2
  أن أو

2
 

من )(finer or strongerأقوى 
1
  إذا كان

21
    بالرمزويرمز لذلك

21
    

 

أنااه إذا كااان    لسااابقا  نلاحظ ماان التعريااف
21

    فإنااه لكاال مجموعااة

1G     2، فإنG.   كمااا تجاادر الاشااارم إلااى أن التوبولااوجي المتقطااع علااى

هو أقوى توبولوجي ، و التوبولوجي التافه هو أضااعف   Xمجموعة خير خالية  

 .X  ي علىوجتوبول

عائلة كل التوبولوجيااات الممكنااة   Tكما يجدر بنا  توضيح أنه إذا كانت  

),(فإن  Xعلى المجموعة  T .ًمجموعة مرتبة جزئيا 
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الأقوىلفو التوبولوجي  بين  العلاقة  دعنا  ،  ضعفلأا  التوبولوجيو  هم 

ً توبولوجي  فضاءً نتخيل   شاحنة ممتلئة بقطع حمولة    مثل  يمكن تمثيل عناصره  ك  ا

 الحصيات و اتحاداتها تمثل المجموعات المفتوحة. تخيل أننا قمنا   ،الصخور

 د أن عائلة الحصيات تم تكبيرهاجنسبعملية تفتيت الحصى إلى قطع صغيرم ف

 .من توبولوجي الحالة الأولى  أقوىي ظر لها كما لو كانت توبولوجنمن ثم نو 

 (3.11مثال  )

}نفرض أن  , , , }X a b c d=  و نفرض أن . 

}}{,,{
1

aX  = 

}},{},{},{,,{
2

babaX  = 

}},{,,{
3

baX  = 

 نلاحظ أن
21

   و
23

   ولكن
12
 . 

 (  3.3)  تعريف

),(بفرض أن    X  توبولوجي. المجموعة  فضاءXA للنقطة   اً تسمى جوار

Xp  إذا وجدت مجموعةG   بحيث يكونAGp  . 

 

 (  3.12)  مثال

  B=−]1,1[و  A=−)1,1(جموعتين  من الم عةمجموفي الفضاء الاقليدي كل 

{...,المجموعة   بينما .  R0عتبر جوار للنقطة  ت
1

1,1,...,
2
1,1,0{

+
=

nn
C  لا

 تكون جواراً لهذه النقطة. 

 (  3.13)  مثال

 في الفضاء المتقطع.  Xx  تكون جواراً للنقطة x}{النقطة  جموعة وحيدم مال
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 (  3.2) نظرية

),(، في الفضاء التوبولوجي  XAالمجموعة  Xفقط   ،تكون مفتوحة إذا و 

 إذا كانت جواراً لكل نقطة  من نقاطها. 

 

 البرهان

GGxإذاً  Gxو أن   Gاولاً نفرض أن      أي أنG للنقطة   جوار 

 x هذا صحيح لكل نقطة  وGx. 

 توجد   Gxهي جوار لكل نقطة من نقاطها . أي أنه لكل  Gثانيا: نفرض أن  

مجموعة مفتوحة 
x

U   بحيث أنGUx
x
  و بهذا نحصل على أن 

}:{ GxUG
x

=   و هذا يعني أنG .مجموعة مفتوحة ■ 
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 ( 3.1)تمارين 

}ت الممكنة على المجموعة اتوبولوجياكتب كل ال (.1) , , }X a b c=. 

}ت المعرفة على المجموعة اتوبولوجي ن بين جميع القار (.2) , , }X a b c= 

A,بفرض أن   (.3) B X   مجموعتين خير خاليتين. أذكر  الشروط التي

A,يجب توفرها في المجموعتين   B   العائلة تكون كي{ , , , }X A B =  

 .Xلى  جي عولوتوب

)بفرض أن   (.4) , )X    فضاء توبولوجي و أنA X  برهن أن.A 

xإذا و فقط إذا كان لكل   A  فإنه توجد مجموعة ،G  أن  ث  حيب

x G A . 

}بفرض أن   (.5) }i ت المعرفة على مجموعة اتوبولوجيعائلة من الX.  

.برهن أن  
i i   هو توبولوجي علىX  بينما .

i i من  يس فل 

 .Xالضروري أن يمثل توبولوجي على  

},),(:{}{هل العائلة   (.6)  = RaaR بولوجي على  تشكل تو

 ؟. و ضح ذلك؟. Rية  الأعداد الحقيق مجموعة 

},,},2,1,...,{:{هل العائلة   (.7) NnnnnEN
n

++==   تشكل

 .Nعية لطبيعداد اة الأمجموعتوبولوجي على 

nفي الفضاء   (.8)
R المسافة بين أن دوال 

=

−=
n

i
ii

yxyxd
1

1
),( 

و
=

−=
n

i
ii

yxyxd
1

2

2
)(),(

 
و 

ii
yxyxd −=


sup),(  نفس  تعرف

n  التوبولوجي على الفضاء  
R. 
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  (تراكم نهاية )الط النقا المجموعات المغلقة و ( 3.2)

Closed Sets and Accumulation Points 

لقد استخدمنا المجموعات المفتوحة كنقطة البداية في تعريف التوبولوجي .سوف 

ة بعضاً من المفاااهيم فتوحة  فيما يلي في تعريف و دراسنستخدم المجموعات الم

 لنهاية.ط امثل المجموعات المغلقة، إخلاق المجموعات و نقا الأساسية

 (3.4)  تعريف

),(  ماان الفضاااء التوبولااوجي  Aالجزئيااة مجموعااة ال X  مجموعااة  تساامى

c  المجموعةمغلقة إذا كانت 
AAX  مفتوحة. −=

 

 (3.14مثال )

(i)   المجموعة الجزئية[ , ]a b R ا  مغلقة لأن مكملته 

[ , ] ( , ) ( , )R a b a b− = −  + 

 Rمجموعة مفتوحة في 

(ii)   المجموعة الجزئية[ , )a R+    مغلقة لأن مكملتها 

[ , ) ( , )R a a− + = − 

 Rمجموعة مفتوحة في 

 (  3.15مثال )

},,},{},,{},,{},,{{لتكن  cbacabaaX   لى معرفة ع ولوجيتوب  =

},,,,{وعة الغير خالية  المجم edcbaX   التوبولوجي  . بما أن كل عناصر  =
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هي مجموعات جزئيااة مفتوحااة ، فإنااه بأخااذ المكماال لكاال عنصاار ماان عناصاار 

 نحصل على عائلة المجموعات المغلقة وهي :   العائلة

}},{},,,{},,,{},,,,{,,{ ededbedcedcbXc  = 

 (  3.3)نظرية  

),( نأبفااارض  X عائلاااة المجموعاااات المغلقاااة فاااي  . توبولاااوجي فضااااء

),(الفضاء X    : تحقق الخواص التالية 

(i) ,Xتانمغلق ناتمجموع. 

(ii) .تقاطع أي عدد من المجموعات المغلقة هو مجموعة مغلقة 

(iii)  المغلقة هو مجموعة مغلقة ات ن المجموععدد محدود مد اتحا. 

 

  البرهان

 ■ .يترك للقارئ لسهولته  

 (3.5)  تعريف

),(بفاارض أن  X فضاااء توبولااوجي وc ات المغلقااة بالنساابة عائلااة المجموعاا

 يالفضاااء التوبولااوج فاايAللمجموعااة  re)(closu الانغاالاق . للتوبولااوجي 

),( X  بأنااه تقاااطع كاال المجموعااات المغلقااة فااي يعاارفX  والتااي تحتااوى

 :ن . أي أAالمجموعة الجزئية 

},:{
c

FFAFA =. 
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 Aللمجموعة الجزئية  الانغلاق  :وهو  التعريف الهذهناك تعريف آخر مكافئ و

كاناات ، وذلااك بأنااه إذا  Aعبااارم عاان أصااغر مجموعااة جزئيااة مغلقااة تحتااوى 

F بحيث أنمجموعة مغلقة FA  فإنFAA . 

 

  (  3.16)  مثال

},,,,{  بفرض أن  edcbaX أن التوبولوجي  مجموعة خير خالية و =

}},,,{},,,{},,{},,{},{},{,,{ edcbdcadccacaX  = 

 هي :  Xعائلة المجموعات الجزئية المغلقة في  يها. عل معرف

}}{},,{},,,{},,,{},,,,{},,,,{,,{ aebebaedbedbaedcbXc  =  

(i   تقاطع كل المجموعات المغلقة التي تحتوى )}{b 

},{

},{},,{},,,{},,,{},,{}{

eb

ebedbedbaedcbebaXb

=

=
 

(ii   تقاطع كل المجموعات المغلقة التي تحتوى )},{ ca  هيXca =},{ 

(iii   تقاطع كل المجموعات المغلقة التي تحوى )},{ db 

},{},,{},,,{},,,{},{ dbedbedbaedcbXdb ==  

 (  3.6)  تعريف

),(  التوبولوجيفضاء  من ال  Aالمجموعة الجزئية   X  مجموعااة كثيفااة    تساامى

)set (dense   إذا كانXA= . 

 (  3.17مثال )

},{في المثال السابق نجد أن المجموعة الجزئية  ca  كثيفة لأنXca =},{،  

},{زئية  جموعة الجالمبينما  db  .ليست كثيفة 
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 (3.18مثال )

),( )الغيااار متقطاااع(  فاااي الفضااااء التوبولاااوجي الضاااعيف IX حياااث أن ،

},{ XI التااي هااذا التوبولااوجي ونعلم أن المجموعة الوحياادم المغلقااة فااي    ،=

Aلكل مجموعة جزئية خير خالية  =XA  إذاً ، X هي Aتحتوي  X. 

 (3.19مثال )

),(في الفضاء التوبولااوجي المتقطااع   DX  حيااث أن ،)(XPD=،   فااإن كاال

إن أصااغر فاا  واحااد، و ماان ثاامآن  مفتوحااة فااي  تكون مغلقة وفيه  مجموعة جزئية  

 .=AAذاتها. أي أن  Aهي المجموعة  Aعة مغلقة تحتوي المجموعة مجمو

QRيكون   عليه يكون وRQ  .Rكثيفة في  Q. أي أن =

 ( 3.4نظرية )

),(لأي فضاء توبولوجي  X لأي مجموعتين  وXBA ,  : فإن ، 

(i) A A     لكلA X 

(ii)  AA=    إذا و فقط إذا كانتAقة. ة مغلعمومج 

(iii) نت  إذا كاA B   فإن ،A B. 

 

 البرهان

(i) التعريف ، حيث أن أصغر مجموعة   إثبات هذه الفقرم يأتي مباشرم من

 . Aهي   Aمغلقة تحتوي المجموعة 

(ii)   نفرض أنAA= ن  ، و حيث أA   ، )إذاً مجموعة مغلقة )من التعريف   

A .مجموعة مغلقة 
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لكن و AA  إذاً مجموعة مغلقة،  Aحية ثانية نفرض أن من نا 

AA. ًإذا  AA=. 

(iii)  أن  نفرضA B    من الفقرم  ،( )i   نجد أنA B B    و من

Aيكون فإن  ثم  B  و هذا يقتضي أنA A B    لأنB أي  مغلقة .

Aأن   B.■ 

 (  3.5)  نظرية

),(لأي فضاء توبولوجي X لأي مجموعتين  وXBA , ، :  فإن 

(i)  =  

(ii) AA =)(  

(iii) BABA =  

(iv) BABA  . 

 

 البرهان 

(i)   حيث أنمغلقة فإن   = 

(ii)   من كونA  مغلقة )التعريف ( فإنAA =)( 

(iii) لإثبات BABA = :نتبع الآتي 

)2(

)1(

BA

BA

BBAB

ABAA












 

 نجد أن  )2(و  )1(من 

)3(BABA  

BBAAومن ناحية ثانية. بما أن     BABA، فإن  ,   بما أن و   
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، بينما أصغر  BAمجموعة مغلقة تحتوى المجموعة    BAالمجموعة  

 أن :  . أي هاقهي انغلا BAمجموعة مغلقة تحتوى  

)4(BABABA      

 ( نجد أن :4( ، )3من )

BABA = 

(iv) لإثبات BABA  :نتبع الآتي 

)1(ABAABA  

)2(BBABBA  

BABAنجد أن   )2(و)1(من  .■ 

 نضع المثال التالي:  iv)(لإثبات عدم تحقق التساوي في الفقرم  و

 ( 3.20مثال )

},,,{نفرض أن   dcbaX },,},,{{و أن  = dcaX  توبولوجي معرفة  =

},,{، و إذا كان  Xعلى   cbaA },{و  = dbB  فإنه من السهل إثبات أن  ،=

XBdcbaA === },,,{ 

 و من ثم فإن 

)1(XBA = 

 بينما 

)2(}{}{ bbBA == 

BABAنحصل على   )2(و   )1(من   . 

 

 ه ذه.طريقة أخرى لوصف إخلاق المجموعات لشرح  الآن ننتقل
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 .الطريقة تتم من خلال استخدام مفهوم نقاط النهاية ) التراكم( للمجموعات 

 

 (3.7تعريف )

),(  بفرض أن X توبولوجي ءفضا ،Xp .  النقطة يقال أنp  هي نقطة 

كاال  كانتإذا  XA  ئيةللمجموعة الجز imit Point(L(نقطة نهاية  أو تراكم

 من  واحدم على الأقل قطة تحتوى على ن p  النقطةمجموعة  مفتوحة تحتوى 

A  تختلف عنp , .و يعبر عن ذلك رياضياً بالصيغة 

, ( { })G p G G p A     −   

   ويرمز لها Aمشتقة  تسمى   A)التراكم( للمجموعة نهاية  ال  قاطمجموعة كل ن 

)أو .A`  بالرمز )d A. 

 

 

 

نقطة   
 تراكم

 
 
 

X     

    

 (3.1شكل )

 (  3.21)  المث 

},,},{},,{},,,{},,,{{بفرض أن   edcbdcadcaX  على   توبولوجي  =

},,,,{المجموعة  edcbaX XcbaA، فإذا كانت = =  .A`، اوجد  },,{
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 الحل

لأن  Aليسااات نقطاااة نهايااااة للمجموعاااة الجزئياااة   Xaالنقطاااة  (.1)

 على نقاطوى تلا تح aتحتوى النقطة   التيو }{aة المفتوحة  موعلمجا

 .Aa`أي أن . aتختلف عن  Aمن 

وذلااااك لأن  Aنقطااااة نهايااااة للمجموعااااة الجزئيااااة  Xbالنقطااااة  (.2)

,},,,{  هي bوى  تحالتي مفتوحة ال اتمجموعال edcbX  و كل منها 

 .Ab`أي أن  .bتختلف عن  Aأخرى من تحتوى على نقاط 

لأن المجموعااة  ،Aللمجموعااة  ليساات نقطااة نهايااة Xcالنقطااة   (.3)

},{المفتوحة    dcتحتااوى علااى النقطااة   التيوXc علااى وى تاا لا تح

 Ac`أي أن. cتختلف عن  Aمن  نقاط

Xedبالمثل يمكن التأكد من كااون كاال ماان النقطتااين   (.4) ,   نقاااط نهايااة

مجموعاااة النقااااط  هاااي Aنقااااط النهاياااة للمجموعاااة  إذاً . Aللمجموعاااة 

},,{` edbA =. 

 (  3.22مثال )

},,,,{بفرض أن  edcbaX    توبولوجيال  خير خالية و أن  ةعمومج=

}},,,{},,,{},,{},{,,{ edcbdcadcaX  = 

},,{ا كانت ، فإذXعلى المجموعة   معرف  dbaA=   اوجد ،`A. 

  الحل 

و لا aالعنصر    ويتحa}{لأن المجموعة المفتوحة    Aa`العنصر   (1)

 .aيختلف عن   Aتحوي أي عنصر  من ِ
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تحتويان  مجموعتين مفتوحتين   ه لا يوجد سوىلأن Ab`العنصر   (2)

,},,,{هما  bالنقطة   edcbXاط من  نق حويا ت و كل منهمA   مختلفة

 : . أي أن bعن  

− AbX −و)}({ Abedcb }){},,,({ 

 هي  cلأن المجموعات المفتوحة التي تحوي العنصر  Ac`العنصر   (3)

},,,{},,,{},,{, edcbdcadcX ا تحتوي على نقاط من هميعو جA. 

Ad`العنصر   (4)    لأنه توجد مجحموعة  مفتوحة},{ dc  تحوي

   .dختلف عن   ي Aلا تحوي أي عنصر  من ِ  و لكنها dالعنصر  

−=  أن أي Addc }){},{( . 

هي  eلأن المجموعات المفتوحة التي تحوي العنصر  Ae`العنصر   (5)

},,,{, edcbX  و جميعهاااااا تحتاااااوي علاااااى نقااااااط مااااانA.   ًإذا

},,{` ecbA =. 

 (  3.23مثال )

),(لنسبة للفضاء المتقطع  ابXAللمجموعة  A`اوجد  DX   . 

 الحل 

 x}{، فااإن المجموعااة Xxنحن نعلم أنه في الفضاء المتقطع فإنه لكل نقطة 

−=مفتوحة و من ثم يكون   Axx فإن    Xxا يعني أنه لكل  مم}){}({

`Ax.  وعليه يكون=`A. 
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 (  3.24مثال )

),(لنسبة للفضاء الغير المتقطع  ابXAللمجموعة  A`اوجد  IX    . 

 الحل 

},{أن نحن نعلم  XI  هما المجموعتان الوحيدتان ,Xأي أن  =

pA}{تحوي عنصر وحيد فقط أي أن Aموعة المفتوحتان . فإذا كانت المج =  

 هي  المجموعة  pفنجد أن المجموعة الوحيدم المفتوحة التي تحوي العنصر 

X  و علياااااه نجاااااد أن=− ApX و أي نقطاااااة  Ap'إذاً )}({

pqبحيث أن    Xqأخرى     نجااد أن− AqX و ماان ثاام   )}({

cppXAنقطة اختيارية فإن qو حيث أن Aq'يكون  }{}{' =−=. 

XAتحوي أكثر من عنصر فإننا نجد أن  Aأما إذا كانت  المجموعة  ='. 

 ضوء ذلك يمكن  كتابة في و



 =−

=
otherwiseX

pAifpX
A

}{}{' 

تحااوي أكثاار ماان   Aمجموعااة  لن اأي أ،    تعني خلاف ذلااك  )otherwise(كلمة  و

 عنصر.

 

 (  3.6نظرية )

),( بفرض أن X  لوجي و أن فضاء توبوXBA , ،فإن: 

(i)  إذا كانتBA  فإن`` BA ` 
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(ii) ```)( BABA =  

(iii) ```)( BABA  

 

 البرهان 

(i)  نفرض أنXp  نقطة نهاية للمجموعةA  ،أن أي`Ap وذلك يعنى  

 واحدم على تحتوى على نقطة  p  النقطةتحتوى  Gمجموعة  مفتوحة أن كل 

ApG. أي أن  pتختلف عن  Aمن  الأقل  }){\( 

 أن : إلىفإن ذلك يؤدى  BAوبما أن  

BpGApG  }){\(}){\(  

 أن  أي 

BpG }){\( 

وماان ثاام  Bزئيااة  لجانقطااة نهايااة للمجموعااة  pوهااذا معناااه أن  

`` أنه إلىوهذا يؤدى Bp`فإن BA . 

(ii)  من  ( إثبات البند رقمiنستطيع الحصول على ا )لآتي   : 

)2(

)1(

`)(`)(

`)(`)(

BABBAB

BAABAA








 

 نحصل على أن :  (1) ,(2)ومن 

)3(
`)(`` BABA  
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)(```لإثبات أن   BABA    سوف نحاول إثبات أن أي عنصر خير

``موجود في  BA   هو خير موجود في`)( BA  :و ذلك كما يلي 

``  نفرض أن  BAp      أن  إلىفإن ذلك يؤدى`Ap  و`Bp ومن 

 يكون  بحيث  ,HGن مفتوحتان  جموعتام دتوج ثم فإنه

 =−=− BpHApGHpGp }){(,}){(,,  

بما أن  )( HGp و في نفس الوقت ، 

=− )(}){)(( BApHG 

)(`إذاً  BAp    و عليه يكون 

)4(
```)( BABA  

 -نجد أن:)4(و  )3( ومن

```)( BABA = 

)(iii من المعلوم أن .ABA   وBBA . 

)(``نجد أن  i)( باستخدام العلاقة ABA   و ``)( BBA   

 من ثم يكونو 

.̀``)( BABA ■ 

 الآخر نضح المثال التالي:  لإثبات عدم صحة الاتجاهو
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 ( 3.25)  مثال

},,},,{}{{بفرض أن   bbaX  على المجموعة   توبولوجي =

},,{ cbaX },{,},{، فإذا كانت = caAcbB  ، فإنه يتضح أن ==

 }{` cA =،},{` caB ``}{  أن إلى و هذا يؤدي  ،= cBA = 

cBA}{و بما أن   = فإن ،== }̀{`)( cBA 

.== `)(}{`` BAcBA 

 (  3.7نظرية )

),(  بفرض أن X أن و توبولوجي فضاءXA :فإن 

(i)  المجموعةAإذا كان فقط   ون  مغلقة إذا وكتAA `. 

(ii)  المجموعةAA ` .مغلقة 

 

 البرهان 

 cAأن  إلااى، فااإن ذلااك يااؤدى Axمجموعااة مغلقااة وأن  Aأن نفاارض 

و هااذا معناااه أنااه توجااد مجموعااة مفتوحااة    cAxمجموعااة مفتوحااة وأن  

، و بالتالي فااإن Ax` إذاً ، =AAcو تحقق أن   xتحتوي على النقطة  

AAأي أن  .لا تصلح أن تكون نقطة نهاية Aأي نقطة خارل  `. 

AAمن ناحية أخرى نفرض أن  ` والمطلوب إثبات  أن A  

 و هذا  cAxنثبت ذلك سوف نفترض أن  لكيو .مجموعة مغلقة

وهذا معناه أنه توجد مجموعة مفتوحة   Ax`أن   إلىيؤدي  
x

G تحقق الآتي  : 
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=− Ax
x

GGx }){(, 

=   إذاً ،  Ax     لكنو A
x

G هذا يقتضي أن  ، وcA
x

G . 

توجد مجموعة مفتوحة  cAx)وذلك معناه : أنه لكل  
x

G   بحيث أن 

cA
x

G  )أن   أيcA مجموعة مفتوحة نظراُ لكونها  اتحاد مجموعات 

مفتوحة   
x

G   ومن ثمcA مفتوحة A  مغلقة . 

(ii)   لإثباااات أن`AA أن بااات مجموعاااة مغلقاااة، ساااوف نثcAA )̀(  

 مفتوحة و ذلك كما يلي:مجموعة 

cAAxنفرض أن  )`(  ، ًإذا )̀( AAx   و هذا يعني أن`Ax  

 ( ، فإنه Aة للمجموعة  نهاي قطةليست ن xأن  أي)  Ax`بما أن . Axو

توجد مجموعة مفتوحة 
x

G : بحيث أن 

=− Ax
x

G
x

Gx }){(, 

=   إذاً ،  Ax     لكنو A
x

G   و هذا يؤدي إلى أنcA
x

G  يفهم  و

وعة المجمنقاط   ع من هذا أن جمي
x

G   )لا يمكن أن تكون نقاط تراكم )نهاية 

=عني أن و هذا ي Aللمجموعة  `A
x

G   و من ثمcA
x

G )`(. 

)̀(إذاً لكل  AAx    نجد أنccc AAAA
x

G )`()`( = .  أي أن 
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cAA )`(   هي اتحاد مجموعات مفتوحة
x

G    و من ثم فإنها مجموعة

 ■ . مجموعة مغلقة  هي AA`مكملتها   ن مفتوحة و هذا بدوره يقتضي أ

 (  3.8نظرية )

),(  يبولوجومجموعة جزئية من الفضاء الت Aفرض أن ب X.ن :إف 

`AAA = 

 البرهان 

 ( و من ثم فإن :.83 ةنظريمجموعة مغلقة ) AA̀ أولاً : المجموعة

`AAAA            (1)  

 .Aة لمجموعا ىوتهو اصغر مجموعة مغلقة تح Aحيث أن 

من   تحوى كل نقاط نهايتها  A  مجموعة مغلقة فإن  AA    ،Aثانيا : بما أن   

 أن :  أي. (3.7 نظرية)

AA `)(         (3)   

 نجد أن :  ،(.83) ريةظنفمن   AAوبما أن  

`)(` AA         (4) 

 نحصل على أن  :  (3) ,(4)من  

AAA  `)(`        (5) 

AAأن   أي `   وبما أنAA : فإن 

AAA  `        (6) 

AAA` نحصل على أن (1) ,(6)من   =.■ 
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 ( 3.2)تمارين 

}اثبت أن العائلة   (.1) , , ( , ) : }R a a R =    تشكل توبولوجي على 

 : ، ثم Rلحقيقية  موعة الأعداد امج

 . Rاوجد المجموعات المغلقة في  •

'اوجد •
'و  }9,5,2{...,

}7,3{ 

 : اثبت أن  •

R=−=−= ,...}8,5,2{,]85,(}85,56,33,5{,]7,()7,3[. 

},,},2,1,...,{:{اثبت أن العائلة    (.2) NnnnnEN n ++== ل .تشك

، ثم اوجد المجموعات الكثيفة  Nتوبولوجي على مجموعة الأعداد الطبيعية  

{7,24,47,85}و اوجد    Nفي  , {3,6,9,12,...} 

),(بفرض أن   (.3) X  أن وفضاء  توبولوجيXBA , . اثبت أنه إذا كانت

A   مجموعة مفتوحة فإنBABA                    

),(بفرض أن   (.4) X  فضاءً توبولوجياً و أن  XBA , اثبت أن

 BABA −−                                                            

),(بفرض أن   (.5) X   فضاءً توبولوجياً و أنXBA ,. 

BABAضع مثالا توضح فيه أن             −−    

إذا و فقط إذا كانت   Xتكون كثيفة  في   Aموعة مجن البرهن أ (.6)

'
( )

c c
A A  =. 

),(في الفضاء التوبولوجي   (.7) R حيث )},{}:),{(  RRaa =  

}6,4,2{...,,}5,3,1{...,اثبت أن المجموعتين    == BAفي   ثيفة مجموعات ك

R  6,4,2{...,بينما{ −−−=C   ليست كثيفة فيR. 
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وعة الأعداد الحقيقية تكون  ة منتهية من مجمبرهن أن كل مجموعة جزئي (.8)

 .Rمغلقة بالنسبة للتوبولوجي المعتاد على  

جزئية منتهية من مجموعة الأعداد   وعةمجم Aبين أنه إذا كانت   (.9)

`=الحقيقية، فإن  
A   بالنسبة للتوبولوجي المعتاد على(R.) 

),(نفرض أن   (.10) X   فضاء توبولوجي و أن
Iii

A


عائلة من   }{

    برهن أن:،  Xالمجموعات الجزئية من   

i

n

i
i

n

i
AAi

11
)()(

==
= 

i

n

i
i

n

i
AAii

11
)()(

==
 

  .
i

i
i

i
AAiii



=



=


11
)()( 

:)()(بفرض أن   (.11) XPXPcl دالة معرفة على مجموعة القوى   →

)(XP :بحث تحقق الشروط التالية 

;)()(  =cli 

;),()( XAAclAii  

  .;,),()()()( XBABclAclBAcliii = 

;),())(()( XAAclAclcliv = 

 هذه الدالة تسمى مؤثر الانغلاق.

 برهن أن العائلة 

})(:{ GXGXclXG −=−= 

 وهذا التوبولوجي وحيد. Xهي  توبولوجي على 
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 ة ونقاط الحدود للمجموعات  ية والخارجيالنقاط الداخل  (3.3) 

Interior, Exterior and Boundary points of sets 

 بعد أن عرفنا فيما سبق مفهوم نقاط التراكم للمجموعات .  فيما يلي  

سنقوم بتعريف أنواعاً أخرى  من النقاط  للمجموعات مثل النقاط   

 الخارجية و نقاط الحدود.  النقاط الداخلية و

 ( 3.8تعريف ) 

),(ليكن   X جيبولوفضاءً تو ً  . Xمجموعة جزئية من  Aو  ا

(i)  النقطةXp لمجموعة  ل ية، تسمى نقطة داخلA interior point)(  إذا

AGp بحيث يكون Gوجدت مجموعة جزئية مفتوحة   . 

 ، يرمز لها  A يةتسمى داخل Aلمجموعة  ل يةموعة كل النقاط الداخلجم

)int(أو  Aبالرمز   A. 

(ii)  النقطةXq يااة، تسمى نقطااة خارج(exterior point)   لمجموعااة لA 

 بحيااااااث يكااااااون Hوجاااااادت مجموعااااااة جزئيااااااة مفتوحااااااة  إذا 

c
q H A X A  = )(  أي أن .− cAq. 

 .Aext)(يرمز لها بالرمز   Aلمجموعة لة يمجموعة النقاط الخارج 

(iii)  النقطةXr  يةودتسمى نقطة حد (boundary point)    للمجموعة 

A إذا كانتr .نأي أ ليست نقطة داخلية و ليست نقطة خارجية  

( ( ))r X A ext A − . 

  Ab)(رمز  بال  A لمجموعة الجزئية ل  يةحدودالنقاط اليرمز لمجموعة و

 .Aتسمى مجموعة حدود و
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 نقطة داخلية

 

 نقطة حدودية

 نقطة خارجية

 (3.2شكل )

 ( 3.26مثال )

},,},{},,{},,,{},,,{{اعتبر التوبولوجي   edcbdcadcaX   المعرف   =

},,,,{على المجموعة   edcbaX },,{، و بفرض أن  = dcbA= فمن ،

 : السهل التأكد من أن  

},{)1( dcA = 

}{)()()2( aAAext c ==  

.},{)()3( ebAb = 

 ( 3.27مثال)

),(بفرض أن   DX   الفضاء التوبولوجي المتقطع ، فإنه لأي مجموعة خير 

===نجد أن    XA  خالية )(,)(, AbAAextAA c. 

 ( 3.28مثال )

),(بفرض أن   IX  مجموعة  الفضاء التوبولوجي الغير المتقطع ، فإنه لأي 
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XA  (XAجزئية   )    نجد أنXAbAextA === )(,)(, . 

 

 (  3.9نظرية )

),(ليكن   X يولوج توبءً فضا ً  :فإن   XA  و ا

(i) A  الجزئية من اتحاد كل المجموعات المفتوحة و  عبارم عنA. 

(ii) A  .مجموعة مفتوحة 

(iii)   إذا كانتG    مجموعة مفتوحة بحيث أنAG    فإنAG. 

(iv)   المجموعةA     تكون مفتوحة إذا وإذا كان فقطAA =. 

 

 

 البرهان 

}{نفرض أن   
i

G     عائلة كل المجموعات المفتوحاة والجزئية منA 

(i)    ونفرض أنAp      فإنه توجد مجموعة مفتوحةAG 
0

بحيث أن    

AGp 
0

 

}{  بما أن
0 i

GG    فإن
i

G
i

p  ومن ثم فإن هذا يؤدى إلى أن 

i
G

i
A     (1) 

من ناحية أخرى ، نفرض أن   
i

G
i

q     على الأقل و هذا يؤدى إلى أنه توجد

AGمجموعااة مفتوحااة   
0

AGqأي أن  - qو تحتااوى النقطااة    
0

 . 

 إذاً  ، Aq  أي أن  ، Aية للمجموعة نقطة داخل  qومن ثم فإن  
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A
i

G
i

                 (2) 

 ( نجد أن : 2( ، )1من )

i
G

i
A =. 

(ii)  بما أن
i

G
i

A =   فإنA  .مجموعة مفتوحة 

(iii)   بما أنG    مجموعة مفتوحة وجزئية منA    فإن}{
i

GG   ومن ثم

AA فإن
i

G
i

G = }{. 

(iv)   نفرض أنAA = ، ًالمجموعة     إذاA  مفتوحة، و بفرض أنA  

   نا نحصل من ، فإنAAمع الأخذ في الاعتبار أن   مفتوحةمجموعة 

AA  و لكن  AAعلى   ،   فإنAA =. ■ 

 

 ( 3.10نظرية )

),(ليكن   X فضاءً توبولوج ً XBAو   يا ,   فإن: 

(i)  BABA = )(. 

(ii)  )( BABA . 

 

 البرهان

(i) ثبات  لإ BABA =  نتبع الآتي:  )(

)2()()(

)1()()(





BBABBA

ABAABA




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 نحصل على   )2(و  )1(من 

)3()(  BABA  

BBAAبما أن     )(، فإن  , BABA  جموعة الم  . و لكن 

 BA  في   مجموعة مفتوحة محتواه)( BA  فإن اكبر مجموعة مفتوحة ، 

)(في  BA   هي)( BA. 

BABABA  إذاً      من ثم فإن و)(

)4()(  BABA  

نحصل على   )4(  و )3(من  BABA = )(. 

(ii)   لإثبات )( BABA   :نتبع الآتي 

 )()( BAABAA  

 )()( BABBAB  

■ )( BABA  

 . يوضح أن التساوي ليس صحيحاً دائما المثال التالي 

 ( 3.29)  مثال

},,{بفرض أن   cbaX },,},{},{{و أن  = bacX   توبولوجي معرف   =

},{، و بفرض أن   Xعلى المجموعة   caA },{و = cbB   .يتضح جلياً أن =

}{,}{,}{ cBAcBcA ===  لكن  وXBA = فإن   عليهو

XBA = )( أن  أي}{)()( cBAXBA ==  . 

)()(لذا فإن    BABA  . 
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 ( 3.30)  مثال

=]2,0[  فإن  B=]2,1[و   A=]1,0[بفرض أن   BA   و من ثم نجد أن 

)1,0(=A و)2,1(=B.  و كذلك)2,0()( = BA نما  . بي 

)2,1()1,0( =  BA   ًإذا . )( BABA . 

 

 (  3.11) نظرية

),(ليكن   X فض ً  :فإن    XAوأن   اءً توبولوجيا

occ
AAi )()()( = 

)()()(
cco

AAii = 

 

 البرهان 

AXpنفرض أن  i)(إثبات الفقرم  (1 −فإن 

 =− AGGpGAxAXp :, 

c
AGpGpG  :, 

oc
Ap )( 

cocأن اي 
AA )()( = 

cبوضع   ii)(إثبات الفقرم   (2
AB  ■ .      نحصل على المطلوب  i)(في  =
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 (  3.12نظرية )

),(يكن   ل X   ً الخااواص التاليااة  فااإن    XAوأن     فضاءً توبولوجيا

 تحققة:م

)()()(
c

AAAbi = 

)()()(
c

AbAbii = 

o
AAAbiii −=)()(  

 

 البرهان 

 i)(إثبات الفقرم 

)}(:{)( AextxAxXxAb o = 

})(:{ oo cAxAxXx = 

})(:{ cAx
c

c
AxXx = 













 

}:{ Ax
c

AxXx = 

.}:{ A
c

AA
c

AxXx == 

 يأتي من التعريف. ii)(قرم إثبات الف

  iii)(إثبات الفقرم 

)()()( oAXAcoAAA
c

AAb −=== 

)()( oAAXA −= 
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)( oAAA −= 

■ .oAA−= 

 

 (  3.1)  تيجةن 

),(ليكن   X  ً  مجموعة مغلقة. Ab)( فإن   XAوأن   فضاءً توبولوجيا

 

 البرهان 

c ث أنفي النظرية السابقة حي i)(الإثبات يأتي من الفقرم 
AAAb =)(.■ 

 

 (  3.2)  تيجةن 

),(ليكن   X  ً AAbAفإن    XAوأن   فضاءً توبولوجيا = )( 

 

 البرهان 

AAA  بما أن    فإنه من  الفقرم)(iii د أنمن النظرية السابقة نج 

■ .AoAAoAAboA =−= )()( 
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 ( 3.3)تمارين 

},,,,{  إذا كانت (.1) edcbaX رف عليهااا التوبولااوجي  مجموعة  =  ، و عااُ

}},,{},,,,{},,,{},,{},{,,{ ebadcbadcabaaX  = 

},,{ فإذا كانت edcA bB}{ و =  فأوجد كل من :، =

( ) , ( ) , , ( ) , ( ) ,ext A b A A ext B b B B 

) اوجد (.2) )b A لأي مجموعة  A X   في الفضاء المتقطع( , )X D . 

)  برهن أن (.3) )
c

b A A إذا و فقط إذا كانت  A  .مجموعة مفتوحة 

AAbبرهن أن   (.4) )( إذا و فقط إذا كانت  A ة.قمجموعة مغل 

  ةمغلقومجموعة مفتوحة  A  إذا و فقط إذا كانت =)(Abبرهن أن   (.5)

 .  في  آن واحد
)  بفرض أن (.6) , )X   وأن فضاء توبولوجي,A B X. 

 :   برهن أن •

).()()()1( BbAbBAb   

).()()()2( BextAextBAext =  

)()().(أن   بمثال ضع و • BbAbBAb . 

},,},{},{},,{},,{{بفرض أن   (.7) dcbdadaX   توبولوجي معرف   =

},,,{وعة  على المجم dcbaX بحيث   XA. حدد مجموعة جزئية  =

}{,)(}{,)(},{,}{يكون  
'

cAcbAbdAextaA
o

====. 

=إذا و فقط إذا كانت  X  كثيفة فيAالمجموعة  بين أن  (.8)
cc

AA )(
`. 
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 Bases and Subbases  اعد و القواعد الجزئيه القو  (3.4) 

بداية هذا الفصل أنه يمكن تعريااف توبولااوجي علااى مجموعااة   فيرأينا       

ات المغلقااة، لمجموعات المفتوحة أو المجموعا  ريفتععن طريق  Xخير خالية  

بعااض الأحيااان. فهاال توجااد ثمااة وساايلة  يالطريقة قد تكون صااعبة فاا   هذهولكن  

 الوسيلة ؟. هبولوجي خير هذأخرى للتعرف على التو

و ذلااك عاان طريااق معرفااة   توجد طريقة أخاارى للتعاارف علااى التوبولااوجي    

أو أساس ما يسمى بقاعدم   ة وهىأصغر تجمع )جماعة( من المجموعات المفتوح

(Base)  .التوبولوجي 

 (3.9)  تعريف

),(ليكن  X  فضاءً توبولوجياً و لتكن جزئية من  مجموعة تسمى .   

 من عناصر خير خالي  عنصر كل إذا كان قاعدم ) أو أساساً(  للتوبولوجي 

 اتحاد لعناصر من يمكن كتابته ك .  فيكل عنصر   يطلق عليه اسم  

 أساس.عنصر 

 

 (3.10)  تعريف

  ، التوبولوجي  Xر خاليةعة خياساساً لتوبولوجي على مجمو إذا كان 

 تكون  Xمن  Gالمجموعة الجزئية يمكن وصفه كالتالي:  ساس المولد بالأ

يوجااد عنصاار اساااس   Gفااي    x( إذا كان لكل  G) أي ان    Xمفتوحة في  

B بحيث أنXBx   
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 ( 3.31مثال )

},,},{},{},,{},,{},,,{},,{{كن يل  dcbdcadcbabaX  توبولوجي   =

},,,{  على المجموعة dcbaX  فإن: =

}},{},{},{{  مجموعةال (1
1

dcba= م للتوبولوجيتمثل قاعد . 

}},{}{{عة مجموال (2
2

ba= لا تمثل قاعدم للتوبولوجي. 

 (3.32مثال )

),(الفضاء  التوبولوجي  في Xتعتبر ،( قاعدمأساس )سها.لنف 

 (3.33مثال )

),(إذا كااان  X  الفضاااء  التوبولااوجي المتقطااع علااى المجموعااةX فااإن ،

}}{:{ مجموعةال Xxx =   المتقطع. للتوبولوجي (قاعدماساس )تكون 

 (3.34مثال )

),( ي الإقليد فضاء التوبولوجي في R كل  مجموعةقيقية، عداد الحلى الأع 

 ، وذلك لأنه لأي  الإقليدي للتوبولوجي (قاعدم) اساس  لفترات المفتوحة تشكلا

 توجد فترم مفتوحة Hpو لأي نقطة  Hمجموعة مفتوحة  

),(  +−= ppI بحيث يكون ،HIp . 

 (3.14)  نظرية

),(ليكن  X  ًتوبولوجياً و  فضاء من المجموعات الجزئية المفتوحة.  عائلة 

 لكل مجموعة جزئية إذا كانفقط إذا و  للتوبولوجي أساستكون  فإن 

بحيااث أن   ماان  B أساااسيوجااد عنصر Hxلكاال عنصاار و Hمفتوحااة 

HBx  
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 البرهان

 نجد  تعريف. فإنه من ال Hxو   للتوبولوجيقاعدم  لتكن   

}:{أن 

=

iiIi
BBH  ومنها يمكن إيجاد.Ii 

0
 بحيث أن  

H
i

Bx 
0

. 

 بحيث أن  xBيوجد  Hxو أنه لكل  Hالمقابل نفرض أن  في

HxBx   أن    إلااىى  ا يااؤدو هذ}:{ Hx
x

BH =    ،أن كاال عنصاار   أي

 أساااس و إثبااات أن و هااذا هاا  تحاااد عناصاار ماان اعبااارم عاان  ماان 

 ■. للتوبولوجي

  ماللازلشروط هى ا :ما قد يسأل ب سائل  فرُ  الأمثلة ، هذهبعد كل 

  أساس تكون  لكي X فيمن المجموعات الجزئية  ةعائل فيتوافرها 

 :التاليسؤال نورد المثال مدى أهمية هذا ال شرحول ما.لتوبولوجي 

 (3.35مثال )

},,{لتكن   cbaX }},,{},{{مجموعة و = caba= من  عائلة 

هذه هي أساااس لتوبولااوجي   و لو افترضنا أن . Xة من  لجزئيالمجموعات ا

},,{},{، يجب أن تكون كاال ماان   و ليكن    Xما على   caba عنصاار فااي 

أيضااا ، فيجااب أن يكااون تقاطعهمااا لتوبولااوجيفااي ا ونظراً لكونهما عنصااران

= ، أي أن عنصر في  }{},{},{ acaba. 

لهذا  .لا يمكن التعبير عنه كاتحاد عناصر من a}{ن هذا العنصر الجديد إلا أ

 جب أن يتوفر فيه الشرط التالي: ي ار   اختي يجب علينا عند

 }:{,
2121

 =
i

B
i

BBBBB 
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 توبولوجي أساس لأيتكون  من المجموعات الجزئية لا تصلح أن  عائلة  فأي، اً إذ

 من خلال النظرية التالية: هذا ما سوف نراه و ،السابق  شرطالإلا إذا حققت 

 

 (3.15)  نظرية

 تكون  فإن . Xخير الخالية من ت الجزئية من المجموعا عائلة  تكنل

  -:إذا كان فقط إذا و  Xعلى توبولوجيل أساس

)(i }:{ = BBX 

)(ii    لأي
21

,BB  فإنه يمكن التعبير عن،
21

BB     كاتحاااد لعناصاار ماان 

لكل    بمعنى مكافئ    وأ
21

BBp    توجد مجموعة جزئية
p

B  من بحيث أن 

21
BBpBp . 

 

 البرهان

 . من تعريف الأساس نجد Xعلى ساس للتوبولوجي أ ولاً: نفرض أن ا

  الآتي:

ن الاساااس. أي اصاار ماا كاتحاااد لعن Xفإنااه يمكاان التعبياار عاانXبمااا أن 

}:{أن = BBX  إذا كانت  . وايضا
21

,BB  فااإن ،
21

, BB   ماان ثاام

يكون 
21

BB و هذا يقتضي أن}:{
21

=
i

B
i

BBB . 

لتي  ا Xلية من  الخا  خيرالمجموعات الجزئية    كل عائلةثانيا: نفرض أن  

 الخالية من  خير الجزئية وأن عائلة كل المجموعات  ii)(و i)(تحقق الشرطين  

X   التي يمكن التعبير عنها كاتحاد عناصر من أي أن . 
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}::{  ==
i

B
i

BGXG 

اس  تكون اسو بالتالي   Xتوبولوجي على     سوف نحاول الآن اثبات أن

 لهذا التوبولوجي. 

 الشرط الأول من شروط التوبولوجي: 

  و بما أن Xنجد أن   i)(من  =   حيث أن   أي أن . يمكن

و عليه يكون  التعبير عنها كاتحاد لعناصر من  ,X. 

 الشرط الثاني من شروط التوبولوجي: 

   فإن  ،  ,HGنفرض أن  

}:{ =



iiIi
BBG   و}:{ =




jjJj
BBH 

 Jjو لكل  Iiه لكل و من ثم نجد أن 

)()()(
),( jiJIjijJjiIi

BBBBHG ==


 

)(و لكن  
ji

BB     عبارم عن اتحاد لعناصر من  فااإن ،HG  عاان   عبااارم

و من ثم نجد أن  اتحاد عناصر من  HG. 

 الشرط الثالث من شروط التوبولوجي: 

نفرض أن  
i

G  إذاً لكل .Ii    }:{ = BBG
i

وعليه يكون    

iIi
G


 د عناصر من اتحا عبارم عن   و من ثم فإن

 iIi
G . 

 ■ .على اساسه Xتوبولوجي   أي أن  
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 (3.16)  نظرية

1  لااتكنمجموعة خير خاليااة.    Xبفرض أن
  اساااس للتوبولااوجي

1
      علااىX 

 للتوبولوجي  أساس 2و
2
 علىX. الشروط التالية متكافئة: فإن 

(i) التوبولوجي
1
  تكون أقوى(finer) وبولوجين التم

2
. 

(ii)  كل لXx  أساسو لكل عنصر 
22

B ييحو x د ، يوج 

أساس عنصر 
11
B   بحيث أن

21
BBx . 

 

 البرهان

 )()( iii   نفاااارض أنXx  و
22

B  بحيااااث أن
2

Bx. بمااااا أن 

22
     كون    ، فمن التعريف و من

12
    نجد أن

12
   بما أن .

1
 

 أسااااس للتوبولاااوجي
1
  فإناااه يوجاااد عنصااار قاعااادم ،

11
B  بحياااث أن

21
BBx . 

)()( iii  

نفرض أن 
2
H  و نحاول إثبات أن

1
H ذلك نفرض  إلىنصل  لكي.و 

 للتوبولاااوجي اسااااس 2. بماااا أن   Hxأن 
2
 فإناااه يوجاااد عنصااار ،  

22
B  بحيث أنHBx 

2
نجااد أنااه يوجااد العنصاار  ii)(.  ماان الشاارط  

11
B    بحيث أن

21
BBx     و ماان ثاام يكااون  HBx 

1
وهااذا يااؤدى   

أن  إلى
1
H ،أن  أي

1
  تكون أقوى(finer) من التوبولوجي

2
.■ 
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 (3,11)  تعريف

RXXdإذا كانت   →:  دالة مسافة علىXعائلة الكرات المفتوحة .   

}0,:),({ =  XxxB لوجي على تشكل أساس لتوبوX   يسمي ، 

 .  dلمولد بدالة المسافة  التوبولوجي المتري ا

 

 (3,12)  تعريف

),(يقال للفضاء التوبولوجي   X   أنه قابل للتمترetrizable)( M   إذا و فقط إذا 

 .  Xلة مسافة على  ة داطمولداً بواس   كان

 

 (3,36مثال )

),(الفضاء التوبولوجي الاقليدي  uR   هو فضاء قابل للتمتر، حيث أن دالة

 .uالمسافة عليه هي دالة المسافة العادية التي تولد التوبولوجي المعتاد  

 (3,37مثال )

),(المتقطع     يالفضاء التوبولوج DX   هو فضاء قابل للتمتر، حيث أن دالة 

 ،فإنXxوبولوجي المتقطع لأنه لكل  المسافة  البديهية هي التي تولد الت

 }{}:{)1,( xyxXyxB
d

== 

 ادية العنصر هي مجموعة  حعة أمن ثم فإن  كل مجموهي كرم مفتوحة و

 هي مجموعة مفتوحة.  Xأي مجموعة جزئية من   من ثممفتوحة و

وصف علااى ييمكن أن    بالأساس  لمولد  ا  بعد أن عرفنا أن التوبولوجي

 فرب سؤال قد يقع:  .لعناصر من القاعدم    الاختيارية  الاتحاداتمن    عائلة    نهأ

ماعة من المجموعات الجزئية و أخذنا تقاطعات منتهية لها تماماااً ماذا لو بدأنا بج



 ت التوبولوجية الفضاءا – ثثالصل الالف

 

109 

 

ساسات من الأ منوعية جديد نحو ، ؟. هذا السؤال يقودناالاختيارية  الاتحاداتمثل 

 الجزئية.  ساسات )القواعد(، تسمى الأ للتوبولوجي )القواعد(

 (3,13)  تعريف

),(ليكن   X  ًائلة، العفضاءً توبولوجيا  S اعدم جزئية ) أو أساساً  ق تسمى 

 الناتجة من تقاطعات منتهية لعناصر من    لعائلةكانت ا إذا  للتوبولوجي جزئياً( 

S تشكل أساس   لوجي لتوبول    . 

طع  اعبارم عن تق    الأساس من عناصر  Bأساس  أن كل عنصر  يعني  وهذا

يعطى    الخاليأن التقاطع  الاعتبار فيمع الأخذ  Sد منته  من عناصر   لعد

 .Xالمجموعة 

 

 (3,38مثال )

},,,{إذا كانااااات      dcbaX },,},{},{},{{و = babaX  ة عائلااااا فاااااإن ال=

}},},{},{{{ babaS . بأخااذ تقاطعااات  للتوبولااوجيتشااكل قاعاادم جزئيااة  =

 :ييلما ك لإيجاد القاعدم  Sعناصر 

=== }{}{,}{}{}{,}{}{}{ babbbaaa 

},,},{}{{العائلة   baX  },,},{},{},{{ أساس للتوبولوجي  = babaX  = . 

 (3,39مثال )

}},{},{},{{ائلة  هل الع  bacaS  تشكل اساس جزئي للتوبولوجي  =

}},,{},,{},,{},{},{,,{ cbacabacaX  = 

},,,{على المجموعة   dcbaX =. 

 الحل
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}}},{},{,{{    عائلةالتقاطعات المنتهية لعناصر ال bacaS  كالتالي:  =





===

===

}{},{,}{}{},{,},{},{},{

}{}{,}{}{}{,}{}{}{

cbaaababababa

cacccaaa
 

},},},{},{,{{العائلة  واضح أن   bacaX   S. إذاً   أساس للتوبولوجي   =

 بولوجي. التو  هي أساس جزئي لهذا

 (3,40مثال )

),(لوجي المنفصل  لفضاء التوبوافي  DX  العائلة ،},:},{{ XbabaS = 

. ولتوضيح ذلك نفرض  Xعلى   Dاساس جزئي للتوبولوجي المتقطع )القوي( 

},,{أن   cbaX  قطع يأخذ الصورم  المت . التوبولوجي =

}},{},,{},,{},{},{},{,,{ cbcabacbaXD = 

}},,{},,{},{{ة  عائلفإن ال cacbbaS . D  للتوبولوجي  جزئياساس تشكل  =

}},{},{}{{هي  Sالمنتهية لعناصر   لأن التقاطعات cba=   والتي تعتبر

 .Xعلى   Dاساس للتوبولوجي  

 (3,41ثال )م

)},,(),(:,{العائلة   RbaabS −=   تعتبر اساس جزئي للتوبولوجيu  

 وذلك لأن التقاطعات المنتهية Rلاعداد الحقيقية  على مجموعة ا

)},(),(),(:,,{هي Sلعناصر  baRbaabba −==   و هي

 .Rعلى   uأساس للتوبولوجي  

ءات نختتم موضوع الاساس و الأساس الجزئي بتعريف نوع خاص من الفضا 

   و هذا الفضاء (zero-dimensional)التوبولوجية يسمى بالفضاء ذو بعد صفري 

 . ءات الغير مترابطة الفضا سيرد ذكره فيما بعد عند دراسة موضوع 
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 (3,14) تعريف  

 فضاء التوبولوجي الذي عناصر أساسة أو أساسه الجزئي عبارم عن ال

أو فضاء   عده صفري  مجموعات مفتوحة و مغلقة في نفس الوقت يسمي فضاء ب

 .(zero-dimensional)ذو بعد صفري 

 

  لةمث أ

 كل فضاء من الفضاءات التالية هو فضاء ذو بعد صفري:

 المتقطع و الفضاء الغير متقطع. ء الفضا   (1)

),(فضاء توبولوجي  كل   (2) X   بحيث أن 
c

AA هو فضاء

 بعده صفري. 
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 Product topology)الضرب(  داءالج  توبولوجي (3.5)

كان   من  إذا  ),(كل 
11
X   و),(

22
X  توبو توجد     .   لوجي فضاء   هل 

الديكارتي  لتعريف  توبولوجي على مجم  طريقة وعة الضرب 
21

XX فيما  ؟ .

 ه. يلي سوف ندرس كيفية تعريف مثل هذا التوبولوجي  و ما هي خواص

 ( 3,15تعريف  )

أن من  بفرض  ),(  كل 
11
X    و),(

22
X  توبولوجي التوبوفضاء  لوجي  . 

الضربي )الجدائي( على  
21

XX  هو التوبولوجي المولد بالأساس 

.},:{
21

 = VUVU 

 
 (3.3شكل )

ي دعنا نتأكد من أن هذا الأساس  قبل الشروع في دراسة خواص هذا التوبولوج

هو فعلاً أساس لتوبولوجي على  
21

XX  

لأن   متحققالشرط الأول للأساس 
21

XX ف و ذلك من تعري   و من 

كون 
1122

,   XX . 

الشرط الثاني للأساس متحقق لأنه إذا كانت  
21

, BB حيث أن   

222111
, VUBVUB == 

 فإن
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)()(
221121

VUVUBB = 

)()(
2121

VVUU = 

VU = 

=
3

B 

و ذلك لأن  
121

)( = UUU   بموجب أن
1
   توبولوجي على

1
Xيضاً  ، و أ  

221
)( = VVV بموجب أن  

2
   توبولوجي على

2
X. 

لضربي على  أساس للتوبولوجي ا إذاً 
21

XX  . 

 

 ( 3.17نظرية  )

بفرض أن  
1

  أساس للتوبولوجي
1
   على

1
Xو 

2
 أساس للتوبولوجي  

2
  

على 
2

X . العائلة : 

},:{
221121

 = BBBB 

توبولوجي على  هي أساس ل 
21

XX . 

 

 البرهان

جموعة مفتوحة في م Wنفرض أن 
21

XX   و أنWq حيث أن، 

),( baq ن تعريف التوبولوجي الضربي على . م=
21

XX  فإنه يوجد ، 

VUعنصر أساس     بحيث أن 

WVUbaq = ),( 

و بما أن   
1

  أساس للتوبولوجي
1
   فإنه توجد،

11
B بحيث أن 

 UBa 
1
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و بما أن   
2

  أساس للتوبولوجي
2

  فإنه توجد ،
22

B   بحيث أن 

VBb 
2

 

أي أنه يوجد  
11

B و
22

B  أن بحيث 

WVUBBbaq =
21

),( 

}:,{هذا يعني أن  و 
221121

 = BBBB  للتوبولوجي  هي أساس

الضربي  على  
21

XX . ■ 

 ( 3.41مثال )

هي أساس للتوبولوجي المعتاد  Rنحن نعلم أن عائلة كل الفترات المفتوحة في  

 اعتبار العائلة  كن .بناءً على هذا يمR)الاقليدي( على  

},,,,,:),(),{( Rdcbadcbadcba = 

RRساساً لتوبولوجي على  تشكل أ على    يسمى التوبولوجي العاديRR  . 
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  النسبي   التوبولوجي الفضاءات الجزئية و (  3.6)

 Subspaces and Relative topology 

 (  3.18)  نظرية

),(ن  بفرض أ X فضاء توبولوجي و  A مجموعة جزئية منX   العائلة . 

}:{  = GAG
A

 

 .Aة الجزئية  تمثل توبولوجي على المجموع

 

 البرهان

}:{   داً اثبات أن العائلةمن السهل ج  = GAG
A

ق الشااروط الااثلاث يحقاا   

 ذلك لما يلي:للتوبولوجي و

 

 i)(ولا الشرط  أ

A
A ,   لأن 

AXA = وA= 

 .,Xحيث أن   

 ii)(ثانياً الشرط  

ليكن  
A

WV ,   أي أن  توجدHG, بحيث أن   

AGVAHW == , 

 لذا نجد أن 

)()( AHAGWV = 

AHG = )( 
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و من ثم يكون   HG، فإن   ,HGو بما أن  
A

WV . 

 iii)(ثالثاً الشرط  

نفرض أن  
Iii

V


 جزئية من ائلة ع }{
A

 ،فإنه لكل 
Ai

V  يوجد   


i

G ن  بحيث يكو
i

GA
i

V = . كون  ل
i

G   يقتضي أن
i

G
i

  

)()(ن  و من ثم يكو
i

G
i

A
i

GA
ii

V
i

== أي أن  
Ai

V
i

. ■ 

 ( 3,16تعريف  )

),(بفرض أن   X فضاء توبولوجي و  Aة من مجموعة جزئيXتوبولوجي . ال 

}:{  = GAG
A

  logy )elative topo(r لنسبيا سمى التوبولوجيي  

),(المولد   التوبولوجيوالفضاء 
A

A    جزئييسمى فضاء  (subspace)    من 

),(   التوبولوجيالفضاء  X. 

 

 

 

 (3.43مثال )

},,,,{  بفرض أن edcbaX مجموعة  و أن التوبولوجي  المعرف عليها   =

 هو  

}},,,{},,,{},,{},{,,{ edcbdcadcaX  = 

XedaAانت   فإذا ك =  ن : مجموعة جزئية فإ  },,{

}},{},,{},{},{,,{}:{ eddadaAGAG
A

 ==  
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 (3.44مثال )

},,,,{بفرض أن    edcbaX  كن  يلمجموعة خير خالية و  =

}},,,{},,,,{

},,,{},,,{},,,{},,{},,{},{,,{

dcbaecba

ebacbadcacabaaX  =
 

  فأوجد عناصر  التوبولوجي النسبي .ليهامعرف عتوبولوجي 
A

المجموعة  ىعل

XecaAلجزئية  ا = },,{ . 

  الحل

 عطى من العلاقة يوجي النسبي  التوبول

.}},{},,{},{,,{}:{ eacaaAGAG
A

 ==   

 (3.45مثال )

د الحقيقية ومعرف عليها التوبولوجي المعتاد  الأعدامجموعة  Rبفرض أن   

الصحيحة هو   موعة الأعدادعرف على مجمالتوبولوجي النسبي ال )الاقليدي(. 

 نجد أن  aحيث أنه لكل عدد صحيح  Zالتوبولوجي المتقطع على  

)
2

1,
2

1(}{ +−= aaZa. 

 

 (3.2)  تمهيدم

),(ليكن   
A

A     ًيجزئياااً ماان الفضاااء التوبولااوج  فضاء  ),( X  .  ا كاناات فااإذ

A  و
A

B   فإن.B  مفتوحة بالنسبة للتوبولوجي. 
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 البرهان 

بما أن  
A

B   فإنه توجد مجموعة ،G  بحيث أن GAB =.   بمااا أن

=فإن  ,AG كل من GAB. ■ 

 (3.46)  مثال

المولااد بعائلااة ليها التوبولااوجي و معرف ع  مجموعة الأعداد الحقيقية  Rلتكن  

),(}:{الفتااارات المفتوحااااة  bxaxba = 1,0(}2{كن  تلاااا و[ =A 

مفتوحااة بالنساابة }2{.  المجموعااة وحياادم العنصاار  Rموعااة جزئيااة ماان مج

للتوبولوجي النسبي 
A

T  لأنها عبارم عن تقاطع الفترم المفتوحة),( 2
5

2
 مع 3

}2{),(ي أن . أAالمجموعة  2
5

2
3= A.  

 

 (3.19نظرية )

),(ليكن  
A

A    ًيجزئياً من الفضاء التوبولوج فضاء ),( X . المجموعة  

AB  النسبي للتوبولوجيتكون مغلقة بالنسبة 
A

  إذا وفقط إذا وجدت 

AFBبحيث أنه    بالنسبة للتوبولوجي  مغلقة   Fجزئية   مجموعة =. 

 

 البرهان

AFBأولا : نفرض أن   =    حيث أنF   فيمجموعة مغلقة  X  انظر( 

  تالي(.ال الشكل
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 A 

F B  

  

 

 (3.4شكل )                     

FXFc  ةمكملال  ، أي أن مجموعة مفتوحة تكون  =−

−= )( FXF c   وهذا يؤدى إلى أنه 

   
A

c AFXAF −=  ( يالفضاء الجزئمن تعريف )  )()(

 وبما أن 

cFAAFAABA )()( =−=−      

)( cc FAA = 

)()( cc FAAA = 

.== HHAFA c : 

فإن 
A

BA −    بالنسبة للتوبولوجي مجموعة مغلقة  Bومن ثم فإن   )(
A

 . 

  بالنسبة للتوبولوجي النسبيمغلقة ة مجموع Bفرض أن  ن   انيا :ث
A

. 

أن إلىهذا يؤدى و
A

BA − . نفرض أن  )(
A

BAH −= )(  

  Gولتكن Xفيتقاطع مجموعة مفتوحة  تكون عبارم عنولذا فإنها 

 )انظر الشكل التالي(.Aمع



 جي العام قدمة في التوبولوم

120 

 

 

 (3.5شكل )

=−=أن  أي   GGABAH  :يؤدى إلى أنوهذا  )(:

FAGXAGAGAAHAB c =−==−=−= )()(  

     ■.مجموعة مغلقة بالنسبة للتوبولوجي    Fحيث أن   

 (3,20نظرية )

),(ليكن  
A

A    ًجزئياً ماان الفضاااء التوبولااوجي فضاء ),( X  و أنAB .

ABBفإن  
XA
= ، حيث أن )()(

A
B)(  هااو إخاالاق المجموعااةB ة بالنسااب

لوجي للتوبو
A

 و
X

B)(  هو إخلاق المجموعةB  بالنسبة للتوبولوجي. 

 البرهان 

بالنسبة للتوبولوجي النسبي  Bالمجموعة الجزئية  نغلاقستخدم تعريف إبا
A

  

},:{)(
A

KAKBK
A

B −= 

}),(:{ == cFFABFAK 

},:{ = cFFBFA 

}),:{( = cFFBFA 

■ .
X

BA )(= 



 ت التوبولوجية الفضاءا – ثثالصل الالف

 

121 

 

 يات في الفضاءات التوبولوجية  المتتال( 3.7)

Sequences in topological spaces 

 في الفضاءات   ياتالمتتال ب عريف تقارتسوف نختم هذا الفصل ب 

 في الفضاءات   المتتاليات التوبولوجية حتى نلاحظ الفرق بين تقارب 

 التقارب الذي درسناه سابقاً في مقررات التحليل.  التوبولوجية و

 ( 3.17تعريف  ) 

),(بفرض أن   X  فضاء التوبولوجي و   Xx
nn
)( متت )يقال  . الية )متتابعة 

  المتتالية نأ
nn

x Xx  تتقارب من النقطة )( 
0

   إذا كان لكل مجموعة مفتوحة  

XG تحوي  
0

x    يوجد عدد طبيعيNn 
0

Gx  بحيث أن  
n
  0لكلnn . 

 

 ( 3.47مثال  )

),(ليكن   X  .)المتتالية الفضاء التوبولوجي  التافه )الغير متقطع  
nn

x    في )(

X تتقارب من كل نقطة  Xx الغير  لأن المجموعة الوحيدم المفتوحة و 

 .Xخالية هي 

 ( 3.48مثال  )

),(ليكن   DX  .تالية المت     الفضاء التوبولوجي   المتقطع
nn

x تكون    X في )(

Nnربية إذا و فقط إذا وجد تقا 
0

بحيث أن   
0nn

xx لكل   =
0

nn  . 
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 ( 3.49مثال  )

),(ليكن   CN    فضاء توبولوجيا المكملات المنتهية على مجموعة الأعداد

Nx  لتكن   الطبيعية. 
nn
)( أن   متتالية بحيث

mn
xx   لكلmn   ًإذا .

nn
x ),(هذه المتتالية في  نهاية ل طبيعي هو و كل عدد متقاربة  )( CN. 

 

 ( 3.21نظرية  )

),(بفرض أن   X    فضاء توبولوجي، و أنXA .الية من  ا وجدت متتفإذ 

   و العكس يكون صحيحا Ax  إنف،  xتتقارب إلى النقطة   Aنقاط المجموعة  

),(إذا كان   X  . قابل للتمتر 

 

 البرهان

Axنفرض أن 
n
  و أنxx

n
 يحوي نقطة من  xللنقطة  G. إذاً كل جوار →

A  أي ان AG  و هذا يعني أنAx (( 3.4نظرية).) 

),(من ناحية أخرى، نفترض أن الفضاء   X ل للتمتر  و أن  قابAx . 

ه توجد متتالية  ثبات أنلإ
nn

x xx  يث أنبح )(
n
 نفرض أن   →

RXXd →:   متري للتوبولوجي  علىX .  لكل عدد صحيح موجبn   

),(نختار الكرم المفتوحة   1
nd

xB   و التي مركزهاx  ا رهو نصف قطn
 . نختار  1

  المتتالية
n

x   كنقطة  من تقاطع الكرم),( 1
nd

xB  مع المجموعةA  ي أن  ، أ 

),( 1
ndn

xBAx  
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اً كرم  ي أيضتحوفإنها  xتحوي   Gن أي مجموعة مفتوحة   نلاحظ الآن أ

),(مفتوحة   xB
d

. بإختيار العدد الصحيح  و نصف قطرها   xمركزها   

Nn 
0

بحيث يكون   
0

1
n  فإن المجموعة المفتوحة ،G  تحوي الحدود

i
x 

لجميع قيم 
0

ni   و هذا يعني أنxx
n
→. ■  
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 ( 3.4) تمارين

},,,,{إذا كانت    (1) edcbaX  مجموعة ، و عُرف عليها التوبولوجي   =

}},,{},,,,{},,,{},,{},{,,{ ebadcbadcabaaX   و بفرض أن   =

XdcaA = أوجد التوبولوجي النسبي  ، ف},,{
A. 

)إذا كان    (2) , )X    ،فضاء توبولوجي متقطعY X فبين أن الفضاء .

)ئي  الجز , )YY    هو ايضا فضاء توبولوجي متقطع علىY. 

)إذا كان    (3) , )X I   ،الفضاء التوبولوجي  الغير متقطعY X  فبين .

),(أن الفضاء الجزئي  
Y

Y  قطع على  هو ايضا فضاء  خير متY. 

Y[0,1)بفرض أن    (4) .  Rالحقيقية  عة الأعداد مجمومن   فضاء جزئي =

)0,(اوجد انغلاق المجموعة   2
1=A  في كل من الفضاء الجزئيY  وR. 

},,,,{إذا كانت    (5) edcbaX مجموعة، و عرُف عليها التوبولوجي   =

},,},{},,{},,,{},,,,{},,{{التالي:   ebadcbadcabaaX  = 

},,{فإذا كانت   edcA bB}{و  =  ، فأوجد =


BBbBextBBAAbAextAA ,)(,)(,,,,)(,)(,,

`' 

),(ليكن     (6)
A

A    ولااوجيفضاءً جزئياً من الفضاء التوب),( X      و أن

ABناثبت أ. ف: 

• ABB
XA
=

''
'ن ، حياااث أ )()(

)(
A

B  هاااو مجموعاااة نقااااط

بالنساااابة للتوبولااااوجي  Bالنهايااااة  للمجموعااااة 
A

 و'
)(

X
B 

 .بالنسبة للتوبولوجي  Bوعة نقاط النهاية  للمجموعة مجم
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• ABB
o

X

o

A
= o، حياااث أن  )()(

A
B)(  النقااااط هاااو مجموعاااة

بالنساااابة للتوبولااااوجي  Bللمجموعااااة   الداخليااااة
A

 وo

X
B)( 

 .توبولوجي لنسبة للبا Bللمجموعة   النقاط الداخليةمجموعة 

},,{إذا كانت    (7) cbaX }},,{},,{},{{. بين أن العائلة  = cbcabaS =  

 هي اساس جزئي للتوبولوجي 

}},{},,{},,{},{},{},{,,{ cbcabacbaX  =. 

},,,,{أن بفااارض   (8) edcbaX . اوجاااد التوبولاااوجي المولاااد بالعائلاااة =

}},{},,,{},{{ dccbaa. 

}:{بولااااوجي كاااال ماااان التو اعتباااار  (9)
1

RAA =  والتوبولااااوجي

},{
2

 R=  على مجموعة الاعااداد الحقيقيااةR ادرس تقااارب المتتاليااة.

nn التي حدها العام
a ),(في الفضائين  =1

1
R و),(

2
R. 

},,,,{أن    بفرض (10) edcbaX التوبولوجي المولد بالعائلة   . اوجد=

}},{},,,{},{{ dccbaa. 

XPS)(برهن أن  العائلااة   (11)  تكااون أساااس جزئااي لتوبولااوجي

 .Xوعة الغير خالية وحيد على المجم

 Presentation tupe Youtube الموضوع 

ا
ت  

ضاءا
لف

جية
ولو

لتوب
ا

1 

https://slideator.com/watch/?v=

jQKrj87LTOf 
 

https://www.youtube.com/watch?v=gtOE8yjz3Nk&

t=161s 

 

=https://slideator.com/watch/?v لية ط الداخالنقا

nCbilCAbWKX 

 

https://www.youtube.com/watch?v=jtH0ZAtHIfM&

t=32s 

 

 

 

https://slideator.com/watch/?v=jQKrj87LTOf
https://slideator.com/watch/?v=jQKrj87LTOf
https://www.youtube.com/watch?v=gtOE8yjz3Nk&t=161s
https://www.youtube.com/watch?v=gtOE8yjz3Nk&t=161s
https://slideator.com/watch/?v=nCbilCAbWKX
https://slideator.com/watch/?v=nCbilCAbWKX
https://www.youtube.com/watch?v=jtH0ZAtHIfM&t=32s
https://www.youtube.com/watch?v=jtH0ZAtHIfM&t=32s
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 رابع الفصل ال
 
 
 

   ية والتكافؤ التوبولوجتصلالدوال الم
Continuous Functions and Topological Equivalence 

 

 مقدمة 

ال ضنننا ال التوبولوجونننة و أن فنننا     ثالننن درسنننفا فننني ال صنننل ال  

المجموعال الم تونة تلعب دوراً رئوسواً في بفا  هذه ال ضا ال كمننا هف ننا تمثننل 

على مجموعة منناو و  وضننا بعنند دراسننتفا لم  ننوم المعرف      التوبولوجيعفاصر  

 تونة ة بو  ال ضا ال المتروة و الدور الذي تلعبه المجموعال المتصلالدوال الم

دراسننة   فنني هننذا ال صننلسننوف فننناول    ل ننذه النندوال  تصننالفي تنقوق م  وم اأ

 لننة غواب م  ننوم الدالننة المتروننة و  فنني هننذه النا  في نالةالدوال    تصال  ا  م  وم  

ص خننوا  منند دراسننة  ،  ةتوبولوجوال  ال ضا ال  بو     تصلةالم  الوتعروف الد  سوتم

فتعرض لم  ننوم النندوال الم تونننة و النندوال الم لقننة  خوننرا سنن   والدوال المتصننلة  

 والتوبولوجيالتشاكل كذلك و
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  المتصلة في الفضاء المتريالدوال (  4,1)

functions in Metric SpaceContinuous  

  

منند فى دارستفا لمبادئ التنلول الرواضى )نساب الت اضننل والتكامننل   املفاقد تع

 كا  وقصد بأ  الدالة :  نو  )المتصلة  مستمرة وم الدوال الم 

RRf →:  

 نقق الشرط: ذا ته Ra ة قطفالعفد  لةمتصتكو  

قروبننناً مننن  العننندد   xf)(العننندد النقوقنننى   " وكنننو  وجنننب     Rxلكنننل 

فنني   aمنن  العنندد   xالعنندد النقوقننى    منند قننرب  بمقدار وتفاسننب    af)(النقوقى

 و مجال الدالة"

 العنندداقتننراب وقتضنني  a نقوقننيعنندد المنن  ال xاقتننراب العنندد النقوقنني     ي 

و وومكنن  هعننادة صننواغة هننذا المعفننى af)(النقوقيمنن  العنندد xf)(النقوقنني

RRfرة  كثر وضوناً بأ  وقال    الدالةبصو عفند الفقطة   تكو  متصلة  :→

Ra  تنقق الشرط :هذا 

  af)(م تقترب xf)( فإ   0لتك  بدرجة )و aم   x قتربلكلما ا 

 و 0 لتك )ودرجة مفا رة ب

RRfالدالة  تصالاتعروف صواغة فستطود    لذلك  رواضننوة ال الصننو ة يف :→

 التالوة:

 ( 4.1) تعريف

RRf   الدالة    وقال لكل   كا فقط هذا  و  ذاه  Raعفد الفقطة  متصلة    :→

نقوقي   نقوقي  وجد  و  ،  0عدد  كا   بنو   ف  0  مفا رعدد  هذا  ه 
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− ax    فإ− )()( afxf.  

 و  ا مجال عفد كل فقطة م  فقاط  متصلةمتى كافل متصلة  fالدالة وقال     

 

−الصو ة  مما تقدم فلان        ax     تعفى +− axa  

),(تفتمننى هلننى ال تننرة الم تونننة )الجننوار   xآخننر     و بمعفننى   +− aa 

−الصو ة  وبالمثل فإ    )()( afxf   تعفى    العدد النقوقى)(xf وفتمننى

))(,)((هلننى ال تننرة الم تونننة )الجننوار    +− afafود هعننادة ولننذا فسننتط

RRfللدالة   تصالأاغة تعروف اصو  0 لأيبأ  فقول  فه هذا كا    :→

)())(,)((بنو  وتنقق  0ه ووجد فإف  +− afafxf كلما كا  

),(  +− aaxو 

 ( 4.2 )مثال

RRfك   تل  وة بالصو ة  اأعداد النقوق  دالة معرفة على :→

0,),(,)( += aRbabaxxf 

 وRمتصلة لجمود فقاط المجموعة الدالة  هذه و

 النل:

 فستخدم مفاسبة هلى 0ل على ولكي فنص0و  Ryف رض 

+−+باوفة  متال )()( cbybax    ه   وؤدي هلى  وهذا
a

yx −   و ب ننذا لننو

وضعفا 
a

 RRfففجد    الدالة  =   yبما    و yعفد الفقطة  متصلة :→

 وRعلى  فإ  الدالة متصلةRفقطة اختواروة م  
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اتصال الدوال على  م  اأتصال  م  وم سفناول تعموم تعروف فوما ولي 

 ا  متريولوكو  على  ي فض  مجموعة اأعداد النقوقوة

 ( 4.3 )تعريف

),(كل م    لوك
11

dX  و),(
22

dX  الة    الدوقال   ومتري فضا 

21
: XXf → 

 عفد الفقطة متصلة دالة 
1

Xa   0 لأيهذا كا،  0ووجد    هفبنو 

)),a(()x(),(
21

 fBfaBx dd   

 : وهذا وكافئ القول بأ 

)(a),())a,((
21

 fBBf dd و 

 

  4.4ة )ف رو

),(كل م  لوك  
11

dX  و),(
22

dX  ً  وقال    الدالة   وفضا ا متروا

21
: XXf → 

  عفد الفقطة  متصلة 
1

Xa   0  لأيهذا كا،   0ووجد   وكو بنو  

))(a),(()a,(
21

1  fBfB
dd

−
. 

 

   البرها 

 ■وكتمرو وترك للقارئ 

""فى كل ما قدمفاه مازلفا فستخدم تعروف   الش ور فى هثبال   −

لفقطة ما،  للدوال ولكفه  بعد    عرففا الآ  ما هو المقصود بالجوار   صالتاأ

ود هعادة صواغة م  وم  الم تونة هى جوار لكل فقطة ب ا فستط و   الكرة 
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وما سبق    المتكافئو  الذو  ورد ذكرهما فاغة  الشرطو ذلك بإعادة صوو تصالاأ

 و هماو

)(a),())a,((
21

 fBBf
dd

  

  و 

))(a),(()a,(
21

1  fBfB
dd

−
 

),(a)(ونو       
2

fB
d

و وضا   af)( ة للفقطكره م تونة وجوار  

)a,(
1


d

B  كره م تونة وجوار للفقطةa  و 

),a(فإذا وضعفا  
1


d

BN ),(a)(و   =
2

fBM
d

فإ  الشرطو  السابقو    =

 :  صو ةوضع ما فى الومك  

MNf )( أو  )(
1

MfN
−

 

 

  4.5) ف روة

),(كل م   لوك   dX و),(
\

dY  الدالة    ومتري فضا 

YXf →: 

 ،   xf)(للفقطة   Vر فقط هذا كا  لكل جواهذا وXxعفد الفقطة متصلة    تكو 

 بنو       xلفقطة    Uوجد جوار مفا ر و

VUf )(    و    )(
1

VfU
−

 

 

 البرها و  

  xf)(للفقطةجوار  Vو    Xxعفد الفقطة متصلة   وأ : ف ترض    الدالة 

)),((Vبنو   0إفه ووجد  ف xfB 
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 بنو     : 0فإفه ووجد xالفقطة متصلة  عفد   بما    الدالة

..(1)....................V.........)),(()],([   xfBxBf     

),(بما    الكره الم تونة   xBU  فإ  : xار للفقطة جو=

...(2)..........V.........)),(()],([)U( =  xfBxBff                                                               

 

 (2.9شكل )

YXfالدالة  ثافوا : هذا كافل     xf)(للفقطة Vتنقق الشرط : لكل جوار :→

VUfبنو      xلفقطة ل Uفإفه ووجد جوار  )(     و المطلوب هثبال

  اثبال  فه فلا بد م ، و ولكى فثبل ذلك Xxعفد الفقطة  متصلة  لة الدا

 وتنقق  بنو   0 ووجد 0لكل 

(2                                    )(x),())x,((  fBBf  

x((V,((فقننوم باختوننار fB= ةجننواراً للفقطنن)(xf    وبمنناVUf )(   فننإ

 ذلك 

)x((V)U,((وؤدى هلى    fBf =  وبما  فه ووجد جوارU  للفقطةxإفه ف

 بنو     :  0ووجد 

U),( xB        (3) 

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Continuity_topology.svg


 مقدمة في التوبولوجي العام 

 

132 

 

 فنصل على :  (2) ,(3)م  

)),x((V)U()],([  fBfxBf =  

  ى    : 

)),x(()],([  fBxBf   

 ■وب ذا وكتمل البرها و  Xxعفد الفقطة  ة متصل  ى    الدالة 

\ة فننإ  الدالننةفننى الف روننة السننابق 
: XXf هذا  متصننلة وقننال  ف ننا   →

 Mوذلننك بننالقول بإفننه لكننل جننوار  Xالمجموعننة  عفد كننل فقنناط  متصلة    كافل  

\منن لمجموعننة فقنناط 
X   فننإ)M(

-1
f منن  لمجموعننة فقنناط اً ارتكننو  جننوX 

فاعلوة هذا الم  وم )جوار مجموعننة   عدمو وف راً لXوهكذا لكل فقاط المجموعة

م  ننوم  فقنناط  فومكففننا اسننتبداله بم  ننوم  كثننر سنن ولة فننى التعامننل معننه وهننو

لكننل فقطننة منن  المجموعة الم تونة ، نو     كلمننة م تونننة تعفننى  ف ننا جننوار  

او فلذا بدأ م  كلمة جوار لمجموعة فقاط ، سوف فستخدم كلمننة مجموعننة فقاط 

 و واستفاداً ل ذا فقاط وفى ذال الوقل هى جوار ل ذه الفقاطم تونة )تنوى هذه ال

 و كثر عموموة مما سبق كما رة بصو تصالطود تعموم م  وم اأفست الم  وم 

 

  4.6)ف روة 

),(كل م    لوك  dX و),(
\\

dX  ً و الدالةاً مترو فضا   

\
: XXf → 

\هذا وهذا كا  فقط لكل مجموعة م تونة متصلة  تكو  
XH    الصورة   فإ 
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)(العكسوة 
1

Hf
  وXتكو  مجموعة م تونة فى  −

 

  و البرها

\متصلة و   المجموعة الجزئوة  f  الدالة ف ترض   اوأً:
XH    مجموعة 

)(م تونةو والمطلوب هثبال    الصورة العكسوة 
1

Hf
 مجموعة م تونة   تكو   −

جوار لجمود فقاط ا ولكى فصل ل نذه الفتوجة ف ترض      ي  ف ا 

)(
1

Hfa
−

 

Haf، فإ  ذلك ونؤدى هلى       )(       بما ،H جموعة م تونة )جوار  م

 و af)(للفقطة   اً لكل فقطة م  فقاط ا  وم  ثم تكو  جوار

الدالة   \بما    
: XXf وؤدي      → ذلك  فإ    ، )(       هلىمتصلة  

1
Hf

−  

)(فقطة اختواروة ، فإ      a      نو و و  aتكو  جوار للفقطة  
1

Hf
تكو  −

)(م  ثم فإ     اجواراً لجمود فقاط
1

Hf
 تكو  مجموعة م تونةو −

\م تونةف ترض  فه لكل مجموعة : ثافوا
XH    فإ)(

1
Hf

  م تونة تكو  −

 و     Xa   و لإثبال ذلك ف رض ة صلمتالدالة     والمطلوب هثبال

 )(
1

Hfa
−

 ،  ًهذا Haf )(  و بما   H  جوار ف ي مجموعة م تونة 

)( وضا وaf)(للفقطة 
1

Hf
)( و بوضدaهي جوار للفقطة  −

1
HfM

−
=  

 ثم وم   a أختواروةاالف روة السابقة فجد    الدالة متصلة عفد الفقطة م  ف

 ■وXم  فقاط   عفد كل فقطةمتصلة تكو  

 

  4.7مثال )

RRfالدالة  كل م    )(13 ة  المعرفة بالصو :→ += xxf  الدالة العكسوة   و 
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RRf →
−

:
1

)()1(و المعطاة بالصو ة   
3

11
−=

−
yyf   هي دالة متصلة كما هو 

 ذه الدالة هي تقابلو وهالتكامل ضل وامعلوم م  خلال دراستفا للت 

 

 
  Continuous functions ةتصلالدوال الم   4.2)

 

    4.8)  تعروف

),( كل م لوك   X و),( Y ً الدالة توبولوجواوً وقال     فضا 

 ),(),(:  YXf  فإ   Yفي Hمجموعة م تونة  لأيهذا كا   متصلة   →

1)(الصورة العكسوة  Hf   ي    وX  فيم تونة  تكو  −

 − )(1 HfH 

 

  4.9)  مثال

},,},{},,{},,{{التوبولوجي   اعتبر cbabaaX  علننى المجموعننة معرف  =

},,,{ dcbaX },,},{},{},,{},,{{و التوبولننننننوجي  = wzyyxyxY  = 

},,,{علننى المجموعننة  wzyxY YXf كافننل فننإذا و = YXgو :→ →:  

 يدالتو  معرفتو  بالمخطط التال

 

 (4.1شكل )



 التكافؤ التوبولوجيل صل الرابد: الدوال المتصلة و ا

 

135 

 

YXf وأ : الدالة    لأ  الصورة العكسوة لكننل عفصننر منن    متصلة    دالة  :→

 ه : ف  ي    التوبولوجيعفصر م  عفاصر  هي  يالتوبولوجعفاصر 

و − )(1 HfH 

YXgثافوا : الدالة    لأ  المجموعة الجزئوة    متصلة   لوسل   :→

},,{ wzy هلى   تفتمي  نو     صورت ا العكسوة   في

},,{}),,({1 dcawzyg  و  التوبولوجيهلى  تفتميأ     −=

 

 :ملاحظة

 و لكف ا أ تناف  على ص ة كو  المجموعة  متصلةfكو  الدالة  م م لرغبا 

},{م تونة  و م لقة، فمثلا  ba  و لك= },{}),({ zybaf  و اوضا 

})({}{ولك  Xم لقة في  d}{المجموعة  zdf  وYلوسل م لقة في =

    4.10ف روة )
:),(),(الدالة    YXf ),(التوبولوجيم  ال ضا  → X   هلى ال ضا 

),( التوبولوجي Y   لقةمجموعة م لأيكا   فقط هذا  و هذامتصلة  تكو  F  

1)(فإ  الصورة العكسوة  Yيف Ff  وX  في  لقةم تكو    −

 
 البرها 

:),(),(   ف رض     الدالة  YXf YF    و متصلة   →  مجموعة

1)(مجموعة  ال علوة فإ وم تونةو  cFالمجموعة   هذاً و م لقة cFf   م تونة −

 و   Xفي
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−=−  بما    cFfcFf 1)(  هذاً  و1)()1)(( Ff مجموعة م لقة في    −

Xو 

YFمنن  فانوننة  خننرى ف ننرض  فننه لكننل مجموعننة م لقننة     1)(وكننو Ff −  

:),(),(، و المطلننوب هثبننال    الدالننة    Xمجموعة م لقة فنني    YXf → 

  cGالمجموعننة    هذاً ،  Yمجموعة م تونة في    YGلذلك ف رض     ،متصلة  

1)(، و علوه تكو   Yمجموعة م لقة في  هي   cGf  ،Xمجموعننة م لقننة فنني  −

cGfcGfلك   و ))(1()(1 1)(  هذاً ،  −=− Gf ثم فإ   م مجموعة م تونة، و−

:),(),( الدالة  YXf  ■ومتصلة   →

   4.11ف روة )

),(ب رض      X  ،),( Y  ،),( Z   كل م   فضا ال توبولوجوة و   ثلا 

 ),(),(:  YXf :),(),(و  →  ZYg → 

:),(),( التنصول دالة دالة متصلة، فإ    ZXfg →   ومتصلة تكو 

 

 البرها 

 ■ و وارئ كتمروترك للق

   4.12ف روة )

:),(),(  الدالة  YXf  هذا و فقط هذا كا   متصلة    →

( ) XAAfAf  ,)(  

  البرها 
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:),(),(ف رض    الدالة    YXf  .XAو      متصلة    →

( ) ))((1))((1)( AffAffAAff A
−− 

1))((  هذاً ة، ة م لقمجموع Af)(لك   Aff  مجموعة م لقة لأ  الدالة   −

 Aهي  ص ر مجموعة م لقة تنتوي على المجموعة   A، ولك    متصلة 

)()())((1 AfAfAffAA − 

 م  فانوة  خرى ف رض   

( ) XAAfAf  ,)( 

:),(),(و المطلوب هثبال       YXf لك ف رض     ، لذمتصلة   لة دا →

YF  1)(     ومجموعة م لقة FfA  هذاً ، =−

( ) FFFffFffAf =−
−

= 







))(1()(

1 

AA Ff = −
)(

1 

   المجموعةA  مجموعة م لقة هي  وضا   م لقة،  ي    الصورة العكسوة لأي

:),(),(م  ثم فإ  الدالة ، وموعة م لقةمج  YXf  ■ومتصلة   →

   4.13ف روة )

:),(),(الدالة  YXf ),(التوبولوجيم  ال ضا  → X ال ضا    هلى 

),(  التوبولوجي  Y    كا    وهذا فقط  هذا متصلة  تكو  : 

))](()([))(( AfbAfAbf  

 وXA كلل 
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 البرها 
:),(),( وأً ف رض    الدالة   YXf )، فإ   متصلة   → ) )(AfAf   

)بما    و XAلكل  ) )(AAb    و كذلك))(()()( AfbAfAf =  

 فوكو  لدوفا 

XAAfbAfAbf  ,))](()([))(( 

  تنقق الشرط:  رض    الدالة  اً فثافو

XAAfbAfAbf  ,))](()([))(( 

 ومتصلة  دالة  fو المطلوب هثبال    الدالة  

AbAA)(فإ    XAلتك    =  :   و مفه وفتج 

 ))(()()( AbfAfAf = 

 رض فنصل على و لك  م  ال 

))(()()( AbfAfAf  

)()())((و بما      AfbAfAf =      فإففا فنصل على 

( ) XAAfAf   و)(,

 ■ومتصلة   f   الدالة   ي 

 

   4.14ف روة )

:),(),(  لتك     YXf ),(التوبولننوجي منن  ال ضننا   متصننلة  دالة   → X 

),(   وجيالتوبول  هلى ال ضا  Yهذا كافل    وXx
n
       متتالوننة تقاربوننة بنونن

xx
n
=lim  فإ ،Yxf

n
)( متتالوة تقاربوة وف اوت ا)(xfو 
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 البرها 
:),(),(ف رض    الدالة    YXf xxمتصننلة و       →

n
و فرونند هثبننال   →

    )()( xfxf
n
)(، فننإ  xf)(لفقطننةلهنني جننوار  Hو ف رض    →

1
Hf

− 

xxو نونن     xهنني جننوار الفقطننة 
n
ووجنند عنندد   إفننه، ف→

0
n      بنونن

)(
1

Hfx
n

−
    لكل

0
nn         وهذا وقتضيHxf

n
)(    لكل

0
nn    و  ي

   )()( xfxf
n
 ■و→

لكفننة و  على القارئ ملان ة    عكس هذة الف روة لوس صنننوناً دائمنناوً

رطاً ما وسننمى مسننلمة العنند الأولننى ا  ونقق شكو  ال ضفي نالة  وكو  صنوناً  

 وكو  ال ضا  قابل للتمتر كما في الف روة التالوة: هو ما وتنقق عفدماو

   4.15ف روة )

:),(),(  لتك     YXf ),(  التوبولننوجيمنن  ال ضننا     متصننلة    دالننة  → X 

),(   جيبولوالتوهلى ال ضا    Yفإذا كا     و),( AA      فضنناً  جزئونناً منن),( X 

YAfقود فإ  دالة الت
A

 وAعلى  متصلة  تكو  :→

 
 البرها 
YXfلننتك   )(نونن    و دالننة  متصننلة:→ YAff

A
=لأي دالننة  ، فإفننه

XAg aagبنو        :→     الدالننة   ملان ننة  ولةبسنن ، ومك   Aaلكل    )(=

XAg gffالتنصول  دالة    وم  ثم تكو   Aعلىمتصلة  :→
A

=على   متصلة

A وا وض■ 

ملان ننة علننى ال في ف اوة هذا الموضننون فسننتطود القننول ،بفننا اً علننى   

صلة لوس م  الضروري    تضم  فقل المجموعال    ،    الدالة المت4.1مثال )

  فنني مجال ننا الم تونة )الم لقة  م  مجال الدالة هلى مجموعال م تونننة )م لقننة
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ً فوعالمقابلو الآ  فقدم   صنن ة كننو  مجموعننة   منن  النندوال وضننم  الن ننا  علننى  ا

 م لقة م  المجال هلى المجال المقابلوم تونة  و 

 

 

 Open and Closed Functions  الم لقة الدوال الم تونة و الدوال   4.3)

    4.16)  تعروف

),(لوك  كل م   X  و),( Y ً الدالة  توبولوجواوً وقال    فضا 

),(),(:  YXf → 

 مجموعة  هي Xفي  مجموعة م تونة كلهذا كافل صورة  دالة م تونة  1)

 وYفي  م تونة 

 مجموعة هي ، Xمجموعة م لقة في  صورة كل لدالة م لقة هذا كاف   2)

 وYم لقة في 

 
  4.17)مثال  

},,}{{  ب رض   aX  },{توبولوجي معرف على المجموعة = baX = 

},,}{{و   xY  },{توبولوجي معرف على المجموعة  = yxY  ب رض و =

 الدالتو  التالوتو :

YXf →: YXg →: 

xbfaf == )()( xbgyag == )(,)( 

YXfواضننأ    الدالننة   مجموعننة b}{م تونننة و لوسننل م لقننة ، لأ   :→

})({}{صورت ا  بوفما  لقةم xbf  لوسل م لقةو=
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YXg   الدالة     وضاكما وتضأ   أ م لقننة )ومكنن  التأكنند  تونة ولوسل م  :→

 م  ذلك و

  4.17)مثال  
},,}{{ب رض      aX  },,{وجي معرف على المجموعة لتوبو  = cbaX = 

},,}{{    و xY  },{ة علننى المجموعنن  توبولننوجي معننرف = yxY     و =

YXf  دالة معرفة كما ولي: :→

xcfybfaf === )(,)()( 

YXfواضأ    الدالة    م لقة  و لوسل م تونةو :→

تكو  م تونة و لكف ا لوسل   ومك  للقارئ ملان ة    هفاك دالة قد

م لقة ، و العكس بالعكس وولك  ما هو الشرط الضروري و الكافي لكي تنمل 

دوهذا  هف ا تكو  دالة م تونة و م لقة في آ  وان ي  دالة ما الص تو  معا ، 

 وة: الشرط وتندد م  خلال الف روة التال 

 

   4.19ف روة )

:),(),(  دالة التقابل  YXf  تكو  م تونة هذا و فقط هذا كافل م لقةو →

 
 البرها 

:),(),(ف رض       YXf XFدالة م تونة ، و     → ،مجموعة م لقة 

−= GGXF :)( 

 فإ  ثم  و م 
 )()()()()( GfYGfXfGXfFf −=−=−=   

:),(),(بما    الدالة   YXf و م  ثم   )(Gfم تونة ، فإ   →

)()(فإ  GfYFf :),(),(الدالة    هذاً مجموعة م لقة ،   =−  YXf → 

 م لقةو   
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 ■ ومك  هثبال الجز  الثافي م  الف روةوو بالمثل  

 

   4.20) ف روة

:),(),(لتك    YXf ),( التوبولوجيم  ال ضا  دالة → X هلى ال ضا   

),(  التوبولوجي Y  الدالة  وf   وهذا فقط كا   هذا  م تونةتكو 

XAAfAf  ,))(()(  

 

 البرها 
:),(),(ف رض    الدالة    YXf  م تونة ، و المطلوب هثبال      →

XAAfAf  ,))(()(      ف رضXA     بما ،AA  ،

)()(فإ   AfAf     و علوة فإ)( Af مجموعة م تونة )لأ  f   دالة 

ثم فإ   م تونة  و م    ))(())(()( AfAfAf =      و  ي 

 ))(()( AfAf  

XAAfAf :ثافوا: ف رض    الشرط  ,))(()(    ، متنقق

:),(),(المطلوب هثبال    الدالة و  YXf م تونةو لإثبال ذلك فختار  →

G   مجموعة م تونة فيX     و م  الشرط فجد 

 ))(()()( GfGfGf = 

))(()(و لك  م  المعلوم       GfGf  ، ًهذا ))(()( GfGf  ،  ي      =

)(Gf   مجموعة م تونة و م  ثم ، فإ  الدالةf  تونةوم ■ 
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   4.21ف روة )

:),(),(  الدالة  YXf   لقة هذا و فقط هذا كا  م  تكو →

و  ( ) XAAfAf  ,)(  و

 

 البرها  
:),(),( وأً: ف رض    الدالة    YXf و بما     XA لقة و     م  →

AA     فإ ،( ) )(AfAf و 

:),(),(الدالة   بما       YXf )فإ    لقة،م  → )Af   مجموعة م لقة 

)تنتوي   )Af      و م  ثم فجد)()( AfAf  و 

)الشرط   ثافواً: ف رض     ) XAAfAf  متنقق ، و ب رض   )(,

    XF  مجموعة م لقة وبوضدFA=الشرط فجد   :  يف 

( )
)()(

)()()(

FfFf

FfFfFfFf

=

=
 

  مجموعة م لقة، وعلوة فإ  الدالة Ff)( ي     

),(),(:  YXf  ■ م لقةو→
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   Homeomorphisms التوبولوجي    التشاكل )التكافؤ    4.4)

  و النندوال الم تونننة النندوال المتصننلة كل م  وم بعد    تعرففا على م  

و أن فننا    النندوال المتصننلة  لننوس منن  الضننروري    تفقننل   والدوال الم لقة  

جال هلى مجموعال م تونة ) م لقة  في المجموعال الم تونة ) الم لقة  م  الم

 وهذه الخاصوة  أ تناف  على فقط المجال المقابلو لذا فقول    الدوال المتصلة 

 ص ة كوف ا م تونة، ف ذه الدالة   ورب قائل   فه لو  ض فا هلى الدالة المتصلة

تستطود الن ا  فقط على خواص المجموعال الم تونة دو  الم لقةو وللنصول 

ون منن  هننذه النندوال و التنني تننناف  علننى صنن ة المجموعننة سننوا  كافننل  على فنن 

ل وجب    تكو  هننذه المقابم تونة  و م لقة عفدما تفقل ا م  المجال هلى المجال  

 كوف ا  متصلة  و م تونةو فة هلى بالإضا الدوال تقابل

علننى صنن ال فقننط  هموة هذا الفون منن  النندوال أ تقتصننر علننى الن ننا  

و  كوف ا م تونة  و م لقة بل تتعدى ذلك للعدود م  الخواص المجموعال م  ن

لخننواص تسننمى ا هننذهوالتنني تن نن  تنننل تننأثور مثننل هننذه النندوال الأخننرى 

هذا الفون م  النندوال  سننم النندوال   التوبولوجوةو وم   جل ذلك سوف فطلق على

 شاكل التوبولوجيوالتوبولوجوة  و الت

  4.22)تعروف  
:),(),(الدالة    YXf ),(منن  ال ضننا → X    هلننى ال ضننا),( Y   تسننمى

و  متصننلة   تقابننلي  هذا و فقننط هذا كافننل دالننة توبولوجوننة ) تشنناكل توبولننوج

),( ا وقننال لل ضننائووةو كمنن م تونو X  و),( Y ف مننا متكننافئو  توبولوجونناً  و 

و وعبنننر عننن  ذلنننك بنننالرمز  فقنننط هذا وجننند بوف منننا تشننناكللو  هذا ومتشننناك

),(),(  YX   و نوافا وكتبYX و 
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  4.23مثال )
YXfب رض     بالصو ةدالة معرفة  :→

RbaXxaxabxf +−= ,,)()( 

],[، X=]1,0[نو     baY  على  المعتاد التوبولوجي  مد اعتبار =

[0,1],[ , ]a bوضأ ذلك؟  و هذه الدالة متباوفة( 

]ف رض      , ]y a b      و( ) ( )f x b a x a y= − + و مف ا فنصل  =

1على     
( ) [0,1]

y a
x f y

b a

−−
= = 

−
شاملة       fو هذا وؤكد    الدالة  

   الدالة   ةو كما ومك  ملان ة موجودتكو   وبالتالي فإ  الدالة العكسوة 

YXf XyxB  المجموعة الم تونةم تونة لأفه ب رض   :→ = ),(  

10نو        yx. :فإ  صورة هذه المجموعة تعطى كما ولي 

],[),(

))(,)((),()(

badc

ayabaxabyxfBf

=

+−+−==
 

 لأ   

10,)( +−= xaxabc 

baab =+− )( 

acكما         لأفه  هذا كافلac       فإ  هذا وعفي 

0)(

0)(,)(

−

−=+−

ab

xabacaxab
 

أن      و Yمجموعة م تونة في   Bf)(وهذا تفاقضو و علوه فإ   

YXf و )(= =)(f و 
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 ً ),(],[هذه الدالة  متصلة  لأفه ب رض       وضا baH =   مجموعة

baنو      Yجزئوة  م تونة في      و فإ 

X
ab

a

ab

a
Hf =









−

−

−

−
=

−
]1,0[,)(

1 
 

)(ف ذا وعفي    المجموعة  
1

Hf
XYfو     Xم تونة في  − =

−
)(

وكذلك 1

 =
−

)(
1

f ًثم ف ي دالة   هذه الدالة هي تقابل متصل و م توح و م  و هذا

[0,1]توبولوجوة  وهذاً   [ , ]a bو 

  4.24مثال )
ختوننار ل لوسننل توبولوجوننة و فمننثلاً بإالطننوفي المثال السابق وتضأ    خاصننوة  

0,7 == ab ووتضأ المطلوبو 

  4.25مثال )
 هي خاصوة توبولوجوةو؟  (Discrete)لمتقطدخاصوة كو  ال ضا   ا

 النل
:),(),(   الدالة  ب رض DYDXf  تقابلو نو     كل مجموعة ونودة  →

}{}){(المف صل م تونة فإ  كل مجموعة  في ال ضا  x}{العفصر xfy  هي  =

)هوموومورفوزم و م  ثم وكو   fهذاً  وضا م تونةو  , ) ( , )X D Y Dو 

   4.26ف روة )

:),(),(ب رض    الدالة   YXf  تقابل والعبارال التالوة متكافئة:  →

)(i  الدالةfتوبولوجوة و  

)(ii   الدالتاf 1و−f  متصلتا و  

)(iii  الدالةf متصلة و م لقةو  
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)(iv )()( AfAf   وXAلكل=
 
 

 البرها 

)()( iii       ف ننرضf ونننة دالننة توبولوجوننة، فإف ننا تكننو  متصننلة و م ت

1:),(),(لإثبنننننال    الدالنننننة   XYfg متصنننننلة ف نننننرض     =−→

XA ةمجموعنننننننة م توننننننننةو بمنننننننا    الدالنننننننf   م توننننننننة فنننننننإ

=− )()(1 AfAg  1و هذا وعفي    الدالة−f متصلةو 

)()( iiiii   

متصننننلةو و ف ننننرض    f−1و الدالننننة   fمنننن  الدالننننة  ف ننننرض    كننننل

XF 1مجموعننننننة م لقننننننة و  بمننننننا    الدالننننننة و−f   متصننننننلة فننننننإ

)()()(
11

FfFf
−−

ة و هذاً الدالننة م لقنن   fو علوه تكو  الدالة  مجموعة م لقة  =

f متصلة و م لقةو 

)()( iiiiv   

متصننلة فإفننه منن  ف روننة   fبما    الدالة    متصلة و م لقةو  fالدالة  ف رض     

    فنصل على:4.3)

)1.......(....................)()( AfAfXA  

    فنصل على:4.12فإفه م  ف روة )م لقة fبما    الدالة 

)2........(..........).........()( AfAfXA  

 فنصل على  )2(و  )1(م  

)()( AfAf  وXAلكل=
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)()( ivi  

YBف رض       ة ، هذاً  مجموعننة م لقننXBf 
−

)(
 iv)(و باسننتخدام البفنند  1

 فجد    

BBBffBff ===
−−

))(())((
11 

)()(وه وكو   و عل
11

BfBf
−−

)(و ي     =
1

Bf
مجموعة م لقة وهذا وعفي   −

XFم تونة ف رض  fمتصلةو لأثبال    الدالة   f   الدالة    مجموعة م لقة

)()()(فجد      iv)(فإفه م    FfFfFf   Ff)(وهذا وعفي      ==

م تونة و م    fم لقة و بما  ف ا تقابل فإ  الدالة   fمجموعة م لقةو هذاً الدالة  

 ■ثم تكو  دالة توبولوجوة و 
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   4.1) تمننننارو 

توبولوجي هلى فضننا  توبولننوجي آخننر بره     الدالة الثابتة م   ي فضا      1)

 هي دالة  متصلة و

)ب ننرض       2) , )X  ضننا  توبولننوجي و    ف( , )AA  ضننا  جزئنني منن  ف

( , )X    و بره     دالة اأنتوا:i A X→ تكو   متصلة و 

:),(),(هذا كافل     3)  YXf ),( التوبولوجيدالة م  ال ضا    → X   

),(  وبولوجيالتهلى ال ضا    Y       فبره: 

(i)  f   متصلة  هذا وفقط هذا كا  تكو 

YAAfAf
oo


−−

))(()(
11  

(ii) f هذا كا   تكو   متصلة  هذا و فقط 

\\
))(()()( BfBfBf   لكلXB و 

},,},{},,{},,,{},,,{{هذا كا      4) dcbadcabaaX  توبولوجي   =

},,,,{معرفة على المجموعة   edcbaX و فإذا كافل  =

),(),(:,  XXgf  دالت  معرفتو  كما ولي: →
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gf ي م    •  دالة  متصلة   ,

gf ي م    •  دالة م تونة  ,

gf ي م    •  دالة م لقة ,

gf ي م    •  دالة توبولوجوة  ,

:),(),(م    ب رض    كل   5)  YXf :),(),(و  →  ZYg    دالة  →

fgمتصلة ، فبره          و  تكو   وضا دالة  متصلة 

:),(),(ب رض    كل م      6)  YXf :),(),(و  →  ZYg دالة  →

fg     م تونة ، فبره   نةو  تكو   وضا دالة م تو 

:),(),(ب رض    كل م      7)  YXf :),(),(و  →  ZYg دالة  →

fgم لقة ، فبره        ا دالة م لقةو  تكو   وض 

:),(),(ب رض    كل م      8)  YXf :),(),(و  →  ZYg دالة  →

fgبولوجوة ، فبره      تو   وضا دالة توبولوجوةو   تكو  

c}}b,{a,d},c,{b,c},{b,,{X,τهذا علم        9) =   توبولوجي على  المجموعة

d}c,b,{a,=X وz}}y,{x,z},{y,{x},,{Y,=    توبولوجي على

:),(),(وعرف دالة  w}z,y,{x,=Yالمجموعة  YXf  بنو  تكو :  →

 متصلة      •

 م تونة و غور م لقة        •

 م لقة وغور م تونة  •

(0,1)بره        10) ( 1,1) و استخدم الدالة  −

( ) 2 1, (0,1)f x x x= −   
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 مستخدما الدالة  11)

, 1 0
1

( )

,0 1
1

x
x

x
f x

x
x

x


−   +

= 
  
 −

 

)لإثبال      1,1)R  − 

(0,1)هثبل       12) Rو 

 ؟و]1,0(و Rهل ووجد هموومورفوزم بو     13)

},,,{ب رض       14) dcbaX =   },,,{ wzyxY و      =

YXf  فة بالمخطط الآتي: معر :→

 
},,},,{},,,{},,{{وب رض       wzyzyxzyY   وYتوبولوجي على   =

متصلة  و لوسل  fجعل الدالة وXعرف توبولوجي على   •

 م تونة و م لقةوو 

م تونة و fلدالة  ) ه   مك   وجعل اXعرف توبولوجي على   •

 غور م لقةو 

م لقة و   f) ه   مك   وجعل الدالة  Xعرف توبولوجي على   •

 غور م تونةو 

دالة  f) ه   مك   وجعل الدالة  Xعرف توبولوجي على   •

 ةو توبولوجو



 مقدمة في التوبولوجي العام 

 

152 

 

},,},,{},{{هذا كافل    15) dcbaX  توبولوجي معرفة على  =

},,,{المجموعة  dcbaX },,,{، ب رض     = wzyxY و     =

YXf   دالة معرفة بالمخطط الآتي: :→

 

متصلة  و لوسل   f) ه   مك    وجعل الدالة  Yعرف توبولوجي على   •

 م تونة وأ م لقةو 

ة  وم لقة و  متصل f مك   وجعل الدالة   ) ه  Yعرف توبولوجي على   •

 غور م تونةو 

ونة  متصلة  وم ت f) ه   مك   وجعل الدالة   Yعرف توبولوجي على   •

 و غور م لقةو 

م تونة و غور  f) ه   مك   وجعل الدالة   Yعرف توبولوجي على   •

 م لقةو

م لقة و غور   fوجعل الدالة   ) ه   مك   Yوجي على  عرف توبول •

 م تونةو 

),(لوك     16) dX  ً بو      و مترواً  فضا)
1

,(),(
d

d
XdX

+
 و 

],[و   ]1,0(هل ووجد تشاكل توبولوجي بو     17) ba ؟و 

],(و   )1,0(ووجد تشاكل توبولوجي بو    هل  18) ba ؟و 
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 Presentation tupe Youtube الموضوع 

=https://slideator.com/watch/?v الدوال المتصلة

wwpldXpcYHN 

 

https://www.youtube.com/watch?v=eSLAj19zuSo&

t=12s 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://slideator.com/watch/?v=wwpldXpcYHN
https://slideator.com/watch/?v=wwpldXpcYHN
https://www.youtube.com/watch?v=eSLAj19zuSo&t=12s
https://www.youtube.com/watch?v=eSLAj19zuSo&t=12s
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   عامة تمارو 

},,},{},,{},,{{التوبولننوجي  اعتبننر  1 cbabaaX  علننى معننرف  =

},,,{المجموعننننننننننننننننننننننة  dcbaX ولننننننننننننننننننننننوجي و التوب =

}},,{},,{},{},{,,{ wzyyxyxY  علنننننننننننى المجموعنننننننننننة  =

},,,{ wzyxY YXf كافنننل فنننإذا و = YXgو :→ و  التننن د  :→

 يمعرفتو  بالمخطط التال

 

  

YXf  تصال كل م  الدالتو  س اادر YXgو :→ →:   

:),(),(   لدالةابره        2  YXf ),(التوبولوجيم  ال ضا   → X 

),(  التوبولوجيهلى ال ضا    Y     لأيكننا     فقننط هذا    و  هذامتصلة    تكو 

1)(فإ  الصورة العكسوة  Yفي F  لقةمجموعة م Ff   لقةم تكو    −

 وX  في

),(    ب رض   3 X  ،),( Y  ،),( Z   ا ال توبولوجوة و   ضفثلا  

 كل م  

 ),(),(:  YXf :),(),(و  →  ZYg → 

:),(),( التنصول دالة دالة متصلة، فإ    ZXfg →   ومتصلة تكو 

:),(),(  الدالةبره       4  YXf  هذا و فقط هذا كا   متصلة    →
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( ) XAAfAf  ,)(  

:),(),( لننتك    5  YXf  التوبولننوجيمنن  ال ضننا   متصننلة  دالننة →

),( X   التوبولننوجيهلننى ال ضننا  ),( Yفننإذا كننا   و),( AA    ًفضننا

),(جزئواً م   X قود فإ  دالة التYAf
A

 وA على متصلة  تكو  :→

},,}{{ب نننرض      6 aX  توبولنننوجي معنننرف علنننى المجموعنننة =

},{ baX },,}{{و = xY  وجي معننرف علننى المجموعننة توبولنن  =

},{ yxY  ب رض و =

 الدالتو  التالوتو :

YXf →: YXg →: 

xbfaf == )()( xbgyag == )(,)( 

YXfالدالة  ادرس  7  وم لقة   وم تونة م  نو  كوف ا  :→

},,}{{ب نننرض      8 aX  وجي معنننرف علنننى المجموعنننة لننن توبو =

},,{ cbaX },,}{{    و = xY  علنننننى  ي معنننننرفتوبولنننننوج =

},{ة المجموع yxY YXf    و =  دالة معرفة كما ولي: :→

xcfybfaf === )(,)()( 

YXfالدالة  ادرس  9  وم لقة   وم تونة نو  كوف ا  م  :→

:),(),(  بلدالة التقابره       10  YXf تكو  م تونة هذا   →

 و فقط هذا كافل م لقةو 
:),(),(لنننتك    11  YXf  التوبولنننوجيمننن  ال ضنننا  دالنننة →

),( X  هلى ال ضننا   ),( Y   الدالننة    بننره    وf     هذا  م تونننةتكننو 

 وهذا فقط كا  
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XAAfAf  ,))(()(  

:),(),(   الدالةبره        12  YXf  لقننة هذا و فقننط م   تكو →

 كا   هذا

و  ( ) XAAfAf  ,)(  و

 

YXfب رض     13  بالصو ةدالة معرفة  :→

RbaXxaxabxf +−= ,,)()( 

],[، X=]1,0[نونن     baY علننى  المعتنناد توبولننوجي ال منند اعتبننار =

[0,1],[ , ]a b [0,1]ؤ ال ضائو  ادرس تكافو,[ , ]a bو 

توبولننوجي هلننى فضننا  بننره     الدالننة الثابتننة منن   ي فضننا    14

 توبولوجي آخر هي دالة  متصلة و

},,},{},,{},,,{},,,{{هذا كا     15 dcbadcabaaX  = 

},,,,{توبولوجي معرفة على المجموعة  edcbaX و فإذا كافل  =

),(),(:,  XXgf  دالت  معرفتو  كما ولي: →

 

gf ي م    •  دالة  متصلة   ,
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gf ي م    •  دالة م تونة  ,

gf ي م    •  دالة م لقة ,

gf ي م    •  دالة توبولوجوة  ,

:),(),(ب رض    كل م      16  YXf و  →

),(),(:  ZYg fgمتصلة ، فبره       دالة  →    تكو   وضا

 و  دالة  متصلة 

:),(),(ب رض    كل م      17  YXf و  →

),(),(:  ZYg fgدالة م تونة ، فبره       →    تكو   وضا

 دالة م تونةو  

:),(),(ب رض    كل م      18  YXf و  →

),(),(:  ZYg fg      دالة م لقة ، فبره  →  ا دالة  تكو   وض

 م لقةو 

:),(),(ب رض    كل م      19  YXf و  →

),(),(:  ZYg fgوة ، فبره      دالة توبولوج →  تكو   وضا  

 دالة توبولوجوةو  

c}}b,{a,d},c,{b,c},{b,,{X,τهذا علم        20 =    توبولوجي على

=,y,{x,z},{y,{x},,{Y{{zو a,=X},d}c,bالمجموعة     توبولوجي

:),(),(وعرف دالة w}z,y,{x,=Yعلى المجموعة   YXf بنو    →

 تكو : 

 متصلة      •

 م تونة و غور م لقة        •
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 وغور م تونة  م لقة •

},,,{ب رض       21 dcbaX =   },,,{ wzyxY و      =

YXf  فة بالمخطط الآتي: معر :→

 
},,},,{},,,{},,{{وب رض      wzyzyxzyY   وYتوبولوجي على   =

متصلة  و لوسل م تونة   fوجعل الدالة X  عرف توبولوجي على •

 و م لقةوو 

م تونة و غور  fلدالة  ) ه   مك   وجعل اXعرف توبولوجي على   •

 م لقةو

م لقة و غور   fالة  ) ه   مك   وجعل الدXعرف توبولوجي على   •

 م تونةو 

دالة  f) ه   مك   وجعل الدالة  Xعرف توبولوجي على   •

 ةو توبولوجو

},,},,{},{{هذا كافل    22 dcbaX  توبولوجي معرفة على  =

},,,{المجموعة  dcbaX },,,{، ب رض     = wzyxY و     =

YXf   رفة بالمخطط الآتي:دالة مع :→
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متصلة  و لوسل   fالة  ) ه   مك    وجعل الدYعرف توبولوجي على   •

 م تونة وأ م لقةو 

متصلة  وم لقة و   f) ه   مك   وجعل الدالة   Yعرف توبولوجي على   •

 و غور م تونة

ونة  متصلة  وم ت f) ه   مك   وجعل الدالة   Yعرف توبولوجي على   •

 و غور م لقةو 

نة و غور  م توf) ه   مك   وجعل الدالة   Yعرف توبولوجي على   •

 م لقةو

م لقة و غور   fوجعل الدالة   ) ه   مك   Yعرف توبولوجي على   •

 م تونةو 
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