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 الأولالباب                                          

 المعادلات التفاضلية ذات الرتبة الاولي و الدرجة الاولي

 مؼدمة 

الدعادلاتًاؾمػاضؾقةًؿنًالدوضوعاتًالهاؿةًؾورودفاًفيًؽنيرًاؾعؾومًؿنلًاؾرقاضقاتًاؾلومةًوًاؾمطلقؼقةًوفيً

ددقةًػؽنيرًؿنًؿيائلًالانحـاءًتعمؿدًفيًحؾفاًعؾيًالدعادلاتًاؾطلقعةًوًاؾؽقؿقاءًوفيًؽنيرًؿنًاؾعؾومًالهـ

ائلةًودرعةًاؾمػاضؾقةًوؽذؾكًتذبذبًالاجيامًوًاؾذبذباتًاؾؽفربقةًواـمؼالًالحرارةًواـمشارًالاجيامًاؾذ

ً.اؾمػاعلاتًاؾؽقؿقائقة

 تعروف الدعادلات التػاضؾقة  1.1

وأنxًًًداؾةًفيًالدمغيرyًـػرضًأنً , ,...,
n

y y y ًًالدشمؼاتًاؾمػاضؾقةًؿنًاؾرتلةًالاوؾيًو

x,ػإنًإيًعلاؼةًتربطًبينxًًباؾـيلةًإؾيyًًاؾناـقةًحتيًالدشمؼةًاؾـوـقةًؾؾؿمغيرً yًحدًوأ

داؾةًفيًاؽنرًؿنًؿمغيرًولهاًؿشمؼاتyًًالدشمؼاتًاؾيابؼةًتيؿيً"ؿعادؾةًتػاضؾقةًعادقة"ًأؿاًإذاًؽاـتً

جزئقةًػإـفاًتيؿيً"ؿعادؾةًتػاضؾقةًجزئقةً"ًوـذؽرًالانًبعضًالاؿنؾةًالدىمؾػةًؾؾؿعادلاتًاؾمػاضؾقةً

ًاؾعادقةً.
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 درجة الدعادلة التػاضؾقة  و رتبة  1.1

فيًاؾمػاضؾقةًدرجةًالدعادؾةًً.رتلةًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًفيًرتلةًأعؾيًؿشمؼةًؿوجودهًفيًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة

ؿنًً(ًفيًؿعادؾة1ػؿنلًاًالدعادؾةً)ً.الاسًاؾذيًقرػعًاؾقةًأعؾيًؿعاؿؾيًتػاضؾيًالمحددًؾرتلةًالدعادؾة

(ًؿعادؾةًؿن3ًوالدعادؾةً)ً.(ًؿنًاؾرتلةًاؾرابعةًواؾدرجةًالأوؾي2والدعادؾةً)ًاؾرتلةًاؾناـقةًواؾدرجةًالاوؾيً.

ً.(ًؿعادلاتًتػاضؾقةًجزئقة5)،ً(4)ًتًاؾنةًوًاؾدرجةًاؾناـقةً.والدعادلااؾرتلةًاؾن

 تؽوون الدعادلة التػاضؾقة   1.1

ًتًالاخمقارقةًـػرضًأنًؾدقـاًاؾعلاؼةًقممًتؽوقنًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًبحذفًاؾنواب

( , , ) 0 (1)f x y c ً

باؾـيلة1ًً)فذهًالدعادؾةًتمنلًمجؿوعةًالدـوـقاتًالديموقةًذاتًاؾلاراؿترًاؾواحدًوبمػاضلًاؾعلاؼةً)

,نحصلًعؾيًؿعادؾةًٍمويًعؾيxًًإؾي , ,x y y cًًوؾمؽن

 , , , 0 (2)x y y c  ً

ً(ًنحصلًعؾيًعلاؼةًفيًاؾصورة2ً(ً،ً)1ؿنً)cًوبحذف

( , , ) 0 (3)x y y  ً

(ًفيًؿعادؾةًتػاضؾقةًعادقةًؿنًاؾرتلةًالاوؾيًحصؾـاًعؾقفاًـمقهةًلحذفًثابتًاخمقاري3ًوًاؾعلاؼةً)

ً(ً.1ؿوعةًالدـوـقاتً)واحدًوتيؿيًفذهًالدعادؾةًبالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًلمج

ًوؾموضقحًًذؾكًـعمبرًالدنالًالاتيً

 2 4 y a x c
 
ًًاؾعؿوديًوترفاًاؾلؤريًػفذهًالدعادؾةًتمنلًمجؿوعةًؿنًاؾؼطاعاتًالدؽاػكةًاؾتيًمحورفاًالمحورًاؾيقنيًو

4aً.ًًباؾمػاضلًنحصلًعؾي

2
dy

y a
dx

  

 وفذهًفيًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًلمجؿوعةًاؾؼطاعاتًالدؽاػكة.ً
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 في الحالة العامة اذا اعتبرنا العلاقة  و

1 2( , , , ,..., ) 0 (4)nf x y c c c  
 

1 منن البنارامتات   n وهذه العلاقة تحتوي عؾي 2, ,..., nc c c.       لؾحصنو  عؾني الدعادلنة التػاضنؾقة

منن العلاقنات     n فـحصل عؾي  x من الدرات الدتتالقة بالـسبة الي n ظرة نػاضل هذه العلاقةالدـا

 في الصورة 

1 1 2

2 1 2

( )

1 2

( , , , , , ..., ) 0

( , , , , , ,..., ) 0

...............................................
(5)

( , , ,..., , , ,..., ) 0

n

n

n

n n

x y y c c c

x y y y c c c

x y y y c c c







 

  






  

 

1nً(ًوعددفا5،ً)(4ؿنًاؾعلاؼاتًً) ًًً1ًيمؽنًحذذفًاؾنوابذت 2, ,..., nc c cًًًًًوتؽذونًاؾـمقهذةًفذي

ًعؾيًاؾصورةnًًاًرتلمفًالحصولًعؾيًؿعادؾةًتػاضؾقةًعادقةًو

( )( , , , ,..., ) 0nf x y y y y   
 ؽونًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًلمجؿوعةًالدـوـقات1ًً)ؿنالً)

2

1 2c ( ) 0 (1)x y c   
 الحل

ًػإــاًـػاضلًؿرتينًباعملارًانًًنباراًؿترقمجؿوعةًالدـوـقاتًٍمويًعؾيًثًانًؿعادؾةًحق

 

 

1 2

2

2

c 2 0 (2)

2 2 0 (3)

y c y

y y c y

  

   
 

ًنحصلًعؾي2ً)  ؿنًالدعادؾةً)1cًبحذف

 1 22 (4)c y c y    
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ًٌدًان1ًً)(ًفي)4ـعوضًؿنً)

   
2

2 22 0 (5)xy y c y c     
بحذف

2
Cً(ًًنحصلًعؾي3ًؿنًالدعادؾة)ً

2

2c / (6)y y y    
ً(ًنحصلًعؾيًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًالدطؾوبًوفي5ً(ًفيً)6باؾمعوقضًؿنً)

2 0y xy   
ًأوجدًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًؾؾؼطاعاتًالدؽاػكةًاؾرادقةًالمحور.ً:2)ؿنال)

 الحل

ًاضؾقةًؾؾؼطاعاتًالدؽاػكةًاؾرادقةًالمحورًفيًالدعادؾةًاؾمػ

2x x y c    
,وًحقثًانًفذهًالدعادؾةًٍمويًعؾيًثلاثًثوابتً ,C ًًـػاضلًثلاثًؿراتًؿمماؾقةً.باؾماؾي

2 3

2 3
2 , 2 , 0      

dy d y d y
x

dx dx dx
 

ًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًالدطؾوبةًفيً 

3

3
0

d y

dx
 

ً(ًًإذاًؽاـت3ؿنالً)

2 (1)x xy ae be   
ًػاثلتًإنً

2

2
2 0  

d y dy
y

dx dx 
ًلالح

ًباؾمػاضلًٌدًأنً
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2

2
2

2

2 (2)

4 (3)

x x

x x

dy
ae be

dx

d y
ae be

dx





 

 

 

 ( نجد أن   1( ، )1بجؿع )
2  xdy

y ae
dx 

 ( وـتج أن        1، ) 1)وبجؿع )
2 2

2

2 2

2

2

6 , 2( )

2 0

    

  

xd y dy d y dy dy
ae y

dx dx dx dx dx

d y dy
y

dx dx 
ً.وفوًالدطؾوب

 حل الدعادلات التػاضؾقة  1.1

ةًحلًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًفوًعؿؾقةًالحصولًعؾيًالأصلًاؾؽاؿلًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًإيًعؿؾقةًعؽذسًعؿؾقذًً

ًررقًحؾفاًإؾيًالاـواعًالاتقةًًويمؽنًتؼيقمًفذهًالدعادلاتًؿنًحقثتؽوقنًالدعادؾةًوًاؾتيًدردـافا.ً

 .يراتًاؾؼابؾةًؾلاـػصالذاتًالدمغًالدعادلاتًاؾمػاضؾقة .1
 .الدعادلاتًاؾمػاضؾقةًالدمهاـية  .2
 .اؾمػاضؾقةًذاتًالدعاؿلاتًالخطقةًالدعادلات  .3
 .الدعادلاتًاؾمػاضؾقةًاؾماؿةً .4
 .اؾمػاضؾقةًالخطقةالدعادلاتً  .5
 .ؿعادلاتًبرـوؾي  .6
 .ؿعادلاتًرقؽاتي  .7
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ًوًدوفًـدرسًؽلًـوعًعؾيًحدةً

 الؼابؾة للانػصا   ذات الدتغيراتالدعادلات التػاضؾقة  1.1.1

ًًػصلًالدمغيراتًعؾيًاؾشؽلًالاتيًيمؽنًؽمابةًالدعادلاتًاؾتيًيمؽنًػقفاً

( ) ( ) 0 (1)

( ) ( ) 0 (2)

M x dx N y dy

M y dx N x dy

 

 
 

) عؾيًةوذؾكًباؾؼيؿً(1)الدعادؾةًصورةًيمؽنًٍوقؾفاًإؾيً(2ًالدعادؾةًً) و ) ( )N x M y   أي  

   
0 

dx dy

N x M y
 

ًً.يمؽنًحؾفاًبإجراءًاؾمؽاؿلًؿلاذرةالدعادلاتًًؿناؾـوعًًفذًو

 أوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةً(1)ًؿنال
2 21 1 0 (1)x y dx y x dy    

ًلالح

2باؾؼيؿةًعؾيً 21 1x y ًًًنحصلًعؾي

2 2
0

1 1
 

 

x y
dx dy

x y
 

ًوبمؽاؿلًفذهًالدعادؾةًنحصلًعؾي

2 2

2 2

1 1

1 1

  
 

   

xdx ydy
c

x y

x y c

 

ً(.1)ًوفيًتمنلًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقة

ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةً(2ؿنالً)

3 2 2 2 21 (1)
dy

xy x y x y
dx

    
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ًلالح

ًـضعًالدعادؾةًعؾيًاؾصورةً

3 2 2 2 3 2 2

3 2 2

(1 ) (1 ) (1 )(1 )

(1 )(1 )

dy dy
xy x y x xy x y

dx dx

xy dy x y dx

       

  

 

1)2 ررفيًالدعادؾةًعؾيًةبؼيؿ )x y  
3 2

2

1

1






y x
dy dx

y x  
ًوباؾمؽاؿلًنحصلًعؾيً

3 2

2 2

2 2

2 2 2 2

1
, ( )

1 1

1
ln( 1) ln , 2ln( 1)

2 2 2


         

 

        

y x y dx
dy dx c y dy xdx c

y x y x

y x
y x c x y x y c

 
ًً(1)ًؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةاؾعامًؾلًالحوفذاًيمنلً

ًأوجدًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًً(3ؿنالً)

 
2

8 2 1 (1)
dy

x y
dx

    

8 بوضع : الحل 2 1u x y    
ًنحصلًعؾيxًًًثمًباؾمػاضلًباؾـيلةًإؾي

 
1

8 2 , 8
2

     u y y u
 

yًباؾمعوقضًعنًؼقؿة ًًًًنحصلًعؾيًً(1)فيًالدعادؾة

2 28 2 , 2 8    
du

u u u
dx  

ًباؾمؽاؿلًنحصلًعؾيً
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1

2

1
2 , tan 2

4 2 2

    


du u
dx c x c

u  
ًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًفيًً

1 8 2 1
tan 4

2

  
 

x y
x c

 
 الدعادلات التػاضؾقة الدتجانسة  1.1.1

)ًقؼالًؾؾداؾة  , )f x yًًًإـفاًؿمهاـيةًؿنًدرجةnًًًًًإذاًاؿؽنًوضعفاًعؾيًاؾصورة

( , ) ( ), ( , ) ( , )n ny
f x y x f f x y x g x y

x
   

داؾةًؾؾؿمغيرgًًحقث
y

x
.ً

ًؼالًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًالآتقةًوق

( , ) ( , ) 0 f x y dx g x y dy  
)ًاـفاًؿمهاـيةًإذاًؽاـتًؽلًؿنًاؾداؾمين , ), ( , )g x y f x yًًًًؿمهاـيةًؿنًـػسًاؾدرجةًإيًإن

( , ) ( ), ( , ) ( )  n ny y
f x y x g x y x

x x  
ًالدعادؾةًاؾيابؼةًتؽونًعؾيًاؾصورةً

( ) ( ) 0 (1)
y y

dx dy
x x

    

ًلًفذهًالدعادؾةًإؾيًؿعادؾةًؿنًاؾـوعًالأولًأيًذاتًؿمغيراتًؼابؾةًؾلاـػصالًوذؾكًبػرضًأنًويمؽنًٍوق

, ,   
y dy dz

z y xz x z
x dx dx  

ً(ًعؾيًاؾصورة1ًوبوضعًالدعادؾةً)
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( )
( )

,
( )

( )

( )

( )










    

 
   

 

y
dy dz zx x z

ydx dx z

x

dz z
x z

dx z  
ًوفذهًؿعادؾةًؼابؾةًؾلاـػصالًيمؽنًحؾفاًؽؿاًدلقً

ًاضؾقةأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػ1ً)ؿنالً)
2 2

2 2( ) 2 0,
2


   

dy y x
x y dx xydy

dx xy  
yوقوضعً xzًًًًٌدًأن

2 2

2

2

2

2

2

2 2

1 1
,

2 2

2
, ln ln ln(1 )

1

(1 ) , (1 )

0

 
   

      


   

  

dz z dz z
x z x

dx z dx z

dx z
dz x c z

x z

y
x z c x c

x

x y cx  
ً.cًـصفًؼطرفاًًوفيًؿعادؾةًمجؿوعةًؿنًاؾدوائر

ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة(2ًؿنالً)

(2 ) 2 0
y

x
dy

ye x x y
dx

     

ًنًؽمابةًالدعادؾةًاؾيابؼةًعؾيًاؾصورةًيمؽًالحلً:

2

2





y

x

dy x y

dx x ye  

lab
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil
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yـضعً zxًًًًٌدًأن
2

2 2

2

2

2 2 2

2

2 2(1 )
,

1 2 1 2

1 2 2
, 2ln

2(1 )

2ln ln( ) ln , ( )

( ) ,





 



 
  

 

 
   

 

     

   

z

z z

z z

z z

z z z z

y

x

x

dz z dz z e
z x x

dx ze dx ze

dx ze e z
dz x dz

x z e e z

x z e c x z e c

y y
x c y x e c

x e  
ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة(3ً)ؿنال

2 2   xy x y y  
ًالحلً

2

2
1


   

y y
y

x x  
yـضعً zxًًًًأيًإن

2

2

2

1

, 1

1 ,
1

sin ln , sin ln

       

    


 

y xz z xz z z z

dz dx
xz z

xz

z cx y x cx  
 .التػاضؾقة ذات الدعاملات الخطقة الدعادلات 1.1.1

ًالدعادلاتًاؾمػاضؾقةًذاتًالدعاؿلاتًالخطقةًتؽونًعؾيًؽصورةًالآتقةً

1 1 1 2 2 2
( ) ( ) 0 (1)ax b y c dx a x b y c dy       

ًأوًتؽمبًعؾيًاؾصورةً

1 1 1

2 2 2

dy a x b y c

dx a x b y c

 
 

 
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  تًالدعاؿلاتًالخطقةًيمؽنًٍوقؾفاًإؾيوفذهًالدعادلاتًذا
ً.ؿعادلاتًؿمهاـية (1)

ً.دلاتًذاتًؿمغيراتًؼابؾةًؾلاـػصالؿعا (2)

 الدعادلات ذات الدعاملات الخطقة والتي يمؽن تحووؾفا إلي معادلات متجانسة. :أولا

ًفيًفذهًالحاؾةًالديمؼقؿانً

1 1 1 2 2 2
0 , 0     ax b y c a x b y c 

قملاؼقانًفيًـؼطةًوؾمؽنً , ًددًالدعاؿلاتًلاًقياويًاؾصػروفذاًقعنيًإنًمح.ً

x,ًـضعً u y y    .ًًػقؽون
dy du

dx dv
ًً.(ًًتصلح1ًً)وًالدعادؾة

1 1

2 2






dv au bv

du a u bv  
ًً.وفذهًؿعادؾةًتػاضؾقةًؿمهاـيةًػقؿؽنًحؾفاًؽؿاًدلق

 إلي متغيرات مـػصؾةثانقا: معادلات يمؽن تحووؾفا 

قياويًاؾصػرًأيًأنػػيًفذهًالحاؾةًقؽونًمحددًالدعاؿلاتً
1 2 2 1

ab a bًًًًوالديمؼقؿان

1 1 1 2 2 2
0 , 0     ax b y c a x b y c  

ًقؽوـانًؿموازقانًوقؽونً

1 1 2 2
( )  ax b y a x b y  

ًـضعً

1 1 1 1 1

1

1
, , ( )

du dy dy du
u a x b y a b a

dx dx dx b dx
       

ً(ًتصلح1والدعادؾةً)

1

1

1 2

1
( )




 



du u c
a

b dx u c  
ً.فاًؽؿاًدلقغيراتًؼابؾةًؾلاـػصالًػقؿؽنًحؾوفذهًؿعادؾةًذاتًؿم
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ً(ًأوجدًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقة1ًؿنالً)

(2 4) ( 2 5) 0     x y dy x y dx  
ًًالحلً

ًـلاحظًأنًمحددًالدعاؿلات
1 1

2 2

0
a b

a b
ًً

ًً.ةالدعادؾةًيمؽنًٍوقؾفاًإؾيًؿعادؾةًؿمهاـيوباؾماؾيً

ًـوجدًـؼطةًاؾمؼارعًؾؾؿيمؼقؿينًً:أولا

2 4 0, 2 5 0x y x y       

)وفيًً 1,2)ًًًبادمىدامًاؾمعوقض

1 , 2

,

   

 

x u y v

dx du dy dv  
ًالدعادؾةًتصلحًعؾيًاؾصورةً

   2 2 2 4 1 2 4 5 0         u v u v du
 

vًبادمىدامًاؾمعوقض uzًً

   

2 2

2

3

, (2 )( ) (1 2 ) 0

2 2 1 2 0, (2 ) 1

2 1 1 3 1
, ( )

1 2 1 2 1

1 3 1
ln( 1) ln( 1) ln ln , ln 2ln

2 2 ( 1)

      

         


  

  


     



dv dz dz
z u z z u z

du du du

dz dz dz
z v z uz z u z z

du du du

z
dz du dz du

z u z z u

z
z z u c cu

z  
v,ًباؾمعوقضًعنًؼقم uًًًًنحصلًعؾي

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil
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3

3

( 1)

 


 

y x
c

y x  
ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة2ً)ؿنالً)

(2 4 5) 2 3 0     
dy

x y x y
dx  

ًـلاحظًإنًمحددًالدعاؿلاتًقياويًاؾصػرًًالحلً:

ًـضعًً

2 , 1 2

1
(1 )

2

   

 

dy du
x y u

dx dx

dy du

dx dx  
ًعادؾةًتصلحًعؾيًاؾصورةًالدً

1 1 3 4 11
,

2 2 2 5 2 5

2 5 1 1
(1 )

4 11 2 4 11

1
2 ln(4 11), 8 4 8 ln(4 8 11)

4 4

4 8 ln(4 8 11) 0

du u du u

dx u dx u

u
dx du du

u u

c
x u u x c x y x y

x y x y c

 
   

 


    

 

         

     

 (ة الؽامؾة )التامةالدعادلات التػاضؾق 1.1.1
ً:الًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًالآتقةقؼ

( , ) ( , ) 0 (1)M x y dx N x y dy   

M,ؾؾداؾمينًًأـفاًؽاؿؾةً)تاؿة(ًإذاًٍؼق Nًًالدمصؾمينًاؾعلاؼة

(2)
M N

y x

 


 
 

ismail.masci
Pencil
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,ًحقثًؽلًؿن
M N

y x

 

 
عـصراًًتػاضؾقاًتاؿا1ًً)داؾةًؿمصؾةًوبذؾكًقؽونًاؾطرفًالأقيرًؾؾؿعادؾةً)ًً

)ًؾداؾةًؿا , )f x yًًباؾـيلةًؾؾؿمغيرقن,x yًًًًإيًأن

( , ) ( , ) ( , ) df x y M x y dx N x y dy  
ً.(2ؾذؾكًفوًإنًٍؼقًاؾعلاؼةً)ًواؾشرطًاؾضروريًوًاؾؽافي

ًاؾشرطًاؾضروريلإثلاتًانًاولا:ًً

يمنلًتػاضلًاًتاؿاًًؾؾداؾة1ًً)ـػرضًإنًاؾطرفًالأقيرًؾؾؿعادؾةً)ً ,f x yًً

     , , ,
 

   
 

f f
df x y dx dy M x y dx N x y dy

x y  
ًوًبمؼارـةًالدعاؿلاتًنحصلًعؾيً

( , ) , ( , ) (3)
f f

M x y N x y
x y

 
 

 
 

ًنحصلًعؾيxًًًوًاؾناـقةًباؾـيلةًإؾيyًًباؾـيلةًإؾي3) وؾيًؿنً)وبمػاضلًاؾعلاؼةًالأ
2 2

,
   

 
     

 


 

f M f N

x y y y x x

M N

y x  
أنًقموؼذقًإيًأنًفذذاًًًًيجذبً(2ً)(ًتاؿذةًػإـذهًاؾشذرط1ًًًًوبمعنيًذؾكًأـهًإذاًؽاـتًالدعادؾةًاؾمػاضذؾقةًً)

ً.اؾشرطًضروري

ًاؾشرطًاؾؽافيًانًثاـقا:ًلإثلاتً

(ًتؽونًتاؿةًأيًأنًتوجد1ًصوقوةًوقؽونًالدطؾوبًأثلاتًأنًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةً)(2ً)ًـػرضًإنًاؾعلاؼةً

)داؾة , )f x yًًًوبحقثًقؽون

( , ), ( , ) (4)
f f

M x y N x y
x y

 
 

 
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ًً(ًٍؼقًإذاًؽان4وًاؾعلاؼةًالأوؾيًفيً)

   ( , ) , ( ) , ( ) (5)f x y M x y dx y x y y       

)حقث )yًداؾةًاخمقارقةًلاًٍمويًعؾيxًً

ًٌدًانyًًً(ًباؾـيلةًإؾي5وبمػاضلًاؾعلاؼةً)

( ) (6)
f

N y
y y




 
  

 
 

)ًنحصلًعؾي6ً)وؿنًاؾعلاؼةً) )yًًًوذؾكًباؾمؽاؿلًباؾـيلةًإؾذيyًًًًً(ً5ًوًبذاؾمعوقضًفيًاؾعلاؼذة)

)ًعن )yًًوبذؾكًتمعينًاؾداؾة( , )f x yًتاؿاًًوفذاًقنلتًأنًاؾشرطًؽافي.ً

ً.الآتقةًتاؿةًوًأوجدًأصؾفاًاؾمامًاثلتًأنًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةً(1)ؿنالً

2 2 2 2(2 4 ) (2 4 ) 0 (1)y xy x dx x xy y dy       

ًالحلً:ًـػرضًأنً
2 2 2 2( , ) 2 4 , ( , ) 2 4

4 4 , 4 4

(2)

M x y y xy x N x y x xy y

M N
y x x y

y x

M N

y x

     

 
   

 

 
 

 

 

ًالدعادؾةًتاؿةً

ًـػرضًأنًحلًالدعادؾةًعؾيًاؾصورةً

2 2

( , )

2 4 (3)

f x y c

f
M y xy x

x




   



 

xًً(ًباؾـيلةًإؾي3بمؽاؿلًالدعادؾةً)

2 2 3
( , ) 2 2 ( ) (4)

3

x
f x y y x x y y     
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yًًًًباؾـيلةًإؾي(4ً)وبمػاضلًاؾعلاؼةً

2 2 2

3

2

3 3

2 2

2 4 4 2 ( )

( ) ( ), ( )
3

( , ) 2 2
3 3



 


      



     

    

f
N x xy y xy x y

y

y
y y y y c

x y
f x y y x x y c

 
ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة(2ً)ؿنال

sin(cos sin cos ) cos sin 0 (1)xxe y x dx y x dy    

ًبوضعًًالحل
sincos sin cos

sin cos

cos cos (2)

cos cos (3)

xM xe y x

N x y

M
y x

y

N
x y

x

M N

y x

 













 


 

 

ًالدعادؾةًتاؿةباؾماؾيً

ًـػرضًأنًحلًالدعادؾةًعؾيًاؾصورةًً

sin

( , )

cos sin cos (4)

sin cos (5)

x

f x y c

f
M x e y x

x

f
N x y

y




  




 


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ًنحصلًعؾيxًًباؾـيلةًإؾي(4ًبمؽاؿلًاؾعلاؼةً)

sin( , ) sin sin ( ) (6)xf x y e x y y     

ًٌدًأنyًًًًوًبمػاضلًفذهًاؾعلاؼةًباؾـيلةًإؾي

sin cos ( ) (7)
f

x y y
y




 


 

ً(ًنحصلًعؾي7،ً)(5ؿنً)

sin cos ( ) sin cos

( ) 0, ( )



 

 

  

x y y x y

y y c  
)(ًعنًؼقم6ًباؾمعوقضًفيًالدعادؾةً) )yًً

sin( , ) sin sinxf x y e x y c    

 العوامل الدؽامؾة 

ًإذاًؽاـتًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًاؾتيًؿنًاؾدرجةًالأولىًواؾرتلةًالأولىً

( , ) ( , ) 0 (1)M x y dx N x y dy   

 غيرًتاؿةًأيًقؽونً
 


 

M N

y x  
قؽذونMًًًواؾعاؿذلًالدؽاؿذلMًًًًبفاًفيًعاؿذلًؿؽاؿذلًًػإنًيمؽنًٍوقؾفاًإؾيًؿعادؾةًتاؿةًوذؾكًبضر

)غاؾلاًداؾةًفيً , )x yًًًًًًًًوؾؽنًالحصولًعؾيًاؾعاؿلًالدؽاؿلًفيًالحاؾذةًاؾعاؿذةًفذيًؿيذرؾةًرقاضذقةًغذير

ً.ًػؼطyًًًداؾةًفيMًًًػؼطًأوyًًًؾةًفيداMًبيقطًؾذؾكًدوفًـعمبرًأن

)ً(ًفيًاؾعاؿلًالدؽاؿل1بضربًالدعادؾةً) , )M x yًًًًؾؽيًتصلحًتاؿةًوبذؾكًقؽون

       , , , , 0. (2)x y M x y dx x y N x y dy    

ًإذاًقؽونًًاصلوتًتاؿة(2ً)الدعادؾةً
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   

0 (3)

x
M N

y x

M N
M N

y x y x

 

 


 


 

    
    

    

 

x,ًؽداؾةًفيًًوؿنًفذهًالدعادؾةًقمعينًاؾعاؿلًالدؽاؿؾة yًًً

ً.ػؼطxًًًأولاً:ًذرطًوجودًعاؿلًؿؽاؿلًداؾةًفي

)ًلهاًعاؿلًؿؽاؿل(1ً)ـػرضًأنًالدعادؾةًً )x ً(ًًعؾيًاؾصورة3ًوبذؾكًتصلحًالدعادؾة)ً

1 1
,

 




        
      

        

M N M N
N

x y x x N y x
 

ًػؼطً.xً ػؼطًوبذؾكًػإنًاؾطرفًالأيمنًداؾةًفيxًًًًواضحًأنًاؾطرفًالأقيرًؾؾؿعادؾةًالأخيرةًداؾةًفي

ًػؼذطًفذوًأنًقؽذونًالدؼذدارxًًًًًًًً(ًعاؿذلًؿؽاؿذلًًداؾذةًفي1ًًًقؽونًؾؾؿعادؾةً)ًاؾشرطًاؾضروريًواؾؽافيًؽي

1
( )

M N

N y x

 


 
ًػؼطً.xًًًداؾةًفيًً

1 1




  
  

  

M N
d dx

N y x
 

ًوباؾمؽاؿلًقؽونً

1
1

ln ( ) , ( )

M N
dx

N y xM N
x dx x e

N y x
 

  
 

  
   

    
  

  

ًػؼطً.yًًًلًداؾةًفي:ًذرطًوًجودًعاؿثاـقا

ً(ًعؾيًاؾصورة3ًوبذؾكًتصلحًالدعادؾةً)yًًً(ًلهاًعاؿلًؿؽاؿلًفي1ـػرضًأنًالدعادؾةً)

1 1



   
  

   

N M

y M x y
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yًًػإنًاؾطرفًالأيمنًقؽونًؽذؾكًداؾةًفيًػؼطًوبذؾكyًًًواضحًأنًاؾطرفًالأقيرًؾؾؿعادؾةًفوًداؾةًفي

ً.ػؼط

ًػؼذطًفذوًأنًقؽذونًالدؼذدارyًًًًًً(ًعاؿذلًؿؽاؿذلًداؾذةًفي1ًًًاؾشرطًاؾضروريًواؾؽافيًؾؽيًقؽونًؾؾؿعادؾذةًً)

1 M N

M y x

  
 

  
ًػؼطً.yًًداؾةًفيًًً

ًبمؽاؿلًفذهًالدعادؾةًو

   
1

1
ln

M N
dy

M y xM N
y dy y e

M y x
 

  
  

  
   

     
  



 
 وفذهًاؾعلاؼةًتعطيًاؾعاؿلًالدؽاؿلًبصورةًًصريحة.

ًًأوجدًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقة(1ً)ؿنالً

ًالحلً
3 2 2

3 2 2

2 2

( 1) 0

( , ) , ( , ) 1

3 , 2 ,

xy dx x y dy

M x y xy N x y x y

M N M N
xy xy

y x y x

  

  

   
   

   

 

ًالدعادؾةًغيرًتاؿة

2

1 1

 
 

 

  
  

  

M N
xy

y x

M N

M y x y
 

ًػؼطًقمعينًؿنyًًًداؾةًفيًًًقوجدًعاؿلًؿؽاؿلً

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil
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 
1




 
dy

yy e
y  

ً.لًتصلحًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًتاؿةبعدًاؾضربًفيًاؾعاؿلًالدؽاؿ

2 2 1
0

 
   
 

xy dx x y dy
y

 
ً(ًـػرضًالحلًاؾعامًلهاًعؾيًاؾصورة1ولإيجادًحلًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةً)

 

2

2

,

(2)

1
(3)

f x y c

f
M xy

x

f
N x y

y y




 




  



 

ً(ًنحصلًعؾي2ًقمؽاؿلًالدعادؾةً)

2 21
( , ) ( ) (4)

2
f x y x y y   

ًنحصلًعؾيyًًًثمًـػاضلًالدعادؾةًباؾـيلةًإؾي

2 21 1
( ), ( )

( ) ln ln

 




      



 

f
N x y x y y y

y y y

y y c  
ً(ًنحصلًعؾيًالحلًاؾعام4ًباؾمعوقضًفيً)

2 21
( , ) ln

2
f x y x y cy   

ًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةً(ًأوجدًالحلًاؾعام2ًؿنالً)

2(1 ) ( ) 0   xy dx xy x dy  
ًالحل
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21 ,

, 2 ,

M xy N xy x

M N M N
x y x

y x y x

   

   
    

   

 

ًالدعادؾةًغيرًتاؿةً

 
1 1

,
     

       
     

M N M N x y
x y

y x N y x x y x x
 

ًػؼطًقمعينًؿنxًًًداؾةًفيًًقوجدًعاؿلًًؿؽاؿل

11
1

( )

M N dxdx
xN y x

x e e
x



    
  


    

ً.ؿلًتصلحًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًتاؿةؾضربًفيًاؾعاؿلًالدؽابعدًا
21

0
    

    
   

xy xy x
dx dy

x x  
ًواضحًأنًحلًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًاؾماؿةًاؾيابؼةًفوًًًً

2

ln
2

  
y

x xy c
 

 الدعادلات التػاضؾقة الخطقة  1.1.1

الأوؾذيًًؿنًاؾدرجةxًًًوؿشمؼاتفاًاؾمػاضؾقةًباؾـيلةًإؾيyًًًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًتؽونًخطقةًإذاًؽاـت

ًاؾصورةًاؾعاؿةًلهاًًوغيرًؿضروبةًبلعضفاًو

( ) ( 1)

0 1 1... ( )n n

n na y a y a y a y f x


      

حقثًأن
0 1
, ,....., , ( )

n
a a a f xدوالًفيx.ًً

ًةًالأوؾيًوًاؾدرجةًالأوؾيًتؽونًعؾيًاؾصورةًوالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًالخطقةًؿنًاؾرتل

lab
Line

ismail.masci
Pencil
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( ) ( ) (1)

Or

( ) ( ) (2)

dy
p x y x

dx

dx
p y x y

dy





 

 

 

ً(ًفيًعاؿذلًؿؽاؿذل1ًًوذؾذكًقضذربًالدعادؾذةً)ًًًًدؾذةًتاؿذةًًولحلًفذهًالدعادؾةًـؼومًبمووقؾفاًإؾيًصورةًؿعا

( )x ًًًعؾيًاؾصورةً(1ً)الدعادؾةًػمصلح

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] 0 (3)x dy x p x y x x dx       

ً(ًتؽونًتاؿةًإذاًٍؼقًاؾشرط3ًةً)وًالدعادؾ

 [ ( )] ( ) ( ) ( ) ( )x x p x y x x
x y

   
 

 
 

 

ًوؿـفاًقؽونً

( )

( ) ( ) (4)

( ) ( )
( )

p x dx

d
x p x

dx

d
p x dx x e

x












   

 

ًنحصلًعؾيًاؾصورةًً(3)(ًفي4ًوباؾمعوقضًؿنً)

( ) ( ) ( )

[ ( ) ] ( ) ( )

x dy y d x x dx

d x y x x dx

   

  

 


 

ًوًبمؽاؿلًفذهًالدعادؾةًنحصلًعؾيً

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

c
x y x x dx c y x x dx

x x
    

 
       

ًً.(1اضؾقةًالخطقةً)فوًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػ

ً(ًعؾيًاؾصورة2ًوبالدنلًيمؽنًإيجادًحلًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةً)

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil
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1
( ) ( ) ( )

( ) ( )

c
x y y y dy

y y
 

 
   

ًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًًاؾعامًلالح:ًأوجدًً(1)ؿنالً

cot sec 
dy

y x x
dx  

xًً:ًـوجدًأولاًعاؿلًاًؿؽاؿلًاًقعمؿدًعؾيالحل
cot

( ) sin
x dx

x e x    

ًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًقصلحًعؾيًاؾصورةً

( sin ) tan , ysin tan

cos lnsec cos

  

 

d
y x x x xdx c

dx

y ecx x c ecx  
ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة(2ًؿنالً)

2( 1) 3   xdy
x x y x e

dx  
ًيمؽنًؽمابةًالدعادؾةًعؾيًاؾصورةً:ًالحل

1
(1 )

2

3 2 3 2

3

1
(1 ) 3 ,

( ) 3 , 3

( )e

dx
x xx

x x x x

x

dy
y x e e xe

dx x

d
yxe x e yxe x e dx c

dx

xy x c







    

  

 

 

ًفوًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةً

 معادلة برنولي  1.4.6

ًفيًالدعادؾةًتؽونًعؾيًاؾصورةً

( ) ( ) (1)ndy
yp x Q x y

dx
   

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil
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1ًًًلاًقياويًًعددًحؼقؼيnًًحقث

nyًًلحلًفذهًالدعادؾةًقممًٍوقؾفاًأولًاًإؾيًؿعادؾةًخطقةًوذؾكًباؾؼيؿةًعؾي

1 ( ) ( ) (2)n ndy
y y p x Q x

dx

    

ثمًـػرضًأنً
1 nu y ًًًػقؽون.ً

(1 ) (3)ndu dy
n y

dx dx

   

ًنحصلًعؾي2ًً)(ًفيً)3وباؾمعوقضًؿنً)

1
( ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )

1

du du
p x u Q x n p x u n Q x

n dx dx
      


 

ً.تػاضؾقةًخطقةًيمؽنًحؾفاًؽؿاًدلقًوفذهًؿعادؾة

ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة:ًً(1)ًؿنال

2 55 (1)
2

dy y
x y

dx x
   

ًالحلً

ًٌدًأن5yًًًعؾي(1ًالدعادؾةً)ؼيؿةًب

5 4 21
5 (2)

2

dy
y y x

dx x

    

4uـػرضًأن y ًًً54ػقؽون
dy du

y
dx dx

 ً(ً2وًباؾمعوقضًفي)ًً

2 21 2
5 20

4 2

du u du u
x x

dx x dx x
        

ًقمكًحؾفاًؽاؾماؾيً.ةًخطقةوفذهًؿعادؾةًتػاضؾق
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2

2 2 4

5

2 5 3 4

2 2

( ) 20

4
4 4

dx

x
d

e x ux x
dx

c c x
ux x c u x y

x x






    


        

 

ًفوً(1ً)الحلًاؾعامًالدعادؾةً
2

4

54




x
y

c x  
 معادلة روؽاتي  1.4.6

ًؿعادؾةًرقؽاتيًفيًالدعادؾةًاؾتيًتؽونًعؾيًاؾصورةً

2( ) ( ) ( ) (1)
dy

p x y Q x y R x
dx

    

,حقذذث ,R Q Pًًدوالًفيxًًًًًًًػؼذذطًويمؽذذنًحذذلًفذذذهًالدعادؾذذةًإؾذذيًعؾذذمًأحذذدًالحؾذذولًالخاصذذة

لها
1

y yًًحقث
1

yًداؾةًفيxًً.ًقعطيًباؾمعوقض(1ً)هًالحاؾةًػالأصلًاؾمامًؾؾؿعادؾةوفيًفذ

1

1
(2)y y

z
   

ً:يمؽنًايجادفاًعؾيًاؾـووًاؾماؾيxًداؾةًفيzًًأنحقثً

حقثًأن
1

y yً(ً1حلًؾؾؿعادؾة)ًًػلاؾماؾيًفوًيحؼؼفا

21

1 1
( ) ( ) ( ) (3)

dy
p x y Q x y R x

dx
    

ً(ًقـمجًأن1ًؿنًالدعادؾةً)3ً)طرحًالدعادؾةً)ب

2 2

1 1 1
( ) ( )( ) ( )( ) (4)

d
y y p x y y Q x y y

dx
      

ً(ًنحصلًعؾي2ًؿنًالدعادؾةً)

1 2

1 1
( ) ( )   

d d dz
y y

dx dx z z dx  
ً(ًتصلحًعؾي4الدعادؾةً)
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 

2 2

1 12 2

1

1 1 2 1
( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )

     

   

dz y
y y p x Q x

z dx z z z

dz
y p x Q x z p x

dx  
ًً.وفذهًؿعادؾةًخطقةًيمؽنًحؾفاًؽؿاًدلق

1yًاثلتًأنً(1)ًؿنال ًحلًخاصًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًالآتقةًثمًأوجدًحؾفاًاؾعام.ًً

( 1)( )   
dy

y xy y x
dx  

ًالحل

ًبوضعًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًعؾيًاؾصورةً

2( 1) (1 2 ) (1)
dy

x y x y x
dx

      

ًوفذهًؿعادؾةًتمنلًؿعادؾةًرقؽاتيً

ً(ًنحصلًعؾي1ًفيًالدعادؾةً)ًًباؾمعوقض

1 (1 2 ) 0    x x x  
1yوؾذؾكًػإنً ً(.1)ًحلًخاصًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًً

ـػرضًأنًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًعؾيًاؾصورةً
1

1y
z

 ًوًباؾماؾي
2

1dy dz

dx z dx
 ًًً

ًنحصلًعؾي1ً)باؾمعوقضًفيًالدعادؾةً)

2

2

2 2 2

1 1 1
( 1)(1 ) (1 2 )(1 )

( 1)( 1) (1 2 )( ) 0

dz
x x x

z dx z z

dz
x z x z z z x

dx

       

       

 

lab
Rectangle

lab
Rectangle

ismail.masci
Pencil
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2 ( 1 2 ) (2 2 1 2 ) 1

1 (2)

dz
z x x x z x x x

dx

dz
z x

dx

         

  

 

)عاؿؾفاًالدؽاؿلًفوًًوفذهًؿعادؾةًخطقة )
dx xx e e

  ًً

ًؽؿاًقؾيحلًفذهًالدعادؾةًوًيمؽنً

( ) (1 ) (1 )x x x x x

x

d
e z x e e z x e c xe c

dx

z x ce

           

 

 

ً(ًفو1ًإيًأنًالحلًاؾعامًلدعادؾةً)

1

1
 



xx ce
y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

lab
Rectangle



                                 الباب الاول  )المعادلات التفاضلية ذات الرتبة الاولي و الدرجة الاولي(

28 

 (1تمارون )

 ؽونًالدعادلاتًاؾمػاضؾقةًلمجؿوعةًالدـوـقاتًالآتقةً (1)
3

2 2 2

2 3 2

2 2

( ) ( ) ( ) sin( )

( ) 2 ( ) ( 2)

( ) ( )

( ) cos(ln ) sin(ln )

( ) { 1} { 1}

x

n n

i y x c ii y x c

iii x cy y iv y c x

iiv y ax be vi y ax bx cx

vii y x x

viii y a x x b x x

 

   

   

    

 

     

 

 .ثابت مطؾق  nحقث 

( ) ( )cosh ix y a bx mx  
 .ثابت مطؾق  mحقث 

1 1 2

1 2

2 2 2

( ) (sin ) (sin )

( ) cos2 sin 2

( )

( )( ) ( )

x

x y a x b x

xi y c x c x

xii y e

xiii x y r



 

  

 



   

 

 .ًكةًاؾتيًمحورفاًفوًالمحورًاؾيقنيأوجدًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًؾؾؼطاعاتًالدؽاػ (2)
وؿرؽزفذذاًتؼذذعًعؾذذيًؽذذونًالدعادؾذذةًاؾمػاضذذؾقةًؾؾذذدوائرًاؾذذتيًـصذذفًؼطرفذذاًاؾواحذذدًاؾصذذوقحًً (3)

2yالديمؼقم xً 
 ػصلًالدمغيراتطرقؼةًتقةًبالدعادلاتًاؾمػاضؾقةًالاًاؾعامًلاوجدًالح (4)

2 2

2 2

( ) cos(y ) (ii) tan sin cos cot 0

( ) ( ) 1

dy
i x x ydx x ydy

dx

dy dy
iii x y y iv xy x

dx dx

   

   

 ً 

lab
Pencil
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2

3 2 2 2 2

2 2

2

( ) 4 2 1 ( )

( ) 1

( ) (1 ) ( 1)

( )( ) ( ) (1 )

dy dy
iiv x y v x y a

dx dx

dy
vi xy x y x y

dx

vii x x dy x x ydx

dy dy
viii x y x y xy

dx dx

    

   

   

   

 

 اضؾقةًالدمهاـيةًالآتقةؾؿعادلاتًاؾمػاؾعامًؾًلاوجدًالح (5)
/

2 2 2 2

2 2 2 2

( )( 2 ) 0 ( )

( ) ( )ln ( ) cos(ln )

( ) tan ( )( 2 ) 2

( )( ) 2 5 ( ) cos ( )

y xi x y dx xdy ii xy y xe

x y y
iii xy y x y iv xy y

x x

y dy
v xy y x vi x xy y x xy y

x dx

dy dy y
vii x y x xy y viii x y x

dx dx x

    


    

       

     

 

ًتقةالاذاتًالدعاؿلاتًالخطقةًًؾؿعادلاتًاؾمػاضؾقةؾًاؾعامًلالحاوجدً (6)

4 7
( ) ( )(2 4 6) ( 3) 0

2 1

( ) ( 1) ( 2) 0

x y
i y ii x y dx x y dy

x y

iii x y y x y

 
       

 

     

 

2 2

( )(3 ) 3 4

( )( 5 5) (5 1) 0

( ) (2 1) ( )( )

iv y x y x y

v x y dy x y dx

dy dy
vi x x y vii y ax b y ax b

dx dx

   

     

       

 

 
 
 لهاتقةًتاؿةًواوحدًالحلًاؾعامًتًالابينًأنًالدعادلا (7)

lab
Pencil

lab
Pencil
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2 2 2 2 3( )2 ( ) ( )(2 9 ) (4 6 ) 0i xydx x y dy ii xy xdx y x ydy     
3 2 3 3

2

2 2

2 2 2

( ) ( 3 ) ( 3 ) 0

( ) ( )

( )(3 4 ) (2 3 ) 0

( ) (cos cos ) (sin sin ) 0

iii x xy dx y x y dy

xdx ydy
iv xdx ydy a

x y

v x xy dx x y dy

vi x x y dy y y x dx

   


 



   

   

 

3

2 2 3

2 3

2 2

2

sin

2

( ) (2 ) 0 ( ) ( ln ) 0

2 2 5
( ) 0

( )(1 sin 2 ) 2 cos 0

( 1)cos
( )( 2) 0

sin cos2 1

( )sin cos cos sin cos 0

( ) 3 2( 2 )

      

 
 

  


  



  

  

y y

x

y
vii e dx y xe dy viii dx y x dy

x

x y x y
ix dx dy

y y

x y x dx y xdy

x x y
xi dx dy

y y

xii x ydy x ydx xe dx

xiii ax a h xy 

 

2

2 2

( 2 )

( 2 ) 2( 2 ) 3 0



     

b h y dx

a h x b h xy by dy  
اؾمػاضذؾقةًالآتقذةًوؿذنًثذمًأوجذدًًًًًًًػؼطًؾؽلًؿذنًالدعذادلاتxًًًًأوجدًعاؿلًؿؽاؿلًقعمؿدًعؾي (8)

 ؾفاًاؾمامصا
3 4 3

2

3 3 2

2 2 2 2

( )( ) 8 0

( )(1 ) (1 )

( )( 2 3 ) 3 ( ) 0

( )(2 ) ( 2 )( ) 0

  

   

    

     

i x y dx xy dy

ii xy dx x dy c

iii x y xy dx x y x dy

iv x xy a ydx x y x a dy  
اؾمػاضذؾقةًالآتقذةًوؿذنًثذمًأوجذدًًًًًًًػؼطًؾؽلًؿذنًالدعذادلاتyًًًًأوجدًعاؿلًؿؽاؿلًقعمؿدًعؾي (9)

 ؾفاًاؾمامًصا
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 

3 2 2

2

2

( ) ( 1) 0

( ) ( 1) 0

( )( 1) ( 1) 0

( ) 1 ( ) tan 0

  

  

     

   

i xy dx x y dy

ii y dx xy dy

iii y dx xy y y dy

iv dx x y y dy
 

 ًؾؽلًؿنًالدعادلاتًالخطقةًالآتقةاؾعامًًأوجدًالحل (11)
4 5

2 2

2 2

( )( 1) 3 4 ( ) 2 1 1 2

( )2(x 1) (2 1) 8 1

( )2(1 ) (1 ) 1

 
        

 

     

    

dy dy
i x y x x ii x y x x

dx dx

dy
iii x x y x

dx

dy
iv x x y x

dx  
2 2 2

3 2

( )(1 ) (1 )(1 ) 2( ) tan sin2

( ) sin cos cos2 cos 0

dy dy
v x x x y vi y x x

dx dx

dy
vii x x y x x

dx

      

 

 

2

2

1
( ) tan2 1 sec2 ( ) 2 3cosh

2

( ) 2 cos 2 2cot cos2

dy dy
viii y x x ix y x x

dx dx

dy
x y ec x x x

dx

     

 

 

2 1 2

( ) cot cos 2 cos2

( )(1 ) sin (1 ) 1

dy
xi x y ec x x

dx

dy
xii x xy x x x x

dx



  

     

 

 ةًإؾيًؿعادلاتًخطقةًثمًأؽؿلًحؾفاتقحولًالدعادلاتًاؾمػاضؾقةًالا (11)
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 

2

2 2

2

2 3 2 2

3

3 2 3

3

2 2

1
( )( ) 1 ( ) ( ) 1

1

( ) (2 1) (1 ) ( )x 4 4

2 1
( )2 ( ) 2

( ) cos sin 0

( )2(1 ) 2 3 0

dy y dy
i xy y y ii x y

dx ty dx

dy dy
iii y x y y y iv y y

dx dx

dy x dy
v x y vi x x y y

dx y dx

dy
vii x y x y

dx

dy
viii x y x x y

dx

 
     

 

     


   

  

    

 

1yأثلتًأن (12) ًًؾفاًاؾمامًقةًثمًأوجدًأصادؾةًاؾمػاضؾقةًالآتحلًخاصًؾؾؿع 

( 1)( )   
dy

y xy y x
dx  

اثلتًأن (13)
2

1x
y

x


ًًًحلًخاصًؾؾؿعادلاتًاؾمػاضؾقةًالآتقةًواوحدًأصؾفاًاؾمام 

2 1

4
 

dy
y

dx x  
yأثلتًأن (14) xًًامًحؾفاًاؾعؾمػاضؾقةًالآتقةًثمًأوجدًحلًخاصًؾؽلًؿنًالدعادلاتًا 

2

2 2 3

2 2

( ) ( 1) ( ) 2 0

( ) (2 1) 1 0

( )( ) 2 3 0

     

      

    

ndy
i x n ax y x y x

dx

dy
ii xy x y x x

dx

dy
iii x a y xy a

dx  
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 فصل الاولال

 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولي و الدرجات العليا
دردـاذفيذاؾلابذالأولذؽقػقةذحلذالدعادلاتذاؾمػاضؾقةذؿنذاؾرتلةذالأوؾيذوذاؾدرجةذالأوؾيذوفيذفذاذاؾلاابذداونذـادر ذذذذ

يمؽانذتؼداقؿفاذذذـدردافاذذذؽقػقةذحلذالدعادلاتذاؾمػاضؾقةذؿنذاؾرتلةذالأوؾيذوذاؾدرجاتذالأعؾىذوذالدعادلاتذاؾتيذداونذ

ذذاؾيذ

 xمعادلات قابلة للحل في p                 (2 )معادلات قابلة للحل في (1)

ذyذمعادلات قابلة للحل في (3)

ذ.يأعؾيذؿنذالأوؾذوؽذؾكذدونذـدر ذالحؾولذاؾشاذةذؾلعضذالدعادلاتذاؾتيذؿنذدرجة

ذp المعادلات القابلة للحل في( 1)

ذلةذالأوؾيذوذاؾدرجاتذاؾعؾقاذفي:ـعمبرذالدعادؾةذاؾمػاضؾقةذؿنذاؾرت

1

0 1 1( ) ( ) ..... 0 (1)
n n

n nL L L L
dy dy dy

dx dx dx



      

0حقثذأن 1, ,..., nL L Lدوالذفيذذ,x yذذ

ذـػرضذأن
dy

p
dx

ذذتصلحذعؾيذاؾصورةذ(1)الدعادؾةذذ

1

1 1..... 0 (2)n n

n np L p L p L

    ذ
ذ.عؾيذاؾصورةذذpػاذاذأؿؽنذحؾفاذباؾـدلةذإؾيذذnاؾطرنذالأقدرذلهذهذالدعادؾةذعلارةذعنذؽنيرةذحدودذؿنذاؾدرجة

1 2( )( )......( ) 0np p p     ذ
1حقث 2, ,..., n  دوالذفيذذ,x yذذ

ذ.نذاؾرتلةذالأوؾيذوذاؾدرجةذالأوؾيفذهذؿعادلاتذتػاضؾقةذؿذو

1 2, ,......., np p p    ذ

1 2( , ), ( , ), ....., ( , )n

dy dy dy
x y x y x y

dx dx dx
    ذ

ذحؾولذفذهذالدعادلاتذيمؽنذػرضفاذعؾيذاؾصورةذ

1 2 2( , , ) 0, ( , , ) 0, ..., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c  ذ
ذؾعامذؾؾؿعادؾةذفوذوقؽونذالحلذا

1 1 2 2( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0 (3)n nf x y c f x y c f x y c ذ
ذتمنلذمجؿوعاتذؿنذالدـحـقاتذ(3)الدعادؾةذ

1 1 2 2( , , ) 0, ( , , ) 0,...., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c    

lab
Pencil
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1إذاذادملدؾـاذ 2, ,..., nc c c باؾنابتذالاخمقاريذcذذورسمـاذالدـحـقاتذ

1 2( , , ) 0, ( , , ) 0,...., ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c    
ذ.ػإــاذنحصلذعؾيذـػسذالدـحـقاتذإؾيتمغيرذؿنذcوجعؾـا

ذ:فوذذ(1)الحلذاؾعامذؾؾؿعادؾةذ

1 2( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c ذ
ذ.دذلآنذالدعادؾةذؿنذاؾرتلةذالأوؾيوفوذيحمويذعؾيذثابتذاخمقاريذواح

ذذؾؿعادؾةذاؾمػاضؾقةذالآتقةؾذاؾعامذلاوجدذالحذ(1ؿنالذ)

2( ) 2 cosh 1 0
dy dy

x
dx dx

  ذ

ذبوضعذذالحلذ:
dy

p
dx

ذ

2 ( ) e e 0x x x xp p e e       
ذباؾمحؾقل

( )( ) 0

,

,

x x

x x

x x

p e p e

dy dy
e e

dx dx

y e c y e c







  

 

   

ذ

ذالأصلذاؾمامذؾؾؿعادؾةذفوذفوذ

( )( ) 0x xy e c y e c    ذ

ذةػاضؾقلذالدعادؾةذاؾمالحأوجدذذ(2ؿنالذ)

2 ( ) 0p x y p xy   ذ

ثذ)ذحق
dy

p
dx

ذ(

ذباؾمحؾقلذذالحلذ:

2

1

2

1
( )( ) 0

2

x

dy
p x p y p x x y x c

dx

dy
p y y y c e

dx

       

   

ذ

ذالحلذاؾعامذفوذقؽونذ

21
( )( ) 0

2

xy x c y ce   ذ

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil
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ذx المعادلات القابلة للحل في ( 2)

ذتأخذذاؾصورةذذxالدعادلاتذاؾمػاضؾقةذاؾؼابؾةذؾؾحلذفي

( , ) (1)x f y pذ

dyحقثذ
p

dx
ذ

ذنحصلذعؾيyباؾـدلةذإؾيذذ(1)وبمػاضؾةذالدعادؾةذ

1dx f f p

dy p y p y

  
  

  
ذ

y,وفذهذؿعادؾةذتػاضؾقةذفيذالدمغيرقنذ pذػإذاذأؿؽنذحؾفاذعؾيذاؾصورةذذ

( , ) (2)y p cذ

ذنحصلذعؾيذ(ذ2)ذفيذالدعادؾة yػإـهذباؾمعوقضذعن

( , ) (3)x f p cذ

ؿانذالدعاادؾم ذػاإنذذذذذpوإذاذلمذيمؽانذحاذنذذذ( 3(، )2) ؿنذالدعاادؾم ذذpقـمجذبحذنذ(1)الحلذاؾعامذؾؾؿعادؾةذ

ذ.ذذبالدعادلاتذاؾلاراذؿترقةذؾؾحلذانتدؿق( 3(، )2)  الدعادؾم

ذذةحلذالدعادؾةذاؾمػاضؾق(ذ1)ذؿنال

22x y ap ap  ذ

ذ:ذالحل

22 (1)x y ap ap  ذ

ذردذأنذذyباؾمػاضلذباؾـدلةذإؾي

1 1
1 (2 2 ) (1 ) 2 (1 )

2

dp dp
a ap p a p

p dy p dy

dy ap dp

      



ذ

ذوذؿـفاذنحصلذعؾيذ

2 (2)y ap c   

ذنحصلذعؾيذ(ذ1)فيذالدعادؾةذذyوباؾمعوقضذعنذؼقؿةذ

2 (3)x ap c ذ

ذوذؾكذؽؿاذقؾيذ:ذ(3،ذ)(2ةذ)ؿنذالدعادؾذpػلأخطذأنذيمؽنذحذنذ

2

2

2

,
2

( )

4

y c x c
p p

a a

x a y c

a a

 
 

 


  

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil
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2( ) 4 ( )x c a y c  ذ

ذوفيذمجؿوعةذؿنذاؾؼطاعاتذالدؽاػكةذ

ذحلذالدعادؾةذاؾمػاضؾقةذ(ذ2)ذمثال

2x yp p   

dyحقثذ
p

dx
ذ

ذyالحلذ:ذباؾمػاضلذباؾـدلةذإؾي

2

2 2

1 1
2 ( 2 )

1 1
2 ( ) ( ) 2

2

1 1

dp dp dp
p y p y p p

p dy dy dy p

dy dy
y p p p y p

p dp p dp

dy p p
y

dp p p

      

       

  
 

ذ

ذلهاؽاؿلذالداؾعاؿلذ،ذاؾرتلةذالأوؾيتػاضؾقةذخطقةذؿنذذوفذهذؿعادؾة

22 2

21
ln 1 21 12

2 2
2 2

2 2

2
2

2

( ) 1

2 2
( 1) 1

1 1

2
1

1

p p
dp dp

pp pp e e e p

d p p
y p p

dp p p

p
y p dp c

p

   
    


   

 

  




ذ

ذلإيجادذفذاذاؾمؽاؿلذـدمخدمذاؾمعوقضوذ

2 2
2

2

2

1 2

cosh sinh

2 2cosh
. sinh 2cosh

sinh1

1
(1 cosh 2 ) sinh 2

2

sinh cosh

1 sinh cosh

cosh 1

p dp d

p
dp d d

p

d

y p c

p p p c

  


   



   

  

  



 

 


   

 

   

   

  

ذ
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1

2

1
(cosh ) (1)

1
y p p c

p

  


 

ذفيذالدعادؾةذالأصؾقةذذyباؾمعوقضذعن

2

2 1 2

2
(cosh )

1

x yp p

p
p p c p

p



 

   


ذ

ذنذوتؽو

1

2
(cosh ) (2)

1

p
x p c

p

 


 

ذ.لذاؾلاراذؿتريذؾؾؿعادؾةذالدطؾوبةتمنلانذالحذ(2(،)1)الدعادؾمانذ

ذy المعادلات القابلة للحل في( 3)

ذيمؽنذؽمابمفاذعؾيذاؾصورةذذyالدعادلاتذاؾؼابؾةذؾؾحلذفي

( , ) (1)y f x pذ

ذxبمػاضلذباؾـدلةذإؾيذ

f f p
p

x p x

  
 
  

ذ

x,وفذهذؿعادؾةذتػاضؾقةذفيذ pذػإذاذأؿؽنذحؾفاذعؾيذاؾصورةذذ

( , ) (2)x p cذ

ذنحصلذعؾيذذ(1)فيذالدعادؾةذذxػأـهذباؾمعوقضذعنذؼقؿة

( , ) (3)y p cذ

(ذ3(،ذ)2)ذذوذإذاذتغادرذالحاذنذتداؿيذالدعاادؾم ذذذذ(ذ3(،ذ)2)ذؿنذالدعادؾم pقـمجذبحذنذ(ذ1)ذالحلذاؾعامذؾؾؿعادؾة

ذ.الدعادلاتذاؾلاراذؿترقةذؾؾحلب

ذحلذالدعادؾةذاؾمػاضؾقةذالآتقةذ(ذ1)ذؿنال

3 (1)y p p ذ

ذالحلذ

ذردذأنذذxؾمػاضلذباؾـدلةذإؾيذبا

2 2

2

3 (1 3 )

1 3

dp dp dp
p p p

dx dx dx

p
dx dp c

p

   


  

ذ
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ذؾذؾكذقؽونذ

23
ln (2)

2
x p p c    

ذتمنلذالدعادلاتذاؾلاراذؿترقةذؾؾحل.ذ(2(،)1)الدعادؾم ذ

ذأوجدذحلذالدعادؾةذاؾمػاضؾقة(ذ2)ذؿنال

2 (1)y xp p ذ

ذالحل

ذنحصلذعؾيذذxعادؾةذباؾـدلةذإؾيبمػاضلذفذهذالد

2 2

(1 ) (2 1)

dy dp dp
p p xp

dx dx dx

dp
p p xp

dx

   

  

ذ

2 1

1 (1 )

dx
x

dp p p p
 

 
 

ذوفذهذؿعادؾةذخطقةذ.ذ

2

2ln(1 ) 21

2

( ) (1 )

1
[ (1 ) ]

dp

ppp e e p

d p
x p

dp p





   


 

ذ

ذوباؾمؽاؿلذنحصلذعؾيذ

2

2

1
(1 )

(1 ) ln

p
x p dp c

p

x p p p c


  

   


ذ

ذوقؽون

2

ln
(2)

(1 )

p p c
x p

p

 
 


 

ذنحصلذعؾي(ذ1ذ)فيذذxعنذؼقمذ(2)باؾمعوقضذؿنذ

2 3 2

2

p ln
(3)

(1 )

p p p c
y p

p

 
 


ذ

ذ.لذاؾعامذفيذاؾصورةذاؾلاراذؿترقةتمنلانذالحذ(3)،ذ(2)ذوذالدعادؾم 

 معادلة كليروت( 4)
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ذؿعادؾةذؽؾيروتذتؽونذعؾىذاؾصورة

( ) (1)y xp f p ذ

حقث
dy

p
dx

 باؾمػاضلذباؾـدلةذإلىx ذزصلذعؾى

( )

[ ( )] 0

dp dp
p p x f p

dx dx

dp
x f p

dx

  

 

ذ

0أؿا
dp

dx
 وؿـفاp cذ(ذنحصلذعؾي1وباؾمعوقضذفيذ)ذ

( ) (2)y cx f c  

ذذطوطذالددمؼقؿةلخؿعادؾةذمجؿوعةذؿنذافىذو

ذوأؿاذ

( ) 0x f p ذ
ذوؿـفاذ

( ) (3)x f p ذ

ذxعنذ(1فيذ)وباؾمعوقضذ

- ( ) ( ) (4)y f p p f p  

)نحصلذعؾىذعلاؼةذب ذ(4)،ذذ(3)ذب p بحذن , )x yذالاتقةورةذعؾىذاؾص

( , ) 0 (5)x y ذ

ذفؿاذالدعادؾم ذذ(4)،ذ(3)وتؽونذالدعادؾم ذذ(1)تمنلذحلذأخرذؾؾؿعادؾةذذ(5)الدعادؾةذ

ذاجدامـمذيمؽانذاذحلذخاصذوعؾىذاؾعؿومذلاذذفيػلاذزموىذعؾىذثابتذاخمقاريذذ(5)ذعادؾةالدذ.لهذاذالحلذقم ؿتراؾلارا

ذ.ذcذاصةذؾؾنابتامذبوضعذؼقؿةذخفذاذالحلذؿنذالحلذاؾع

ذ.ؾؿعادؾةذاؾمػاضؾقةؾفوذ"حلذذاذذ"ذأوذحلذ"ؿػرد"ذذ(5)الحلذالخاصذ

ذ.cتمنلذالحلذاؾعامذوفىذؿعادؾةذمجؿوعةذؿنذالددمؼقؿاتذذاتذاؾلاراؿترذ(2الدعادؾةذ)

ذضؾقةذالأتقةأوجدذالحلذاؾعامذوالحلذالدػردذؾؾؿعادؾةذاؾمػا(ذ:1ؿنال)

(1 ) (1)y xp ap p  ذ

 الحل : 

ذردذأن xباؾمػاضلذباؾـدلةذإلى
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( 2 )

( 2 ) 0

0

dp dy
p p x a ap

dx dx

dp
x a ap

dx

dp
p c

dx

   

  

  

ذ

ذالحلذاؾعامذؾؾؿعادؾةذفو
2y cx ac ac  ذ

ذأو

2 0 (2)x a ap  ذ

ذردذأنذ(2(ذ،ذ)1)ذؿنذالدعادؾم ذpبحذن

2( )

4

x a
y

a


ذ

ذأيذأن

2( ) 4x a ay ذ

ذ.ذالددمؼقؿاتذالدؿنؾةذبالحلذاؾعامذوفذاذفوذالحلذالدػردذويمنلذغلانذمجؿوعة

ذأوجدذالحلذاؾعامذوالحلذالدػردذؾؾؿعادؾةذاؾمػاضؾقةذذ(2)ؿنالذ

21

ap
y xp

p
 


ذ

ذنحصلذعؾىذxدلةذإلىباؾـذلباؾمػاضذالحل:

3

2 2(1 )

dp a dp
p x

dx dx
p

 



ذ

ذبذؾكذقؽون

3
22
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a dp
x

dxp
 


ذ

0اذؿـفاذقؽونذأؿ
dp

p c
dx

  ذذ

ذالحلذاؾعامذؾؾؿعادؾةذاؾمػاضؾقةذفو

2
(2)

1
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y xc

c
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
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ذ.ذوفىذتمنلذمجؿوعةذؿنذالددمؼقؿات
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ذأو

3
22

(3)
(1 )

a
x

p
 


ذ

ذردذأنذxعنذؼقؿةذ(1)فيذذ(3)باؾمعوقضذؿنذ

3
2

3

2
(4)

(1 )

ap
y

p



ذ

نحصاالذعؾاايذالدعادؾااةذذ(4،ذ)(3)باا ذذpؾؾحاالذالدػااردذوبحااذنذمااانفؿاااذالدعادؾمااانذاؾلاراؿترقذ(4)،ذ(3)ذانالدعادؾماا

ذردذأنذ(3)ردذؿنذاؾؽارتقزقةذؾؾحلذالدػ

2
3

2 2 2 2
3 3 3 3

2 2 2 2 2
3 3 3 3 3

2 3

2

( ) ,

( ) ( ) [( ) 1]

( )

a
p y xp

x

a
y x p x

x

y a x a x

   

     

    

  

ذالحلذالدػردذؾؾؿعادؾةذاؾمػاضؾقةذقؽونذذو
2 2 2

3 3 3x y a    

ذوفوذغلانذمجؿوعةذالددمؼقؿاتذاؾتيذيمنؾفاذالحلذاؾعامذ.ذذ

ذأوجدذالحلذاؾعامذوالحلذالدػردذؾؾؿعادؾةذاؾمػاضؾقة(ذذ3)ذؿنال

sin cos cos sinpx y px y p  

ذ:ذـؽمبذالدعادؾةذعؾىذاؾصورةلالح

1

sin cos cos sin

sin( )

sin

px y px y p

px y p

px y p

 

 

 

 

ذوذباؾماؾيذقؽونذ

1sin (1)y xp p    

ذ.وفذهذصورةذؿعادؾةذؽؾيروت

ذردذأنذxباؾمػاضلذباؾـدلةذإلى

2

2

1

1

1
[ ] 0 0

1

dp dp
p p x

dx dxp

dp dp
x p c

dx dxp

  


     


ذ

ذالحلذاؾعامذفو
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1siny cx c ذ

ذالأخرىؾـاحقةذوؿنذا

2

2

1

1

1

x
p

x
p

x





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ذردذأنذ(1)باؾمعوقضذفيذ

2
2 1 2 1 1 21

1 sin 1 sin 1
x

y x x x x
x

  
      ذ

ذذ.وفذاذفوذالحلذالدػردذويمنلذغلانذالددمؼقؿات
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 الفصل الثاني

 التفاضلية من الرتب العليا تالمعادلا
ذالعؾقاذهيذالتػاضؾقةذمنذالرتبذتالصورةذالعامةذلؾؿعادلا

( )( , , , ,....., ) 0 (1)nf x y y y y     

ذولاذووجدذحتىذالأنذرروؼةذمباذرهذلحلذهذهذالدعادلةذ.ذ

ذ(1تؽذونذيقفذاذالدعادلذةذ ذذذذخاصةذمنذهذذهذالدعذادلاتذوهذىذالذ ذذذذذتررقذلحلذحالاذؼادمةفيذالأبوابذالذدوفذندرسذو

نوجدذبفاذالحذلذالعذامذذذذةندتطقعذأنذنحصلذعؾىذرروؼةذمباذرذنالخاصةذلذتهذهذالحالامثلذحتىذفيذذاوضاذوذ.ذخطقة

ذ.مؼادورذثابتةال ذتؽونذيقفاذالدعاملاتذذإلاذفيذالحالاتذnذ لأىذمعادلةذتػاضؾقةذخطقةذمنذالرتبة

عادلذةذذ(ذالذ ذكؽذنذيقفذاذبادذتخدامذتعذووضذمـادذبذزووؾذفاذا ذمذذذذذذذ1عضذالحالاتذلؾؿعادلذةذ ذودوفذندرسذالأنذب

ذ.تػاضؾقةذأخرىذذاتذرتبةذأقل

 بصورة صريحة  y : المعادلات التفاضلوة التي لا تحتوى علىأولا

ذالصورةذالعامةذلهاذهي 

( ) ( 1) ( )( , , ,....., ) 0 (1)k k nf x y y y ذ

nيذيإنذرتبةذالدعادلةذكؽنذأنذتؤولذالويىذهذهذالحالةذ kذوذلكذبوضعذ
( )ky pذذ

ذتأخذذالصورةذذ(1الدعادلةذ 

( )( , , ,..., ) 0 (2)n kf x p p p     

)ذوهذهذالدعادلةذالتػاضؾقةذمنذالرتبة )n kذونفيذالدتغيرذ,x pذيإذاذأمؽنذحؾفاذعؾىذالصورةذذ

1 2( , , ,....., ) 0 (3)n kp x c c c     

ذ.ذ(1 ذنحصلذعؾىذالحلذالعامذلؾؿعادلةذ(3ؾؿعادلةذ منذالدراتذلذkذوبأجراءذالتؽامل

ذ(ذحلذالدعادلة1مثال 

4 3

4 3

1
0 (1)

d y d y

dx x dx
    

ذلالح

3 4

3 4
let

d y d y dp

dx dx dx
 ذ

ذعؾىذالصورةذ(ذ1 الدعادلةذالتػاضؾقةذتصبحذوذبذلكذ
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1 1

3 2
4 21 2

3 43 2

1
0

ln ln ln

24 2

dp
p

dx x

dp dx
p x c p c x

p x

c cd y d y
cx x x c x c

dx dx

 

     

     

  

ذ.وهذاذهوذالحلذالعام

ذالحلذالعامذلؾؿعادلةذالتػاضؾقةذذأوجدذ(2مثال ذ

2
2

2
2 ( ) 1 (1)

dy d y dy
x

dx dx dx
    

ذالحل

2

2

dy d y dp
p

dx dx dx
     

ذتصبحذعؾىذالصورةذ(1 ذالدعادلة

3
2

2 2

12

2 2

1 1 1

1 1 2

1

1 1 1 1
2 1 ln( 1) ln ln

1 2 2 2 2

1 ( ) 1 1

2
1 ( 1)

3

dp pdp dx
xp p p x c

dx p x

dy dy
p c x c x c x

dx dx

y c x dx y c x c
c

       


        

       

ذ(1 ذلحلذالعامذلؾؿعادلةذالتػاضؾقةاوؽونذذو

2 2 3

1 2 19 ( ) 4( 1)c y c c x     

 بصورة صريحة x المعادلات التفاضلوة التي لا تحتوى ثانوا:

ذتؽونذعؾىذالصورة.ذتهذهذالدعادلا

( )( , , ,....., ) 0 (1)nf y y y y   
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dx dx
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dp

y p y p
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dx dx dy
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 المتجانسة  ت: المعادلاثالثا
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
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
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 تقةدلاتذالدتجاندةذنعتبرذالحالاتذالالحلذالدعاذو
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2

2
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dy d y
y

dt dt
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y x y x

dx dx dx
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2
2

2
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     
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2
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,

dy d y dp
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dt dt dy
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dp dp
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منن رتةنة    اقل مشتقة لمقدار تفاضليكتابتها علي صورة  يمكنالمعادلات التفاضلوة رابعاً: 

 المعادلة بمقدار الوحدة

ذالطرفذالأودرذلؾؿعادلةذ
( )( , , , ,....., ) 0 (1)nf x y y y y  ذ

)هوذعبارةذعنذمشتؼةذلدؼدارذتػاضؾيذماذمنذالرتبةذ 1)n ذولقؽنذمثلًا:ذ

( 1)( , , , ,....., )nc x y y y  ذذ
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 (2تمارون )

, أوجد الحل العام لكل من المعادلات التفاضلوة بحلها بالنسةة إلى (1 
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 فاضلوة لكل من المعادلات الآتوة تأوجد الحل العام والحل المفرد لمعادلة كليروت ال (4)

2 3

2 2 2

2

2

2 2

( ) ( ) ( ) cos

( ) ( ) log( )

( )cosh cosh sinh sinh ( )
1

( ) 1 ( )
1

( ) 1 log( 1)

i y xp p ii y xp p iii y xp p

iv y xp a p b v p xp y

p
vi xp y px y p vii y xp

p
ap

viii y xp p ix y xp
p

x y xp p p p p

 

 
 



ي   
 
ان اب  الب  ا)الب   العلب 

 
اب ي  و الدرج 

ول
 

 الا
 
ة ب 
 من الرت 

 
ة لب 

 
اض

 
ف
 

 الت
 

ة    -  المعادلاب
 من الرت 

 
ة لب 

 
اض

 
ف
 

 الت
 

اال  المعادلاب                             (علب 

44 

 yحل المعادلات التفاضلوة باعتةارها خالوة من (5 
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  مبادئ الاحتمالات. ٦
Principles of Probability 

  :مقدمة) ١-٦(

. فمثلا يقال أن من المحتمل نزول المطر اليوم       . إن كلمة الاحتمال تستخدم كثيرا في حياتنا اليومية       

ويقال من المستحيل نجـاح  . ويقال أن احتمال نجاح أحمد في الاختبار أكبر من احتمال نجاح خالد           

ويقال أن من الممكن انتقال المرض      .  ويقال أن من المؤكد موت كل إنسان       .رمن لم يحضر الاختبا   

إن كلمة الاحتمال تستخدم للتعبير عن قياس فرصـة         . وهكذا...الطبيب المعالج   إلى  من المريض   

ولذلك نشأت الحاجة إلى وضع مقـاييس كميـة تقـيس           . حدوث حادثة معينة غير مؤكدة الحدوث     

المقياس الكمي الذي يقيس فرصة حدوث حادثة معينـة يـسمى           إن  . فرصة حدوث هذه الحوادث   

فكلمـا زادت فرصـة وقـوع       . بين الصفر والواحد  وقيمة هذا المقياس تتراوح     بمقياس الاحتمال   

وكلما قلت فرصة وقوع الحادثة كلما اقتربـت        . الحادثة كلما اقتربت قيمة هذا المقياس من الواحد       

لاحتمال فإننا لابد أن نتطرق لكثير مـن المفـاهيم مثـل    ولتعريف ا. قيمة هذا المقياس من الصفر  

  .مفهوم التجربة العشوائية والحوادث

Random Experiment: العشوائيةالتجربة ) ٢-٦(  :

  : التاليةالتجربة العشوائية هي تجربة أو عملية تحقق الشروط

  .قبل إجرائهامسبقا جميع النتائج الممكنة للتجربة تكون معلومة  .١

  .بنتيجة التجربة بشكل قطعي ومؤكد قبل إجرائها نبؤلا يمكن الت .٢

 .يمكن معرفة أو قياس فرصة ظهور كل نتيجة من نتائج التجربة قبل إجراء التجربة .٣

Sample Space:  العينة)فراغ (فضاء) ٣-٦(  :

.  جميع النتائج الممكنة للتجربة     المكونة من  مجموعةالفضاء العينة للتجربة العشوائية هي       •

n(S) ويرمز لعدد عناصر فضاء العينة بالرمز   . بالرمز العينة لفضاءونرمز  S

نقطة العينة هي أي نتيجة من نتائج التجربة العشوائية أي أنها أي عنصر من عناصـر                 •

S .فضاء العينة 

  ):١-٦(مثال 

  :أوجد فضاء العينة وعدد عناصره للتجارب التالية

  .اهر على الوجه العلويتجربة قذف قطعة النقود مرة واحدة وتسجيل الرمز الظ .١

 .تجربة قذف قطعتي نقود معا وتسجيل الرمز الظاهر على الوجه العلوي لكل قطعة .٢
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  :الحل

  :تجربة قذف قطعة النقود مرة واحدة. ١

Tلنرمز للصورة بالرمز  وللكتابة بالرمز   :  H

S = {H , T}  النتائج الممكنة هيإن  أو  :فضاء العينة هـو  ولذلك فإن  T H  وعـدد  

n(S) = 2  . :  يساويصره عنا

  :تجربة قذف قطعتي النقود معا. ٢

: Tلنرمز للصورة بالرمز  وللكتابة بالرمز  H

 

  :النتائج الممكنة هيإن 
(H,H), (H,T), (T,H), (T,T) 

  :فضاء العينة هوولذلك فإن 
S = {(H,H), (H,T), (T,H), (T,T)} 

 n(S) = 4 :  يساويوعدد عناصره 

   القطعة  القطعة   النتيجة          :ملاحظة
الأول     الثانية                   S = {H,T}× {H,T} 

    = {(H,H), (H,T), (T,H), (T,T)} 

n(S) = 2 × 2 = 4   )باستخدام قاعدة الضرب(

  ):٢-٦(مثال 

  :أوجد فضاء العينة وعدد عناصره للتجارب التالية

 .الظاهر على الوجه العلويوتسجيل الرقم مرة واحدة حجر النرد تجربة رمي  .١

 لكـل   الرقم الظاهر على الوجه العلوي    مرتين متتاليتين وتسجيل    النرد  تجربة رمي حجر     .٢

 .رمية

  :الحل

  :  مرة واحدة حجر النردتجربة قذف. ١

6: النتائج الممكنة هيإن  أو  أو  أو  أو  أو   :فضاء العينة هو ولذلك فإن  5 4 3 2 1

S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}n(S) = 6 : يساوياصره   وعدد عن  .

  :مرتينالنرد رمي حجر تجربة . ٢

) ١: (نذكر من هذه الطـرق    .  بعدة طرق  مرتينالنرد  رمي حجر    لتجربة   فضاء العينة يمكن إيجاد   

  ):أو الجدول( طريقة الشجرة وطريقة الشبكة )٢ (طريقة حاصل الضرب الديكارتي و

  :يكارتي باستخدام حاصل الضرب الدفضاء العينةإيجاد : أولا
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S={1,2,3,4,5,6}×{1,2,3,4,5,6} 
   ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), 
       (3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6),(4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), 
       (5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)} 

  n(S)=6×6=36:    يساوي) باستخدام قاعدة الضرب(وعدد عناصر فضاء العينة 

: باستخدام طريقة الشجرةفضاء العينةإيجاد : ثانيا

  

):أو الجدول( باستخدام طريقة الشبكة فضاء العينةإيجاد : ثالثا
6 (1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6) 
5 (1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5) 
4 (1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4) (6,4) 
3 (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3) 
2 (1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) (6,2) 

نية
لثا
ة ا
رمي

 ال
جة
نتي

1 (1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1) 
  1 2 3 4 5 6 
نتيجة الرمية الأولى  

  :ملاحظة

(4,3) إن  عنصر من عناصر فضاء العينة وبالتالي فإن  وذلـك لأن  هـي نقطـة عينـة    (4,3)

3كما أن النتيجة    .  تعني ظهور الرقم      في الرمية الأولى وظهور الرقم        4 (4,3) (4,3)∈S   فـي 

3 والتي تعني ظهور الـرقم        النتيجة   تختلف عن الرمية الثانية وهذه النتيجة       فـي الرميـة     (3,4)

4  . في الرمية الثانيةلى وظهور الرقم الأو

Event:  أو الحدث الحادثة)٤-٦(  :

S مجموعة جزئية من فضاء العينةتعرف الحادثة على أنها   .

كانت  وإذا فقط  حادثة إذا  .   AA ⊆ S

. A يقال بأن الحادثة  وقعت إذا كانت نتيجة التجربة هي أحد عناصر الحادثة  A  
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.  حيث أن  (Impossible Event)الحادثة المستحيلة   φ ⊆ S  φ   هـي المجموعـة 

  .الخالية

(Sure Event)    . S ⊆ Sالحادثة المؤكدة    
ونقول بأن الحادثة    .  Aيرمز لعدد عناصر الحادثة       بالرمز    n(A) A  وقعت إذا كانـت      

A  .نتيجة التجربة هي أحد عناصر الحادثة 

  ):٣-٦(مثال 

 فـإن    الظاهر على الوجـه العلـوي      وتسجيل الرقم في مثال تجربة رمي حجر النرد مرة واحدة         

.المجموعات التالية تشكل حوادث لأنها مجموعات جزئية من فضاء العينة  S

الحادثةعدد العناصر  
n(A) = 3 A ⊆ S A = } ظهور عدد زوجي {  = {2, 4, 6}; 
n(B) = 3 B ⊆ S B = } ظهور عدد فردي {  = {1, 3, 5}; 
n(C) = 5 C ⊆ S C = } ستةظهور عدد أقل من  {  = {1, 2, 3, 4, 5}; 
n(D) = 1 D ⊆ S D = } ظهور العدد ستة {  = {6}; 
n(φ) = 0 φ ⊆ S φ = } ظهور عدد سالب {  = { }; 
n(S) = 6 S ⊆ S S = } ظهور عدد موجب {  = {1, 2, 3, 4, 5, 6}; 

Cفالشكل التالي يمثل الحـوادث      . في هذا المثال يمكن أم نمثل الحوادث بأشكال فن         و  و  و  B A

:D
S 

  
تمثيل الحوادث باستخدام أشكال فن
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  :في هذا المثال

4نقول بأن الحادثة     وقعت إذا كانت نتيجة التجربة هي أحد الأعداد الزوجية            أو    2 A={2,4,6} 

6  .أو 

6نقول بأن الحادثة  وقعت إذا كانت نتيجة التجربة هي العدد   . D={6}

  ٠٠٠وهكذا

  ):٤-٦(مثال 

الية وعدد عناصرها ثم مثلها باستخدام أشكال فن وذلك في تجربة قذف قطعـة              احسب الحوادث الت  

  :النقود مرتين متتاليتين

 {  } = Aالحصول على صورة في الرمية الأولى

 } = B { الحصول على كتابة في الرمية الأولى

 {  } = Cالحصول على صورة واحدة على الأقل

:الحل
 
S ={(H,H),(H,T),(T,H),(T,T)}; n(S)=4 
A = {(H,H),(H,T)}; n(A) = 2 
B = {(T,H),(T,T)}; n(B) = 2 
C = {(H,H),(H,T),(T,H)}; n(C) = 3 

  

  ):٥-٦(مثال 

احسب الحوادث التالية وعدد عناصرها وذلك في تجربة رمي حجر نرد مرتين متتاليتين باعتبـار         

(y) يرمز لنتيجة الرمية الأولى و  :ة يرمز لنتيجة الرمية الثانيأن  (x)
A = { (x,y):  x + y  < 4 } 
B = { (x,y):  x = y } 
C = { (x,y):  x =5 } 
D = { (x,y):  x+y =1 } 
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:الحل
 (1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6) 
(1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5) 
(1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4) (6,4) 
(1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3) 
(1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) (6,2) 
(1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1) 
⇑ 
A 

   ⇑ 
C 

 

A = { (x,y):  x + y  < 4 } = {(1,1), (1,2), (2,1)};    n(A)=3 
B = { (x,y):  x = y } = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)} ; n(B)=6 
C = { (x,y):  x =5 } = {(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)} ;  n(C)=6 
D = { (x,y):  x+y =1 } = { } = φ;       n(D)=0 

  

Algebra of Events: )جبر الحوادث(العمليات على الحوادث )  ٥-٦(  :

إلا مجموعة والحوادث عبارة عن مجموعات جزئية منها فإن جميـع           و  بما أن فضاء العينة ما ه     

 وفي دراسة احتمالات الحوادث فإننا نحتاج إلـى  .العمليات على المجموعات تنطبق على الحوادث  

  .ن تكوينها من حوادث أخرىتعريف بعض الحوادث والتي يمك

Union: اتحاد حادثتين) أ(  

A∪Bاتحاد حادثتين    و    بالرمز ايرمز له هو حادثة      B A         وهي الحادثة المكونـة مـن جميـع 

وتقع الحادثة .  أو تنتمي لهما معا     العناصر التي تنتمي إلى        A∪B أو تنتمي إلى      B A    إذا وقعت

. معا أي إذا وقعتإحدى الحادثتين على الأقل B  إذا وقعت أو  أو إذا وقعت  و  A B A
  الاتحادشكل فن لتمثيل 

  

A∪B = {x ∈S: x∈A  أو  x∈B } 

Intersection: تقاطع حادثتين) ب(  

ABتقاطع حادثتين    و    بالرمز   ايرمز له هو حادثة     أو بالرمز     A∩B B A    وهي الحادثة المكونة 

A و في     ادثةوتقع الح .  معا  إذا وقعت الحادثتان    من جميع العناصر المشتركة في       A∩B B A 

B  .في نفس الوقتمعا  و 
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  التقاطعشكل فن لتمثيل 

  

A∩B = {x ∈S: x∈A  و  x∈B } 

Complement:  أو مكملة حادثةمتممة) ج(  

AC الحادثة  أو مكملة  متممة  بالرمز ايرمز له هي حادثة      A   وهي الحادثة المكونـة مـن        أو 

اصر فضاء العينة التي لا تنتمي إلى        جميع عن 

A

A  إذا لم تقع الحادثة     وتقع متممة الحادثة  .   AA 

.نفسها
  المتممةشكل فن لتمثيل 

  

 = AC = {x ∈S:  x∉A } A
  :لاحظ أن

n(AC) = n(S) − n(A) 

 EventsDifference between Two: الفرق بين حادثتين) د(  :

A−Bحادثتينالفرق بين     و    بالرمز ايرمز له هو حادثة      B A       وهي الحادثة المكونة من جميـع 

الحادثـة وتقع  .  الحادثة تنتمي إلى    العناصر التي  A−B  ولا تنتمي إلى الحادثة       B A   وقعـت  إذا

.الحادثة B  ولم تقع الحادثة  A
  الفرقشكل فن لتمثيل 

 

A−B = {x ∈S:  x∈A  و  x∉B } 

  :تائجن
• (AC)C = A 
• SC = φ 
• φC = S 
• AC = S−A 
• A∩A = A 
• A∪A = A 
• A∩S = A 
• A∪S = S 
• A∩φ = φ 
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• A∪φ = A 
• A⊆B ⇒ A∩B = A 

 

• A⊆B ⇒ A∪B = B 
  :نتيجة

• A−B = A∩BC  
  :قانونا دي مورجان: نتيجة

• (A ∪ B)C = AC ∩ BC  
• (A ∩ B)C = AC ∪ BC 

  ):٦-٦(مثال 

  .قذفت قطعة نقود ثلاث مرات متتالية

  .لعينة وعدد عناصرهأكتب فراغ ا .١

 :وعدد عناصرها أكتب الحوادث التالية .٢

A = الحادثة الدالة على ظهور صورة في الرمية الأولى  

B  الحادثة الدالة على ظهور صورة واحدة على الأقل = 

C  .الحادثة الدالة على ظهور كتابة في الرمية الأولى وصورة في الرمية الثالثة = 

  :د عناصرهاأكتب الحوادث التالية وعد. ٣
A∩B,  A∪C,  AC ∪ BC,  (A ∩ B)C,  A∩BC

:الحل

  :فراغ العينة لهذه التجربة هو. ١
S ={(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T), 
       (T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} 

  :    عدد عناصر فراغ العينة يساوي
n(S) = 2 × 2 × 2 = 23 = 8 

٢.  
A={(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T)}
n(A) =4 
B={(H,H,H),(H,H,T),(H,T,H),(H,T,T),  
       (T,H,H),(T,H,T), (T,T,H)} 
n(B) =7 
C={(T,H,H), (T,T,H)} 
n(C) =2 
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٣ .  
A={(H,H,H), (H,H,T), (H,T,H), (H,T,T)} 
B={(H,H,H), (H,H,T), (H,T,H), (H,T,T), (T,H,H), (T,H,T), (T,T,H)} 
C={(T,H,H), (T,T,H)} 
AC = {(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} 
BC = {(T,T,T)} 

• A∩B = {(H,H,H), (H,H,T), (H,T,H), (H,T,T)}; 
     n(A∩B) = 4 
• A∪C = {(H,H,H), (H,H,T), (H,T,H), (H,T,T), (T,H,H), (T,T,H)};  
     n(A∪C)=6 
• AC ∪ BC = {(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} ∪ {(T,T,T)} 

           = {(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} ; 
            n(AC ∪ BC) = 4 

• (A ∩ B)C= {(T,H,H),(T,H,T),(T,T,H),(T,T,T)} ; 
    n((A ∩ B)C) = 4 
• A∩BC = A − B = φ  ; 
    n(A∩BC) = 0 

 Mutually Exclusive(Disjoint (Events ): المنفصلة(الحوادث المتنافية   

A∩B=φينالحادثتيقال بأن     و    إذا كانتا غير متقاطعتين، أي أن        ان أو منفصلت  ان متنافيت   B A .

 أي يستحيل وقوعهما    وهذا يعني عدم وجود عناصر مشتركة بينهما وبالتالي لا يمكن وقوعهما معا           

.ولذلك فإن وقوع أحدهما ينفي وقوع الأخرى. معا

  

    

  
A∩B ≠ φ حادثتان غير متنافيتين        A∩B = φحادثتان متنافيتان 

  

 EventsExhaustive: الشاملةالحوادث   

) واحـده منهـا   ( حوادث شاملة إذا كان لابد من وقوع إحداها          A1,A2,…,Anوادث  الحيقال بأن   

  :أي إذا كان. على الأقل عند إجراء التجربة

i
n

1i
A∪

=
 = A1 ∪ A2 ∪  …  ∪ An = S 
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  :مثال

  :فإنفي تجربة رمي حجر النرد مرة واحدة 

B = {1, 3, 5}الحادثتان   و   : حادثتان .١ A = {2, 4, 6}

. A∩B  ≠ φ :   متنافيتان لأن • 

A∪B={1, 2, 3, 4, 5, 6} = S:   شاملتان لأن  . • 

A3={3,4,5,6}الحوادث   و    و    .٢ A2={2,3,4} A1={1,2,3}     حوادث شاملة ولكنها غير 

  لماذا؟. متنافية

ikely OutcomesEqually L: الفرص) أو متكافئة(متساوية  حالاتال  :

إذا كانت فرصة ظهور أي نتيجة من نتائج التجربة العشوائية مساوية لفرصة ظهـور أي نتيجـة                 

فمثلاً عند قذف قطعة عملة     . الفرصة) أو متكافئة (أخرى فإننا نقول بأن نتائج هذه التجربة متساوية         

(T)  مساوية لفرصة ظهور الكتابة    متزنة مرة واحدة فإن فرصة ظهور الصورة         (H) .  وكذلك في

 مساوية لفرصـة ظهـور      1تجربة رمي حجر النرد المتزن مرة واحدة فإن فرصة ظهور الرقم            

ظهور الرقم     وهذه مساوية لفرصة   الرقم   4ظهور الرقم     وهذه مساوية لفرصة    3  وهذه مساوية   2

6ظهور الرقم     وهذه مساوية لفرصة   ظهور الرقم    لفرصة ين وعليه فإن كلا التجربتين المذكرت    . 5

  .متساوية الفرص

  :المواتية للحادثة حالاتال

هذه الحادثة وبالتالي   ) أو وقوع (الحالات المواتية لحادثة معينة هي الحالات التي تؤدي إلى تحقق           

  .فإن الحالات المواتية لحادثة معينة هي نتائج التجربة الممكنة التي تؤدي إلى وقوع هذه الحادثة

  

Probability: الاحتمال)  ٦-٦(  :

معرفة على فضاء العينة للتجربة العشوائية بقيمة حقيقية تقيس فرصـة  ) أو حدث(نقرن كل حادثة   

  .تسمى هذه القيمة باحتمال الحادثة. وقوع هذه الحادثة عند إجراء التجربة

Probability of An Event: احتمال الحادثة  

ة وقوع الحادثة     ويقيس فرص   Aاحتمال الحادثة    هو مقياس عددي يرمز له بالرمز         P(A) A  عند 

  . وتتراوح قيمة هذا المقياس بين الواحد الصحيح والصفر.إجراء التجربة
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 Classical Definition of Probability: التعريف التقليدي للاحتمال  

ة وعدد عناصر فـضاء العينـة لهـا         متساوية الفرص ها  نتائجعشوائية جميع   تجربة   لدينا   ذا كان إ

: التالية يعرف بالصيغةمحدود ويساوي ن احتمال الحادثة فإ   A n(S)

 Aعدد عناصر الحادثة 
n(S)
n(A)P(A) =  =

   Sعدد عناصر فضاء العينة 

  

  ): ٧-٦(مثال 

-٦(مثال  المعطى في    مرة واحدة     المتزن في مثال تجربة رمي حجر النرد     أوجد احتمال الحوادث    

٣.(  

  : الحل

 العينـة   وعـدد عناصـر فـضاء       متساوية الفرصة   المتزن ما أن نتائج تجربة رمي حجر النرد      ب 

:فإن احتمالات الحوادث هي محدود  n(S)=6

عدد 

العناصر

الحادثةالاحتمال

P(A) = n(A)/n(S) = 3/6 =0.5 n(A) = 3 A  = {2, 4, 6} 
P(B) = n(B)/n(S) = 3/6 =0.5 n(B) = 3 B = {1, 3, 5} 
P(C) = n(C)/n(S) = 5/6 =0.8333 n(C) = 5 C =  {1, 2, 3, 4, 5} 
P(D) = n(D)/n(S) = 1/6 =0.1667 n(D) = 1 D = {6} 
P(φ) = n(φ)/n(S)  = 0/6 =0.0 n(φ) = 0 φ = { } 
P(S) = n(S)/n(S)  = 6/6 = 1.0 n(S) = 6 S =  {1, 2, 3, 4, 5, 6} 

  

  ): ٨-٦(مثال 

  :د المتزنة مرتين متتاليتينلتجربة قذف قطعة النقو) ٤-٦(احسب احتمالات الحوادث في مثال 

  :الحل

 العينـة  وعـدد عناصـر فـضاء    متساوية الفرصةقذف قطعة النقود المتزنة   ما أن نتائج تجربة     ب 

:يفإن احتمالات الحوادث ه محدود  n(S)=4

عدد العناصر الحادثةالاحتمال
P(A) = n(A)/n(S) = 2/4 =0.5 n(A) = 2 A  = {(H,H),(H,T)} 
P(B) = n(B)/n(S) = 2/4 =0.5 n(B) = 2 B = {(T,H),(T,T)} 
P(C) = n(C)/n(S) = 3/4 =0.75 n(C) = 3 C = {(H,H),(H,T),(T,H)} 
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  :ملاحظة

إذ .  على جميع أنواع التجارب العـشوائية      قإن من عيوب التعريف التقليدي للاحتمال أنه لا ينطب        

 وهـذا لا    ناصر فضاء العينة  أنه مبني على تساوي الفرص لنتائج التجربة وعلى محدودية عدد ع          

لذلك فإننا فيما يلي نعطي تعريفًا آخر للاحتمال وهـو مـا            . ينطبق على جميع التجارب العشوائية    

  . بالتعريف التكراري النسبي للاحتمالىيسم

  

Relative Frequency Probabilityالتعريف التكراري النسبي للاحتمال   :

ت نفس الظروف وكان عدد مرات وقوع الحادثـة  مرة تح  Aإذا كررنا إجراء تجربة عشوائية      n 

A   فإن احتمال الحادثة       يساوي تفي هذه التكرارا   rn(A)       على التعريف التكراري النـسبي بناء 

:يعطى بالصيغة التالية

P(A) = 
n
(A)rn

n
lim

∞→
 

لاحظ أن   
n
(A)rn      عن تكرار إجراء التجربة n هو التكرار النسبي لعدد مرات وقوع الحادثة          A 

 هو هذا التكرار النسبي عندما نكرر إجراء التجربـة مـا لا             Aمرة وبالتالي فإن احتمال الحادثة      

  .نهاية من المرات

   

  :مثال

.  على أنها الحادثة الدالة على ظهور الصورة في تجربة قذف العملة المتزنـة             Aلنعرف الحادثة   

rn(A) مرة وليكن    ولنفرض أننا كررنا هذه التجربة       ر الصورة عنـد    و هو عدد مرات ظه    1000

وهذا . قمنا بمحاكاة هذه العملية باستخدام الحاسب الآلي فحصلنا على الشكل أدناه          . nالمحاولة رقم   

  :الشكل يبين لنا بوضوح حقيقة أنه للعملة المتزنة فإن

  

P(A) = P(H) = 
n
(A)rn

n
lim

∞→
 = 0.5 
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  :ملاحظة

 التعريف التكراري النسبي للاحتمال مفيد وعام لأي نوع مـن أنـواع التجـارب               بالرغم من أن  

 التأكد من أننا سوف نحصل على النسبة نفسها لـو كررنـا إجـراء               عالعشوائية إلا أننا لا نستطي    

كذلك فإنه من الصعب جدا تطبيق هذا التعريف لأنه يعتمـد علـى             .  مرة في وقت آخر    nالتجربة  

كما أن هذا التعريف له بعض الصعوبات من الجهة         .  عدد كبير من المرات    تكرار إجراء التجربة  

ولهذه الأسباب فقد ظهر التعريف الرياضي للاحتمال والذي يعتمد         . الرياضية إذ قد لا توجد النهاية     

  .على بعض المسلمات الأساسية

  

Axioms of Probability: الاحتمال) بديهيات(مسلمات )  ٧-٦(  :

(.)Pجربة عشوائية فضاء عينتها هو      إذا كان لدينا ت    فإن الدالـة الحقيقيـة        S   والمعرفـة لجميـع 

A تكون دالة احتمال ويسمى العدد        باحتمال الحادثة     فضاء العينة     المعرفة على  حوادثال P(A) S 

A⊆S  : إذا تحققت المسلمات التاليةلكل 

P(A) ≥ 0  يكون    : لكل حادثة  ١. A
٢. P(S) = 1   
) أو تبادليـا (مثنى مثنى ) منفصلة( حوادث متنافية … ,A1, A2, A3وادث  الحإذا كانت  .٣

i≠j  لكل   : فإن أي إذا كان Ai ∩Aj = φ
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∑∪
∞

=

∞

=
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

1i
ii

1i
)P(AAP  

⇔ 
 P(A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ …  ) = P(A1) +  P(A2 ) + P(A3) + … 

  :ملاحظة

ادليا يـساوي   الحوادث المتنافية تب  متتالية غير منتهية من     تعني أن احتمال إتحاد     ) ٣(المسلمة رقم   

  .مجموع احتمالاتها

  .النتائج التالية هي بعض نتائج مسلمات الاحتمال الثلاث السابقة

  :بعض نتائج مسلمات الاحتمال

:احتمال الحادثة المستحيلة يساوي الصفر، أي أن. ١
P(φ) = 0 

:تبادليا فإن) منفصلة( حوادث متنافية   A1, A2, …, Anوادث الحإذا كانت . ٢ 

∑∪
==

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ n

1i
ii

n

1i
)P(AAP  

: يكون Aلأي حادثة. ٣ 
P(AC) = 1 − P(A) 

: يكون Bلأي حادثتين. ٤  و  A
P(A∪B) = P(A) + P(B) − P(A∩B) 

: يكون Bلأي حادثتين. ٥  و  A
P(A∩BC) = P(A) − P(A∩B) 

⇔ 
P(A) = P(A∩B) + P(A∩BC) 

P(A) ≤ P(B)    إذا كان . ٦ فإنA⊆B

  

  :ة بحادثتينملاحظة حول الاحتمالات المتعلق

فمساحة المستطيل الذي يمثـل الحادثـة       . يمكن تمثيل احتمالات الحوادث بالمساحات في شكل فن       

ونمثل احتمال أي حادثـة أخـرى بمـساحة         .  تساوي الواحد الصحيح   Sالمؤكدة أو فضاء العينة     

المنطقة التي تمثلها هذه الحادثة في شكل فن منسوبا إلى المساحة الكلية للمنطقة التي تمثلها الحادثة                

:والشكل التالي يبين بعض الحالات المهمة. المؤكد
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اول تمثيل الحادثة المطلوب إيجاد الاحتمـال       ين فإننا نح  تلاستنباط القوانين المتعلقة باحتمالات حادث    

. ذكورة أعـلاه  ملها كإتحاد حوادث متنافية لكي نستطيع تطبيق النتيجة الثانية لمسلمات الاحتمال ال           

:فعلى سبيل المثال، القوانين التالية يمكن بسهوله استنباطها من شكل فن
• P(A) = P(A∩B) + P(A∩BC) 
•  P(B) = P(A∩B) + P(AC∩B) 
•  P(A∩BC) = P(A) − P(A∩B) 
•  P(AC∩B) = P(B) − P(A∩B) 
•  P(A∪B) = P(A) + P(AC∩B) 

            = P(B) + P(A∩BC) 
            = P(A∩BC) + P(A∩B) + P(AC∩B) 

•  P(AC∩BC) = 1 − P(A∪B) 
 

  أمثلة متنوعة

  :مثال

0.6إذا كان احتمال نجاح محمد في مقرر الإحصاء يساوي   . فأوجد احتمال رسوبه

  :لالح

  :لنعرف الحوادث التالية

} =Aنجاح محمد في مقرر الإحصاء } 

نجاح محمد في مقرر الإحصاء } = ACعدم نجاح محمد في مقرر الإحصاء }C = { } 

} =      {رسوب محمد في مقرر الإحصاء

 P(A) = 0.6  المعطيات  :

:المطلوب
P(AC) = 1 − P(A) = 1 − 0.6 = 0.4 
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  :مثال

  واحتمال نجاح محمد وأحمد معا في        0.6في أحد الاختبارات يساوي     إذا كان احتمال نجاح محمد      

0.1  .  فأوجد احتمال نجاح محمد ورسوب أحمدهذا الاختبار يساوي 

  :الحل

  :لنعرف الحوادث التالية

} =Aنجاح محمد في الاختبار } 

} = B { نجاح أحمد في الاختبار

} = A∩Bنجاح محمد وأحمد معا في الاختبار  } 

} = BCالاختبارب أحمد في رسو  } 

} = A∩BCنجاح محمد ورسوب أحمد في الاختبار  } 

P(A∩B) = 0.1:  المعطيات و      P(A) = 0.6

:المطلوب
P(A∩BC) = P(A) − P(A∩B) = 0.6 − 0.1 = 0.5 

 
  :مثال

 واحتمال رسوب أحمد فـي هـذا        0.25إذا كان احتمال نجاح محمد في أحد الاختبارات يساوي          

0.1  واحتمال نجاح محمد وأحمد معا في هذا الاختبـار يـساوي               الاختبار يساوي    فأوجـد    0.3

  .احتمال نجاح أحدهما على الأقل

  :الحل

  :لنعرف الحوادث التالية

} =Aنجاح محمد في الاختبار } 

} = B { نجاح أحمد في الاختبار

} = A∩Bنجاح محمد وأحمد معا في الاختبار  } 
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} = BCرسوب أحمد في الاختبار  } 

نجاح محمد أو نجاح أحمد في الاختبار } = A∪Bنجاح أحدهما على الأقل  } = {  } 

P(BC) = 0.3P(A∩B) = 0.1:   المعطيات و  و     P(A) = 0.25
P(B) = 1 − P(BC) = 1 − 0.3 = 0.7 

:المطلوب
P(A∪B) = P(A) + P(B) − P(A∩B) = 0.25 + 0.7 − 0.1 = 0.85 

 
  :مثال

0.35دم أحد المتبرعين بالدم تكون من النوع          إذا كان احتمال أن فصيلة       هو    A    واحتمال أن هذا 

 واحتمال أن هذا المتبرع مصاب بضغط الدم أو أن فصيلة           0.15المتبرع مصاب بضغط الدم هو      

0.40 هو   :أوجد احتمال أن هذا المتبرع. دمه من النوع  A

Aمصاب بضغط الدم وفصيلة دمه من النوع   . .١

  .غير مصاب بضغط الدم  .٢

  :لحلا

فصيلة دم المتبرع من النوع :   . A  : لنعرف الحادثتين A

B        .المتبرع مصاب بضغط الدم: 

P(A ∪ B) = 0.40,   P(B) = 0.15,   P(A) = 0.35  المعطيات:    

:المطلوب
P(A ∩B) = P(A) + P(B) − P(A ∪ B) = 0.35 + 0.15 − 0.40 = 0.10 ١.
P(BC) = 1 − P(B) = 1 − 0.15 = 0.85 ٢.
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  :مثال

 لنعـرف   وتسجيل الرقم الظاهر على الوجه العلـوي       مرة واحدة     متزن في تجربة رمي حجر نرد    

  :الحوادث التالية

A    الحادثة الدالة على ظهور عدد زوجي: 

الحادثة الدالة على ظهور عدد أقل من أو يساوي :        2 B

  :عرف الحوادث التالية واحسب احتمالها
A, B, A∩B, A∪B,  A∩BC , AC ∩ B, (A∪B)C, AC ∩ BC

  :الحل

وعـدد  وهي تجربة متساوية الفـرص    S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}لهذه التجربة هوفضاء العينة  

. فضاء العينة محدود ويساويعناصر  n(S) = 6

عدد العناصر الحادثةالاحتمال
P(A) = n(A)/n(S) = 3/6  n(A) = 3 A={2,4,6} 
P(B) = n(B)/n(S) = 2/6  n(B) = 2 B= {1, 2} 
P(A∩B) = n(A∩B)/n(S) = 1/6  n(A∩B) = 1 A∩B={2} 
P(A∪B) = n(A∪B)/n(S) = 4/6  n(A∪B) = 4 A∪B={1,2,4,6} 
P(A∩BC) = n(A∩BC)/n(S) = 2/6  n(A∩BC) =2 A∩BC={4,6} 
P(AC∩B) = n(AC∩B)/n(S) = 1/6  n(AC∩B)=1 AC∩B={1} 
P((A∪B)C) = n((A∪B)C)/n(S) = 2/6  n((A∪B)C) =2 (A∪B)C={3,5} 
P(AC∩BC) = n(AC∩BC)/n(S) = 2/6  n(AC∩BC) =2 AC∩BC={3,5} 

  : إيجاد احتمالات بعض الحوادث أعلاه باستخدام القواعد التي ذكرناها آنفًانكما نلاحظ أنه بالإمكا
P(A∪B) = P(A) + P(B) − P(A∩B) = 3/6 + 2/6 − 1/6 = 4/6 
P(A∩BC) = P(A) − P(A∩B) = 3/6 − 1/6 = 2/6 
P(AC∩B) = P(B) − P(A∩B) = 2/6 − 1/6 = 1/6 
P( (A∪B)C ) = 1 − P(A∪B) = 1 − 4/6 = 2/6 
P(AC∩BC) = P( (A∪B)C ) = 1 − P(A∪B) = 1 − 4/6 = 2/6 

  :مثال

Bإذا كانت  و   : حادثتين معرفتين على نفس فضاء العينة بحيث A
P(A) = 0.2,  P(B) = 0.4, P(A∪B) = 0.5 

  :مالات التاليةأوجد الاحت
P(A∩B),   P(A∩BC),   P(AC∩B),   P(AC∩BC) 

  :الحل
P(A∩B) = P(A) + P(B) − P(A∪B) = 0.2 + 0.4 − 0.5 = 0.1 
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P(A∩BC) = P(A) − P(A∩B) = 0.2 − 0.1 = 0.1 
P(AC∩B) = P(B) − P(A∩B) = 0.4 − 0.1 = 0.3 
P(AC∩BC) = P( (A∪B)C ) = 1 − P(A∪B) = 1 − 0.5 = 0.5 

 
 

  :مثال

 فما هو احتمال أن  وبدون مراعاة الترتيبإذ اخترنا ورقتين من أوراق اللعب بشكل عشوائي

  يكون لوناهما أسود؟

  :الحل

52= عدد الأوراق الكلية    ورقة

26= عدد الأوراق التي لونها أسود    ورقة

52التجربة هي اختيار ورقتين من    ورقة

  :باستخدام قانون التوافيق فإن

52عدد طرق اختيار ورقتين من = عناصر فضاء العينة عدد  =    ورقة n(S)

 =                                     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

52

⎜⎜
⎝

⎛
2

26

Aلتكن الحادثة    هي الحادثة الدالة على الحصول على ورقتين لونهما أسود

  :باستخدام قانون التوافيق فإن

قتين من عدد طرق اختيار ور =    ورقة سوداء 26عدد عناصر الحادثة  =  A n(A)

 =                                   ⎟⎟
⎠

⎞

  :ولأن التجربة متساوية الفرص فإن
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245.0
5152
2526

!502
!505152

!242
!242526

!50!2
!52

!24!2
!26

2
52
2

26

n(S)
n(A)P(A) =

×
×

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×
××

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

××

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

==  

 
Conditional Probability: الاحتمال الشرطي)  ٨-٦(  :

احتمال حادثة معينـة    نواجه في كثير من التطبيقات العملية بعض الحالات التي نرغب فيها بإيجاد             

B بعد معرفتنا بوقوع حادثة معينة أخرى         A .         أي أننا نكون مهتمين بإيجاد الاحتمـال الـشرطي

B مشروطًا بوقوع الحادثة   :فمثلاً قد نكون مهتمين بعرفة ما يلي. للحادثة  A

  .احتمال وقوع حادث مروري لأحد السائقين إذا علمنا بأنه قد قام بالتأمين على السيارة .١

 يوما قادمة علما بأن هـذا       100تمال أن يستمر أحد الأجهزة الكهربائية في العمل لمدة          اح .٢

 30 . يوما الماضيةالجهاز ظل عاملاً لمدة

احتمال أن يصاب الشخص بالمرض علما بأن هذا الشخص قد تـم تلقيحـه ضـد هـذا                   .٣

 .المرض

اء عينة جديد هو فـضاء العينـة         منسوبا إلى فض   Aيفهم مما سبق أننا نريد إيجاد احتمال الحادثة         

.المكون من عناصر الحادثة المشروطة  B

 
  ):الاحتمال الشرطي: (فيتعر

P(B)≠0لتكن   و    حادثتين معرفتين على نفس فـضاء العينـة           بحيـث     S B A .   إن الاحتمـال

أو معطى حدوث الحادثة      (الشرطي للحادثة    Bبوقوع الحادثة   ) أو مشروطًا ( علما    B A (  يرمز له

:  ويعرف كما يليمزبالر  P(A|B)

P(A|B) =  
P(B)

B)P(A ∩    
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  :ملاحظات

P(• |B)مقياس الاحتمال الشرطي . ١  . ونتائجها يحقق مسلمات الاحتمال

: هو Aالاحتمال الشرطي للحادثة . ٢ معطى  B

P(B|A) =  
P(A)

B)P(A ∩    

P(A|B) ≠ P(B|A)  بشكل عام فإن. ٣ :

:نتائج

: متساوية الفرص فإن إذا كانت عناصر فضاء العينة  ١.S

 

P(A|B) = 
P(B)

B)P(A ∩ = 
n(B)

B)n(A
n(B)/n(S)

B)/n(S)n(A∩ ∩
=    

 
: يمكن حسابه بالقانون التالي معطى )  متممة  ( الاحتمال الشرطي للحادثة  ٢.ACB A

P(AC| B) =  1 − P(A| B)       
.٣  :قاعدة الضرب في الاحتمال

P(A∩B) = P(A) P(B | A ) 
      = P(B) P(A | B )  

  ):٩-٦(مثال 

حسب عادة التدخين ومستوى ضغط الـدم علـى النحـو           ا  أربعمائة شخص الجدول التالي يصنف    

  :التالي

  

عادة التدخين      

المجموع  لا يدخن  يدخن
DCD  

      

50 10  40  A مستوىمرتفع  
200 130  70  B ضغطمتوسط  
150 95  55  C فضمنخ
المجموع 165 235  400

الدم

  :ولنعرف الحوادث التالية. هؤلاء الأشخاص بشكل عشوائيأحد ولتكن التجربة هي اختيار 

A    حادثة اختيار شخص ضغط دمه مرتفع : 

D  حادثة اختيار شخص مدخن : 
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  :احتمال أن الشخص المختارالمطلوب هو إيجاد 

 .ضغط دمه مرتفع .١

.مدخن ٢.  

 .٣  .ضغط دمه مرتفع و يدخن
  . دمه مرتفع علما بأنه مدخنضغط .٤

  :الحل

. وهي متساوية الفرص n(S) = 400عدد نتائج التجربة 
P(A) = n(A)/n(S) = 50/400 = 0.125 ١.
P(D) = n(D)/n(S) = 165/400 = 0.4125 ٢.
P(A∩D) = n(A∩D)/n(S) = 40/400 = 0.1  ٣.

٤.P(A | D) = P(A∩D) / P(D) = 0.1 / 0.4125 = 0.2424 

  وأ  
P(A | D) = n(A∩D)/n(D) = 40/165 = 0.2424 

  

Independent Events: الحوادث المستقلة)  ٩-٦(  :

 لا يتأثر مطلقًا بحدوث أو عـدم حـدوث          Aفي بعض الحالات يكون احتمال حدوث حادثة معينة         

Bأي لا فرق بين احتمال الحادثة       .  والاحتمال الشرطي للحادثة      معطـى    حادثة أخرى    A A B .

Bوفي هذه الحالة نقول بأن الحادثتين .  و   . مستقلتان أي أن  A P(A|B)=P(A)

  :تعريف

يقال بأن الحادثتين    .  و    Bلتكن   و    حادثتين معرفتين على نفس فضاء العينة         A S B A  مستقلتان 

:إذا تحقق أحد الشروط المتكافئة التالية
• P(A|B) = P(A) 
• P(B|A) = P(B) 
• P(A∩B) = P(A) P(B) 

  ):١٠-٦(مثال 

Dل الحادثتان ه و   مستقلتان؟ ولماذا؟) ٩-٦( في مثال  A

  :الحل

Dإن الحادثتين  و   :غير مستقلتين وذلك لأن) ٩-٦( في مثال  A
• P(A) = 0.125 ≠ P(A|D) = 0.2424 
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• P(A∩D) = 0.1 ≠ P(A) P(D) = 0.125×0.4125 = 0.0516 
• P(D) = 0.4125 ≠ P(D|A) = 0.8 

  :تيجةن

  :العبارات التالية متكافئة

حادثتان ال و   . مستقلتان ١. B A

BCالحادثتان  و   . مستقلتان .٢ A

ACBالحادثتان  و   . مستقلتان .٣

BCالحادثتان  و   . مستقلتان .٤ AC

  ):١١-٦(مثال 

سحبت عينة مكونة من كـرتين      . يحتوي صندوق على عشر كرات حمراء وعشرين كرة بيضاء        

لكرتان لونهما أبيض فـي     أوجد احتمال أن تكون ا    . من هذا الصندوق واحدة بعد الأخرى عشوائيا      

  :كلا الحالتين التاليتين

  السحب بدون إرجاعإذا كان  .١

  السحب بإرجاعإذا كان  .٢

  :الحل

  :لنعرف الحوادث التالية

 {  } = Aالكرة الأولى لونها أبيض

B = { الكرة الثانية لونها أبيض } 

A∩B = { الكرتان لونهما أبيض } 

ا الاحتمال لكلا الحالتين بطريقتين مختلفتـين       وسوف نوجد هذ  . P(A∩B)إن المطلوب هو إيجاد     

  .قاعدة التباديل) ٢(قاعدة الضرب للاحتمال و) ١: (هما

: P(A∩B) = P(A) P(B | A )باستخدام قاعدة الضرب للاحتمال : أولاً

  :حالة السحب بدون إرجاع. ١

  
P(A) = 

30
20  

P(B | A ) = 
29
19  

P(A∩B) = P(A) P(B|A) = 
30
20

×
29
19  = 0.4368 
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P(A) = 
30
20    

:حالة السحب بإرجاع. ٢
P(B | A ) = 

30
20  

P(A∩B) = P(A) P(B|A) = 
30
20

×
30
20  = 0.4444 

  :باستخدام قاعدة التباديل: ثانياً

= عدد طرق سحب كرتين من ثلاثين كرة  • n(S)  

  n(A∩B)= عدد طرق سحب كرتين من عشرين كرة بيضاء  •

• P(A∩B) = n(A∩B)/n(S)  ويكون الاحتمال المطلوب هو :

 n(S) = 30P2 = 30 × 29:حالة السحب بدون إرجاع. ١
n(A∩B) = 20P2 = 20 × 19 

P(A∩B) = 
2930
1920

n(S)
B)n(A

×
×

=
∩  = 0.4368 

   
n(S) = 302 = 30 × 30 

 n(A∩B) = 202 = 20 × 20:حالة السحب بإرجاع. ٢

P(A∩B) = 
3030
2020

n(S)
B)n(A

×
×

=
∩  = 0.4444 

  

  ):١٢-٦(مثال 

 كرات  4اخترنا عينة مكونة من     . يحتوي صندوق على عشر كرات حمراء وعشرين كرة بيضاء        

أوجد احتمال الحصول على ثلاث كرات حمراء       .  الترتيب من هذا الصندوق عشوائيا دون مراعاة     

  .وكرة واحدة بيضاء

  :الحل

Aلنعرف الحادثة    على أنها حادثة الحصول على ثلاث كرات حمراء وكرة واحدة بيضاء

=  كرات من ثلاثين كرة  4عدد طرق اختيار  • n(S)  

  n(A)= عدد طرق اختيار على ثلاث كرات حمراء  وكرة واحدة بيضاء  •

• P(A) = n(A)/n(S)  

n(S) = 

:  الاحتمال المطلوب هوويكون

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
4

30
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n(A) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
20

3
10

P(A) = 

 

 = 0.088 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

4
30

1
20

3
10

n(S)
n(A)

  

  

Theorem' Bayes: نظرية بايز ) ١٠-٦(  :

. أحدها إلى حدوث حادثة ما     وقوع   لنفرض أن هناك عدد من الأسباب المعينة التي يؤدي        

ولنفرض أننا نعلم مسبقًا احتمال تحقق كل سبب من هـذه           . هذه الحادثة تقع إذا وقع أحد أسبابها      و

إن نظريـة   . الأسباب وكذلك نعلم الاحتمال الشرطي لهذه الحادثة عند تحقق كل سبب من أسبابها            

 بايز تعنى بحساب احتمال أن يكون سببا محددا من الأسباب هو مصدر حدوث هذه الحاثة والتـي                

وقبل استعراض نظرية بايز فإنه لابد من التطرق لما يسمى بقانون الاحتمال            . نعلم مسبقًا بحدوثها  

  .الكلي الذي يعنى بحساب وقوع هذه الحادثة بغض النظر عن السبب

  

Total Probability  Law قانون الاحتمال الكلي  :

ومعرفة علـى   ) تبادليافية  متنا( حوادث شاملة ومتنافية مثنى مثنى       A1,A2,…,Anوادث  الحلتكن  

S  :، أي أنفضاء العينة 

•  = Ai
n

1i
A∪

=
1 ∪ A2 ∪  …  ∪ An = S 

• Ai ∩Aj = φ,   ∀ i ≠j 
:، فإن Sادثةالحإذا كانت   هي أي حادثة معرفة على نفس فضاء العينة  B

P(B) = P(A1) P(B|A1) +  P(A2) P(B|A2) +  … + P(An) P(B|An)  

        =  ∑
=

n

1k
kk )A|P(B)P(A  

  

:ملاحظة   

:( n=3للحالة( يمكن استنباط هذا القانون بشكل فن التالي. ١ 
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• B = (A1∩B) ∪ (A2∩B) ∪ … ∪ (An∩B) 

        =  B)(Ai
n

1i
∩∪

=

• (Ai∩B) ∩ (Aj∩B) = φ ,  ∀ i ≠j 
• P(B) = P{(A1∩B) ∪ (A2∩B) ∪ … ∪ (An∩B)} 
            = P(A1∩B)+P(A2∩B) +… +P(An∩B) 

            = ∑
=

∩
n

1k
k B)P(A  

            = ∑
=

n

1k
kk )A|P(B)P(A  

n=3للحالة (يمكن تلخيص قانون الاحتمال الكلي بواسطة شكل الشجرة التالية . ٢  ):

  

 
  ):١٣-٦(مثال 

لـة الأولـى    تنـتج الآ  . يتم إنتاج المصباح الكهربائي في أحد المصانع بواسطة إحدى ثلاث آلات          

%30 من الإنتاج الكلي للمصنع وتنتج الآلة الثانية           من الإنتاج الكلي للمصنع وتنتج الآلـة        20%

ومعلوم من الخبرة السابقة أن نسبة الإنتاج التالف للآلـة          .  من الإنتاج الكلي للمصنع    %50الثالثة  

%4نسبة الإنتاج التالف للآلة الثانية هي         و الأولى هي    تاج التالف للآلة الثالثـة     نسبة الإن   و 1%

إذا كانت التجربة هي اختيار مصباح واحد من إنتاج هذا المصنع بشكل عشوائي فمـا               . %7هي  

  هو احتمال أن يكون هذا المصباح تالف؟

  :الحل

  :لنعرف الحوادث التالية
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  ;{  } = Bالمصباح تالف

  ;{  }= A1المصباح من إنتاج الآلة الأولى

  ;{  }= A2 الآلة الثانيةالمصباح من إنتاج

  ;{  }= A3المصباح من إنتاج الآلة الثالثة

  :المعطيات

P(A1) = 2.0
100
20

= ;    P(B|A1)= 01.0
100

1
=  

P(A2) = 3.0
100
30

= ;    P(B|A2)= 04.0
100

4
=  

P(A3) = 5.0
100
50

= ;    P(B|A3)= 07.0
100

7
=  

  :المطلوب

P(B) = ∑
=

3

1k
kk )A|P(B)P(A  

        = P(A1) P(B|A1) +  P(A2) P(B|A2) + P(A3) P(B|A3) 
      = 0.2×0.01 + 0.3×0.04  + 0.5×0.07 
      = 0.002      + 0.012       + 0.035 
      = 0.049 
 

   

  ):١٤-٦(مثال 

، لنفرض أننا علمنا أن المصباح المختار كان تالفًا، فما هـو            )١٣-٦(ثال   المثال السابق، م   رباعتبا

  نتح بواسطة الآلة الأولى؟أاحتمال أن يكون قد 

 



  عبداالله الشيحة. مذكرة لطلاب شعبة د    )١(حصاء والاحتمالات مبادئ الإ:  إحص١٠١

 

  -  ٨٩  -    

  

  :الحل

P(A1|B)إن المطلوب هو إيجاد   : وباستخدام التعريف الشرطي وقانون الضرب للاحتمال فإن

P(A1 | B) = 
P(B)

B)P(A1 ∩  

               = 
P(B)

)A|)P(BP(A 11  = 
049.0

0.002
0.049

0.010.2
=

×  = 0.0408 

  .إن القانون المستخدم لحل هذا المثال ما هو إلا قانون بايز الذي سنستعرضه فيما يلي

Theorem' Bayes: قانون بايز   :

ومعرفة علـى   ) تبادليامتنافية  ( حوادث شاملة ومتنافية مثنى مثنى       A1,A2,…,Anوادث  الحلتكن  

S  :، أي أنينة فضاء الع

•  = Ai
n

1i
A∪

=
1 ∪ A2 ∪  …  ∪ An = S 

• Ai ∩Aj = φ,   ∀ i ≠j 
:، فإن Sادثةالحإذا كانت   هي أي حادثة معرفة على نفس فضاء العينة  B

P(Ai | B) = 
P(B)

)A|P(B)P(A

)A|P(B)P(A

)A|P(B)P(A ii
n

1k
kk

ii =

∑
=

 ;  i = 1, 2, …, n 

  :ملاحظة

:( n=3للحالة(لية يمكن تلخيص قانون بايز بواسطة شكل الشجرة التا 

  ):١٥-٦(مثال 

  :، لنفرض أننا علمنا أن المصباح المختار كان تالفًا، فما هو احتمال)١٣-٦( مثال رباعتبا
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 .١   بواسطة الآلة الأولى؟أنتجأن يكون قد 
  بواسطة الآلة الثانية؟أنتجأن يكون قد  .٢

   بواسطة الآلة الثالثة؟أنتجأن يكون قد  .٣

  :الحل
1.  

P(A1|B)=
P(B)

)A|P(B)P(A

)A|P(B)P(A

)A|P(B)P(A 11
n

1k
kk

11 =

∑
=

=
049.0

0.002
0.049

0.010.2
=

× =0.0408 

2.  

P(A2|B)=
P(B)

)A|P(B)P(A

)A|P(B)P(A

)A|P(B)P(A 22
n

1k
kk

22 =

∑
=

=
049.0

0.012
0.049

0.040.3
=

× =0.2449 

3.  

P(A3|B)=
P(B)

)A|P(B)P(A

)A|P(B)P(A

)A|P(B)P(A 33
n

1k
kk

33 =

∑
=

=
049.0

0.035
0.049

0.070.5
=

× =0.7142 

 
ر أن يكون من إنتـاج      في هذا المثال، نلاحظ أنه لو كان المصباح المختار تالفًا فإن الاحتمال الأكب            

  .الآلة الثالثة

مثلاً في هذا المثال بواسـطة شـكل الـشجرة          ) ٢(يمكن تلخيص استخدام قانون بايز لحل فقرة        و

:التالية

 



  عبداالله الشيحة. مذكرة لطلاب شعبة د    )١(حصاء والاحتمالات مبادئ الإ:  إحص١٠١

 

  -  ٩١  -    

 
 

  ):١٦-٦(مثال 

6يحتوي الصندوق الأول على     . لنفرض أن لدينا صندوقين    كرات بيضاء و       كـرات سـوداء،     4

8 بيضاء و     كرات بينما يحتوي الصندوق الثاني على       اخترنا صندوق من هاذين    .  كرات سوداء  8

  .الصندوقين بشكل عشوائي ثم سحبنا منه كرة واحدة بشكل عشوائي

  .احسب احتمال أن تكون الكرة المسحوبة سوداء .١

 .٢  إذا علمنا أن الكرة المسحوبة سوداء، فما هو احتمال أن تكون من الصندوق الثاني؟
  :الحل

  :لنعرف الحوادث التالية

  ;{  } = Bالكرة المسحوبة سوداء

A1 ={ الصندوق المختار هو الصندوق الأول };  

A2 ={ الصندوق المختار هو الصندوق الثاني }; 

  :المعطيات

P(A1) = 0.5;    P(B|A1)= 6.0
10
6
=  

P(A2) = 0.5;    P(B|A2)= 5.0
16
8
=  

  :المطلوب
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1.  P(B) = ∑
=

2

1k
kk )A|P(B)P(A  

            = P(A1) P(B|A1) +  P(A2) P(B|A2)  
            = 0.5×0.6 + 0.5×0.5 = 0.3 + 0.25 
            = 0.55 
 

2.  P(A2|B)=
∑
=

2

1k
kk

22

)A|P(B)P(A

)A|P(B)P(A = 4545.0
55.0

0.25
0.55

0.50.5
==

×  

  :يمكن تلخيص حل هذا المثال بواسطة شكل الشجرة التالية
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  المتغيرات العشوائية والتوزيعات الاحتمالية. ٧
Random Variables and Probability Distributions 

  :مقدمة) ١-٧(

وفي كثير من الأحيان    . تكلمنا في الباب السابق عن بعض مفاهيم الاحتمالات والتجارب العشوائية         

ئية بدلاً من التعامل مع نقاط      نرغب في التعامل مع قيم عددية مرتبطة بنقاط العينة للتجربة العشوا          

تكون في بعض الأحيان عبارة     للتجربة العشوائية   أو النتائج الممكنة    العينة نفسها إذ أن نقاط العينة       

وفي هذه الحالة فإننا نقوم بتحويل هذه القيم        . عن صفات أو مسميات يصعب التعامل معها رياضيا       

إن الآلة المستخدمة لتحويل عناصـر      .  العشوائي  إلى قيم عددية حقيقية تسمى قيم المتغير       ةالوصفي

 ،إذن. فضاء العينة للتجربة العشوائية إلى قيم عددية حقيقية هي ما يـسمى بـالمتغير العـشوائي               

 بـدلاً   تستخدم للتعبير عن نتائج التجربة العشوائية وعن الحوادث بقيم عددية          المتغيرات العشوائية ف

 قد نكون مهتمين فقط بعدد الصورة الظاهرة على الوجه          فعلى سبيل المثال  . من مسميات أو صفات   

إن عـدد   .  بغض النظر عن التفصيلات الأخرى     عشر مرات متتالية  العلوي عند رمي قطعة عملة      

.  العـشوائية الصور في هذه الحالة عبارة عن متغير عشوائي تتغير قيمته بتغير نتيجـة التجربـة        

  :منها نوعين هماوهناك عدة أنواع للمتغيرات العشوائية نذكر 

١. Discrete Random Variables   متغيرات عشوائية منفصلة أو متقطعة

٢. Continuous Random Variables   متغيرات عشوائية متصلة أو مستمرة

  .وسنتكلم عن كل نوع منها على حدة في هذا الفصل

Random Variable لمتغير العشوائيا) ٢-٧(  :

  :تعريف

إن المتغير العشوائي    . ربة عشوائية  هو فضاء العينة لتج     Xلنفرض أن    S      هو دالة حقيقية معرفـة 

لابد أن تتحقق بعض الشروط على الدالة لكي تكون متغيرا عشوائيا ولكننا            . (S على فضاء العينة  

  .)لن نتطرق إلى تلك الشروط

  :ملاحظات

Xإن المتغير العشوائي     لكل عنصر من عناصر فضاء العينـة      وحيدة   يعطي قيمة حقيقية      .١

.  S

Sإن المتغير العشوائي      هو تطبيق مجاله فضاء العينة    .٢ X   ومجاله المقابل هـو مجموعـة 

.X : S → Rالأعداد الحقيقية  RRأي أن ،  : R

 



  عبداالله الشيحة. مذكرة لطلاب شعبة د    )١(ئ الإحصاء والاحتمالات مباد:  إحص١٠١

 

  -  ٩٤  -    

إن صورة    ف  نقطة عينة   تحت تأثير المتغير العشوائي       هـي     إذا كانت    ٣. X(w) X w w∈S 

 :X(w)∈RRوهي قيمة حقيقية، أي أن 

 
w:   ⎯⎯ →⎯ X   X (w)∈ R 

 وتـسمى  X(S)={x∈R: X(w)=x, w∈S}Xإن المجموعة  هـي مـدى التطبيـق     .٤

، وهي مجموعة جزئية من مجموعة الأعـداد        Xمجموعة القيم الممكنة للمتغير العشوائي      

  .X(S)⊆RRالحقيقية أي أن 

  ):١-٧(مثال 

ولنعـرف المتغيـر    . لتكن التجربة هي قذف قطعة نقود متزنة مرتين متتاليتين بـشكل مـستقل            

X  . على أنه عدد الصور الظاهرة في الرميتين يشوائالع

Xعبر عن المتغير العشوائي . ١  . كدالة

Xأوجد مجموعة القيم الممكنة للمتغير العشوائي . ٢  .

  :عبر عن الحوادث التالية باستخدام المتغير العشوائي. ٣
{(T,T)}, {(H,T), (T,H)}, {(H,H)}, {(H,H), (H,T), (T,H)} 

  :دث التالية باستخدام نقاط العينةعبر عن الحوا. ٤
{X=0}, {X=1}, {X=2}, {X<1}, {X≤1}, {X>5} 

  :أوجد الاحتمالات التالية. ٥
P(X=0), P(X=1), P(X=2), P(X<1), P(X≤1), P(X>5) 

  :الحل

. S = {(H,H), (H,T), (T,H), (T,T)}هو لهذه التجربة فضاء العينة. ١ 
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X = عدد الصور  

يعطي كل عنصر من     Xالمتغير العشوائي   إن  

  : كما يليRR في  وحيدة قيمة حقيقيةعناصر 
X(H,H) = 2 
X(H,T) = 1 
X(T,H) = 1 
X(T,T) = 0 

 

S

: كدالة في الجدول التالي Xكما يمكن التعبير عن المتغير العشوائي 

  قيمة المتغير العشوائي  نقطة العينة
X(w) w 

2 
1 
1 
0 

HH 
HT 
TH 
TT 

Xتغير العشوائي مجموعة القيم الممكنة للم. ٢  : هي
X(S)={x∈R: X(w)=x, w∈S} = {0, 1, 2} 

  :التعبير عن الحوادث باستخدام المتغير العشوائي. ٣

}={ X = 0 } = {(T,T)}عدم ظهور صورة } 

}={ X = 1 } = {(T,H) ,(H,T)}ظهور صورة واحدة فقط } 

}={ X = 2 } = {(H,H)}ظهور صورتين  } 

}={ X ≥ 1 } = {(T,H) ,(H,T) ,(H,H)}ظهور صورة واحدة على الأقل } 

  :التعبير عن الحوادث باستخدام نقاط العينة. ٤
{X=0} = {(T,T)} 
{X=1} = {(H,T), (T,H)} 
{X=2} = {(H,H)} 
{X<1} = {X=0} = {(T,T)}  
{X≤1} = {X=0} ∪ {X=1} = {(H,T), (T,H), (T,T)} 
{X>5} = { } = φ 

  :إيجاد الاحتمالات. ٥

  :ة فإن التجربة متساوية الفرص، أي أنبما أن العملة متزن
P({(H,H)}) = P({(H,T)}) = P({(T,H)}) = P({(T,T)}) = 1/4 = 0.25 

  :وباستخدام هذه الحقيقة فإننا نوجد الاحتمالات المطلوبة فيما يلي
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P(X=0) = P({(T,T)}) = 0.25 
P(X=1) = P({(H,T), (T,H)}) = P({(H,T)})+P({(T,H)}) = 0.25 + 0.25 =0.5 
P(X=2) = P({(H,H)}) = 0.25 
P(X<1) = P({(T,T)}) = 0.25 
P(X≤1) = P({(H,T), (T,H), (T,T)}) = P({(H,T)})+ P({(T,H)}) + P({(T,T)}) 
            = 0.25 + 0.25 + 0.25 = 0.75 
P(X>5) = P(φ) = 0 

  

  

Discrete Random Variable) المنفصل ( المتقطعيلمتغير العشوائا) ٣-٧(  :

أو ( متغيرات عشوائية متقطعة      عدة أنواع منها   ىكما ذكرنا سابقًا فإن المتغيرات العشوائية تنقسم إل       

نتناول المتغيرات العـشوائية    سفي هذا الجزء    ). متصلةأو  (متغيرات عشوائية مستمرة    و  ) منفصلة

  .المتقطعة

  :تعريف

جموعة القيم الممكنـة لـه        متغيرا عشوائيا متقطعا إذا كانت م       X(S)المتغير العشوائي   يكون   X 

  ).أو قابلة للعد(مجموعة متقطعة 

:  تأخـذ إحـدى الحـالتين     X:ملاحظة  مجموعة القيم الممكنـة للمتغيـر العـشوائي المتقطـع             

X(S)={x1,x2,x3,…} أو   . X(S)={x1,x2,…,xn}

  ):٢-٧(مثال 

نـة المتغيـرات    في تجربة قذف قطعة نقود متزنة مرتين متتاليتين أوجد مجموعـة القـيم الممك             

  :ة التالية وحدد فيما إذا كانت متغيرات عشوائية متقطعة أم لايالعشوائ

Xالمتغير العشوائي   . الذي يمثل عدد الصور .١

Yالمتغير العشوائي   . الذي يمثل مربع عدد الصور .٢

. الذي يمثل عدد الصور مطروحا منه عدد الكتابات المتغير العشوائي  ٣.  Z

  :الحل

:لقيم الممكنة لكل متغيرالجدول التالي يبين ا

  X قيمة المتغير العشوائي  نقطة العينة
X(w) 

  Y قيمة المتغير العشوائي
Y(w) 

  Z قيمة المتغير العشوائي
Z(w) w 
  2 4 2 HH 

 



  عبداالله الشيحة. مذكرة لطلاب شعبة د    )١(ئ الإحصاء والاحتمالات مباد:  إحص١٠١

 

  -  ٩٧  -    

  Z قيمة المتغير العشوائي 
Z(w) 

  Y قيمة المتغير العشوائي
Y(w) 

  X قيمة المتغير العشوائي
X(w) 

 نقطة العينة
w 

  0 
  0 
−2 

1 
1 
0 

1 
1 
0 

HT 
TH 
TT 

 :الجدول التالي يبين مجموعة القيم الممكنة لكل متغير ونوعها وكذلك نوع المتغيرو

نوع مجموعة القيم  مجموعة القيم  المتغير   غيرنوع المت

الممكنة العشوائيالعشوائي
X(S) = {0,1,2} X متقطعة متقطع
Y(S) = {0,1,4} Y متقطعة متقطع
Z(S) = {−2,0,2}Z متقطعة متقطع

  ):٣-٧(مثال 

 ولنفـرض أن هـذه    . مرتين متتاليتين بشكل مستقل   غير متزنة   لتكن التجربة هي قذف قطعة نقود       

العملة غير متزنة بحيث أن      
3
1P(H)  و   =

3
2P(T)  على أنه   X يولنعرف المتغير العشوائ  . =

  .عدد الصور الظاهرة في الرميتين

  : ثم لخصها في جدولأوجد الاحتمالات التالية. ١
P(X=0) ,  P(X=1) ,  P(X=2) 

  :اليةأوجد الاحتمالات الت) ١(باستخدام الفقرة . ٢
P(0<X<2) ,  P(X≤1) ,  P(X≥2) ,  P(X≥5), P(X<5) 

  :الحل

S = {(H,H), (H,T), (T,H), (T,T)} هو لهذه التجربة فضاء العينة  .

X  .عدد الصور الظاهرة في الرميتين = 

X(S) = {0,1,2}  هي   : Xالمتغير العشوائي مجموعة القيم الممكنة 

  :نلخص حل هذا المثال في الجداول التالية

  Xيمة المتغير العشوائي ق  احتمال نقطة العينة  نقطة العينة
X(w) P(w) w 

 
2 P(HH)=P(H)×P(H)= 

9
1

3
1

3
1

=×  
HH 

 
1 P(HT)=P(H)×P(T)= 

9
2

3
2

3
1

=×
HT 
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  Xيمة المتغير العشوائي ق 
X(w) 

  احتمال نقطة العينة
P(w) 

 نقطة العينة
w 

 
1 P(TH)=P(T)×P(H)= 

9
2

3
1

3
2

=×
TH 

 
 

0 P(TT)=P(T)×P(T)= 
9
4

3
2

3
2

=×
TT 

  

الحادثةل الحادثةاحتما الحادثةعناصر

P(X = 0) = P(TT) = 
9
4  {(T,T)} (X = 0) 

P(X = 1) = P(HT) + P(TH) = 
9
4

9
2

9
2

=+  
{(H,T), (T,H)} (X = 1) 

P(X = 2) = P(HH)= 
9
1  

{(H,H)} (X = 2) 

  :ق نجد أنمن الجدول الساب. ١

P(X = 0) = 
9
4 ,  P(X = 1) = 

9
4 ,  P(X = 2) = 

9
1  

ويمكن تنظيم هذه المعلومات في جدول وهذا الجدول يمثل ما يسمى بدالة الكتلة الاحتمالية للمتغير               

: المتقطعالعشوائي  X
P(X = x) x 

4/9  0 
4/9 1 
1/9 2 

 نستطيع حساب جميع احتمالات الحوادث      Xمن جدول دالة الكتلة الاحتمالية للمتغير العشوائي        . ٢

X  : كما يليالمعبر عنها باستخدام المتغير العشوائي 

P(0<X<2) = P(X=1) = 
9
4  

P(X≤1) = P(X=0) + P(X=1) = 
9
4 +

9
4 = 

9
8  

P(X≥2) = P(X=2) = 
9
1  

P(X≥5) = P(φ) = 0 
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P(X<5) = P(X=0) + P(X=1) +P(X=2) = 
9
4 +

9
4 +

9
1  = 

9
9  = 1 

  

 Probability Massالمتقطع الية للمتغير العشوائي دالة الكتلة الاحتم) ١-٣-٧(

Function:  

  :تعريف

متقطعا مجموعة القيم الممكنة لـه هـي        ا عشوائي امتغير   أو   X(S)={x1,x2,…,xn}إذا كان    X

fX(x)لمتغير العشوائي  فإن دالة الكتلة الاحتمالية ل       يرمز لها بالرمز      X X(S)={x1,x2,x3,…} 

:وتعرف كما يلي

⎩
⎨
⎧

∉
∈=

=
X(S)x0;
X(S)xx);P(X

(x)fX  

 
  :خواص دالة الكتلة الاحتمالية

fX(x) = P(X = x) دالة الكتلة الاحتماليةإن   : لابد أن تحقق الشروط التالية
• 0 ≤ fX(x) ≤ 1  
•  ∑

∀
=

x
X 1(x)f

• R⊆∀===∈ ∑∑
∈∈

A;x)P(X(x)fA)P(X
Ax Ax 

X  

  ):٤-٧(مثال 

Xدالة الكتلة الاحتمالية أوجد  يللمتغير العشوائ   ).٣-٧(ي مثال  ف fX(x) = P(X = x)

  :الحل

: Xدالة الكتلة الاحتمالية للمتغير العشوائي 
fX(x) = P(X = x) x 

4/9= fx(0)=P(X=0) 0 
4/9= fx(1)=P(X=1) 1 
1/9= fx(2)=P(X=2) 2 

المجموع 1.00

fX(x) = P(X = x)دالة الكتلة الاحتمالية من هذا الجدول نلاحظ أن   :تحقق ما يلي 
• 0 ≤ fX(x) ≤ 1 ;  x =0, 1, 2 
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•  ∑ ∑
∀ =

==
x

2

0x
XX 1(x)f(x)f

 
 Mean(Expected Value( of A  لمتغير العشوائي المتقطعل )متوسطال(التوقع  )٢-٣-٧(

Discrete Random Variable:  

متقطعا مجموعة القيم الممكنة لـه هـي        ا عشوائي امتغير   أو   X(S)={x1,x2,…,xn}إذا كان    X

fX(x) هي  ودالة كتلته الاحتمالية     X(S)={x1,x2,x3,…}    أو القيمـة المتوقعـة أو      ( فإن التوقع

: ويعرف بالصيغة التاليةللمتغير العشوائي ) المتوسط E(X) يرمز له بالرمز  أو بالرمز  XμX

μX = E(X) = ∑∑
∈∈

==
X(S)xX(S)x

X x)P(Xx(x)fx  

       = x1 fX(x1) + x2 fX(x2) + … 
  

  :ملاحظة

والذي يأخذ القيم الممكنة       x1,x2,…,xnإن القيمة المتوقعة أو متوسط المتغير العشوائي         X   ما هو 

 باعتبار أن الأوزان هي احتمالات تلك القيم، أي باعتبار أن           x1,x2,…,xnإلا الوسط المرجح للقيم     

wi=fX(xi)  احتمالها  هو  ، أي أن   مع ملاحظة أن مجموع الأوزان يساوي الواحـد        وزن القيمة    xi

1)(xfw
n

1i
iX

n

1i
i ∑∑

=
.  ==
=

  ):٥-٧(مثال 

:التالي الذي دالة كتلته الاحتمالية معطاة في الجدول  Xالمتغير العشوائي) متوسطأو (توقع  أوجد 
fX(x) = P(X = x) x 

4/9 0 
4/9 1 
1/9 2 

  :الحل

Xالمتغير العشوائي ) متوسطأو (القيمة المتوقعة   : هي

μX = E(X) =  = x∑
=

2

0x
X (x)fx 1 fX(x1) + x2 fX(x2) + x3 fX(x3) 

                                   = 0 × 4/9  +  1 × 4/9  +  2 × 1/9 
                                            = 0 + 4/9  +2/9   
                                            = 6/9 
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:ص الحل في الجدول التالييلختويمكن 
x fX(x) fX(x) x 

0 ×4/9 = 0 
1×4/9 = 4/9 
2×1/9 = 2/9 

4/9 
4/9 
1/9 

0 
1 
2 

6/9(x)fx
E(X)μ

X

X

==
=

∑
∑ (x)fX

= 1.0 
المجموع

  :بعض خواص التوقع

ا ولتكن  عشوائيامتغير  و   :إن التوقع يحقق الخواص التالية.  ثوابت bليكن  a X
• E(a) =a 
• E(X±b) = E(X) ±b 
• E(aX) =a E(X) 
• E(aX±b) = aE(X) ±b 

  :نتيجة

ا متقطعا ولتكن   عشوائي اتغيرم   دالة حقيقية في المتغير العـشوائي         Xليكن   g(X) X.    إن توقـع 

: يمكن حسابه بالصيغة التاليةالدالة  g(X)
μg(X) = E[(g(X)] = = g(x∑

∈X(S)x
X (x)fg(x) 1) fX(x1) + g(x2) fX(x2) + … 

: فإن g(X)=X2وكحالة خاصة عندما تكون 

E(X2) =  = f∑
∈X(S)x

X
2 (x)fx 2

1x X(x1) + f2
2x X(x2) + … 

  ):٦-٧(مثال 

  ):٥-٧(ة التالية في مثال  العشوائياتالمتغير) متوسطأو (توقع أوجد 
  g(X) = 9X+2  )  أ(
  g(X) = X2  )  ب(
  :الحل

E(X)=6/9وجدنا أن ) أ(  :باستخدام خواص التوقع فإنو 
E[g(X)] = E(9X+2) = 9 E(X) +2 = 9 × 6/9 + 2 = 8 

  :باستخدام نتيجة التوقع فإن) ب(

E[g(X)] = E(X2) =  ∑ (x)fx X
2

         = f2
1x X(x1) + f2

2x X(x2) + … 
         = 02 × 4/9  +  12 × 4/9  +  22 × 1/9 
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         = 0 × 4/9  +  1 × 4/9  +  4 × 1/9 
          = 0 + 4/9  +4/9   
          = 8/9 

:في الجدول التالي هذه الفقرة ص حليلخويمكن ت
x2 fX(x) x2fX(x) x 

0 ×4/9 = 0 
1×4/9 = 4/9 
4×1/9 = 4/9 

0 
1 
4 

4/9 
4/9 
1/9 

0 
1 
2 

8/9
(x)fx  )E(X X

22

=

المجموع∑=

  

 om Variableof A RandVarianceلمتغير العشوائي التباين ل )٣-٣-٧(  :

المتغير العشوائي   إن تباين   ف.  يرمز له بالرمز     ) متوسطه(توقعه   ا عشوائي امتغير  Xإذا كان    XμX

2  أو   :  ويعرف بالصيغة التالية  أو 
Xσ Var(X) V(X)

  

 = Var(X) = E [ (X − μX )2 ]  2
Xσ

: ويعرف بالصيغة التالية XσXالعشوائيلمتغير ويرمز للانحراف المعياري ل  بالرمز 

2
XσσX = 

  :نتيجة

) متوسطه( وتوقعه    متقطعا دالة كتلته الاحتمالية هي     ا عشوائي امتغير   fX(x)إذا كان    XμX   فـإن 

X  :  يمكن أن يحسب بالصيغة التاليةالمتغير العشوائيتباين 

 = Var(X) = =  2
Xσ ∑

∈X(S)x
X

2
X (x)f)μ (x - ∑

∈
=

X(S)x

2
X x)P(X)μ (x -

g(X)= (X−μX)2   وذلك بجعلنتيجة مباشرة لخواص التوقع هي هذه النتيجة    .

  

  )صيغة حسابية للتباين (:نتيجة

 :الصيغة التاليةباستخدام خواص التوقع فإنه يمكن إثبات 

 = Var(X) = E(X2) − [E(X)] 22
Xσ

                       = E(X2) −  2
Xμ

∑: حيث أن (x)fx X
2 E(X2) =.  
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  ):٧-٧(مثال 

دالة كتلته الاحتماليـة    الذي    Xلمتغير العشوائي التباين والانحراف المعياري ل   المتوسط و أحسب   

:معطاة في الجدول أدناه
fX(x)  x  

0.6 
0.3 
0.1  

0
1
2  

  :الحل

  :نلخص الحل في الجدول التالي
x2 fX(x) x2

(x)f)μ(x X
2

X−  2
X )μ(x −x fX(x) fX(x) x 

0.0 
0.3 
0.4 

0 
1 
4 

0.150 
0.075 
0.225 

0.25 
0.25 
2.25 

0.0 
0.3 
0.2 

0.6 
0.3 
0.1 

0 
1 
2 

7.0
(x)fx 

 )E(X

X
2

2

=

=∑

 

0.450
(x)fμ)(x

σ

X
2

2
X

=

−=∑

 
 

5.0
(x)fx

μ

X

X

=

= ∑  
المجموع 1.0

  

  :حساب المتوسط) ١(
5.0(x)fxμ XX ==∑  

  :حساب التباين) ٢(

  :حساب التباين بصيغة التعريف) أ(

.4500(x)fμ)(xσ X
22

X =−= ∑  
  :حساب التباين بالصيغة الحسابية) ب(

 = E(X2) −  = 0.7 − (0.5)2  2
Xσ

2
Xμ

                              = 0.7 − 0.25 
                              = 0.45 

  :حساب الانحراف المعياري) ٣(

σX =  = 2
Xσ 0.45  = 0.6708 

  :باينبعض خواص الت

ا ولتكن  عشوائيامتغير  و   :إن التباين يحقق الخواص التالية.  ثوابت bليكن  a X
• Var(a) =0 
• Var (X±b) = Var (X)  
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• Var (aX) =a2 Var (X) 
• Var (aX±b) = a2 Var (X) 

  ):٨-٧(مثال 

  ):٧-٧(ة التالية في مثال  العشوائياتالمتغيرأحسب تباين 
  g(X) = 10X  -أ 
  g(X) = 10X+2  -ب 

  :الحل

Var(X)=0.45وجدنا أن   : فإنباستخدام خواص التباينو 

  )أ(
Var[g(X)] = Var (10X) = 102 Var(X) = 100 × 0.45 = 45 

  )ب(
Var[g(X)] = Var (10X+2) = 102 Var(X) = 100 × 0.45 = 45 

  

  

 Some Discrete Prabability  بعض التوزيعات الاحتمالية المتقطعة)٤-٧(

Distributions:  

لمتغيرات عشوائية  ) أو دوال كتل احتمالية   ( هي توزيعات احتمالية     التوزيعات الاحتمالية المتقطعة  

هما توزيع   المهمة   التوزيعات الاحتمالية المتقطعة  اثنين من   وفي هذه الفقرة سنتطرق إلى      . عةمتقط

 مـن   ين فإن  التوزيع وقبل استعراض هذين  . وزيع ذي الحدين  توزيع ذات الحدين أو الت    بيرنوللي و 

  .المفيد لنا معرفة ما يسمى بمحاولة بيرنوللي

s Trial'Bernoulli  محاولة بيرنوللي)١-٤-٧(  

 الأولـى اصـطلاحا     ةنسمي النتيج . فقطاثنتين  حاولة بيرونللي هي تجربة عشوائية لها نتيجتين        م

والنتيجة الثانية نسميها بالفشل      بالنجاح   (Failure)ونرمز لها بالرمز      (s) (Success)   ونرمز لها 

S={s,f}فراغ العينة لمحاولة بيرنوللي هو      لذلك فإن   . بالرمز   (f) .ح نرمـز لاحتمـال النجـا     و

q=1−p ولاحتمال الفشل بالرمز      : ينبغي ملاحظة أن  و بالرمز   q=P(f) p=P(s).     ومـن أمثلـة 

  :محاولات بيرونللي نذكر ما يلي

 .١  )صورة أو كتابة (تجربة قذف قطعة نقود
 )ذكر أو أنثى (تجربة تسجيل جنس المولود .٢

)ناجح أو راسب (تجربة رصد نتيجة طالب في الاختبار ٣.  
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)مصاب أو غير مصاب ( بمرض معينإصابةتجربة رصد نتيجة تحليل   ٤.  

)سليمة أو تالفة( أحد المصانع تجربة فحص قطعة من إنتاج ٥.  

s Distribution'Bernoulli  توزيع بيرنوللي)٢-٤-٧(  

 على أنه عدد مرات النجاح عنـد        Xلنفرض أن لدينا محاولة بيرنوللي ولنعرف المتغير العشوائي         

  :إجراء محاولة بيرنوللي، أي أن
X(s) = 1, X(f) = 0 

X(S)={0,1}إن مجموعة القيم الممكنة لهذا المتغير العشوائي هي   : واحتمالاته هي
P(X=1) = P(s) = p 
P(X=0) = P(f) = 1− p 

: هي Xأي أن دالة الكتلة الاحتمالية للمتغير العشوائي 

⎩
⎨
⎧

≠
=

===
10,x0;
10,x;p)(1px)P(X(x)f

x1x

X

--  

لمعلمة   با بيرنولليبتوزيع   يسمى    ويسمى المتغير العشوائي     . Xالمتغير العشوائي   توزيع  إن   p X 

p  .ومعلمة هذا التوزيع هي احتمال النجاح . بمتغير بيرنوللي

 Distribution Binomial التوزيع ذي الحدين )٣-٤-٧(  

إن توزيع ذات الحدين أو التوزيع ذا الحدين من التوزيعات الاحتمالية المتقطعة المهمـة شـائعة                

لنفرض أن التجربة العشوائية تتكـون مـن تكـرار محاولـة             .تالاستخدام في كثير من التطبيقا    

  :بيرنوللي عدد من المرات تحت الشروط التالية

n= عدد المحاولات     .١

  )نتيجة أي محاولة لا يؤثر ولا يتأثر بنتائج المحاولات الأخرى(المحاولات مستقلة  .٢

احتمال النجاح    ثابت لجميع المحاولات ٣. p=P(s)

 على أنه عدد مرات النجاح عند تكرار إجراء محاولة بيرنوللي وفق           X ولنعرف المتغير العشوائي  

X(S)={0,1,…,n}  .إن مجموعة القيم الممكنة لهذا المتغير العشوائي هي . الشروط أعلاه

: هي Xودالة الكتلة الاحتمالية للمتغير العشوائي 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===

n,1,0,x0;

n,1,0,x;p)-(1p
x
n

x)P(X(x)f
x-nx

X

L

L
 

pإن توزيع المتغير العشوائي  بالمعالم ذي الحدينتوزيع اليسمى بأعلاه   و   : ونكتب n X
X ~ Binomial(n, p) 
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nويسمى المتغير العشوائي     معلمتا هذا التوزيع همـا عـدد المحـاولات         . بمتغير ذي الحدين     X 

: ويمكن تمثيل دالة الكتلة الاحتمالية لتوزيع ذات الحدين في الجدول التالي.واحتمال النجاح  p
 fX(x) = P(X = x) x 
 

np)(1−=  
0-n0 p)(1p

0
n

-⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 

0 
 

1np)(1pn −−=
1-n1 p)(1p

1
n

-⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 

1 
 2-n2 p)(1p

2
n

-⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 
2  

 
M M 

 
np=  

n-nn p)(1p
n
n

-⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 

n  
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  :اتملاحظ

n=1عندما إن توزيع بيرنوللي هو حالة خاصة لتوزيع ذي الحدين   . .١

المتغير العشوائي    هو عدد مرات النجاح وليكن        .٢ Yالمتغير العشوائي   ليكن   X     هـو عـدد 

، فـإن   ، أي أن    مرات الفشل  Binomial(n,p)إذا كان   .  يتوزع وفق توزيع      X Y=n−X

Binomial(n,1−p) يتوزع وفق توزيع   . Y

  :التباين للتوزيع ذي الحدينالتوقع و

  :نتيجة

التوزيع ذي الحدين بالمعلمتين     يتوزع وفق    متغيرا عشوائيا     و    pإذا كان    n X     فـإن المتوسـط ،

X  : هما على التوالي كما يليمتغير العشوائي والتباين لل

  
 μX = E(X) = np 
 
 2

Xσ  = Var(X) = np(1−p)  

  

  ):٩-٧(مثال 

P(T)=0.6لدينا عملة غير متزنة بحيث أن       لنفرض أن    و    P(H)=0.4 .  هذه العملة ثلاث   رميت

 الرميـات  فـي    ة يمثل عدد مرات ظهور الصور     Xالمتغير العشوائي   ليكن  . مرات بشكل مستقل  

  . الثلاث

Xلمتغير العشوائي أوجد دالة الكتلة الاحتمالية ل  .  -أ 

.  -ب  X لمتغير العشوائي والتباين ل) المتوسط(أوجد التوقع 

:أوجد الاحتمالات التالية    -ج 

الحصول على صورتين ١.  

 .٢  الحصول على صورتين على الأقل
 الحصول على صورة واحدة على الأكثر .٣

 .٤  الحصول على ثلاث كتابات
  :الحل

  :محاولة بيرنوللي هي رمي العملة
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=  احتمال النجاح  =   0.4 p = P(H)   (H)ظهور الصورة = نتيجة النجاح  • ⇐

=  احتمال الفشل  =   0.6 1−p = P(T)   (T) ظهور الكتابة= نتيجة الفشل  • ⇐

  : العملة ثلاث مرات بشكل مستقلرميهي التجربة 

 •  )رمياتعدد ال(      n=3عدد المحاولات  

 •  ) مستقلةلأن الرميات(      المحاولات مستقلة

p=0.4احتمال النجاح   )لأننا نستخدم نفس العملة(     ثابت  • 

  :لنعرف المتغير العشوائي

X     في المحاولات الثلاثعدد مرات النجاح = 

  عدد مرات ظهور الصورة في الرميات الثلاث   =   

p=0.4المتغير العشوائي إن  يتوزع وفق توزيع ذات الحدين بالمعلمتين  و   :، أي أن n=3 X
X ~ Binomial(3, 0.4) 

 
Xلمتغير العشوائي  دالة الكتلة الاحتمالية ل-أ  : هي

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===

3,21,0,x0;

3,21,0,x;(0.6))4.0(
x
3

x)P(X(x)f
x-3x

X  

:بالجدول التالية الكتلة الاحتمالية دالويمكن تمثيل 
fX(x) = P(X = x) x 

216.0.6)0()4.0()1(.6)0()4.0(
0
3 300-30 ==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 0 

432.0.6)0()4.0()3(.6)0()4.0(
1
3 21-31 ==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 1 

288.0.6)0()4.0()3(.6)0()4.0(
2
3 122-32 ==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

2  

064.0.6)0()4.0()1(.6)0()4.0(
3
3 033-33 ==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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Xلمتغير العشوائي والتباين ل) المتوسط(التوقع  -ب  : هما على التوالي
μX = E(X) = np = 3 × 0.4 = 1.2 

2
Xσ  = Var(X) = np(1−p) = 3 × 0.4 × 0.6 = 0.72 
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  : إيجاد الاحتمالات-ج

})Pالحصول على صورتين  }) = P(X=2) = fX(2) = 0.288 

})P(X≥2)  = P(X=2) + P(X=3)  P = ({ الحصول على صورتين على الأقل
= fX(2) + fX(3) 
=  0.288 + 0.064 
= 0.352 

})P(X≤1)  = P(X=0) + P(X=1)  P  = ({الحصول على صورة واحدة على الأكثر
= fX(0) + fX(1) 
=  0.216 + 0.432 
= 0.648 

})P(X=0) = fX(0) =  0.216 P  = ({ الحصول على ثلاث كتابات

  

  

  ):١٠-٧(مثال 

إذا أخذت عينة مكونة من      .  5 نسبة الإنتاج التالف لأحد مصانع المصابيح هي      إن    مصابيح  10%

  :يلي  هذا المصنع، فأوجد ماإنتاجبشكل عشوائي من 

:أوجد الاحتمالات التالية. أ

  الحصول على مصباح واحد تالف .١

 مصابيح تالفةجميع الالحصول على  .٢

 .٣  ح واحد تالف على الأكثرالحصول على مصبا

 الحصول على مصباح واحد تالف على الأقل .٤

.العدد المتوقع للمصابيح التالفة في العينةأوجد . ب

  :الحل

  :فحص المصباحمحاولة بيرنوللي هي 

=  احتمال النجاح  =   0.1 p الحصول على مصباح تالف= نتيجة النجاح  ⇐ • 

=  الفشل احتمال  =   0.9 ⇐ p−1الحصول على مصباح سليم  = نتيجة الفشل  • 

5فحص هي التجربة   : بشكل مستقل مصابيح

 •  )مصابيحعدد ال(      n=5عدد المحاولات  

 •  )العينة أخذت بشكل عشوائيلأن (      المحاولات مستقلة
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p=0.1احتمال النجاح   ) المصابيح أخذت من نفس المصنعلأن(     ثابت  • 

  :لنعرف المتغير العشوائي

X    الخمسلات عدد مرات النجاح في المحاو = 

5عدد المصابيح التالفة عند فحص    =      مصابيح

p=0.1المتغير العشوائي إن  يتوزع وفق توزيع ذات الحدين بالمعلمتين  و   :، أي أن n=5 X
X ~ Binomial(5, 0.1) 

 
Xلمتغير العشوائي دالة الكتلة الاحتمالية لإن   : هي

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≠

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===

54,3,,21,0,x0;

54,3,,21,0,x;(0.9))1.0(
x
5

x)P(X(x)f
x-5x

X  

  :بالجدول التاليحتمالية دالة الكتلة الاويمكن تمثيل 

  
 fX(x) = P(X = x) x 

 
= 0.59049 

0-50 .9)0()1.0(
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0 

 
= 0.32805 

1-51 .9)0()1.0(
1
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= 0.07290 

2-52 .9)0()1.0(
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= 0.00810 

3-53 .9)0()1.0(
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= 0.00045 

4-54 .9)0()1.0(
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= 0.00001 
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  :إيجاد الاحتمالات. أ

})Pالحصول على مصباح واحد تالف  }) = P(X=1) = fX(1) = 0.32805 

})P(X=5) = fX(5) = 0.00001 P = ({ الحصول على جميع المصابيح تالفة

})P(X≤1) P  = ({ الحصول على مصباح واحد تالف على الأكثر
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                                                                = P(X=0) + P(X=1)  
                                                                 = fX(0) + fX(1) 
                                                                 =  0.59049+ 0.32805 
                                                                 = 0.91854 

})P(X≥1) P  = ({ الحصول على مصباح واحد تالف على الأقل
                                                                = 1 − P(X = 0) 
                                                                = 1 − fX(0) 
                                                                = 1 − 0.59049 
                                                                = 0.409510 

  :العدد المتوقع للمصابيح التالفة في العينة هو. ب
μX = E(X) = np = 5 × 0.1 = 0.5 
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Random VariableContinuous ) تصلالم(ستمر  الميلمتغير العشوائا) ٥-٧(  :

 هو متغير عشوائي تكون مجموعة القيم الممكنة        X المتقطعالمتغير العشوائي   أن  ذكرنا سابقًا   لقد  

ــة   ــة متقطع ــه مجموع ــد(ل ــة للع ــشكل ) أو قابل ــى ال X(S)={x1,x2,…,xn} أو أي عل

X(S)={x1,x2,x3,…}.    عرف بشكل مبسط   فيمكن أن ي  ) المتصل ( أما المتغير العشوائي المستمر

من و. فتراتعدد من ال  متغير عشوائي مجموعة القيم الممكنة له عبارة عن فترة أو إتحاد            على أنه   

  : متصلةعشوائية متغيرات  الكميات التي يمكن تمثيلها بواسطة أمثلة

 •  درجة حرارة تفاعل كيميائي معين

 •  نسبة تركيز مركب ما في محلول كيميائي

 • ة بمرض الإيدز والوفاةبين الإصابالفترة الزمنية 

 • طول الشخص

 •  المسافة المقطوعة لجسم معين خلال وحدة الزمن

 Probability Densityستمر الميلمتغير العشوائدالة الكثافة الاحتمالية ل) ١-٥-٧(

Function:  

fX(x))متصل (لأي متغير عشوائي مستمر   حقيقية غير سالبة يرمز لهـا بـالرمز   يوجد دالة  X 

بواسطة  الحوادث المعبر عنها     تمن خلالها نستطيع إيجاد احتمالا    وثافة الاحتمالية   تسمى دالة الك  و

X  فالمساحة تحت منحنى هذه الدالة تعطي احتمال وقوع المتغير العشوائي          . المتغير العشوائي  X 

.في الفترات المناظرة على المحور الأفقي

  

P(a < X < b) = = (a,b)∫
b

a
X dx(x)f  تحت منحنى الدالة وفوق الفترة المساحة
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  :تعريف

والمعرفة على مجموعة الأعداد الحقيقية        Rأي دالة حقيقية غير سالبة       fX(x)R   دالة كثافـة    تسمى

X  : إذا وإذا فقط كانللمتغير العشوائي المستمر احتمالية 

P(a ≤ X ≤ b) =   ∀ a, b ∈R; a≤b ∫
b

a
X dx(x)f

 في أي فترة يساوي المساحة فوق تلك الفترة وتحـت           Xلمتغير العشوائي   احتمال وقوع ا  : أي أن 

fX(x)  .منحنى الدالة 

  :ملاحظات

fX(x)إذا كان  متغيرا عشوائيا مستمرا دالة كثافته الاحتمالية هي   :، فإن X

)   fX(x) ≠ P(X=x) •بشكل عام ) 
• P(X=x) = 0 , ∀ x ∈R  
• P(a ≤ X ≤ b) = P(a < X ≤ b) = P(a ≤ X < b) = P(a < X < b) 
• fX(x) ≥ 0 , ∀ x ∈R  

•   (1dx(x)f
-

X =∫
∞

∞

 (أي أن المساحة الكلية تحت منحنى الدالة يساوي الواحد

  

  

  

  

  

  P(a < X < b)    1= المساحة الكلية    

  

  

  

  

  

  P(X < a)   P( X > b)   
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Normal Distribution: التوزيع الطبيعي) ٢-٥-٧(  

أهم التوزيعات المستمرة وذلك لأن كثير من الظواهر الطبيعية تخضع          التوزيع الطبيعي من    يعتبر  

كثير من الظواهر الطبيعية التي لا تخضع لهذا التوزيـع يمكـن أن يقـرب               كما أن   . لهذا التوزيع 

  . توزيعها بالتوزيع الطبيعي

  :تعريف

إذا   σ2 Xμ مستمرالعشوائي المتغير يقال أن ال بمتوسط يتوزع وفق التوزيع الطبيعي   ين وتبا

fX(x)  :تأخذ الصيغة التالية   الاحتماليةتهدالة كثافكانت 

fX(x) = 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
∞<<∞−
∞<<∞−

−−
0σ
μ
x

};μ)(x
2σ

1exp{
2πσ

1 2
2  

  :وفي هذه الحالة نكتب
X ~ N(μ,σ2) 

  

N(μ,σ2)دالة الكثافة الاحتمالية  إن    للمتغير العشوائي الذي يتوزع وفق التوزيع الطبيعي         fX(x) 

.متوسطاللها شكل الجرس ومتماثلة حول 

  
  :ملاحظات

N(μ,σ2)μ الكثافة الاحتمالية للتوزيع الطبيعي منحنى دالة متوسطالمتماثل حول    . • 

N(μ,σ2)μ للتوزيع الطبيعي = المنوال= الوسيط = المتوسط :  فإن  . • 

N(μ,σ2) للتوزيع الطبيعي    تعتمد دالة الكثافة الاحتمالية     معلمتي التوزيـع وهمـا     على    •

وهاتـان المعلمتـان تحـددان    . المتوسط  :  نكتب لذلك X ~ N(μ,σ2) والتباين  σ2 μ 
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σ2 والمعلمـة    حدد موضع التوزيـع   ت  μ 

 .تحدد شكل وتشتت التوزيع

N(μ,σ2) للتوزيع الطبيعي    الكثافة الاحتمالية دالة  المساحة الكلية تحت منحنى       تـساوي    •

 .الواحد

  

ثير المعالم علـى شـكل     تبين تأ  الأشكال التالية 

دالة الكثافة الاحتمالية للتوزيع الطبيعي بفرض      

N(μ1,σ2 و لدينا تـوزيعين طبيعيـين   أن
1) 

N(μ2,σ2
2) :  

_______  N(μ1, σ2
1) 

-----------  N(μ2, σ2
2) 

 

μ1 < μ2, σ2
1<σ2

2

 
μ1 = μ2, σ2

1<σ2
2

 
μ1 < μ2, σ2

1=σ2
2

  

  :مثال

160إذا كان طول الشخص في مجتمع ما         يتوزع تقريبا وفق التوزيع الطبيعي بمتوسط         X   سـم 

5  :مثل الاحتمالات التالية بمساحات تحت منحنى التوزيع الطبيعي.  سموانحراف معياري 
P(X<100),  P(140<X<180),  P(X>180),  P(X>140) 
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: الحل

 

P(X<100)=  ∫
∞

100

-
X dx(x)f

 

P(140<X<180)=  ∫
180

140
X dx(x)f

 

P(X>180)= ∫
∞

180
X dx(x)f  

 

P(X>140)=  ∫
∞

140
X dx(x)f

  

Standard Normal Distribution: )القياسي (التوزيع الطبيعي المعياري) ٣-٥-٧(  

 يتوزع وفق التوزيع الطبيعي المعياري إذا كان يتوزع وفق التوزيع           Zيقال بأن المتغير العشوائي     

(σ2=1) وتباين يساوي الواحد     ط يساوي الصفر    الطبيعي بمتوس  (μ=0) .الاحتمالية ةكثافالالة  دو  

Z  :تأخذ الصيغة التالية لمتغير العشوائي ل

fZ(z) = ∞<<∞−− z};z
2
1exp{

2π
1 2   

  :وفي هذه الحالة نكتب
Z ~ N(0,1) 
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. N(0,1)الة الكثافة الاحتماليةدوالشكل التالي يصف   للتوزيع الطبيعي المعياري  fZ(z)

  
  

N~Z)0,1(الاحتمالات للتوزيع الطبيعي المعياري إيجاد   :
 DistributionlCalculating Probabilities for Standard Norma  

منحنى دالة الكثافة الاحتمالية والواقعـة فـوق فتـرة    تحت مر معنا سابقًا أن المساحة المحصورة  

 Z~N(0,1)  فإذا كان  .قيمة في تلك الفترة   معينة يمثل احتمال أن يأخذ المتغير العشوائي المستمر         

:فإن

P(Z≤a) =  ∫
∞−

a
dz(z)fZ

             = ∫
∞

−
a

-

2 dz}z
2
1exp{

2π
1  

وهذا التكامل يساوي المساحة المحصورة 

fZ(z) وعن يسار النقطة تحت منحنى الدالة 
a   

Φ(a)يرمز للاحتمال  بالرمز    :  أي أن P(Z<a) 
P(Z≤a) = Φ(a) 

لإيجاد احتمالات المتغير العـشوائي     " جدول التوزيع الطبيعي المعياري   " يسمى   ول خاص جدهناك  

P(Z≤a) = Φ(a) من النوع   الطبيعي المعياري Z~N(0,1) . ستخدم لإيجاد ي الجدول اهذأي أن

z∈R لكل الاحتمالات من النوع  P(Z ≤ z)R .ولذلك فإننا في غنى عن إيجاد قيم التكامل السابق. 

 فإننا نستعين بهـذا     Z~N(0,1) المتغير العشوائي الطبيعي المعياري   المتعلقة ب حتمالات  لاولإيجاد ا 

  :الجدول مع مراعاة الملاحظات التالية
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1.   P(Z < z) = Φ(z) = مباشرةمن الجدول   
2.   P(Z > z) = 1 − P(Z < z) = 1 − Φ(z) 
3.   P(z1 < Z < z2) = P(Z < z2) − P(Z < z1)  
                            = Φ(z2) − Φ(z1) 
4.    P(Z < 0 ) = P(Z > 0) = Φ(0) = 0.5 
5.    P(Z = z) = 0  

P(Z < z) = Φ(z) = المساحة المظللة

  

z(Φ)= z<Z (P(إيجاد طريقة   : من الجدول

. الصورةمقربة إلى خانتين عشريتين أي على    z = a.bcلتكن القيمة  z

 

  

  معياريجدول التوزيع الطبيعي ال

 Φ(z) = P(Z < z) =المساحة المظللة  

0.09  …  0.0c  …  0.01  0.00  z  
    ↓        −3.4  

    ↓        :  

    P(Z<z)= Φ(z)  →  →   →  →   →  a.b  

            :  

            3.4  

  

: z> Z (P(إيجادطريقة  

  

P(Z > z) = 1 − P(Z < z) = 1 − Φ(z) 
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: 2z< Z  < 1z(P(إيجادطريقة  

  

P(z1 < Z < z2) = P(Z < z2) − P(Z < z1) 
                      = Φ(z2) − Φ( z1) 

  :مثال

Z ~ N(0, 1)إذا كان   : فأوجد

1.50احتمال أن يأخذ    . ١ قيمة أقل من   . Z

.  ٢ .  P(Z < 0.98)

P(Z > 0.98)  ٣ .  

P(−1.33 < Z < 2.42)  ٤.   

0.9505أوجد قيمة    .٥ التي يسبقها مساحة مقدارها   . Z

  :الحل

P(Z < 1.50) = Φ(1.50)  = 0.9332   ١.   
… 0.00  z 

 ↓ 
↓ 

 : 
: 

 0.9332 →  → 1.5 

     : 
: 

P(Z < 0.98) = Φ(0.98)  =0.8365   ٢ .  
… 0.08 … z 

 ↓ 
↓ 

 : 
: 

 0.8365 →  → 0.9 

  
   : 

: 
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٣   .
P(Z > 0.98) = 1 − P(Z < 0.98) 
                  =1 − Φ(0.98) 
                  =  1 − 0.8365  
                   = 0.1635 
 

 
٤.

P(−1.33 < Z < 2.42) 
       = P(Z < 2.42)  − P(Z < −1.33) 
       = Φ(2.42) − Φ(−1.33) 
       = 0.9922 − 0.0918 
       = 0.9004 

 
  

 z = 1.65        ٥   .P(Z < z) = Φ(z)  = 0.9505 ⇔
… 0.05 … z 

 ↑ 
↑ 

 : 
: 

 0.9505 ←  ← 1.6 

     : 
: 

  

N)0,1( إلى توزيع طبيعي معياري    2σ,μ(N(تحويل التوزيع الطبيعي 

:Calculating Probabilities for  2(الاحتمـالات للتوزيـع الطبيعـي    وإيجادσ,μ(N~X 
 DistributionlNorma  

ولاً إلى متغير عـشوائي   نحوله أ فإنناX~N(μ,σ2) لإيجاد احتمالات المتغير العشوائي الطبيعي 

نستخدم جدول التوزيع الطبيعي المعياري لإيجاد الاحتمالات       ومن ثم    Z~N(0,1)طبيعي معياري   

P(Z < z)= Φ(z)  :النتيجة التاليةوذلك باستخدام  من النوع 
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:نتيجة

X ~ N(μ , σ2)  ⇔  Z = 
σ
μ X − ~ N(0, 1) 

  

~N(0,1) فإن   X~N(10,16)فمثلاً إذا كان
4

01 XZ −.  =

  

  :وباستخدام النتيجة السابقة فإن

  

X < x  ⇔  
σ
μ X −  < 

σ
μx −   ⇔  Z < 

σ
μx −  

  :وبالتالي فإن

• P(X < x) = P(
σ
μ X −  < 

σ
μx − ) = P(Z < 

σ
μx − ) = Φ ⎟

⎠
⎞−

σ
μx 

⎜
⎝
⎛  

• P(X > x) = 1 − P(X < x) = 1 − P(Z < 
σ
μx − ) = 1 − Φ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎛  
⎝

−
σ
μx 

• P(x1 < X < x2) = P(X < x2) − P(X < x1) 

                                  = P(Z < 
σ
μ 2x − ) − P(Z < 

σ
μ 1x − ) 

                                  = Φ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎛  − Φ
⎝

−
σ
μ x2 ⎟

⎠
⎞−

σ
μ x1⎜

⎝
⎛  

  

  :ملاحظة

 فإن القيمة Xالمتغير العشوائي  هي قيمة xوكانت  X~N(μ,σ2) إذا كان 
σ

x z −
=

μ  تـسمى 

x  .للقيمة ) أو القياسية(القيمة المعيارية 

  

  :مثال

يتوزع وفق التوزيـع     الذي يمثل الطول في أحد المجتمعات البشرية         Xمتغير العشوائي   الإذا كان   

5وانحراف معياري سم    :فأوجد ما يلي.  سمالطبيعي بمتوسط  165

x=172القيمة المعيارية للقيمة . ١  .
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z = −0.52القيمة . ٢   إذا كانت القيمة المعيارية هي  . x

  :الحل
μ = 165 
σ = 5   ⇔  σ2 = 25 
X ~ N(165 , 25) 

1. 
σ
μx z −

=  = 4.1
5

651 172
=

−  

2. 
σ
μx z −

=  ⇔  zσμx +=

      zσμx +=
        = 165 + 5×(−0.52) 
        =  162.5 

  :مثال

زع وفق التوزيـع الطبيعـي      يتوفي أحد المجتمعات البشرية     موجلوبين الدم   يمستوى ه لنفرض أن   

0.9 وانحراف معياري   .بمتوسط  16

 بشكل عـشوائي فمـا هـو احتمـال أن يكـون مـستوى               شخاصإذا اخترنا أحد الأ    .١

14  .موجلوبين الدم لديه أكبر من يه

موجلوبين الدم لديهم أكبر من يالذين مستوى هالأشخاص ما هي نسبة   . ٢. 14

14جلوبين الدم لديهم مـن      موي الذين يتراوح مستوى ه    الأشخاصما هي نسبة     إلـى    .٣

.  18

  :الحل

Xليكن   ن الدمموجلوبييمستوى ه = 

  : المعطيات
μ = 16 
σ = 0.9   ⇔  σ2 = 0.81 
X ~ N(16 , 0.81) 

 ١.  
P(X > 14) = 1 − P(X < 14) 

                 = 1 − P(Z < 
9.0
1614 − ) 

                 = 1 − P(Z < −2.22) 
                 = 1 − Φ(−2.22) 
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                 = 1 − 0.0132 
                 = 0.9868 

  

14موجلوبين الدم لديهم أكبر من يالذين مستوى هالأشخاص نسبة . ٢  : هي
P(X > 14) × 100% = 0.9868 × 100% = 98.68% 

  

٣.
P(14 < X < 18) = P(X < 18) − P(X < 14) 

     = P(Z < 
9.0
1618 − ) − P(Z < 

9.0
1614 − ) 

     = P(Z < 2.22) − P(Z < −2.22) 
     = Φ(2.22) − Φ(−2.22) 
     = 0.9868 − 0.0132 
     = 0.9736 

18موجلوبين الدم لديهم من     يالذين يتراوح مستوى ه   الأشخاص  وعليه فإن نسبة     إلـى     هـي     14

.  97.36%
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توزيع الطبيعي المعياريجدول ال

  
Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

-3.4 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002 
-3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003 
-3.2 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005 
-3.1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007 
-3.0 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010 
-2.9 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014 
-2.8 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019 
-2.7 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026 
-2.6 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036 
-2.5 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048 
-2.4 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064 
-2.3 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084 
-2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110 
-2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143 
-2.0 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183 
-1.9 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233 
-1.8 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294 
-1.7 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367 
-1.6 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455 
-1.5 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559 
-1.4 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681 
-1.3 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823 
-1.2 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985 
-1.1 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170 
-1.0 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379 
-0.9 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611 
-0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867 
-0.7 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148 
-0.6 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451 
-0.5 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776 
-0.4 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121 
-0.3 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483 
-0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859 
-0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247 
-0.0 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641 
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359 
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753 
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141 
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517 
0.4 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879 
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224 
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549 
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852 
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133 
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389 
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830 
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015 
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177 
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319 
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441 
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545 
1.7 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633 
1.8 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706 
1.9 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767 
2.0 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817 
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857 
2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890 
2.3 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916 
2.4 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936 
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952 
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964 
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974 
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981 
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986 
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990 
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993 
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3.2 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995 
3.3 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997 
3.4 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998 

  

 


