
  عبداالله الشيحة. مذكرة لطلاب شعبة د    )١(مبادئ الإحصاء والاحتمالات :  إحص١٠١

 

  -  ١  -    

  بسم االله الرحمن الرحيم

  

  مقدمة في علم الإحصاء والاحتمالات. ١

Statistics: علم الإحصاء) ١-١(    

المكون من مجموعة من الطرق الرياضية التي تستخدم        الإحصاء هو ذلك الفرع من المعرفة       علم  

 جمع وتبويب وتنظيم وعرض وتلخيص المعلومات والبيانات ومن ثم تحليلها وفق طرق وأساليب            ل

 التحقق مـن    وأالإجابة على أسئلة بحثية     وذلك ب استدلالات وقرارات سليمة    للحصول على   علمية  

  :ومن فروع علم الإحصاء نذكر ما يلي .موضوع البحث والدراسةفروض مسبقة متعلقة ب

Descriptive Statistics: الإحصاء الوصفي: أولاً  

نظيم وعرض وتلخيص المعلومـات     جمع وتبويب وت  هو الفرع المتعلق بطرق      الإحصاء الوصفي 

رسوم بيانية وكـذلك إيجـاد       وأ ووصف توزيع البيانات وذلك باستخدام جداول تكرارية         والبيانات

  .توزيع البياناتالتي تصف  الوصفية  العددية أوبعض المقاييس

 Statistical Inference: الإحصاء الاستدلالي: ثانياً  

بطرق اتخاذ القرارات حول المجتمع تحت الدراسة وذلـك         و الفرع المتعلق    ه الإحصاء الاستدلالي 

 تقديرات لمعالم مجهولة أو الإجابة عـن بعـض          إيجاد إلىوهذا يهدف   . عن طريق دراسة العينة   

  .حول هذه المعالم المجهولةالمسبقة الأسئلة البحثية أو التحقق من بعض الفروض 

  :المجتمع والعينة) ٢-١(

Population: المجتمع    

ذات خصائص مشتركة ويكون     )تسمى عناصر المجتمع   (ع هو المجموعة الكلية من الأشياء     المجتم

والمجتمع يجـب أن يكـون    . سيتم عمل بعض الاستدلالات والنتائج حولها      بها حيث    ا مهتم الباحث

محدد بالرمز   عادة ويسمى عدد أفراد المجتمع بحجم المجتمع ويرمز له       . ا لدى الباحث  ا دقيقً ا تحديد 

N  :المجتمع إما أن يكون محدودا أو غير محدود و.

 عدد عناصر هذا المجتمع يكون محدودا أو منتهيا مثل مجتمع طلاب كليـة        :المجتمع المحدود . ١

  .العلوم بجامعة الملك سعود

 عدد عناصر هذا المجتمع يكون غير محـدود أو غيـر منتـه مثـل                :المجتمع غير المحدود  . ٢

  .في السماءالمجتمع المكون من النجوم 
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Sample: العينة    

بحيـث تمثـل    العينة هي مجموعة مكونة من عدد من أفراد المجتمع يتم اختيارهم بطريقة مناسبة              

.  إذ يستدل بصفات العينة على صفات المجتمع       مجتمعوذلك لدراسة صفات ال   المجتمع تمثيلاً جيدا    

ولكي تكون العينة ممثلة للمجتمـع تمثـيلا        . ويتم جمع معلومات وبيانات الدراسة من خلال العينة       

وفق أساليب المعاينة الإحصائية العينةأن تختارلابد ا فإنه جيد .  

Sample Size: حجم العينة    

nإن عدد أفراد العينة يسمى حجم العينة ويرمز له عادة بالرمز   .

bleVaria: المتغير) ٣-١(   

معينة لعناصر المجتمـع أو  ) أو مميزة(يستخدم لقياس خاصية وكمي أو وصفي    المتغير هو مقدار    

ومـن أمثلـة   . ويتغير من فرد إلـى آخـر  أو العينة   على أفراد المجتمع      المتغير يتم قياس . العينة

  : المتغيرات

 •  طول الشخص

 •  عدد أولاد الشخص

 •  فصيلة الدم للشخص

 •  المستوى التعليمي للشخص

Types of Variables: اع المتغيراتأنو   

  :يمكن أن تصنف المتغيرات إلى فئتين رئيسيتين على النحو التالي

Quantitative Variable متغير كمي. ١ 

إن قيم المتغير الكمي عبارة عن أرقام أو قيم عددية تدل على كميات أو أعداد أشياء معينة لأفراد                  

  : ما يليمن أمثلة المتغيرات الكمية و.المجتمع

 •  طول الشخص

 •  عدد أولاد الشخص

 Qualitative Variable )أو نوعي(متغير وصفي . ٢

عبارة عن صفات أو كلمات تدل فقط علـى انتمـاء أفـراد             ) أو النوعي (إن قيم المتغير الوصفي     

  :من أمثلة المتغيرات الوصفية ما يلي و.المجتمع إلى فئات أو أصناف معينة

 •  فصيلة الدم للشخص
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 • التعليمي للشخصالمستوى 

Data: البيانات) ٤-١(   

وتنقـسم  . حـصائية لإو الملاحظات المأخوذة من الدراسـة  ا       أالبيانات هي مجموعة المشاهدات     

  :البيانات إلى نوعين تبعا لنوع المتغير

  )بيانات أطوال مجموعة من الأشخاص: مثل(بيانات كمية . ١

  )لمجموعة من الأشخاصبيانات المستوى التعليمي : مثل(بيانات وصفية . ٢

)Statistic(المعلمة ) ٥-١( والإحصاءة   : )Parameter(

  :المعلمة

  )مثل متوسط أعمار طلاب كلية العلوم(يتميز بها المجتمع ) أو خاصية(هي مقدار 

  :الإحصاءة

كليـة  مـن طـلاب     طـلاب   عشرة  مثل متوسط أعمار    (تميز بها العينة    ت) أو خاصية (هي مقدار   

  .)العلوم
 

تكون عادة مجهولة وأما الإحصاءة فتكون معلومة حيث يمكن حسابها ومعرفتها           المعلمة   •

للمعلمـة  ) تقديريـة (ولذلك فإن الإحصاءة المعلومة تستخدم كقيمة تقريبيـة         . من العينة 

  .المجهولة
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  تنظيم البيانات وعرضها. ٢

  :تنظيم البيانات وتلخيصها وعرضها جدوليا) ١-٢( 

  :في هذه الفقرة سنتطرق إلى عدة مفاهيم هي

 •  )النوعية(الجداول التكرارية للبيانات الوصفية 

 •  الجداول التكرارية للبيانات الكمية

 •  الجداول التكرارية النسبية والجداول التكرارية المئوية

 •  )الفئات(ت مراكز الفترا

 •  الجداول التكرارية المتجمعة الصاعدة

إلـى   تنقـسم    الإحصائيةالتوزيع التكراري للبيانات فإنه يلزمنا معرفة أن البيانات         ول  لتصميم جد 

  :نوعين هما

   المستوى التعليمي وغيرها– الجنس – فصيلة الدم –لون الشعر : بيانات وصفية مثل

   عدد الاولاد وغيرها–مر  الع– الوزن –الطول : بيانات كمية مثل

تسمى الجداول  م كمية فهي تنظم وتلخص في جداول        أحصائية سواء كانت وصفية     لإوالبيانات ا * 

  ).تكراريةالتوزيع الجداول أو (تكرارية ال

أو طوائـف أو    (والجدول التكراري عبارة عن جدول يلخص البيانات فيوزعها علـى فئـات             * 

  .تنتمي لكل فئةويحدد عدد البيانات التي ) فترات

  .عدد البيانات التي تنتمي إلى فئة معينة يسمى بتكرار تلك الفئة*  

  : للبيانات الوصفيةالجدول التكراري) ١-١-٢(

  : نقوم بعمل الخطوات التاليةفإنناللبيانات الوصفية التكراري الجدول لإنشاء 

 •  نحصر جميع الفئات أو الطوائف وهي الصفات المختلفة في البيانات

أو (الفئـة   : شئ جدول تفريغ البيانات وهو عبارة عن جدول مكون من ثلاثة أعمدة هي            نن •

   التكرار– العلامات –) الصفة

 • نوجد الجدول التكراري من جدول تفريغ البيانات وذلك بحذف عمود العلامات

  ):١-٢(مثال 

:طالبا معطاة فيما يليعينة من ستين نريد إيجاد الجدول التكراري لتقديرات 
D B E C D B D C E A D B C C C 
B E C D B D D A E C A D E C C 
C D A C E D C C D B B C D E D 
D E D D A D D C D C D D B D A 
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  :الحل

 •  ) نوعي/متغير وصفي (تقدير الطالب = المتغير 

60= عدد البيانات = حجم العينة  =     n • 

 •  ة عبارة عن تقديرات الطلاب وهي بيانات وصفيالبيانات

A, B, C, D, E  :القيم أو الصفات المختلفة للبيانات هي    • 

  :نقوم بتلخيص البيانات السابقة في توزيع تكراري وفق الخطوات التالية

:جدول تفريغ البيانات. ١

  التكرار  الفئة أو الصفة  

العلامات ( ) f

)الطلابعدد (

)التقدير(

6 
8 
16 
22 
8 

||||  | 
||||  ||| 
||||  ||||  ||||  | 
||||  ||||  ||||  ||||  || 
||||  ||| 

A 
B 
C 
D 
E 

:لتقديرات الستين طالباجدول التوزيع التكراري . ٢

  التكرار  الفئة أو الصفة

( ) f

)الطلابعدد (

)التقدير(

6 
8 
16 
22 
8 

A 
B 
C 
D 
E 

n = 60 المجموع

.    = 60= عدد الطلاب = عدد البيانات  = مجموع التكرارات :ملاحظة*  n

  :التكراري المئويالجدول  والتكراري النسبيول الجد

  : كما يلي للفئةنعرف التكرار النسبي والتكرار المئوي

  عدد البيانات ÷  الفئةتكرار=  للفئة  التكرار النسبي
مجموع التكرارات ÷  الفئةتكرار   =         
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التكرار النسبي =  للفترة  التكرار المئوي  %١٠٠   ×

  :مثال

:كما يلي) ١-٢( في مثال التكراري المئوي والجدول ري النسبيالتكراالجدول نوجد 

  =التكرار المئوي  =التكرار النسبي  التكرار  الفئة أو الصفة
(f) f /n (f /n) * 100% )التقدير(

10.0% 
13.3% 
26.7% 
36.7% 
13.3% 

6/60 =  0.100 
8/60 =  0.133 
16/60 = 0.267 
22/60 = 0.367 
8/60 =  0.133 

6 
8 

16 
22 
8 

A 
B 
C 
D 
E 

100% 1.000 n = 60 المجموع

  :ملاحظة

n   =عدد البيانات=  مجموع التكرارات  • 

1.00=  النسبية مجموع التكرارات    • 

%100 =  المئوية مجموع التكرارات    • 

  : للبيانات الكميةالجدول التكراري) ٢-١-٢(

  فإننا للبيانات الكمية تكراري الجدول اللإنشاء 

 وهي عبارة عن فترات على      لقيم المتغير المختلفة  ) الفئات(فترات  الختار بطريقة مناسبة    ن •

  :وينبغي ملاحظة ما يلي عند تحديد الفترات. خط الأعداد الحقيقية

 لا يمكن لمشاهدة أن تصنف في أكثر من فترة: الفترات غير متداخلة .١

كل مشاهدة لابد أن تصنف في إحدى الفترات : شاملة للبياناتالفترات  ٢.  

 وأكبر قيمة لابد أن تقـع       )الفترة الدنيا  (ة لابد أن تقع في الفترة الأولى      أصغر قيم  .٣

 .)الفترة العليا (في الفترة الأخيرة

لايوجد طريقة واحدة لاختيار الفترات إذ أن اختيار الفترات يحدده الباحث بطريقة             .٤

  .مناسبة لبحثه

  د الأعلى للفترةبداية الفترة يسمى بالحد الأدنى للفترة ونهاية الفترة يسمى بالح .٥

عدد البيانات الواقعة فـي   أو تحديد بحصربتوزيع البيانات على هذه الفترات ثم نقوم   نقوم   •

 كل فترة من الفترات
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 –الفترات  : ننشئ جدول تفريغ البيانات وهو عبارة عن جدول مكون من ثلاثة أعمدة هي             •

   التكرار–العلامات 

 • ت وذلك بحذف عمود العلاماتنوجد الجدول التكراري من جدول تفريغ البيانا

  ):٢-٢(مثال 

في أحد البحوث التي أجريت لدراسة مستوى الهيموجلوبين قام الباحث باختيار عينة مكونة مـن               

: خمسين شخصا فحصل على البيانات التالية
16.3
15.9
16.7
15.1
15.8 

13.5 
17.0 
15.8 
17.5 
17.3 

17.3
16.1
18.3
15.0
16.3 

15.7
16.4
15.5
17.4
14.4 

17.1
16.2
16.1
16.3
16.5 

16.2
13.7
17.8
15.9
17.4 

16.2
16.4
14.9
16.8
15.1 

15.9 
15.3 
16.4 
13.9 
15.7 

17.7 
15.8 
16.2 
15.3 
16.1 

17.0 
14.6 
14.0 
15.9 
14.2 

المطلوب هو تكوين التوزيع التكراري لبيانات مستوى الهيموجلوبين لهؤلاء الأشخاص باسـتخدام            

:الفترات التالية
17. 95– 18.95 16. 95– 17.95 15. 95– 16.95 14. 95– 15.95 13.9 5– 14.95 12.95 – 13.95 

  :الحل

 •  )متغير كمي (مستوى الهيموجلوبين= المتغير 

n= عدد البيانات = حجم العينة  =   50 • 

 • وهي بيانات كمية مستوى الهيموجلوبينالبيانات عبارة عن قيم 

=     وأصغر قيمة   13.5 18.3= أكبر قيمة • 

  :نقوم بتلخيص البيانات السابقة في توزيع تكراري وفق الخطوات التالية

  :جدول تفريغ البيانات .١

     التكرار  مستوى الهيموجلوبين

العلامات ( )f

عدد ( 

)الأشخاص

)فترة الفئة(

3 
5 
15 
16 
10 
1 

||| 
||||
||||  ||||  ||||   
||||  ||||  |||| | 
||||  ||||     
| 

12.95 – 13.95 
13.9 5– 14.95 
14. 95– 15.95 
15. 95– 16.95 
16. 95– 17.95 
17. 95– 18.95 
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:جدول التكراري لمستوى الهيموجلوبين. ٢

   التكرار  مستوى الهيموجلوبين

( )f

)عدد الأشخاص (

)فترة الفئة(

3 
5 

15 
16 
10 
1 

12.95 – 13.95 
13.9 5– 14.95 
14. 95– 15.95 
15. 95– 16.95 
16. 95– 17.95 
17. 95– 18.95 

n = 50 المجموع

  :التكراري المئويالجدول  والتكراري النسبيالجدول ) ٣-١-٢(

  : كما يلي للفترةنعرف التكرار النسبي والتكرار المئوي

  عدد البيانات ÷  الفترةتكرار=    للفترةالتكرار النسبي
تامجموع التكرار ÷  الفترةتكرار=            

التكرار النسبي =    للفترةالتكرار المئوي  %١٠٠   ×

  :مثال

:كما يلي) ٢-٢( في مثال التكراري المئوي والجدول التكراري النسبيالجدول نوجد 

  =التكرار المئوي  =التكرار النسبي  التكرار  مستوى الهيموجلوبين
(f) f /n (f /n) * 100% )فترة الفئة(

  6% 
10% 
30% 
32% 
20% 
  2% 

3/50=    0.06 
5/50=    0.10 
15/50=  0.30 
16/50=  0.32 
10/50=  0.20 
1/50=    0.02 

3 
5 

15 
16 
10 
1 

12.95 – 13.95 
13.9 5– 14.95 
14. 95– 15.95 
15. 95– 16.95 
16. 95– 17.95 
17. 95– 18.95 

100% 1.00 n = 50 المجموع

  :طول الفترة ومركز الفترة) ٤-١-٢(

  :نعرف مركز الفترة وطول الفترة كما يلي

:أي أن  . منتصف الفترة= فترة مركز ال    

الحد الأدنى+ الحد الأعلى    =مركز الفترة   
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    2  

 
للفترةالفرق بين الحد الأعلى والحد الأدنى =     (L)   طول الفترة  

  الحد الأعلى للفترة مطروحا منه الحد الأدنى للفترة= 

  :مثال

:)٢-٢ (يموجلوبين في مثالفيما يلي التوزيع التكراري متضمنا مراكز الفترات لمستوى اله

  التكرار  مركز الفترة  مستوى الهيموجلوبين
(m) (f) )فترة الفئة(

3 
5 

15 
16 
10 
1 

13.45 
14.45 
15.45 
16.45 
17.45 
18.45 

12.95 – 13.95 
13.9 5– 14.95 
14. 95– 15.95 
15. 95– 16.95 
16. 95– 17.95 
17. 95– 18.95 

  :التكراري هوجدول طول الفترة لهذا ال
L = 13.95 − 12.95 = 1.00 

  :اتملاحظ

 •  طول الفترة+ مركز الفترة السابقة = مركز الفترة 

 ـ. الواقعة في كل فترة يكون معروفا للتوزيع التكراري       ) التكرار(إن عدد البيانات     • ا رونظ

لأن البيانات الأصلية في كل فترة غير معروفة فإن مركز الفترة يستخدم كقيمة تقريبيـة               

أي أن مركز الفترة يعتبر قيمة مثالية أو نموذجيـة          . نات الواقعة في تلك الفترة    لجميع البيا 

  .لجميع البيانات الواقعة في تلك الفترة

  : الصاعد التكراري المتجمعجدولال) ٥-١-٢(

  :للفترة كما يليالصاعد نعرف التكرار المتجمع 

 •  تساوي الحد الأعلىعدد البيانات التي تقل عن أو=    للفترة  الصاعدالتكرار المتجمع

  للفترة   

  . الفترات السابقة لهااتمجموع تكرار+ تكرار الفترة = 

متها أصغر مـن أو     يلإيجاد عدد البيانات التي تكون ق      المتجمع الصاعد    يستخدم الجدول التكراري  

متها محـصورة بـين قيمتـين       يكما يستخدم لإيجاد عدد البيانات التي تكون ق       . يساوي قيمة معينة  

  .ينمعينت
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  :مثال

  ):٢-٢(على سبيل المثال في مثال 
     = 0 لهم يقل عن أو يساوي الهيموجلوبينعدد الأشخاص الذين مستوى  12.95

     = 3 لهم يقل عن أو يساوي الهيموجلوبينعدد الأشخاص الذين مستوى  13.95

     =  = 8 لهم يقل عن أو يساوي الهيموجلوبينعدد الأشخاص الذين مستوى  3+5 14.95

      =  = 23 لهم يقل عن أو يساوي الهيموجلوبينلأشخاص الذين مستوى عدد ا 3+5+15 15.95

      =  = 39 لهم يقل عن أو يساوي الهيموجلوبينعدد الأشخاص الذين مستوى  3+5+15+16 16.95

      =  = 49 لهم يقل عن أو يساوي الهيموجلوبينعدد الأشخاص الذين مستوى  3+5+15+16+10 17.95

      = = 50 لهم يقل عن أو يساويالهيموجلوبينذين مستوى عدد الأشخاص ال 3+5+15+16+10+1 18.95

 كمـا    الـصاعد   التكراري المتجمع  جدولالإذا وضعنا هذه المعلومات في جدول فإننا نحصل على          

:يلي

مستوى الهيموجلوبين الصاعدالتكرار المتجمع
 12.95أقل من 0

 5 13.9أقل من 3

 95 .14أقل من 8

 95 .15 منأقل 23

 95 .16أقل من 39

 95 .17أقل من 49

50 = n 18.95 أقل من

  :من هذا الجدول نستطيع استخراج كثير من المعلومات، فعلى سبيل المثال

39  لهم يقل عـن أو يـساوي       الهيموجلوبينعدد الأشخاص الذين مستوى      هـو     .١ 16.95 

  .شخصا

وح بين    يترا  لهم الهيموجلوبينعدد الأشخاص الذين مستوى      و    هـو     ٢. 31 16.95 14.95 

 31 = 8 − 39. : شخصا حيث يحسب كما يلي
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  :التكراريةللجداول ياني العرض الب)  ٢-٢(

لجدول التكـراري   ا و  التكراري جدوللبياني لل مثيل أو العرض ا   تفي هذه الفقرة سوف نستعرض ال     

  . المتجمع الصاعد

  :تمثيل الجدول التكراري بيانياعرض و) ١-٢-٢(

 التكراري المئوي بيانيـا     جدول التكراري النسبي أو ال    جدول التكراري أو ال   لجدولوتمثل ا لعرض  

  :فإننا نستخدم الرسوم التالية

   :المدرج التكراري

محور الأفقـي يمثـل     ال. وهو عبارة عن رسم بياني مكون من محورين       

يـتم رسـم المـدرج      .  للمتغير والمحور العمودي يمثل التكرار     الفترات

برسم مستطيلات متلاصقة قواعـدها عبـارة عـن الفتـرات           التكراري  

  .وارتفاعاتها عبارة عن التكرارات المقابلة

   :المضلع التكراري

المحور الأفقـي يمثـل     . وهو عبارة عن رسم بياني مكون من محورين       

يـتم رسـم المـضلع      . مراكز الفترات والمحور العمودي يمثل التكـرار      

ارتفاع النقطـة عـن مركـز       . ةالتكراري برسم نقاط فوق كل مركز فتر      

وبعد رسم جميع النقاط يتم توصـيلها       . الفترة عبارة عن تكرار تلك الفترة     

بخطوط مستقيمة ومن ثم غلق المضلع التكراري لكي تكـون المـساحة            

تحت المنحنى التكراري مساوية لمساحات المـستطيلات فـي المـدرج           

  .التكراري
 

  : بيانياتجمع الصاعد المتمثيل الجدول التكراريعرض و) ٢-٢-٢(

  : فإننا نستخدم الرسم التالي الصاعد بيانيالعرض وتمثل التوزيع التكراري المتجمع

  :  الصاعدالمضلع التكراري المتجمع

 محور الأفقي يمثل الفترات   ال. وهو عبارة عن رسم بياني مكون من محورين       

ع التكراري  يتم رسم المضل  .  الصاعد والمحور العمودي يمثل التكرار المتجمع    

لفترة عبـارة   اارتفاع النقطة عن حد     . حدود الفترات  فوق   اطبرسم نق المتجمع  

وبعد رسم جميـع النقـاط يـتم        .  الصاعد عند ذلك الحد    عن التكرار المتجمع  

  .توصيلها بخطوط مستقيمة
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  :مثال

ن لمستوى الهيموجلوبين لخمـسي   الصاعد  التكراري المتجمع   الجدول  تكراري و الجدول ال فيما يلي   

  . )٢-٢( في مثال شخصا

.المضلع التكراري  وباستخدام المدرج التكراريبيانيا  تكراريمثل الجدول ال. ١

  . المتجمع الصاعد بيانيا باستخدام المضلع التكراري المتجمع الصاعدتكراريمثل الجدول ال. ٢

.بيانياالصاعد التكراري المتجمع الجدول تكراري والجدول الالمطلوب هو تمثيل 

مستوى الهيموجلوبين      مركز  مستوى   المتجمع التكرار

الفترة التكرار الهيموجلوبينالصاعد
 12.95أقل من 0

 5 13.9أقل من 3

 95 .14أقل من 8

 95 .15أقل من 23

 95 .16أقل من 39

 95 .17أقل من 49

50  18.95 

 3 
5 
15 
16 
10 
1 

13.45 
14.45 
15.45 
16.45 
17.45 
18.45 

12.95 – 13.95 
13.95– 14.95 
14. 95– 15.95 
15. 95– 16.95 
16. 95– 17.95 
17. 95– 18.95 

أقل من

  :الحل

:المضلع التكراري  بيانيا باستخدام المدرج التكراري وتكراريتمثيل الجدول ال) ١(

  
المدرج التكراري
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المضلع التكراري

  

: المتجمع الصاعد بيانيا باستخدام المضلع التكراري المتجمع الصاعدكراريتتمثيل الجدول ال) ٢(

  
المدرج التكراري والمضلع التكراري معا
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 الصاعدالمضلع التكراري المتجمع

  
عـدد الأشـخاص الـذين مـستوى        نجـد أن      الصاعد المضلع التكراري المتجمع  من   

. شخصا  لهم يقل عن أو يساويالهيموجلوبين 44  هو  17.5

يقل عن أو يساوي )  شخصا  . 16(مستوى هيموجلوبين نصف الأشخاص  25  
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  )مقاييس الموضع (مقاييس النزعة المركزية. ٣
)Location Measures( Measures of Central Tendency  

  

  

  :مقدمة) ١-٣(

مقاييس النزعة المركزية هي مقاييس عددية تستخدم لقيـاس موضـع تركـز أو تجمـع                

 هذه القـيم    .إذ أن بيانات أي ظاهر تنزع في الغالب إلى التركز والتجمع حول قيم معينة             . البيانات

 لتلخـيص البيانـات     المركزية تستخدم ومقاييس النزعة   . هي ما يسمى بمقاييس النزعة المركزية     

كما أن هذه المقاييس تستخدم لوصف مجموعة       . عدديا إذ أنها تعتبر قيم نموذجية أو مثالية للبيانات        

الوسـط  :  نـذكر  ومن أهم هـذه المقـاييس     . البيانات وكذلك لمقارنة مجموعات البيانات المختلفة     

  .الوسيط، والمنوال، )أو المرجح( الوسط الموزون ،)أو المتوسط(الحسابي 

  :تعريف رمز التجميع

:  فإن مجموع هذه البيانات هو x1, x2, …, xnإذا كان عدد البيانات هو  وكانت البيانات هي   n

n21

n

1 i
i xx x x +++=∑

=
L  

  :تمتع التجميع بالخواص التاليةيو

• ∑∑∑
===

+=+
n

1i
i

n

1  i
i

n

1  i
ii yx  )y(x  

•  ∑∑
==

=
n

1  i
i

n

1  i
i xc  xc

•  cn   c
n

1  i
=∑

=

  

 Mean(Arithmetic Mean (): المتوسط(الوسط الحسابي ) ٢-٣(  

يعتبر المتوسط من أهم وأفضل مقاييس النزعة المركزية ومن أكثرها شيوعا واسـتخداما             

 ولإيجاد المتوسط   .يدةفي التحليل الإحصائي وذلك لما يتمتع به من خصائص وصفات إحصائية ج           

والبيانات المبوبة  ) غير مبوبة في جدول تكراري    (للبيانات فإننا لابد أن نفرق بين البيانات المفردة         

  ).الملخصة في جدول تكراري(
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 المتوسط: أولاً  ):مبوبةالغير (لبيانات المفردة ل

هـي    وكانت قيم أو مشاهدات  العينة  x1, x2, …, xnهو ) حجم العينة(عدد البيانات إذا كان  n  

x  :يعرف بالصيغة التالية ويرمز له بالرمز ) الوسط الحسابي(متوسط الفإن 

  

مجموع البيانات   =الوسط الحسابي   

عدد البيانات      
 

n
  x   x x  x n21 +++

=
L  

n

 x
      

n

1  i
i∑

==  

 
  :)١-٣ (مثال

) كيلوجرامبـال (التالية والتي هي عبارة عـن أوزان        شاهدات  للم )الوسط الحسابي  (أوجد المتوسط 

50  ,55  ,35  ,45  ,40  ,30  ,25   :    مجموعة مكونة من سبعة أشخاص

  :الحل
x1=25,  x2=30,  x3=40,  x4=45,  x5=35,  x6=55,  x7=50 
n = 7 

  :متوسط هوال

n

 x
  x    

n

1  i
i∑

== =
7

  x   x x 721 +++ L  

40
7

280
7

50553545403025
==

++++++
= )كيلوجراما(  

 المتوسط: ثانياً  :مبوبةاللبيانات ل

  :ينبغي علينا ملاحظة ما يلي في حالة البيانات الملخصة في توزيع تكراري مبوب

   .البيانات الأصلية غير معروفة
   .معروف) تكرار الفترة(عدد البيانات في كل فترة 

   .في الفترةيستخدم مركز الفترة كقيمة تقريبية لجميع البيانات 
n إذا كان لدينا بيانات عددها  :هذه البيانات ملخصة في جدول تكراري بحيث أن وكانت 

k   عدد الفترات هو • 
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x1, x2, …, xk مراكز الفترات هي      • 

f1, f2, …, fkتكرارات الفترات هي      • 

  :البيانات قد تم تلخيصها في التوزيع التكراري المبوب التاليأي أن 

  

  التكرار  لفترةمركز ا
x f 

الفترة

f1x1  1الفترة رقم  
f2x2  2الفترة رقم  
: 
: 

: 
: 

: 
: 

fkxk  الفترة رقمk  
∑= fn المجموع  

  :لحساب المتوسط بالطريقة الحسابية فإنه يلزمنا فقط معرفة ما يلي

∑=عدد البيانات = حجم العينة      =  n  f

∑= انات مجموع البي     fx

  : التاليةة بشكل تقريبي بالصيغبهوزيع التكراري المبوب يمكن حسالذلك فإن المتوسط للت

  

=
∑
∑=

f
xfx

n
∑ xf  = 

k21

kk2211
fff

 f x f xfx 
+++
+++

=
L

L  

 
: إيجاد المتوسط باستخدام الجدول التاليةويكمن تلخيص عملي
 

x f 
  رالتكرا  مركز الفترة

x f 
الفترة

x1 f1f1x1  1الفترة رقم  
x2 f2f2x2  2الفترة رقم  

: 
: 

: 
: 

: 
: 

: 
: 

xk fkfkxk  الفترة رقمk  

∑ fx  ∑ f = n  المجموع
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  :)٢-٣ (مثال

مسين شخصا تم تلخيص مستوى      أوجد المتوسط لمستوى الهيموجلوبين في الدم لعينة مكونة من خ          

  ).٢-٢(كما في مثال الهيموجلوبين لهم 

:الحل
 

xf 
  التكرار  مركز الفترة

x f 
مستوى الهيموجلوبين

40.35 
72.25 

231.75 
263.20 
174.50 

18.45 

3 
5 
15 
16 
10 
1 

13.45 
14.45 
15.45 
16.45 
17.45 
18.45 

12.95 – 13.95 
13.9 5– 14.95 
14. 95– 15.95 
15. 95– 16.95 
16. 95– 17.95 
17. 95– 18.95 

∑ fx = 800.5 n = ∑f المجموع  50 =

  :هو) الوسط الحسابي (المتوسط

01.16
50

5.800
f
fxx ===

∑
∑  

  ):المتوسط(بعض خصائص الوسط الحسابي 

:أي أن.   يساوي الصفر .١  xالمجموع الجبري لانحرافات القيم عن الوسط الحسابي 

0)x(x...)x(x)x(x)x(x n21

n

1i
i =−++−+−=−∑

=
 

    

انحراف القيمة  =  عن وسطها الحسابي   . xi :ملاحظة )x(xi −x

  

٢. :   يليايخضع للعمليات الجبرية بسهولة كم) المتوسط (الوسط الحسابي

)المتوسط(الوسط الحسابي المشاهدات
x1, x2, …, xnx  

x1±b , x2±b , …, xn±b  b)(x ±  = x ± b 

ax1 , ax2 , …, axn ax  = a x  
ax1±b , ax2±b , …, axn±b  b)(ax ±  = a x  ±b 

 



  عبداالله الشيحة. ب شعبة دمذكرة لطلا    )١(مبادئ الإحصاء والاحتمالات :  إحص١٠١

 

  -  ١٩  -    

:مثال   • 

المشاهدات )المتوسط(لوسط الحسابي ا  
: x 2, 6, 4, 3, 5 x  = 4 

: x+5 7, 11, 9, 8, 10 x  + 5 = 9 
:3x 6, 18, 12, 9, 15 3 x  = 12 

: 3x +5 11, 23, 17, 14, 20 3 x  + 5 = 17 
 • :مثال

15الوسط الحسابي للمشاهدات إذا كان  هو   فإن الوسط الحسابي للمشاهدات  x1, x2, …, xn

2
10x..., n −,

2
10x,

2
10x 21 −−

 هو 
2
10x

2
10515.2 − −.  = =

  

 n1إذا كان لدينا مجموعتان من البيانات بحيث أن عدد بيانات المجموعـة الأولـى هـو                  .٣

n2مجموعة الثانية هو   وكان عدد بيانات ال      ومتوسطها هو    ومتوسطها هو    1x2x   فـإن 

 :متوسط المجموعة الكلية المكونة من دمج هاتين المجموعتين يمكن حسابه بالصيغة التالية

21

2211
nn

xnxnX
+
+

=    متوسط المجموعة الكلية 

 
 • :مثال

 10جموعـة الأولـى هـو       إذا كان لدينا مجموعتان من البيانات بحيث أن عدد بيانـات الم           

2 وكان عدد بيانات المجموعة الثانية هو         ومتوسطها هو    ومتوسطها هو    20  فإن متوسـط    5

  :المجموعة الكلية المكونة من دمج هاتين المجموعتين هو

21

2211
nn

xnxnX
+
+

= = 3
30
90

2001
202501

==
+

×+×  

  

  ):المتوسط(لوسط الحسابي مميزات وعيوب ابعض 

إن المتوسط يعتبر من أفضل مقاييس النزعة المركزية ومـن أكثرهـا             :مميزات المتوسط  

  :ومن مميزات المتوسط نذكر ما يلي. شيوعا وذلك لما يتمتع به من صفات جيدة

  . ويخضع للعمليات الجبرية بسهولةالمتوسط سهل التعريف والحساب .١

  .المتوسط وحيد لمجموعة البيانات الواحدة .٢

  .ع البياناتيأخذ المتوسط في الاعتبار جمي .٣
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بالرغم من أن المتوسط يعتبر من أفضل مقاييس النزعة المركزية إلا أن             :عيوب المتوسط  

  :له بعض العيوب نذكر منها ما يلي

  .يتأثر المتوسط بالقيم الشاذة أو المتطرفة .١

إذ يمكن حـسابه للبيانـات      ) النوعية(المتوسط غير معرف للبيانات الوصفية       .٢

  .الكمية فقط

  :ةملاحظ

 فإذا كانت وحدة البيانات هي الكيلـوجرام فـإن          .المتوسط هي نفس وحدة البيانات الأصلية     وحدة  

  . هي الكيلوجراموحدة المتوسط

  

Mean  Weighted): وزونالم (المرجحالوسط ) ٣-٣(  

w1, w2, …, wnفي بعض الأحيان تكون المشاهدات   مقرونة بالأوزان  x1, x2, …, xn  علـى 

  : كما يليح نعرف الوسط المرج وفي هذه الحالة.التوالي
 

=
∑
∑=

w
x wx w  = 

n21

nn2211
www

 w x w xwx 
+++
+++

=
L

L  

  ):٣-٣(مثال 

  :أوجد الوسط المرجح لدرجات الطلاب باعتبار أن الوزن هو عدد الساعات للمقرر فيما يلي

المقرر  عدد الساعات  الدرجة
(x) (w) 

إحص 40 2
فيز 65 4
ريض 70 3

:الحل
 wx w x 

80 
260 
210 

2 
4 
3 

40 
65 
70 

=
∑
∑=

w
x wx w  

11.61
9

550
== x w∑)درجة(      =550∑w  

= 9 
 

  :اتملاحظ

 



  عبداالله الشيحة. ب شعبة دمذكرة لطلا    )١(مبادئ الإحصاء والاحتمالات :  إحص١٠١

 

  -  ٢١  -    

 والمعدل الفصلي للطالب في جامعة الملك سعود هما وسطان مرجحـان            يالمعدل التراكم  .١

  .ت هي الأوزانللنقاط باعتبار أن أعداد الساعا

.)ساوية للواحدأو م(تساوية  هو وسط مرجح جميع أوزانه م .٢ x الوسط الحسابي 

الوسط الحسابي للبيانات المبوبة هو وسط مرجح لمراكز الفتـرات باعتبـار أن تكـرار                .٣

  .الأوزانالفترات هي 

  

Median: الوسيط) ٤-٣(  

ويعرف الوسيط لمجموعة من البيانات على      . ة المشهورة الوسيط هو أحد مقاييس النزعة المركزي     

تقسم أي أنه تلك القيمة التي      ) أو تنازليا ( تتوسط البيانات عند ترتيبها تصاعديا       أنه تلك القيمة التي   

البيانات في الجزء الأول تقل عـن أو تـساوى           فتكون   البيانات بعد ترتيبها إلى جزأين متساويين     

 من البيانات تساوي    %50أي أن   . زء الثاني تزيد عن أو تساوى الوسيط      الوسيط والبيانات في الج   

يرمـز للوسـيط بـالرمز      .  من البيانات تساوي أو تزيد عن الوسيط        أو تقل عن الوسيط و     50%

.  (Med)

  

  
  

  ):غير مبوبة( الوسيط للبيانات المفردة :أولاً

nإذا كانت قيم العينة هي    وحجم العينة هو   :إن الوسيط يعرف كما يلي ف x1, x2, …, xn

nإذا كان حجم العينة : أولاً   : عددا فرديا  

في منتصف البيانات بعد ترتيبها وهي القيمة المرتبـة ذات          التي  القيمة  = الوسيط  

 الترتيب
2

1n +. 
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  -  ٢٢  -    

X(n)… 
)

2
1n(

X +  … X(2)X(1)البيانات مرتبة

n. … 
2

1n+ الترتيب 1 2 … 

= القيمة في المنتصف       الوسيط = 
)

2
1n(

X +

nإذا كان حجم العينة : ثانيا  : عددا زوجيا  

متوسط القيمتين في منتصف البيانات بعـد ترتيبهـا وهمـا القيمتـان             = الوسيط  

المرتبتان ذاتا الترتيب 
2
n  و  

2
n
+. 1

X(n)… 
)1

2
n(

X
+

 
)

2
n(

X  … X(2)X(1)البيانات مرتبة

n. … 1
2
n
+  

2
n الترتيب 1 2 … 

ــا     و ــصف هم ــي المنت ــان ف :القيمت
)1

2
n(

X
+ )

2
n(

X   ــإن ــذلك ف ــيط  ل = الوس

2

XX
)1

2
n()

2
n( +

+

  

  :)٤-٣ (مثال

. 8.3 ,5.4 ,2.5 ,2.5 ,7.1: التالية) بالكيلوجرام(أوجد الوسيط لمجموعة الأوزان 

  :الحل

في المنتصف بعد ترتيب البيانات وهي القيمة       التي   عدد فردي فإن الوسيط هو القيمة        n=5بما أن   

3 ذات الترتيب
2

15
2

1n
=

+ +. =

البيانات مرتبة 2.5 2.5 5.4 7.1 8.3
الترتيب 1 2 3 4 5

= الوسيط :   لذلك فإن  ا كيلوجرام 5.4الوسيط هو القيمة ذات الترتيب  3

  :)٥-٣ (مثال

8.3 ,9.2 ,5.4 ,2.5 ,2.5 ,7.1: التالية) بالكيلوجرام(أوجد الوسيط لمجموعة الأوزان   .

  :الحل
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  -  ٢٣  -    

في المنتصف بعد ترتيب البيانات       اللتين  عدد زوجي فإن الوسيط هو متوسط القيمتين       n=6بما أن   

3 وهما القيمتان ذاتا الترتيب
2
6

2
n

41   و   ==
2
n

=+.

البيانات مرتبة 2.5 2.5 5.4 7.1 8.3 9.2
الترتيب 1 2 3 4 5 6

= الوسـيط    : ولـذلك فـإن    7.1 و   5.4القيمتان فـي المنتـصف همـا        
2

1.74.5 +   =6.25   

     .اكيلوجرام

  :المبوبةللبيانات الوسيط  :ثانيـا

 طريقة حسابية وطريقة    : هما تينتكراري بطرق للبيانات الملخصة في جدول     يمكن حساب الوسيط    

يستخدم الجدول التكراري المتجمع الصاعد لإيجاد الوسيط حسابيا بينما يستخدم المـضلع            و. بيانية

  :وفي حالة البيانات المبوبة فإننا نعرف ما يلي. الوسيط بيانياالتكراري المتجمع الصاعد لإيجاد 

= الوسيط ) أو ترتيب(رتبة  •
2
nا أما زوجيكان عدد البيانا  (  ). فردي تسواء n

 • الفترة التي يقع فيها الوسيط = الفترة الوسيطية 

2
nعن  الصاعدأول فترة يزيد تكرارها المتجمع=    أو يساويه 

  :إيجاد الوسيط حسابيـا) أ(

  : نقوم بالخطوات التاليةلإيجاد الوسيط حسابيا

 نكون الجدول التكراري المتجمع الصاعد .١

= الوسيط ) أو ترتيب(نحدد رتبة  .٢
2
n ) التكرار المتجمع الوسيطي( 

: المتجمع الصاعد لتحديد ما يليبعد تحديد رتبة الوسيط نستخدم الجدول التكراري ٣.  

A = بداية الفترة الوسيطية =   طول الفترة    L

F12 للتكرار المتجمع الصاعد الوسيطي  السابقالتكرار المتجمع الصاعد  = 
n  

F22
n   =  للتكرار المتجمع الصاعد الوسيطي  لاحقالالتكرار المتجمع الصاعد 

: وجد الوسيط بالعلاقة التاليةن ٤.  
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  -  ٢٤  -    

L
FF

F
2
n

 A   Med
12

1
×

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
+=  = L

FF
F)( A  

12

1 ×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+

الوسيطرتبة  

  

  :)٦-٣ (مثال

لمستوى الهيموجلوبين في الدم لعينة مكونة من خمـسين شخـصا تـم               حسابيا  الوسيط  قيمة أوجد

  ).٢-٢(كما في مثال تلخيص مستوى الهيموجلوبين لهم 

:الحل

وى الهيموجلوبينمستالصاعد المتجمع التكرار  
 12.95أقل من 0 

 5 13.9أقل من 3 

 95 .14أقل من 8 

23  =  F195 .15أقل من = A
 
2
n  = 25 

39  =  F295 .16أقل من 

 95 .17أقل من 49 

 50  18.95 

25
2

50
2
n

==  

:الفترة الوسيطية هي  
15.95 − 16.95 
 
 
                      Med ⇒ 
A=15.95 
L=16.95−15.95=1.0 
F1 = 23 
F2 = 39 أقل من

L
FF

F
2
n

 A   Med
12

1
×

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
+=  

16.0751.1250  15.95         

 1.0
16
2  15.951.0

3293
3252  15.95  Med

=×+=

×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=
 

يقـل مـستوى    ) نـصف الأشـخاص    ( من الأشـخاص   %50في هذا المثال نستطيع القول بأن       

Med=16.075  .الهيموجلوبين لهم عن 

  

  :إيجاد الوسيط بيانيـا) ب(

  : نقوم بالخطوات التاليةجاد الوسيط بيانيالإي
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  -  ٢٥  -    

 .١  نرسم المضلع التكراري المتجمع الصاعد

2
n  )اا أو زوجيكان عدد البيانات فردي سواء( = الوسيط ) أو ترتيب(نحدد رتبة  ٢.  

نحدد موقع رتبة الوسـيط       الصاعد   في المضلع التكراري المتجمع     ٣. 
2
n     علـى المحـور

ومن ذلك الموقع نرسم خطًا أفقيا يلتقي مع المضلع فـي      ) محور التكرار المتجمع  (الرأسي  

فـي  ) المحور الأفقـي  ( نرسم عمودا يتقاطع مع محور الفترات        الالتقاءوعند نقطة    .نقطة

  .والشكل التالي يبين طريقة حساب الوسيط. هذه النقطة هي قيمة الوسيط التقريبية. نقطة

  

 
  

  :)٧-٣ (مثال

لمستوى الهيموجلوبين في الدم لعينة مكونة من خمسين شخصا تم تلخيص       بيانيا    الوسيط  قيمة أوجد

  ).٢-٢(كما في مثال مستوى الهيموجلوبين لهم 

:الحل

كما مر معنا سابقًا ثم نطبق طريقـة حـساب الوسـيط            الصاعد  نرسم المضلع التكراري المتجمع     

25=  الوسيط   رتبةمع ملاحظة أن    . بيانيا
2

50
2
n

باستخدام الشكل أدنـاه نجـد أن القيمـة         .  ==

  :التقريبية للوسيط هي

 



  عبداالله الشيحة. ب شعبة دمذكرة لطلا    )١(مبادئ الإحصاء والاحتمالات :  إحص١٠١

 

  -  ٢٦  -    

. 16.1= الوسيط 

 
  

  :مميزات وعيوب الوسيطبعض 

إن الوسيط يعتبر من مقاييس النزعة المركزية الشائعة وذلك لما يتمتع به             :مميزات الوسيط  

  :يط نذكر ما يليومن مميزات الوس. من بعض الصفات الجيدة

 .١  .الوسيط سهل التعريف والحساب
  .الوسيط وحيد لمجموعة البيانات الواحدة .٢

  .الوسيط أقل تأثرا من المتوسط بالقيم الشاذة أو المتطرفة .٣

بالرغم من أن الوسيط يعتبر من مقاييس النزعة المركزية الجيدة إلا أن له              :عيوب الوسيط  

  :بعض العيوب نذكر منها ما يلي

 القيم التـي     الوسيط في الاعتبار جميع البيانات إذا أنه يعتمد فقط على          لا يأخذ  .١

  .ترتيب البيانات بغض النظر عن قيمهافي المنتصف وعلى 

.)النوعية( حساب الوسيط للبيانات الوصفية  بشكل عاملا يمكن ٢.  

  :ةملاحظ

وحدة لوجرام فإن    فإذا كانت وحدة البيانات هي الكي      . هي نفس وحدة البيانات الأصلية     الوسيطوحدة  

  .هي الكيلوجرام الوسيط
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  -  ٢٧  -    

Mode: المنوال) ٥-٣(  :

 ةالوصـفي المنوال هو أحد مقاييس النزعة المركزية شائعة الاستخدام ولاسيما في حالة البيانـات              

 ويعرف المنوال لمجموعة من البيانات على أنه تلك القيمة التي تتكرر أكثر من غيرها             ). النوعية(

ومـن تعريـف    . (Mod)يرمز للمنوال بالرمز    . )إن وجدت (لتكرار الأكبر   أي أنها القيمة ذات ا    

  : لنا عدة أنواع من البياناتتتضحالمنوال 

 .١  .بيانات ليس لها منوال وتسمى عديمة المنوال
  .بيانات لها منوال واحد وتسمى وحيدة المنوال .٢

 .بيانات لها أكثر من منوال وتسمى متعددة المنوال .٣

  ):غير مبوبة(ت المفردة  المنوال للبيانا:أولاً

  

).إن وجدت(المشاهدة الأكثر تكرارا = المنوال 

  :مثال

الجدول أدناه يتضمن بيانات إحدى الدراسات التي طبقت على خمسة أشـخاص لقيـاس العمـر                

  .أوجد منوال للبيانات المختلفة. وفصيلة الدم) بالسم(والطول ) بالكيلوجرام(والوزن ) بالسنة(

  
رقم الشخص 5 4 3 2 1
العمر 35 30 25 20 25
الوزن 65 70 65 55 70

الطول 158 165 155 162 164
O A B A AB فصيلة الدم

   

:الحل

المنوال نوع البيانات بالنسبة للمنوالالبيانات
وحيدة المنوالالعمر 25

= المنوال الأول   65 الوزن

= المنوال الثاني   70

  متعددة المنوال

)ثنائية المنوال(

عديمة المنواللا يوجدالطول
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  -  ٢٨  -    

نوع البيانات بالنسبة للمنوالالمنوالالبيانات
A وحيدة المنوالفصيلة الدم

  : المنوال للبيانات المبوبة:اًثاني

وفـي  . التي يقع فيهـا منـوال     ذات التكرار الأكبر وهي الفترة      نعرف الفترة المنوالية بأنها الفترة      

د لا يوجـد فتـرة      الجدال التكراري قد يكون هناك فترة منوالية واحدة أو عدة فترات منوالية أو ق             

طريقة حسابية  : تين هما تكراري بطرق للبيانات الملخصة في جدول      منواليمكن حساب ال  و .منوالية

ويستخدم الجدول التكراري لإيجاد المنوال حسابيا بينما يستخدم المدرج التكراري          . وطريقة بيانية 

  .لإيجاد المنوال بيانيا

  : حسابيـامنوالإيجاد ال) أ(

:لية هي طريقة تقريبية لإيجاد المنوال حسابياالطريقة التا

مركز الفترة المنوالية= المنوال 

  :)٨-٣ (مثال

لمستوى الهيموجلوبين في الدم لعينة مكونة من خمـسين شخـصا تـم             منوال حسابيا    ال  قيمة أوجد

  ).٢-٢(كما في مثال تلخيص مستوى الهيموجلوبين لهم 

:الحل

الفترة مركز الهيموجلوبين مستوىالتكرار   

   16= أكبر تكرار 

16.95 − 15.95: والية هيالفترة المن  

  مركز الفترة المنوالية= المنوال 

16.45  

3 
5 
15 
16 
10 
1 

13.45 
14.45 
15.45 
16.45 
17.45 
18.45 

12.95 – 13.95 
13.95– 14.95 
14. 95– 15.95 
15. 95– 16.95 
16. 95– 17.95 
17. 95– 18.95  =        

  :يـابيان منوالاد الإيج) ب(

ففي المدرج التكراري نحدد الفترة المنواليـة       . نستخدم المدرج التكراري لحساب المنوال    

بعد تحديد الفترة المنوالية نحـدد الفتـرتين        ). المستطيل الأطول (وهي الفترة ذات التكرار الأكبر      

مة اليمنى لمـستطيل الفتـرة       الق  مستقيم يصل  خطنرسم  بعد ذلك   . السابقة واللاحقة للفترة المنوالية   

صل القمة اليـسرى لمـستطيل   نرسم خط مستقيم يالمنوالية بالقمة اليمنى لمستطيل الفترة السابقة و      

وعند نقطة تقاطع الخطين نرسـم عمـود        . الفترة المنوالية بالقمة اليسرى لمستطيل الفترة اللاحقة      
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  :)٩-٣ (مثال

لمستوى الهيموجلوبين في الدم لعينة مكونة من خمسين شخصا تم تلخيص       منوال بيانيا    ال  قيمة أوجد

  ).٢-٢(كما في مثال مستوى الهيموجلوبين لهم 

  :الحل

باستخدام الشكل  . ابقًا ثم نطبق طريقة حساب المنوال بيانيا      نرسم المدرج التكراري كما مر معنا س      

16.1  .= المنوال   :أدناه نجد أن القيمة التقريبية للمنوال هي
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  :مميزات وعيوب المنوالبعض 

يعتبر المنوال من مقاييس النزعة المركزية الشائعة ومن مميزاته نـذكر            :مميزات المنوال  

  :ما يلي

  .والحسابالمنوال سهل التعريف  .١

 .٢  .المنوال أقل تأثرا من المتوسط بالقيم الشاذة أو المتطرفة
  ).النوعية(يمكن حساب المنوال للبيانات الكمية والوصفية  .٣

بالرغم من أن المنوال يعتبر من مقاييس النزعة المركزية الـشائعة إلا أن              :عيوب المنوال  

  :له بعض العيوب نذكر منها ما يلي

عتبار جميع البيانات إذا أنه يعتمد فقط علـى البيانـات         لا يأخذ المنوال في الا     .١

  .ذات التكرار الأكثر

  .قد لا يوجد منوال لمجموعة من البيانات أو قد يكون هناك أكثر من منوال .٢

  :ملاحظة

وحدة  فإذا كانت وحدة البيانات هي الكيلوجرام فإن         .وحدة المنوال هي نفس وحدة البيانات الأصلية      

  . ام هي الكيلوجرالمنوال

  

  :الربيعات والعشيرات والمئينات) ٦-٣(

  .رأينا سابقًا أن الوسيط هو القيمة التي تجزئ البيانات بعد ترتيبها إلى جزأين متساويين
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    ½ n   50%      ½ n   50% 
-------------------------|----------------------------- 
   Med 

  :لى أربعة أجزاء متساويةوالآن لو جزأنا البيانات بعد ترتيبها إ 

  
     ¼ n =25%        ¼ n=25%           ¼ n=25%      ¼ n= 25% 
                      -----------------|--------------------|--------------------|---------------- 

    Q1                     Q2                    Q3  
  :يفإن نقاط التقسيم ه

Q1 =  القيمة التي يسبقها = الربيع الأول
4
1

%25 البيانات أو  = رتبتهاكون ت من البيانات و
4
n

  

Q2 =  القيمة التي يسبقها = الربيع الثاني
4
2

= وتكون رتبتها  من البيانات  %50 البيانات أو 
4

2n
  

Q3 = القيمة التي يسبقها = ثالث الربيع ال
4
3

= وتكون رتبتها  من البيانات  %75البيانات أو   
4

3n
  

  

  :أما إذا جزأنا البيانات بعد ترتيبها إلى عشرة أجزاء متساوية
  

10
n        

10
n           

10
n        

10
n        

10
n            

10
n           

10
n            

10
n            

10
n        

10
n  

------|---------|---------|---------|---------|----------|----------|----------|---------|----- 
       D1       D2       D3       D4            D5               D6               D7              D8           D9

  :فإن نقاط التقسيم هي

D1  =القيمة التي يسبقها =  الأول العشير
10
1

=  من البيانات ويكون ترتيبها  %10يانات أو   الب
10
n

  

D2 = القيمة التي يسبقها =  الثاني العشير
10
2

=  من البيانات ويكون ترتيبها  %20  البيانات أو 
10
2n

  

D310
3n

القيمة التي يسبقها = الثالث العشير  =   
10
3

=  من البيانات ويكون ترتيبها  %30  البيانات أو 

   حتى٠٠٠ وهكذا

D9 =  القيمة التي يسبقها = العشير التاسع
10
9

=  من البيانات ويكون ترتيبها  %90  البيانات أو 
10
9n

  

  

  :ي جزء متساومائةأما إذا جزأنا البيانات بعد ترتيبها إلى 
  

100
n     

100
n       

100
n                                                                           

100
n        

100
n  
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------|---------|---------|----------------------------------------------|---------|----- 
       P1       P2       P3                  . . .                               P98      P99

  :فإن نقاط التقسيم هي

P1=   القيمة التي يسبقها = الأول المئين
100

=  من البيانات ويكون ترتيبها 1
100

n   %1 البيانات أو 

P2 = القيمة التي يسبقها =  الثاني المئين
100

=  من البيانات ويكون ترتيبها 2
100
2n   %2 البيانات أو 

P3 = القيمة التي يسبقها =  الثالث المئين
100

=  من البيانات ويكون ترتيبها %3 البيانات أو 3
100
3n  

   حتى٠٠٠وهكذا 

P99= القيمة التي يسبقها= والتسعونالتاسع المئين
100
99n  

100
= من البيانات ويكون ترتيبها99 %99 البيانات أو

:ملاحظات

  Med = Q2   = D5   =  P50 ١.

  Q1 = P25 ,   Q3 = P75 ٢.

  D1 = P10  , D2 = P20  , D3 = P30  , …, D9 = P90 ٣.

  

الرمز  الرتبة.٤   (R)المقياس

  k Qk الربيع رقم 
4
nk   

k  Dkالعشير رقم   

10
nk   

  k  Pk المئين رقم 
100

nk   

  

  :إيجاد الربيعات والعشيرات والمئينات للبيانات المبوبة

 سواء كانت حسابية أم بيانيـة فهـي مـشابهه           ربيعات والعشيرات والمئينات  الإن طريقة حساب    

  .لطريقة حساب الوسيط

  :حسابيا إيجاد الربيعات والعشيرات والمئينات: أولاً

بعـد تحديـد رتبـة المقيـاس        . نستخدم الجدول التكراري المتجمع الصاعد لحساب هذه المقاييس       

  :المطلوب نستخدم الصيغة التالية
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المقياس=  L
FF
FR A  

12

1 ×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+

  :حيث أن

RR = رتبة المقياس

A  المقياسبداية فترة  = 

L  فترة المقياسطول  = 

R  F1 لرتبة المقياس السابقالتكرار المتجمع الصاعد  = 

R  F2 لرتبة المقياس لاحقالالتكرار المتجمع الصاعد  = 

  :مثال

 الدم لعينة مكونة من خمسين شخصا تـم         لمستوى الهيموجلوبين في  أوجد حسابيا المقاييس التالية     

  ):٢-٢(كما في مثال تلخيص مستوى الهيموجلوبين لهم 

  العشير الثاني  )  أ(

  .التسعينالتاسع والمئين ) ب(

:الحل

مستوى الهيموجلوبين الصاعدالمتجمع التكرار  
 12.95أقل من 0 

 5 13.9أقل من 3 

8 =  F195 .14أقل من= A  10
10
2nR ==  

23 = F295 .15أقل من  

 95 .16أقل من   39 

49=  F*
*A = 95 .17أقل من1

 5.49
100
99nR* ==  

50= F*
2  18.95 

 
 

 
 
 
D2 ⇒ 
 
 
 
P99 ⇒ 

أقل من

  :حساب العشير الثاني) أ(

R = 10
10

502
10
2n

=
×

=    

A= 14.95,   L = 1.00,   F1 = 8  ,  F2 = 23 

08.1500.1
832
801  14.95  L

FF
FR A   D

12

1
2 =×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=  
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%20في هذا المثال نستطيع القول بأن        من الأشخاص يقل مـستوى الهيموجلـوبين لهـم عـن            

(.   )  D2 = P20 D2=15.08

  :حساب المئين التاسع والتسعين) ب(

R = 5.49
100

5099
100
99n

=
×

=  

A* = 17.95,   L* = 1.00,   F*
1 = 49  ,  F*

2  = 50 

45.1800.1
9450
945.49  17.95  L

FF
FR  A  P *

1
*

2
*

1
**

*
99 =×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

+=  

%99القول بأن   في هذا المثال نستطيع      من الأشخاص يقل مـستوى الهيموجلـوبين لهـم عـن            

.   P99=18.45

  

ابيان إيجاد الربيعات والعشيرات والمئينات: اثانيي:  

 بيانيا مشابهه لطريقة حساب الوسيط إذ نستخدم        الربيعات والعشيرات والمئينات  إن طريقة حساب    

رتبة المناسبة للمقياس المطلوب بدلاً مـن       المضلع التكراري المتجمع الصاعد مع ملاحظة تحديد ال       

رتبة الوسيط
2
n.  

  :مثال

لمستوى الهيموجلوبين في الدم لعينة مكونة من خمسين شخـصا تـم            أوجد بيانيا المقاييس التالية     

  ):٢-٢(كما في مثال تلخيص مستوى الهيموجلوبين لهم 

  العشير الثاني) أ(

  .سعينالمئين التاسع والت) ب(

  :الحل

R = 10
10

502
10
2n

=
×

= رتبة العشير الثاني هي   .   

5.49 رتبة المئين التاسع والتسعين هي
100

5099
100
99n

=
× =RR.  =  

P99من الشكل أدناه، فإن القيم التقريبية للعشير الثاني          والمئين التاسع والتسعين      D2     همـا علـى 

  :التوالي
D2 = 15.08 
P99 = 18.45 
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  :ملاحظة

 نفس وحـدة البيانـات       المركزية وكذلك الربيعات والعشيرات والمئينات هي      مقاييس النزعة وحدة  

جميع مقـاييس النزعـة المركزيـة       وحدة   فإذا كانت وحدة البيانات هي الكيلوجرام فإن         .الأصلية

  .وكذلك الربيعات والعشيرات والمئينات هي الكيلوجرام
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  )الاختلاف(التشتت مقاييس . ٤
)Variation( DispersionMeasures of   

  

  :مقدمة) ١-٤(

لقد ذكرنا في الفصل السابق بعض مقاييس النزعة المركزية والتي تمثل مقاييس عدديـة              

وقد ذكرنا بـأن هـذه المقـاييس تـستخدم لمقارنـة            . تركز البيانات لظاهرة ما   مكان  لموضع أو   

 غير كافية لإيجاد مقارنـة      مقاييس النزعة المركزية  وفي الحقيقة فإن    . تلفةمجموعات البيانات المخ  

 فقد تكون هناك مجموعات من البيانات لها نفس مقـاييس         . مجموعات البيانات المختلفة   شاملة بين 

فمـثلاً المثـال   . ولكنها تختلف في بعض الصفات الأخـرى  ) لها نفس الموضع   (النزعة المركزية 

  .ولكنهما مختلفتان في طبيعة تشتتهماالمتوسط وعتين من البيانات لهما نفس التالي يبين لنا مجم

:مثال

المتوسط   البيانات المجموعة
الأولى -----------•--•--•--•--•----------------- 60 60 ,58 ,62 ,61 ,59
50, 60, 66, 54, 70 60 -----------•-----•-----•-----•------•--- 

                             60 
الثانية

بين القـيم   ) أو الاختلاف ( إلا أن التشتت      للمجموعتين 60بالرغم من أن المتوسط يساوي      

أقل ( فيما بينها    فمن الواضح أن بيانات المجموعة الأولى أكثر تقاربا       . في كل مجموعة غير متساو    

ت الحاجة لإيجاد مقـاييس تقـيس        لذلك دع  .من بيانات المجموعة الثانية   )  فيما بينها  تشتتًا وتباعدا 

هذه المقـاييس تـسمى مقـاييس       . البيانات فيما بينها  ) أو تفرق أو اختلاف أو تباعد     (طبيعة تشتت   

. التشتت أو الاختلاف

  
   التكراريان لتوزيعين لهما نفس مقاييسضلعانالم

النزعة المركزية ولكنهما مختلفين في التشتت
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والاخـتلاف  .  تستخدم لقياس اختلاف أو تشتت البيانات      مقاييس التشتت هي مقاييس عددية    

فتـشتت  . أو التشتت لمجموعة من البيانات هو مقدار تفرق أو تباعد أو انتشار البيانات فيما بينها              

وأمـا البيانـات    . البيانات يكون صغيرا إذا كانت البيانات متقاربة فيما بينها والعكـس بـالعكس            

ومقاييس التشتت تستخدم لوصف مجموعة البيانات وكذلك       . فيهاالمتساوية فلا اختلاف ولا تشتت      

لمقارنة مجموعات البيانات المختلفة إذ أن مقاييس النزعة المركزية لا تكفـي وحـدها لوصـف                

  : نذكرمقاييس التشتت أشهر ومن. لفةمجموعة البيانات أو مقارنة مجموعات البيانات المخت

  Range: المدى .١

  Semi-Inter-quartile Rangeنصف المدى الربيعي  .٢

 .٣  Variance: التباين
٤. Standard Deviation  الانحراف المعياري :

٥. Coefficient of Variation   التغيرأو (الاختلاف معامل( :

Range: المدى) ٢-٤(  

يعتبر المدى من أسهل مقاييس التشتت تعريفًا وحسابا ويعطينا فكرة سريعة عـن مـدى               

: بالصيغة التاليةوعة من البياناتويعرف المدى لمجم. تفرق البيانات
Range = Xmax − Xmin  

 
  :حيث أن

 Xmax   =للبيانات المبوبة(مركز الفترة العليا = ) مفردةللبيانات ال(  أكبر قيمة(  

Xmin  )للبيانات المبوبة( دنيامركز الفترة ال= ) للبيانات المفردة( ر قيمةصغ أ=   

  :)١-٤ (مثال

مجموعة مكونـة مـن     ) كيلوجرامبال(لية والتي هي عبارة عن أوزان       التاللمشاهدات   المدىأوجد  

50  ,55  ,35  ,45  ,40  ,30  ,25   :    سبعة أشخاص

  :الحل
Xmax = 55 
Xmin = 25 

     Range = Xmax − Xmin = 55 − 25 = 30)كيلوجراما(

  :)٢-٤ (مثال

 شخصا تم تلخيص مـستوى       لمستوى الهيموجلوبين في الدم لعينة مكونة من خمسين        دى أوجد الم  

  ).٢-٢(كما في مثال الهيموجلوبين لهم 
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:الحل

مركز 

  الفترة

  التكرار
f 

x 

مستوى 

الهيموجلوبين

 

Xmax = 18.45 = مركز الفترة العليا 

Xmin = 13.45 = مركز الفترة الدنيا 
Range = Xmax − Xmin  
            = 18.45 − 13.45 
            = 5.00 

3 
5 

15 
16 
10 
1 

13.45
14.45 
15.45 
16.45 
17.45 
18.45

12.95 – 13.95 
13.9 5– 14.95 
14. 95– 15.95 
15. 95– 16.95 
16. 95– 17.95 
17. 95– 18.95 

  :مميزات وعيوب المدىبعض 

  سهل التعريف والحساب :المدىمميزات 

    :دىعيوب الم

  . بالقيم الشاذة أو المتطرفةدىيتأثر الم .١

 .٢  .تبار جميع البياناتفي الاعدى يأخذ الملا 
  : اتملاحظ

  . الأصليةتوحدة المدى هي نفس وحدة البيانا .١

نظرا لأن المدى يعتمد فقط على أكبر وأصغر قيمة ولا يأخذ في الاعتبار القيم الأخـرى                 .٢

  . فهو مقياس غير جيد لقياس التشتت

  

quartile Range-Inter-Semiنصف المدى الربيعي ) ٣-٤(  :

ولذلك دعت الحاجة لإيجاد مقاييس أخـرى       . قيم الشاذة أو المتطرفة   ال كثيرا ب  رأينا أن المدى يتأثر   

وحيـث أن القـيم     .  وأحد هذه المقاييس هو نصف المدى الربيعي       .للتشتت لا تتأثر بالقيم المتطرفة    

المتطرفة هي تلك القيم الصغيرة جدا أو الكبيرة جدا فإنه عند حساب نصف المـدى الربيعـي لا                  

(%25) ولا ربع البيانات الكبيرة   .تبار ربع البيانات الصغيرة يؤخذ في الاع (25%)

  
           ¼ n =25%                                                    ¼ n= 25% 
                   -/-/-/-/-/-/-/-/-/-|----------------|----------------|-/-/-/-/-/-/-/-/-/- 
              Q1                     Q2                   Q3   انات الصغيرةربع البي رةكبيربع البيانات ال

: ويعرف بالصيغة التالية Qيرمز لنصف المدى الربيعي بالرمز 
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2
QQQ 13 −=  

 
الربيع الأول و   هو Q3حيث أن  Q1للبيانات االربيع الثالث وقد مر معنا كيفية إيجادهم  هو 

  .وبة بالطريقة الحسابية والبيانيةالمب

  :)٣-٤ (مثال

لمستوى الهيموجلوبين في الدم لعينة مكونة من خمسين شخـصا تـم            أوجد نصف المدى الربيعي     

  : باستخدام)٢-٢(كما في مثال تلخيص مستوى الهيموجلوبين لهم 

    سابيةحالطريقة ال  )  أ(

  الطريقة البيانية) ب(

:الحل

مستوى الهيموجلوبين الصاعدالمتجمع التكرار:الطريقة الحسابية) أ(
 12.95أقل من 0 

 5 13.9أقل من 3 

8 =  F195 .14أقل من= A 

23 = F2  
        = F*

1
  *A =95 .15أقل من

 5.12
4
nR ==  

 5.37
4

3nR* ==  
39 = F*

  95 .16أقل من2

 95 .17أقل من 49 

 50  18.95 

 
 

 
 
Q1 ⇒ 
 
Q3 ⇒ 

أقل من

Q1الربيع الأول حساب   :

R = 5.12
4

50
4
n

==   ,  A= 14.95,   L = 1.00,   F1 = 8  ,  F2 = 23 

25.1500.1
832
85.12  14.95  L

FF
FR A   Q

12

1
1 =×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=  

Q3حساب الربيع الثالث   :

R* = 5.37
4
503

4
3n

=
×

=   ,  A*= 15.95,   L* = 1.00,   F*
1 = 23  ,  F*

2 = 39 
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86.1600.1
2339
235.37  15.95  L

FF
FR  A  Q *

*
1

*
2

*
1

*
*

3 =×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+=×⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

+=  

  :وباستخدام الصيغة فإن نصف المدى الربيعي هو

61.1
2

25.5186.61
2

QQQ 13 =
−

=
−

=  

:الطريقة البيانية) ب( 

  
  :وباستخدام الصيغة فإن نصف المدى الربيعي هو

61.1
2

25.5186.61
2

QQQ 13 =
−

=
−

=  

  :نصف المدى الربيعيمميزات وعيوب بعض 

  .رفةيتأثر بالقيم الشاذة أو المتطلا : مميزاتمن ال

   .أخذ في الاعتبار جميع البيانات لا ي:عيوب من ال

  : ةملاحظ

  . الأصليةت هي نفس وحدة البيانانصف المدى الربيعيوحدة 
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: )Standard Deviation(التباين ) ٤-٤( والانحراف المعياري  )Variance(

عا  من أهم وأفضل مقاييس التـشتت ومـن أكثرهـا شـيو             والانحراف المعياري  يعتبر التباين 

  .  به من خصائص وصفات إحصائية جيدةانواستخداما في التحليل الإحصائي وذلك لما يتمتع

Variance :التباين  

فالتباين يكون كبيرا إذا كانـت      . فكرة التباين تعتمد على تشتت أو تباعد البيانات عن متوسطها         

  .البيانات متباعدة عن متوسطها والعكس بالعكس

S2 ويرمز له بالرمز سط مربع انحرافات القيم عن الوسط الحسابيويعرف التباين بأنه متو  .

  
      x1       x2         x              xn  

      
 
       
      (x1 − x )2      (x2 − x )2               (xn − x )2  

 
xn… x2x1 )البيانات (القيم

xn − x  … x2 − x  x1 − x انحرافات القيم عن المتوسط 

(xn −x )2… (x2−x )2(x1−x )2 مربع انحرافات القيم عن المتوسط

  

:الانحراف المعياري

وفي كثير  . التباين من أهم وأفضل مقاييس التشتت ولكنه يقاس بوحدة البيانات الأصلية المربعة           إن  

من الأحيان نرغب في استخدام مقياس للتشتت يقاس بوحدة البيانات الأصلية ويتمتع بخـصائص              

 ويعـرف الانحـراف     . هذه المقاييس هو الانحراف المعيـاري      وأحد. إحصائية جيدة مثل التباين   

S  .المعياري على أنه الجذر التربيعي للتباين ويرمز له بالرمز 

  

:حساب التباين والانحراف المعياري

):غير المبوبة(والانحراف المعياري للبيانات المفردة التباين : أولاً

هوها طوكان متوس   عينه حجمها    nإذا كانت  x1, x2, …, xn x كما   فإن تباين العينة يعرف

:يلي
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1n 
 )x(x   )x(x  )x(x  S

2
n

2
2

2
12

−
−++−+−

=
L  = 

1n 

)x(x
 

n

1  i

2
i

−

−∑
=  

  

:يعرف بالصيغةفإنه الانحراف المعياري وأما 

 SS 2=  = 
1n 

)x(x
 

n

1  i

2
i

−

−∑
=  

  :ملاحظات

١. S2 ≥ 0 )اا (  .)دائموكذلك )دائم S ≥ 0

٢. S2 = 0لا يوجد اختلاف بين القيم (ميع قيم العينة متساوية  ج(.       S = 0⇔ ⇔

. هي وحدة البيانات الأصلية المربعة .٣  S2وحدة 

وحدة   .وحدة البيانات الأصليةنفس  هي  ٤. S

 .٥  :يمكن حساب التباين بالصيغة الحسابية التالية

1n 

xn x

1n 
n

x
x

S

2
n

1  i

2
i

2n

1  i
in

1  i

2
i

2

−

−
=

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

∑
∑

∑
=

=

=  

 
الحسابية السابقة فإننا نحتاج إلى معرفة الكميـات        ولحساب تباين العينة باستخدام الصيغة      

  :التالية فقط دون الحاجة لمعرفة البيانات الأصلية

n = حجم العينة  . • 

∑= مجموع البيانات  •
=

n

1i
ix

∑
=

n

1  i

2
ix

.  

=  مجموع مربعات البيانات   . • 

  :ذلك لسببين هماوالصيغة الحسابية السابقة تستخدم لحساب تباين العينة و

  .لأنها أكثر سهولة .١
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لأنها أكثر دقة في الحساب عندما يكون هناك تقريب فـي حـساب متوسـط                .٢

  .العينة

:)٤-٤ (مثال

  :التالية) بالكيلوجرام(لمجموعة الأوزان  والانحراف المعياري أوجد تباين العينة
7.1, 2.5, 2.5, 5.4, 8.3  

:الحل   

:نلخص الحل في الجدول التالي
xi )x(xi −

 
2

i )x(x −  x2

7.1   1.94 3.7636 50.41 
2.5 −2.66 7.0756   6.25 
2.5 −2.66 7.0756   6.25 
5.4   0.24 0.0576 29.16 
8.3   3.14 9.8596 68.89 

8.25x
n

1  i
i =∑

=

 

 
0.00 

832.27)x(x
n

1  i

2
i =−∑

=

 

96.160x
n

1i

2
i =∑

=

n = 5 

8.25x
n

1i
i =∑

=
 

832.27)x(x
n

1i

2
i =−∑

=
 

96.160x
n

1i

2
i =∑

=
 

: متوسط العينة هو

16.5
5

8.25
n

x
  x

n

1  i
i

===
∑
=  (كيلوجراما) 

  :حساب تباين العينة

  :باستخدام التعريف) أ(

958.6
15

832.27
1n 

)x(x
 S

n

1  i

2
i

2 =
−

=
−

−
=
∑
=  (كيلوجراما مربعا) 

  :ستخدام الصيغة الحسابيةبا) ب(

958.6
4

128.13396.160
15

5
)8.25(96.160

1n 
n

x
x

S

2

2n

1  i
in

1  i

2
i

2 =
−

=
−

−
=

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
=

∑
∑ =

=  

  :الانحراف المعياري هو
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 SS 2=  = 
1n 

)x(x
 

n

1  i

2
i

−

−∑
=  = 6378.2 6.958S ==  (كيلوجراما) 

 
  :والانحراف المعياريالتباين بعض خصائص 

١. :   لبعض العمليات الجبرية كما يليوالانحراف المعياريالتباين يخضع 

لانحراف المعياريا التباينالمشاهدات
x1, x2, …, xnS S2

x1±b , x2±b , …, xn±b S S2

ax1 , ax2 , …, axn|a| S a2 S2

ax1±b , ax2±b , …, axn±b |a| S a2 S2

:مثال   • 

الانحراف المعياري المشاهدات التباين  
: x 2, 6, 4, 3, 5 S = 1.581 S2= 2.5 

: x+5 7, 11, 9, 8, 10 1.581 2.5 
: 3x 6, 18, 12, 9, 15 |3|×1.581=4.743 9×2.5=22.5 

: 3x +5 11, 23, 17, 14, 20 |3|×1.581=4.743 9×2.5=22.5 
 • :مثال

ــإن  ــاين   ف للمــشاهدات التب ــاين إذا كــان  هــو  36للمــشاهدات التب x1, x2, …, xn

2
10x...,,10 n −

2
x,

2
10x 21 9 هو   −−

4
3636

2
1 2

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
 فهو   الانحراف المعياري  وأما   ⎛

.  39 =

 n1إذا كان لدينا مجموعتان من البيانات بحيـث أن عـدد بيانـات المجموعـة الأولـى                   .٢

وكان عدد بيانات المجموعة الثانيـة         ومتوسـطها    ومتوسطها   1xS 2وتباينها  
1n22x 

2   وإذا كان     وتباينها
2S1 xx =  تبـاين فـإن   ) ان المجموعتين متساوي  يأي أن متوسط   (2

 :المجموعة الكلية المكونة من دمج هاتين المجموعتين يمكن حسابه بالصيغة التالية

1nn
S1)(nS1)(nS

21

2
22

2
112

−+
−+−

=  

 
 • :مثال

: التاليتينأوجد تباين المجموعة الكلية المكونة من دمج المجموعتين
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المجموعة الأولى مجموعة الثانيةال  
n1 = 4 n2 = 6 حجم العينة

1x  = 5 2x المتوسط 5 = 
2
1S  = 3 2

2S التباين 3.5 = 

  :الحل

944.2
164

)5.3)(16()3)(14(
1nn

S1)(nS1)(nS
21

2
22

2
112

=
−+
−+−

=

−+
−+−

=
 

  

:والانحراف المعياري للبيانات المبوبةالتباين : ثانياً

n إذا كان لدينا بيانات عددها  :هذه البيانات ملخصة في جدول تكراري بحيث أن وكانت 

k   عدد الفترات هو • 

x1, x2, …, xk مراكز الفترات هي      • 

f1, f2, …, fkتكرارات الفترات هي      • 

بطريقة مشابهة لحسب المتوسط للتوزيع التكراري فإن التباين للتوزيع التكراري المبـوب يمكـن              

: التاليةة بشكل تقريبي بالصيغحسابه

1n

)x(xf
S

k

1i

2
ii

2

−

−
=
∑
=  

  :حيث أن

∑
=

=
k

1i
ifn ,   

n
xf

f
xfx ∑=

∑
∑= ,  

  :كما يمكن استخدام الصيغة الحسابية التالية
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:خدام الجدول التاليويكمن تلخيص عمليتي إيجاد المتوسط والتباين باست

f (x − x )2x2 f x f التكرار  مركز الفترة  
x f 

الفترة

f1 (x1 − x )2x1
2 f1x1 f1f1x1  1الفترة رقم  

f2 (x2 − x )2x2
2 f2x2 f2f2x2  2الفترة رقم  

: 
: 

: 
: 

: 
: 

: 
: 

: 
: 

: 
: 

fk (xk − x )2xk
2 fkxk fkfkxk  الفترة رقمk  

∑
=

−
k

1i

2
ii )x(xf

 
∑ fx2  ∑ fx  ∑ f = n  المجموع

  :)٥-٤ (مثال

ونـة مـن خمـسين      لمستوى الهيموجلوبين في الدم لعينة مك       والانحراف المعياري   أوجد التباين  

  ).٢-٢(كما في مثال شخصا تم تلخيص مستوى الهيموجلوبين لهم 

:الحل
f (x − x )2 

f (x −16.01)2
 

x2 f 
 

x f 
  التكرار  مركز الفترة

x f 
مستوى الهيموجلوبين

19.6608 
12.1680 
4.7040 
3.0976 

20.7360 
5.9536

542.708 
1044.013 
3580.538 
4329.640 
3045.025 

340.403 

40.35
72.25

231.75
263.20
174.50

18.45

3 
5 
15 
16 
10 
1 

13.45 
14.45 
15.45 
16.45 
17.45 
18.45 

12.95 – 13.95 
13.9 5– 14.95 
14. 95– 15.95 
15. 95– 16.95 
16. 95– 17.95 
17. 95– 18.95 

∑
=

−
k

1i

2
ii )x(xf

 
= 66.320 

∑ fx2  
=12882.33 

∑ fx  
= 800.5

∑f  
 = 50 

المجموع 

 

01.16
50

5.800
n
xf

f
xfx ==∑=

∑
∑=  

  : التعريف صيغةحساب التباين باستخدام

3535.1
150

320.66
1n

)x(xf
S
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2
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2 =
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  : باستخدام الصيغة الحسابيةحساب التباين
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50
)5.800(33.12882

150
1 2

 

( ) 3536.1
49
325.66005.1281633.12882

49
1

==−=  

  :حساب الانحراف المعياري

1.1631.3536SS 2 ===  
  

Coefficient of Variation): التغير(معامل الاختلاف ) ٥-٤(  :

.  أن التباين والانحراف المعياري من المقاييس المفيدة لقياس التشتت لتوزيع متغير ما             سابقًا ذكرنا

 .ة التشتت والاختلاف لتوزيعي متغيرين مختلفـين      ولكن في كثير من الأحيان نكون مهتمين بمقارن       

 مقياسان يعتمدان على وحدة البيانات فإنه يصعب استخدامهما         التباين والانحراف المعياري  وبما أن   

وبشكل عـام   .  وذلك لاختلاف الوحدة المستخدمة    لمقارنة تجانس المجموعات المختلفة من البيانات     

 تجـانس مجموعـات البيانـات       تكون غير مناسبة لمقارنة    التي ذكرناها آنفًا  مقاييس التشتت   فإن  

  :في الحالتين التاليتينالمختلفة 

  .لا نستطيع مقارنة الوحدات المختلفة حيث  إذا كانت وحدتا المتغيرين مختلفتين .١

 إذا كان متوسطا المتغيرين مختلفين وذلك لأن تباين توزيع المتغيـر ذي المتوسـط                .٢

  .والعكس بالعكسالصغير ينزع لأن يكون صغيرا 

وأحد . لذلك دعت الحاجة إلى مقياس لا يعتمد على وحدة المتغير ويقيس ما يسمى بالتشتت النسبي              

فمعامل الاختلاف هو أحد مقاييس     .  أو معامل التغير   هذه المقاييس هو ما يسمى بمعامل الاختلاف      

و التجانس لمجموعـات  التشتت النسبي وهو مقياس عديم الوحدة ويستخدم لمقارنة التشتت النسبي أ 

فمجموعة البيانات ذات معامل الاختلاف الأكبر يكون تشتتها النسبي أكبـر أي            . البيانات المختلفة 

 x  التـي متوسـطها    ويعرف معامل الاختلاف للعينـة    .  والعكس بالعكس  أنها تكون أقل تجانسا   

:بالصيغة التالية وانحرافها المعياري  S

x
SC.V. =  
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  :)٦-٤ (مثال

الجدول أدناه يتضمن بيانات إحدى الدراسات التي طبقت على خمـسة أشـخاص لقيـاس        

 بيانـات   )أقـل تجانـسا   (أي البيانات أكثر تشتتًا نسبا      ). بالسنتيمتر(والطول  ) بالكيلوجرام(الوزن  

؟الأوزان أم بيانات الأطوال
رقم الشخص 5 4 3 2 1
الوزن 65 67 65 59 69

الطول 158 165 155 162 164

  :الحل

والانحراف المعياري     Sأولاً نوجد المتوسط     x ل كما مر اطولأ ا تولبياناالأوزان   من بيانات     لكل

  :نلخص الحسابات في الجدول التالي. معنا سابقاً

  

البيانات  المتوسط  الانحراف المعياري  معامل الاختلاف
S 

x
SC.V. =  x  

65.0 kg 3.7417  kg 0.0576 الأوزان
160.8 cm 4.2071  cm 0.026 الأطوال

بما أن معامل الاختلاف لبيانات الأوزان أكبر من معامل الاختلاف لبيانات الأطوال فإن التـشتت               

 ـ     أالنسبي لبيانات الأوزان     أي أن بيانـات الأوزان أقـل       . والكبر من التشتت النسبي لبيانات الأط

  .تجانسا من بيانات الأطوال

  

hebychev InequalityC  تشيبيشيف)متراجحة (نظرية) ٦-٤(  :

إن نظرية تشيبيشيف من النظريات المفيدة إذا أنها تعطينا حدا أدنى لنسبة البيانات الواقعة في فترة                

دون الحاجة لمعرفة البيانات الأصـلية أو       معينة عند معرفة متوسط البيانات وانحرافها المعياري        

  :ونص النظرية هو. التوزيع الذي أخذت منه العينة

  

وانحرافها المعياري     S من البيانات متوسطها     عينةإذا كان لدينا     x     فإن نسبة البيانـات 

)kS)x,kS-xالواقعة في الفترة  ⎟ لايقل عن +
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2k
.k>1 حيث أن 1-1
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--|-------------------------|------------------------|---- 
444444 3444444 21

kSxxkS-x +  

⎟ نسبة البيانات الواقعة في هذه الفترة لا يقل عن
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2k
1-1  

  :ملاحظات

  .هو المتوسط) مركزها(تطبق نظرية تشيبيشيف للفترات التي منتصفها  .١

kفي كلا الحالتين لابد من معرفة قيمة (ية تشيبيشيف بطريقتين تستخدم نظر  :) .٢

  .معينةلعدد البيانات الواقعة في فترة ) التقريبية(تحديد النسبة   -أ 

 .ها ما لا يقل عن نسبة معينةتحديد الفترة التي يقع في  -ب 

  :)٧-٤ (مثال

افها المعياري   وانحر  S=5إذا كان لدينا مجموعة من البيانات متوسطها         7x  فما هي نـسبة     =

(18 , 4−)  ؟البيانات الواقعة في الفترة 

  :الحل

7x(18 , 4−)أولاً نلاحظ أن منتصف الفترة المعطاة  هو المتوسط   لذلك نستطيع تطبيـق  =

  : والآن.نظرية تشيبيشيف
kS)x,kS-x( + =(− 4 , 18)  ⇒ kSx +  =18 

     ⇔ 7 + k (5) = 18 
     ⇔ 5k = 11 
     ⇔ k = 11/5 

     ⇔ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2k
1-1 = ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2(11/5)

1-1  

     ⇔ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2k
1-1  = 0.7934 

قل عن  ت  لا   . %79.34لذلك فإن نسبة البيانات الواقعة في الفترة  (−4 , 18)

  :)٨-٤ (مثال

وانحرافها المعياري     S=5عة من البيانات متوسطها   إذا كان لدينا مجمو    7x فأوجد فترة يقع     =

%75  .البيانات من فيها ما لا يقل عن 
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  :الحل

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2k
1-1  = 0.75 ⇔ 

2k
1 =1 − 0.75 

   ⇔ 
2k

1 = 0.25 

   ⇔ k = 
0.25

1  

   ⇔ k = 2 
%75وبالتالي فإن الفترة التي يقع فيها ما لا يقل عن   : من البيانات هي

kS)x,kS-x( +  = (7− 2×5 , 7+ 2×5) 
   = (7− 10 , 7+ 10) 
   = (−3 , 17) 

المعيارية) القيم(الدرجات ) ٧-٤(  :

وانحرافها المعيـاري     هاتوسطمو   عينه من البيانات حجمها    Sلتكن   n x1, x2, …, xn x .

: بالصيغة التاليةالمعيارية للمشاهدة ) القيمة(نعرف الدرجة  xi

S
xxz i

i
−

=   i =1, 2, …, n 

 
x1, x2, …, xnأي أن الدرجات المعيارية للبيانات   :هي 

S
xxz 1

1
−

= , 
S

xxz 2
2

−
= , …, 

S
xxz n

n
−

=  

  :ملاحظات

١. 
S

xxz i
i

−
xi  الأصلية هي الدرجة المعيارية للمشاهدة  .=

. المشاهدة الأصلية للدرجة المعيارية   هي  ٢.  zii z Sx x = + i

الدرجات المعيارية هي قيم عديمة الوحدة ولذلك فإنها تستخدم للمقارنة بـين المـشاهدات               .٣

 .المختلفة للبياناتالمختلفة في المجموعات 

. =متوسط الدرجات المعيارية  ٤.  0

=لدرجات المعيارية يساوي لالانحراف المعياري   . ٥. 1

  :)٩-٤ (مثال

وانحرافها المعياري    :  فأوجد S=5إذا كان لدينا مجموعة من البيانات متوسطها 7x =

x = 9الدرجة المعيارية للقيمة   . .١
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. عيارية القيمة الأصلية للدرجة الم ٢.  z = 0.1

  :الحل

x = 9الدرجة المعيارية للقيمة . ١  : هي

S
xxz −

=  = 4.0
5
2

5
7 9

==
−  

z = 0.1القيمة الأصلية للدرجة المعيارية . ٢  : هي
zSx x +=  = 7 + 5×0.1 = 7 + 0.5 = 7.5 

  :)١٠-٤ (مثال

82حصاء تساوي   إذا كانت درجة أحد الطلاب في مقرر الإ        ودرجته في مقرر الرياضيات تساوي      

75، وإذا كان متوسط درجات الطلاب في مقرر الإحصاء يساوي            بانحراف معياري يساوي     89

16 ومتوسط درجات الطلاب في مقرر الرياضيات يساوي          بانحراف معياري يـساوي       81 10 ،

  ففي أي المقررين كان أداء الطالب أفضل؟

:الحل

    سطالمتو  الانحراف المعياري  الدرجة  الدرجة المعيارية
x S  المقرر

S
xxz −

=    x

75 10 82 7.0
10

5728z =
−

= الإحصاء 

81 16 89 5.0
16

8198z =
−

= الرياضيات 

0.5بما أن الدرجة المعيارية لمقرر الإحصاء        الرياضيات    أكبر من الدرجة المعيارية لمقرر      0.7 

فإن أداء الطالب في مقرر الإحصاء أفضل من أدائه في مقرر الرياضيات بالرغم من أن درجتـه                 

  .في مقرر الإحصاء أقل من درجته في مقرر الرياضيات

  

  

  

  

  

 



  عبداالله الشيحة. مذكرة لطلاب شعبة د    )١(مبادئ الإحصاء والاحتمالات :  إحص١٠١

 

  -  ٥٢  -    

  

  طرق العد. ٥
Counting Techinques 

  :مقدمة) ١-٥(

ونـستخدم  . كثير من التطبيقات نكون مهتمين بمعرفة عدد العناصر المنتمية إلى مجموعة مـا      في  

وهـذه الطـرق    . طرق العد لإيجاد عدد عناصر مجموعة ما دون الحاجة إلى سـرد عناصـرها             

لإجراء أي تجربة وهذا بدوره يفيدنا كثيرا       تساعدنا أيضا في إيجاد عدد الطرق المختلفة والممكنة         

  .في دراسة علم الاحتمال

  :القواعد الأساسية لطرق العد) ٢-٥(

  :هناك قاعدتان أساسيتان لطرق العد هما قاعدة الضرب وقاعدة الجمع ونذكرهما فيما يلي

  :قاعدة الضرب: أولاً

  :نتيجة

rمكونة من عدد مقداره ) أو تجربة(إذا كان هناك عملية   : من المراحل بحيث

n1المرحلة رقم  تتم بعدد قدره     من الطرق المختلفة 1 • 

n2المرحلة رقم  تتم بعدد قدره     من الطرق المختلفة 2 • 

 •  ٠٠٠وهكذا 

nrالمرحلة رقم  تتم بعدد قدره     من الطرق المختلفة r • 

:فإن العملية ككل يمكن أجراؤها بعدد من الطرق المختلفة وقدره
n = n1 × n2 × … ×  nr  

  :ملاحظة

  .في طريقة الضرب يتم إجراء جميع المراحل معا لإتمام العملية

  ):١-٥(مثال 

الثـاني فـي    والأول في الإحصاء    : بكم طريقة مختلفة يمكن أن يختار أحد الطلاب ثلاثة مقررات         

2 مقررات مختلفـة للإحـصاء و         هناك   نالثالث في الفيزياء إذا علم أ     والرياضيات   ين  مقـرر  3

2  .مقررين مختلفين للفيزياء  للرياضيات و مختلفين

  :الحل

3العملية هي اختيار   : مقررات وهي مكونه من ثلاث مراحل

n1 = 3    اختيار مقرر الإحصاء وعدد طرق هذه المرحلة يساوي= المرحلة الأول    
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  n2 = 2  اختيار مقرر الرياضيات وعدد طرق هذه المرحلة يساوي= المرحلة الثانية 

  n3 = 2    اختيار مقرر الفيزياء وعدد طرق هذه المرحلة يساوي= لثة المرحلة الثا

  :وباستخدام قاعدة الضرب فإن عدد الطريق المختلفة لاختيار المقررات الثلاثة يساوي
n = n1× n2 × n3  

     12 = 2 × 2 ×3 =    )طريقة مختلفة(

: لبيانية كما يلي الشجرة اليمكن توضيح الحل للمثال السابق باستخدام ما يسمى بشكو

 
⇑                                              ⇑          ⇑ ⇑

  المرحلة  المرحلة    المرحلة      الاختيارات                               

 الثالثة      الثانية    الأولى   الممكنة                                     

  :الجمعقاعدة : اًثاني

  :تيجةن

rإذا كان هناك عدد مقداره   : من العمليات بحيث

n1رقم عملية ال تتم بعدد قدره     من الطرق المختلفة 1 • 

n2 رقم العملية تتم بعدد قدره     من الطرق المختلفة 2 • 

 •  ٠٠٠وهكذا 
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nr رقم العملية تتم بعدد قدره     من الطرق المختلفة r • 

:يساوي) العمليات متنافية(من هذه العمليات عدد الطرق المختلفة لإجراء عملية واحدة فقط فإن 

+ + +n = n1  n2  …   nr  

  :ملاحظة

 إجـراء   )يمنـع  أو(ينفي   إحدى العمليات  أي أن إجراء     ،تكون العمليات متنافية   جمعفي طريقة ال  

  .العمليات الأخرى

  ):٢-٥(مثال 

 وأالرياضـيات   وأاء الإحصا واحدا فقط من مقرربكم طريقة مختلفة يمكن أن يختار أحد الطلاب      

2 مقررات مختلفة للإحصاء و       مقررين مختلفـين للرياضـيات و         هناك   فيزياء إذا علم أن   ال 2 3 

  .مقررين مختلفين للفيزياء

  :الحل

n1 = 3   يساوي العمليةهذهإجراء اختيار مقرر الإحصاء وعدد طرق =  الأول العملية   

  n2 = 2  يساويالعملية هذه إجراء ق اختيار مقرر الرياضيات وعدد طر=  الثانية العملية

  n3 = 2  يساويالعملية هذه إجراء اختيار مقرر الفيزياء وعدد طرق =  الثالثة العملية

  فإن عدد الطريق المختلفـة لاختيـار المقـرر         جمعباستخدام قاعدة ال  حيث أن العمليات متنافية و    و

  :يساوي

+ +n = n1  n2  n3  

+ + 3 =   )طريق مختلفة(  2  2 = 7     

Permutationsالتباديل ) ٣-٥(  :

فعـدد  . التبديلة هي ترتيبة لعدة أشياء بأخذها كلها أو بعضها في كل مرة مع مراعـاة الترتيـب                

r من الأشياء مأخوذًا     التباديل لمجموعة مكونة من      n          منها في كل مرة يساوي عـدد الترتيبـات 

rرتيبة على    من الأشياء بحيث تحوي كل ت      المختلفة التي يمكن تكوينها من       n     من هذه الأشياء مع 

  .مراعاة الترتيب

  ):٣-٥(مثال 

 بحيث تحوي كل ترتيبة على حرفين؟ أو بعبارة أخرى A, B, Cكم عدد تباديل الحروف  .١

A, B, C ؟بكم طريقة يمكن ترتيب حرفين من الحروف 

. المختلفة لحرفين من الحروف ) التراتيب(أوجد التباديل  ٢.  A, B, C
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:الحل

باستخدام شكل  ) أو التراتيب (التباديل  يمكن إيجاد    )٢(

:الشجرة التالي

 بحيث A, B, Cديل الحروف عدد تبا )١(

تحوي كل ترتيبة على حرفين يمكن إيجاده       

:بالتوضيح التالي

    )التراتيب( التباديل

  

  

  مكان الحرف
الأول

  مكان الحرف
الثاني

    B   (A,B) 
  A 
    C  (A,C) 
 
    A  (B,A) 
  B 

⇑                                 ⇑
  عدد طرق   عدد طرق                 

 C  (B,C)      رفاختيار الحرف      اختيار الح       
  الثاني             الأول           

          n2 = 2           n1 = 3  
العملية مكونة من مرحلتين وبنـاء علـى        

قاعدة الضرب فإن عـدد طريـق ترتيـب         

  : يساويA,B,Cحرفين من الحروف 
n = n1× n2 = 3× 2  = 6 

 A,B,Cوعليه فإن عدد التباديل للحروف      

 6ي  مأخوذًا حرفين في كـل مـرة يـساو        

.تباديل

 
    A  (C,A) 
  C 
    B  (C,B) 

⇑                                    ⇑
   الأولىالمرحلة       الثانية             المرحلة 

      اختيار الحرف الأول    ياختيار الحرف الثان           
  

  تختلـف عـن      (A,B)الترتيبة  التبديلة أو   لاحظ أن   

  (B,A)بديلة الت

  

  :نتيجة

nPrعدد تباديل    من الأشياء المختلفة مأخوذة       في كل مرة يرمز له بالرمز         r n    ويعطى بالـصيغة 

:التالية

nPr = n × (n−1) × (n−2) × … × (n−r+1) 
 

  :ملاحظات

    n! = n × (n−1) × (n−2) × … × 2 × 1 •)يسمى مضروب العدد(
• 0! = 1 
• nPr  = n × (n−1) × (n−2) × … × (n−r+1) 
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                = 
r)!-(n

r)!-(n  1)r-(n .... 2)-(n 1)-(nn +  = 
r)!-(n
!n  

 
nPr  = 

r)!-(n
!n 

 

 
• nPn = n!  (r=n) 
• nP1 = n   (r=1) 

  ):٤-٥(مثال 
5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 =120 
5P5 = 5! = 120 
5P1 = 5 

7P3 = 210
24

5040
1234

1234567
4!
!7

3)!-(7
! 7

==
×××

××××××
==  

7P3 = 210567
4!

4!567
4!
!7

3)!-(7
! 7

=××=
×××

==  

  ):٥-٥(مثال 

أو بعبـارة  . A, B, Cباستخدام قانون التباديل أوجد عدد التباديل المختلفة لحرفين من الحـروف 

A, B, C  ؟أخرى بكم طريقة يمكن ترتيب حرفين من الحروف 

  :الحل

A, B, Cلدينا   و   وعليه فإن عدد طرق ترتيب حرفين من الحروف   : يساوي r=2 n=3

nPr  = 3P2  = 6
1

12 3
1!

! 3
2)!-(3
! 3

=
××

==  

  ):٦-٥(مثال 

5جلس نبكم طريقة يمكن أن  طلاب على    مقاعد في صف واحد؟ .١ 5

3جلس نبكم طريقة يمكن أن  طلاب على    مقاعد في صف واحد؟ .٢ 5

:الحل

١.n = 5,  r = 5 
          nPr=5P5=5! = 120 

المقعد 

رقم 

المقعد 

رقم 

المقعد 

رقم 

المقعد 

رقم 

 المقعد

رقم 
2  3  4  5  1  
⇑ 
4 

⇑ ⇑ ⇑ ٢.n = 5,  r = 3 

nPr=5P3= 60
2!

!2 34 5
2!

! 5
3)!-(5
! 5

=
×××

==  

⇑ 
3 2 1 5 
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  :تطبيقات على التباديل) ٤-٥( 

على سـبيل   و. هناك تطبيقات كثيرة للتباديل نذكر بعضا منها لأهميتها في دراسة علم الاحتمالات           

التحديد فقد نكون مهتمين بإيجاد عدد طرق اختيار عنصر ما من مجموعة من العناصر والأمثلـة                

فقد نكون مهتمين بعدد الطرق المختلفة لسحب عينة من إنتـاج أحـد المـصانع               . على ذلك كثيرة  

n كرة من صندوق يحوي      ويمكن تمثيل هذه العملية بعملية سحب       . لفحصها r كمـا تجـدر    .  كرة

بـإحلال أو   (الأولى تسمى السحب بإرجاع     : شارة إلى أن عملية السحب تتم بطريقتين مختلفتين       الإ

  ).بدون إحلال أو بدون إعادة(والثانية تسمى السحب بدون إرجاع ) إعادةب

  :السحب بإرجاع: أولاً

  :نتيجة

rإذا كان لدينا مجموعة مكونة من        سـحب  وأردنا من العناصر المختلفة       n       عنـصر مـن هـذه 

 للمجموعة قبـل سـحب العنـصر        أخرى العنصر المسحوب يعاد مرة      أنأي   (بإرجاعالمجموعة  

: هذا السحب هوبهافإن عدد الطرق المختلفة التي يتم ) التالي
n × n ×  … × n  = nr

444 3444 21

r     من المرات 

 

  
  1 رقم سحب العنصر  2 رقم سحب العنصر٠٠٠  r رقم سحب العنصر

⇑ ⇑ ⇑ ٠٠٠
n n n 

  ):٧-٥(مثال 

15بكم طريقة يمكن سحب كرتين بإرجاع من صندوق يحتوي على    كرة مختلفة؟

  :الحل

15لدينا    و      وعليه فإن عدد سحب كرتين بإرجاع من صندوق يحتوي على              r=2 n=15   كـرة 

  :مختلفة يساوي
nr = 152 = 15 × 15 = 225 

  :إرجاعبدون السحب : اًثاني

  :نتيجة
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r لدينا مجموعة مكونة من    إذا كان   من العناصر المختلفة وأردنا سـحب         n       عنـصر مـن هـذه 

أي أن العنصر المسحوب لا يعاد مرة أخرى للمجموعـة قبـل سـحب              (المجموعة بدون إرجاع    

:فإن عدد الطرق المختلفة التي يتم بها هذا السحب هو) العنصر التالي
 

 
nPr  = n × (n−1) × (n−2) × … × (n−r+1) 

  1 رقم سحب العنصر  2 رقم سحب العنصر٠٠٠  r رقم  العنصرسحب

⇑ ⇑ ⇑ ٠٠٠
n n−1 n−r+1 

  ):٥-٥(مثال 

15إرجاع من صندوق يحتوي على دون بكم طريقة يمكن سحب كرتين ب   كرة مختلفة؟

  :الحل

15لدينا    و     من صندوق يحتوي علـى        إرجاع   وعليه فإن عدد سحب كرتين بدون        r=2 n=15 

  :كرة مختلفة يساوي

  

nPr = 15P2 = 210  41 15
13!

3!141 15
13!

! 15
2)!-(15
! 15

=×=
××

==  

  

Combinations)  أو التواليف(التوافيق ) ٣-٥(  :

هي كل مجموعة يمكن اختيارها من مجموعة من عدة أشياء بأخذها كلها أو             )  التوليفة أو(التوفيقة  

  .بعضها دون مراعاة الترتيب

  :نتيجة

ة فإن عدد التوافيق التي يمكـن تكوينهـا          من العناصر المختلف   nإذا كان لدينا مجموعة مكونة من       

⎜⎜ أو بالرمز     عنصر يرمز له بالرمز      r بحيث تحوي كل توفيقة على    
⎝

⎛
r
n
⎟⎟
⎠

⎞
 nCr    ويعطى بالصيغة  

:التالية

r)!(nr!
n!

r!
PC

r
n rn

rn −
===⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 ;   r =0, 1, …, n 

  :ملاحظة
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⎟⎟  : على أنهيمكن النظر إلى العدد 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
r
n

⎟⎟
⎠

⎞

⎝ r
n
⎜⎜
⎛

n    بحيث تحتوي كل توفيقةصر مختلف عنعدد التوافيق التي يمكن تكوينها من =    

rعلى   . عنصر

nعدد طرق اختيار =    عنصر من مجموعة مكونة من   . عنصر مختلف r

rعدد طرق تقسيم مجموعة مكونة من =  عنصر مختلف إلى مجموعتين الأولى تحوي     n

   ةا لباقيًعنصر  والأخرى تحوياعنصر. (n−r)

 
  ):٩-٥(مثال 

10
!23!
3!45

!23!
5!

3)!(53!
5!

3
5

=
×
××

=
×

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

1
4!
4!

!41
4!

0)!(40!
4!

0
4

==
×

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

1
17!

7!
!07!

7!
7)!(77!

7!
7
7

=
×

=
×

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
  

7
6!

6! 7
6!
7!

!61
7!

1)!(71!
7!

1
7

=
×

==
×

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

:ملاحظات

n
1
n

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ١. , 1
0
n

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛1
n
n

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 ,   

٢.
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
r-n

n
r)!(nr!

n!
r
n

  

  ):١٠-٥(مثال 

؟ A, B, C مجموعة الحروف  من)مراعاة الترتيببدون (اختيار حرفين بكم طريقة يمكن 

  :الحل
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r=2لدينا    و     n=3         من مجموعـة   ) بدون مراعاة الترتيب  (  وعليه فإن عدد طريقة اختيار حرفين

A, B, C  : يساويالحروف 

3
!12!

3!
2)!(32!

3!
2
3

r
n

=
×

=
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 • :الممكنة هي) ليفالتوافيق أو التوا(نلاحظ أن الاختيارات 

.   {A,B}, {A,C}, {B,C}

{B,A} إلى أن التوفيقة أو التوليفة الإشارةكما تجدر  هي نفس التوفيقة   . {A,B} • 

  

  ):متساوية(التباديل داخل أشياء متشابهة ) ٦-٥(

  :نتيجة

من   من الأشياء مكونة  : مجموعة بحيث rإذا كان هناك   n

من   مكونة  والمتشابهة  من العناصر  n1المجموعة رقم  1 • 

من   مكونة    من العناصر والمتشابهة n2المجموعة رقم  2 • 

 •  ٠٠٠وهكذا 

من   مكونة    من العناصر والمتشابهة nrالمجموعة رقم  r • 

: فإن عدد التباديل المختلفة الممكنة لهذه الأشياء يساوي + + +  = nr  وكان   …  n2 n1 n 

!n!n!n
n!

n,,n,n
n       

r21r21 LL
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  

  :ملاحظة

⎜⎜يمكن النظر إلى العدد 
⎛

⎟⎟  : على أنه
⎠

⎞

⎝ r21 n,,n,n
n       
L

⎟⎟
⎠

⎞

⎝ r21 n,,n,n
n       
L⎜⎜

⎛
r  عنصر مختلف إلى     عدد طرق تقسيم مجموعة مكونة من      =  n   مجموعـة 

المجموعة رقم   عنصر و    تحتوي على    بحيث أن المجموعة رقم      n2 تحتوي على     2 n1   عنصر 1

+والمجموعة رقم ٠٠٠وھكذا + +  = nr .  تحتوي على  بحيث أن عنصر  …  n2 n1 n  nr r
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  ):١١-٥(مثال 

؟ PROBABILITYبكم طريقة يمكن ترتيب أحرف كلمة 

  :الحل
P,  R,  O,  B,  B,  A,  I,  I,  L,  T,  Y 

PROBABILITYعدد تباديل أوعدد طرق ترتيب أحرف كلمة   : يساوي

9979200
!2!2

11!
1,1,1,2,1,2,1,1,1

11           
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

  ):٢١-٥(مثال 

؟ STATISTICSبكم طريقة يمكن ترتيب أحرف كلمة 

  :الحل
S,  S,  S,  T,  T,  T,  A,  I,  I,  C 
STATISTICSعدد تباديل أوعدد طرق ترتيب أحرف كلمة   : يساوي

50400
!2!3!3

10!
1,1,2,3,3

10  
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

  ):٣١-٥(مثال 

:  طلاب على النحو التالي     و   الإحصاء طلاب لتخصص     3بكم طريقة يمكن توزيع      4  طـلاب   8

  .لرياضيات و طالب واحد لتخصص الفيزياءلتخصص ا

الحل:

عدد الطرق لتوزيع الطلاب وفق الطريقة المذكورة 

  :يساوي

280
!1!3!4

8!
1,3,4

8  
==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

 
 
  

 


