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 عن الكمبيوتر  مقدمة

لرياضدية االبدايدة المادا ل  فدى تم عمل الكمبيوتر لحل العديدد ندا الملادك فق فحدد  دل

فدى  تحكدم اةكددد  الأيدامعمدل ذد   يتجاريةق و لأغراض والهندسيةق ثم تعانل نع البياناف 

بعمله فى كل   الكمبيوترفى المصانعق يحوم    لاف الآ  إنتاجوخطوط    لغواصاف والطا راف ا

 المخرجافق إخراجذ   المجالاف عا طريق استحبال البياناف ثم نعالجتها ثم 

 

 :الكمبيوترنكوناف 

 ذما: أساسييايتكون الكمبيوتر نا جز يا 

1- Hardware الصلبة الأجزاء 

2- Software  قالصلبة الأجزاءتحكم فى عمل ت التينجموعة البرانج 

تصدمم  التي الأخرى الآلاف ل ستخداناف المتعددة, بخ ف  آلةبيوتر بدنه  الكم  يتميز

قابليدة الكمبيدوتر للبرنجدة ببدرانج نتعدددة   إلدىللحيام بعمل وا د فحد.ق يرجدع كلد   

و المعددداف  الأجهددزةونختلفددة للحيددام بمهددام نتعددددةق وكدد ل  لاتصدداله بالعديددد نددا 

 قىالأخر

 المكوناف الصلبة للكمبيوتر:

 نا المكوناف الصلبة للكمبيوتر وذى: أنواع أربعةد يوج

 الإدخالو داف  -1

 الإخراجو داف  -2
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 ال اكرة الر ياية -3

 و دة الع ج والمنطق -4

 

 :الإخراجووحدات  الإدخالوحدات 

كاكدرة الكمبيدوترق يوجدد   إلدىالبياناف نا الخارج    إدخالعلى    الإدخال  أجهزةتعمل  

 الأقدراص , نحرك الأقراص نحرك مفاتيح, , ننها, لو ة الالإدخال  أجهزةد نا  العدي

 , الفدرةقالضو يالمغناطياية, الماسح 

, المغناطياددي الأقددراص , نحددرك الأقددراص فتلاددمل: نحددرك  الإخددراج أجهددزة أنددا

 اللااشة, الطابعةق

 

 نا نميزاف الكمبيوتر:

 قAutomation أوتوناتيكيةبطريحة  الأداء ىعل قدرته -1

  قProgrammableابليته للبرنجة ق -2

 

 :الى حام الكمبيوتر  اب ا جانةين

  microcomputer صغير جم  -1

  minicomputer جم وس.   -2

  mainframe computer جم كبير  -3
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يعبدر عنهدا فدى صدورة   أننا الملاك ف فدى الهندسدة والعلدوم يمكدا    توجد العديد 

 ل التيداراف والجهدود فدى نثل ناا ل الحركدة الاذتزاييدة ونادا  تفاضلية  ف نعادلا

قد يكدون الحدل الددقيق لمثدل ذد   المعدادلاف   لكا,دةقققوذك اقاراف المترد دوا ر التي

 إلدى نلجددل ل   بعض الحالافق  فيباستخدام قوانيا التفاضل صعب أو غير نوجود  

 , Numericallyتحريبيدة, وكلد  بحلهدا بطدر  عدديدة ل تل  المعدادلاف بطدر  

انج الكمبيدوترق الكثيدر ندا الوقدلق لد ل  نادتخدم بدر   وذى طر  طويلدة وتادتهل

  ل تل  المعدادلاف   برانج  فيالماتخدنة    الرياضية  سوف نتناول ذنا بعض الطر 

تكملدة ندا نحدن ندا   أي,  Interpolationق وك ل  بعدض طدر  الاسدتكمال  عدديا

ننحنى يمر بمجموعة ندا  أو, وذو استنتاج افضل خ.  Fittingو التوفيق    بيانافق  

  بيانافقلا
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 الباب الاول

 لفروق مقدمة عن ا

يوجد فرع نا الرياضياف نهتم بالفرو  بيا الأرقام المتتالية في نتالالةق تادتخدم 

 ادا  قديم تفاضد ف قدد يصدعب   نتا ج ذ   الفرو  في كثير ندا التطبيحداف ننهدا

رو  فق يوجد ث ثة انواع نا الفرو : الفرو  الانانية، وال اابها بالطر  التحليلية

 الخلفية، والفرو  المتوسطةق

 الامامية  المقصود بالفروق-

  3n  nY =–  1                    بفرض أن لدينا المعادلة

, بدالتعويض عدا ذد   الحديم فدي المعادلدة   … , n = 1 , 2 , 3صدالحة للحديم 

    .. , Y                     2 , 5 , 8 , 11 , 14نحصل علي الحيم التالية للمتغير 

 :  ذيفي النتا ج  م المتتاليةبيا الأرقا الأنانيةوالفرو  

5 - 2 = 3    ,     8 - 5  = 3    ,     11-8 = 3       ,        14-11 = 3 , ..  

 يتم كتابة سلاله الأرقام وسلاله الفرو  عادة كالتالي : 

 نتا ج  19 11 8 5 2

 فر  أناني أول   3 3 3 3

 

  3n  – 2= n nY– 2المعادلة :  اك ل  بفرض أن لدين

 في الصورة التالية: الأنانيةوالفرو   تكون النتا ج  .. , n = 1 , 2 , 3للحيم  نهفإ



 -8- 

 

 نتا ج   16    8     2     2 –     4 –  4 –

   فر  أناني أول             8     6     4     2     0   

    فر  أناني ثاني   2     2     2     2   

 

وأرقدام  ،و  الأرقدام فدي الصدف الأولالأرقام في الصف الثاني ذدي فدر  كونت

فرو  الأرقام في الصف الثاني ق تامى أرقام الصدف الثداني بدالفر    ذيالصف الثالث  

 له ق  ة  الثانيووأرقام الصف الثالث بالفر ،الأول للصف الأول

 n, .. y 3, y         عانة ، إكا فرضنا أن بصورة
2, y 1y  

 الأولي لها تعطي نا الع قة  ي أية أرقام نتتالية ، فإن الفرو ذ

∆yn = yn+1 - yn  

∆n∆y - n+1= ∆y ny2                   وفروقها الثانية تعطي ونا :

                                                

 ∆ny2∆ - n+1y2∆ = ny3                                  وفروقها الثالثة يعطي ونا :

 الأول و الثاني والثالث فى الصورة :الأرقام وفروقها  وذك ا ، يعطي جدول
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y1  y2  y3  y4  y5  

      ∆y1   ∆y2    ∆y3   ∆y4    ∆y5  

          ∆2y1   ∆
2y2   ∆

2y3  ∆
2y4  ∆

2y5  

              ∆3y1   ∆
3y2    ∆

3y3  ∆
3y4   ∆

3y5  

Etc 

 

 

بدلالة الفروق  تصلةمتفاضل الدالة ال  

 

 يوجدد ثد ط طدر  لعمدل كلد  , مدة نعلوندة ل (  يعندد ق F (x)دالة تفاضل لحاا  

تامى ذ    قبيا قيم ذ   الدالة ل بدلالة الفرو ضيير عا التفاعوكل  بالت  ,ة  يتحريب  بطريحة

 ذ   الطر  ذي : تفاضل الدالة عدديا ق  العملية بحاا  

 قانينالفر  الأ اا  التفاضل بدلالة  ق1

 قلخلفي اا  التفاضل بدلالة الفر  ا ق2

 قالفرو  المركزية اا  التفاضل بدلالة  ق3

 ق 

 ما هو التفاضل ؟ 

 فا الصورة التالية :  F(x)يعرف تفاضل دالة 
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 x∆لاب   د م   ن جع   ل  x,عن   د ةيم   ة معين   ة  لك   ا ي   تد هيا   اد ض   دا التفاض   ل ع   دديا

الط   رق ال   ثلا  تفاض   ل باب   دى وي   تد بس   اب النه   ا لا تس   اور الص   فر   كص   ةيرة ج   دا  ل

   السابقة

 التفاضل الاول بدلالة الفرق الامامى: -1

1- Forward difference approximation of the first derivative:  

 : كون فا الصورة الآتية ي F'(x)علد أن تفاضل الدالة ن
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 ر د توضيحى لحساب التفاضل الاول بدلالة الفرق الامامى         

ع  د ب، نخت  ار نقط  ة أت  رى تix = x عن  د  f’(x)م  ة يل  دلإ ه ا أردن  ا هيا  اد ة   

 : وبالتالا يكون  ix = x  +1للأما  وعندضا  ∆xبمقدار 
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  ∆ix – i+1x = x  بيث 

 : الخلفىالفرق بدلالة  الاول التفاضل

2- Backward difference approaimation of the first derirahive  

 نعلد مما  بق ان
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 :جدا  يكون  ةصةير  x∆ةيمة وباعتبار 
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  , فانا (سقيمة  البة ) أر فرق تلف x∆تتيار افإ ا تد 
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 ر د توضيحى لحساب التفاضل الاول بدلالة الفرق الخلفى
 

نقطة ترجع عنها بمقدار يمكننا أن نختار    x = x iعند   F'(x)فإ ا أردنا هيااد  

x∆  1 وضا –i x = x  وبالتالا : 
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  ∆ i x  – ix = x– 1 بيث 
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x 

F(x) 

x-∆x 
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 1مثال

 ا ا سانت  رعة صاروخ تعطى من العلاقة التالية:

t
tX

X
tv 8.9

21001014

1014
ln2000)(

4

4

−








−
=  ,                   300  t  

, ا   تخد  t=16sل  ة عن  د اا   تخد  بس  اب التفاض  ل بوا   طة الف  رق الام  امى لتعي  ين الع

  t=2s∆فرق مقداره 

 الحل:

                                             ( 2من المعادلة )
t

tvtv
ta ii
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ti + 1 = ti + ∆t  

  = 16 + 2 = 18  
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  V(16) , V(18)لحساب يض و عبالت
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 = 392.07 m/s  

 : وبالتالا 

2
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07.39202.453 −
=   = 30.475 m/s2  

 وضدا ضو الحل التقريبا بدلالة فرق السرعات 

 

 : ننا نفاضل المعادلة إف 16s.,  a(16)مة الحقيقية للعالة عند يلإيااد الق

t
t

IntV 8.9
21001014

1014
2000)(

4

4

−








−


=  

 :و لإ سالتالا 
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 : من المعلو  أن 
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= 29.674 m/s2  

بسبب التقريب    أالحقيقية يمكن معرفة مقدار الخط التقريبية بالقيمةمن مقارنة القيمة   

 ه ا سانت  رعة صاروخ تعطا من العلاقة  :  2مثال 
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، ا  تخدا   .t = 16sد ن عالخلفا للتفاض ل الأول العال ة  الفرق ا تخدا  تقريب بأبسب 

  .t = 2s∆فرق مقداره 

 :ل  ــــــالح
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     ( 3) من العلاقة 
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    أيمكن بساب الخط للتفاضلوبمعرفة القيمة الحقيقية 

 ايلور تمتسلسلة  باستخدام الاول اميالفرق الأم التفاضل الاول بدلالة يلالحصول ع

Derivative of the forward difference approximation 

From Taylor series 
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وس  ل  ixعن  د نقط  ة  F (x)ايلور عل  ا أن    ف  ا بال  ة معرف  ة ةيم  ة دال  ة ت  نظري  ة ت  ن  

ف إن  i x+ 1 و  ixم ا ب ين ت متص لة امشتقاتها عند تلإ النقطة ، بشرط أن تك ون المش تق

  العلاقة التالية: يعطا من i + 1x عند دالة يمة الة

........)(
!2

)(
))(()()( 2

11

1

1

11

+−+−+= +++ iiiiiii xx
xif

xxxfxfxF  
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 .  (x∆)في  كون دالةفا التقريب ي أتبين أن الخط o(∆x)بيث 

السابقة سما يلابظ أن الحل الن اتج ع ن  ا ضنا علامة = بدلا  من نا تخدم  يلابظ أننا

سما أتضح من  (x∆)نا ب مع يتالفرق الأماما يكون أكبر من القيمة الحقيقية بمقدار 

   (1المثال )
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باسىتخدام متسلسىلة تىايلور   الخلفىى الاولالفرق    التفاضل الاول بدلالة  الحصول علي

. Derivative of the backward difference approximation 

From Taylor series 
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  xلدلإ فان الدقة تةداد  بنق   xواضح ان درجة الدقة تكون دالة فى 

 .لة تايلورباستخدام متسلس المركزى الفرق  لالةدالتفاضل الاول ب الحصول علي

Central difference approximation of the first derivative. 

نستخد  الفرق المرسةى بدلا من الفرق الامامى او الفرق الخلفى و لإ للوصول ال ى دق ة 

 اكبر فى تعيين التفاضل عدديا 

 ية:م  فى بالة الفروق الامامن مفكوك تايلور نعلد ان
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 , فى بالة الفروق الخلفية:كدلإ
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  1من المعادلة  2بطرح المعادلة 
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رب   ع متعتب   ر ض   ده المعادل   ة اكث   ر دق   ة ف   ى بس   اب التفاض   ل الاول لان الخط   أ دال   ة ف   ى 

 .∆xالمسافة الصةيرة 

 مثال

 انت  رعة صاروخ تعطا من العلاقة ا سه    
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فرق مقداره  مستخدما،  .t = 16sعند  الفروق المرسةيةلتفاضل الأول با تخدا   ا أبسب 

∆t = 2s.  

 الحل:
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وض   ى ةيم   ة أدق م   ن تل   إ الت   ا ت   د الحص   ول عليه   ا با    تخدا  الف   رق الام   امى أو الف   رق 

 الخلفا 

 

 
 
 

 ر د توضيحى لحساب التفاضل الاول بدلالة الفرق المرسةى           

x x+∆x 
x 

F(x) 

x-∆x 
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 الباب الثانى 

 الفروق الأمامية 

 ات بدلالة الفروق الأماميةشتقالم

 الفروق الأمامية بدلالة المشتقات 



 -22- 

  
 ** الفــــروق الأماميـــــة ** 

 
بفرض وجود      البيانافق  نتالالة  بداياف  نع  نتعانل  عندنا  الانانية  الفرو   تاتخدم 

الماتحل   للمتغير  نحددة  نحاط  عند  نعلونة  ت  ixقيم  قيم  ا ]  قيمة   ixمى  كل   ،  ] بالأدلة 

 h  ix – i+hx =علي أبعاد نتااوية بحيث  ixكمتغير تابع ق وبفرض أن الأدلة  iyبلها يحا 

 تعطي نا الع قة :   iyفإن فرو  الحيم الناتجة للمتغير التابع 

∆yi = yi+1 – yi    → (1)  

 بوضع الصيغ التالية للتاهيل ، 

yi+1 = yr , yi+2 = y2r , yi+3 = y3r …  

 :  التاليةفي الصورة  yi , xiة بيا فإنه يمكا رسم الع ق

 
 
 
 
 
 
 
 

 : التالية  الصورة 1ل ل  تدخ  المعادلة (

Y2r 

 
Yr 

 
Yi 

 

Xi          Xi+h Xi+2h 
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∆yi = yr – yi    → (1)  

 وتامي نعادلة الفرو  الأنانية الأولي ق

 i),(y(بدلالة قيم المتغيدر التدابع    i∆yن  ظ أننا  ابنا الفرو  الأنانية الأولي  

iة عا النتا ج ق لرقم في نتالالة البياناف المعبر  في ذ   الحالة تعبر عا ترتيب ا 

 فرو  الفرو  الأنانية الأولي تامي بالفرو  الأنانية الثانية وتحاب كالتالى :

∆2yi = ∆(∆yi) = ∆yi+1 - ∆yi  

   = ∆yr - ∆yi  

   = (y2r – yr ) – ( yr – yi)  

   = y2r – yr – yr + yi  

   = y2r – 2yr + yi       → (3)  

 ل  يمكا  اا  الفر  الأناني الثالث :  ك

∆3yi = ∆(∆2yi)  

 = ∆( y2r – 2yr + yi )  

 = ∆y2r - 2∆yr + ∆yi  

 = (y3r  - y2r ) – 2 ( y2r – yr ) + ( yr – yi )  

 = y3r – y2r – 2y2r + 2yr + yr – yi  

∆3yi = y3r – 3y2r + 3yr – yi     → (4) 

 i = r - 1أو   r = i + 1لا تناى بدن 
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 وبالمثل، يمكن حساب الفرق الأمامي الرابع :

∆4yi = ∆ ( ∆3yi )  

  = ∆( y3r – 3y2r + 3yr – yi )  

= ∆y3r - 3∆y2r + 3∆yr - ∆yi  

= ( y4r – y3r ) – 3( y3r – y2r ) + 3( y2r -  yr ) – ( yr – yi )  

= y4r – y3r – 3y3r + 3y2r + 3y2r – 3yr – yr + yi  

∆4yi = y4r – 4y3r + 6y2r – 4yr + yi    → (5)  

مكن وضع قانون عام لحساب الفرق النونى الأمامي عند أية نقطـة يمما سبق  

(i :في المتسلسلة وذلك علي الصورة التالية ) 

∆nyi = ∆n – 1yi+1 - ∆
n-1yi  

 كالتالي :  iنحطة لوذو الفر  الثالث الأناني عند ا ∆iy3فمث   يمكا إيجاد 

∆3yi = ∆2yi+1 - ∆
2yi                          → (1)  

 *بتطبيف الحانون على الحد الاول نا الطرف الايما نجد 

 ∆2yi+1 = ∆yi+2 - ∆yi+1  ……………………………*  

 ** بتطبيف الحانون على الحد الثانى نا الطرف الايما نجد 

 ∆2yi = ∆yi+1 - ∆yi ……………………………………** 

 المعادلة( *   نحصل علي :  نا

∆2yi+1  = ( yi+3 – yi+2 ) – ( yi+2 – yi+1 )  
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  = yi+3 – yi+2 – yi+2 + yi+1  

  = yi+3 – 2yi+2 + yi+1  

 نا المعادلة ( **   نحصل علي : 

∆2yi   = ( yi+2 – yi+1 ) – ( yi+1 – yi )  

  = yi+2 – yi+1 – yi+1 + yi  

  = yi+2 – 2yi+1 + yi  

 فإن : ∆1iy2, ∆ iy2+  عا 1عويض في نعادلة (تبال

∆3yi   = ( yi+3 – 2yi+2 + yi+1 ) – ( yi+2 – 2yi+1 + yi )  

  = yi+ 3 – 2yi+2 + yi+1 – yi+2 + 2yi+1 – yi  

= yi+3 – 3yi+2 + 3yi+1 – yi  

ندث   وذدي أول نحطدة فدي   i = oفإكا أردنا  اا  الفدر  الثالدث عندد النحطدة 

 ا ج فإن :تنتالالة الن

∆3yo = y3 – 3y2 + 3y1 – yo   

 الاابحةق   ∆iy3في   i = oوكل  بالتعويض عا 

 فإن   i = 3ك ل  فإن الفر  الثالث عند النحطة الرابعة نث   

∆3y3 = y6 – 3y5 + 3y4 – y3  

 عند النحطة التاسعة تكون  ∆8y3ك ل  فإن 

∆3y8 = y11 – 3y10 + 3y9 – y8  
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 وذك ا قققق 

 

 :  دددالدنثدد

 أثبل أن 

∆4yo = y4 – 4y3 + 6y2 – 4y1 + yo  

 الحدددددددددل :

 نا التعريف 

∆4yo = ∆3y1 - ∆
3y0      → (1) 

 تم الحصول عليها وذي تااوي : ∆oy3و يث أن 

∆3yo =  y3 – 3y2 + 3y1 – yo  

  1نكون لها نفس الصيغة بزيادة الأدلة الافلية ( بتحدنها   بمحدار  ∆1y3فإن 

∆3y1 = y4 – 3y3 + 3y2 – y1  

   1في ( بالتعويض 

∆4yo = y4 – 3y3 + 3y2 – y1 – y3 – 3y2 – 3y1 + yo  

 = y4 – 4y3 + 6y2 – 4y1 + yo                               ,,,,   وذو المطلو

                    

 

 نثال : لحاا  الفرو  الأنانية 
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 , n = 1 , 2 , 3 , 4  …صدالحة لحديم  3n  – 2=n ny–  2بفدرض أن لددينا المعادلدة 

   n = 3أوجد الفر  الأناني الأول والفر  الأناني الثاني عند 

 الحدددددل : 

 لها النتا ج التالية  nyتكون   … , n = 1 , 2 , 3 , 4 , 5لحيم 

y1  y2  y3  y4  y5  

-4  -4  -2  2 8 

 نعادلة الفر  الأناني الأول ذي 

∆yi  = yr – yi  

∆y3 = y4 – y3  

 = 2 – (-2)  

 = 4  

 لة الفر  الأناني الثاني اد نع

∆2yi
   = y2r – 2yr + yi  

∆2y3
   = y5 – 2y4 + y3  

 = 8 – 2 (2) + (-2) = 8 – 4 – 2 = 2  

للتدكد نا كل  الحل نكتب نتالالة النتا ج ونتالالتيا الفر  الأناني الأول الثانى علي 

 الترتيب كالتالي : 
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y1  y2  y3  y4  y5    

                                                                                                        

 النتائج         8 2 2- 4- 4-

 فر  انانى اول          6       4       2        0      

 فر  انانى ثانى                  2  2  2             

 

 ذو  3yعند  ننها يتضح أن الفر  الأناني الأول

2 – (-2) = 4  

 ذو  3yوأن الفر  الأناني الثاني عند 

                                                      6 – 4 = 2  

 

يمكن حساب الفـروق الاماميـة الاول و الثـانى والثالـ. و      بواسـطة القـانوت ال ـام 

 التالى:

1

0

)1( −

=













−=  k

k

i

k

i

i

i

k yy  

 kفى الفر  رقم  iد رقم يعطى ذ ا الحانون الح

 ذى رتبة الحد داخلهق iذى رتبة الفر  ( الاولق الثانى, الثالث, ققققق  و  kأى ان  
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الحد  






 k

i

عبارة عا    
!

)(

i

k i

 I, و قديم 5الدى  1ندا  kويعطى كما فى الجدول التالى لحيم   

 5.الى  0نا 

5 4 3 2 1 0 i 

    1 1 1 

   1 2 1 2 

  1 3 3 1 3 

 1 4 6 4 1 4 

1 5 10 10 5 1 5 

نث                                                   

3
1*2

2*3

!2

3
,........3

1

3

!1

3
,.....4

1*2*3

2*3*4

!3

4 )2()1()3(

======  

 

1نثدددال: باسدددتخدام الحدددانون 

0

)1( −

=













−=  k

k

i

k

i

i

i

k yy ا ادددب الفدددر  الاندددانى الاول

 iy 

 ق1الى  0تتغير نا  k=1  ,iنضع فى الحانون 

 k=1  ,i=0أولا: بوضع 

101

1

0

0

0 )1( yyy =












−= −  

 k=1  ,i=1ثم بوضع 

i 
k 

k 
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00

1

1

1

1 )1( yyy −=












−=  

 بجمع المعادلتيا الاابحتيا,

01 yyyi −=  

 وذو الفر  الانانى الاولق

 ألفرق الامامى الثانى

 التالية: الثانى, يدخ  الحانون العام الصورة لحاا  الفر  الانانى

i

ii

i

i yy −

=













−=  2

22

0

2 )1(  

 يكون i=0بوضع 

 

( ) 202

2

0

0

0

2 1 yyy =












−= −  

 يكون i=1بوضع 

 

( ) 112

2

1

1

1

2 21 yyy −=












−= −  

 يكون i=2بوضع 

 



 -31- 

( ) 022

2

2

2

2

2 1 yyy =












−= −

 

 بجمع الثلاث م ادلات السابقة نحصل على

012

2 2 yyyyi +−=  

 

  بة يمكن حساب الفرق الامامى الثال.فبنفس الكي

 حي. يأخذ القانون ال ام الصورة التالية:

 

i

ii

i

i yy −

=













−=  3

33

0

3 )1(  

 

 نحصل على i=0بوضع 

( ) 303

3

0

0

0

3 1 yyy =












−= −

 

 نحصل على i=1بوضع 

( ) 213

3

1

1

1

3 31 yyy −=












−= −  

 نحصل على i=2بوضع 
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( ) 123

3

2

2

2

3 31 yyy =












−= −

 

 نحصل على i=3بوضع 

 

( ) 033

3

3

3

3

3 1 yyy −=












−= −

 

 السابقة بجمع الاربع م ادلات

0123

3 33 yyyyyi −+−=  

 كذلك يمكن حساب الفرق الرابع الأمامي,

 حي. يأخذ القانون ال ام الصورة التالية:

i

ii

i

i yy −

=













−=  4

44

0

4 )1(  

 نحصل على i=0بوضع 

( ) 404

4

0

0

0

4 1 yyy =












−= −  

 نحصل على i=1بوضع 

( ) 314

4

1

1

1

4 41 yyy −=












−= −  

 نحصل على i=2بوضع 
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( ) 224

4

2

2

2

4 61 yyy =












−= −

 

 نحصل على i=3بوضع 

 

( ) 1134

4

3

3

3

4 4
6

24
1 yyyy −=−=













−= −

 

 نحصل على i=4بوضع 

( ) 044

4

4

4

4

4 1 yyy =












−= −

 

 بجمع الم ادلات الخمس السابقة, نحصل على

01234

4 464 yyyyyyi +−+−=  

 

 

 

 يمكا ان يدخ  الحانون الاابق اللاكل التالى لحاا  الفر  الانانى 

 

mki

k

m

k

m

m

i

k yy −+

=













−= 

0

)1( 

 



 -34- 

فى نتالالة البياناف الاصلية المراد  اا  الفر  الانانى رقم الحد  تعبر عا    i يث  

 ققققللحد الاول ، الثانى ، الثالث قققققعلى الترتيبق 2، 1، 0عند  ويمكا ان تدخ  الحيم  

K     الحيم وتدخ   الانانى  الفر   الاول3،  2،  1تعبر عا رتبة  الانانى  للفر   قققق   ،    ،

 الثانى ، الثالث، ققق وذك اق

m   الى   0رقم الحد فى نعادلة الفر  الناتجة وتدخ  الحيم ناk+1  ق 

 

 وبالتالى فإنه للفر  الانانى الاول يكون لدينا 

k=1 

m=0, 1 

   k=1و   m=0فيكون الحد الاول نا قانون الفر  الاول نحصل عليه بوضع 

01

1

0

0)1( −+












−= ii yy 

11*1*1 ++ == iii yyy= 

 k=1و   m=1ع الفر  الاول نحصل عليه بوض ويكون الحد الثانى نا قانون 

11

1

1

1)1( −+












−= ii yy 

iii yyy −=−= *1*1 

 

 فيكون قانون الفر  الانانى الاول ذو نجموع الحديا الاابحيا 
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yiyy ii −= +1  

 قانون الفر  الانانى الثانى 

  m=0, 1, 2بالتالى تكون و  k=2فى ذ   الحالة يتم وضع 

 فى الحانون  m=0ل بوضع الحد الاونحصل على 

 
mi

mm

m

i yy −+












−=  2

22
2 )1( 

 فى الحانون فيدخ  الصورة التالية  m=0نحصل على الحد الاول بوضع 

2202

2

0

02 *1*1)1( ++−+ ==












−= iiii yyyy 

 نحصل على الحد الثانى   m=1بوضع 

1112

2

1

12 2*2*1)1( ++−+ −=−=












−= iiii yyyy 

 لث انحصل على الحد الث m=2بوضع 

iiii yyyy ==












−= −+−+ 2222

2

2

22 *1*1)1( 

iiii yyyy +−= ++ 12

2 2 

irri yyyy +−= 22
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 الفرو  الأنانية بدلالة الملاتحاف

دالة   قيمة  أنه في  الة نعرفة  تايلور علي  نظرية  وكل نلاتحاتها عند    y = f(x)تنن 

 x )عند    ةفإن قيمة الدال  h , xالدالة و الملاتحاف نتصلة نا بيا    بلارط أن تكون  xنحطة  

+ h )  : تعطي نا 

....)(
3

)(
2

)()()( 3
3

2
2

++++=+ xyD
i

h
xyD

i

h
xhDyxyhxy )(xyD

ni

h n
n

+  

     
dx

d
D =   يث           









+++=+ n

n

D
ni

h
D

i

h
hDxyhxy ...

2
1)()( 2

2

 

hDexyhxy )()( =+     → (1) 

 

  يث المؤثر : 

ii

i

hD Dh
i

e
!

1

0



=

=  

 و يث أن 

yx  at  yi  

y ( x + h )       at   yr  

 فإن الفر  الأناني الأول 

∆yi = yr – yi  

 = y ( x + h ) – yx   

 = yx e
hD – yx  

 = yx ( e
hD – 1 )  
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∆yi = yi ( e
hD – 1 )  

∆ = ehD – 1    → (1)  

 الفر  الأناني الثاني بدلالة الملاتحاف 

∆2 = ∆.∆  

 = ( ehD – 1 )2  

 = e2hD – 2ehD + 1  → (2)  

 بدلالة الملاتحاف  الفر  الأناني الثالث 

∆3 = ∆(∆2)  

   (1) , (2)نا    ∆2 ∆ ,عا  عويض بالت

∆3 = ( ehD – 1 ) ( e2hD – 2ehD + 1 )  

 = e3hD – 2e2hD + ehD – e2hD + 2ehD – 1  

 = e3hD – 3e2hD + 3ehD – 1   → (3)  
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 الملاتحاف بدلالة الفرو  الأنانية

 ~~~~~~~~~~~~~~~~ 

 الملاتحة الأنانية الأولى 

1

1

+=

−=

hd

hD

e

e
 

 يا طرفلل lnبدخ  

hD = ln ( ∆ + 1 )  

........
432

432

+


−


+


−=hD   → 1 

 الملاتحة الثانية بدلالة الفرو  :

(hD)2 = hD*hD  








 
−


+


−







 
−


+
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432432

432432

 

 بضر  الحديا نعا  
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−
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−

 

 دددددددددددددددددددددد

432

543
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−


+
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 دددددددددددددددددددددد بالجمع

1612

2

72

26

24

20

12

11

2

2
2

876543 
+


−


+−


+


−

D
 

 

 صيددددغ الفدددددرو 

 ~~~~~~ 

 يوجد العديد نا صيغ الفرو  للدوال سوف ندرس ننها :

 را  :افر  الدالة الثابتة يااوي أصف -1

∆C = o  

 و  أصفارا  ابتة تكون جميع الفرأثبل أنه للدالة الث

 وذ   دالة ثابتة ، وبالتالي يكون : iلجمبع قيم  c  iy =نفرض أن 

∆yi = yi+1 – yi = c – c = o  

 نحدار ثابل فددددددإن : cبفرض أن  -2

∆ ( cyi ) = c∆yi  
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 ولإثباف :

∆ ( cyi ) = cyi+1 – cyi = c [ yi+1 – yi ] = c∆yi  

 الخاصية الخطية : -3

وأن قيم ذاتيا الدالتيا ذدي   ix بفرض وجود دالتيا نعرفتيا لنفس الفئة للأدلة 

iv  ،iu : وباعتبار دالة ثالثة ندخ  الحيم التالية 

Wi = c1  ui  + c2  vi  

 ، أثبل أن : ixثابتان ناتح ن عا  1c  ،2c  يث 

∆wi = c1∆ui + c2∆vi  

 نا التعريفاف : البرذان

∆wi  = wi+1 – wi  

 = ( c1ui+1 + c2vi+1 ) – ( c1ui + c2vi )  

 = c1 ( ui+1 – ui ) + c2 ( vi+1 – vi )  

 = c1 ∆ui + c2 ∆vi                        وذو المطلو 

 

 الفرو  لحاصل ضر  دالتيا تعطي بالصيغة  -4

∆ ( uivi ) = ui∆vi + vi+1∆ui  

 البرذان 
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 i, v iuوأن قيم ذاتيا الدالتيا  ixدلة نعرفتيا لنفس الفئة نا الا  دالتيا رباعتبا

 فإنه :    ivi= u iz عتبر دالة نو

 من الت ريف 

∆zi = ui+1vi+1 – uivi  

 للطرف الأيما  i+1viuبطرح وإضافة الحد 

∆zi = ui+1vi+1 – uivi+1 + uivi+1 – uivi  

 = vi+1 ( ui+1 – ui ) + ui ( vi+1 – vi )  

 = ui∆vi + vi+1∆ui                  وذو المطلو 

 

 يمكا البرذنة علي النتيجة 

∆zi = ui+1∆vi + vi∆ui  

 للطرف الأيما  ivi+1uوكل  بإضافة وطرح 

 **** تماريدددددا **** 

   1تمريدددا (

 [  k kx =الآتية ] يمكا اعتبار أن  kyأ اب إلي الفرو  الرابعة للحيم  -1

 

k 0 1 2 3 4 5 6 

yk 0 1 16 81 256 625 1296 
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 الحددددددل : 

 يمكا وضع الجدول والفرو  في الصورة التالية  :

k yk ∆yk ∆2yk ∆3yk ∆4yk 

0 0     

1 1 1    

2 16 15 14   

3 81 65 50 36  

4 256 175 110 60 24 

5 625 369 194 84 24 

6 1296 671 302 108 24 

  التي فوقها ثباف في المر لة الرابعة وأن الفرولواضح أن الفرو  تصل إلي ا

 تكون أصفار 

 

  2تمريددددا (

 ناتخدنا الع قة التالية:

ik

k

i

k

i

i

i

k yY −

=









−= 

0

1  

 أثبل أن 
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∆5yi= y5 – 5y4 + 10y3 -10y2+ 5y1 – yo  

 الحددددددددل  

 في التعريف   i = o بوضع

∆5yo = (-1)o







 5

0

y5-o = y5   → (1)  

   i = 1 بوضع

∆5y1 = (-1)1







 5

1

y5-1 = -5y4   → (2)  

   i = 2بوضع 

    ∆5y2=(-1)2













 5

2

y5-2=10y3 →(3)   

                                                                                                          

i = 3 بوضع   

∆5y3 = (-1)3













 5

3

y5-3 = -10y2               → (4) 

   i = 4بوضع 

1454

5 5
4

5
4)1( yyy =








−= −     → (5) 

   i = 5بوضع 
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00

5

5

5

5

5
)1( yyy −=








−=      → (6) 

 يكون  (6) تى  (1)بجمع النتا ج نا 

∆5yi = y5 – 5y4 + 10y3 – 10y2 + 5y1 - yo  

 وذو المطلو  قققق

 

 ( 3ـن )تمريـــ

  ∆ky4  24 =فإن  k ky =4أثبل أنه إكا كانل 

 الحدددددددل :

Yk = k4  

∆yk = 4k3 , ∆2yk = 12k2 , ∆3yk = 24k , ∆4yk = 24  

 وذو المطلو  : 

   4تمريددددا (

 باستخدام الحيم للفرو  الأولى المعطاة ، أ اب الحيم المحترفة 

yk  o … … … … …   

∆yk  1 2 4 7 11 18  

 دددددددددل دددددالحدد

yk  o 1 3 7 14 25 43  

∆yk  1 2 4 7 11 18  
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   5تمريددددا (

 بتحدم جميع الأدلة في الصيغة 

∆2yo = y2 -2y1 + yo  

 ثم أ اب  اصل الجمع للفرو  الث ثة ذ  ق  ∆1y2, ∆ 2y2أكتب نفكوكا  نماث   لكل نا 

 الحدددددددددددددددل 

∆2y1 = y3 -2y2 + y1  

∆2y2 = y4 – 2y3 + y2  

  اصل ا لجميع للفرو  التالية كلها يكون 

∆2yo + ∆2y1 + ∆2y2 = y2 – 2y1 + yo + y3 – 2y2 + y1 + y4 – 2y3 + y2  

 = - y1 + yo – y3 + y4 = y4 – y3 – y1 + yo  

 وذو الحل ……
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 الثال. الباب 

 الفروق الخلفية

  الفروق الخلفية بدلالة المشتقات

 المشتقات بدلالة الفروق الخلفية
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 الفــــروق الخلفيـــة 

 ~~~~~~~~~ 

ف   إ ا  تعام   ل م   ع نهاي   ة متسلس   لة البيان   ات نحت   ال للتعام   ل م   ع الف   روق الخلفي   ة عن   دما ن

تك ون عل ا  ixللمتةير التابع, وبف رض ان الادل ة   iyتوجد ةيمة  ixفرضنا أن  لكل ةيمة 

تعط ا  iyلت ابع إن الف روق للق يد الناتا ة للمتةي ر اف  h 1-ix – ix =ابعاد متساوية بحيث 

 من :

yi = yi – yi-1                                                         → (1)  

 ويسمى ضدا بالفرق الخلفا الأول 

 بوضع الصبغ التالية للتسهيل 

Yi-1  =  yL , yi-2  =  y2L , yi-3  =  y3L , …  

 سالتالا :  ix  ،iyن ر د العلاقة بين يمك فإن 

 

 

 

Yi 

 
YL 

 
Y2L 

 

Xi+2h  Xi-h          Xi 
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 ( الصورة التالية :1لدلإ نأتد المعادلة )

yi = yi – yL    → (2)  

سم   ا ف    ا الف    روق الأمامي    ة الس    ابق  ،i  وتس   مى معادل    ة الف    رق الخلف    ا الأول    ا

    النتائجالرقد فا متسلسلة  ب عن ترتي تعبر ،عنها الحديث 

 روق الخلفية الأولى تسمى بالفروق الخلفية الثانية :الف فروق 

 2yi  =   (yi )  

 =   ( yi – yL )  

 = yi - yL  

 = ( yi – yL ) – ( yL – y2L )  

 = yi – yL – yL + y2L  

 = yi – 2yL + y2L     → (3)  

  ..… ,  L = i – 1  ,  2L = i – 2   ,   3L = i – 3يلابظ أن :      

 كدلإ يمكن بساب الفرق الخلفا الثالث 

 3yi =   ( 2yi )  

 =   ( yi – 2yL + y2L )  

 = yi - 2yL + y2L  
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 = ( yi – yL ) -2 ( yL – y2L ) + ( y2L – y3L )  

 = yi – yL – 2yL + 2y2L + y2L – y3L  

 = yi – 3yL + 3y2L – y3L     → (4)  

 الفرق الخلفي الرابع : كن حساب كذلك يم

 4yi =   ( 3yi )  

 =   ( yi – 3yL + 3y2L – y3L )  

 = yi - 3yL + 3y2L - y3L  

 = ( yi – yL ) -3 ( yL – y2L ) +3 ( y2L – y3L ) – ( y3L – y4L )  

 = yi – yL – 3yL + 3y2L + 3y2L – 3y3L – y3L – y4L  

 = yi – 4yL + 6y2L – 4y3L + y4L    → (5)  

 أمثلة علي حساب الفروق الخلفية : 

  n 3 – 2= n ny–  2  دلةبفرض أن لدينا المعا

، أوج د الف رق الخلف ا الأول والف رق الخلف ا   … , n = 1 , 2 , 3 , 4ص الحة لق يد 

   n = 3الثانا عند 

 الحـــــــــل :

 لها المتسلسلة التالية : nyتكون النتائج   n = 1 , 2 , 3 , 4 , 5للقيد 
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y1  y2  y3  y4  y5  

-4  -4 -2 2 8  

 الأول ضا  معادلة الفرق الخلفا

yi  = yi – yL  

 = y3 – y2  

 = -2 – ( -4)  

 = 2  

 معادلة الفرق الخلفا الثانا ضا 

 2yi  = yi – 2yL + y2L  

 = y3 – 2y2 + y1                    ,بيث  i=3, L = i-1 = 2, 2L = i -2 = 

1 

 = -2 -2 (-4) + (-4)  

 = -2 + 8 – 4  

 = 2  

للتأكد من  لإ الحل نكتب متسلسلة النتائج ومتسلسلة الفروق الخلفية الأولا ثد 

 متسلسلة الفروق الخلفية الثانية سالتالا 
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y1  y2  y3  y4  y5  

 الناتج    8 2  2-  4-  4-

 فروق تلفية أولى   6 4 2 0 

فروق تلفية ثانية    2 2 2    

 ضو  3yخلفا الأول عند منها يتضح أن الفرق ال

- 2 –(-4) = - 2 + 4 = 2  

 ضو  3yوأن الفرق الخلفا الثانا عند 

2 – 0 = 2  

 ا تنتال صيغ الفروق الخلفية من القانون:

 

mi

k

m

k

m

m

i

k yy −

=













−= 

0

)1(  

الفر     i يث   المراد  اا   البياناف الاصلية  نتالالة  الحد فى   الخلفىتعبر عا رقم 

 ى ، الثالث قققققعلى الترتيبقحد الاول ، الثانققققلل 2، 1، 0م  عند  ويمكا ان تدخ  الحي

K      الاول ، الثانى    الخلفى، قققق للفر   3،  2،  1وتدخ  الحيم    الخلفىتعبر عا رتبة الفر

 ، الثالث، ققق وذك اق 
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m  الى  0الفر  الناتجة وتدخ  الحيم نا  (صيغة  رقم الحد فى نعادلةk+1  ق 

 

ول نا الع قة الفر  الخلفى الا : استنتج  صيغة  1نثال
mi

k

m

k

m

m

i

k yy −

=













−= 

0

)1( 

 الحل:

  mوبالتالى فإن    k=1 يث ان المطلو  ذو استنتاج صيغة الفر  الخلفى الاول، فإن  

 ق 1، 0تدخ  الحيم 

فى الع قة  m=0و  k=1بالتعويض عا  
mi

k

m

k

m

m

i

k yy −

=













−= 

0

)1( 

 فإن 

iiii yyyy ==












−= − *1*1)1( 0

1

0

0  

 نحصل على  m=1و  k=1بالتعويض عا  

111

1

1

1 *1*1)1( −−− −=−=












−= iiii yyyy  

 وبالتالى تكون الصيغة النها ية للفر  الخلفى الاول كالتالى: 

1−−= iii yyy  

 ويمكا ان تكتب فى الصورة: 

Lii yyy −=  
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   2نثال 

استنتج صيغة الفر  الخلفى الثانى نا الع قة 
mi

k

m

k

m

m

i

k yy −

=













−= 

0

)1( 

 الحل:

  mوبالتالى فإن    k=2خلفى الثانى، فإن  اج صيغة الفر  الالمطلو  ذو استنت  يث ان  

 ق 2، 1،  0تدخ  الحي 

miفى الع قة  m=0و  k=2بالتعويض عا  

k

m

k

m

m

i

k yy −

=













−= 

0

 نحصل على: )1(

iii yyy =












−= −0

2

0

02 )1(  

 m=1و  k=2بالتعويض عا  

11

2

1

12 2)1( −− −=












−= iii yyy  

 m=2و  k=2بالتعويض عا  

 

22

2

2

22 )1( −− =












−= iii yyy  

21

2 2 −− +−= iiii yyyy  

 والتى يمكا ان تكتب فى الصورة 
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LLii yyyy 2

2 2 +−=  
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 بدلالـــــة المشتقــــــات * الخلفية  * الفــروق 

 من مفكوك تايلور نعلد ان 

hDexyhxy )()( =+     → (1) 

 

 فإن  h–سقيمة  البة  hوإ ا أتدنا 

hDexyhxy −=− )()(     → (2) 

 h–وةيم  ة  h+عن  د ةيم  ة  y(x)تعب  ر ع  ن مفك  وك ت  ايلور للدال  ة  (2)،  (1)تين المع  ادل

   أر فا بالة الفرق الأماما والخلفا xقبل وبعد 

 بدلالة المشتقات  yiالتعبير عن الفرق الخلفا الأول عند 

 *** ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ *** 

 

 

 

 

Yx = Yi 

 
Yx-h = YL 

 
Yx-h = Y2L 

 

 

Xi-2h  Xi-h          Xi 
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 تالية يعبر عن الفرق الخلفا الأول فا الصورة ال

yi  = yi – yL  

 = yx – y ( x – h )  

 من مفكوك تايلور   y ( x – h )ويض عن عبالت

 = yx – e –hD y (x)  

 = yx ( 1 – e –hD )  

yi  = yi ( 1 – e-hD )  

 الفرق الأول 

   = 1 – e –hD  

 لفا الثانا الفرق الخ

 2yi  =   ( yi – yL )  

 =   [ yx – y (x – h ) ]  

 =   [ yx – yx e 
–hD ]  

 = yx [ 1 – e –hD ]  

 2yi  = yi [ 1 – e –hD ]  

 2  =   [ 1 – e –hD ]  
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 من الحالة السابقة  بالتعويض من 

 2 = ( 1 – e –hD ) ( 1 – e –hD ) = 1 – 2e –hD + e -2hD  

 

or 
















+−+−−

















+−+−−= .....

!3!2
11....

!3!2
11

33223322 DhDh
hD

DhDh
hD  









+−+−








+−+−=

!3!2
11

!3!2
11

53223322 DhDh
hD

DhDh
hD  









+−








+−=

!3!2!3!2

33223322 DhDh
hD

DhDh
hD  

 رب القو ين معا  :ضب

!3!2

3322 DhDh
hD +−  

!3!2

3322 DhDh
hD +−  

                                                                                                                    

i

DhDh
Dh

3!2

4433
22 +−  

!3!.2!2!.2!2

554433 DhDhDh
−+−  
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!3!.3!3!.2!3

665544 DhDhDh
+−  

        ع             بالامع                                                                                                                          

................
24

14

!2

2 4433
22 −+
− DhDh

Dh  

................
12

7 44
33222 −+−=

Dh
DhDh  

 الفرق الخلفي الثالث بدلالة المشتقات 

 3yi  =   ( 2)  

 







+−








+−= 443322

3322

12

7

!3!2
DhDhDh

DhDh
hD  

 ضرب القو ين معا  :ب

!3!2

12

7

3322

443322

DhDh
hD

DhDhDh

+−

+−

 

                                                                                                  

!312

7

!3!3

!212

7

!2!2

12

7

776655

665544

554433

DhDhDh

DhDhDh

DhDhDh

+−

−+−

+−
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→−+−=

+






 +
−







 ++
+−=

665544333

6666555555
4433

24

11

4

5

2

3

...........
24

47

12

267

2

3

DhDhDhDh

DhDhDhDhDh
DhDh
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ةالمشتقات بدلالة الفروق الخلفي  

 اثبتنا ان  

   = 1 – e –hD  

)1ln()ln(

1

−=

−=

−

−

hd

hD

e

e
 

)1ln( −=− hD  

 وبيث ان مفكوك: 

....
432

)1ln(
432

−−−−−=−
xxx

xx  

)
432

(
432 

+


+


+−=− hD  

432

432 
+


+


+=hD وضى معادلة تعبر عن المشتقة الاولى بدلالى الفروق    

 الخلفية 

ات ان المشتقة الثانية بدلالة الفروق الخلفية تكون فى الصورة: كدلإ يمكن اثب   

43222

12

11
++=Dh  
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 ق الخلفية تكون فى الصورة:ثة بدلالة الفرو و المشتقة الثال

54333

4

7

2

3
++=Dh  

 و المشتقة الرابعة بدلالة الفروق الخلفية تكون فى الصورة:

65444

6

17
2 ++=Dh  



 -62- 

 الباب الرابع 

 كزية الفروق المر 

 الفروق المركزية بدلالة المشتقات 
 القيمة المتوسطة للدالة 

 الفروق المركزية 
 توسطة الاختلافات المركزية الم
 ~~~~~~~~~ 
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 الفروق المركزية ) الاختلافات المركزية المتوسطة ( 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 

 

 الفرق المركزي الأول :   

2

1

2

1
−+

−=
ii

yyyi    →                         

 الفرق المركزي الثاني :  

)(2 yiyi  =  

Lir

Liir

ii

ii

yyy

yyyy

yy

yy

+−=

−−−=

−=

−=

−+

−+

2

)(

)(

2

1

2

1

2

1

2

1





   →  

 

iy 

+1/2iy 

ry 

r+1/2y 

1/2-iy 

Ly 

1/2-Ly 

Y 

X 
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 الفرق الثالث :  

( )

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

23

33

22

2

2

2

)(

−−++

−−−+++

−−−+++

−+−=

−++−−=














−+














−−














−=

+−=

+−=

=

Liir

Liiiir

Liiiir

Lir

Lir

ii

yyyy

yyyyyy

yyyyyy

syyy

yyy

yy







 →  

           بالمثل يمكن بساب الفرق المرسةر الرابع ، الخامس ،

 ا تنتال صيغ الفروق المرسةية 

 ق المرسةية من العلاقات التالية:صيغ الفرو  يمكن  ا تنتال

لرابع، الفرق  اولا : صيغ الفروق المرسةية  ات الرتب الةوجية )الفرق الثانى، الفرق ا

 السادس،     ( 

 تستنتج صيغ الفروق المرسةية  ات الرتب الةوجية من العلاقة التالية: 

mki

k

m

k

m

m

i

k yy −+












−=

22
2 )1(     
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 المركزىاناف الاصلية المراد  اا  الفر   تعبر عا رقم الحد فى نتالالة البي  i يث  

 لثالث قققققعلى الترتيبقققققللحد الاول ، الثانى ، ا 2، 1، 0عند  ويمكا ان تدخ  الحيم  

K      الاول ،    المركزى، قققق للفر   3،  2،  1وتدخ  الحيم    المركزىتعبر عا رتبة الفر

 الثانى ، الثالث، ققق وذك اق

m  2الى  0الفر  الناتجة وتدخ  الحيم نا   (صيغة رقم الحد فى نعادلةk  ق 

 : 1نثال

استنتج صيغة الفر  المركزى الثانى نا الع قة 
mki

k

m

k

m

m

i

k yy −+












−=

22
2 )1( 

 ق  2، 1، 0تدخ  الحيم   mوبالتالى  k=1الحل:لحاا  الفر  المركزى الثانى يتم وضع  

 نحصل على الع قاف التالية: 

 m=0و   k=1بوضع 

101

2

0

02 )1( +−+ =












−= iii yyy  

 m=1و   k=1بوضع 

 

iii yyy 2)1( 11

2

1

12 −=












−= −+  

 m=2و   k=1بوضع 
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121

2

2

22 )1( −−+ =












−= iii yyy  

11

2 2 −+ +−= iiii yyyy  

Liri yyyy +−= 22  

 وبنفس الطريحة يمكا استنتاج صيغة الفر  المركزى الرابع والاادس وققق 

 

الفرق الثالث، الفرق   ثانيا: صيغ الفروق المرسةية  ات الرتب الفردية )الفرق الاول،

 الخامس،     ( 

 تستنتج صيغ الفروق المرسةية  ات الرتب الفردية من العلاقة التالية: 

mki

k

m

k

m

m

i

k yy −++
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+














−= 1

1212

2

1

12 )1(     

 نثال: 

mkiاستنتج صيغة الفر  المركزى الاول نا الع قة  

k

m

k

m

m

i

k yy −++
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+














−= 1

1212

2

1

12 )1( 

 ق 1، 0تدخ  الحيم   mوبالتالى   k=0لحاا  الفر  المركزى الاول يتم وضع  الحل:

 نحصل على الع قاف التالية: 

 ق m=0و   k=0بوضع 
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1010
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 ق m=1و   k=0بوضع 
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 بجمع الحديا الاابحيا 
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i

yyy −= +
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 نا الادلة  ½بطرح 
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1
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 نثال:  

mkiلع قةاستنتج صيغة الفر  المركزى الثالث نا ا
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 0،1،2،3تدخ  الحيم   mوبالتالى   k=1لحاا  الفر  المركزى الثالث يتم وضع  الحل:

 نحصل على الع قاف التالية: 

 ق m=0و   k=1بوضع 

2011
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 ق m=1و   k=1بوضع 
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 ق m=2و   k=1بوضع 
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 ق m=3و   k=1بوضع 
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 بجمع الحدود الاابحة 
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 *** القيمــة المتوسطــة للدالـــــة *** 

من الر د السابق ناد أن  
2

1
+i

y  ط   ضا متو i+ y ry   : أر أن 

( )ir
i

yyy +=
+ 2

1

2

1  

 ناد أن :  كدلإ

)(
2

1

2

1 Li
i

yyy +=
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 مؤثر المنتصف ( أو مؤثر أتد المتو ط فإن : ) µفإ ا أتدنا 

)(
2
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2

1 ir
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yyy +=
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   →  

 

)(        ك ل  
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 فإكا أدخلنا ذ ا المؤثرعلى نعادلة الفر  الأول :  
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  →  

 نا : بإدتال ضدا المؤثر علا معادلة الفرق المتو ط الثا

μ 2 yi = μ   (  yi)  

        = μ ( yr – 2yi + yL )  

= μyr – 2μyi +μyL ) 

        =½ ( yr + ½ + yi + ½ ) – 2 * ½ ( yi+ ½ + yi - ½ ) + ½ ( yi -½ + yL -½ )  

 = ½ yr +½ + ½ yi +½ -yi + ½ - yi -½ + ½ yi - ½ +1/2 yL-1/2 

= ½ yr + ½ - ½ yi+½ - ½ yi - ½ +½ yL -½  

μ 2 yi = ½ ( yr + ½ - yi + ½ - yi - ½ + yL - ½ )                      → 3 

 بإدتال ضدا المؤشر علا معادلة الفرق المتو ط الثالث : 

  μ 3 yi = μyr+ ½ - 3μyi +½ +3μyl - ½ - μyL-1/2 

= ½ (y2r+yr)-3/2(yr+yi)+3/2(yi+yL)- ½ ( yL+y2L) 

= ½ { y2r + yr – 3yr – 3yi + 3yi + 3yL– yL– y2L}  

= ½ { y2r – 2 yr + 2yL– y2L}      
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 الفروق المركزية بدلالة المشتقات 

 ~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

 ة: نا نفكوك تايلور نجد انه فى  الة الفرو  الاناني

i

hD

r yey =  

 وك ل  فى  الة الفرو  الخلفية: 

i

hD

L yey −=  

 يعطي نا الع قة :   yiو يث ان نتوس. الفر  المركزي عند  

 Lr yyyi −=
2

1
  

 :    L, y ry  بالتعويض عا 
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 وضو الفرق المرسةر الأول بدلالة المشتقات  

 أن : وبيث 
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 الفرق المركزي الثاني بدلالة المشتقات 
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 المشتقات بدلالة الفروق المركزية 

 الفروق المرسةية بدلالة المشتقات وجد ان من

)sinh(hD=  

)(sinh 1 −=hD                  ………………..1 

 sinh-1من مفكوك 

.....;
7

)
)6*4*2

5*3*1
(

5
)

4*2

3*1
(

3
)

2

1
()(sinh

753
1 +−+−=− xxx

xx  

.....;...
40

)(3

3

)(
)(sinh

53
1 +−+−= − 


i

 

 للتبسيط نستعمل الثلاث حدود الاولى فقط

40

)(3

3

)(
)(sinh

53
1 

 +−= −

i
 

 (, نحصل على1ادلة )بالتعويض فى المع









+−=

40

3

!3

5432 
hD ……………………………2 

42بالتعويض عن قيمة  ,  ين الثانى والثالث فيما بين الاقواسالحد فى 
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 وبالتالى فان
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كذلك لحساب              
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 وذلك بأخذ الحدود التى بها اقل ثلاث قوى فقط وذلك للتبسيط.
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 المشتقة من الدرجة الثانية بدلالة الفروق المركزية 

(hD)2=(hD)(hD) 
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باستبعاد الحد 
540*4

51 8
 لصغره



 -76- 

9012
)(

540*24

51*24540*2

24

86
)(

64
22

6644
22







+−=

+
−

−
+=

hD

hD

 

 

 ألمشتقة من الدرجة الثالثة بدلالة الفروق المركزية 

 

(hD)3=(hD)* (hD)2 
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 المشتقة من الدرجة الرابعة بدلالة الفروق المركزية 

(hD)4=(hD)2* (hD)2 
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       ,بين القيمة المتو طة و الفرق المرسةى العلاقة 

  كداله في    إيجاد   

)2(
4

1
2

))(2/1(
2

1

)(
2

1

))(
2

1
(

)(

2

1

2

1

2

1

2

1

2

lir

liir

ii

ii

yyyyi

yyyy

yy

yy

yiyi

++=

+++=

+=

+=

=

−+

−+
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   من  بطرح 
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 كدلإ يكون لدينا : 
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 الباب الخامس 

 Interpolationالاستكمال 

 Interpolation. الا تنتال أو الا تكمال ما المقصود ب  

y0(x,0( ,  عن  د نق  اط مح  ددةمعرف  ة فق  ط     y= f(x)بف  رض وج  ود دال  ة  

)n,yn), …(x2,y2), (x1,y1(x , وج د ةيم ة الدال ة عن د أي ة ةيم ة أت رى نكي   يمك ن أن

x   غير تلإ القيد ؟  يمكن عمل  لإ با تخدا  دالة متصلةf (x)   تمثيل تل إ البيان ات

درج    ة الدال    ة المس    تخدمة   n، بي    ث  n+1تم    ر بنق    اط ع   ددضا  f(x)بحي   ث أن الدال    ة 

}   Interpolationوب  دلإ يمك  ن بس  اب ةيم  ة الدال  ة عن  د أي  ة نقط  ة وض  دا م  ا يس  ما ب    

ف إن تعي ين ةيم ة الدال ة عن د  )Xf(تقع تارل مدى الدال ة   xا تكمال {  بالطبع ه ا سانت  

x حالة يسما فا ضده الExtrapolation    } ا تنتال { 

 دالة التا ياب ا تخدامها لتمثيل البيانات   نأتا بعد  لإ لاتتيار نوع ال 

 و لإ للصفات التالية وضا :  polynomialمن الشائع ا تخدا  الدوال سثيرة الحدود 
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  هولة بسابها    (1)

  هولة تفاضلها    (2)

  هولة تكاملها    (3)

 أو الدوال الأ ي      sin و لإ بمقارنتها بدوال

 

 polynomial  Interpolationكيفية عمل  

 عمل سثيرة الحدود لتمثيل الدالة بعدة طرق منها  يمكن

    Direct method  of  Interpolationالطريقة المباشرة   1

    ewton’s divided difference methodطريقة نيوتن للفروق المقسمة   2

   Lagrange interpolation method ج  نراجطريقة لا  3

 Sterling method طريقة شتيرلنج للا تدلال  4

  : الطريقة المباشرة لعمل كثيرة الحدود : أولا

Y= a0 + a1 x + a2 x
2 +…. an x

n  →   
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  وبيث أننا ل دينا ثوابت بقيقية  n+1عبارة عن   a1… , an a ,0 عبر البيانات بحيث 

n +1     ة يد لy   يقابله اn+1     ة يد لx   فإنن ا يمكنن ا عم ل ،n+1  مع ادلات   ث د بع د

  وبمعرف ة تل إ الثواب ت ي تد معرف ة  an  2,a1, a0 a .. ثوابت وضا  n+1 لإ يتد بساب 

  yفيه ا ي  تد معرف  ة ةيم  ة  x وب  التعويض ع  ن ةيم  ة  ع  ن البيان  ات رق د  الدال ة المعب  رة

   لوب بسابها المط

لكن ما درجة سثيرة الحدود التا   وف نس تخدمها ؟ ض ل يمك ن ا  تخدا  سثي رة ب دود م ن 

الدرجة الأول ) والتا تسما معادلة تطية ( ، أ  من الدرجة الثاني ة ) معادل ة تربيةي ة ( 

الث  ة ) تكعيبي  ة ( ، وم  ا الف  رق ف  ا دق  ة النتيا  ة ؟ يمك  ن هيض  اح  ل  إ ، أ  م  ن الدرج  ة الث

  بمثال 

 تعطا السرعة الرأ ية لصاروخ سما فا الادول التالا سدالة فا الةمن :  1مثىىىىىال 

30 22.5 20 15 10 0 ts 

901.67 602.97 517.35 362.78 227.04 0 Vm/s 
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يق ة المباش رة وسثي رة ب دود م ن الدرج ة با  تخدا  الطر   t=l6sعين   رعة الص اروخ عن د 

 الأولا 

ا ا   تخدا  معادل  ة م  ن الدرج ة الأول  ا ) معادل  ة تطي  ة ( ، بي  ث أنن  ا مطل  وب من :  الح ل

 تكون معادلة السرعة فا الصورة التالية 

V(t) = a0 + a1 t  

 ويكون ر مها البيانا سما يلا 

 

 

 

 

ول  ى ) معادل  ة تطي  ة (   تك  ون بي  ث أنن  ا مطل  وب من  ا ا   تخدا  معادل  ة م  ن الدرج  ة الأ

 معادلة السرعة فا الصورة التالية : 

v(t) = a0+a1t 

1000 

 

800 

 

600 

 

400 

 

200 

10            20            30            40 

 لارعة نحابل الزنا للصاروخا
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 ويكون ر مها البيانا سما يلا : 

 

 

 

نق اط أر نقطت ين     n + 1 فإنن ا نخت ار   n = 1وبيث أن المعادلة من الدرج ة الأول ا 

طة واقع  فا ضاتين النقطتين ياب أن يحيطا بالنقطة المطلوبة و لإ لكا تكون تلإ النق

 مدى تطبيق المعادلة المستنتاة   

 فإن  النقطتين ياب أن يكونا  ∆t = 16s l ةوبيث أن النقطة المطلوب

t1 =20 , t0 = 15 

 وبيث أننا لدينا 

t0 = 15, v( t0) = 362.78 

t1= 20, v(t1) = 517.35  

 يكون لدينا معادلتين 

 صاروخ رسم خ. ناتحيم لتمثيل البياناف الخاصة بال

x0,y0 

x1,y1 

f1(x) 

y 

X 
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V (15) = a0+ a1(15) = 362.78  

V (20) = a0+ a1(20) = 517.35  

 يمكن ستابة المعادلتين فا صورة مصفوفة : 









=

















35.517

78.362

201

151

1

0

a

a
 

 بحل المعادلتين السابقتين تحصل علا :

a0 = -100.91  

a1 = 30.913  

 وبالتالا تكون المعادلة المقتربة ضا : 

v(t) = -100.91 + 30.913            15 ≤ t ≤ 20  

   tوض فا ضده المعادلة عن ةيمة نع  st= 16لحساب السرعة عند 

V(16) = 393.7 m/ s  

 :  2مثىىال

 تعطا  رعة صاروخ رأ يا سما بالادول التالا :  

30 22.5 20 15 10 0 t= s 

901.67 602.97 517.35 362.78 227.04 0 v(t) m/s 
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رة وسثي رة ب دود با  تخدا  الطريق ة المباش   t = 16 s عين  رعة الص اروخ ع ن 

 من الدرجة الثانية   

الثاني ة ) معادل ة تربيةي ة ( تك ون عل ا الش كل   لعمل معادلة من الدرجةالحىىىل :  

 2t2t + a1+ a 0v(t) = aالتالا : 

 وتر د بيانيا  سالتالا :

  

 

 

 

فإنن ا نخت ار ث لا    t = 16 s وبيث أننا نريد أن نستنتج   رعة الص اروخ عن د 

 ضده النقاط ضا :   (16s )يث يشملان القيمة ( بح n+1نقاط )

T0=10 ,  t1 = 15 ,    t2 = 20  

 وتعطا المعادلات التالية لكل نقطة :

v(10) = a0 + a1(10) + a2(10)2 = 227.04  

x0,y0 

x1,y1 

 

y 

X 

x2,y2 
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v(15) = a0 + a1(15) + a2(15)2 = 362.78  

v(20) = a0 + a1(20) + a2(20)2 = 517.35 

 وفة سالتالا : نضع تلإ المعادلات فا صورة مصف

















=

































35.517

78.362

04.227

400201
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2
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س للحدف الأم اما والتع ويض الخلف ا أو و جايمكن بل ضده المصفوفة بطريقة  

   نحصل بعد ضا علا :   LUبطريقة 

a0 = 12.001  ,      a1 = 17.740  ,        a2 = 0.37637  

 وتكون المعادلة المطلوبة ضا :

v(t) = 12.001 + 17.790t + 0.37637 t2  10 ≤ t ≤  20  

 :  v(16)نحصل على  فا ضده المعادلة t= 16sبالتعويض عن ةيمة 

v(16)  = 12.001 + 17.790 (16) +0.37637 (16)2   

            = 392.19   m/s  
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 c absoluteالتقريبا النسبا المطلق : أمن المثالين السابقين يمكن بساب الخط

relative approximate error   الناش  ع ع  ن التح  ول م  ن معادل  ة درج  ة أول  ا هل  ا

 جة ثانية :معادلة در 

%38502.0

100
19.392

70.39319.392

=


−

=c  
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Newton's Divided Difference Interpolating Polynomral 

Method 

 طريحة نيوتا لعمل كثيرة  دود بواسطة الفر  المحاوم 

د م ن الدرج ة الأول ا )معادل ة لشرح ضده الطريقة   وف ي تد أولا  عم ل سثي رة ب دو 

ية (  ثد ي تد عم ل الطريق ة العام ة وفيه ا ي تد تطية(  ومن الدرجة الثانية ) معادلة تربية

 عمل معادلة من الدرجة الثالثة   

 أولاً : استنتاج معادلة خطية ) من الدرجة الأولي ( :

الدرج ة الاول ى , ا  تنتج معادل ة م ن  y 0(x  ،) 1 , y1 ( x,0(بف رض أن ل دينا نقطت ين 

 عبر البيانات 

 يشير هلا درجة المعادلة    f, y ا فل  (1)الرقد   1= f 1y(x)بفرض ان 

 لدلإ يكون لدينا 

                                                       ) 1 = f ( x1 )  , yo= f (x0 y 

 بفرض أن المعادلة الخطية تكون علا الصورة 

                                                     )  0x–( x  1+ b 0(x) = b1f 
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  0x = xعوض عن ن b 1b,0 ساب الثوابت نريد ب

f1(x0) = f(x0) = b0+b1 (x0 – x0 ) = b0 

b0=f(x0)                                                                             → 1 

  x =x 1ثد نعوض عن 

f1(x1) = f(x1) = b0 + b1 ( x1 –x0 )  

01

01)(
1

xx

bxf
b

−

−
=  

01

01 )()(
1

xx

xfxf
b

−

−
=                                                                       → 2

 وبالتالا تكون ةيمة الثوابت ضا :  

01

01
1

00

)()(

)(

xx

xfxf
b

xfb

−

−
=

=

 

 وتكون المعادلة النهائية بالصورة  : 

)(
)()(

)()( 0

01

01
0)1( xx

xx

xfxf
xfxf −

−

−
+=   

 مثال 
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 تعطا  رعة الصاروخ الرأ ية سدالة فا الةمن سما فا الادول التالا : 

3- 22.5 20 15 10 0 T= s 

901.67 602.97 517.35 362.78 227.04 0 s 

ا  معادلة م ن الدرج ة الأول ا مس تخدما  با تخد  t = 16sةيمة السرعة عند عين 

 طريقة الفروق المقسمة لنيوتن  

 الحل  : 

 

 

 

با    تخدا  المعادل   ة الخطي   ة الت   ى م   ن الدرج   ة الاول   ى بطريق   ة الف   روق المقس   مة لني   وتن 

 تعطا السرعة من العلاقة : 

V(t) = b0 +b1(t –t0 )  

 بل وبعد تلإ النقطة وضما فإننا نحتال نقطتين ق t=16sوبيث أننا نريد السرعة عند 

t0 = 15 ,  t1= 20  

  رعة  
m/s 

 (sزمن ) 
 لأيننة نختلفة كما فى المثال  الارعة 
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at t0 = 15 ,   v(t0) = 362.78  

at t1 = 20 , v(t1) = 517.35 

 ومنها يتد بساب الثوابت 

b0 = v(t0) = 362.78  

914.30

1520

78.36235.517

)()(
1

01

01

=

−

−
=

−
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0v(t) =b       وبالتالا تكون المعادلة : 

≤ 20 t  ≤)  15 15  –)   =362.78 + 30.914 ( t 0t -( t1+ b 

 تعوض :   t = 16لحاا  الارعة عند 

 v(t) = 362.78 + 30.914 ( t – 15 )  

 نحصل علا 

 v(t) = - 100.93 + 30.914 t  

 وضا نفس المعادلة التا تد الحصول عليها بالطريقة المباشرة 

 (   quadrahc  interpolationثانياً : المعادلة التربيعية ) 
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  y 2) , (x1,y 1) ,(x0 ,y 0(x ,2(قاط التالية يفرض أن لدينا الن

 بيانات فا الادول الدر فا المثال السابق   ار د سثيرة بدود عبر ال

 الحــــــل :

 f (X 2) , y1= f(x 1) , y  0= f(x oy = f(x) , y =2(بملابظة   

 نفترض أن المعادلة سثيرة الحدود من الدرجة الثانية تعطى من العلاقة 

f2 (x) = b0 + b1 ( x – x0 ) + b2 (x-x0) ( x- x1 )  

 يكون لدينا   0y =x عند 

f (x0) = f2 (x0) = b0 + b1 (x0 –x0 ) + b2 (x0-x0 )(x0-x1)  

            = b0  

b0 = f(x0)  

 يكون لدينا   1x= x عند 

f(x1) = f2 (x1) = b0 + b1 ( x1 – x0 ) + b2 ( x1- x0 )(x1- x1)  

f(x1) = f(x0) + b1 (x1 –x0)  

01

01
1

)()(

xx

xfxf
b

−

−
=  

  2x =x  عند 
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F(x2) = f2 (x2) = b0 + b1 ( x2 – x0 ) + b2 ( x2- x0 )(x2- x2) 

 b 0b ,1عوض عن 
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 نحصل على : 
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 وبالتالا فإن المعادلة التا من الدرجة الثانية :

f2 (x) = b0 + b1 ( x – x0 ) + b2 ( x- x0 )(x- x1)  

 تصبح بعد التعويض عن الثوابت :
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 x0,y0 

x1,y1 

f2(x) 

y 

X 

x2,y2 

 الا تكمال التربيعا 
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 :  2ال ــــمث 

 تعطا  رعة صاروخ رأ يا  سما فا الادول السابق 

مس  تخدما  معادل  ة م  ن الدرج  ة الثاني  ة با   تخدا   t = 16 sع ين    رعة الص  اروخ عن  د 

 طريقة نيوتن للفرق المقسو    

 ل المعادلة التربيةية تكون فا الصورة الح

v(t) = b0 + b1 ( t – t0 ) + b2 ( t- t0 )(t- t1) 

فإننا فا باجة ألا ثلا  نق اط تك ون قريب ة   n = 2وبيث أن ضده المعادلة تربيةية أن 

 ( ، ضده النقاط ضا  t=16 وتكون بولها ) أر قبل وبعد   t =16 من 

t0 = 10 ,  v(t0) = 227.04  

t1 = 15 ,  v(t1) = 362.78   

t2 = 20 ,  v(t2) = 517.35   

 وبالتالا يكون :

b0 = v( to) 

     = 227.04 
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 بالتعويض عن ضده القيد للثوابت فا المعادلة تحصل علا : 

v(t) = b0 + b1 ( t – t0 ) + b2 ( t- t0 )(t- t1) 

      = 227.04 + 27.148 ( t -10 ) + 0.37660 ( t- 15 )                         

10 ≤ t ≤ 20  

at   t = 16  

v(16) = 227.04 + 27.148 ( 16 -10 ) + 0.37660 ( 16 – 10) ( 16-15)  

= 392.19 m/s  

 وبف  الأقواس نحصل على : 

V( 16) = 12.05 + 17.733  t + 0.37660  t2 10 ≤ t ≤ 20  

 ا  ابقا  بالطريقة المباشرة  وضا  المعادلة التا بصلنا عليه

ثي   رة الح   دود بوا    طة طريق   ة ني   وتن ا    تنتال طريق   ة عام   ة لا    تنتال المعادل   ة س

 للفروق المقسمة   
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 من المعادلة التربيةية بطريقة نيوتن وجد أن الحل يكون من الصورة  

f2 (x) = b0 + b1 ( x – x0 ) + b2 ( x- x0 )(x- x1) 

 :  بيث تد بساب الثوابت سالأتا
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هي ة مقس ومة وم ن ضن ا ج اي تس مية نلابظ أن ضده الثواب ت م ا ض ا هلا ف روق منت

ض  ا الف  رق الأول  b 1, b 2b ,0 الطري  ق بطريق  ة ني  وتن للف  روق المقس  ومة   بي  ث 

 المقسو  ، الفرق الثانا المقسو  ، الفرق الثالث المقسو  علا التوالا   

 المقسو  سالآتا :  وف ترمة للفرق الأول

  )( 00 xfxf =  

   سالآتا :وترمة للفرق الثانا المقسو 
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01
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 والفرق الثالث المقسو  سالآتا :
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بال دوال المقو  ة   f[x 0, x1f [ x   ,] 0,x1,x2F [x ,  [0 [بي ث تس ما ال دوال 

 لأقواس  لمتةيراتها المحصورة داتل ا

 المقو ة  وبكتابة الصورة العامة لمعادلة نيوتن للدرجة الثانية بالدوال

F2 ( x) = f [x0 ] + f [ x1,x0 ] ( x – x0) + f [ x2 ,x1 ,x0 ] ( x – x0 ) ( x – 

x1 )  

 ( من البيانات   n+ 1وبالتالا تكون الصورة العامة لطريقة نيوتن  لعدد ) 

(x0 ,y0 ) , (x1,y1) , ….(xn-1, yn-1) , (xn ,yn ) 

 لها الصورة التالية 

Fn(x)=b0+b1(x-x0)+…bn(x-x0)(x-x1)….(x-xn-1) 

 بيث تكون الثوابت سالتالى: 

b0=f[x0] 

b1=f[x1-x0]  
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b2=f[x2,x1,x0]  

bn-1=f[xn-1,xn-2,..x0]  

bn=f[xn,x(n-1),….x0]  

 ided differencesdiv thmبحيث أن الصورة العامة لهده الثوابت التا يطلق عليه ا 

 ضا 

  
   

0

011

0

,.....,,......,

,......,

xx

xxfxxf

xxfb

m

mm

mm

−

−
=

=

−
 

)   recursivelyأن الف  روق المقس   ومة ث  د بس   ابها م  ن التعري     الس  ابق نا   د 

 بالعودة للوراي (   

 مثــــــــال : 

 فرض أن لدينا البيانات التالية : نج  الثالثة ، لدر كمثال لعمل سثيرة بدود من ا

(x0,y0),(x1,y1)(x2,y2) and (x3,y3)  

 فإن سثيرة الحدود تكون فا الصورة العامة 

F3(x)=f]x0[+f]x1,x0[(x-x0)+f]x2,x1,x0[(x-x0)(x-x1)+f]x3,x2,x1,x0[(x-

x0)(x-x1)(x-x2) .  
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ف  ا بال  ة سثي  رات الح  دود م  ن  b1,b2,b3b,0 يمك  ن عم  ل ر   د تخطيط  ا لق  يد الثواب  ت 

هلى سثي رة ب دود م ن  0x( صفر 0درجات مختلفة تتراوح ما بين سثيرة بدود من درجة )

 سما يلى :  3xالدرجة الثالثة 

درجة  
كثيرة  
 الحدود 

قيمة   
الثابت  
 الأول 

     

قيمة      
الثابت  
 الثاني 

   

x0 f(x0)       قيمة
الثابت  
 الثالث 

 

   f]x1,x0[      قيمة الثابت
  الرابع

x1 f(x1)    f]x2,x1,x0[   

 

   f]x2,x1  
[ 

   f]x3,x2,x1,x0[ 
  

x2 f(x2)    f]x3,x2,x1[   

 

   f]x3,x2[     

 

x3 f(x3)       
 

 :  3مثــــال 
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الرأ ية لصاروخ سما فا الادول السابق فا المثال السابق  عين    السرعة  تعطا

ريق  ة مس  تخدما سثي  رة ب  دود م  ن الدرج  ة الثالث  ة با   تخدا  ط  t=16sةيم  ة الس  رعة عن  د 

 نيوتن للفروق المقسومة   

 من الدرجة الثالثة في الصورة التالية : تعطي معادلة السرعة الحـــــــــــل : 

 v(t) = b0 + b1 ( t – t0 ) + b2 ( t- t0 )(t- t1) + b3 ( t- t0 )(t- t1) (t –t2)  

 قريب ة م ن فإننا تختار أرب ع نق اط للبيان ات   t = 16وبيث أننا نريد بساب السرعة عند 

t = 16   : وتحيط بها   ضده الأربع نقاط ضا 

t0  =10     ,  v (t0) = 227.04  

t1  =15     ,  v (t1) = 362.78  

t2  = 20    ,  v (t2) = 517.35  

t3  = 22.5    ,  v (t3) = 602.97  

 لفة   بدلالة ةيد السرعة عند تلإ الأزمنة المخت b 1, b 2, b 3b ,0 ثد نأتا لحساب 

b0 = v[ t0 ]  

     = v( t0)  

    = 227.04  
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b1 = v[ t1 , t0 ]  
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b2 = v [ t2,t1 ,t0 ]  
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 وبالتالا تكون 

V (t) = b0 + b1 ( t – t0 ) + b2 ( t – t0 ) ( t –t1 ) + b3 ( t-t0 ) ( t –t1 ) (t-

t2 )  

   = 227.04+27.148( t – 10 ) + 0.37660( t- 10) (t- 15) + 5.437 * 10-

3 ( t – 10 )( t- 15 ) (t – 20 ) 

   t =16بالتعويض عن 

v( 16) = 392.06 m/s 

ملات ض ا الف روق يمكن ستابة المعاملات فا صيةة نيوتن لكثيرات الح دود ] ض ده المع ا

 المقسومة [ فا صورة جدول سما  بق  

  n,… x 1,x 0xعل ا التق اط    interpolatedف ي تد ا  تكمالها   و   Fلدال    مثـال :

 يمكن عمل الادول التالى: 
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 ثد يتد عمل الحدود با تعمال مدتلات القطر الأعلى فا الادول سمعاملات  

 مثال : 

با  تعمال الف روق المقس ومة عن د   f(x) = tan x م ل سثي رة ب دود للدال ة افت رض ع 

 نقاط التالية ال

X0 = -1.5     x1 = -0.75     x2 = 0   x3 = 0.75      x4 = 1.5  

F(x0) = -14.1014 ,   f(x1)= - 0.931596  ,  f(x2 ) =0  , f(x3) = 

0.931596  , f (x4) = 14.1014  

 تالي باستعمال ستة أرقام دقة :  يمكن عمل الجدول ال

X  F(x)    

- 1.5 -14.1014    

  13.1698 

 

  

-0.75 -0.931596  -12.2382 
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0 0 0.931596 

 

 12.23821 

 

0.75 0.931596 0.931596 

 

0  

    12.23821 

 

   12.23821 

 

 

1.5 14.01014 13.1698 

 

  

 وبالتالا فإن المعادلة تأتد الصورة  

Tan(x) = -14.1014 + 13.1698 (x +1.5 ) -12.2382 (x +1.5 ) ( x 

+0.75) +12.23821 (x +1.5 ) ( x +0.75) ( x)  

 = …………………………………………….  
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Lagrangian interpolation 

طريقة لاجرانج ضا وابدة من الطرق المس تخدمة لعم ل سثي رة ب دود م ن الدرج ة 

n    تمر بعدد من النقاط ( n + 1 )     

 عطا سثيرة الحدود با تخدا  طريقة لاجرانج سما يأتا :ت

)()()(
0

ii

n

i
n xfxLxf

=

=  

  y =f( x), تمثل درج ة سثي رة الح دود الت ا تق رب الدال ة   nf  (x)فى   nبيث 

 فى صورة   (n + 1 )لعدد من النقاط 

( x0 , y 0 ) , ( x1 , y1 ) , ……. ( xn ,yn )  

 

(x)  iL  : تعطا فا الصورة 

ji

j
n

iJ
i

i
xx

xx
xL

−

−
=


=0

)(  

لا يدتل فيها الحدود الت ا    (n)يمثل باصل ضرب عدد من الحدود مقداره  ∏الرمة 

     j , i يتساور بها 
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  وف يتضح ضدا من المثال التالا :

 تعطا السرعة الرأ ية لصاروخ سدالة فا الةمن سما فا الادول :

30 22.5 20 15 10 0 T= s 

901.67 602.97 517.35 362.78 227.04 0 V(t) m/s 

ب دود م ن الدرج ة الأول ا بطريق ة  با  تخدا  سثي رة   t = 16 sع ين ةيم ة الس رعة عن د 

 لاجرانج :  

لعمل سثيرة ب دود م ن الدرج ة الأول ا ) معادل ة تطي ة( تعط ى الس رعة م ن الحــــــــل : 

 المعادلة التالية بطريقة لاجرانج : 

)()()(
1

0

1 ii

i

tvtLtv 
=

=  

  i=0  ,i=1ن بالتعويض ع

= L0(t)v(t0)+L1(t)v(t1)  

 

 

 

 التمثيل الخطي 

x0,y0 

x1,y1 

f1(x) 

y 

X 
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  t =16 نخت  ار نقطت  ين ب  ول  t = 16s عن  د  vوبي  ث أنن  ا نري  د بس  اب 

 وتحيطان بها وضما :

t0 = 15    ,   v (t0) =  362.78  

t1 = 20  ,    v (t1) = 517.35  

ف ا   j وبالت الا تك ون ةيم ة   j= 0 تح ةف الح د ال در ب      i = 0  بال ةف ا 

 فقط ومنها يكون  1ضا  1الى     0المدر منضدا 
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1 )(  وبالمثل يكون                            

وبالت الا تك ون  j = 1 وبالت الا يح دف الح د ال در ب     i = 1ف ا ض ده الحال ة 

 فقط ومنها يكون :  0ضا  1الى  0فا ضدا المدى من      j ةيمة
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 نحصل علا : فا المعادلة   0(t) , L  1L  (t )بالتعويض عن 
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 تحصل علا :   t = 16بالتعويض عن 

V(16 ) = 393.7 m/ s  

 :  2مثال  

لنفس البيانات فا المثال السابق ا تنتج معادل ة تربيةي ة بطريق ة لاج رانج ومنه ا 

   t = 16 s د ابسب السرعة  عن

 الحل :

 فا ضده الحالة تعطا السرعة من العلاقة : 
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 وضا   t = 16 فإننا نختار ثلا  نقط بول   t = 16 s بيث أننا نريد السرعة عند 

t0 = 10 , v(t0) = 227.04  

t1 = 15 ,  v(t1) = 362.78  

t2 = 20 , v(t2) = 517.35  

 سالتالا :  0( t) , L 1)  , L(t 2L (t)وتحسب 
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 تحصل علا :   0(t) , L 1(t) , L 2L  (t )بالتعويض عن 
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 :  3مثـــــــال 

ومنه ا   (cubic ) نه ا ع ين معادل ة م ن الدرج ة الثالث ة تق س بيان ات الا دول الس ابق م 

 بطريقة لاجرانج :  t = 16 s أبسب السرعة عند 

 الحــــــــل : 

 تعطا معادلة لاجرانج للسرعة من الدرجة الثالثة فا الصورة التالية : 
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 وضا :  t = 16 وبالتالياربع أربع نقاط تحيط بالنقطة 

t0 = 10  ,  v (t0) = 227.04   

t1 = 15  ,   v(t1)  = 362.78  
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t2 = 20  ,  v(t2)  = 517.35  

t3 = 22.5  ,  v(t3)  = 602.97  

 2(t) , L 3L  , (t)نري د بس اب   v(t1) ,v(t2) , v (t3v ( t , (0(بع د الحص ول عل ا 

( t) 0(t) , L 1L  : و لإ سالتالا 
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 لتعويض عن ضده القيد فا المعادلة الأصل نحصل علا : با

V ( 16 ) = 392.06 m/s  
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 كمالطريقة شتيرلنج للا ت

 يمكن ستابة متسلسلة تايلور على الصورة التالية: 
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 و لإ بأتد الحد الاول بعد الضرب فى القو ين
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 y(x)  =iyعن بالتعويض 

iii yyy
!2

22
 ++=  

)(
2

)( 2
2

iii yyy 


 ++=  

ا ص   يةة ش   تيرلنج للا    تكمال, ويمك   ن ا    تعمال الح   دين الأولي   ين م   ن الط   رف وض   ده ض   

 بدود  ةو با تعمال الثلاثأالأيمن 

 فإ ا ا تعملنا الحدين الأوليين فقط, تؤول العلاقة هلى الصورة التالية:
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 العلاقة تأخذ الصورة التالية أما اذا استعملنا الثلاثة حدود فان
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 مثال

مس  تعملا طريق  ة ش  تيرلنج  با   تخدا  البيان  ات ف  ى الا  دول الت  الى, 0tan 16أوج  د ةيم  ة 

 للا تكمال 

25o 20o 15o 10o x 

0.4603 0.3640 0.2679 0.1763 Tan x 

 الحل

)(16tan hxy +=  

x=15,   h=20-15=5,  αh=1 

2.0
5

1
==  
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داد به   ا ض   ى القيم   ة الت   ى ت   ة  αhض   ى مق   دار الخط   وة الت   ى ت   ةداد به   ا البيان   ات,  hبي   ث 

  o15القيمة المطلوبة عن اقرب ةيمة معلومة وضى فى ضدا المثال 

 با تعمال الطريقة الاولى لشتيرلنج وضى ا تعمال بدين فقط:

)(
2

16tan Lri yyy −+=


 

  o15عند   tanضى ةيمة  iy بيث 

 ry  ضى ةيمةn ta  عندo20 

 Ly  ضى ةيمةtan   عندo10 

2866.0)1763.03640.0(
2

2.0
2679.016tan =−+=  

 ل الطريقة الثانية لشتيرلنج وضى ا تعمال الثلاثة بدود با تعما

28679.0)364.0)(12.0(
2

2.0
)2679.0)()2.0(1()1763.0)(12.0(

2

2.0

)1(
2

)1()1(
2

16tan

2

2

=++−+−=

++−+−= riL

o yyy 





 

اكث ر م  ن الح دود سلم  ا اقتربن ا م  ن  والطريق ة الثاني ة اكث  ر دق ة  وضك  دا سلم ا ا   تعملنا ع دد 

 القيمة الحقيقية 
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 الباب السادس 

Regression   توفيق البيانات 

 Regression توفيق البيانات يوجد نوعين من  

1- linear regression توفيق تطى 

2- nonlinear  regression توفيق غير تطى 

   linear regression التوفيق الخطى

linear regression   توفيقض و م ن أش هر م وديلات ال regression  وفي   ي تد وص ف

 n, y n) … (x 2,y 2) , ( x 1y, 1( x , )0, y0(x  (م ن النق اط    n  لوك ع دد 

 الصورة بوا طة موديل تطا يعطا فا 

y = a 0 + a 1 x →  
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ض  ا ثواب  ت المودي  ل  لقي  اس سف  اية المودي  ل ، أر هل  ا أي  ة م  در ي  ناح  a1 a ,0بي  ث  

 ف ا وص ف   لوك البيان ات نحت ال هل ا تعي ين المتبق ا    x  1+ a 0y = aالمودي ل 

residual   نقطة وضو يعطى من العلاقة التالية: عند سل 

  R= y i – ( a 0 + a1 xi )  

  , i = 1,2,…….n بيث 

 iy القيمة الأ ا ية   ضى 

) ix 1+ a 0( a   القيمة المحسوبة بالموديل 

ف  ى الحال  ة المثالي  ة ، عن  دما يك  ون الب  اقى  يس  اور ص  فرا لك  ل النق  اط ، ف  إن س  ل 

ي   ل ( وبالت   الا ف   إن تقلي   ل الب   واقا ض   و اله   دف النق   اط تك   ون واقع   ة عل   ى الخ   ط ) المود 

 الأنسب    للحصول على معاملات الموديل

)  LEAST SQUARES METHODمن أشهر الط رق لتقلي ل الب واقا ض ا طريق ة 

بحي  ث تعط  ا أق  ل  1a ،0aطريق  ة اق  ل المربع  ات ( بي  ث ي  تد اتتي  ار ة  يد ثواب  ت المودي  ل 

ةيمة لماموع مربعات الفروق ، أر تقليل 
=

n

i

R
1

2  
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ل  ى تقلي  ل مام  وع الف  روق أو لم  ا ا تلا  أ هل  ى تقلي  ل مام  وع مربع  ات الف  روق ول  يس ه

مام   وع الق   يد المطلق   ة للف   روق أو هل   ى الأت   د ف   ى الاعتب   ار أن متو    ط النه   ائا للف   روق 

 يساور صفرا دون الأتد فى الاعتبار تقليل الفرق لكل نقطة على بدر   

 التالى:   وف نناقش  لإ فى المثال

 أفترض أن لدينا البيانات التالية :

3 2 3 2 x 

8 6 6 4 y 

 ف ضده البيانات بموديل ) تط مستقيد ( فى الصورة ص

y=a0+a1x 

 أولا:

مام  وع الف  روق أى جع  ل  تقلي  لنخت  ار أن 
=

=
n

i

iR
1

   a 1a ,0و ل  إ للحص  ول عل  ى  0

 ناد أن الموديل قد يأتد الصورة 

Y=4x-4  

 فى الشكل التالا :  كما
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فى ضده الحال يكون ماموع البواقا 
=

=
4

1

0
i

iR  : سما ضو مبين فى الادول التالا 

x y y predicted  =y-y predicted 

2 4 4 0 

3 6 8 -2 

2 6 4 2 

3 8 8 0 

 
=

=
n

i

iR
1

0  

 

طأ وضو فى صورة وبالتالا يكون لدينا أقل ت
=

=
n

i

iR
1

لكن ضدا الشرط لا يعطا ةيمة  0

  y=6ابدة لمعاملات الموديل  فإ ا أتدنا الموديل فى صورة تط مستقيد ل  المعادلة و 

 كما فا الشكل التالى:

 

  

Y=4x-4 

y 

X 
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يتحق   ق س   دلإ أن مام   وع الف   روق = ص   فرا 
=

=
n

i

iR
1

ويك   ون الف   روق لك   ل نقط   ة سم   ا  0

 لادول:با

x y y predicted  =y-y predizted 

2 4 6 -2 

3 6 6 0 

2 6 6 0 

3 8 6 2 

 
=

=
n

i

iR
1

0  

 

y=6 

y 

X 
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وبي     ث أن ض     دا الش     رط 
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لا يعط     ا مودي     ل تط     ا وبي     د فإن       لا يمك     ن  0

لم ا ا لا يمك ن ا  تخدا  ض  دا   دعن ا الآن ن  رر a0a ,1 ا  تخدام  لإيا اد ة يد المع املات 

 الشرط بصورة عامة   

 القيمة : بيث أننا نريد أن تقلل
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 تحصل على :  1aوبالنسبة هلى  0aوبالنسبة هلى  (6)فإننا نفاضل المعادلة 
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 وسدلإ :
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 تمثل المتو ط  Xبيث 
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وض    دا مس    تحيل لأن  n=0لص    فر بتطل    ب أن تك    ون مس    اواة ض    ده المع    ادلات با

   a 1a ,0 الموديل ب  بدود   لدلإ نقول لا يوجد ةيد وبيدة للمعاملات 

 كدلإ فى باقا الحالات ناد أن ةيد المعاملات لا تكون وبيدة 

 Least squaresمربع   ات الف   روق   ام   وع م أتا لمناقش   ة طريق   ة تقلي   لن   

method  

  فى ضده الحالة نريد تقليل

 
= =

−−==
n

i

n

i

iiir xaayRS
1 1

2

10

2 )(  

 ماموع مربعات الفروق :  rSبيث 

 

 

 

 

 موضحا المتبقا  المتةيرين  بين  موديل تطا                 

y 

X 

x2,y2 

xi , xi xn , yn 

x3, y3 

y=a0+a1x 

x1,y1 

R=yi-a0-a1xi 
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 لإ   لا يتد  a 1a ,0بالنسبة هلى  rSتعمل على تقليل المتبقا   a 1a ,0لإيااد 

 يكون صفرا سالتالا :  a1a,0هلا باعل التفاضل بالنسبة هلى 
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 للمعادلتين تحصل على :  (2-)بالقسمة على 
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 بملابظة أن : 
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 تحصل على : 12بالتعويض فى 
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 تحصل على :  13وسدلإ من 
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    a 1a ,0للحصول على  15,14يحل المعادلتين 
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  nبالضرب فى 
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 سالتالا :  0aتحصل على   14فى  1aبالتعويض من 
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 مثـــــــال :

1a  ,أوج د الثواب ت  سم ا ف ا الا دول الت الا xبدلال ة المتةي ر  yيعط ا المتةي ر 

0a  0التالية  التوفيقفى معادلةx+a1y=a  

y x 

3 1 

5 2 
7 3 

9 4 

 الحـــــــل :

 تقو  بعمل الادول التالا :  a 1a ,0لإيااد ةيد 

xy X2 y x 

3 1 3 1 

10 4 5 2 

21 9 7 3 

36 16 9 4 

70 30 24 Sum. = 10 

 فإن :  n=4وبيث أن 
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