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 انفصم الأول  

 Real functions اندوال انحقيقية

 -مقدمة : 1-1

للأعوعا٘  ىأ للشٗواا٘وه ُّاْ عْف ًتٌاوّ  ىأ ُازل لل أاد اداذ للو اوُ٘ن   

ب ىأ للراشى للغاو غ Lebnitzه ِْم )للذلل ( ، للزٓ قذهاَ للؼاولن للشٗواأ بل٘زٌتاضب ب

لاقوه للتٔ تاش ظ  ا٘ي ػشش. ّظِش ُزل للو ِْم ػٌذ دسلعتٌو للرْلػذ ّللرْلً٘ي ّللؼ

و غ اٗضااو هااو صااودا ُاازل للو ِااْم هااي ًتااػٌوصااش ى٘ضٗوة٘اا  . ّعااْف  كو٘ااوه تو ااد

ًزااذا  ترااذٗن  ؼاال للأه لاا  ّلتذذٗااذ هؼٌاأ ل ااع بدللاا ب  .تطااْس ىاأ هؼٌااوٍ ّد لتااَ

 للتْا٘ذ٘  :

ٗشهاض لوغاود    yٗشهض لطْ  الغ هش غ ّللشهاض     x( : إرل كوى للشهض   1ه و  )

 ُٔ :  y هغ x    ىئى للؼلاق  للذلل  ػلٔ لستزوط، ُزل للوش غ 
2y xY = X

2
  

تتْقا  ػلأ ق٘وا   yللوغاود  لازل ًراْ  اى ق٘وا   yتتؼ٘ي ق٘وا    x  ّلكد ق٘و  هذذدة

 .xطْ  للضلغ 

 تو د هرودٗش هتغ٘شة )هتغ٘شله(.  y, x  ًّرْ  اى

ٗاذ    yًأا  قطاش دلةاشة ّللشهاض  ٗاذ  ػلأ طاْ    x  ( : إرل كوى للشهاض2ه و  )

 ُٔ :  yهغ    xللؼلاق  للذلل  ػلٔ لستزوط  ػلٔ هرذلس هغود  للذلةشة ىئى 
2y x  

ٗذ  ػلٔ للٌغز   ٘ي هذ٘ظ آ دلةشة ّقطش ُزٍ للذلةشة ُّٔ ًغاز  او تا .  ّللشهض 

ػٌاذ للتؼاْٗل ػٌِاو ىأ للراوًْى. عاْف   yهذذدة  تؼطٔ ق٘و  x ّكد ق٘و  هذذدة  

بهتغ٘ااشلهب   y, x ٌ٘وااو تغااؤ   (constant)ب  ل ااع او اا  ًطلااع ػلاأ للشهااض  ب

variables اّ هرودٗش صغ٘شة. 

 ءلل ٘ضٗو( : قوًْى بُْكب ىٔ 3ه و  )

  لإداذل  لعاتطول  ُٔ هرذلس للرْة لللاصها  yُْ طْ  علك صًزشكٔ ّلتكي  lل٘كي  

 .xسُو لىٔ للغلك هرذ

 تؼشف  وعن قوًْى )ُْك( ُّٔ : yهغ  xّللؼلاق  للذلل  ػلٔ لستزوط 
m

y x
l

 

 هرذلس او   ٗتْق  ػلٔ ًْع للغلك للوغتخذم.  m د٘ث 

( ًّلاداع اٗضاو اى ٗاذ ى ػلأ )هتغ٘اشٗي  y, xٗذ ى ػلٔ )او ت٘ي(  ٌ٘واو    l, mٌُو 

 تذتوج إلٔ قْة هذذدة لإدذل  تلك ل عتطول  ّ وؼٌٔ آخش : xلعتطول  هذذدة  كد 

 .yتؼ٘ي اّ تذذد ق٘و  هذذدة   xاى كد ق٘و  هذذدة  
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ىاأ يو٘ااغ   xدللاا  ىاأ للوتغ٘ااش    yلت ااع للؼلوااوء ػلاأ تغااو٘  للوتغ٘ااش  ّلرااذ   

 للأه ل  للتٔ عزع للتؼشض لِو. ّىٔ هْلق  اخشٓ هووال  لِو.

ُْ للشهض للذل  ػلٔ دجن لعطْلً  دلةشٗ  قوةوا  ًأا  قطاش   Vل٘كي  ( : 4ه و  )

 ُٔ :  V, h, xّللؼلاق  للذلل  ػلٔ لستزوط   hّلست وػِو    x قوػذتِو 
2V x h 

وكاي تو د هرودٗش هتغ٘اشة ّٗ v, h, xٗو د كولؼودة )او  (  ٌ٘وو للشهْص  للشهض ٌُو 

ّطاْ  لست وػِاو. آ إرل ػلوٌو طاْ  ًأا  للرطاش  Vتؼ٘٘ي هرذلس دجن ل عطْلً  

 .h, xتتْق  ػلٔ ق٘و   Vاى ق٘و  

 .h, xدلل  رله هتغ٘شٗي   Vللو و  ًرْ  اى  ىٔ ُزل 

 تؼل٘ع : 

لتؼزاش ىٔ للأه ل  للغو ر  لعتخذهٌو للشهْص للذللا  ػلأ لل ْل ا  ّللوتغ٘اشله   

ْم اّ ًااو ػااي للأطااْل  اّ للوغااوىوه اّ للذجاااد٘ؤ تؼزااش ػااي كو٘ااوه ى٘ضٗوة٘اا  ىِاا

 اّ للوغودوه اّ للغشػوه ...... الخ.للضهي اّ للرْٓ 

 ػلاأ ىِ٘ااو للشهااْصّلكٌٌااو عااْف ًتؼوهااد اٗضااو هااغ هْلقاا  سٗوااا٘    تااذ    

هرودٗش ى٘ضٗوة٘ . ُّازل للوْقا  ُاْ للازٓ ادٓ إلأ تؼاذٗد ه ِاْم )للذللا  ( ػاي رلاك 

 ٌوٍ عو رو. ّكوو عٌؼشف ى٘وو  ؼذ.للو ِْم للزٓ لىتشا

 : Function"اندانة"تعريف  1-2
ل٘زٌتااضب ّهؼوصااشٍّ ، ىتؼااشف دغااا للو ِااْم للترل٘ااذٓ للاازٓ قذهااَ للؼااولن ب 

 للذلل  كوو ٗلٔ :

ىئًٌاو ًراْ    xتتْق  ػلأ ق٘وا     y ذ٘ث كوً  ق٘و    y, x)إرل لستزظ هتغ٘شلى ه د 

    للأْسة : كتوًّؼزش ػي رلك   xدلل  ىٔ    yاى  
y f (x) 

  xٗشهاض للروػاذة للتأ تااش ظ    fُواو للوتغ٘اشلى ّللشهاض    yّللشهاض    xٌُاو للشهاض  

 .yهغ  

2y  : ىٔ للو و  للأّ  x   2 آ اىf (x) x 

 .(x) اّ هش غ   (x)   تؼٌٔ تش ٘غ  f(x)   ٌُو :

2y للو و  لل ؤً :  ّىٔ x  

2f ىئى  (x) x    ٓتش ٘غ ،  ا x   ٔهغ اشب للٌوتج ى. 

 yّللشهاض   xّلرذ تطاْس ُازل للتؼشٗا  ل٘شاود هْلقا  سٗواا٘    ٗاذ  ىِ٘او للشهاض 

 كو٘وه ى٘ضٗوة٘ . ػلٔ

   للذذٗث للذلل  رله للوتغ٘ش للذر٘رٔ كوو ٗلٔ :ّلغْف ًؼ٘ذ ص٘وغ  للتؼشٗ

 تعريف اندانة :
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ػلاقا  تؼا٘ي   fىئت٘ي غ٘ش خول٘ت٘ي هاي للأػاذلد للذر٘ر٘ا  ّلاتكي    T, X  لتكي 

ػٌأشل ّلداذل ىراظ )ػاذد ّلداذ ىراظ( هاي   Xلكد ػٌأش )ػذد( هي ػٌوصش لل ئ   

 زش ػٌِو  ولأْسة :ًّؼ  yإلٔ    xدلل  هي    fًغؤ  . ىئًٌو  Yػٌوصش لل ئ   
f :X Y 

 ل ع دلل .  {f, x, y}اد٘وًو قذ ًطلع ػلٔ لل لاأ   

 domain هجو  للذلل  )ًطوق للذلل (   X ًغؤ

 codomain للوجو  للورو د )للٌطوق للوأودا(  Y  ًّغؤ

صاْسة   yؤ  ىئًٌاو ًغا  Xهي    xُْ للؼذد للورو د للؼذد    Yهي    yإرل كوى للؼذد  

(image)   للؼٌأشx. 

 .xق٘و  للذلل  ػٌذ    yاّ ًغؤ  

y  ًّؼزش ػي رلك سهضٗو : f (x) 

f  ّاٗضو :X Y 

  yًّغاااااااااااااؤ    ،     (independent variable)     للوتغ٘ش للوغترد  xًغؤ  

 .(dependent variable)للوتغ٘ش للتو غ  

لو ااو  للتااولٔ ٗزاا٘ي لٌااو اًااَ لاا٘ظ هااي للضااشّسٓ اى ًؼزااش ػااي للذللاا   روػااذة ل 

 يزشٗ .

 ( :6ه و  )

هشعااد  ولزشٗااذ  ْدااذة   (x)للجااذّ  لٙتاأ ٗزاا٘ي للؼلاقاا   اا٘ي ّصى خطااوب   

  ولرشػ.  (y)، ّتكل    للجشلم 
x (mg) 0 x 10   10 x 20   20 x 30   ………. 

y (pt) 6 12 18 ………. 

 .y, xُزل للجذّ  ٗؼزش ػي ػلاق   ٘ي هتغ٘شٗي   

 اولجشلم ّكاد   (x)ّصًاَ   لكد خطوب هؼلْه   (y)ّٗوكٌٌو هٌَ تذذٗذ ق٘و  للإسعو   

 .yٗرو لِو عؼش هذذد    xق٘و  هجذدة  

هو٘اضة  اولجشلم )لتاذ   ىولجذّ  ٗؼزش ػي دلل  : هجولِو ىئ  للأػذلد للذر٘ر٘  للوْيز 

ػلاأ للااْصى( ّهجولِااو للورو ااد ىئاا  للأػااذلد للذر٘ر٘اا  هو٘ااضة  ااولرشّػ )لتااذ  ػلاأ 

 .y, xللتكل  (. ّللجذّ  ٌُو ٗرْم  تذذٗذ قوػذة للش ظ  ٘ي  

 Range of function مدى اندانة :
  وذٓ للذلل .  Xًغؤ ىئ  يو٘غ صْس ػٌوصش هجو  للذلل    

ُْ    (f)هذٓ   y:y f (x) x X   

Yآ اى هذٓ للذلل  ػودة ُْ ىئ  يضة٘  هي ىئ  للوجو  للورو د آ اى هذٓ   (f ). 
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 ( :7ه و  )

 للوؼشى   ولروػذة :  fػ٘ي هجو  ّهذٓ للذلل    
2f (x) x 5  

 للذد :

لأى هاو تذا  للجازس للتش ٘ؼأ  xر٘   لكد ق٘و  در٘هؼشى   f  ّلاخ اى للذلل  

 ُّْ(x
2
 .xهرذلس هْيا دلةوو لجو٘غ ق٘ن   (5 + 

  Rىئ  للأػذلد للذر٘ر٘    ى٘كْى هجو  للذلل  ُْ : 

 ّلتذذٗذ للوذٓ ًشٓ اى :

2x در٘ر٘  ىئى   xلكد   0 
2 2x 5 5 x 5 5       

2y  آ اى  x 5 5   

            ُْ    ( f )ى٘كْى هذٓ    y : y 5 

 ( :8ه و  )

 .[2 ,2-]ػ٘ي هذٓ للذلل  للغو ر  ػلٔ اعوط اى للوجو  للوؼطٔ ُْ لل تشة     

 للذد :
2 x 2   

20    ولتش ٘غ x 4    )لوورل ؟( 

25  :  5 ئاوى    x 5 9      
25 x 5 3    

5        ) دع اى للورودٗش لل لا  هْيز ( y 3     

  

   ُْ  ( f )هذٓ    y : 5 y 3     
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 تعـاريف :

 ( :1تعريف )
 ّتكتا : اًِوو هتغوّٗتوى   f, gٗرو  لذللت٘ي   

f = g  
 g=  هجو     fهجو        -ا   إرل تذرع

x   -ب   f (x) g (x)   ىٔ للوجو  للوشتشك 

 ( :2تعريف )
 إرل تذرع :  fاًِو لهتذلد اّ لتغوع للذلل     gٗرو  للذلل    

    gىئ  يضة٘  هي هجو     fهجو      -ا 

x   -ب  f (x) g (x)       ىٔ هجوf   

   gلقتأوس اّ لًكووػ للذلل     f  اٗضو اى للذلل   ّٗوكٌٌو اى ًرْ

 ( :9ه و  )

nهش ؼاَ    nُأ للؼلاقا  للتأ تؼا٘ي لكاد ػاذد طز٘ؼأ    fلتكي   
  g ّلاتكي   2

nهش ؼااَ    nػااذد صااذ٘خ  ُاأ للؼلاقاا  للتاأ تؼاا٘ي لكااد 
اػتزااش اى ىئاا  للأػااذلد   2

 للطز٘ؼ٘  ُٔ 
 1, 2,3,4,........N 

 لد للأذ٘ذ  ُٔ ّاى ىئ  للأػذ
 0, 1, 2, 3,........   Z 

 {..……… ,1, 2, 3}   ُْ  ( f )هجو  

   ُْ  (g)هجو    0, 1, 2, 3,........   

N2f (n) n n   
Z2g(n) n n   

 {.………… ,1, 4, 9, 15}   ُْ  ( f )هذٓ  

 {..……… ,0, 1, 4, 9, 16}   ُْ  ( g )هذٓ  

   ( g )هجو     ( f )هجو     

 g       لهتذلد للذلل ُٔf   

 هلادظ  : تْيذ ػلاقوه  ٘ي هتغ٘شٗي ّتؼزش دلل  دغا للتؼشٗ  للجذٗذ للذلل .

 ( :11ه و  )

2  للوؼودل   2x y g    اّ للأْسة للوكوىئ 
2 2y g x  

3  د٘ث  x  تؼزش ػي دلل  لأًَ لكد ق٘و    x 3   

   yتْيذ ق٘وتوى هختل توى للشهض  
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 ّإرل كتز  ُزٍ للؼلاق   ولأْست٘ي :
2 2y g x , y g x    

 ىئى كد هٌِو ػلٔ دذة ٗؼزش ػي دلل  هجولِو :
 x : 3 x 3   

 ّ ولتولٔ ىئى 20 x g  

     20 g x g    

     20 g x 3    

0 : ّٗكْى هذٓ للذلل  للأّلٔ ُْ  y 3  

3 ّهذٓ للذلل  لل وً٘  ُْ : y 0   

 ّللغؤل  لٙى : ك٘  ًذذد هجو  للذلل  للتٔ قوػذتِو :
2f ( x ) g x  

g)2 تتْق  ػلٔ ق٘و  للورذلس    f (x )ّلاخ اى ق٘و    x ) 

g)2ق٘و  در٘ر٘  إرل كوً    f ( x )ّتكْى   x ) 0  

g)2 ّهي للأُو٘  اى ًزذث ػي إشوسة للورذلس للجزشٓ x ) 

2g    ّلكي x (3 x) (3 x)    

g)2ّللجااذّ  للتااولٔ ْٗاااخ ك٘ ٘اا  تذذٗااذ لل تااشله للتاأ ٗكااْى ىِ٘ااو للورااذلس   x )  

 هْيزو اّ عولا.
              - 3      0       3            

 3 )إشوسة للورذلس للجزشٓ  

– x ) 
- + + 

 3 )للورذلس للجزاشٓ إشوسة 

+ x ) 
+ + - 

إشااااوسة للورااااذلس للجزااااشٓ 
2(g x ) 

- + - 

g)2 ّلاخ هي للجذّ  للغو ع اى للورذلس x )     ٗكاااْى هْيزاااو إرل كوًاااx   تذراااع

3 x 3       2  ّ ولتولٔ ىئىg x 0        ً3 إرل كو x 3   

f  ُْ : آ اى هجو  للذلل    x : 3 x 3  . 
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 (1-1توشٗي )

 : لدغا ق٘و   f (x) = 2x + 5 لتكي  -1

     f (0),     f (2),     f (
1

3
),     f (

1

x
),    f ( x – 3) 

f (x) = x لتكي -2
2
 + x + 1 :  لدغا ق٘و 

      2f (0), f ( x), f (x ), f ( x), f (x 0) f (x)    

 ػ٘ي هجو  للذّل  للتٔ قوػذتِو : -3

 f (x) = 3x – 2    -ا   

           -ب   
1

3x 2
   f (x) =    

  -ج  
x

f (x)
(x 2) (x 3)


 

 

 ى للوذٓ إى اهكي :ػ٘ي هجو  للذّل  لٙت٘  هغ  ٘و – 4

f    -ا   (x) x 6  

2f    -ب   (x) x 4  

2f    -ج   (x) x 4  

f    -د   (x) (x 1) (x 4)   

  ُـ  
2x 1

f (x)
x


 

  ّ-    2f (x) x 9 x 2    
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 :اندوال  أوواعتعض 

 اندانة الأحادية واندانة انفوقية : 1-3
ػٌأاش هرو اد   Xىأ    xػٌذ تؼشٗ  للذلل  طولزٌاو  ا ى ٗكاْى لكاد ػٌأاش   

. ّلاان ًطلااا للؼكااظ ّإرل كااوى كااد ػٌأااش ىاأ هااذٓ للذللاا  ُااْ  Y ّلدااذ ىرااظ ىاأ 

 عو٘  للذلل  ادودٗ  ّ ولتولٔ :  Xصْسة لؼٌأش ّلدذ ىرظ هي ػٌوصش  

 إرل تذرع : ادودٗ   fتكْى للذلل   

1 2 1 2x x f (x ) f (x )   

 ُّزل ٗؤدٓ  ولتولٔ إلٔ اى :

1 2 1 2f (x ) f (x ) x x   

  f    ُْYىْق٘  إرل كوى هذٓ    fللذلل   ّتغؤ 

   Xلأدذ ػٌوصش  ُْ صْسة   Yآ إرل كوى كد ػٌأش ىٔ  

   ( :1ه و  )

RRf لتكي  : 2 قوػذتِوf (x) x 

 .لختزش ًْع للذلل  هي د٘ث كًِْو ادودٗ  اّ ىْق٘ 

 للذد :

f  د٘ث اى  (1) f ( 1)  

f  ّكزلك  (2) f ( 2)   ٗىئى ُزٍ للذلل  غ٘ش ادود ......... 

2y ّد٘ث اى  x 0  

 ىئ  يضة٘  ىؼل٘  هي    fىئى هذٓ   

 هوو ٗذ  ػلٔ اًِو غ٘ش ىْق٘  

 ( :2ه و  )

 لتكي   RRf f (x) = x  ّهؼشى   ولروػذة   :
2  

  ٘ي ًْع للذلل  هي د٘ث كًِْو ادودٗ  اّ ىْق٘ . 

 

 للذد :

y = x  وػتزوس اى 
2  ، Rx 

0 ّلكي  x 2 ىئىy x 0  

1 ّإرل كوً  :  2x x ىئى 
2 2

1 1 2 2y x y x   

 هوو ٗذ  ػلٔ اى للذلل  للوؼطوة دلل  ادودٗ  
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y ّد٘ث اى لأٓ  0   تْيذ x 0 

2x تذرع  y  ًٌو ًشٓ اى للذلل  للوؼطوة دلل  ىْق٘ .ىئ 

 ( :3ه و  )

RZf لتكي  :  هؼشى   ولروػذة 
                     Zxxf x  2)( 

 ُٔ ىئ  للأػذلد للأذ٘ذ    Zد٘ث   

  ٘ي ًْع للذلل  هي د٘ث كًِْو ادودٗ  اّ ىْق٘ . 

 للذد :

1 ادودٗ  لأًَ إرل كوً للذلل    2x x 1 ىئى 2x x2 2 

x2 للذلل  ل٘غ  ىْق٘  لأى  0  دلةوو 

 ( :4ه و  )

RRf لتكي  :  ّقوػذتِو    f (x) sin x 

 اّ ىْق٘ . ٘ي ًْع للذلل  هي د٘ث كًِْو ادودٗ   

 للذد :

f ُزٍ للذلل  تغؤ )دلل  ه ل ٘ ( ّه لِو  (x) cos x , f (x) tan x , .......  

ُااْ ق٘واا  صلّٗاا  هرااذسة  ولترااذٗش للااذلةشٓ. ّهااي   xكولؼااودة ًتأااْس اى للوتغ٘ااش  

 ٘ي ص ش ّ    xللجذلّ  للو ل ٘  إرل ّقؼ   
2


 -ىئى :    

Sin x     للش غ للأّ (   1 ,0ترغ  ٘ي( 

,   ٘ي  xّقؼ  ق٘و   ّكزلك إرل 
2


    : ىئى 

Sin x     للش غ لل ؤً( 1 ,0اٗضو ترغ  ٘ي( 

اهو للضلّٗ  للْلقؼ  ق٘وتِو  ٘ي    
3

,
2


 )للش غ لل ولث( 

اّ  ٘ي     
3

, 2
2


 )للش غ للشل غ( 

   1 - ,0 ي٘ا للضلّٗ  ٌٗذأش  ٘ي  ىئى

1 ّ ْيَ ػوم : ىئًَ هِوو كوً  ق٘و  ط للذر٘ر٘  ىئى sin x 1   

sin للذلل  غ٘ش ادودٗ  لأى 30 sin150 sin 390 ......   

 للذلل  غ٘ش ىْق٘  لأى للوذٓ ُْ y : 1 y 1   

 اندوال انفردية واندوال انزوجية : 1-4
 .Rدلل  رله هتغ٘ش در٘رٔ ، هجولِو    f ي لتك 



 11 

 إرل درر  للروػذة :  (even function) دلل  صّي٘   fتغؤ للذلل   
Rxxfxf  )()( 

ّٗكااااْى للشااااكد للز٘ااااؤً للذللاااا  للضّي٘اااا  هتوااااوالا دااااْ  هذااااْس للأااااودله لأًااااَ إرل كوًاااا  

)للٌرط  , )x y ترغ ػل٘ا  ىائى للٌرطا( , )x y- تراغ اٗضاو ػل٘اَ ّعازا رلاك اى( )y f x=  ّاى

( ) ( )y f x f x= = -  

 

 

 

 

 

 

 إرل درر  للروػذة :  (odd function)دلل  ىشدٗ    fّتغؤ للذلل   
Rxxfxf  )()( 

ٗكااْى هتوااوالا دااْ  ًرطاا  للأصااد ٗؼٌاأ اًااَ إرل كوًاا  للٌرطاا   ّللشااكد للز٘ااؤً للذللاا  لل شدٗاا 

( , )x y   ترااااااااغ ػل٘ااااااااَ ىاااااااائى للٌرطاااااااا( , )x y- ترااااااااغ ػل٘ااااااااَ اٗضااااااااو ّرلااااااااك لأى :  -

( ) ( )y f x f x= - = - 

 

 

 

 

 

 

 ) دع اى  ؼل للذّل  ل٘غ  ىشدٗ  اّ صّي٘ ( 

 ٘  ُٔ دّل  صّي٘  :للذّل  للتول   ( :1ه و  )

2 -ا 

1f (x) x   2 -ب

2f (x) 4x 6  

4 -ج 

3 2

1
(x 0) f (x) x 8

x
    
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2  لأى 2

1 1f ( x) ( x ) x f (x)     
2 2

2 2f ( x) 4( x) 6 4x 6 f (x)       

            4

3 2

1
f ( x) ( x) 8

( x)
    


 

4

32

1
x 8 f (x)

x
    

 للذّل  لٙت٘  دّل  ىشدٗ  : ( :  2ه و  )

3   -ا   

1f (x) x x  

4 -ب  

2

1
0 x f (x) (x 2)

x
   

3         لأى

1f ( x) ( x) ( x)     

      3

1(x x) f (x)   

         4

2

1
f ( x) ( x) 2

x
     

 

4

2

1
(x 2) f (x)

x

 
   

 
 

 ( :3ه و  )

)3ل كوً  للذلل  إ ذث هو إر )f x x=:دلل  ىشدٗ  اّ صّي٘  ام خلاف رلك 

 للذد :

)3للذلل   )f x x=  ُْ ٖدلل  ىشدٗ  لأى ًطوقِو للطز٘ؼI  ًطوق هتووال  دْ  ًرط  للأصد ُّْ

3               ّتذرع 3( ) ( ) ( )f x x x f x x- = - = - = - " Î ¡ 
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 ( :4ه و  )

هو إرل كوً  للذلل  إ ذث 
2( )

1
( )

1
f x

x
=

+
 دلل  ىشدٗ  اّ صّي٘  ام خلاف رلك:

 للذد :
}للذلل   ًطوقِو للطز٘ؼٖ ُْ  ُّْ ًطوق غ٘ش هتووال  دْ  ًرط  للأصد ّػل٘  ى ى  ¡--1{

 للذلل    ىشدٗ  ّ  صّي٘ 
 ِو ىشدٗ  اّ صّي٘  : ٘ي ًْع للذّل  لٙت٘  هي د٘ث كًْ ( : 5ه و  )

 f (x) = cos x -ب   f (x) = sin x -ا   

 f (x) = cosec x -د   f (x) = tan x -ج   

 للذد :
sin ( x) sin x , cos ( x) cos x    

1
tan ( x) tan x , cosec( x) cosec x

sin ( x)
    


 

 هوو ٗذ  ػلٔ اى للذّل  :

Sin x ,  tan x ,  cosec x    ٗدّل  ىشد ُٔ 

 ي٘ ُٔ دلل  صّ   cos x  ّللذلل 

 انشكم انثياوي نهدانة انزوجية واندانة انفردية :

الا دااْ  هذااْس للأااودله لأًااَ إرل وللذللاا  للضّي٘اا  هتوااٗكااْى للشااكد للز٘ااؤً       

تراغ اٗضاو ػل٘اَ  (x, y - )للز٘اؤً ىائى للٌرطا  ترغ ػلٔ ُزل للشكد  (x, y)كوً  للٌرط  

   f ( - x) = f (x) = y  ّاى  y = f (x) ّعزا رلك اى 

 

 

 

 

 

 

 

ٗؼٌأ اًاَ إرل كوًا   ٌ٘وو للشكد للز٘ؤً للذلل  لل شدٗ  ٗكْى دْ  ًرط  للأصد        

 ترغ ػلَ٘ اٗضو ّرلك لأى : (x, - y - )ػلَ٘ ىئى للٌرط  ترغ  (x, y)للٌرط  
f ( - x) = - f (x) = - y 
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 جثر اندوال : 1-5
 دللت٘ي هؼشىت٘ي  ولروػذت٘ي   f, gإرل كوً    

2f (x) x , g(x) 2x 1   

2x ىئى للتؼز٘ش :  2x 1  

 : hٗؼزش ػي دلل  اول     f (x) + g (x)للٌوتج هي يوغ  
H (x) = f (x) + g (x) 

 ّ ولتولٔ ىئى   h = f + g ّتكتا  f, g وجوْع للذللت٘ي    hتغؤ للذلل   
H (x) = (f + g) (x) = f (x) + g (x) 

 قغو  للذللت٘ي : –اشب  –ّ ولو د ٗوكي اى ًؼزش ػي : طشح 

1 -    2(f g)(x) f (x) g(x) x 2x 1     

2 -  2(f g)(x) f (x) g(x) x 2x 1      

3 -    2(f .g)(x) f (x).g (x) x (2x 1)   

4 -     
2f f (x) x 1

x , x
g g (x) 2x 1 2

 
   

 
 

f تذأ٘د دللت٘ي : لتكي – 5 :X Y 

 F (x) = y د٘ث      

G:Y  ّلتكي  Z 

 G (y) = z  د٘ث 

 G (F (x) ) = z  آ اى 

 GoF  ٗوكٌٌو تؼشٗ  دلل  
GoF:X Z 

(GoF) (x) z 

(GoF)   آ اى  (x) G (F(x) ) 

 G, Fتغؤ ُزٍ للذلل  تذأ٘د للذللت٘ي   
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gّىٖ ُزٍ للذول  ٗتضخ اى ًطوق للذلل  للوشكز   fo  للوجوْػ ُْX  ّللٌطوق للوأودا

 .Zُْ للوجوْػ  

 ( :1ه و  )

2F(x) ىئرل كوً   x , G(x) 2x 1   

 ىئى :
 (FoG)(1) F(G (1) ) , G (1) 3   

 (FoG)(1) F(3) 9    

 (FoG)( 2) F(G ( 2) ) , G ( 2) 3      

 (FoG)( 2) F( 3) ( 3) 2 9        

 2(FoG)(a) F(G(a)) F(2a 1) (2a 1)      

 2(FoG)(x) F(G(x)) F(2x 1) (2x 1)      

 ( :2ه و  )

2  إرل كوً   3 2h (x) (x 1) (x 1)    

 h = GoF  ذ٘ث ٗكْى  F,  Gاّيذ دللت٘ي       

 و تأْس اى :للذد : ٗوكٌٌ
    h (x) (GoF) (x) G (F(x) )  

2G(y)    ىئرل تأْسًو اى : y y  

2y  د٘ث  (x 1)  

2F(x)  ّّاؼٌو  y (x 1)   

2  ىئى :  3 2G(y) G(F(x)) (x 1) ( x 1)      

h  ُّزل ٗذ  ػلٔ اى   GoF 

 ات انعكسية واندوال انعكسية :انعلاق 1-6
 ّ دظٌو  ْيَ ػوم اى :  G, Fىٔ للزٌذ للغزع دسعٌو تذأ٘د دللت٘ي   

G (F(x) ) F(G (x) ) 
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 ٗذرروى ل٘ظ ىرظ :  F, Gّعْف ًذسط دول  خوص  لذلت٘ي  
F(G (x) ) G (F(x) ) x  

F(G     د اٗضو (x) ) G (F(x) ) 

(x)(FoG)    آ اى  (GoF) (x) x ...............(1)  

FoG    ّ ولتولٔ ىئى GoF I  

 ُٔ )للذلل  للوذوٗذة( اّ )دلل  للْدذة( :   I د٘ث
I (x) = x 

هؼكْط للذلل  للأخاشٓ   F, Gتغؤ كد هي للذللت٘ي    x( لكد  1ىئرل تذرع للششط )

 ّتكتا :
1F G    ّ1اG F 

 آ اى
1 1F (F(x)) F.(F (x)) x   

 y = F (x)   ىئرل كوً  :

1    ىئى 1F (F(x)) F.(F (y)) x   

1x    آ اى F (y) 

 د٘ث :  1Fدلل  لِو هؼكْط    Fلتكي  

 F : X Y   هجولِو(X    ّهذلُوYىئى ) : 

 1F : Y X    هجولِو(Y    ّهذلُوX.) 

 شرط تواجد معكوس نهدانة :

F لكٔ ٗتذرع ّيْد هؼكْط للذلل   : X Y     ىئًَ ٗجا اى تكْى للذللا

F    ً1ادودٗ  ّىْق٘  ، ّإ  كوF  . ٘تؼزش ىرظ ػي ػلاق  ػكغ 
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 دلل  لِو هؼكْط ، ًّؼزش ػٌِو  أْسة :  fإرل كوً   
 F (x, y) : y f (x) (1)  

             ىئى 1F (x, y) : y f (x)   

 كد هكوى للأخشٓ ىئى :  x, yّإرل ا ذلٌو  
 1F (x, y) : x f (y) (2)   

 ّلتْا٘خ ُزٍ لل كشة  و و  

   ل ذث ػي للذلل  للؼكغ٘  للذلل ( :1ه و  )
2y x where x 0  

 للذد :   دع ٌُو اى للذلل  ادودٗ  ّىْق٘ 

   ّاى   2F (x, y) : y x  

   ىئى 
1

1 2F (x, y) : x y
 

  
 

 

2y   ّلكي  x x y   

x   لأى  0 , y 0  

 ّللٌت٘ج   وختأوس :

   yػلاق  اّ دلل  ىٔ    xلتأزخ    y = f (x)  دد للوؼودل  – 1
x = G (y) 

 كد ىٔ هكوى للأخشٓ :  y, xلعتزذل    – 2
y = G (x) 

 إى ّيذه(ىتذأد ػلٔ للذلل  للؼكغ٘  )

 ( :2ه و  )

   ٘ي اى للذلل  
x 2

(x 1) f (x)
x 1


  


 

 لِو هؼكْط ّاّيذ قوػذتَ 

x لتكي للذد : 1  1 ّاى 2f (x ) f (x ) 

1 2

1 2

x 2 x 2

x 2 x 1

 


 
 

1 2 1 2(x 2)(x 1) (x 1)(x 2)      

1 2 1 2 1 2 1 2x x x 2x 2 x x 2x x 2        

1 23x 3x  

1 2x x   للذد للْد٘ذ ُٔ 

 ادودٗو   ُزٍ للذلل  تٌوظشل  
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 للذأْ  ػلٔ للذلل  للؼكغ٘  للذلل 
x 2

y
x 1





 

   ًكتا
y 2

x
y 1





 yًّذلِو ىٔ   

xy x y 2    

y(x 1) x 2    

y (1 x) x 2    

x 2
y

1 x





 

  وؼٌٔ اًَ إرل كوً  :
x 2

f(x)
x 1





 

1 ىئى x 2
F (x)

1 x

 



              ،(x 1) 

 هلذْظ  :

YXf  إرل كوً  للذلل  :     ىئى للذلل  للؼكغ٘  لِو  ادودٗو   تٌوظشل  YXf  تكْى  ،   1:

 ّٗكْى اٗضوّ، ادودٗو   تٌوظشل  

1 1,
f ff f

D R R D- -= = 
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 (2-1تووسٗي )

2g(x)  رل كوىإ – 1 x 1 , f (x) 3 2x    

f)  لّيذ  g) (2) , (f g) (2)  

  
f

(fog) (2) , (fog) (1) , (2) , (f .g) (2)
g

 
 
 

 

2g(x)  إرل كوى – 2 x 1 , f (x) 3 2x    

f)  اّيذ  g) (x) , (f g) (x)  

f
(f 0g)(x) , (fog)(x) , (x) , (f .g) (x)

g

 
 
 

 

 إرل كوً  : – 3

h    -ا      (x) 2x 8  

    -ب   
3

2

x
h (x)

g x

 
 

 
 

2h    - ج   (x) 2(x 1) 3(x 1) 5     

h  ذ٘ث تكْى   f, g اّيذ دللت٘ي  fog 

2f  إرل كوً  – 4 (x) x 3x  

 اّيذ للذّل  للتول٘  : 

h    -ا    (x) f (x) 

    -ب   
f (x) f (2)

h (x)
x 2





 

h    -ج    (x) f (f (x) ) 

 ٘ي ًاْع للاذّل  للتول٘ا  هاي د٘اث كًِْاو ادودٗا  ّىْق٘ا  اان ػا٘ي هؼكْعاِو إى  – 5

 ّيذ :

f    -ا   (x) 4x   2    -بf (x) x 4  

  -ج  
1

f (x)
5x 3




3f  -د    (x) x 1  

3f  ُـ  9x) (x 4)   ّ-  
3x 5

f (x)
2x


 

 

 ػ٘ي كد هي للذّل  لٙت٘  هغ تذذٗذ هجو  كد هٌِو : – 6



 19 

f)   -ا   g) (x)   ب-    (f g) (x) 

   -ج  
f

(x)
g

 
 
 

    -د   
g

(x)
f

 
 
 
 

g ُـ  (f (x) )   ّ-    (f .g) (x) 

 ُوو للذللتوى :  f, gد٘ث   
f (x) x , g (x) (2x 1) (i    

f (x) x , g (x) (x 1) (ii    

2

1
f (x) , g (x) x 3 (iii

x


    

 لاف رلك.لكد هي للذّل  للتول٘  ػ٘ي هو إرل كوً  للذلل  ىشدٗ  اّ صّي٘  اّ خ – 7

i) f (x) x x    ii) 
2

1
f (x)

x 2



 

iii) f (x) x cos x    iv) f (x) x x   

v) x xf (x) (2 2 )    vi) 3 3f (x) tan x cosec x   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 21 

 

  Trigonometric Functions  اندوال انمثهثية

 مقدمة : 1-7
ك ٘ااشل هااو ًلادااع للأاا   للذّسٗاا  لك ٘ااش هااي للظااْلُش للطز٘ؼ٘اا   وؼٌاأ اى  

هذذدة ىٔ ه د ُزٍ للظْلُش ًغتخذم ًْػو هاي للظوُشة تكشس ً غِو  ؼذ ىتشة صهٌ٘  

ّتلؼاا ُازٍ للاذّل  دّسلّ  ةشٗا (.للذّل  غ٘ش للجزشٗ  ، ًغوِ٘و دّل  ه ل ٘  )اّ دّل  دل

هِوااوّ ىااٖ ػلاان لل ٘ضٗااوء ػٌااذ دسلعاا  للتااشددله اّ للز ااز وه لجغاان اّ هْياا  اّ ىااٖ إ ظااوُشة 

علْك ُزٍ للذّل   ولزله ىئًَ ٗوكي تذل٘لِو ىٖ ػذد غ٘ش هٌتِٖ هاي هتكشسة ، ىذتٖ إى لن تتزغ 

 ُزٍ للذّل  ػي طشٗع ه كْك ىْسٗ٘ش.
 تؼشٗ  :

  f. تغااؤ للذللاا    Rدللاا  در٘ر٘اا  هؼشىاا  ػلاأ هجوْػاا  للأػااذلد    fلااتكي   

 إرل كوً  تذرع للروػذة : periodic)دلل  دّسٗ ( 

 R   f (x + l) = f (x)ىٔ    xلكد  

ٗذرااع للشااشط للغااو ع ٗغااؤ   l ػااذد در٘راأ او اا . ّاصااغش ػااذد در٘راأ   lد٘ااث  

 ّعْف ًشٓ اى للذّل  للو ل ٘  تذرع ُزل للششط.  periodic)دّسة(  

 

 

 حساب انمثهثات واندوال انمثهثية : 4-2
هااي هؼلْهوتٌااو للأّل٘اا  ىاأ دغااوب للو ل ااوه اى للضلّٗاا  لِااو ق٘وعااوى . ق٘ااوط  

و  وػتزوسُاو عتٌ٘ٔ د٘اث تراذس للضلّٗا  للروةوا  ٗتغاؼْى دسيا  ّتراذس للضلّٗا  دلةشٗا

كواو   lّٗرو لِاو قاْط هاي للاذلةشة طْلاَ    rهشكضٗ  ىٔ دلةشة ًأ  قطشُو  صلّٗ  

 ٗلٔ :

للر٘وط للذلةشٓ لضلّٗ   
l

r
  

 وػتزوسُاو صلّٗا  هشكضٗا  ىأ دلةاشة   ُْ طاْ  للراْط للورو اد للضلّٗا     lد٘ث  

 .rًأ  قطشُو  

( )صلّٗا  عاتٌ٘٘ ( ّللضلّٗا  للوغاتر٘و  تؼاود  صلّٗتا٘ي 90)للضلّٗ  للروةو  : تؼود   

 rقوةوت٘ي. ّ وػتزوسُو صلّٗ  هشكضٗ  ىِٔ ترو د ًأ  هذ٘ظ للذلةشة =  

ى٘كْى للر٘وط للذلةشٓ لِو =  
r l

r r


   

 )ترشٗزو( دسي  دلةشٗ   3.14=  دسي  دلةشٗ   دسي  عتٌ٘٘  =    180آ اى :  

 ترشٗزو()دسي  عتٌ٘٘   57.3للذسي  للذلةشٗ  = 
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 للضلّٗ   ولترذٗش للغتٌ٘ٔ       للذلةشٗ للضلّٗ             
 ـــــــ   =   ــــــــــ          ّللؼلاق 

                    180   
 

 تغتخذم ىٔ للتذْٗد هي ترذٗش إلٔ آخش.

21  هغود  للرطوع للذلةشٓ   1
r lr m

2 2
   

 هرذسة دلةشٗو ، ُّٔ صلّٗ  ساط للرطوع(  )د٘ث  

 للذّل  للو ل ٘  :

 اذاه   l = 1ًرط  تتذاشك ػلأ هذا٘ظ دلةاشة ًأا  قطشُاو للْداذة    p (z, y)لتكي  

هٌطزرااو ػلاأ هذااْس للغااٌ٘وه ىاأ ل تجااوٍ   op  دشكتِااو ػٌااذهو كااوى ًأاا  للرطااش

 للوْيا.

، ّلاخ اى تذاشك للٌرطا    oxهغ    opُٔ للضلّٗ  للتٔ ٗأٌؼِو    لتكي   

p    ّٗهؼٌوٍ تغ٘ش للضل  ّٗتغ٘ش تزؼو لِو ق٘وط كد هي .x  ،y .   

 

 

 

 

 

 

 

 

 ي للذّل  ًغوِ٘و للذّل  للو ل ٘  اّ للذلةشٗ  :لزل ٗوكٌٌو تؼشٗ  هجوْػ  ه  

 sinّٗشهض لِو  ولشهض    دلل  للج٘ا : -1

 ّتؼشف  ولروػذة :  
y y

sin y
r 1

        

  (y  ) للإدذلأ للأودٓ للٌرط  للوتذشك ُْ 

 cos ّٗشهض لِو  ولشهض دلل  ي٘ا للتووم : -2

 ّتؼشف  ولروػذة : 
x x

cos x
r 1

    

 (x ) للإدذلأ للغٌٖ٘ للٌرط  للوتذشك ُْ 

 tan ّٗشهض لِو  ولشهض  دلل  للظد : -3

 ّتؼشف  ولروػذة : 
sin

tan
cos


 


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 ولإاوى  إلٔ الا  دّل  اخشٓ ُأ هرلْ اوه )ّل٘غا  هؼكْعاوه( للاذّل  للا لا  

 للغو ر  :
1 1 1

cosec , sec , cot
sin cos tan

  
  

 

 هلادظ  ُوه  :

ػٌااذ دسلعااتٌو للااذّل  للو ل ٘اا  كااذّل  ىاأ هتغ٘ااش در٘راأ ىئًٌااو ًغااتزذ  سهااض  

 ًّرْ  :  x ولشهض   للضلّٗ  
y = cos x,  y = sin x,  y = tan x,  ……….etc. 

 خواص اندوال انمثهثية :

 Sine function  دانة انجية : -أ
  y = a sin x ,  sin   :   x      sin x 

   للضلّٗ   ذ  هي للشهض   xعْف ًشهض  ولشهض   

 p (cos x,  sin x)  ى٘أزخ لدذلا٘وه للٌرط  للوتذشك  ُوو

ّٗتتزغ تغ٘اش طاْ  للإدلاأ للأاودٓ    xآ اى للإدذلأ للأودٓ ٗو د ي٘ا للضلّٗ  

y    ّٗهغ تغ٘ش للضلx     ًذأد ػلٔ للخْلص للتول٘  للذللy = sin x  

 

2p 3 2p p 2p 0 2p- p- 3 2p- 2p- x 

0 1- 0 1 0 1- 0 1 0 sin x 

 

 

 

 

 

 

 

  هجو  للذلل  ُْذر٘ر٘  ّ ولتولٔ ىئى لل  xدلل  للج٘ا هؼشى  لجو٘غ ق٘ن   -1

لأى ي٘ا للضلّٗ  تٌذأش ق٘وتَ  ٘ي    [1+ ,1-]  للوغلر هذٓ للذلل  ُْ لل تشة  -2

+1  ،-1 

 ّاكزش ق٘و  للج٘ا ُٔ ػٌذهو :
5 9

x , , , .............
2 2 2

  
 
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1
sin 1 , sin0 0 , sin30 sin

2 6 2

 
     

  : ّاقد ق٘و  للج٘ا ُٔ ػٌذهو 
5

x ,
2 2

  
 

( )
sin sin 1

2 2

 
    

sin دلل  للج٘ا دلل  دّسٗ  ىِٔ تذرع -3 (2 x) sin x  

 ، ّ أْسة ػوه  :  2ىٌجذ اى للوٌذٌٔ ٗتكشس كد دّسة قذسُو  
sin (x 2n ) sin x, n 0, 1, 2,...........      

 دلل  للج٘ا هذذّدة )هر٘ذة( لأى : -4

1 sin x 1    
 دلل  للج٘ا دلل  ىشدٗ  لأًِو تذرع للروػذة : -5

F (- x) = - f (x) 

  sin (- x) = - sin x  ّرلك لأى :

  ىو لا :
1

sin ( 30) sin30
2

     

 (0 ,0)دلل  للج٘ا هتأل  ّٗو لِو هٌذٌٔ هتأد هتوواد دْ  ًرط  للأصد  -6

 للذلل  ل٘غ  ادودٗ  -7

 Cosine function  دانة جية انتماو : –ب 
y = cos x  cos  :  x     cos x 

للإدذلأ للغٌ٘ٔ تذ  ػلٔ  y = cos x،  )للوتغ٘ش للوغترد( تذ  ػلٔ للضلّٗ  x)ٌُو 

cosyًّذأد ػلٔ للخْلص للتول٘  للذلل    للٌرط  للوتذشك  x= 

2p 3 2p p 2p 0 2p- p- 3 2p- 2p- x 

1 0 1- 0 1 0 1- 0 1 cos x 
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  ُْ  cosآ اى هجو  للذلل   للذر٘ر٘    xللذلل  هؼشى  لجو٘غ ق٘ن   -1

 [1+ ,1 -]  هذٓ للذلل  ُْ لل تشة -2

 :دلل  ي٘ا للتووم دلل  هذذّدة )هر٘ذة( اٗضو  -3

1 cosx 1    
x ّاكزش ق٘و  للذلل  ُٔ ػٌذهو 0, 2 , 4 ,..........   

3 1 3
cos0 1, cos30 cos , cos , cos 0, cos 0,.......

6 2 4 2 22

   
      

 ّاقد ق٘و  للذلل  ُٔ ػٌذهو :
x , 3 , 5 ,......

sin 1

   

  
 

 دلل  ي٘ا للتووم دلل  دّسٗ  لأى : -4
cos x cos ( x) cos (2n x)     

 ..……… ,n = 0, 1, 2  ّد٘ث  2ّطْ  دّستِو = 

 دلل  ي٘ا للتووم دلل  صّي٘  لأى : -5
Cos (- x) = cos x 

 .oyدلل  ي٘ا للتووم دلل  هتأل  ّهٌذٌٔ للذلل  هتأد ، هتوواد دْ  للوذْس   -6

  دانة انظم : –ج 
y = tan x  tan  :  x    tan x 

  د٘ث اى 
sin x

tan x
cos x

 

ىِٔ دلل    cos, sinهي خْلص للذللت٘ي    tanٗوكٌٌو لشتروق خْلص للذلل    

 . cos x = 0  هوػذل ػٌذهو  xهؼشى  لجو٘غ ق٘ن  

 

 

 

 

 

 

 

 

 هوػذل ػٌذهو :   Rهجو  للذلل  : ُْ للوجوْػ   -1
3 5

x , , ,.........
2 2 2

  
    
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tan ا :ّإى كٌو اد٘وًو ًكت
2


     للتؼز٘اااش ػاااي اى ق٘وااا  للظاااد تكزاااش  ااالا داااذّد

ػٌذهو ًرتشب هي للر٘و   
2


 د٘ث  

x
2

lim tan x


    ،

 
x

2

lim tan x


   

 

 لأًَ ّلاخ اًَ :  هذٓ للذلل  ُْ   -2

x وً  :إرل ك 
2 2

 
     ىئى y     

 tan (x + ) = tan x  )ىرظ( لأى  للذلل  دّسٗ  ّلكي دّستِو =   -3

:  function Secantدانة انقاطغ     (د
1

sec
cos

y x
x

= =  

 

 

 

 

 

 

:   function cosecantدانة قاطغ  انتماو    (ٍ
1

csc
sin

y x
x

= =  
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:     function cosecantدانة ظم  انتماو  (ّ
1

cot
tan

y x
x

= =  

 

 

 

 

  

 

tanًّلادع اى للذّل   ,sec ,cot ,cscx x x x.ل٘غ  دّل  هذذّدة 

cosّهي تؼشٗ  للذللت٘ي لـ   ,sinx x   ًلادع اى للٌرط( , )p x y  ترغ ػلٖ دلةاشة للْداذة إرى

2تذرع للؼلاق   2 1x y+  ، إ اى=

   2 2cos sin 1x x+ =                                              (1) 

 :ٌٗتج اى  للوتطو ر ّهي ُزٍ 

  2 2tan 1 secx x+ =                                            (2) 

2 2cot 1 cscx x+ =                                             (3) 

 اى إعتٌتوج ٗوكيكزلك 

  cos( ) cos .cos sin .sinx y x y x y± = m                                    (4) 

sin sin .cos cos .sin( )x y x y x y± = ±                                    (5) 

      
1

tan tan
tan

tan tan
( )

x y
x y

x y

±
± =

m
                                                  (6) 

    2 2 2 2cos2 cos sin 1 2sin 2cos 1x x x x x= - = - = -                (7)  

sin2 2.sin .cosx x x=                                                            (8) 

cos cos 2cos cos
2 2

x y x y
x y

+ -
+ =                                      (9) 
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sin sin 2sin cos
2 2

x y x y
x y

+ -
+ =                                     (10) 

sin sin 2cos sin
2 2

x y x y
x y

+ -
- =                                      (11) 

cos cos 2sin sin
2 2

x y x y
x y

+ +
- = -                                     (12) 

 Inverse Trigonometric Functions مثهثية انعكسية :اندوال ان
ًؼلن هوو عزع اى للذّل  للو ل ٘ا  دّل  دّسٗا  إ اًِاو تكاشس ً غاِو ػاذد   ًِاوةٖ هاي للواشله 

ىزولتولٖ ُٖ ل٘غ  دّل  ادودٗ  . ًّؼلن اًَ هي ششّط للذّل  للؼكغ٘  اًِو   ذ اى تكْى ادودٗ  

 .دلل  ادودٗ    . ىٌلجو ٌُو لتذذٗذ للٌطوق كٖ تكْى
1siny: دانة انجية انعكسية x-= 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1cosy  دانة جية انتماو انعكسية x-= 
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1tanyدانة انظم انعكسية  x-= 

 

 

 

 

                       

12 2 ;,tan tany x x y xp p -= - < < = 

1secyدانة انقاطغ انعكسية x-=: 

 

 

 

 

 

 

 

 

1cscy :دانة قاطغ انتماو انعكسية (1 x-= 

 

 

 

 

 

 

 

 
1cotyدانة ظم انتماو انعكسية x-= 
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           1
0 ;,cot coty x x y xp

-
<= < = 
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 (4-1تماريه )

 ل  ىشدٗ  اّ صّي٘  اّ خلاف رلك.ّإرل كوً  للذ ٘ي هو  .1

(1) ( ) cos , (2) ( ) 1 sinf x x x f x x= = + 

 ػ٘ي ًطوق للذّل  للتٖ قوػذتِو: .2

( ) sin(1) ( ) 1 1 sin ; (2) ( ) xf x x f x= + = 

( ) ;(3) ( ) 1 1 2cos (4) ( ) sing x x f x x= - = 

(5) ( ) sec 2g x x x= - 

 للأت٘ : ل ّللذّهذٕ  ػ٘ي ًطوق  .3

 1(1) ( ) sin (3 1) , (2) ( ) 1 sinf x x f x x-= + = + 

fػزش ػي للذّل  للأت٘  ىٖ صْسة  .4 go.  

( ); ;
tan

(1) ( ) cos (2) ( ) (3) ( ) sin
1 tan

t
H t t G t F x x

t
= = =

+
 

)ػزش ػي للذلل    .5 )4( ) secH x x= للأت٘  ىٖ صْسةf g ho o.  

)2  ااااااشض اى  .6 ) cos ( 9)F x x= ,كاااااالا هااااااي للااااااذّل  ى ّيااااااذ  + ,f g h  د٘ااااااث اى

F f g h= o o.  
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 Hyperbolic functions اندوال انزائدية : .1

 ي٘ااا للتوااوم للضلةااذٓ ئعااتخذلم للااذّل  للأعاا٘  ٗوكااي تؼشٗاا  دّل  يذٗااذة ُّوهاا  ه ااد دللاا  

Hyperbolic cosine   ّللتٖ تؼشف ىاٖ للتطز٘راوه للشٗواا٘  ّللٌِذعا٘   ولكوتٌ٘اcatenary  

 Saint Louis Gatewayّهي اشِلا للتطز٘روه للوؼووسٗا  لِازٍ للذللا  قاْط هذٌٗا  عاوى لاْٗظ 

Arch, Missouri  ٘ولْ ٗوه للوتذذة للأهشٗك . 

تغاو٘  ُازٍ للاذّل   ولضلةذٗا  عٌتؼشف ٌُو ػلٖ ُزٍ للذّل  ّدّللِو للؼكغ٘  ّخْلصِو ّتشيغ 

ّلازلك ىِاٖ ت خاز هغاو٘وه هشاو ِ  للاذّل   ل ٘ا  ٘ي خْلص ُزٍ للاذّل  ّللاذّل  للو  للشزَإلٖ 

 للو ل ٘ . 

sinhإ ػااذد در٘رااٖ ّكوًاا  tإرل كااوى  , coshx t y t  ىاا ى للٌرطاا ،P  ّللتااٖ لدااذلا٘وتِو

 sinh ,cosht t  2ترغ ػلٖ للرطغ للضلةذ 2 1x y   2لأى 2cosh sinh 1t t  

 

 

 

 

 

 

 -ّتؼشف للذّل  للضلةذٗ  ػلٔ للٌذْ للتولٖ :

sinh , cosh
2 2

x x x xe e e e
x x

  
  

sinh 1
tanh , sech

cosh cosh

x
x x

x x
  

1 1
coth , csch

tanh sinh
x x

x x
  

 ٗتضخ اى :ّ

 (1) cosh sinh , cosh sinhx xx x e x x e         
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 ّهٌِو
2 2(2) cosh sinh 1x x         

 لٙى ًْاخ اًَ ٗوكي لشتروق ػذد هي للوتطو روه للِوه  :

(3) sinh( ) sinh cosh cosh sinhx y x y x y   

(4) cosh( ) cosh cosh sinh sinhx y x y x y      

     2 2(5) cosh sinh 1x y  

2 2(6) tanh sech 1x x  

2 2(7) 1 cosech cothx x  

tanh tanh
(8) tanh( )

1 tanh tanh
x y

x y

x y





 
 

(9) sinh2 2 sinh coshx x x  

2 2(10) cosh 2 cosh sinhx x x  

2
( ) t

2 tanh
anh 2

1 tanh
11

x
x

x



 

  -الإثثات :

إازوه هؼظان للؼلاقاوه ٗا تٖ ػاي طشٗاع للتؼاْٗل  ذ لا  للاذّل  للأعا٘  هاي تؼشٗا  للاذّل  

 للضلةذٗ  ّعْف ً ز  ادذلُو ػلٔ عز٘د للو و  ّلتكي  .

sinh cosh cosh sinhx y x y    

2 2 2 2

y y y yx x x xe e e e e e e e     
   

4 4

x y x y x y x y x y x y x y x ye e e e e e e e           
     

  

                   
( )

2 2

4 2
sinh ( )

x y x y x y x y

x y
e e e e     

 
    
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  خواص اندوال انزائدية :

sinhللذّل  للضلةذٗ   ,cosh , tanh ,x x x   كلِو دّل  هتأل  ّهؼشىا  لكاد قا٘نx  ،  للذر٘ر٘ا

0xهوػذل   ٌغز  للذّل  ولcosech ,cothx x  كد للخْلص للتذل٘ل٘ا  ّللجزشٗا  لِازٍ للاذّل .

x,ٗوكي لشتروقِو هي خْلص للذللت٘ي  xe e    ىو لا :للذلل .cosh  x  صّي٘  ُّازل ّلااخ هاي

 للؼلاق  :
1

cosh( ) ( ) cosh
2

   x xx e e x 

sinhللذلل    , tanhx x   : ىشدٗتوى 

1 1
sinh( ) ( ) ( ) sinh

2 2
xx x xx e e e e x        

sinh ( ) sinh
tanh ( ) tanh

cosh ( ) cosh

x x
x x

x x

 
    


 

 علْك للذّل  للضلةذٗ  ٗتضخ  ٌ٘٘و هي للأشكو  لٙت٘  :
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 Inverse hyperbolic functionsاندوال انزائدية انعكسية : .2

1arcsinhتكتااا للج٘ااا للضلةااذٓ للؼكغاأ ػلاأ للأااْسة    sinhx x   كاازلك ٗكتااا ي٘ااا

1arcoshللتوااوم للضلةااذٓ للؼكغاأ ػلاأ للأااْسة coshx x   ُّكاازل. ّتؼااشف ُاازٍ للااذّل

 للجذٗذة كوو ٗلٔ :

1sinh sinhy x x y    

1cosh coshy x x y    

1tanh tanhy x x y    

 ّٗلادع هو ٗلٔ :

sinh:ُٔ دلل  ادودٗ  ّىْق٘  : sinhللذلل   -1   : ُْ لزل ٗكْى لِو هؼكْط 

1sinh :  

 

 

 

 

 

 

 

 ٗوكي اى ًؼزش ػٌِو  أْسة لْغوسٗتو٘  :

1 2sinh ln 1 ,  
  

   x x x x 

 انثرهان:

1sinhyً شض  x 
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1
( )

2
sinh y y

e ex y 
    

2ّهٌِو  0y ye x e    ٖضشب للوؼودل  ى  ye  ًٖذأد ػل 

 
22

1 1 02 0 2y y y ye xe e xe      

  ذلِو ًذأد ػلٖ yeًذأد ػلٖ هؼودل  هي للذسي  لل وً٘  ىٖ 

2
22 4 4

1
2

y x x
e x x

 
    

0yeّلكي   2، ّد٘ث اى 1x x  2إرى 1 0x x   ّهٌِو 

2 1ye x x   

   خز لْغوسٗتن للطشى٘ي ًذأد ػلٔ 

1 2sinh ln( 1)y x x x    

لُو ُْ لل تشة  ل٘غ  دلل  ادودٗ  ّل٘غ  ىْق٘  ُّٖ  دلل  صّي٘  ، هذ coshللذلل   -2

(1, ) 1،ّلكٔ تكْىcosh xy    1هؼشى  ٗجا اى تكْى x  ّلِزٍ للر٘ن تكْى

0 y 1. إ اى ( )cosh : (1, ) 0,   

 

 

 

ٗوكي اى ًؼزش ػٌِو   أْسة لْغوسٗتو٘  :

1 2 ,cosh ln 1 1x x x x  
  

    

 : هتشّك للطولا الإثثات
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)دلل  ادودٗ  ّلكي هذلُو  tanhللذلل    -3 1,1  )  1ّلكٔ تكاْىy tanh x  هؼشىا  ٗجاا

1اى تكْى  1x  . 

1 ( )tanh : ( 1, 1) ,     

 

 

 

 

 

 

 

 اى ًؼزش ػٌِو  أْسة لْغوسٗتو٘  :  ٗوكي

1 1
,

1

1
tanh ln

2
1 1

x

x
x x  

 
 

    

  انثرهان:

1tanhyً شض  x      إرى ،tanh
y y

y y
e e

x y
e e









 

 ًذأد ػلٖ  ye ولضشب  غظ ّهروم ىٖ

   
2

2 2
2

1
1 1

1

y
y y

y

e
x e x e

e
 


  


 

2( 1)( ) 1 0yx e x     

  ذلِو ًذأد ػلٖ yeًذأد ػلٖ هؼودل  هي للذسي  لل وً٘  ىٖ 

1

1
y x

e
x


 


 

0yeّلكي   ىٌختوس  ،
1

1
y x

e
x





   خز لْغوسٗتن للطشى٘ي ًذأد ػلّٔ 
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1 1 1

2 1
tanh ln

x

x
xy   

 
 

 

 لِو هؼكْط . sechللذلل    -4

1 ( )sech : 0,1 0,    

 

 

 

 

 ٗوكي اى ًؼزش ػٌِو  أْسة لْغوسٗتو٘  : 

 
2

1 1 1
sech ln

x
x

x


 
 
 
 

 
 

 : هتشّك للطولا الإثثات

 لِو هؼكْط . cschللذلل    -5

1 : ( ,0) (0, ) ( ,0c ) ( )c 0s h ,       

 

 

 

 

 

ٗوكي اى ًؼزش ػٌِو  سة لْغوسٗتو٘  : أْ
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2
1 1 1

csch ln
x

x
x


 
 
 
 

 
 

 لِو هؼكْط . cothللذلل    -6

1 :( , 1) (1,co ) ( ,0) (0, )th        

 

 

 

 

 

 

 

 ٗوكي اى ًؼزش ػٌِو  أْسة لْغوسٗتو٘  :

1 1 1
coth ln

2 1

x
x

x
  

 
 





 

 : هتشّك للطولا الإثثات
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 انفصم انثاوى

 

 limits and community انىهاٌاث والاتصال
 مقدمت : 1-2

ِفَٙٛ "إٌٙب٠خ" ٘ٛ اٌّفَٙٛ اٌشئ١غٝ اٌثبٔٝ فٝ دساعزٕب ٌؼٍُ اٌزفبػً  

ٚاٌزىبًِ. ٌٚمذ رٕبٚي اٌفلاعفخ ٚاٌش٠بػ١ْٛ الإغش٠ك لذ٠ّب حزٝ طبغٗ اٌؼبٌُ 

أٚي ِحبٌٚخ لاعزخذاَ ِفَٙٛ ٚوبٔذ طٛسرٗ اٌحب١ٌخ. فٝ  Cauchy – ٟاٌش٠بػٝ "وٛش

إٌٙب٠خ ػٕذِب حبٚي اٌؼٍّبء الإغش٠ك إ٠دبد ِغبحخ اٌذائشح ػٓ ؽش٠ك إ٠دبد ِغبحخ ِؼٍغ 

ِشعَٛ داخٍٙب ٚرّش اٌذائشح ثشءٚعخ ٌٚىُٕٙ ٚخذٚا أْ ِغبحخ اٌّؼٍغ رمً ػٓ ِغبحخ اٌذائشح 

 ٚا أْ ِغبحزخ رمزشة ِٓ ِغبحخ اٌذائشح.دائّبً , ٚثض٠بدح ػذد أػلاع اٌّؼٍغ رذس٠د١بّ ٚخذ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ِغبحخ اٌذائشح ٟ٘ ٔٙب٠خ ِغبحخ اٌّؼٍغ اٌّشعَٛ داخٍٙب ػٕذِب رضداد  ٙزا ٠ّىٓ اٌمٛي أْثٚ

 ػذد أػلاػخ ص٠بدح لا ٔٙبئ١خ.

٠ٚخزٍف أعٍٛة ِؼبٌدخ إٌٙب٠بد ػٓ الأعلٍٛة اٌلزٜ أٌفٕلبٖ فلٝ ػٍلُ اٌحغلبة ٚػٍلُ 

 ١خ أِثٍخ وث١شح ٌزٛػ١ح ِفَٙٛ إٌٙب٠خ.ٚفٝ ح١برٕب ا١ٌِٛاٌدجش. 

 ِٓ حذٚد ِب ٠ٍٝ   n: أٚخذ ِدّٛع   (1مثال )



 02 

1 1
1 ...............

2 3
   

ٚرظجح اٌّشىٍخ حغبث١خ ٠ّٚىٕٕلب حغلبة اٌّدّلٛع   nفئرا ػشفذ ل١ّخ ػذد اٌحذٚد  

 أِب إرا ؽٍجٕب إ٠دبد ٘زا اٌّدّٛع ٌؼذد لا ٔٙبئٝ ِٓ اٌحذٚد فٙزٖ ِشىٍخ غ١لش حغلبث١خ

 ٚرذخً فٝ ػٍُ "اٌزح١ًٍ اٌش٠بػٝ" ٚدساعزٕب ٌٍٕٙب٠بد.

 ٚفٝ ح١برٕب ا١ِٛ١ٌخ أِثٍخ وث١شح ٌزٛػ١ح ِفَٙٛ إٌٙب٠خ. 

 : (2مثال )

وٍّب اسرفؼذ اٌشّظ فٝ اٌغّبء , وٍّب لظش ؽٛي ظً أٜ خغُ ػٍٝ علحح   

الأسع. ٚإرا الزشثللذ اٌشللّظ ِللٓ أػٍللٝ ِٛلللغ ٌٙللب فللئْ ؽللٛي ظللً اٌدغللُ ٠ظلل ش 

 فش. ٚثظفخ ػبِخ ٠ّىٕٕب لٛي :٠ٚمزشة ِٓ اٌظ

 "ٔٙب٠خ ؽٛي اٌظً ٠غبٜٚ طفشا ػٕذِب رظً اٌشّظ إٌٝ ألظٝ اسرفبع ٌٙب".

 :  (3مثال )

حللبٚي اٌؼٍّللبء إ٠دللبد ػللذد ل١للبط ػشللشٜ لش٠للت ِللٓ ل١ّللخ اٌؼللذد اٌلال١بعللٝ         

 . فٛخذ أْ اٌزمش٠ت اٌزبٌٝ :2
1.9,      1.41,      1.414.     1.4142,   .................... 

٠ؼحٝ ٌٕب اٌزمش٠ت اٌّحٍٛة. ٚوٍّب صاد ػذد الأسلبَ اٌؼشش٠خ وٍّب الزشثٕب ِٓ اٌم١ّلخ  

 ٠ّٚىٕٕب اٌمٛي : 2

 الأسلبَ اٌؼشش٠خ ػذد لا ٔٙبئٝ" ػٕذِب رظجح 2"أْ ٔٙب٠خ اٌزمش٠ت ٠غبٜٚ اٌؼذد  

 ( :4مثال )

 ح١ث :  fاػزجش اٌذاٌخ   
3x 1

f (x) , x 1
x 1


 


 

  x = 1ٚثبٌزلبٌٝ فٍلٓ ٔجحلث ػلٓ ل١ّزٙلب ػٕلذ    x = 1٘لزٖ اٌذاٌلخ غ١لش ِؼشفلخ ػٕلذِب  

ٚاػلح أٔلٗ ػٕلذِب    1لش٠جلخ ِلٓ اٌؼلذد   xٌٚىٕٕب عٛف ٔجحلث ػلٓ ل١ّلخ اٌذاٌلخ ٌمل١ُ  

x 1  : ْفئ 
3

2x 1
x x 1

x 1


  


 

)2فئْ اٌم١ّخ ٌٍّمذاس ٘ٝ    x = 1ٚػٕذِب رىْٛ  x x 1 3)     

 ؟ 1ِٓ اٌم١ّخ    xوٍّب الزشثذ    3ِٓ اٌم١ّخ    f (x)ٚاٌغؤاي ا٢ْ : ً٘ رمزشة  

 ٛ٘ش ِٛػٛع إٌٙب٠بد.إْ الإخبثخ ػٍٝ ٘زا اٌغؤاي ٘ٛ خ

 وهاٌت متغٍر : 2-2
 ٠أخز اٌم١ُ ا٢ر١خ ػٍٝ اٌزٛاٌٝ :  xٌٕفشع أْ اٌّز ١ش اٌحم١مٝ   



 00 

 وّب ٘ٛ ِٛػح ثبٌشىً :    4.1    ,4.01      ,4.001    ,4.0001 ,.…………

 

 

(i)   ْٚاػح أx 4 , x 4  

(ii)    رمزشةx    أٜ أْ  4خلاي ل١ُ أوجش ِٓ    4ِٓ اٌؼذد  x    رمزلشة ِلٓ اٌؼلذد

 ِٓ خٙخ ا١ّ١ٌٓ.  4

(iii)  ٠ّىٕٕب خؼً اٌفشق اٌّٛختx 4    ط ١شا وّب ٔشبء وٍّلب الزشثلذ إٌمحلخ

x    4ِٓ إٌمحخ . 

 ِٓ خٙخ ا١ّ١ٌٓ ٠ٚشِض ٌزٌه ثبٌشِض :  ٠4مزشة ِٓ اٌؼذد    ٠xمبي أْ : اٌّز ١ش  
x 4 

 .x٘ٛ إٌٙب٠خ ا١ٌّٕٝ ٌٍّز ١ش    4ؼذد  أٚ أْ اٌ

 ٠أخز اٌم١ُ ا٢ر١خ ػٍٝ اٌزٛاٌٝ :  xٌٕفشع أْ اٌّز ١ش اٌحم١مٝ   

 وّب ٘ٛ ِٛػح ثبٌشىً :   3.9    ,3.99     ,3.999   ,..………

 

 

 

 

 

(i)   ْٚاػح أx 4 , x 4 . 

(ii)   رمزشةx    4خلاي ل١ُ ألً ِٓ    4ِٓ اٌؼذد . 

 ِٓ خٙخ ا١ٌغبس  4مزشة ِٓ اٌؼذد  ر  xأٜ أْ    

(iii)   ٠ّىٕٕب خؼً اٌفشق اٌّٛختx 4    ط ١شا وّلب ٔشلبء وٍّلب الزشثلذx  

 .4ِٓ إٌمحخ 

ِللٓ خٙللخ ا١ٌغللبس ٚٔشِللض ٌللزٌه ثللبٌشِض    ٠4مزللشة ِللٓ اٌؼللذد    ٠xمللبي أْ اٌّز ١للش  
x 4 

xٚإرا وبٔذ   4      ,x 4  ًوّب ٘ٛ ِٛػح ثبٌشى 

x"ٚٔشِض ٌزٌه ثبٌشِض   x٘ٛ ٔٙب٠خ اٌّز ١ش    4ف١مبي ح١ٕئز أْ : اٌؼذد   4" 

 اقتراب انمتغٍر مه انلاوهاٌت : 3-2
اٌمل١ُ   xز  فٝ وث١ش ِٓ الأح١بْ رضداد ل١ّخ اٌّز ١لش ثللا حلذٚد. فّلثلا للذ رأخل 

 اٌزب١ٌخ :
2 3 4(10, 10 , 10 , 10 ,.............) 
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رىللْٛ أوجللش ِللٓ أٜ ػللذد   x" رزضا٠للذ ثلللا حللذٚد ثّؼٕللٝ أْ    xٚف١ٙللب ٔلاحلل  أْ  

x   " فٝ ٘زٖ اٌحبٌخ ٔؼجش ػٓ رٌه ثبٌظٛسح اٌشِض٠خ : ِٖخزبسِٛخت    

 .ٔٙب٠خ رمزشة ِٓ ِٛخت ِلا  xٚٔمٛي أْ  

 رىْٛ أط ش ِٓ أٜ ػذد عبٌت ٠ّىٓ حغبثٗ.  xثّؼٕٝ أْ  

 وهاٌت دانت عىد وقطت : 4-2

  ٌزىٓ 
22x 4x

f (x)
x 2





x ح١ث   2 

 . 2ِٓ اٌؼذد    xوٍّب الزشثذ    f (x)اثحث ػٓ ل١ّخ  

 . x = 2غ١ش ِؼشفخ ػٕذ    fٚاػح أْ اٌذاٌخ  

xٕذِب  ٚػ 2  ْفئ    
2x(x 2)

f (x) 2x
x 2


 


 

ِلٓ خٙلخ ا١ٌّلل١ٓ   2ِلٓ اٌؼللذد    xوٍّللب الزشثلذ   f (x)ٚاٌدلذٚي اٌزلبٌٝ ٠ٛػلح للل١ُ  

 ٚا١ٌغبس
x f (x) x f (x) x – 2 f (x) - 4 

2.1 4.2 1.9 3.8 0.1 0.2 

2.01 4.02 1.99 3.98 0.01 0.02 

2.001 4.002 1.999 3.998 0.001 0.002 

2.0001 4.0002 1.9999 3.9998 0.0001 0.0002 

      

2 4 2 4 0 0 

x  2
2 
 f (x)  4 x  2

-
 f (x)  4 x – 2  0 f (x) - 4  0 

 ملاحظاث :
(i)  ٔلاح  أٔٗ ػٕذِب الزشثذx  خٙخ ا١ّ١ٌٓ فئْ  2ِٓ اٌؼذد ِٓf (x)  ٓالزشثذ ِل

 .4  اٌؼذد

 ٚٔؼجش ػٓ رٌه ثبٌظٛسح  0ٌه ثبٌٕٙب٠خ ا١ٌّٕٝ ٌٍذاٌخ ػٕذ إٌمحخ ٔغّٝ ر  

x 2
lim f (x) 4

 

(ii)  ٔلاح  أٔٗ ػٕذِب الزشثذx  ِلٓ خٙلخ ا١ٌغلبس فلئْ   2ِلٓ اٌؼلذد f(x)  الزشثلذ

 أ٠ؼب. 4ِٓ اٌؼذد  

 ٚٔؼجش ػٓ رٌه ثبٌظٛسح  0ٔغّٝ رٌه ثبٌٕٙب٠خ ا١ٌغشٜ ٌٍذاٌخ ػٕذ إٌمحخ   

x 2
lim f (x) 4

 

(iii) إٌٙب٠للخ ا١ٌغللشٜ ٌٍذاٌللخ ػٕللذ  ِللغٌذاٌللخ ػٕللذ ٔمحللخ رغللبٚد إٌٙب٠للخ ا١ٌّٕللٝ  إرا

ٔؼجللش ػللٓ رٌلله ٔفللظ إٌمحللخ فئٔللٗ ٠مللبي أْ ٌٍذاٌللخ ٔٙب٠للخ ػٕللذ رٍلله إٌمحللخ ٚ

 ثبٌظٛسح
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x 2lim f (x) 4  

(iv)   )لاح  أْ اٌفشق اٌّٛخلت )اٌفلشق اٌّحٍلكf (x) - 4  ٠ّىلٓ خؼٍلٗ طل ١شا

 ط ١شا ط شا وبف١ب. x – 2شبء وٍّب وبْ اٌفشق اٌّٛخت وّب ٔ

 ٚ٘ىزا .  x – 2 < 0.01      إرا وبٔذ    f (x) - 4 < 0.02 فّثلا :

 ٚػٍٝ ٘زا ٠ّىٓ أْ ٔؼشف ٔٙب٠خ داٌخ ػٕذ ٔمحخ وّب ٠ٍٝ :  

 تعرٌف : وهاٌت دانت عىد وقطت :

أٚ خبسخلٗ(.  Aدلبي ٔمحخ )فلٝ اٌّ aٌٚزىٓ  A  داٌخ ِؼشفخ فٝ فزشح  f"ٌزىٓ  

إرا أِىلٓ خؼلً   aإٌلٝ اٌؼلذد    xػٕلذِب رلؤٚي    Mرلؤٚي إٌلٝ اٌؼلذد   ٠f (x)ملبي أْ  

  x - aطل ١شا حغلجّب ٔش٠لذ إرا ولبْ اٌفلشق اٌّٛخلت   f (x) -  Mاٌفشق اٌّٛخلت  

 ط ١شا ط شا وبف١ب". ٚٔشِض ٌزٌه ثبٌظٛسح :

x 0
limf (x) M


 

 زٕزح أْ :ِٓ اٌزؼش٠ف اٌغبثك ٔغ

 .fإٌٝ ِدبي    aلا ٠ٍضَ أْ رٕزّٝ إٌمحخ   -2

 .fإٌٝ اٌّذٜ   Mلا ٠ٍضَ أْ رٕزّٝ إٌمحخ   -0

ٌٚىلٓ ٠ٍلضَ أْ رىلْٛ اٌذاٌلخ   aِؼشفخ ػٕذ إٌمحخ    fلا ٠ٍضَ أْ رىْٛ اٌذاٌخ   -2

ِؼشفخ فٝ فزشح رح١ؾ ثٙزٖ إٌمحلخ )ٚٔملٛي أْ اٌذاٌلخ ِؼشفلخ ثدلٛاس إٌمحلخ( 

 .aٕٙب٠خ ٌٍذاٌخ ػٕذ  ٚ٘ٛ ششؽ ػشٚسٜ ٌزٛاخذ اٌ

٠دلت أْ رزغلبٜٚ إٌٙب٠زلبْ ا١ٌّٕلٝ ٚا١ٌغلشٜ   aٌىٝ ٠ىْٛ ٌٍذاٌخ ٔٙب٠خ ػٕلذ   -2

 , ٚاٌؼىظ طح١ح. aٌٍذاٌخ ػٕذ 

 ٘ٝ اٌذاٌخ اٌّؼشفخ ثبٌظٛسح  fٌزىٓ     مثال :
   - 2                  x   <  0 

  f (x) 

  3                   x   >  0 

 x = 0احغت إٌٙب٠خ ا١ٌّٕٝ ٚا١ٌغشٜ ٌٍذاٌخ ػٕذ     

 اٌحً :

 )داٌخ ثبثزخ( f (x) = 3 فئْ   x  > 0إرا وبٔذ    

  ٚرىْٛ  
x 0

lim f (x) 3
 

 )داٌخ ثبثزخ( ٚرىْٛ f (x) = - 2فئْ    x  <  0  ٚإرا وبٔذ  

x 0
lim f (x) 2

 

 = xغب٠ٚز١ٓ فئْ ٘زٖ اٌذاٌخ ١ٌغذ ٌٙب ٔٙب٠خ ػٕذ إٌمحلخ   ِزٚح١ث أْ إٌٙب٠ز١ٓ غ١ش 

0 . 
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 Continuity  at a point اتصال دانت عىد وقطت : 5-2

 تعرٌف :

رمللغ فللٝ ِدللبي   a)أٜ أْ إٌمحللخ   aِؼشفللخ ػٕللذ إٌمحللخ    fإرا وبٔللذ اٌذاٌللخ          

 ٚوبٔذ : اٌذاٌخ(

x a x a
lim f (x) lim f (x) f (a)  

  

 . aاٌذاٌخ داٌخ ِزظٍخ )داٌخ ِغزّشح( ػٕذ إٌمحخ  فئٔٗ ٠مبي أْ ٘زٖ 

 ٠زؼح ِٓ ٘زا اٌزؼش٠ف :

(i) f(a)   ٔز١دخ لأْ اٌذاٌخ ِؼشفخ ػٕذ  ٌٙب( ٚخٛدa  ) 

(ii) 
x ax a x a

lim f (x) lim f (x) lim f (x)   
  

(iii) x alim f (x) f (a)  

 

 خاصت فى انىهاٌاث :وظرٌاث  6-2
ٌٍٕٙب٠لبد دساعلخ فٝ ٘زٖ اٌّشحٍخ ِٓ دساعخ اٌزفبػً علٛف رىلْٛ دساعلزٕب  

أٚ إٌظش٠بد ِٓ دساعزٕب ٌٍٕٙب٠لبد دساعلخ ثذ١ٙ٠خ رؼزّذ ف١ٙب ػٍٝ اعزخلاص إٌزبئح 

اٌّغزمجً ِٓ اٌم١بَ ثجشٕ٘لخ ٘لزٖ إٌظش٠لبد ثش٘بٔلب س٠بػل١ب دل١مخ ٔظش٠خ لا ثذ ٌٕب فٝ 

 دل١مب.

 ( :2ِثبي )

f (x) = 3x + 2 , x ٌزىٓ       , x = 1 

 f (x) = 3 x 1 + 2 = 5 ْٚاػح أ

خلذٚي ٔدلذ ١ّ٠ٕب ٠ٚغلبسا ٚرغلد١ً إٌزلبئح فلٝ   1ل١ّب لش٠جخ ِٓ اٌؼذد    xٚثئػحبء  

 أْ :
x f (x) x f (x) x – 1 f (x) – 5 

1.1 5.3 0.9 4.7 0.3 0.3 

1.01 5.03 0.99 4.97 0.01 0.03 

1.001 5.003 0.999 4.997 0.001 0.003 

1.0001 5.0003 0.9999 4.9997 0.0001 0.0003 

      

+ 1 5 - 1 5 0 0 

 x – 1اٌفشق اٌّٛخت  ط شظ ش وٍّب ٠  f (x) - 5ٔلاح  أْ اٌفشق اٌّٛخت  

 ِّب ٠ذي ػٍٝ أْ :
f (x)   5   when     x   1 

x  أٜ أْ  1lim f (x) 5 f (1)   

 .nذٚد ِٓ أٜ دسخخ  إٌز١دخ اٌغبثمخ طح١حخ أ٠ؼب لأٜ داٌخ ثظٛسح وث١شح اٌح



 02 

n n 1

n n 1 of (x) a x a x ............... a

    

 : 2-1وظرٌت 

x  فئْ :  Pn (x)وث١شح حذٚد  لأٜ  a a nlim P (x) P (a)  

P2 (x) = 2x فّثلا : إرا وبٔذ
2
 + 5x + 1   ْفئ 

x 1 2 2lim P (x) P (1) 2 1 5 1 1 6        

2  أٜ أْ :

x 1lim (2x 5x 1) 6     

خ ِزظٍخ ػٕذ أٜ ٔمحخ ِحذٚدح ٚ٘زا ٚاػح ِلٓ : أٜ وث١شح حذٚد ٘ٝ داٌ وتٍجت

 رؼش٠ف اٌذاٌخ اٌّزظٍخ.

  ٌزىٓ : (2مثال )
3x 1

x 2, f (x)
x 2


 


 

 x = 3 ٌٚزىٓ 

  ٚاػح أْ 
9 1

f (3) 10
3 2


 


 

١ّ٠ٕللب ٠ٚغللبسا ٚرغللد١ً رٌلله فللٝ خللذٚي   3ل١ّللب لش٠جللخ ِللٓ اٌؼللذد    xٚثئػحللبء  

 ٔدذ أْ :ٚوّب فٝ اٌّثبي اٌغبثك , فئٕٔب 

ِّلب ٠لذي  ٠x – 3ظ ش وٍّب ط ش اٌفشق اٌّٛخت   f (x) - 10اٌفشق اٌّٛخت  

 ػٍٝ أْ :
3x 1

x 3 f (x) 10
x 2


  


 

 أٜ أْ

x 3

3x 1
lim 10

x 2






 

x أٜ أٔٗ 3lim f (x) f (3)  

حلذٚد ,  ٘زٖ إٌز١دخ طح١حخ أ٠ؼب لأٜ داٌخ وغش٠خ ثظٛسح خبسج لغّخ وث١لشح

 ا وبٔذفئر
h (x)

x 0 , f (x)
g (x)

  

x فئْ g (a)   0  ٚوبٔذ alim f (x) f (a)  

 : 2-2وظرٌت 

 فئْ :  x = 0ِؼشفخ ػٕذ ٔمحخ    f (x)لأٜ داٌخ وغش٠خ   

x alim f (x) f (a)  

 وتٍجت : 
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 رىْٛ ِزظٍخ ػٕذ ٘زٖ إٌمحخ.أٜ داٌخ وغش٠خ ِؼشفخ ػٕذ ٔمحخ   

 فخ اٌمبػذح اٌزب١ٌخ :٠ّٚىٕٕب إػب

 –أعل١خ  –ِثٍث١لخ  –خزس٠لخ  –وغلش٠خ  –داٌلخ )وث١لشح حلذٚد    f (x)إرا وبٔلذ  

 فٝ ِدبي اٌذاٌخ فئْ :  aٌٛغبس٠ز١ّخ( ٚوبٔذ ٘زٖ اٌذاٌخ ِؼشفخ ػٕذ ٔمحخ  

x alim f (x) f (a)  

    Continuityالاتصال:

فٟ ٔحبلٙب , فئٕٔب  xشف عٍٛوٙب ػٕذٌجؼغ اٌذٚاي عٍٛن ِزٛلغ , فّثلاّ ٕ٘بن دٚاي إرا ػ

. ٚ٘زا إٌٛع ِٓ xٔغزح١غ أْ ٔزٛلغ ل١ّخ اٌذاٌخ ػٕذ أٞ ٔمحخ فٟ ٔحبلٙب رىْٛ لش٠جخ ِٓ 

 اٌذٚاي ٠غّٟ ثبٌذٚاي اٌّزظٍخ.

رمغ فٝ ِدبي اٌذاٌخ( ٚإرا رحمك  a)إٌمحخ  a رىْٛ ِزظٍخ ػٕذ إٌمحخf اٌذاٌخ تعرٌف:

  ا٢رٟ:

1- ( )f a  ٔز١دخ لأْ اٌذاٌخ ِؼشفخ ػٕذ( ٌٙب ٚخٛدa ) 

2- lim ( ) lim ( ) lim ( )
x ax ax a

f x f x f x
-+ ®®®

= = 

3- ( ) ( )lim
x a

f x f a
®

= 

 ِزظٍخ  ػٍٟ ٔحبلٙب , إرا وبٔذ ِزظٍخ ػٕذ وً ٔمحخ فٟ ٔحبلٙب, إرا وبٔذ  f اٌذاٌخ  ٛي أْٔم

 . aخ ِٕفظٍخ ػٕذ إٌمحf , فئٕٔب ٔمٛي إْ اٌذاٌخ aغ١ش ِزظٍخ  ػٕذ إٌمحخf اٌذاٌخ

 تعرٌف:

)رىْٛ ِزظٍخ  ػٍٟ اٌفزشح اٌّفزٛحخ  f اٌذاٌخ  , )a b  إرا وبٔذ ِزظٍخ ػٕذ وً ٔمحخ ِٓ ٔمبؽ

)اٌفزشح , )a b 

 تعرٌف:

]ػٍٟ اٌفزشح اٌّ ٍمخ رىْٛ ِزظٍخ  f اٌذاٌخ  , ]a b  إرا وبٔذ ِزظٍخ ػٍٟ  اٌفزشح اٌّفزٛحخ- ,

 . bِٚزظٍخ ِٓ  ا١ٌغبس ػٕذ إٌمحخ aٚرىْٛ ِزظٍخ ِٓ خٙخ ا١ّ١ٌٓ ػٕذ إٌمحخ 

 ( :1مثال )
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1إرا وبٔذ 
1 1

( ) ....n n
n on

f x c x c x c x c-
-

= + + +  ٔبلش إرظبي ٘زٖ اٌذاٌخ +

 انحم :

)ٚاػح أْ اٌذاٌخ  )f x ُِؼشفخ ٌد١ّغ ل١xاٌحم١مخ 

( )1
1 1

lim lim( ) ............n n
n onx a x a

f x c x c x c x c-
-® ®

= + + + + 

          1
1 1

............ ( )n n
n on

c a c a c a c f a-
-

== + + + + 

 ِٚٓ ٘زا اٌّثبي ٔغزٕزح أْ

 قٍقًأي دانت كثٍرة حدود تكىن متصهت عىد أي عدد ح

 ( :2مثال )

  ٌزىٓ
3 1

( ) , 2
2

x
f x x

x

+
= ¹

-
3xٌٚزىٓ     ٚاػح أْ =

9 1
(3) 10

3 2
f

+
= =

-
 

١ّ٠ٕب ٠ٚغبسا ٚرغد١ً رٌه فلٝ خلذٚي ٚوّلب فلٝ اٌّثلبي    3ل١ّب لش٠جخ ِٓ اٌؼذد     x ٚثئػحبء

 اٌغبثك , فئٕٔب ٔدذ أْ :

)اٌفشق اٌّٛخت   ) 10f x ِّلب ٠لذي ػٍلٝ أْ  ٠x – 3ظ ش وٍّلب طل ش اٌفلشق اٌّٛخلت  -

:
3 1

( ) 10
2

x
f x

x

+
= ®

-
 ®3x ػٕذِب    

أٜ أْ                                     
3

3 1
lim 10

2x

x

x®

+
=

-
 

 ٔٗأٜ أ
3

lim ( ) (3)
x

f x f
®

= 

٘للزٖ إٌز١دللخ طللح١حخ أ٠ؼللب لأٜ داٌللخ وغللش٠خ ثظللٛسح خللبسج لغللّخ وث١للشح حللذٚد , فللئرا وبٔللذ 

( )
( )

( )

h x
f x

g x
)ٚوبٔذ= ) 0g a limفئْ ¹ ( ) ( )

x a
f x f a

®
= 

 (:1وظرٌت)

)لأٜ داٌخ وغش٠خ   )f xخ ػٕذ ٔمحخ ِؼشفx a=   ْفئlim ( ) ( )
x a

f x f a
®

= 

 وتٍجت :
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 أٜ داٌخ وغش٠خ ِؼشفخ ػٕذ ٔمحخ رىْٛ ِزظٍخ ػٕذ ٘زٖ إٌمحخ.

 وٌمكىىا إضافت انقاعدة انتانٍت :

) إرا وبٔللللذ )f x   أعلللل١خ  –ِثٍث١للللخ  –خزس٠للللخ  –وغللللش٠خ  –داٌللللخ )وث١للللشح حللللذٚد– 

 فٝ ِدبي اٌذاٌخ فئْ :   aٌٛغبس٠ز١ّخ( ٚوبٔذ ٘زٖ اٌذاٌخ ِؼشفخ ػٕذ ٔمحخ  

 (:2وظرٌت)

)ثفشع أْ اٌذاٌز١ٓ   ), ( )f x g x  داٌزبْ ِزظٍزبْ ػٕذ إٌمحخa  ْفئ , 

)اٌذاٌخ   -2 ) ( )f x g x± ِ ْٛزظٍخ ػٕذ إٌمحخ رىa. 

)اٌذاٌخ    -0 ). ( )f x g x  رىْٛ ِزظٍخ ػٕذ إٌمحخa. 

اٌذاٌخ   -2
( )

( )

f x

g x
)ثششؽ  aرىْٛ ِزظٍخ ػٕذ إٌمحخ   ) 0g x ¹. 

 (:3ٌت)وظر

)إرا وبٔلللذ اٌذاٌلللخ  )g x   ِزظلللٍخ ػٕلللذ إٌمحلللخa  ٚاٌذاٌلللخ ,( )f x  ِزظلللٍخ ػٕلللذ إٌمحلللخ

( )g a فئْ اٌذاٌخf go   ِزظٍخ ػٕذ إٌمحخa. 

 : فمثلا

1- 
 

x 2

5 2 2 9 3
lim

3( 2) 10 4 2


 
 

 
 

2- x x 1 1

x 1

1 1 3
lim (2 3 ) 2 3

2 3 6

 

        

3- x alim sin x sin a   

4- x alim cos x cos a   

5- 
x a

(2n 1)
lim tan x tan a (a , n

2


 
   )ػذد طح١ح 

6- x alim log x log a   

 ٔز١دخ : 

ٕذ إٌمؾ اٌّؼشفلخ ػٕلذ٘ب ٚرىلْٛ إٌمحلخ خ١ّغ اٌذٚاي اٌغبثمخ رىْٛ ِزظٍخ ػ  

 فٝ ِدبي اٌزؼش٠ف. سخٛاداخً 

 

 أمثهت عهى انىهاٌاث والاتصال
 ( :  1مثال )



 22 

  ٌزىٓ     
2x x 2 x 1

f (x)
3x x 1

    


 
 

    أٚخذ : 
x ( 1)

lim f (x) 
 x = -1ثُ ٔبلش ارظبي اٌذاٌخ  ػٕذ    

 اٌحً : 

 فئْ :  x > -1  ػٕذِب  

x ( 1) x ( 1)
f (x) 3x lim f (x) lim (3x) 3x 1 3    

      

  فئْ :  x < -1 ػٕذِب
2 2 2

x ( 1) x ( 1)
f (x) x x 2 lim f (x) lim (x x 2) ( 1) ( 1) 2 2    

             

 ٚثبٌزبٌٝ فئْ :
x ( 1)

lim f (x) 
   

x ( 1)
lim f (x) 

 

x ٚثبٌزبٌٝ فئْ : 1lim f (x)  .١ٌظ ٌٙب ٚخٛد 

 ٚثبٌزبٌٝ فئْ اٌذاٌخ أ٠ؼب ١ٌغذ ِزظٍخ.

 f (x) = 3x فئْ :    x = -1ب  ِغ ِلاحظخ أٔٗ ػٕذِ
    f (-1) = 3x – 1 = -3 

 ( :  2مثال )

   إرا وبٔذ :
2

2x 1 x 2
f (x)

x 1 x 2

 


 
 

 x = 2 اثحث ٔٙب٠خ ٚارظبي اٌذاٌخ ػٕذ

 اٌحً :
2

x 2x 2
lim f (x) lim (x 1) 5 

    

x 2x 2
lim f (x) lim (2x 1) 5 

    

x = 2               ػٕذِب       f (x) = x
2
 + 1 

  f (2) = 4 + 1 = 5أْ      أٜ

 ٚأٔٙب داٌخ ِزظٍخ ػٕذ إٌمحخ لأْ :  x = 2ٚاػح أْ اٌذاٌخ ٌٙب ٔٙب٠خ ػٕذ  

x 2 x 2
lim f (x) lim f (x) f (2)  

  
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 (1-2تمارٌه )
1- 2

x 1lim (4x 5x 3)      2- 
x 2lim (x 2)(x 3)    

3- 
x 3

x 1
lim

x



    4- 

x
2

lim (cos x sin 2x)


  

5- 
2

x
4

sin x
lim

1 cos x


 
    6- 

x
3

1 cos 2x
lim

1 tan x







 

7- 
2

x 1

x 1 x 1
lim f (x) where f (x)

2x x 1


  
 


 

 x = 1ثُ ٔبلش ارظبي اٌذاٌخ ػٕذ    

8- 
2

x 0

2x 5 x 0
lim f (x) where f (x)

3 x 0


  
 


 

 x = 0ثُ ٔبلش ارظبي اٌذاٌخ ػٕذ    

9- 
2

x 1

2x 3 x 1
lim f (x) where f (x)

x 1 x 1


  
 

 
 

 x = -1رظبي اٌذاٌخ ػٕذ  ثُ ٔبلش ا  

10- x 2
2

sin x x 2
lim f (x) where f (x) 2

x 4 x 2





 
  

 

 x = 2ثُ ٔبلش ارظبي اٌذاٌخ ػٕذ    
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 انقىاعد الأساسٍت نحساب انىهاٌاث :

 
 ( :2-3وظرٌت )
ٔمحلخ ٌٙلب خلٛاس فلٝ    a, ٌٚلزىٓ    Aداٌز١ٓ ِؼشفز١ٓ ػٍٝ فزلشح     f1, f2 ٌزىٓ         

A  : ٚوبٔذ 

x a 1 1 x a 2 2lim f (x) M , lim f (x) M   

 أػذاد حم١م١خ فئْ :   l1, l2ح١ث  

1-  x a 1 2 x a 1 x a 2 1 2lim f (x) f (x) lim f (x) lim f (x) M M        

2-  x a 1 2 x a 1 x a 2 1 2lim f (x) f (x) lim f (x) lim f (x) M M      

3- 
x a 11 1

x a 2

2 x a 2 2

lim f (x)f (x) M
lim (M 0)

f (x) lim f (x) M






    

 ( :1مثال )

1إرا وبٔذ     x 2 2limf (x) 5 , lim f (x) 3         : ْفئ 

1-  x 2 1 2 x 2 1 x x 2lim f (x) f (x) lim f (x) lim f (x)      

       = 5 + 3 = 8 

2-  x 2 1 2 x 2 1 x x 2lim f (x) f (x) lim f (x) lim f (x)    

      = 5 • 3 = 15 

3-  x 2 1 2 x 2 1 x x 2lim f (x) / f (x) lim f (x) / lim f (x)    

      = 5 / 3 

xفئرا وبْ :     a 1 1 x a n nlim f (x) l ,...................lim f (x) l   
1- x a 1 n 1 nlim [f (x) .......... f (x)] l ......... l       

2- x a 1 n 1 nlim [f (x).............. f (x)] l x........xl    

2 أٚخذ ( :2مثال )

x 0lim (2x 1)(x 4)   

2  اٌحً : 2

x 0 x 0 x 0lim (2x 1)(x 4) lim (2x 1) lim (x 4) 1 4 4          

 ( :  3مثال )

  أٚخذ 
2

x 1 3

x x 2
lim

x 1


 



 

  اٌحً :
2 2

x 1

x 1 3 3

x 1

x x 2 lim x x 2 4 2
lim 1

x 1 lim x 1 2 2







   
    

 
 

 

 عىدها( : وهاٌت دانت عىد وقطت  )حٍث اندانت غٍر معرفت إٌجاد 7-2
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,  aِؼشفخ فٝ فزلشح ثدلٛاس إٌمحلخ    f (x)عٛف ٔذسط ٕ٘ب إ٠دبد ٔٙب٠خ داٌخ   

  ؼ١ٕخ ِثً :ٚرؼحٝ ل١ّب غ١ش ِ



 أٚ 

0

0
 

 ٚرٌه ٔبرح ػٓ طٛسح اٌذاٌخ ح١ث :

1

2

h (x)
f (x) x a

h (x)
  

 h2 (a)  = h1 (a) = 0  ح١ث 

 x – a)وث١شح حذٚد فئْ  )    h1    ,h2فئرا وبٔذ وً ِٓ   

 x ≠ aّٙب ٠ّىٓ اخزظبسٖ ػٕذِب   ٕرىْٛ ػبِلا ٌىً ِ

 ثُ ٔغزخذَ إٌظش٠خ اٌزب١ٌخ :

 : 4-2وظرٌت 
غ١للش ِٛخللٛدح   f (a), ح١للث   aداٌزلل١ٓ ِؼللشفز١ٓ ثدللٛاس إٌمحللخ    f, gٌللزىٓ   

 ِٛخٛدح.  g (a)ٌٚىٓ 

  فئرا وبٔذ :

f (x) = g (x)    ًٌىx  ِبػذا x = a 

 فئْ :

x a x 0lim f (x) lim g(x) g(a)   

 ٠ىْٛ ف١ٙب : ٚعٛف رؼحٝ رحج١مبد إٌظش٠خ فٝ اٌحبلاد اٌزٝ

  f(a)  ٌظٛسح    ػٍٝ ا
0

0
 

 ( :  1مثال )

 ٌزىٓ 
2x 9

x 3 f (x)
x 3


 


 

 ٔلاح  أْ 
0

0
f (3) =  

   فئْ : x ≠ 3ػٕذِب  
(x 3)(x 3)

f (x) x 3
(x 3)

 
  


 

x    إرْ : 3 x 3lim f (x) lim (x 3) 6    

 ( :2مثال )

ٓ      ٌزى 
3

2

x 1
f (x) (x 1, 3)

x 2x 3


  

 
 

x أٚخذ ل١ّخ  1lim f (x) 

 اٌحً :
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 x ≠ 1  ػٕذِب  
2 2(x 1)(x x 1) (x x 1)

f (x)
(x 1)(x 3) x 3

    
 

  
 

2

x 1 x 1

x x 1 3
lim f (x) lim

x 3 4
 

 
 


 

 ( :3مثال )

  ٌزىٓ 
2x 1 3

(x 4) f (x)
x 4

 
 


 

x  أٚخذ ل١ّخ  4lim f (x) 

 اٌحً :

 فئْ :   x ≠ 4ػٕذِب      

2x 1 3 2x 1 3
f (x)

x 4 2x 1 3

   
 

  
 

(2x 1) 9

(x 4) ( 2x 1 3)

 


  
 

2(x 4)

(x 4)( 2x 1 3)




  
 

2

2x 1 3


 
 

x  إرْ 4

2 2 1
lim f (x) lim

3 3 32x 1 3
   

 
 

)لاح  أْ  :  
0

f (4)
0

) 

 

 : 2-5وظرٌت 
 ػذد طح١حب ِٛخجب فئْ :  nإرا وبٔذ   

n n
n 1

x 0

x a
lim n a

x a









 

 اٌجش٘بْ :

n ثمغّخ   n(x a )   ٍٝػ(x-a)  : ْٔدذ أ 
n n

n 1 n 2 n 1x a
x a x ............. a (x a)

x a

  
    


 



 22 

n n
n 1 n 2 n 1

x 0 x a

x a
lim lim (x a x ............. a )

x a

  

 


    


 

        n 1 n 1 n 1 n 1 n 1a a a .................. a n a           

 وتٍجت : 

 ػذد٠ٓ طح١ح١ٓ ِٛخج١ٓ فئْ :  n, mإرا وبْ   
n n

n m

x 0 m m

x a n
lim a

x a m









 

 اٌجش٘بْ :
n n n n m m

m m

x a x a x a
, (x a)

x a x a x a

  
  

  
 

n n n n m m

x 0 x 0 x 0m m

x a x a x a
lim lim / lim

x a x a x a
  

  


  
 

n 1
n m

m 1

n a n
a

ma m





   

 

 

 أمثهت

 ( :1مثال )

   أٚخذ 
4

x 3

x 81
lim

x 3





 

  اٌحً :
4 4 4

4

x 3 x 3

x 81 x 3
lim lim 3 4 27 4 108

x 3 x 3
 

 
     

 
 

 

  ٚخذأ ( :2مثال )
5

x 2

x 32
lim

x 2





 

  اٌحً :
5 5 5

x 2 x 2

x 32 x ( 2)
lim lim

x 2 x ( 2)
 

  


  
 

45 ( 2) 5 16 80      

 

 ( :3مثال )

  أٚخذ 
5

x 2 3

x 243
lim

x 27





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   اٌحً :
5 5 5

x 2 x 23 3 3

x 243 x 3
lim lim

x 27 x 3
 

 


 
 

5 35 5
(3) 9 15

3 3

    

 ( :4مثال )

  أٚخذ 
n n

x 0

(x x) x
lim

x
 

 


 

     اٌحً :
n n n n

x 0 x x 0

(x x) x (x x) x
lim lim

x (x x) x
    

   


  
 

             n 1n x       

 ( :5مثال )

  أٚخذ  
x 0

x x x
lim

x
 

 


 

    اٌحً :
x x x x x x

x x x x

   


   
 

(x x) x x

x( x x x x( x x x

  
 
     

 

1

x x x


 
 

x 0 x 0

x x x 1
lim lim

x x x x
   

 
 

  
 

1 1

x x 2 x
 


 

حً آخش : ٠ّىٕٕب رحج١ك إٌظش٠خ اٌغبثمخ فٝ حبٌخ  
1

n
2

   ٝٚعلٛف ٔلشٜ أٔٙلب رؼحل

 ٔفظ إٌز١دخ :
1 2 1 2

0 x x

x x (x ) x
lim lim

(x ) x
 

   


  
 

 1 2 1 1 21 1 1
x x

2 2 2 x

  
   
 

 

 ( :6مثال )

  أٚخذ 
7

2

x 5
3

x 125 5
lim

x 5 5





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 اٌحً :
7 2 7 2 7 2

x 5 x 5 3 2 3 23

x 125 5 x 5
lim lim

x 5x 5 5
 

 



 

7 2 3 2(7 2) 7 175 1
5 25 58

(3 2) 2 3 3

       

وغللش٠ٓ ,   n, m)فلٝ ٘لزا اٌّثللبي اعلزخذِٕب ٔز١دللخ إٌظش٠لخ اٌغللبثمخ فلٝ حبٌللخ ولْٛ  

عللبٌجز١ٓ أ٠ؼللب ٚولللا   n, mٚعللٛف ٔغللزخذَ إٌظش٠للخ ٚٔز١دزٙللب فللٝ حبٌللخ وللْٛ  

 إٌز١دز١ٓ ٠ىٓ ثش٘بّٔٙب(

 

  أٚخذ ( :7مثال )
6

x 2 4

x 1 64
lim

x 1 16



 




 

 اٌحً :
6 6 6

( 6) ( 4)

x 2 x 24 4 4

x 1 64 x (2) 6
lim lim 2

x 1 16 x (2) 4

  
  

   

  
  

  
 

26 6 3
2

4 16 8

    

 انىهاٌاث انغٍر مىتهٍت :

 فٟ ثؼغ الأح١بْ لا رمزشة ل١ّخ اٌذاٌخ  ( )f x ل١ّخ ِحذٚدح ثً رزضا٠لذ أٚ رزٕلبلض ثظلٛسح ِٓ

 غ١ش ِٕز١ٙخ . 

 ( :1مثال)

أدسط عٍٛن اٌذاٌخ  
1

  ( )f x
x

 اٌمش٠جخ ِٓ اٌظفش xٌم١ُ =

 انحم:

 ِٓ اٌظفش ِٓ ٔبح١خ ا١ٌغبس فأْ x ػٕذِب رمزشة 

0 0.00001- 0.0001- 0.001- 0.01- 0.1- 1-  x 

???  100000- 10000- 1000- 100- 10- 1- 
1

  ( )f x
x

= 

 ِٓ اٌظفش ِٓ ٔبح١خ ا١ّ١ٌٓ فأْ x ٚػٕذِب رمزشة 
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1 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0  x 

1 10 100 1000 10000 100000 ??? 
1

  ( )f x
x

= 

 ِٓ اٌدذٚي ٚ اٌشعُ اٌج١بٟٔ ٌٍذاٌخ  ( )f x  ٔلاح  أْ وٍّب ألزشثذ x  اٌظفش ِٓ خٙخ ِٓ

 ا١ّ١ٌٓ , فأْ ل١ّخ اٌذاٌخ  ( )f x ثظٛسح لا ٔٙبئ١خ , ٚوزٌه ػٕذِب رمزشة رىْٛ ِٛخجخ ٚرزضا٠ذ

 xاٌظفش ِٓ ٔبح١خ ا١ٌغبس فأْ ل١ّخ اٌذاٌخ ِٓ  ( )f x ْٛعبٌجخ ٚرزٕبلض ثظٛسح لا ٔٙبئ١خ  رى.  
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 (2-2تمارٌه )
 أوجد قٍمت انىهاٌاث انتانٍت :

1- x 2

x 1
lim

x 2





    2- 

2

x 5

x 25
lim

x 2





 

3- 
4 2

2x 5

x x 6
lim

x 2

 


    4- 

3

x 1 2

x 1
lim

x 1





 

5- 
2

x 3 2

x 3x
lim

x 6x 9




 
    6- 

x a

x a
lim

x a





 

7- x 2

x 2 3x 2
lim

x 2


  


   8- x 9

x 3
lim

x 9





 

9- x 3

x 3
lim

x 3





    10- 

2

x 2

x x 2
lim

x 2


 


 

11- 2f (x) 2x 5x 1    

  احغت
x 0

f (x x) f (x)
lim

x
 

 


 xٚاحغت أ٠ؼب إٌٙب٠خ ػٕذِب    

= 2   

12- 
1

f (x) (x 2)(3 )
x 2

  


 

x  أٚخذ    2lim f (x) 

13- 
2

x 1

x 3x 2
lim

x 1


 


 

14- 
x

f (x) x 3 , g(x)
2x x

  


 

xٔٙب٠خ ػٕذِب    fٍذاٌخ  ٌ  -أ فًٙ  3    ٌّٚبرا ؟ 

xٔٙب٠خ ػٕذِب    gٌٍذاٌخ   - ة 0  ٌّٚبرا ؟ 

15- 
2x 12 x

y z (x 3)
3 x 3 x


  

 
 أٚخذ     

     x 3lim (z y)   

16- 
7

x 2 5

x 128
lim

x 32





 

17- 
6

x 3 4

x 729
lim

x 81





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18- 
3

2x 2

(2x 5)(x 8)
lim

(3x 2)(x 4)

 

 
 

19- 
x 0

1 x 1
lim

x
 

 


 

20-  
10 10

x 0

(x x) x
lim

x
 

 


 

21- 
5

x 2

x 4 2
lim

x 2





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 انلاوهاٌت : عىدوهاٌت دانت  8-2

)وً ِّب عجك , ٔحٓ ٔغزخذَ إٌٙب٠بد ٌٛطف علٍٛن اٌذاٌلخ  فٟ )f x حلبي إلزلشاة اٌّز ١لشx 

وّلب  aإٌٟ ٚػلغ إٌمحلخ ثبٌٕغجخ  xِشرجحخ ثٛػغ  xٚؽش٠مخ إلزشاة اٌّز ١ش  aِٓ اٌم١ّخ 

:ٍٟ٠ 

  إرا وبٔذa x< ْفأ ,x  ِٓ رزٕبلض رذس٠د١بً حزٟ رمزشةa )ٓخٙخ ا١ّ١ٌ ِٓ( 

  إرا وبٔذa x> ْفأ ,x  ِٓ رزضا٠ذ رذس٠د١بً حزٟ رمزشةa )خٙخ ا١ٌغبس ِٓ( 

)ٌٚىٓ و١ف ٠ىْٛ عٍٛن اٌذاٌخ  )f x فٟ حبٌخ رٕبلض اٌّز ١شx  ثذْٚ حذ ألظٟ )رٕبلض لا

حذ) رضا٠ذ لا ٔٙبئٟ(, عٍٛن اٌذاٌخ فٟ ٘زٖ اٌحبٌخ ٠حٍك ػ١ٍخ ثذْٚ  xٔٙبئٟ( أٚ ٠زضا٠ذ اٌّز ١ش 

ػٓ ٔمحخ الأطً  xعٍٛن إٌٙب٠خ ٌٍذاٌخ , لأٗ ٠ظف عٍٛن اٌذاٌخ فٟ حبٌزٟ رجبػذ اٌّز ١ش 

 )١ّ٠ٕبً ٠ٚغبساً( ِزدٙب ٔحٛ ل١ُ لأٙبئ١خ .

 ػذدا طح١حب ِٛخجب فئْ :  nإرا وبٔذ   ( :1قاعدة )
(i)  n

xlim x   

(ii)  
x n

1
lim 0

x
   

 ………… ,x : 1, 2, 3, 10, 100, 1000))     اٌم١ُ  x)ِثلا( ٚأخزد    n = 1فئرا وبٔذ  

فئْ  
1

x
)  رأخز اٌم١ُ :  

1 1 1 1 1 1
: 1, , , , , ,...........

x 2 3 10 100 1000
)   

 اٜ اْ 

......... 10000 1000 100 10 1  x 

......... 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 
1

  ( )f x
x

= 

 رٕبلظب غ١ش ِحذٚد )ٔٙبئٟ(  فأْ  x ػٕذِب رزٕبلض ٚ

 x 1- 10- 100- 1000- 10000- ......... 
1

  ( )f x
x

= 
1- 0.1- 0.01- 0.001- 0.0001- ......... 
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 ج١بٟٔ ٌٍذاٌخِٓ اٌدذٚي ٚ اٌشعُ اٌ
1

x
    ( )f x رضا٠ذا غ١ش ِحذٚد  x ٔلاح  أٔٗ ػٕذِب رزضا٠ذ  =

 )ٔٙبئٟ(  فأْ اٌذاٌخ  ( )f x رمزشة ِٓ اٌظفش, ٚػٕذِب رزٕبلض x ٔٙبئٟ(   رٕبلظب غ١ش ِحذٚد(

 فأْ اٌذاٌخ  ( )f xرمزشة ِٓ اٌظفش أ٠ؼب. 

xٚٚاػح أٔٗ ػٕذِب       ْفئ
1

0
x
 

فئْ   ثبٌّثً
2

1

x
)  رأخز اٌم١ُ :  

2

1 1 1 1 1
:1, , , , ,.............

x 4 9 100 10000
) 

أٜ أْ 
x 2

1
lim 0

x
  

  ِٛخجخ :  nٚثٛخٗ ػبَ فئٔٗ لأٜ  
x n

1
lim 0

x
  

 

 ػذدا طح١حب ِٛخجب فئْ :  nإرا وبٔذ   ( :2قاعدة )

n  صٚخ١خ(  n)إرا وبٔذ   

xlim x   

n  فشد٠خ(  n)إرا وبٔذ   

xlim x   

  ٌٚىٓ  
x n

1
lim 0

x
  

n    ( :3قاعدة ) n 1 n n

x 0 1 n x 0 0 xlim (a x a x ...... a ) lim a x a lim x

             

رللؤٚي إٌللٝ اٌّبلأٙب٠للخ رغللبٜٚ ٔٙب٠للخ اٌحللذ رٜ   xأٜ أْ ٔٙب٠للخ وث١للشح حللذٚد ػٕللذِب  

  xأوجش لٛح ٌٍّز ١ش 

 اٌجش٘بْ :
n n 1 n 1 n

0 1 n 0 n

0 0

a a
a x a x ...... a a x (1 ..... )

a x a x

       
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n n 1 n

x 0 1 n x 0lim (a x a x ...... a ) lim a x (1 0 .... 0)

            = 

 n

x 0lim a x  =                                                                                          

   

   فّثلا :
            2 2

x xlim (3x 1) lim 3x       1-   
3 3

x xlim ( 4x 2x 7) 4lim x         2 –  

 

وهاٌت دانت بصىرة  9-2



xعىدما       : 

  ر١ّٙذ : ٌزىٓ
x

f (x)
2x 1




 

 x : 1, 3, 5, 10, 100, 1000 اٌّمبثٍخ ٌم١ُ  f(x)أٚخذ ل١ُ  
x 1 3 5 10 100 1000 ……… 

f(x) 1 3  3 7  5 11  10 21 100 201 1000 2001 ……… 

رمزشة رذس٠د١ب ِٓ اٌم١ّخ    f(x)ٚاػح أْ ل١ُ  
1

2
فّلثلا ػٕلذِب    xوٍّب صادد ل١ّخ   

x = 10  : فئْ اٌفشق  
1 10 1

2 21 42
  

  فئْ اٌفشق :  x = 1000ٚػٕذِب  
1 1000 1

2 2001 4002
  

ٚاٌم١ّللخ    f(x)ٚح١للث أْ اٌفللشق ثلل١ٓ  
1

2
رظلل ش حغللجّب ٠ض٠للذ وٍّللب وجللشد ل١ّللخ  ء    

 فئٕٔب ٔؼجش ػٓ رٌه ثىزبثخ :

x

x 1
lim

2x 1 2
 


 

 اٌّثبي اٌغبثك ٘ٛ حبٌخ خبطخ ِٓ اٌذٚاي اٌىغش٠خ ثظٛسح :
g(x)

f (x)
h(x)

 

n   : ح١ث n 1

0 1 ng(x) a x a x .......... a    

   n n 1

0 1 nh(x) b x b x .......... b    

 ٚأْ :
x

x

x

lim g(x)
lim f (x)

lim h(x)






 
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 رؼحٝ ل١ّخ غ١ش ِؼ١ٕخ  




 

 ٌٚىٓ ٠ّىٕٕب اٌزخٍض ِٓ ٘زا اٌّٛلف ثىزبثخ :
n

0 x
x m

0 x

a lim x
lim f (x)

b lim x






 

n m0
x

0

a
lim x

b



 

 :حبٌخ خبطخ 

0 فئْ    n = mإرا وبٔذ   -2 
x

0

a
lim f (x)

b
  

0 فئْ  n < mإرا وبٔذ   -0 
x

0

a
lim f (x)

b
   

0 فئْ  n  > mإرا وبٔذ   -2 
x

0

a
lim f (x) 0

b
   

 أمثهت

 ( :  1مثال )

xlim أٚخذ  f (x)  إرا وبٔذ 
2

2

3x 2
f (x)

7x 4x 5




 
 

  اٌحً :

 
2

x x 2

3x 2
lim f (x) lim

7x 4x 5
 




 
 

    
2

x x2

3x 3 3
lim lim 1

7x 7 7
                        

  حً آخش :

2

x

2

2
3

3xlim f (x) lim
4 5 7

7
x x





 

 

 

xأوجش لٛح ٚ٘ٝ    x)لاح  إٔٔب لغّٕب اٌجغؾ ٚاٌّمبَ ػٍٝ    
2  ) 

 

 ( :2مثال )

 ١ٌىٓ 
3

2

2x 3x 1
f (x)

x 3x 5

 

  

xlim  أٚخذ   f (x) 

  اٌحً :
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2

x x x

2x
lim f (x) lim 2lim x

x
    


 

2                                                  

 ( :3مثال )

  ١ٌىٓ 
2

5x 4
f (x)

2x 3x 5




 
xlim أٚخذ   f (x) 

   ٌحً :ا

x x x2

5x 5 1
lim f (x) lim lim 0

2x 2 x
     

 

 وهاٌت متتابعت : 11-2
)أٚ  ػذدا ؽج١ؼ١ب , أٜ اٌذاٌخ اٌزٝ ِدبٌٙلب    nاٌذاٌخ راد اٌّز ١ش اٌحم١مٝ   

ِدّٛػللخ خضئ١للخ ِٕٙللب( رغللّٝ ِززبثؼللخ ِٚللذٜ ٘للزٖ اٌذاٌللخ ٠غللّٝ "حللذٚد اٌّززبثؼللخ" 

 ذح ِثً :ٚٔؼجش ػٓ اٌّززبثؼخ إِب ثمبػ
1

f (n) where n
n 1

 


 

 ٚإِب ثغشد خ١ّغ حذٚد٘ب ِثً :
1 1 1 1

, , , ,..........
2 3 4 5

 

  ح١ث ٔؼزجش 1, 2,3, 4,............... 

n"a ثظٛسح  f (n)ٚػبدح ِب ٔىزت   " 

n فٕمٛي أْ :

1
"a "

n 1



ّلللب فلللٝ اٌّثلللبي اٌغلللبثك أٚ ٔغللل١ّٗ "اٌحلللذ إٌلللٛٔٝ" و  

 ٌٍّزبثؼخ.

nٚاٌزؼج١للش       ٠خزٍللف ػللٓ اٌزؼج١للشx     إرا وللبْ اٌّز ١للشx   ِٜغللزّشا أ

nاٌحم١م١للخ , ث١ّٕللب    ٠xأخللز خ١ّللغ للل١ُ       ٠ىللْٛ ِؼٕللبٖ أْ ل١ّللخn   رزضا٠للذ ثلللا

 اٌحج١ؼ١خ فمؾ.  nحذٚد ٌٚىٓ خلاي ل١ُ  

.  xثلذلا ِلٓ    nِٚغ رٌه فئْ اٌمٛاػذ اٌزٝ دسعذ فٝ اٌجٕذ اٌغبثك رزحمك فٝ حبٌخ  

 ػذد طح١ح ِٛخت فئْ :  mفّثلا : ٌزىٓ  

 
n m

1
lim 0

n
  , m

nlim n   

 ( :1مثال )
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  أٚخذ 
2

n 2

3n 2n 1
lim

2n 5n 7


 

 
 

  اٌحً :
2 2

n n2

2

2 1
3

3n 2n 1 n nlim lim
5 72n 5n 7

2
n n

 

 
 


 

 

 

n

3 3
lim

2 2
  

  ٚثحش٠مخ أخشٜ :
2 2

n n n2 2

3n 2n 1 3n 3 3
lim lim lim 1

2n 5n 7 2n 2 2
  

 
  

 
 

  ( :2مثال )

nlim أٚخذ  ( n 1 n )   

   اٌحً :
n n

( n 1 n)
lim ( n 1 n) lim ( n 1 n)

( n 1 n)
 

 
     

 
 

n

(n 1) (n) 1
lim lim 0

n 1 n n 1 n


 
  

   
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 (2-3تمارٌه )
 أٚخذ ل١ّخ :

1- x

1
lim

x 1



    2- 

x 2

7
lim

x


 

3- x

1
lim

x
      4- 

x 2

2 1
lim ( )

x 3x
   

5- x

x 1
lim

2x 1





    6- x

x 2
lim

x 2





 

7- 
2

x 2

x x 1
lim

x 3x 4


 

 
    8- 

3

x 2

2x 5x 1
lim

3x 7


 


 

9 - 
3

x 4

x 2x
lim

x 3


 


    10- 

2

x

x 1
lim

x



 

11- xlim ( x 2 x 2)       12- 
2

x

x 1
lim

4x 3





 

13- x

2x 1
lim

2x 1





    14- 

x

x x

2 3 1
lim

5 3 7


 

 
 

15- n
2

3n 4
lim

n 5





    16-  nlim (n 1) n    

17- 
3

n
3

n n n
lim

n 2





   18- n

1 1
lim

n n 3


 
 

 
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 Trigonometric limits بعض انىهاٌاث انمثهثٍت : 4-3
رؼٍّٕللب فللٝ دساعللخ إٌٙب٠للبد و١ف١للخ إ٠دللبد ثؼللغ إٌٙب٠للبد اٌدجش٠للخ ٚعللٛف  

 ٔبردخ ِٓ دساعخ اٌذاٌخ :ٔذسط ا٢ْ إحذٜ إٌٙب٠بد اٌٙبِخ 
sin

f ( )


 


ح١للث      

 ِٜمذسح ثبٌزمذ٠ش اٌذائش 

 

 ثّلاحظخ اٌشىً إٌٙذعٝ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ثبٌزمللذ٠ش اٌللذائشٜ ٌللذائشح ٔظللف  ٘للٛ اٌمللٛط اٌّمبثللً ٌضا٠ٚللخ  AP  اٌمللٛط ح١للث 

 لحش٘ب اٌٛحذح.
|OA|=|OP|=1 

0  ٚاٌّلاحظخ إٌٙذع١خ أٔٗ إرا وبٔذ
2


  ْفئ 

 OAP< ِغبحخ اٌّثٍث  AOP< ِغبحخ اٌمحبع    TAOِغبحخ اٌّثٍث 

   أٜ أْ
1 1 1

sin tan
2 2 2

     

1
1

sin cos


 

 
 

    أٚ
sin

cos 1


  


 

 (1-4وظرٌت )

 ِم١غخ ثبٌزمذ٠ش اٌذائشٜ  إرا وبٔذ   
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0

sin
lim 1





 

 ( :2ٔز١دخ )

0

1 cos
lim 0

 



 

 ِٓ اٌؼلالخ اٌغبثمخ اٌجش٘بْ :
sin

cos 1


  


 

0lim  ٌٚىٓ cos 1   

 فئْ :      0  ػٕذ٘ب

0

sin
1 lim 1


 


 

  أٜ أْ
0

sin
lim 1





 

 ثش٘بْ إٌز١دخ :

2 2

0 0

0

1 cos 1 cos 1 cos

1 cos

1 cos sin

(1 cos ) (1 cos )

1 cos sin
lim lim

(1 cos )

sin sin
lim

1 cos

 



     
 

   

  
 
     

  
 

   


 

  

 

    ٌٚىٓ 
0 0

sin sin
lim 0, lim 1

1 cos
 

 
 

  
 

   (             0ٔز١دخ )
0

ton
lim 1


 


 

 أمثهت :

  أٚخذ   ( :2ِثبي )
0

sin
lim




 

     اٌحً : ٔىزت 
sin 2 2sin(2 )

(2 )

 


 
 

   
0 0

sin 2 sin(2 )
lim 2lim 2 1 2

2
 

 
   

 
 

   أٚخذ ( :  0ِثبي )
0

sin 2
lim

sin3





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 اٌحً : 

0 2 0 3 0

sin 2 sin 2 3 2

sin 3 2 sin 3 3

sin 2 2 sin 2 3
lim lim lim

sin 3 3 2 sin 3

2 2
1 1 .

3 3

  

   
  

   

  
  

  

   

 

   أٚخذ ( :  2ِثبي )
0

tan 2
lim

sec




 
 

 :اٌحً 
tan 2 sin 2

sec cos 2 sec

sin 2 cos
2

2 cos 2

 


    

 


 

 

0 2 0 0

tan 2 sin 2 cos
lim 2lim lim

sec 2 cos

1
2 1 2

1

  

  
 

   

   

 

 أٚخذ ولا ِٓ إٌٙب٠بد ا٢ر١خ ( :2ِثبي )

(i) 
3

x 0 3

x
lim ,

tan 2x
   (ii) 

x
2

1 sin x
lim

cos x





 

 اٌحً :
(i) 

 

33 3

3 3

33

x 0 x 03

3

x 0

3

x 1 (2x) 1 2x

tan 2x 8 tan 2x 8 tan 2x

x 1 2x
lim lim

tan 2x 8 tan 2x

1 2x
lim

8 tan 2x

1 1
(1)

8 8

 



 
   

 

 
   

 

 
  

 

 

 

(ii) when  x , wehave ( x) 0
2 2

 
    

 وزٌه
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x x 0
2 2

y 0

y 0
x

2

sin x cos ( x) , cos x sin ( x)
2 2

1 cos ( x)
1 sin x 2lim lim

cos x
sin ( x)

2

1 cos y
lim

sin y

1 cos y 1 cos y 1 cos y sin y

sin y sin y 1 cos y 1 cos y

1 sin x sin y 0
lim lim 0

cos x 1 cos y 1 0

 
  



 


 
   


 


 







  
  

 


   

 

 

 

  

 

 (1-4) تمارٌه 

 أٚخذ ل١ُ إٌٙب٠بد ا٢ر١خ :

(1) 
x 0

tan 2x
lim

x


   (2) 
x 0

sin a x
lim

x


 

(3) 
x 0

sin 2x
lim

tan5x


   (4) x 0

tan a x
lim

tan b x
  

(5) 
x 0

1 x
lim sin

x 2


  (6) x 0lim sin 2x cot an3x  

(7) 
2

x 0 2

x
lim

sin 2x
   (8) x 0

sin 3x
lim 4

x


 
 

 
 

(9) 
x

2

cos 2x
lim

x
2


 



   (10) 
x 0

si n 2x sin3x
lim

x



 

(11) 
x 0

3si n 2x ta n3x
lim

4x



 (12) 

x 0

sin x
lim

x

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 بعض انىهاٌاث نهدوال  الأسٍت وانهىغارٌتمٍت: 1-2

  e اٌؼذد اٌحج١ؼٝ:

xyوأعبط ٌٍذاٌخ أع١خ ٘ٝ    eوث١شا ِب ٠ظٙش اٌؼذد  e  . 

ٌٚٙزا اٌؼذد أ١ّ٘خ ثبٌ خ فٝ وث١ش ِٓ اٌّغبئً اٌش٠بػ١خ ٚاٌف١ض٠بئ١خ ٚفٝ رؼش٠ف ِب ٠غّٝ 

 eذد ٚرٛخذ ػذح ؽشق ٠ّىٓ ثٙب رؼش٠ف اٌؼ natural logarithmثبٌٍٛغبس٠زُ اٌحج١ؼٝ  

 أّ٘ٙب ٚأشٙش٘ب :

                          lim
1

1
n

n
e

n

 
 
 

  

2.7182818284e ٠ٚأخز اٌم١ّخ اٌزمش٠ج١خ.  

2 ٚعٛف ٔثجذ ا٢ْ أْ  3e  

                                 شع أْٔف
1

1
n

nu
n

 
 
 

  

 ثزحج١ك ٔظش٠خ راد اٌحذ٠ٓ

2
1 1 ( 1) 1 ( 1)......[ ( 1)] 1

1 1 ......
2! !

n n
n n n n n n

n
n n n n n

       
       
       

   
      

1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 .........

2! 3!

1 1 2 1
1 1 ........ 1

!

n n n

n

n n n n

    
    
    

    
    
    

       


   

 

 ٚح١ث أْ

1 1 2 1 2 1
1 1 1 1 ....... 1 1 ...... 1

n

n n n n n n

         
         
         


          

 فئٕٔب ٔغزٕزح أْ

1 1 1
1 1 .........

2! 3! !nu
n

      
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         ٚثبعزخذاَ اٌجذ١ٙ٠بد
2 3 1

1 1 1 1 1 1
, , .........

3! 4! !2 2 2nn 
   

 ثزٌه ٠ىْٛ

           
2 1

1 1 1
1 1 .........

2 2 2
n n

u


      

 ِٕٚٙب ٠زؼح أْ

         
2 1

1 1 1
2 1 1 .........

2 2 2
n n

u


       

 ٔدذ أْ  nثأخز إٌٙب٠خ ػٕذِب 

        

2

1 1
2 lim 1 1 .........

2 2
1

2 lim 1 3
1

1
2

nn

nn

u

u





     

   


 

               ٚح١ث أْ 
1

lim lim 1
n

nn n
u e

n 

 
 
 

   

2 3e   

 ِغ ِلاحظخ إٔٔب رفبد٠ٕب ثؼغ اٌزفبط١ً اٌذل١مخ ٚاٌخبطخ ثزمبسة اٌزغٍغلاد.

xyػذد ِٓ إٌٙب٠بد اٌٙبِخ اٌزٝ رؼحٝ رؼش٠فب ٌٍذاٌخ الأع١خ  e ؼذداٌ ؼش٠فزجؾ ثرش٠ e  

 بئح اٌزب١ٌخ :٠زؼح رٌه ِٓ إٌز

lim  ( :1وتٍجت )
1

1
xn

n

xe
n

 
 
 
  

  انبرهان :

1 1
lim 1 lim 1

x

n n

xn n
xe

n n 

    
    

     

    
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lim                   ( :2وتٍجت ) 1
n

n
xx

e
n

 
 
 
  

  انبرهان :

1
1 1 ,

xn x
x n

n
n n x x

    
   

     

      

 ٌزٌه 

1 1
lim 1 lim 1 lim 1

n n

x x

n

xxn x n x
x

n
x

e
n n x n x

 

         
                 

      

                   ( :3وتٍجت )
2 3

1 ...........
1! 2! 3!

x x x x
e      

 ( ٔؼٍُ أ0ِْٓ ٔز١دخ ) انبرهان :

lim 1
n

n
xx

e
n

 
 
 
  

 ثزحج١ك ٔظش٠خ راد اٌحذ٠ٓ

2

2 3

( 1)
1 1 .......

1! 2!

( 1)( 2).........[ ( 1)]

!

1 1 2
1 1 1 1

1! 2! 3!

1 2 1
....... 1 1 ...... 1

!

n

n

n

x n x n n x

n n n

n n n n n x

n n

x x x

n n n

x n

n n n n

     
     
     

 
 
 

    
    
    

    
    
    


    

   


      


    

 

 nثأخز ٔٙب٠خ اٌحشف١ٓ ػٕذِب   

2 3

lim 1 1 ...........
1! 2! 3!n

n
xx x x x

e
n

 
 
 
       
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1  ( :4وتٍجت )

0
lim(1 ) x

x
x e


  

ثٛػغ    انبرهان :
1

x
y

ْ0  فئx y   

1  ٚثبٌزبٌٝ فئْ

0

1
lim(1 ) lim 1

y
x

yx
x e

y

 
 
 

    

رأخز فمؾ ل١ّب طح١حخ ِٛخجخ  yعٛف ٔمجً إٌز١دخ اٌغبثمخ إرا رظٛسٔب أْ( 2ِٓ اٌزؼش٠ف )

 .yٚأْ  

 أٚخذ ل١ُ إٌٙب٠بد ا٢ر١خ : ( :1مثال )

 
5 4

(2)
1 1

(1) lim 1 lim 1
x n

x nx n



 

  
   
   
  

 انحم :

5

5
1 1

(1) lim 1 lim 1
x x

x x
e e

x x 

    
         

     

4 4
1 1 1

(2) lim 1 lim 1 1 1
n n

n n
e e

n n n



 

     
     
     
       

 أٚخذ ل١ُ إٌٙب٠بد اٌزب١ٌخ : ( :2مثال )

 
0

2 ln(1 )
(1) lim (2) lim

2

n

n x

n x

n x 

 
 
 

 


 

 انحم :

   
2

1 2 1 22 1 2
(1)

2 1 2 [1 ( 2 )](1 2 )

n nn

n n

n nn n

n n nn

  
  

   

  
  

   
 

( 2)2 4lim lim lim
2 2 2

1 1
2

n n n

n n n

n
e e e

n n n
 

  

     
     
     

 
      


  

 (.0ثزحج١ك إٌز١دخ )
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1

1 1

0 0 0
lim lim lim

ln(1 ) 1
(2) ln(1 ) ln(1 )

ln(1 )
ln(1 ) ln (1 ) ln[ ] 1

x

x x

x x x

x
x x

x x

x
x x e

x  

 
  


   


      

 

 قاعدة:

0
(1) (2)lim ln lim ln

x x
x x

 
  

(3) (4)lim lim 0
x x

x xe e
 

   

(5) (6)lim 0 lim
x x

x xe e
 

    
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 (2-4تمارٌه )

3

(2)
1 5

(1) lim 1 lim 1

x

x x

x

x x 

   
   

  
  

 
3

tan

2

2
(3) lim 1 4cotan (4) lim 1

x
x

xx
x

x 

 
 
 

  

5sec 5cosec

0
2

2 sec 1 cosec
(5) lim (6) lim

3 sec cosec

x x

xx

x x

x x 

   
   
   

 


 

0

1 1
(7) lim ln (8) lim ln(1 ) ln

1 xx

x
x x

x x 
  


 


 

1
(9) lim (10) lim

1x x

x x x

x x x
e e e

e e e 




 

 
 

0

1 1
(11) lim ln (12) lim ln(1 ) ln

1 xx

x
x x

x x 
  


 


 

 (22) 

5cosecx

x 0

1 cosec x
lim

cosec x


 
 
    (22) 

5secx

x
2

2 sec x
lim

3 sec x




 
 

   

(22)  xlim Ln(1 x) Ln x  
  (22) 

x 0

1 1 x
lim Ln

x 1 x




  

(22) 
1 x

x 0lim (1 sin x)     (12) 

51 ln x

x 1

2
lim 1

Ln x


 
 

   

(12) 

1 x

x 0

2 sin x
lim

3 sin x


 
 

    
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 الفصل الثالث

 Differentiationالاشتقاق 

ِٛضزٛ  ـغزثج  ٔيزٛشٓيدٕصض ٚتٌعثٌُ تلأؽٍيزضٜ ٌلذَ وً ِٓ تٌعثٌُ تلاٌّثٔٝ  

َ( وٛعزيٍر ٌعزً خعزل تٌّتزى ز 4661 -4661تٌصفثضً ٚتٌصىثًِ فيّزث خزيٓ مزثَ  

فٝ تٌٕٙذعر ٚتٌّيىثٔيىث. ٌٚمذ ّٔث ٘زت تٌعٍُ ّٔزٛت مييّزث ٚبحزدؿ ٚعزيٍر بعثعزير فزٝ 

ٚتٌفيضضزث  ٚخميزر تٌعٍزَٛ ٚشعشضزف ضشفثضزً  ىعيش ِٓ تٌّتزثوً فزٝ تٌشضثضزيثزـً تٌ

    دتٌرض بٚ إضؽثد ِتصمر دتٌرض ضعصّذ مٍٝ ـغثج ٔٙثضر ِعيٕر. ّٔٙذ ٌٙث وّث ضٍٝ :  

 ميل المماش لمنحني عند نقطت عليه. 3-1

ِعثدٌززززززر ِٕفٕززززززٝ بٍِززززززظ ٌذتٌززززززر ِص ززززززٍر ٌٚززززززصىٓ ٘ززززززٝ   y=f(x) ٌززززززصىٓ  

1 1 1 2 2 2h (x , y ), h (x , y  ٔمطصيٓ مٍٝ ٘زٖ تٌّٕفٕٝ ٌزت فإْ :   (

1 1 2 2y (f (x ) , y f (x )  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ـغح شعشضف ِيً بٜ ِغصميُ ٘ٛ :   PQ =h1h2 ِيً تٌمثطع 

2 1 2 1

2 1 2 1

y y f (x ) f (x )
m

x x x x

 
 

 
 

,xفإرت سِضٔث خثٌشِضضٓ  y    : ٌٍفشق 

2 1 2 1x x x , y y y      

  x  دٌصث ٝ٘x   ،y  دٌصث ٝ٘y  ) 

2     فيىْٛ  1

2 1

f (x ) f (x )y
m

x x x


 
 

 

1 1f (x x) f (x )

x

 



 

ِٕطدمصزيٓ ، ٘ٛ لثطع ضمطزع تٌّٕفٕزٝ فزٝ ٔمطصزيٓ   h1(x1, y1)  ٚـيط بْ تٌّّثط مٕذ

 . h1 شذسضؽيث ِٓ   h2  تٌٕمطر تجتلصشفيّىٕٕث ش ٛس 
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 شذسضؽيث ِزٓ   y2 . ٚبضضث تلصشتج تٌٕمطر x1  شذسضؽيث ِٓ  x2  ٚخثٌصثٌٝ تلصشتج تٌميّر

y1  تٌٕٙززززثبٝ ٚفززززٝ تٌٛضززززع

 فإْ :

 

ٌٚىززٓ
y

x




شززلٚي فززٝ ٚضززعٙث تٌٕٙززثبٝ ٌّيززً تٌّّززثط مٕززذ   h1h2  ٚ٘ززٝ ِيززً تٌمززثطع  

 . بٜ بْ :  h1ٔمطر 

2 1

2 1
1 x 0 x x

2 1

1
x 0

f (x ) f (x )y
m lim lim

x x x

f (x x) f (x)
lim

x

  

 


 

 

  




 

 إيجاد سرعت نقطت متحركت عند لحظت معينت. 3-2

تٌّمطٛمززر فززٝ   f  ٔفززشج ؼغززيُ ِصفززشن فززٝ مززظ ِغززصميُ ٚوثٔززس تٌّغززثفر 

 ِٓ خذ  تٌفشور دتٌر فٝ تٌضِٓ   t  صِٓ ِعيٓ
f = f(t) 

 مٍٝ تٌصششيح.   t1t2ِغثفصيٓ ِمطٛمصيٓ فٝ صِٓ    f1f2 فإرت وثٔس 
f1 = f(t1) f2 = f(t2) 

2  ٌيىٓ   1 2 1t t t , f f f      

f  ٖتٌصغيش فٝ تٌّغثفر تٌفثدض فٝ صِٓ لذس ٝ٘t 

 ٘ٝ :   tم ي تٌفصشذ تٌضِٕير   v  تٌغشمر تٌّصٛعطر

2 1 2

2 1 2 1

1 1

f f f (t ) ff
v

dt t t t t

f (t t) f (t )

t

 
  

 

  




 

 t1تٌضِٓ   تٔصٙث ر تٌٍفيير ٌفير تٌغشم لإضؽثد

خفيزط ضص ىزٝ تٌصغيزش فزٝ   t1شزذسضؽيث ِزٓ   t2  ضّىٓ ش زٛس تلصزشتج تٌزضِٓ 

tبٜ  tتٌززضِٓ  0    ْٚخززثٌطدع فززإf 0    : ٌٓٚىزز
f

t




 شززلٚي إٌززٝ تٌغززشمر  

 تٌّطٍٛخر. 

 بٜ بْ 

2 1

2 1
1 t 0 t t

2 1

1 1
t 0

f (t ) f (t )f
v lim lim

t t t

f (t t) f (t )
lim

t

  

 


 

 

  




 

y 0 when x 0   
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 fِٓ تٌصّٙيذضٓ تٌغثخميٓ ضّىٕٕث حيثغر شعشضف ِتصمر دتٌر ِعيٕزر  تعريف المشتقت :

       دتمزززززززززززززً ٔطزززززززززززززثق  ِؽزززززززززززززثي( تٌذتٌزززززززززززززر خثٌمثمزززززززززززززذذ xمٕزززززززززززززذ ٔمطزززززززززززززر 

x 0

f (x x) f (x)
f (x) lim

x
 

 



  

x بٚ ٔىصح  x     :  ْٛتمص ثست( فيى  

x 0

f (x x) f (x)
f (x) lim

x
 

 



 

ىشط شٛتؼذ شٍه تٌٕٙثضر. ٚإرت ٚؼزذز تٌٕٙثضزر مٕزذ ٔمطزر ِعيٕزر ٔمزٛي بْ تٌذتٌزر لثخٍزر 

 .  (differentiable)تٌٕمطر   ذٌ ىصمثق مٕذ تٌٕمطر بٚ بْ تٌذتٌر شفثضٍير مٕ

 

 رموز أخرى لمشتقت الدالت.

فإٔٗ ضّىٕٕث تعصخذتَ بـذ تٌشِٛص تٌصثٌير ٌٍصعديش مٓ ِتزصمر   y = f(x)إرت وثٔس  

 تٌذتٌر 
dy

y f (x), f (x)
dx

    

  x0  ٚـغح تٌصعشضف تٌّعطٝ ٌٍّتصمر ، ٔىصح ِتصمر تٌذتٌر مٕذ ٔمطر

0 0
0 x 0

f (x x) f (x )
f (x ) lim

x
 

 
 


 

 شعشضف تٌٕٙثضر تٌيّٕٝ ٚتٌٕٙثضر تٌيغشٜ ضّىٕٕث بضضث خثٌّعزً شعشضزف تٌّتزصمرٚـغح 

 تٌيّٕٝ ٚتٌّتصمر تٌيغشٜ ٌذتٌر مٕذ ٔمطر : 

 ٌٍذتٌر خثٌ ٛسذ :  ٝفصعشف تٌّتصمر تٌيّٕ
/ 0 0

0 x 0

f (x x) f (x )
f (x ) lim

x
  

 



 

 ٚشعشف تٌّتصمر تٌيغشٜ ٌٍذتٌر خثٌ ٛسذ : 
/ 0 0

0 x 0

f (x x) f (x )
f (x ) lim

x
  

 



 

 

 تعريف : 

 إرت وثْ :    x0–  لثخٍر ٌ ىصمثق مٕذ ٔمطر  f(x)  شغّٝ تٌذتٌر

0 0
x 0

f (x x) f (x )
lim

x
 

  


 

/ ٌٙث ٚؼٛد . ٚ٘زت ضىثفا : /

0 0f (x ) f (x )  

 ملاحظاث عامت : 
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شىزْٛ  بْفإٔزٗ ضؽزح   x0  مٕزذ ٔمطزر ٌ ىزصمثقلثخٍزر   y = f(x)  ٌىزٝ شىزْٛ تٌذتٌزر -4

 ٌٙث ليّر ِفذدذ.   f(x0)  تٌذتٌر ِعشفر مٕذ ٘زٖ تٌٕمطر بٜ بْ

ضؽزح بْ شىزْٛ تٌذتٌزر   x0  صمثق مٕزذ ٔمطزرلثخٍزر ٌشىز  y = f(x)  ٌىٝ شىزْٛ تٌذتٌزر -4

 ٜ بْ : بِص ٍر مٕذ ٘زٖ تٌٕمطر 

x 0 0 0lim f (x x) f (x )     

x  لأٔٗ إر وثٔس      0 0 0lim f (x x) f (x )    

0   :فإْ   0
x 0

f (x x) f (x )
lim

x
 

 


 

 ٔعطٝ ليّثً لا ٔٙثبير ، ٚ٘زت ِعٕثٖ بْ تٌّتصمر ٌيظ ٌٙث ٚؼٛد 

f  ٘ززٝ دتٌززر ؼذضززذذ  f  ِتززصمر بٜ دتٌززر  -4
تٌصززٝ   f  ِؽثٌٙززث ٘ززٛ ؼّيززع فمززظ ِؽززثي  /

f  مٕذ٘ث
/
(x)   .ٌٙث ٚؼٛد 

 شتقت دالت : المبادئ الأوليت لحساب م  3-3

 ٌٚزصىٓ ِزع    [a, b]دتٌر ِعشفر فٝ فصزشذ مٍزٝ مزظ تلأمزذتد ،   y = f(x) ٌصىٓ  

x    ْٔمطر دتمٍير فٝ ٘زٖ تٌفصشذ بٜ ب(a x b)  

0  ٔٛؼذ ليّر -4 0f (x x), f (x ). 

y  :0  إضؽثد تٌصغيش فٝ -4 0y f (x x) f (x )    

 :   y  ِعذي تٌصغيش( فٝ إضؽثد  ِصٛعظ -4

0 0f (x x) f (x )y

x x

 


 
 

 ٚ٘ٛ :   y إضؽثد  ِعذي تٌصغيش( فٝ  -1

0 0
x 0 x 0

f (x x) f (x )y
lim lim

x x
   

 


 
 

f  ٚ٘ٛ ِث ٔشِض ٌٗ خثٌشِض 
/
(x)  

 فيىْٛ :   x0 خذلا ِٓ   x  مٛتمذ تلاىصمثق خٛؼٗ مثَ  ٔعصدش تٌٕمطرخثٌٕغدر ٌ 

x 0

dy f (x x) f9x)
f (x) lim

dx x
 

 
  


 

 

 أمثلت 

 ( :  4ِعثي  

f(x) = xإرت وثٔس  
3 

fتلأٌٚير : بٚؼذ ِٓ تٌّدثدئ 
/
(2), f

/
(x), f

/
(-4)  

 تٌفً : 
F(x) = x

3
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3 3 2 2 3

3 2 2 3 3

2 2 3

2 2

3 2

f (x x) (x x) x 3x x 3x x x

f (x x) f (x) (x 3x x 3x x x ) x

3x x 3x x x

x(3x 3x x x )

f (x x) f (x)
3x 3x x x

x

           

          

     

     

  
    



 

xخأمز تٌٕٙثضثز مٕذِث  0  
2

x 0

f (x x) f (x)
f (x) lim 3x o o

x
 

 
    


 

f(x) = x   بٜ إرت وثٔس
3  

fفإْ  
/
(x) = 3x

2 

f ٚوفثٌر مثحر : 
/
(2) = 3x4 = 12 

   f
/
(-4) = 3x 16 = 48 

 

 ملاحظت : 

,xضّىززٓ إمززثدذ حززيثغر تٌفززً فززٝ تٌّعززثي تٌغززثخك خثعززصخذتَ تٌشِززضضٓ   y  

y = xٔفشج  
3 

3 3 2 2 3y y (x x) x 3x x 3x( x) ( x)           

 خثٌطشؾ : 
2 2 3y 3x x 3x( x) ( x)      

2

x 0

dy y
lim 3x

dx x
 


 


 

 ( :4ِعثي  

إرت وثٔس    
1

x 0 f (x)
x

  

fبٚؼذ ليّر   
\
(x)  )تٌّدثدئ تلأٌٚير ِٓ  

 تٌفً :

(i)  
1

f (x x)
x x

 


 

(ii)  
1 1

f (x x) f (x)
x x x

   


 

 
x x x 1

x(x x) x(x x)

  
 

 
 

(iii)  \

x 0

f (x x) f (x)
f (x) lim

x
 

 



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 x 0 2

1 1 1
lim

x(x x) x x x
 

 
   

 
 

\  بٜ بْ :

2

1 1
f (x) f (x)

x x
    

 ( :4ِعثي  

f  ٌصىٓ  (x) x x 0  

f  بٚؼذ
\
(X)   

    تٌفً :
f (x x) f (x) x x x

x x

     


 
 

  
x x x x x x

x x x x

   
 

  
 

  
x x x 1

x( x x x ) x x x

  
 
      

 

 \ 1 1
f (x)

x x 2 x
 


 

 ( :1ِعثي  

y = xبٚؼذ ِيً تٌّّثط ٌٍّٕفٕٝ   
3
     

 مٍٝ ٘زت تٌّٕفٕٝ ، ظُ ِعثدٌصٗ.  (3 ,2)مٕذ تٌٕمطر  

 تٌفً :

ِيزً  مزٓ ثٕ٘ذعزيشعدزش عدك ٌٕث فٝ تٌصّٙيذ بْ خيٕث بْ ِتزصمر دتٌزر مٕزذ ٔمطزر  

 تٌّّثط ٌٍّٕفٕٝ مٕذ ٘زٖ تٌٕمطر.

f(x) = x  فإرت وصدٕث حٛسذ تٌذتٌر خثٌتىً
3   

 ( :4ِٓ تٌّعثي  
   \ 2f (x) 3x  

m = f     ِيً تٌّّثط(
\
 (2) = 3 × 4 = 12 

1  ِعثدٌر تٌّّثط ٘ٝ 

1

y y
m

x x





 

 
y 8

12 y 8 12x 24
x 2


    


 

    y 12x 16 0    

y = x  تلأِعٍر تٌغثخمر ٘ٝ حٛس مثحر ِٓ تىصمثق تٌذتٌر تٌؽدشضر
n  

 ٌٙزٖ تٌذتٌر. ِٚٓ تٌّٕثعح ـفظ حٛسذ تٌّتصمر

 : 1-3نظريت 
y = x إرت وثٔس 

n  
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n فإْ  1dy
nx

dx

 

 تٌدش٘ثْ :

 ـً :عٛف ٔدش٘ٓ ٘زٖ تٌٕيشضر مٍٝ مذذ ِشت 

n   حفيفر ِٛؼدر– n  حفيفر عثٌدر– n  وغشضر– n .ٝبٜ مذد ـميم 

 حفيفر ِٚٛؼدر  n تٌفثٌر تلأٌٚٝ :

nf ٌصىٓ (x) x 
nf (x x) (x x)    
n nf (x x) f (x) (x x) n x

x x

   


 
 

n n(x x) n x

(x x) x

 

 
 

n n
\

x 0 x x x

f (x x) f (x) (x x) x
f (x) lim lim

x (x x) x
   

   
 

  
 

 فٝ تٌٕٙثضثز فإْ : (1-4ِٚٓ ٔيشضر  
\ n 1f (x) nx  

 وفثلاز مثحر :
  10 \ 9y x y 10x    

  3 \ 2y x y 3x    

  2 \ 1y x y 2x 2x     

  \ 0y x y 1x 1     

 خعل تٌمٛتٔيٓ لإضؽثد تٌّتصمر تلأٌٚي:

إعصخذتَ تٌّدثدئ تلأٌٚير  لإضؽثد تٌّتصر تلأٌٚي ٌدعل تٌذٚتي لذ ضىْٛ حعدأ ِعً تٌذتٌر 
6

3 4 4
2 2

(5 3)
( 3)

( ) 
x

f x x x
x

+ +
+

ه ، ٌزٌٚرٌه لإٔٙث شفصثغ إٌي مٍّيثز ؼدشضر طٛضٍر =

ٔفثٚي في ٘ز تٌؽض  إمطث  ٔيشضثز  ضىْٛ ِطٍٛج إضؽثد حيغ بخغظ ِٓ ٘زٖ تٌطشضمر.

 ٚتٌدشٕ٘ر مٍيٙث ٌلإطّةٕثْ مٍي إعصخذتِٙث.

 

 : 2-3نظريت 
y فإْ   y = aإرت وثٔس     ظثخس(   

\
 = 0    

 تٌدش٘ثْ :
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 f(x) = aظثخس   ٕ٘ث  
f (x x) a    

f (x x) f (x) a a 0
0

x x x

  
  

  
 

\  ٚخثٌصثٌٝ فإْ

x 0f (x) lim 0 0   

 تٌمثمذذ : ِتصمر تٌذتٌر تٌعثخصر شغثٜٚ حفشت

y\  فّع  : 4 y 0   

 a  )ظثخس y = 4a 
  y 0  

      Y = a
3
  y

\
 = 0 

 ( :1ثي  ِع

 تخفط تىصمثق تٌذتٌر : 

   
2

x x 0
y

x x 0





 

 x = 0 مٕذ تٌٕمطر 

 ٕ٘ث تٌذتٌر ِعشفر خمثمذشيٓ : تٌفً :

   
2

x x 0
f (x)

x x 0


 


 

 x = 0 ِٚع رٌه فثٌذتٌر ِص ٍر مٕذ

  لأْ تٌٕٙثضر تٌيّٕٝ
x 0 x 0

lim f (x) lim x 0  
  

2  ٚتٌٕٙثضر تٌيغشٜ

x 0 x 0
lim f (x) lim x 0  

  

 f(x) = x  تٌّتصمر تٌيّٕٝ ٌٍذتٌر : فٝ ٘زٖ تٌفثٌر ٔضع

  \ 0 0
0 x 0

f (x x) f (x )
f (x ) lim

x
  

 



 

  \

0 x 0 x 0

f ( x) f (0) x 0
f (x ) lim lim

x x
     

   
 

 
 

    
x 0

lim 1 1 
   

f(x) = x  ٔضع  تٌيغشٜ ٌٍذتٌر :  تٌّتصمر
2  

  \ 0 0

x 0

f (x x) f (x )
f (x) lim

x
  

 



 

  
2

\

x 0 x 0

f ( x) f (0) x 0
f (0) lim lim

x x
     

   
 

 
 

    
x 0

lim 0 
   
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\  بٜ بْ  \f (0) f (0)  

   x = 0 مٕذ ِّث ضذي مٍٝ بْ تٌذتٌر تٌّعطثذ غيش لثخٍر ٌ ىصمثق

 ِ ـير :

 تٌعثدٜ ٌٍذتٌر :ضّىٕٕث ٌٍصدغيظ بْ ٔطدك لثمذذ تلاىصمثق   

2

x x 0
f (x)

x x 0


 


 

\    فيىْٛ
1 x 0

f (x)
2x x 0


 


 

     فيىْٛ
\

\

f (0) 1

f (0) 2 0 0







  
 

 ( :6ِعثي  

 تخفط تىصمثق تٌذتٌر  

    
2

x 5 x 1
y

x x 1

 
 


 

 x = 0    ،x = 1  مٕذ تٌٕمطصيٓ

  ب(  تٌذتٌر ِعشفر خمثمذشيٓ تٌفً :

x مٕذِث 1     ْفإf(x) = x+ 5 

  ٚشىْٛ
x 1 x 1

lim f (x) lim (x 5) 6  
   

f(x) = x فإْ   x > 1  ، مٕذِث
2   

2  ٚضىْٛ 2

x 1 x 1
lim f (x) lim (x ) 1 1  

   

  ٚـيط بْ :
x 1 x 1

lim f (x) lim f (x)  
 

  x = 1  فإْ تٌذتٌر غيش ِص ٍر مٕذ

 x = 1 ٚ٘زت ضىفٝ لإظدثز مذَ تلاىصمثق ٌٙزٖ تٌذتٌر مٕذ

 x = 0  ج( لإضؽثد تلاىصمثق مٕذ 

f(x) = x  ضىفٝ تمصدثس تٌذتٌر  
2 

x < 1 

دتمً ِؽثي ٘زت تٌؽض  ِٓ تٌذتٌر ٚ٘ززٖ تٌذتٌزر لثخٍزر ٌ ىزصمثق  x = 0 لأْ تٌٕمطر 

f  مٕذ بٜ ٔمطر فٝ ِؽثٌٙث :
\
 (x) = 2x 

f× 0 = 0  بٜ بْ 
\
 (0) = 2  

 

 القواعد الأساسيت للتفاضل : 3-4

 : 3-3نظريت 
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a ِعشفصيٓ فٝ تٌفصشذ  f, gٌصىٓ    x b  

aىٓ ٌىً ِٕٙث ِتصمر مٕذ بٜ ٔمطر فٝ تٌفصشذ  ٌٚص x b   : ْفإ 

  (i)  
\ \ \f (x) g(x) f (x) g (x)    

  (ii)  
\ \ \f (x) g(x) f (x) g (x) f (x) g(x)      

  (iii) 
 

\ \ \

2

f (x) g(x) f (x) f (x) g (x)

g(x) (g(x)

    
 

 
 

ـثٌززر ِؽّززٛ  دتٌصززيٓ. ٚضّىززٓ إظدززثز خميززر تٌ ززٛس خززٕفظ تٌدش٘ززثْ :  عززٛف ٔدززش٘ٓ 

 تٌطشضمر.

 h = f + g  ٌصىٓ 

 h(x) = f(x) + g(x) ………….(1)  بٜ بْ
   h(x x) f (x x) g(x x)................(2)         

h(x x) h(x) f (x x) f (x) g(x x) g(x)

x x x

     
 

  
 

\

x 0

h(x x) f (x)
h (x) lim

x
 

 



 

x 0 x 0

f (x x) f (x) g(x x) g(x)
lim lim

x x
   

   


 
 

\ \f (x) g (x)   

 

 حالاث خاصت :
 ِتصمر تٌذتٌر× دتٌر( = تٌعثخس × ِتصمر   ظثضس  
   (a . f)

\
 = a . f

\ 
× ِتززصمر تٌعثٔيززر ث تٌعثٔيززر × تٌدش٘ززثْ : ِتززصمر ـثحززً ضززشج دتٌصززيٓ = تلأٌٚززٝ 

 .ِتصمر تلأٌٚٝ

(a . f)
\
 = a . f

\
 + f   × (0) = a . f

\
   

 

 أمثلت

 ( :4ِعثي  

y = 3x إرت وثٔس 
2
 – 3x + 2 بٚؼذ  f\    

 تٌفً :
dy

3 2x 3 1 0
dx

6x 3 3(2x 1)

    

   
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 (4ِعثي  

f(x) = (3x  ٌصىٓ 
2
 + 1) (2x

5
f بٚؼذ  (8 + 

\
 (x)  

 تٌفً : 

 خ ٛسذ ـثحً ضشج دتٌصيٓ  f(x)تٌذتٌر    
      f

\
 (x) = (3x

2
 + 1) (2x

5
 + 8)

\
 + (2x

5
 + 8) (3x

2
 + 1)

\
  

    = (3x
2
 + 1) (10x

4
) + (2x

5
 + 8) (6x) 

    = 2x [15x
5
 + 5x

3
 + 6x

5
 + 24] 

    = 2x (21x
5
 + 5x

3
 + 24) 

 ( :4ِعثي  

  ٌصىٓ 
2

2

x 1
f (x)

x 1





f بٚؼذ  

\
 (x)  

 خ ٛسذ مثسغ لغّر دٌصيٓ   fتٌفً : تٌذتٌر  
 

 ِتصمر تٌّمثَ× تٌدغظ  –ِتصمر تٌدغظ × تٌّمثَ                     
 _______ــــــــــــــــــــ              ِٚتصمر مثسغ تٌمغّر =

 ِشخع تٌّمثَ           
 

2 2 \ 2 2 \
\

2 2

(x 1)(x 1) (x 1)(x 1)
f (x)

(x 1)

    



 

2 2

2 2

(x 1)(2x) (x 1)(2x)

(x 1)

  



 

2 2

2 2 2 2

2x(x 1 x ) 4x

(x 1) (x 1)

 
 

 
 

f(x) = x  ِتصمر تٌذتٌر :
n   ـيطn  )حفيفر عثٌدر 

 ٝ٘  \ n 1`f (x) nx  

 تٌدش٘ثْ :

  N = - m ، f(x) = x
m  

m

1
f (x)

x
  

m m 1
\

m 2

x (0) 1 mx
f (x)

(x )

  
  

m 1

2m

mx

x


  

m 1 n 1mx nx      

 ( :1ِعثي  
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3  ٌصىٓ  2

3

4
f (x) (x )

x
     بٚؼذf

\
 (x) 

 تٌفً :
3 2 6 3

3 3 6

4 1 16
f (x) (x ) x 8x

x x x
       

6 6x 8 16x    

\ 5 7 5

7

96
f (x) 6x 0 16 ( 6)x 6x

x

        
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 (1-3تمارين )

 بٚؼذ ِتصمثز تٌذٚتي تٌصثٌير :
1- f (x) = x

3 
+ 2x + 1 

2- f (x) = x
5
 – 4x

 -3
  

3- 2 2

2

3
f (x) (x )

x
   

4- 
5

4
f (x)

7x
  

5- 2 2f (x) (x 1)(x 1)    

6- 2 2f (x) (2x 1)   

7- f (x) x(x 1)(x 2)    

8- 
2(x 4)(x 1)

f (x)
x

 
  

9- 
2

2

x
f (x)

1 x



 

10- 
2

2

2

x
f (x) ( )

1 x



 

11- 
4

f (n) n
n

   

12- f (n) n (2n 1)   

13- 2 1f (x) x (1 x)   

14- 3f (x) (2x 3)   

15- 2 2f (x) (x x)   

16- 3n 1
f (x) ( )

n 1





 

 طر تٌّديٕر ظُ ِعثدٌصٗ :بٚؼذ ِيً تٌّّثط ٌٍّٕفٕٝ مٕذ تٌٕم

17- 2f (x) x  مٕذ  (4 ,2-)    

18- 2f (x) (x 3)   مٕذ   (4 ,1)    

19- 
x 2

f (x)
x 2





 مٕذ   (1- ,0)    

20- f (x) 1 x      (2, 3  مٕذ  (
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 الت الدالت( :قاعدة السلسلت )تفاضل د 3-5
f دستعصٕث ٌٍذٚتي شعشفٕزث مٍزي تٌذتٌزر تٌصشويديزر ِٓ م ي go  ٚتلأْ ٔفزثٚي تٌف زٛي مٍزي ،

 لثْٔٛ لإضؽثد تٌّتصمر تٌصفثضٍير تلأٌٚي ٌٙث.
 y = f (z)  إرت وثٔس 

 z = f (x) ، z = G (x) 

 y = f (f (x)) = (f ◦ f) (x)  فإْ

0 فإْ zٌٍصفثضً خثٌٕغدر ٌـ  لثخٍر  fفإرت وثٔس   z 0 x   

  ٚـيط بْ 
y y z

x z x

  
 

  
 

  فإْ
x 0 x 0 x 0

y y z
lim lim lim

x z x
     

  
 

  
 

   بٜ بْ :
dy dy dz

dx dz dx
  

(f  ◦ G)  بٚ
\
 (x) = f

\
 (z) ·  G

\
 (x) 

 (f ◦ f)
\
 (x) = f

\
 (G (x))  f

\
 (x) 

 y = f (z) ، z = G (x) ، x = h (t) إرت وثٔس ٚخٛؼٗ مثَ :

  فإْ  
dy dy dz dx

dt dz dx dt
   

 ( :4ِعثي  

y = z إرت وثٔس 
2  ، z = (x

2
 + x) 

 بٚؼذ
dy

dx
 

   تٌفً : 
dy dy dz

dx dz dx
  

   23z (2x 1)   

  2 2dy
3(x x) (2x 1)

dx
   

y = (x  ِ ـير : لاـظ بْ :
2
 + x)

2  

  2 2dy
3(x x) (2x 1)

dx
   

x)بٜ بٕٔث ٔفثضً بٚلا خثٌٕغدر ٌٍمٛط  
2
 + x)   ظُ ٔضشج فزٝ شفثضزً تٌمزٛط خثٌٕغزدر

 xإٌٝ  

y = [f (x)]  إرت وثْ    ٚخٛؼٗ مثَ :
n 

  فإْ : 
n 1 \dy

n f (x) f (x)
dx


  
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 ( :4ِعثي  

 إرت وثْ      
1 z

y
1 z





 ، z = n

2
 + 3 ، n = 3x + 5 

 بٚؼذ
dy

dx
 x = -1 مٕذِث  

 n = - 3 + 5 = 2 فإْ  x = - 1 مٕذِث  تٌفً :

 
1 7 6

y
1 49 50

 
 


 ، z = 4 + 3 = 7 

dy dy dz dn

dx dz dn dx
    

2

2 2

dy (1 z )( 1) (1 z)(2z)

dz (1 z )

   



 

2 2 2

2 2 2 2

1 z 2z 2z 1 2z z

(1 z ) (1 z )

      
 

 
 

dz dn
2n 3

dn dx
   

2

2 2

dy 1 2z z
(2n) 3

dx (1 z )

  
  


 

 n = 2   ، z = 7 فإْ :      x = - 1مٕذِث     

2

x 1

dy ( 1 14 49) 34 4 3 408 102
4 3

dx (50) 2500 2500 625

    
       

 

 التفاضل الضمني : 3-6

y = x تٌذٚتي ِعً  
3
 +x

2
 + 1  ، 2y x 16  

2

2

x 1
y

x 1





 

خ ززٛسذ حززشضفر   xخذلاٌززر    yشغززّٝ دٚتي خ ززٛسذ  حززشضفر( لأٔٙززث شعدززش مززٓ  

 ٚضّىٓ بْ ٔعدش مٓ تٌذتٌر خ ٛسذ ضّٕير غيش ِدثىشذ.

x  فّع  تٌع لر :
2
 + y

2
 = 25 ………….. (1) 

y ٚـيزط بْ   y شعطٝ ليّزث ٌٍشِزض  [5 ,5 -]فٝ تٌفصشذ    xٌىً ليّر  
2
 = 25 – x

2 

 شىثفا
2 2y 25 x , y 25 x ............(2)      

( ٚعزٛف 4( : لا شعدش مٓ دتٌر ٌٚىٕٙث شٕصػ ٌٕث دتٌصزيٓ وّزث فزٝ تٌع لزر  4فثٌع لر  

شفمزك   y = y (x)( خثمصدثس بٔٗ شٛؼذ مٍٝ تلألً دتٌر  4ٔمَٛ خعٍّير تٌصفثضً ٌٍع لر  
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  x( خثٌٕغزززدر إٌزززٝ  4تٌصفثضزززً ٌٍع لزززر  (. ٚخثعزززصخذتَ لثمزززذذ تٌصغٍغزززً ٚخزززإؼشت  4 

 ٔف ً مٍٝ :
2 2d

[x y 25] 0
dx

    

dy
2x 2y 0

dx
    

dy
y x

dx
    

dy x

dx y
   

ثضزٍٕث ( لزذ فثضزٍٕث  إىزصممٕث( ٚتلإؼثخزر ٘زٝ ضف4سخّث ٔغأي بٔفغزٕث بٜ تٌزذتٌصيٓ فزٝ  

 تلأظٕيٓ ِعثض

2y  فّع  إرت وثٔس 25 x    

2 2

dy 1 x
( 2x)

dx 2 25 x 25 x


  

 
 

dy x

dx y


   

2y ٚإرت وثٔس : 25 x   : ْفإ 

2 2

dy 1 x
( 2x)

dx 2 25 x 25 x


  

 
 

dy x

dx y


   

 ( :4ِعثي  

y إرت وثٔس 
2
 + xy + x

2
بٚؼذ    3 = 

dy

dx
  (1 ,1)مٕذ تٌٕمطر    

 تٌفً :

 : xٔؽشٜ تلاىصمثق خثٌٕغدر إٌٝ 
dy dy

2y (x y 1) 2x 0
dx dx

        

dy
(2y x) y 2x 0

dx
     

dy y 2x

dx x 2y


 


 

(1,1)

dy 1 2
1

dx 1 2

 
    

 
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 ( :4ِعثي  

m ٌصىٓ  ny x بٚؼذ 
dy

dx
 

 تٌفً :
n my x  

 : xشفثضً تٌطشفيٓ خثٌٕغدر إٌٝ   
n 1 m 1dy

n y m x
dx

      

 (y خثٌضشج فٝ   
n m 1 m ndy

n y m x x
dx

      

m m m n 1dy
n x m x x

dx

      

m n 1dy m
x

dx n

   

r  بٜ بْ :  1 rdy
rx y x

dx

   

وغشضر خ ٛسذ    rـيط   
m

n
 

4تٌّّثط ٌٍّٕفٕٝ ًيبٚؼذ ِ ( :1ِعثي   4 17x y   : (2,1)مٕذ تٌٕمطر +=

ٔٛؼذ بٚلاّ: الحل:
dy

dx
  

3
4 4 3 3

3
417 4 0

d d d dy dy x
x y x y

dx dx dx dx dx y
+ ==

-
+ Þ = Þ  

 ٘ٛ (2,1)إرْ ِيً تٌّّثط مٕذ تٌٕمطر 

3

3

8
8

1

dy x

dx y
= =

- -
= - 

 Derivative of Parametric Functions  تفاضل الدوال البارامتريت : 3-7
 خ ٛسذ ِعً y = f (x) بـيثٔث شعطٝ تٌذتٌر 

y (t)  ، x (t)  

. ِعززً ٘زززٖ تٌ ززٛسذ شغززّٝ حززٛسذ خثستِصشضززر tدتٌصززثْ فززٝ تٌّصغيززش    y  ،xبٜ بْ  

. ِٚطٍٛج إضؽثد    خثستِصش( tٚٔغّٝ تٌّصغيش  
dy

dx
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 تٌمثمذذ :
dy dy dx

dt dtdx

   
    
   

 

 تٌدش٘ثْ :

 فإْ :   tدٚتي لثخٍر ٌٍصفثضً خثٌٕغدر إٌٝ       ،  مصدثس ثخ 

  x 0 t 0      ، y 0  
y

y t
xx

t



 




 

x 0 t 0 t 0

y xy
lim (lim lim )

tx t
     

 
 

 
 

 ِعثي :

x = (t  ٌصىٓ 
2
 + 1) ، y t بٚؼذ 

dy

dx
 

 تٌفً :

  
dx

2t
dn

 ، 
dy 1

dn 2 t
 

dy 1

dx 4t t
 
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 (2-3) تمارين
 1-   8f (x) (2x 1)   

 2- 2 6f(x)=(x 6x)  

 3- 8f (x) (2x 1)   

 4- 2 2 3f(x)=(2x 3x )   

 5- 2 2 3 2f(x)=(x 1) (x 3x)   

 6- 
x 2

f(x)=
x 2




 

 7- 2 2f (x) (x 1)(x 2)    

 8- 13f(x)= (3x 2)  

 9- 
21+4x

f(x)=
x

 

 10- 
2x 3

f(x)=
x 2




 

 11- 
4 2

1
f (x)

x 4x



 

 12- y = z
2
  ، z = x

3
 + x  

dy

dx
 بٚؼذ 

 13- 
2

2

z
y

z 1



 ، z = x

2
 + 2  

dy

dx
 بٚؼذ 

 14- y z( z 1)    ، 2z x 2x 1   

 بٚؼذ 
dy

dx
 إرت وثْ : x  ،yخذلاٌر      

15- x
2
 + y

2
 = 4 

16- x
4
 + 2y

4
 = 4 

17- x y 1   

18- 
x y x

x y y





 

19- 
x y

1
xy


  

20- x
3
 + x

2
y + xy

2
 = 0 

 بٚؼذ  
dy

dx
 إرت وثْ :  

21- x = n
6
 – 4n

-1
  ، y = n

3
 – 2n 
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22- x = (z – 2)
4
  ، y = (z

3
 – 2z)

-2
  

23- x = (z – 7z
-2

)
4
  ، y = (z

2
 + 4z)

5
 

  ٍّٕفٕٝ مٕذ تٌٕمظ تٌّديٕر :بٚؼذ ِعثدٌر تٌّّثط ٌ
24- x

2
 + y

2
 – 8x – 2y – 8 = 0  (1, 5) 

25- 3x
2
 + xy + 2y

2
 = 9   (-1, 2) 

26- x
3
 – y

3
 + 3xy = 3   (2, -1) 
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 المشتقاث المتتاليت ونظريت ليبنتس : 3-8

صمر دتٌر لثخٍر ٌلإىصمثق فإٕٔث خثٌصفثضً ٔف ً مٍٝ  تٌّت  y = f (x)وثٔس  إرت  

 تلأٌٚٝ( ٌٍذتٌر بٚ تٌّعثًِ تٌصفثضٍٝ تلأٚي :
\ \ \dy

y f (x) or f (x)
dx

   

fٚإرت وثٔس تٌذتٌر تٌٕثشؽزر  
لثخٍزر ٌلإىزصمثق ِزشذ ظثٔيزر فإٕٔزث خصفثضزٍٙث ٔف زً مٍزٝ   \

 ٚٔشِض ٌٙث :  f تٌّتصمر تٌعثٔير( ٌٍذتٌر  
\\ \\y f (y)  

  بٚ
2

\\

2

d dy d y
( ) f (x)

dx dx dx
  

 ٘ىزت إرت بِىٓ إضؽثد تٌّتصمثز تٌّصصثٌير فٕف ً مٍٝ :ٚ
3

\\\ \\ \

3

d y
y f (x)

dx
   

4
(4) (4)

4

d y
y f (x)

dx
   

 ٚتٌّتصمر تٌٕٛٔير خٛؼٗ مثَ :
n

(n) (n)

n

d y
y f (x)

dx
   

6  ِعثي : بٚؼذ تٌّتصمثز تٌّصصثٌير ٌٍذتٌر : 2y x x  

 تٌفً :
\ 5

\ \ 4 4

\\ \ 3 (4) 2

(5) (6)

(7) (8)

y 6x 2x

y 6 5x 2 30x 2

y 120x , y 360x

y 720x , y 720

y y ............... 0

 

    

 

 

  

 

y = x إرت وثٔس  لثمذذ : 
n   ْفإ y

(n)
 = n !  

 : تٌدش٘ثْ
ny x  

\ n 1 \\ n 2

\\ \ n 3

y nx y n(n 1)x

y n(n 1)(n 2)x

 



  

  
 

 تلاعصٕصثغ تٌشضثضٝ( : ٚخٛؼٗ مثَ  ٚٔفصثغ ٌٍذلر
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(n) n ny n(n 1)(n 2)................2 1x

n(n 1)(n 2)................2 1

n!

   

   



 

 المشتقت النونيت لحاصل ضرب دالتين :

 Leibnitz's Theorem )نظريت ليبنتس(  3-4
 فإْ :   xدتٌصيٓ شفثضٍيصيٓ فٝ    f , gـيط    y = f . gٌصىٓ   

n n
(n) (n) \ (n 1) \\ (n 2) (n)y f g 1 f g 2 f g ........... f g    

           
   

 

ـيط   
n

r
 
 
 
٘ٝ ِعثِ ز ِفىٛن رتز تٌفذضٓ ،   

n n!
r

r!(n r)!

 
 

 
 

 تٌدش٘ثْ :

 تٌشضثضٝ ، ٌٚىٓ ٔ ـظ بْ : ضفصثغ لاعصخذتَ تلاعصٕصثغ 

\ \ \

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \

\ \ \ \ \ \

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \

y f g

y f g f g

y (f g f g ) (f g f g )

f g 2f g f g

y f g 3f g 3f g f g

 

    

       

     

       

 

لاـزظ بْ ٔيزثَ تٌّعزثِ ز ٘زٛ ٔفغززٗ ٔيزثَ ِعزثِ ز ِفىزٛن ٔيشضزر رتز تٌفززذضٓ ، 

 ِّث ضطّةٓ مٍٝ حفر تٌٕصيؽر ، ٚعٛف لا ٔعطٝ شفثحيً تٌدش٘ثْ.

 ( :4ِعثي  

2  بٚؼذ تٌّتصمر تٌشتخعر ٌٍذتٌر  5y x (x 1)   

 خثعصخذتَ ٔيشضر ٌيدٕصض : تٌفً :
 

2 5

\ \ 4

\\ \ \ 3

(3) (3) 2

(4) (4)

F x , G (x 1)

F 2x , G 5(x 1)

F 2 , G 4 5(x 1)

F 0 , G 4 5 3(x 1)

F 0 , G 4 5 3 2(x 1)

  

  

   

    

     

 

4 4 4 4
(4) (4) \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ (4)

(4) 2 2 3

y F G

y F G 1 F G 2 F G 3 F G 4 F G

y 120x (x 1) 480x(x 1) 240(x 1)

 

       
                

       

     
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  لأْ :
4 4 44 3
3 4 , 2 6 , 1 4

2 1

     
        

     
 

 ( :4ِعثي  

 إرت وثٔس 
2x

y
x 1




f(3) بٚؼذ   (1) 

 دصٕض ـيط :تٌفً : خثعصخذتَ ٔيشضر ٌي
2 1

\ \ 2

\\ \ \ 3

(3) (3) 4

\\\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \

\ \ \ 2 4 3 2

f x , g (x 1)

f 2x , g (x 1)

f 2 , g 2(x 1)

f 0 , g 6(x 1)

y f g 3f g 3f g f g

y 6x (x 1) 3(2x) 2(x 1) 3(2)( 1)(x 1) 0









  

  

   

   

   

       

         

 

 x = 1خٛضع  
\\\

x 1 4 3 2

6 12 6 3
(y )

3 2 2 8


 
    
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 (3-3تمارين )

 بٚؼذ تٌّتصمثز تٌصفثضيٍير تٌّديٕر ٌٍذٚتي تلآشير :
 1- y = 10x

2
 – 7x  y

\\
  

 2- y = (5x – 2)
2
  y

(3)
  

 3- 
2

\\x 5
y y

5


  

 4- (3)y 2x 1 y   

 5- y = (2x +1)
4
      y

(4)
  

 6- y = x
2
 (x + 1)

3
      y

(4)
,   y

(4)
(1) 

 7- 
3

(3) (3)x
y y , y (1)

x 1



 

 8- 2 (5) (5)y y x x 3 y , y (1)    
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 انفصم انرابع 
 

 Derivatives of trigonometric functions اندوال انمثهثية : مشتقات 1-4

 : 1-4نظرية 

\ فإن    f (x) = sin x  إرا كاوج  df
f (x) cos x

dx
  

 بخطبيك خطُاث الاشخماق انبشٌان :

 

\

x 0

x 0

f (x x) f (x) sin (x x) sin x

f (x x) f (x) sin x cos x cos x sin x sin x

x x

sin x (cos x 1) cos x sin x

x

cos x 1 sin x
sin x cos x

x x

f (x x) f (x)
f (x) lim

x

cos x 1 sin x
sin x lim cos x lim

x x

sin x 0 cos x 1 co

 

 

      

     


 

   




  
 

 

  
 



  
 

 

     s x

 

 : 2-4نظرية 

\ فإن    f (x) = cos x  إرا كاوج  df
f (x) sin x

dx
   

 .بخطبيك خطُاث بشٌان انىظشيت انسابمت :انبشٌان 

 ملاحظاث :

\ فإن y = sin x إرا كاوج  -1 dy
y cos x

dx
  

 y = f (x)حيث     z = sin y إرا كاوج -2

   فإن  
dz dy

cos y
dx dx

  

 فإن z = sin (3x + 5) : إرا كاوج فمثلا
d d

cos (3x 5) (3x 5)
dz dx

3cos (3x 5)

   

 

 

 فإن y = f (sin x) إرا كاوج -3
\dy

f (sin x)cos x
dx

  
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y = sin  فمثلا إرا كاوج
n
x = (sin x)

n
 فإن   

n 1

n 1

dy
n (sin x) cos x

dx

n sin x cos x









 

yأَجذ    ( :1مثال )
y = sin (3x  إرا كاوج    \

2
 + 5) 

 انحم :
\ 2 2

2

d
y cos(3x 5) (3x 5)

dx

6x cos (3x 5)

   

 

 

\\  َمىٍا ولاحع أن  2 2 2y 6cos(3x 5) 36x sin (3x 5)    

3 إرا كاوج ( :2مثال ) 2y sin (3x 5)  أَجذ y
\   

3y يلاحع أن   انحم : sin  23 حيثx 5   

  َأن
dy dy d

dx d dx


 


 

2dy  َنكه
3sin cos

d
   


 

   
2 2 2

d
6x

dx

dy
18x sin (3x 5)cos (3x 5)

dx




   

 

 إرا كاوج ( :3مثال )
dy

dx

2y cos x 4  أَجذ 
dy

dx
 

2x بفشض أن   : انحم  4    وجذ أن  y cos  

 َحيث أن
dy dy d

dx d dx


 


 

  َنكه
1

2 2
dy d 1

sin , (x 4) 2x
d dx 2


     


 

2

2

dy x
sin x 4

dx x 4
   


 

2  أَجذ مشخمت انذانت ( :4مثال ) 2y cos (x 4)    ّبانىسبت إنx  

2z انحم :بُظع x 4    2  وجذ أنy cos z 

            َبانخانّ يكُن
dy

2cosz sin z
dz

   
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2cos zsin z

dz
2x

dx

 


 

 َحيث أن
dy dy dz

dx dz dx
  

2  فإن 2dy
4x cos(x 4)sin (x 4)

dx
    

 : 3-4نظرية 
yفإن      y = tan  xا كاوج   إر -1 

\
 = sec

2
 x 

y فإن y = cotan xإرا كاوج    -2 
\
 = - cosec

2
 x 

y فإن  y = sec xإرا كاوج    -3 
\
 = sec x tan x 

y فإن y = cosec x إرا كاوج -4 
\
 = - cosec x cotan x 

    انبشٌان :

     
sin x

y tan x
cos x

  

 سمت دانخيه وجذ أنبإجشاء الاشخماق نخاسج ل 

 

\

2

2

2

cos x cos x sin x ( sin x)
y

cos x

1
sec x

cos x

   


 

 

 َبىفس انطشيمت يمكه إثباث صحت بميت أجزاء انىظشيت. 

yأَجذ   ( :  5مثال )
y = cosec إرا كاوج  \

3
6x 

y = cosec       وحصم عهّ   = 6x بفشض أن انحم : 
3
    ,     = 6x 

 َمىٍا

 

\ 2

3

dy dy d
y 3cosec cosec cot an 6

dx d dx

18cosec 6x cot an6x


       



 

 

y أَجذ y = tan (2x + y) كاوج إرا ( :6مثال )
\   

  x. َنهخفاظظم بانىسظبت إنظظّ  يلاحظع ٌىظا أن انذانظت مهطظاي فظّ صظُسة ظظمىيت انحم :

 فإن :

 

2

2

dy d
sec (2x y) (2x y)

dx dx

dy
sec (2x y) (2 )

dx

   

   

 

\  أِ أن : 2 \ 2y 2sec (2x y) y sec (2x y)    
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 َمىٍا وحصم عهّ

    

2
\

2

2
2

2

2sec (2x y)
y

sec (2x y) 1

2sec (2x y)
2cosec (2x y)

tan (2x y)


 

 


    



 

ت : فظّ ٌظزا انمثظال ادظخخذمىا بهظط انمخطابمظاث انمثهثيظت نُظظع ا جابظت فظّ ملاحظ

 أبسط صُسة ممكىت.

 x = a (cos + sin),      y = a (sin -  cos) إرا كاوج ( :7مثال )

 ثابج حميمّ.  aحيث    dy dx أَجذ 

بانخظانّ َ دانظت فظّ   x, yانذانت انمهطاة فّ صُسة باسامخشيت حيث كلا مظه   انحم :

 فإن :

 
dy dy d dy dx

d ddx d dx

    
      

     
 

 َنكه 

 

  

 

dy
a cos ( sin ) cos 1

d

a cos sin cos

a sin

      


    

  

 

 

  

 

dx
a sin cos sin 1

d

a sin cos sin

a cos

     


     

  

 

   َمىٍا
dy a sin

tan
dx a cos

 
  

 
 

 انمشخمت انخفاظهيت نهذانتأَجذ   : (8مثال )

                              21
( ) 5sin sec tan 7 3

2
f x x x x x x     

  انحم :

21
( ) 5cos sec tan sec tan (1) 14

2
f x x x x x x x x      
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 انمشخمت انخفاظهيت نهذانتأَجذ   : (9مثال )

1 sin
( )

cos

x
f x

x x





 

  انحم :

2

( cos ) (1 sin ) (1 sin ) ( cos )
( )

( cos )

d d
x x x x x x

dx dxf x
x x

    
 


 

2

( cos )(cos ) (1 sin )(1 sin )
( )

( cos )

x x x x x
f x

x x

   
 


 

2 2 2 2

2 2

( cos cos ) (1 sin ) cos cos 1 sin
( )

( cos ) ( cos )

x x x x x x x x
f x

x x x x

     
  

 

2

cos
( )

( cos )

x x
f x

x x
 


 

22      إرا كاوج  : (11مثال ) siny x y       أَجذ  y
\ 

 انحم :

2 2 2 cos2 sin
dy dy

x y
dx dx

d d d
y x y

dx dx dx
    

     2 cos 2 22 cos
dy dy dy

y x xy
dx dx dx

                                           

2

2 cos

dy x

dx y
 


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 (1-4) تمارين
 م :أَجذ مشخماث انذَال الآحيت حخّ انشحبت انثاويت بانىسبت إنّ مخغيشٌا انمسخم

(1) y = x sin x    (2) y = x  sin x 

(3) y = sin x cos 2x   (4) y = sin
2
 3x 

(5) y = (sin x + cos x)
2
   (6) 2y sin x  

(7) y = sin
2
 4x + cos

3
 7x   (8)  2y x sin 1 x  

(9) y (1 sin ) (1 sin )       (10) x sin2 sin3    

(11) 2x sec 5      (12) x sec 5cot an    

(13) 
1

y 3 sin 


    (14) 
x

y tan
1 x




 

(15) 
sin 2

y
2sin





    (16) 2y cos(3x 7)   

 أَجذ
dy

dx
 إرا كان : 

(17) sin y x     (18) tan x + tan y = 1 

(19) y = sin (x – y)    (20)    y = cotan (2x + y) + cosec y + 1 
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 Inverse trigonometric functions اندوال انمثهثية انعكسية : 4-2

 xمهشفظظت نجميظظع لظظيم    y = sin x وههم مما دبك أن دانت انجيب : 

  xَبانخظظانّ حخكظظشس لظظيم انذانظظت نمظظيم مخخهفظظت نهمخغيظظش    2ٌَظظّ دانظظت دَسيظظت دَسحٍظظا  

 فمثلا :
5 1

sin sin
6 6 2

 
  

 ٌَّ دانت غيش أحاديت َنكه إرا لصشوا وطاق حهشيف انذانت عهّ انفخشة

 x
2 2

 
   

1  حصبح انذانت أحاديت َفُليت حيث y 1   

sin  أِ أن : , [ 1, 1]
2 2

  
   
 

 

1sin َحهشف انذانت انهكسيت نٍا بانصُسة : : [ 1, 1] ,
2 2

   
   

 
 

1x  أَ sin y ; 1 y 1    

 فمثلا :

   

 

1 1

1 1

1

1 1
sin , sin

2 6 12 4

sin 0 0 , sin 1
2

sin 1
2

 

 



    
    

   


 


  

 

بخغييش وطاق حهشيف انذانت انمثهثيظت مكه حهشيف بميت انذَال انمثهثيت انهكسيت بانمثم ي

انمىاظشة نخصبح دانت أحاديظت. َبانخظانّ وحصظم عهظّ انذانظت انهكسظيت نٍظا. َدظىهطّ 

 مهخصا نزنك فبما يهّ :

 

 مشتقات اندوال انمثهثية انعكسية : 4-3
Derivatives of inverse trigonometric functions 

 : 4-4ية نظر

y = sin  نخكه  
-1

 x  1 حيث y 1          ،x
2 2

 
   

  فإن
2

dy 1

dx 1 x



 

y = sin إرا كاوج انبشٌان :
-1

 x فإن x = sin y 
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وجظذ أن انخفاظظم انعظمىّ   yباعخباس ٌزي انذانت فّ انصُسة انعظمىيت بانىسظبت إنظّ  

 يهطّ xبت إنّ بانىس
dy

1 cos y
dx

  

 َمىٍا وحصم عهّ 
2 2

dy 1 1 1
; 1 x 1

dx cos y 1 sin y 1 x
     

 
 

 

 : 5-4نظرية 

y = cos إرا كاوج 
-1

 x 1 حيث y 1   ، 0 y   

  فإن
2

dy 1

dx 1 x





 

 : انبشٌان

 حع أن :لا كما دبك فّ حانت دانت انجيب 

   1 1cos x sin x
2

 
   

y = cos لأوً إرا كاوج
-1

 x  

x  فإن cos y sin y
2

 
   

 
1 أَ  1sin x y cos x

2

 
   

 : 6-4نظرية 

y = tan إرا كاوج 
-1

 x  بحيث x       ،  y
2 2

 
   

  فإن
2

dy 1

dx x 1



 

 انبشٌان :
  y = tan

-1
 x  x = tan y 

 ، وحصم عهّ  xبانخفاظم انعمىّ بانىسبت إنّ  
2 dy

1 sec y
dx

   

  َمىٍا
2 2 2

dy 1 1 1

dx sec y 1 tan y 1 x
  

 
 

 : 7-4نظرية 

x إرا كاوج (1)      ، y = cotan
-1

 x 

   فإن  
2

dy 1

dx 1 x





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1 إرا كاوج (2) x  ، y = sec
-1

 x 

   فإن 
2

dy 1

dx x x 1



 

1 إرا كاوج (3) x  ، y = cosec
-1

 x 

2

dy 1

dx x x 1



 

1y أَجذ حفاظم انذانت   ( :1مثال ) sin 5x 

 وجذ أن   = 5x  بُظع  انحم :

2 2

dy dy d

dx d dx

1 5
5

1 1 25x


 



  
 

 

yأَجذ   : (2مثال )
 إرا كاوج   \ 1y cos 1 x 

z وفشض أن  انحم : 1 x 1 هّوحصم عy cos z 

\

2 2

1 dy 1
y

dx1 z x x 1


   

 
 

1 فاظم انذانت  ( :3مثال )

2

2x
y cot an

1 x

  
  

 
 

y = cotanبُظع انذانت عهّ انصُسة          :انحم 
- 1

    22 حيثx (1 x )   

 َبخفاظم دانت انذانت وجذ أن 

2

dy 1 dy

dx 1 dx


 


 

    كهَن
2 2

2 2 2 2

dy (1 x )(2) 2x ( 2x) 2 2x

dx (1 x ) (1 x )

   
 

 
 

 َبانخانّ يكُن 
2

2 2 2

2

2 2 2

2 2 2 2 2

2

dy 1 2(1 x )

dx (1 x )2x
1

(1 x )

(1 x ) 2(1 x )

(1 x ) (2x) (1 x )

2

1 x

 
 

 
  

 

  
 

  





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 (3-4تمارين )
yأَجذ انمشخمت انخفاظهيت  )

 ( نكم مه انذَال الآحيت :\
(1) y = sin

-1
 (2x)    (2) y = cos

-1
 (x12) 

(3) y = tan
-1

 (2x + 5)   (4) y = cotan
-1

 (x
2
 – 1) 

(5) y = x
2
 sin

-1
 7x    (6) y = cos

-1
 (x + y) 

(7) 1

2

7x
y tan

1 x




   (8) 1

2

xy
y sin

x 1




 

(9) 
2

1 x 1
y sec

6x

 
    (10) 1 x 1

y tan
x 1

  
  

 
 

(11) 1 2 2 1y sin (3x 5x 1) x cos (x 1)       

(12)  1 2 11
y sec x 2c0s 1 x

4

    

(13) 3 1 x
y x 9 x 16sin

4

     (14) 1

2

4
xy tan

x

  

 

(15) 1 1 y
tan y 2tan

2

     (16) 2 1 x
y x 9 x sin

3

   
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 انفصم انخامس

 وانهوغاريتمية انذوال الأسية
Exponential & logarithmic functions 

 

عْذ دستعصْث ىق٘تعذ تلأعظ ٗتىي٘غثسيصَثز فٚ ٍدثدئ تىجدش ، عشفْث أّهٔ ذرت  

 ُ : عذديِ صحيحيِ ٍ٘جديِ فإ n , mعذدتً ٍ٘جدثً ،  aمثُ 
m

n m m n m n

n

n m x n

a
a a ma , a ; m n,

a

(am) a

    



  

1  مَث عشفْث تىجزس تىّْ٘ٚ  nn a a 

مغهشير ٗىنهِ شيشيهث ٍ هو  m, nٗثدس أيعث أُ تىق٘تعذ تىغثخقر صحيحر عْذ شنهُ٘ 

.  ٗعهينُ٘ xلأٙ عهذد ققيقهٚ  xaىيظ أٍش عٖلا ، مهزىل شيشيهث تىيهذد  2aتىيذد  

 قد٘ىْث خثىق٘تعذ 
x

x y x y x y

y

x y xy

a
a a a , a

a

(a ) a

   



 

 عذدتُ ققيقيثُ.  x, yقيث 

تىحقيقيههر   x. ٗخههزىل فههإُ شْههثأش يْ ههم خههيِ قههيٌ xaٍششدطههثً خههثىَيْٚ تىَ ٖههً٘ ىييههذد 

xyٕٗزت ييشف دتىر شيطٚ خثىقثعهذذ  xaٗتىقيَر  a .ٗمَهث ٕه٘  شغهَٚ تىذتىهر تلأعهير

 شغَٚ تلأط أٗ تىق٘ذ.  xخثلأعثط ،  aشٗف يغَٚ تىيذد ٍي

xyىيصيشف عيٚ خ٘تص تىذتىر  a  ّيصدش تىحثىر تىخثصر عْذa = 7  ، )لا ٍ(x  شمخهز

xx  أٙ فقػ قيَث قيثعير Q; x R; y 7   

 شحقق تىخ٘تص تلآشير : 
1-  y 0 v x R   

   فَ لا :
 y(1) = 7, y(2) = 49, y(0) = -1 

  

y(-1) = 117, y(-2) = 
1

49
,  ……. 

2-  y = 
x7  

 Increasing function  دتىر شضتيذير

1لأّٔ ذرت مثّس  2x x ُ1فإ 2x x7 7 

 فَ لا : 
y(2) < y(3), 7

2
 = 49 < 343 = 7

3
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y(-3) < y(0), 7
-3

 = 01
1 7

343
   

 : انعذد انطبيعى  5-1

xyممعثط ىيذتىر أعير ٕٚ    eم يشت ٍث يظٖش تىيذد   e   . 

إَٔير خثىغر فٚ م يش ٍِ تىَغثبو تىشيثظير ٗتى يضيثبيهر ٗفهٚ شيشيهث ٍهث  ٗىٖزت تىيذد

 ٗع٘ف ّصيشض ىزىل فيَث خيذ. natural logarithmيغَٚ خثىي٘غثسيصٌ تىطدييٚ  

 إَٖٔث ٗأشٖشٕث : eش٘جذ عذذ غشق يَنِ خٖث شيشيث تىيذد  

(8)  
n

n

1
e lim 1

n


 
  

 
 

 قيَر تىصقشيدير.ٗيمخز تى

(2)  e 2.7182818284 

2 ٗع٘ف ّ دس تلآُ أُ  e 3  

 دذأ خثىصَٖيذ :ّقدو ٍْثق ر تىدشٕثُ 
n 1 2 3 4 5 10 

n
1

1
n

 
 

 
 2 2.25 2.3704 2.4414 2.4883 2.5938 

n 100  000  0000 ---- 
n

1
1

n

 
 

 
 2.7048 2.7169 2.7181 ---- 

ٗتظح ٍِ تىجذٗه أُ  
n

1
1

n

 
 

 
 ٗىنِ ىيظ عشييث. nشصضتيذ خصضتيذ   

   تلآُ ّ شض أُ
n

n

1
u 1

n

 
  
 

 

 خصطديق ّظشير رتز تىحذيِ

 

n 2 n
1 1 n(n 1) 1 n(n 1)......[n (n 1)] 1

1 1 n ......
n n 2! n n! n

1 1 1 1 2
1 1 1 1 1 .........

2! n 3! n n

1 1 2 n 1
1 1 ........ 1

n! n n n

          
            

       

    
           

    

    
       

    

 

 ٗقيث أُ



 02 

1 1 2 1 2 n 1
1 1 1 1 ....... 1 1 ...... 1

n n n n n n

         
                  
         

 

 فإّْث ّغصْصج أُ

n

1 1 1
u 1 1 .........

2! 3! n!
       

 ٗخثعصخذتً تىدذيٖيثز

2 3 n 1

1 1 1 1 1 1
, , .........

3! 2 4! 2 n! 2 
    

 خزىل ينُ٘

n 2 n 1

1 1 1
u 1 1 .........

2 2 2 
       

 ٍْٖٗث يصعح أُ

n 2 n 1

1 1 1
2 u 1 1 .........

2 2 2 
        

 ّجذ أُ  n      خمخز تىْٖثير عْذٍث   

n n 2

n n

1 1
2 lim u 1 1 .........

2 2

1
2 lim u 1 3

1
1

2





     

   



 

  ٗقيث أُ 

 

 ٍع ٍلاقظر أّْث ش ثديْث خيط تىص ثصيو تىذقيقر ٗتىخثصر خصقثسج تىصغيغلاز.

عذد ٍِ تىْٖثيثز تىٖثٍر تىصٚ شيطٚ شيشي ث  e( ىييذد  8صشخػ خثىصيشيث )ش 

 يصعح رىل ٍِ تىْصثبج تىصثىير :  xeيذتىر تلأعير ى

  ( :8ّصيجر )
xn

x

n

1
lim 1 e

n


 
  

 
 

  تىدشٕثُ :

x
xn n

x

n n

1 1
lim 1 lim 1 e

n n
 

    
       

     

 

  ( :2ّصيجر )
n

x

n

x
lim 1 e

n


 
  

 
 

n

n n n n

1
lim u lim u 1 e

n

2 e 3

 

 
   

 

  
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  تىدشٕثُ :

x
n x

x 1 n
1 1 , n

n n x x

    
        

     

 

 ىزىل 
x

n xn

n n

x

x
n x

x

n

x

x 1
lim 1 lim 1

n n x

1
lim 1 e

n x






    
     

     

  
    
   

 

 ( :8ّصيجر )
2 3

x x x x
e 1 ...........

1! 2! 3!
      

 ( ّييٌ أ2ٍُِ ّصيجر ) تىدشٕثُ :
n

x

n

x
e lim 1

n


 
  

 
 

 خصطديق ّظشير رتز تىحذيِ
n 2

n

2 3

n

x n x n(n 1) x
1 1 .......

n 1! n 2! n

n(n 1)(n 2).........[n (n 1)] x

n! n

x x 1 x 1 2
1 1 1 1

1! 2! n 3! n n

x 1 2 n 1
....... 1 1 ...... 1

n! n n n

     
         

     

     
  

 

    
          

    

    
        

    

 

nخمخز ّٖثير تىطشفيِ عْذٍث     
n

x

n

x
e lim 1

n


 
  

 
 

       
2 3x x x

1 ...........
1! 2! 3!

      

1  ( :4ّصيجر ) x

x 0lim (1 x) e   

خ٘ظع    تىدشٕثُ :
1

x
y

 ُفإ 

x 0 y     
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  ٗخثىصثىٚ فإُ
y

1 x

x 0 y

1
lim (1 x) lim 1 e

y
 

 
    

 
 

 (.8ٍِ تىصيشيث )

شمخهز فقهػ قيَهث صهحيحر ٍ٘جدهر ٗأُ    yصه٘سّث أُ  ع٘ف ّقدو تىْصيجر تىغثخقر ذرت ش

y . 

 أٗجذ قيٌ تىْٖثيثز تلآشير : ( :8ٍ ثه )

(1) 

5x

x

1
lim 1

x


 
 

 
   (2) 

n 4

n

1
lim 1

n





 
 

 
 

 تىحو :
x

x

5x

5

x

1
(1) lim 1 e

x

1
lim 1 e

x





 
  

 

 
   

 

 

n 4 n 4

x x

1 1 1
(2) lim 1 lim 1 1 e 1 e

n n n



 

     
           

     
 

 قيٌ تىْٖثيثز تىصثىير :أٗجذ  ( :2ٍ ثه )

(i) 

n

n

n 2
lim

n 2


 
 

 
   (ii) 

x 0

Ln(1 x)
lim

x



 

 تىحو :

   
2 n nn

n n

n n n

n n n

2 ( 2) 4

1 2 n 1 2 nn 2 1 2 n
(i)

n 2 1 2 n [1 ( 2 n)](1 2 n)

n 2 2 2
lim lim 1 lim 1

n 2 n n

e e e

  

 

    
    

      

      
        

     

  

  

 (.2تىْصيجر )خصطديق 
1 x

1 x

x 0 x 0

1 x

x 0

Ln(1 x) 1
(ii) Ln(1 x) Ln(1 x)

x x

Ln(1 x)
lim lim Ln(1 x)

x

Ln lim (1 x)

Ln[e] 1

 




   


  

   

 
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 (1-5تمارين )

(1) 

3x

x

1
lim 1

x


 
 

 
   (2) 

x

x

5
lim 1

x


 
 

 
 

(3) 

3x

x

2
lim 1

x


 
 

 
   (4)  

tan x

x
2

lim 1 4cot an x


  

(5) 

5cosecx

x 0

1 cosec x
lim

cosec x


 
 
 

  (6) 

5secx

x
2

2 sec x
lim

3 sec x




 
 

 
 

(7)  xlim Ln(1 x) Ln x     (8) 
x 0

1 1 x
lim Ln

x 1 x





 

(9) 1 x

x 0lim (1 sin x)     (10) 

51 ln x

x 1

2
lim 1

Ln x


 
 

 
 

(11) 

1 x

x 0

2 sin x
lim

3 sin x


 
 

 
  

 

e انذانة الأسية 5-2
x : 

eتىذتىر تلأعير  شيشف  
x   خثىص٘سذ  f (x) = e

x   

 
2 3x x

1 x ..................., x , (1)
2! 3!

        

ٗعيٚ أعهثط ٕهزت تىصيشيهث يَنهِ تشهصقثق تىخه٘تص تىجدشيهر ٗتىصحييييهر ىٖهزٓ تىذتىهر 

( 8)فإُ تىصغيغهير   x = 1. ٗمَث عشفْث ٍِ تىدْذ تىغثخق أّٔ عْذٍث  x لأٙ عذد ققيقٚ

eشنهُ٘     xٍحذٗدت ، فإّٔ يَنهِ خيهثُ أّهٔ ىنهو قيَهر ققيقيهر ٍجَ٘عث  شيطٚ
x   قيَهر

eٍحذٗدذ. أيعث خ٘تص ٕثٍر ىيذتىر 
x : ش٘ظحٖث تىْظشير تىصثىير 

 : 2-5نظرية 
x p

x 0 x x

e 1 x
lim 1 , lim 0 ; p 0 (2)

x e
 


   

 ( ّجذ أُ 8ٍِ ) تىدشٕثُ :
x 2 3

x 2

x 0 x 0

e 1 1 x x
x ........

x z 2! 3!

e 1 x x
lim lim 1 ........ 1

x 2! 3!
 

 
    

 

 
      

 

 

 o  <  pمزىل ىنو    
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2 3 p p 1

x

p p

p

x xx

x x x x
1 x ....... .....

e x2! 3! p! (p 1)!
0

x x (p 1)!

x (p 1)!
lim lim 0

e x



 

      


  



  

 

 ( ّحصو عيٚ :8فٚ )  xخذلا ٍِ   x -خ٘ظع  
2 3

x x x
e 1 x ............. (3)

2! 3!

     

 خيط تىْصثبج تىٖثٍر :

(1) 
x x 2 4e e x x

1 ..........
2 2! 4!


     

(2) 
x x 3 5e e x x

x ..........
2 3! 5!


     

ٗعههْشٙ فيَههث خيههذ أُ ٕههثشيِ تىصهه٘سشيِ شيدههشتُ عههِ دٗته جذيههذذ ىٖههث خهه٘تص رتز 

 ضتبذير.ٗشغَٚ خثىذٗته تىإَٔير 

 

 انذانة انهوغاريتمية : 5-3
 شيشف تىذتىر تىي٘غثسيصَير خثىص٘سذ تىيثٍر : 

 
 

 

 خثلأعثط ٗشششدػ تىذتىر تىي٘غثسيصَير خثىذتىر تلأعير.  aٗيغَٚ تىيذد  
yx a , y   

y = a ٕزت ييْٚ أُ 
x
axشنثفا      log y     ُمزىل فإay log x       شنثفاx = a

y   

فهإُ   a = eأٙ أُ تىذتىهر تىي٘غثسيصَيهر ٕهٚ تىذتىهر تىينغهير ىيذتىهر تلأعهير. ٗذرت مهثُ  

ey  تىذتىر تىي٘غثسيصَير تىْثشجر log x : ln x ; x 0  

ٗيجهح ٍلاقظهر    log خهذلا ٍهِ   ln  شغَٚ خثىي٘غثسيصٌ تىطدييٚ ٗيشٍض ىٖث خثىشٍض 

 أُ :

 .  ّطثق شيشيث )ٍجثه( تىذتىر تلأعير ٕ٘ فةر تلأعذتد تىحقيقير -8

فهإُ  x . ٍَٖهث مثّهس قيَهرٍذٙ تىذتىر تلأعير ٕ٘ فةر تلأعذتد تىحقيقير تىَ٘جدهر -2
xy e 0 . 

 ، أٙ أُ  ىر تىي٘غثسيصَير ٕ٘ تلأعذتد تىحقيقير تىَ٘جدر ٍجثه تىذت -8
y = log  x   ,   x  >  0 

ay log x ; a x  
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 ، ٗيلاقظ أُ  ٍذٙ تىذتىر تىي٘غثسيصَير ٕ٘ فةر تلأعذتد تىحقيقير  -4
y log x x 0    

 لآشير :ٍقد٘ه ىْث صحر تىق٘تعذ تمَث أُ 

 أعذتد ققيقير فإُ : a, b, c, rذرت مثّس  
(1) alog a 1    (2) r

c clog a r log a  

(3) 
a a a c c c

a
log bc log b log c, log log a log b

b
     

(4) c
c c

c

log a ln a 1
log a , log e

log c ln c ln c
    

 

aانذانة الأسية   5-4
x
   

aتىذتىههر تلأعههير  ّقههذً ْٕههث صههيغر ىيصيديههش عههِ  
x   تىذتىههر تىي٘غثسيصَيههر خههذلا ىههر

، ٕٗزٓ تىصيغر شغثعذ فٚ دستعهر تىخه٘تص تىصحييييهر   aممعثط خذلا ٍِ   eٗتىيذد  

aىيذتىر 
x . 

baفإرت مثّس   e   ُفإb ln a ُٗخثىصثىٚ ّجذ أ 
lnaa e , a   

xy  ٗتلآُ ذرت مثّس a ; x  

xlnay  فإُ e 

ٕٗزت ييْٚ أّٔ يَنِ تىصيديش عهِ أٙ دتىهر أعهير خذلاىهر تىذتىهر تلأعهير تىطديييهر  تىصهٚ 

 [ ٗأeُأعثعٖث  
2 2 3 3

x x ln a x (ln a) x (ln a)
a 1 .........

1! 2! 3!
      

 تفاضم انذوال الأسية وانهوغاريتمية 5-5
Derivatives of exponential & logarithmic functions 

 : 3-5رية نظ

xy ذرت مثّس (  8) e  ُفإ xdy
e

dx
 

xy ذرت مثّس (  2) a  ُفإ xdy
a lna

dx
 

y ذرت مثّس (  8) ln x  ُفإ 
dy 1

; x 0
dx x

  

ay ذرت مثّس (  4) log x  ُفإ 
dy 1

; x 0
dx x ln a

  

 تىدشٕثُ :



 00 

f (x) = e ذرت مثّس (8)
x
 فإُ  

(x x) x

x 0 x 0

x
x x x

x 0

f (x x) f (x) e e
lim lim

x x

e 1
e lim e 1 e

x



   



 

   


 


   



 

 (. خزىل ّنُ٘ قذ أثدصْث أُ 2-8قيث تعصخذٍْث ّظشير )
x xd

e e
dx

     

xy ذرت مثّس  (2) a  ُفإ 
xlnay e  

x خ شض ln a  ُفإ 

xdy d
e a ln a

dx dx

 
    

 وبصفة عامة:

  ,
( )

ln ln ; 0
1

( )  
d du

dx dx

u x u d du
a a a u

dx dx
u x

u

ln 1 1
(log ) , ( )

ln ln

( ) ( )
( )    

 
 
 

a

d d u du d

dx dx a a u dx dx

u x u x du
e e

dx
u x 

 أٗجذ ٍ صقر مو ٍِ تىذٗته تلآشير : : (1مثال )
2 sec(1) ln(cos ) , (2) ln( )x xy x y e += =  

sin(3) , (4) 7
ln

x
xe

y y
x

= = 

 تىحو :

(1) 
\ 1 d sin x

y (cos x)
cos x dx cos x

     

(2) 
\ 2x

2x

1
y (2e sec x tan x)

e sec x
  


 

(3) 

x x
x x

\

2 2

1
ln x e e

e exy
(ln x) ln x x(ln x)

  

    

(4) \ 1 5x 2 2 1 5xd d
y sin (e ) [ln(x 2)] ln(x 2) [sin (e )]

dx dx

        
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1 5x 5x 2

2 10x

2x sin (e ) 5e ln (x 2)

x 2 1 e

 
 

 
 

(5) \ 1 1 1
y

x ln x x ln x
    

(6) \ sin xy 7 ln 7cos x  

 أٗجذ ٍ صقر مو ٍِ تىذٗته تلآشير : ( :2ٍ ثه )
(1) sin x 1 2y e (x sin x )  . 

(2)  2y log log(log x ) . 

(3) sin y 2e 5sin x 0  . 

(4) 4 3 2y ln x ln x  . 

 تىحو :

(1) 
\ sin x 1 2

4

2x
y e 1 cos x(x sin x )

1 x


 

    
 

. 

(2) \

2 2 2 2 2

1 1 2x 2
y

log (log x ) log x x x log x log log x
    . 

(3) sin y \ 1
cos ye y 10sin x cos x 0

2 x
   

 

\ sin y

\

sin y

5
y cos ye sin x cos x

x

5sin x cos x
y

x cos ye



 

 

(4) 
2 2

\ 4 6ln x
y

x x
   

ye.ىيذتىر تلآشير :y(0)أٗجذ    ( :3مثال ) xy e . 

 انحم :

2

( ) (1 )
0

( )

y y
y

y y

y y x e y e y
e y y xy y y

x e x e

   
           

 
 

ّجذ أُ       =0xعْذ 
0

1
1 , (0) ,

x
y

y
y y

ex e =

¢= = - = -
+

  

 ذرُ
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0

2 2

( ) (1 ) 1
(0) .

( )
x

y y

y

y x e y e y
y

x e e


   
   


 

 

 Logarithmic differentiation انتفاضم انهوغاريتمى : 5-6

ثىطشق تىيثديهر ٗييضٍْهث فٚ خيط تىحثلاز يصيح ذيجثد تىَ صقر تىص ثظيير خ 

خإيجههثد ى٘غههثسيصٌ تىذتىههر تىَههشتد ش ثظههيٖث رىههل ٗتعههصخذتً تىص ثظههو تىي٘غههثسيصَٚ ، 

تىص ثظههو خههثىطشق تىيثديههر ّحصههو عيههٚ فْحصههو عيههٚ دتىههر ظههَْير ، ثههٌ خههإجشت  

 تىَ صقر تىَطي٘خر ، ىص٘ظيح رىل ّصدع تلأٍ ير تلآشير.

 :  xتلآشير خثىْغدر ذىٚ  تشصق تىذٗته  ( :8ٍ ثه )
(i) xy x .   (ii) sin xy x . 

(iii) cosx yy (sin x) .  (iv) 
x

y
(x 1)(x 2)


 

 

 تىحو :
(i) xy x  

 ln y x ln x   

 ّحصو عيٚ : xخثىص ثظو خثىْغدر ذىٚ 

\

\ x

1
y ln x 1

y

y x (ln x 1)

 

  

 

(ii) sin xy x  

 \ sin x

ln y sin x ln x

sin x
y x cos x ln x

x



 
   

 

 

 : xتشصق تىذٗته تلآشير خثىْغدر ذىٚ ( :2مثال )

2, (4)(3)y (sin(7 ))
xx xx y x= =  

 تىحو :

(3)
xxx 

xu  ّعع x=  1)ٍِٗ تىَ ثه تىغثخق ln )xdu
x x

dx
= + 

uyٗشنُ٘  x=  ى٘غثسيصٌ تىطشفيِ ّحصو عيي   ، خمخزln lny u x= 

 xّ ثظو تىطشفيِ خثىْغدر ذىٚ 
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1
ln

dy u du
x

y dx x dx
= + 

( )1 ln (1 ln )x xxx x
dy

x x x x
dx

- + × += 

2(4) (sin(7 )) xy x=  

 خمخز ى٘غثسيصٌ تىطشفيِ ّحصو عيي:

 
2

sin(7 )ln ln 2 lnsin(7 )
x

xy x x    

 ّحصو عيٚ : xىٚ خثىص ثظو خثىْغدر ذ

ln 2 lnsin(7 ) 2 lnsin(7 )         
d d d

y x x x x
dx dx dx

 

1
2 1 lnsin(7 ) sin(7 )

sin(7 )

 
 
 


   

y d
x x x

y x dx
 

1
2 ln sin(7 ) cos(7 ) (7 )

sin(7 )

 
 
 


   

y d
x x x x

y x dx
 

2 ln sin(7 ) cot(7 ) 7  

   

y
x x x

y
 

2(sin(7 ))=2 lnsin(7 ) 7 cot(7 )   xxy x x x 

 : xتشصق تىذٗته تلآشير خثىْغدر ذىٚ ( :3مثال )

5 7

2 3

sin cos

(2 7 1)

x x
y

x x




 
 

 خمخز ى٘غثسيصٌ تىطشفيِ ّحصو عيي:انحم: 

5 7 2 3ln ln(sin ) ln(cos ) ln(2 7 1)y x x x x       

2ln 5ln(sin ) 7 ln(cos ) 3ln(2 7 1)y x x x x       

 ّحصو عيٚ : xخثىص ثظو خثىْغدر ذىٚ 

2
2

( ) ( )sin cos
5 7 3

(2 7 1)
sin cos 2 7 1


    

 

d d
x x

dx dx

y d
x x

y x x dxx x

2

5 7 3
cos ( sin ) (4 7)

sin cos 2 7 1

y
x x x

y x x x x


    

 
 



 82 

22

3(4 7)
5cot 7 tan

2 7 1

3(4 7)
5cot 7 tan

2 7 1

x
y y x x

x x

y x
x x

y x x

 
      

 
  

 

2

5 7

2 3

sin cos 3(4 7)
5cot 7 tan

2 7 1(2 7 1)

x x x
y x x

x xx x

 
 
 

 
   

  
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 (2-5تمارين )
(1) xy x e     (2) n xy x e  

(3) 
x

x

e 1
y

e 1





    (4) 

2sin xy e  

(5) 
xey e      (6) 

exy e  

(7) 
24 xy 2e x 2    (8) 

1sin 3x 1 2y 2 (sin 3x)
    

(9) y x ln x     (10) 1y tan ln x  

(11) 1 2y cos ln (x 1)     (12) 1 xy (cos x)  

(13) y ln(tan x sec x)     (14) ln xy x  

(15) 
2x sin xy x x      (16) 

2xx
ln y e

y
   

(17) 1 2 2y 1
tan ln (x y )

x 2

     (18) ye x y   

(19) x e cos , y e sin       (20) 
3

x 1
y

x (x 1)





 

(21) 
x y xe e 3      (22) x ye ln x 5 0     

(23) 3ye ln 2x 10x 7y      (24) 2 y 2xx e (y x)e 100     
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 Hyperbolic functions انذوال انزائذية : 5-7

  hyperbolic sineٍههِ تىَ يههذ أُ ّيههشف دٗته جذيههذذ شغههَٚ خثىجيههح تىضتبههذٙ   

خ٘تصهههث ش هههدٔ خههه٘تص تىهههذٗته تىَ ي يهههر )أٗ  ٕٗهههزٓ تىهههذٗته شحقهههق cosh xٗشنصهههح 

eشهششدػ ٕهزٓ تىهذٗته تىضتبذيهر خثىذتىهر تلأعهير  sin x, cos xتىذتبشيهر( 
x  ٕهزٓ تىيلاقهر ،

 ش٘ظحٖث تىص٘س تلآشير :

(8) 
x x x xe e e e

sinh x , cosh x ; x
2 2

  
   

 ُ( ، ّغصْصج أ    -8( خْذ )8مْصيجر ٍدثششذ ىيَصغثٗير )

(2) 
3 5 7 2n 1x x x x

sinh x x ........ ...
3! 5! 7! (2n 1)!



      


 

(8) 
2 4 6 2nx x x x

cosh x 1 ......... ...
2! 4! 6! (2n)!

       

 مَث يصعح أُ :

(4) x xsinh x cosh x e ,cosh x sinh x e    

 ٍْٖٗث

(8) 2 2cosh x sinh x 1  

 لأُ 
2 2 x xcosh x sinh x (cosh x sinh x)(cosh x sinh x) e e 1       

 ( شزمشّث خثىَصطثخقر تىَ ي ير8تىَصطثخقر )
2 2cos x sin x 1  

ي٘قٚ خيلاقر خيِ تىذٗته تىضتبذير ٗتلأخهشٙ تىذتبشيهر ، ّ٘ظهحٖث فهٚ ّٖثيهر ٕهزت ٍَث 

 تى صو.

 أيعث يَنِ شيشيث دٗته صتبذير أخشٙ ٕٚ :
hyperbolic tangent, hyperbolic cotangent, cosecant and secabt, 

 ٗشنصح عيٚ تىصششيح مثىصثىٚ 
tanh x, coth x, cosech x, sech, x 

 يرشيشف خثىصيغ تلآش
sinh x cosh x

tanh x , coth x
cosh x sinh x

1 1
cosech x , sech x

sinh x cosh x

 

 

 

 تلآُ ّ٘ظح أّٔ يَنِ تشصقثق عذد ٍِ تىَصطثخقثز تىٖثٍر :
Sinh a cosh b + cosh a sinh b = sinh (a + b). 
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 ( ّحصو عيٚ 8ٍِ تىَصطثخقثز ) cosh b , sinh aخثىصي٘يط عِ  
a a b b a a b b (a b) (a b)e e e e e e e e e e

2 2 2 2 2

          
     

 ٕٗزت ي دس تىْصيجر تىَطي٘خر قيث أُ :
(a b) (a b)e e

sinh (a b)
2

  
   

 ثدثز صحر تىَصطثخقثز تلآشير :تر تىَيثىجر يَنِ خْ ظ غشيق

(8) sinh (x y) sinh x cos h y cosh x sinh y   

(8) cosh (x y) cosh x cosh y sinh x sinh y   

(0) 2 2cosh x sinh y 1  

(8) 2 2tanh x sec h x 1  

(88) 2 21 cosech x coth x  

 properties of hyperbolic functions  ذية :خواص انذوال انزائ

 xميٖهث دٗته ٍصصهير ٍٗيشفهر ىنهو قهيٌ  … , sinh x , cosh x , tanh xتىهذٗته تىضتبذيهر 

. مهو تىخه٘تص تىصحييييهر cosech x , coth x  خثىْغهدر ىيهذٗته x = 0تىحقيقيهر ، ٍثعهذت 

eٗتىجدشير ىٖزٓ تىذٗته يَنِ تشصقثقٖث ٍِ خ٘تص تىذتىصيِ  
x
 , e

-x  فَ لا . 

 صٗجير ٕٗزت ٗتظح ٍِ تىيلاقر :  cosh xتىذتىر   -
x x

x x

1
cosh x (e e )

2

1
cosh ( x) (e e ) cosh x

2





 

   

 

 فشديصثُ :  sinh x, tanh xتىذتىر   -
x x x x1 1

sinh ( x) (e e ) (e e ) sinh x
2 2

sinh ( x) sinh x
tanh ( x) tanh x

cosh ( x) cosh x

        

 
    



 

 عي٘ك تىذٗته تىضتبذير يصعح خيْيث ٍِ تلأشنثه تلآشير :

 derivatives of hyperbolic functions  تفاضم انذوال انزائذية :

 : 4-5نظرية 

 فإُ y = sinh x ذرت مثّس (8)
dy

cosh x
dx

  

 فإُ y = cosh x ذرت مثّس (2)
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dy
sinh x

dx
  

 فإُ y = tanh x ذرت مثّس  (8)
2dy

sech x
dx

  

 فإُ y = coth x ذرت مثّس  (4)
2dy

cosech x
dx

  

 فإُ y = sech x سذرت مثّ  (8)
dy

sech x tanh x
dx

  

 فإُ y = cosech x ذرت مثّس  (8)
dy

cosech x coth x
dx

  

 تعصخذً تىيلاقثز تىدشٕثُ :
x x x xe e e e

sinh x , cosh x
2 2

  
   

 ي٘ظح أُ
x x x xd d e e e e

[sinh x] cosh x
dx dx 2 2

   
   

 
 

 يصشك خشٕثُ خثقٚ تىْصثبج مَْشيِ.

 ىيذٗته تلآشير أٗجذ تىَ صقر تلأٗىٚ : )أ(ٍ ثه 
(1) y ln(tanh x)    (2) cosh xy (sinh x)e  

 أثدس أُ )ج( 
(1) sinh 2x 2sinh x cosh x   

(2) 6 6 23
cosh x sinh x 1 sinh 2x

4
    

 تىحو : )أ(

(1) 
2

\ sech x 1
y

tanh x cosh x sinh x
   

(2) 2 2cosh x sinh x 1   \ cosh x 2y e sinh x cosh x   

 )ج( 

(1) 
x x x x

2x 2xe e e e 1
2sinh x cosh x 2 [e e ] sinh 2x

2 2 2

 
 

       
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(2) 2 2cosh x sinh x 1   

 خصشخيع تىطشفيِ ّجذ أُ 
4 4 2 2cosh x sinh x 2sinh xcosh x 1    

 ٗخثىصثىٚ فإُ
6 6 2 2 4 2 2 4

2 2 2

cosh x sinh x (cosh x sinh x) (cosh x 2sinh x cosh x sinh x)

3
(1)(1 3sinh x cosh x) 1 sinh 2x

4

     

   
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 (3-5تمارين )
 خشِٕ أُ (8)

(1) 2 2 2 2cosh 2x cosh x sinh x 2cosh x 1 2sinh x 1      . 

(2)  
1

sinh x cosh y sinh (x y) sinh (x y)
2

    . 

(3)  
1

cosh x cosh y cosh (x y) cosh (x y)
2

    . 

(4)  
1

sinh x sinh y cosh (x y) cosh (x y)
2

    . 

(5) 
x y x y

sinh x sinh y 2sinh cosh
2 2

 
  . 

(6) 
x y x y

cosh x cosh y 2cosh cosh
2 2

 
  . 

(7) 
x y x y

cosh x cosh y 2sinh sinh
2 2

 
  . 

(8) n[cosh x sinh x] cosh nx sinh nx   . 

 أٗجذ ٍ صقر ملا ٍِ تىذٗته تلآشير : (2)
(1) f (x) sinh (10x 9)  .   (2) f (x) tanh 7x . 

(3) 2y ln cosh x .    (4) 2y sech 3x . 

(5) 2y cosh x 1  .   (6) y tan (tanh x) . 

(7) 2 3y cosh 3x sinh 2x  .  (8) 
1 cosh x

y
1 cosh x





. 

(9) 3y sinh 2x cosh x .   (10) y cosh (sinh x) . 

(11) 2 1
y sec h x

2

 
  

 
.   (12) y ln[cos ech x 1]  . 

 sinh x, cosh xأقغههح قههيٌ تىْٖثيههثز تلآشيههر ٍغههصخذٍث ٍ نهه٘ك تىههذتىصيِ   (8)

 : xمَصغيغير ق٘ٙ فٚ 

(1) 
3 x

x 3 2x 3 2x

x cosh 2x e
lim

(2x x 1)e x e
 



  
. 

(2) 
3 x

x 3 2x 3 2x

x cosh 2x e
lim

(2x x 1)e x e
 



  
. 

(3) 
x 0

sinh x
lim

x



.   (4) 

x 0 2

1 cosh 2x
lim

3x



. 
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 Inverse hyperbolic functions  انذوال انزائذية انعكسية : 5-8

sinhأٗ    arcsinh xشنصح تىجيح تىضتبذٙ تىينغهٚ عيهٚ تىصه٘سذ    
-1

x   مهزىل

coshأٗ    arccosh xتىصهههه٘سذ  ينصههههح جيههههح تىصَههههثً تىضتبههههذٙ تىينغههههٚ عيههههٚ 
-1

x  

 .........ٕٗنزت. ٗشيشف ٕزٓ تىذٗته تىجذيذذ مَث ييٚ :
(1) 1y sinh x x sinh y    

(2) 1y cosh x x cosh y    

(3) 1y tanh x x tanh y    

 ٗيلاقظ ٍث ييٚ :

 ٕٚ دتىر أقثدير ٗف٘قير :  sinhتىذتىر    -  
sinh :   

 ىزت ينُ٘ ىٖث ٍين٘ط ٕ٘ : 
1sinh :   

ىيغهس دتىهر أقثديهر ٗىيغهس ف٘قيهر فهٚ دتىهر صٗجيهر ، ٍهذتٕث ٕه٘   coshتىذتىهر   -      

 ( ,1)تى صشذ  

y = coshٗىنههٚ شنههُ٘  
-1

x    ُ٘1ٍيشفههر يجههح أُ شنهه x  ُ٘ٗىٖههزٓ تىقههيٌ شنهه

0 y. 

 ٗع٘ف شنُ٘ ٕزٓ تىقي٘د ٍ ٍٖ٘ر ظَْيث عْذ عذً رمشٕث فٚ مو شَشيِ.  

y = tanhٗىنههٚ شنههُ٘    (1 ,1-)دتىههر أقثديههر ٗىنههِ ٍههذتٕث  tanhتىذتىههر   - 
-1

x  

1 ٍيشفر يجح أُ شنُ٘  x 1   

ه تىضتبذيهر تىينغهير ٗقيث أُ تىذٗته تىضتبذير ٕٚ فٚ تى٘تقع دٗتلا أعهير ، فهإُ تىهذٗت

 يَنِ أُ ّيدش عْٖث خص٘سذ ى٘غثسيصَير :

(1) 1 2sinh x ln x x 1    
 

 

(2) 1 2cosh x ln x x 1    
 

 

(3) 1 1 1 x
tanh x ln

2 1 x

 



 

(4) 1 1 x 1
coth x ln

2 x 1

 



 

(5) 
2

1 1 1 x
sech x ln

x

  
  

(6) 
2

1 1 1 x
cosech x ln

x

  
  
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عيٚ صهحر ٕهزٓ تىْصهثبج ّنص هٚ خدشٕهثُ تى لاثهر ّصهثبج تلأٗىهٚ ٗيصهشك ذثدهثز ىيدشْٕر 

 صحر خثقٚ تىْصثبج مصَشيِ :
(1) 1y sinh x  

 

y y

2 y y

1
x sinh y (e e )

2

1
1 x cosh y (e e )

2





   

   

 

2   ٍْٖٗث yx 1 x e   

 خمخز ى٘غثسيصٌ تىطشفيِ ّحصو عيٚ
2y ln (x x 1)    

               شيقر يَنِ خشْٕر أُ خْ ظ تىط
(2)   

1 2cosh x ln (x x 1)     

(3) 1y tanh x  

 

y y 2y

y y 2y

2y

sinh y e e e 1
x tanh y

cosh y e e e 1

1 x
e

1 x

1 x
2y ln

1 x





 
    

 


 




 



 

1  أٗ    1 1 x
tanh x ln

2 1 x

 



 

 ٗخْ ظ تلإجشت  يَنِ أُ ّدشِٕ خثقٚ تىْصثبج .

 derivatives of the inverse hyperbolic functions تفاضم انذوال انزائذية انعكسية :

(1) 
1

2

d 1
(sinh x) ; x

dx x 1

  


 

(2) 
1 1

2

d 1
(cosh x) ; cosh x 0 ; x 1

dx x 1

   


 

(3) 
1 1

2

d 1
(cosh x) ; cosh x 0 ; x 1

dx x 1

 
  


 

(4) 1

2

d 1
(tanh x) ; x 1

dx 1 x

  


 

(5) 1

2

d 1
(coth x) ; x 1

dx 1 x

  

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(6) 1

2

d 1
(cosec h x) ; x

dx x x 1

 
 


 

(7) 1 1

2

d 1
(sec h x) ; sec h x 0 ; 0 x 1

dx x 1 x

 
   


 

(8) 1 1

2

d 1
(sec h x) ; sec h x 0 ; 0 x 1

dx x 1 x

    


 

 تىدشٕثُ :

1y ذرت مثّس (8)  sinh x ُفإ x sinh y 

 ّجذ أُ  xخثىص ثظو تىعَْٚ خثىْغدر ذىٚ    
dy

1 cosh y
dx

   

  ٍْٖٗث
2

dy 1 1
x

dx cosh y 1 x
  


 

تىحقيقيهر ،   yىجَيهع قهيٌ    cosh y > 0أُ    cosh yيلاقظ ٍِ تى نو تىْٖذعٚ ىيذتىهر  

 ىزىل فإُ تىْصيجر تىغثخقر دتبَث ٍ٘جدر.

1y ذرت مثّس (2)  cosh x  ُمَث فٚ تىحثىر تىغثخقر ّجذ أ 
dy 1

dx sinh y
  

y = coshذرت مثّهس    sinh y > 0ٗىنهِ تى هنو تىْٖذعهٚ تىغهثخق ي٘ظهح أُ  
-1

x > 0  

 ٗشنُ٘ 

0 > sinh y   ُ٘0ٗشن > sinh y    ذرت مثّسy = cosh
-1

x < 0  ٚفإّٔ  ٗخثىصثى: 

y = cosh  ذرت مثّس
-1

x > 0   ُفإ  ، 

2

dy 1 1
; x 1

dx sinh y x 1
  


 

y = cosh ٗذرت مثّس
-1

x < 0  ُفإ  ، 

2

dy 1 1
; x 1

dx sinh y x 1
   


 

ّٗصههشك ىيقههثسئ ذثدههثز خههْ ظ تىطشيقههر يَنههِ شيشيههث دٗته صتبذيههر عنغههير  خههشٙ ، 

 صحر خثقٚ تىْصثبج تىغثخقر.

تلأٍ يههر تلآشيههر ش٘ظههح مي يههر تىصيثٍههو ٍههع ٍغههثبو قغههثج خثىْٖثيههر ٗتىص ثظههو ىيههذٗته 

 تىضتبذير تىينغير.

 ( :8ٍ ثه )

 تىصثىير أقغح تىْٖثير )أ(   
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x

x 3x

5sinh 3x xe
lim

4e



 

fأٗجذ   )ج( 
\
 (x)  ذرت مثّس 

1 2 1 2f (x) sinh (x 3x 1)    

yأٗجذ   (  )ج  
 ذرت مثّس \

1 2y cosh (sin x) ; y 0   

eخذلاىر تىذتىر تلأعير  sin x)أ( خثىصي٘يط عِ  تىحو :
x  ُّجذ أ 

x 3x 3x

x x x3x 3x 3x

x x6x 2x

5sinh 3x xe 5(e e ) x
lim lim lim

4e 8e 4e

5 1 1 x
lim 1 lim

8 40e 4 e

5

8



  

 

 
 

 
   

 



 

 لأُ
p

x x

x
lim 0 0, p

e
 

      

1 ذرت مثّس  )ج(  2 1 2f (x) sinh (x 3x 1)    

\

2 2

2 2

df 1 2x 3
f (x)

dx x 3x 2 2 x 3x 1

2x 3

2 (x 3x 2)(x 3x 1)


   

   




   

 

1 ذرت مثّس )ج(  2y cosh (sin x) ُفإ 
2sin x cosh y  

 ّحصو عيٚ   xخثىص ثظو خثىْغدر ذىٚ 
dy

2sin x cos x sinh y
dx

    

   أٙ أُ
dy 2sin x cos x

dx sinh y
 

 فإُ y < 0ٗلأُ  

2 4

dy 2sin x cos x 2sin x cos x

dx cosh y 1 sin x 1


 

 
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 تىذٗته تىصثىير أٗجذ ٍ صقر ملا ٍِ ( :2ٍ ثه )
1 21ln cosh(1) sinh 3 (2)y xy x  

 1 1
5

2(3) tanh (tan ) (4) sinh (cos )y x x   

1 5 1(5) ln(tanh ) (6) cosh (5 tan 3 )y x y x x    

 انحم :

2

1 3

9 1
(1) sinh 3

dy

dx x
y x  


 

1 2 4

21 1 2

cosh 1
ln cosh(2)

x

x x
y x y



   


   

1 2
2

1
(3) tanh (tan ) sec

1 tan
y x y x

x

   


 

 1
5

2(4) sinh (cos )xy   

 1
4

2

4

2cos ( sin )
sinh (cos )

cos 1
5

x x
x

x
y  




  

 1
4

2

4

5sin 2 sinh (cos )

cos 1

x x

x






 

1 5(5) ln(tanh )y x 

5
4

1 5 10

1 5
; 1 , 1

tanh 1

x
y x or equivalently x

x x
 


 

1(6) cosh (5tan3 )y x x 
2 2

2 2

5sec 3 3 15sec 3

25tan 3 1 25tan 3 1

x x
y

x x


  

 
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 (4-5تمارين )
 أٗجذ تىَ صقر تلأٗىٚ ىنو ٍِ تىذٗته تلآشير : -8

(1) 1y sinh 2x     (2) 1y xsinh x  

(3) 1 x 1
y sinh

x 1

 



   (4) 1

2

2x
y tanh

x 1




 

(5) 1y cosh (sin x)    (6) 1y lnsin 2x  

(7) 1 2y sinh (cosh x)    (8) 
1tanh 2xy e



  

(9) 1 3y (sinh 2x)    (10) 
1 1sinh x cosh xy 3 4
 

   

 أقغح قيٌ تىْٖثيثز -2

(i) x 0

x sinh x
lim

x sin x





   (ii) 

1

x 0

x sinh x
lim

ln cosh x






 

(iii) 
1 1(sinh x cosh x)

xlim e
 


 

1ذرت مثّس     -8 2y (sinh x)  ُأثدس أ 
2

2

2

d y dy
(1 x ) x 2

dx dx
    

 فثظو ملا ٍِ تىذٗته تىصثىير : -4
(a) 2ln tanh x     (b) 1tan (sinh x)  

(c) 
1sinh x(cosh x)



    (d) 1tanh [ 2 x ]   

(e) 1sinh (sin x )  
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eانذانة الأسية   5-9
x  : وانعلاقة بين انذوال انزائذية وانمثهثية 

eفٚ ٍ ن٘ك تىذتىر تلأعير   ixخـ    xذرت تعصدذىْث   
x   ّٚحصو عي 
2 3 4 5 6 n

ix nx x x x x x
e 1 ix i i ..... i ...

2! 3! 4! 5! 6! n!
           

eٗتظح أُ  
ix    ٚعذد ٍشمح ىنو عذد ققيقهx    ٗخنصثخهر ٕهزت تىيهذد عيهٚ تىصه٘سذ ،

ixe C(x) iS(x)   ٍُٗغثٗتذ تلأجضت  تىحقيقير ٗتىصخييير ىيطشفيِ ّجذ أ 
2 4 6 2n

nx x x x
C(x) 1 ..... ( 1) ...

2! 4! 6! (2n)!
         

3 5 7 2n 1
nx x x x

S(x) x ..... ( 1) ...
3! 5! 7! (2n 1)!



       


 

eٗشنهُ٘  xشنهُ٘ دٗتلا فهٚ  C(x), S(x)فهإُ    xٗخزىل ذرت شغيهشز  
ix  دتىهر فهٚ ٍصغيهش

 . ixٍشمح 

 ّجذ أُ  xىْغدر ذىٚ قذ خث –قذ  C(x)خص ثظو ٍصغيغير تىذتىر  
3 5 7 2n 1

\ n 1x x x x
C (x) x ..... ( 1) ... S(x)

3! 5! 7! (2n 1)!


          


 

Cخص ثظو  
\
(x)  ٍٚشذ ثثّير خثىْغدر ذىx  ّٚحصو عي 

2 4 6 2n
\\ n 1x x x x

C 1 ..... ( 1) ... C(x)
2! 4! 6! (2n)!

            

c(0) = 1,   Cّجهذ أُ   x = 0ٗتلآُ خ٘ظهع  
\
شدهذٗ  C(x). ٗخثىصهثىٚ فهإُ تىذتىهر  0=(0)

 محو ىيَيثدىر تىص ثظيير 
2

\

2

d y
y 0 ; y(0) 1 , y (0) 0

dx
    

yزٓ تىَيثدىر شحقق خثىذتىر  ٕٗ cosx  ُ٘ىزىل ين 
C(x) cos x  

S(x)خْ ظ تلأجشت  ّجذ أُ   sin x   خزىل يَنِ أُ ّنصح 

(8)   ixe cos x isin x  

 ّجذ أُ  x-خـ    xخثعصدذته  
   ixe cos( x) isin( x)     

 فشدير ، فإُ   sin xصٗجير ، خيَْث تىذتىر    cos xيث أُ تىذتىر  ق

(2)  ixe cos( x) isin( x)     

 ( ّجذ أ2ُ( ، )8ٍِ )

(8)  
ix ix ix ixe e e e

sin x , cos x
2i 2

  
  

 خَقثسّر ٕثشيِ تىصيغصيِ خثىصيغ :



 888 

x x x xe e e e
sinh x , cosh x

2 2

  
  

 ّجذ أُ 

(4)   sinh ix i sin x , cosh ix cos x  

 ثىٚ فإُٗخثىص

(8)   tanh ix i tan x 

 ٗخص٘سذ خذيير ّجذ أُ 

(8) sin ix isinh x , cos ix cosh x , tan ix i tanh x   

zذرت مثّس     ٍ ثه : x iy  ُفإ 
cosh z cosh x cos y isinh x sin y   

 تىحو :
cosh z cosh(x iy) cosh x cosh iy sinh x sinh iy

cosh x cos y isinh x sin y

   

 
 

ٗتىصههٚ يَنههِ ذثدههثز صههحصٖث  ٗفيَههث ييههٚ ّههزمش خيههط تىَصطثخقههثز تىَ ي يههر تىٖثٍههر ،

 ( تىغثخقر :8خثعصخذتً تىيلاقثز )

 عذدتُ ققيقيثُ فإُ : x, yذرت مثّس  
1- sin(x y) sin x cos y cos x sin y    

2- cos(x y) cos x cos y sin x sin y    

3- tan(x y) (tan x tan y) (1 tan x tan y)     

4- 
1 1

sin x sin y 2sin (x y)cos (x y)
2 2

     

5- 
1 1

sin x sin y 2cos (x y)sin (x y)
2 2

     

6- 
1 1

cos x cos y 2cos (x y)cos (x y)
2 2

     

7- 
1 1

cos x cos y 2sin (x y)sin (x y)
2 2

     

8-  
1

sin x sin y cos(x y) cos(x y)
2

     

9-  
1

cos xcos y cos(x y) cos(x y)
2

     

10-  
1

sin x cos y sin(x y) sin(x y)
2

     

11- sin 2x 2sin x cos x  

12- 2 2 2 2cos2x cos x sin x 2cos 1 1 2sin x       
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13- 2tan 2x 2tan x (1 tan x)   

14- 2 1
sin x (1 cos2x)

2
   

15- 2 1
cos x (1 cos2x)

2
   

16- 1 1 1 1 1 1sin x cos x tan x cot x sec x cosec x
2

      
       

17- 1 1 1 1 1 1cos x sec (1 x) , sin x cosec (1 x) , tan x cot (1 x)         

18- 1 1 1 1 1 1sin (x) sin ( x) tan (x) tan ( x) cosec (x) cosec ( x) 0               

19- 1 1 1 1 1 1cos (x) cos ( x) cot (x) cot ( x) sec (x) sec ( x)                

20- a cos x bsin x ccos(x  4) 

tan =  قيث  
-1

 (b/a)  4   ,    c
2
 = a

2
 + b

2  
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 (5-5تمارين )

 ذرت مثُ -8
x iy a

u i ln
x iy a

  
    

  
 

 ٍقذتس ثثخس ، أثدس أُ  aقيث   
(1) 2 2 2x y 2ax coth u a 0     

(2) 
sinh u

x a
cosh u cos


 

 

(3) 2 cosh u cos
x iy a

cosh u cos

 
 

 
 

 أٗجذ قلا ىيَيثدىر z = x + iy ذرت مثّس -2
cosh z 1 sinh z  

 قثز تلآشير :أثدس صحر تىيلا -8
(1) sin ix isinh x    (2) sinh ix isin x  

(3) cos ix cosh x    (4) cosh ix cos x  
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 انفصم انسادس 

 حطبيقاث انخفاضم

اٌر٠بضلٝ ٌرااسلخ اٌؾرولخ ٚاٌزر١١لر ي ٚؽ١ضّلب ولبْ  الأسلٍٛةاٌزفبضً ٠ّضلً  

ِضللً لللٛح رؼّللً حزكللجت ؽروللخ حللٝ اٌغكللُ غٚ غْ ِللب ح رزؾٍللً ٕ٘للبن ؽروللخ غٚ رر١١للر 

غ اء اٌر٠بضل١بد اٌحلؾ١ؾخ ثزأص١ر خباعٝ غٚ ثذارٙب ثّرٚا اٌزِٓ حإْ اٌزفبضً ٘ٛ 

اٌر٠بضٝ اٌّؼجر ػٓ اٌظلب٘رح ولً ؽ١ش ٠ّىٓ رح١ُّ إٌّٛذط ٌرااسخ ٘ذا اٌٛضغ. 

وض١لللر ِلللٓ اٌظلللٛا٘ر اٌف١ز٠بد١لللخ ٚإٌٙرسللل١خ اٌرااسلللخ. ٚثلللذٌه ٠لللرخً اٌزفبضلللً حلللٝ 

ٚاٌر٠بضلل١خ. حّللضح ٌزؾر٠للر ِكللبااد الألّللبا اٌحللٕبػ١خ ي رحلل١ُّ غعٙللزح اٌ ١للراْ 

ضلر ٚ ااسلخ الأِلٛاط اٌجؾر٠لخ ٚالأوٚاٌرا اا ي ٚحٝ ؽلً ِكلىحد اؽلحد اٌف لبء 

 ِٓ ذٌه ٠رخً اٌزفبضً حٝ ص١بغخ ٔظر٠بد الالزحب  ٚػٍُ الاعزّبع ٚػٍُ إٌفس.

ق ؽً ٔٛػ١لخ ِلٓ حبٌزفبضً ٘ٛ ذٌه اٌفرع ِٓ اٌر٠بض١بد اٌذٜ ٠زٚ ٔب ث ر 

 اٌّكبوً اٌرد١ك١خ. الأٌٚٝ خبصخ ثإ٠غب  اٌراٌخ إذا ػٍُ ِؼري اٌزر١ر ٌٙب.

 Differential calculus ٠ٚكّٝ إٌٛع الأٚي ثؾكبة اٌزفبضً

 Integral calculus إٌٛع اٌضبٔٝ ثؾكبة اٌزىب٠ًِٚكّٝ 

 سٛف ٔكزؼرض حٝ ٘ذا اٌفحً ػر ا ِٓ اٌز ج١مبد اٌٙبِخ ٌؾكبة اٌزفبضً.

 ميم انمماس نمنحني عند نقطت : 6-1
شلزمبق  اٌلخ لبثٍلخ ٌح  y = f(x)سجك غْ غٚضؾٕب حٝ اٌفحً اٌضبٌش غٔٗ إذا وبٔذ        

٘لٛ ١ِلً اٌّّلبم ٌّٕؾٕلٝ ٘لذٖ   m(x)رؼر٠ف اٌراٌخ ٚولبْ   حٝ ِغبي  xػٕر إٌم خ  

 حإْ  (x, y)  اٌراٌخ ػٕر إٌم خ

\

(x,y)

dy
m(x) f (x) tan

dx

 
    

 
 

 غٜ غْ اٌّكزمخ الأٌٚٝ ٌٍراٌخ رؼجر ٕ٘رس١ب ػلٓ ١ِلً اٌّّلبم ٌّٕؾٕلٝ اٌراٌلخ ؽ١لش  

 ي ٠ؼجلر ػلٓ ٘لذا ox٘ٝ ِمراا اٌزا٠ٚخ اٌّٛعجخ اٌزلٝ ٠حلٕؼٙب اٌّّلبم ِلغ اٌّؾلٛا  

 وّب ٠ٍٝ :

اٌّزحللٍخ ٚاٌمبثٍللخ   y = f(x)ٔم للخ ػٍللٝ ِٕؾٕللٝ اٌراٌللخ    a (x1, y1)إذا وبٔللذ          

 ٌحشزمبق حإْ :

1 1

\

1 1

(x ,y )

dy
m(x ) f (x )

dx
   

 ٘ٛ ١ًِ اٌّّبم ػٕر ٘ذٖ إٌم خ.

ِٚؼٕلٝ  
1 1(x ,y )

dy

dx
ثؼلر إعلراء ػ١ٍّلخ   (x1, y1)٘لٛ اٌزؼل٠ٛع ػلٓ إؽلراص١بد إٌم لخ   

 اٌزفبضً.
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 ٠كّٝ ١ًِ اٌّّبم ٌّٕؾٕٝ ػٕر ٔم خ ث١ًّ إٌّؾٕٝ ػٕر ٘ذٖ إٌم خ.  ملاحظاث :

 ِٓ  ٠زؼ١ٓ ٔٛع اٌزا٠ٚخ  (5)

1

1 1( , )

( )
x y

y x
dy

dx
   

إذا وبْ   (2)
1

( ) 0y x   ْحإ ( ً5-6رىْٛ ؽب ح وّب حٝ اٌكى.) 

إذا وبْ   (3)
1

( ) 0y x   ْحإ ( ً2-6رىْٛ ِٕفرعخ وّب حٝ اٌكى.) 

إذا وللبْ   (4)
1

( ) 0y x   ْ0حللإ  ٛا ٠ٚىللْٛ اٌّّللبم ِٛال٠للب ٌٍّؾللOX  ٗغٚ ِٕ جمللب ػ١ٍلل

 (.3-6)غحم١ب( وّب حٝ اٌكىً )

إذا ولللبْ   (5)
1

( )y x    ْ90حلللإ   ٚغ(
2


  ٠ٚىلللْٛ اٌّّلللبم اغسللل١ب غٜ ِٛال٠لللب  )

 (.4-6غٚ ِٕ جمب ػ١ٍٗ وّب حٝ اٌكىً ) OYٌٍّؾٛا  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3غٚعللر ١ِللً اٌّّللبم ٌٍّٕؾٕللٝ   ( :5ِضبي ) 2y x 2x 3      ػٕللر إٌم للخ(x, y) 

 اٌزٝ ٌٙب
(1) x = 3  ,  (2) x = 0  ,  (3) x = 1    

3    اٌؾً : 2y x 2x 3   
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    2dy
m(x) 3x 4x

dx
     

 ٚثبٌزبٌٝ حإْ 
 (1) m (3) = 27 – 12 = 15 > 0 

 ١ّ٠oxً ثزا٠ٚخ ؽب ح ػٍٝ اٌّؾٛا       x = 3   غٜ غْ اٌّّبم ػٕرِب 
 (2) m (0) = 0 

حلإْ   ٠y (0) = - 3ىلْٛ غحملٝ  ٚؽ١لش غْ      x = 0غٜ غْ اٌّّلبم ػٕلرِب   

 . ٠ٚ3مغ غسفٍٗ ثّمراا  oxاٌّّبم ػجباح ػٓ ِكزم١ُ ٠ٛالٜ اٌّؾٛا   
 (3) m (1) = - 1 

 ِمراا٘ب oxغٜ غْ اٌّّبم ٠حٕغ لا٠ٚخ ِٕفرعخ ِغ اٌّؾٛا   
1 3

tan ( 1)
4 4

  
       

2y    غٚعر ١ًِ إٌّؾٕٝ ( :2ِضبي ) x x 5      ػٕر إٌم خ اٌزٝ ػٕر٘ب 
  (i) x = 1  ,  (ii) x = 0  ,  (iii) x = 1/2    

 ٠ؾكت ثبٌؼحلخ  (x, y)ٚاضؼ غْ ١ًِ إٌّؾٕٝ ػٕر غٜ ٔم خ   اٌؾً :
\m(x) y (x) 2x 1    

 ٚثبٌزبٌٝ حإْ

 (i) m (1) = 1  
4


   

ِغ اٌّؾلٛا   ٠45حٕغ لا٠ٚخ ٔحف لبدّخ غٜ    (5 ,1)غٜ غْ اٌّّبم ػٕر إٌم خ   

ox . 

 (ii) m (0) = - 1    
3

4


   

 (iii) m(1 2) 0
2


    

3y ػ١ٓ إؽراص١بد إٌم خ اٌٛالؼخ ػٍٝ إٌّؾٕٝ ( :3ِضبي ) x 3x 7   

 ٌٍّٕؾٕٝ ػٕر٘ب  ٚاٌزٝ ٠ىْٛ اٌّّبم 

   3x + y = 3)ة(  ِٛال٠ب ٌٍّكزم١ُ        )غ(  غحم١ب  

3y ؽ١ش غْ  اٌؾً : x 3x 7   ْحإ    m (x) = 3x
2
 – 3 

x) 3  ٚثذٌه   m (x) = 0إذا وبْ اٌّّبم غحمٝ حإْ    )غ(
2
 – 1) = 0  

  0 = (x – 1) (x + 1)  ِٕٚٙب  

ٕٝ اٌّؼ ٝ ٚاٌزٝ ػٕر٘ب ٠ىْٛ اٌّّلبم ٌٍّٕؾٕلٝ غحملٝ ٚثبٌزبٌٝ حإْ إٌمط ػٍٝ إٌّؾ

  x = 1  ,    x = - 1  ٘ٝ إٌمط اٌزٝ ػٕر٘ب

3y ٚؽ١ش غْ x 3x 7   ْحإ y (1) = 5   ,     y (- 1) = 9   
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  ٝ٘ (9 , 1 -)     ,    (5 , 1)  إٌمط اٌّ ٍٛثخ   

  m (x) = - 3 حإْ 3x + y = 3إذا وبْ اٌّّبم ِٛال٠ب ٌٍخط     )ة( 

x) 3 ٚثبٌزبٌٝ حإْ
2
 x = 0 ِٕٚٙب ٔغر غْ  3 - = (1 – 

  ٝإٌم للخ ػٍللٝ إٌّؾٕللٝ اٌزللٝ ٠ىللْٛ ػٕللر٘ب اٌّّللبم ِٛال٠للب ٌٍخللط اٌّؼ للٝ ٘لل

 (0 , 7). 

  غٚعر إٌمط اٌٛالؼخ ػٍٝ إٌّؾٕٝ ( :4ِضبي )
2

9x
y ; x 1

1 x
  


 

  x + 5y – 2 = 0 ٍٝ اٌّكزم١ُّبم ٌٍّٕؾٕٝ ػّٛ ٠ب ػٚاٌزٝ ٠ىْٛ ػٕر٘ب اٌّ  

  ؽ١ش غْ اٌؾً :
2

9x
y

1 x



 حإْ    

2 2 2

2 2 2 2

(1 x ) 2x 1 x
m(x) 9 9

(1 x ) (1 x )

  
 

 
 

٘ٛ    m1ٌٚىٓ ١ًِ اٌّكزم١ُ اٌّؼ ٝ  
1

1
m

5
  ْٛٚثبٌزبٌٝ لاثر غْ ٠ى 

5 = 9 (1 + x
2
) / (1 – x

2
)
2
   

    9 + 9 x
2
 = 5 (1 – x

2
)
2
   

              = 5 (1 – 2 x
2
 + x

4
) 

5 x
4
 – 19 x

2
 – 4 = 0 

x 5)   ِٕٚٙب
2
 + 1) (x

2
 – 4) = 0  

x 5 ٌٚىٓ
2
 لا رؼ ٝ ؽح ؽم١م١ب 1 - = 

x رجمٝ
2
 x =  2 ِٕٚٙب ٔغر غْ   4 = 

  (6 , 2 -) ٚثبٌزبٌٝ حإْ اٌّّبم ٠ىْٛ ػّٛ ٠ب ػبٜ اٌّكزم١ُ اٌّؼٍَٛ ػٕر إٌم ز١ٓ

,  (2 , - 6) . 

 نمماس وانعمودى عهي انمنحني عند نقطت عهيه :معادنخا ا 6-2
غ ػٍللٝ ٘للذا مللٔم للخ ر  (x1 , y1)٘للٝ ِؼب ٌللخ ِٕؾٕللٝ ِللب ي    y = f(x)ٌللزىٓ    

 .y1 = f(x1)إٌّؾٕٝ غٜ غْ  

 حإْ ١ًِ اٌّّبم ػٕر ٘ذٖ إٌم خ ٠ؼ ٝ ثبٌؼحلخ

1 1

\

1 1

(x ,y )

dy
m m(x ) f (x )

dx
    

 ٚرىْٛ ِؼب ٌخ اٌّّبم ػٕر ٘ذٖ إٌم خ ٘ٝ
    1 1y y m(x x )    

 1 1 1y y m(x )(x x )    غٚ                        
\

1 1 1y y f (x )(x x )    غٚ                       
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ِكللب٠ٚب    (x1 , y1)ث١ّٕللب ٠ىللْٛ ١ِللً اٌؼّللٛ ٜ ػٍللٝ اٌّّللبم ٌٍّٕؾٕللٝ ػٕللر إٌم للخ  

1 m  ٌؼّٛ ٜ ػٕر   ٚثبٌزبٌٝ حإْ ِؼب ٌخ ا(x1 , y1)  ٝ٘ 

 
1 1

1
y y (x x )

m
    

 غٚعر ِؼب ٌخ وً ِٓ اٌّّبم ٚاٌؼّٛ ٜ ٌٍّٕؾٕٝ ( :5ِضبي )
3 2y x 2x 4    

 ػٍٝ إٌّؾٕٝ.  x = 2ػٕر إٌم خ   

 ١ًِ اٌّّبم ػٕر غٜ ٔم خ ػٍٝ إٌّؾٕٝ اٌّؼ ٝ ٘ٛ : اٌؾً :
2m(x) 3x 4x   

 y = 8 – 8 + 4 = 4     حإْ  x = 2  ػٕرِب
m = 12 – 8 = 4 

1  ٚثبٌزبٌٝ حإْ ِؼب ٌخ اٌّّبم ٘ٝ 1y y m(x x )   

y     غٜ 4 4(x 2)   
y 4x 4 0       

  ِٚؼب ٌخ اٌؼّٛ ٜ ٘ٝ
1 1

1
y y (x x )

m
    

         
1

y 4 (x 2)
4


    غٚ   

4y x 18 0    

 غٚعر ِؼب ٌخ اٌّّبم ٚاٌؼّٛ ٜ ٌٍّٕؾٕٝ ( :2ِضبي )
2 2x xy y 5 0     

 (1 ,1)  ػٕر إٌم خ

 ٍٝ إٌّؾٕٝ لأٔٙب رؾمك ِؼب ٌزٗ :  رمغ ػ (1 ,1)ٔحؽظ غٚلا غْ إٌم خ  اٌؾً :
1 + 3 + 1 – 5 = 0 

 ر غْ :ثإعراء اٌزفبضً اٌ ّٕٝ ٌٍّؼب ٌخ ٔغ
\ \2x 3x y 3y 2y y 0     

\   ِٕٚٙب 2x 3y
y

3x 2y


 


 

 m = -1٘ٛ     (1 ,1)ٌٚذٌه ٠ىْٛ ١ًِ اٌّّبم ػٕر إٌم خ  

 : (1 ,1)ِؼب ٌخ اٌّّبم ػٕر إٌم خ   
y 1 (x 1)

y x 2 0

   

  
 

 : (1 ,1)ِؼب ٌخ اٌؼّٛ ٜ ػٕر إٌم خ  



 550 

y 1 x 1

y x 0

  

 
 

 غصجذ غْ ( :3ي )ِضب
(1) 3 3x asin , y a cos ; 0 2         

2  رؾمك اٌّؼب ٌخ 3 2 3 2 3x y a  
(2) \y cot ; 0, ,2 ,.......        

 ( ِؼب ٌخ اٌّّبم ٚاٌؼّٛ ٜ ّ٘ب ػٍٝ اٌزرر١ت :3)
1

x cos ysin a sin 2 ,
2

x sin ycos a cos 2

   

    

 

 حٝ اٌّؼرٌخ ٔغر غْ  xػٓ  ( ثبٌزؼ٠ٛع 5) اٌؾً :
2 2 3 2 2 3 2 2 2 3asin a cos a (sin cos ) a       

 ( ِٓ اٌّؼ ١بد ٔغر غ2ْ) 
2 2

2

2

dx dy
3a sin cos , 3a cos sin

d d

dy 3a cos sindy dx
cot

d ddx 3a sin cos

      
 

 
      

   

 

3( ِؼب ٌخ اٌّّبم ػٕر إٌم خ  3) 3(a sin , a cos )   : ٝ٘ 
3 3y a cos cot [x a sin ]        

3   غٚ 3sin [y a cos ] cos [x asin ]         
3 3ysin x cos a cos sin a sin cos 0         

2   ِٕٚٙب 2ysin x cos a cos sin (cos sin )       
1

a cos sin asin 2
2

      

 ِٚؼب ٌخ اٌؼّٛ ٜ ٘ٝ :
3 3y a cos tan [x asin ]       

4   ِٕٚٙب 4ycos xsin a cos a sin     
2 2 2 2 2 2a (cos sin ) (cos sin ) a (cos sin ) a cos2            

 ححج انمماس وححج انعمودى وطول انمماس وطول انعمودى : 6-3
)إذا وبْ    )y f x  ِٜٕٛؾٕٝ غٍِس حٝ اٌّكزXY  ٚوبٔذ

1 1
( , )P x y  ٗٔم خ ػ١ٍ

 .    لا٠ٚخ ِمراا٘ب  OXِغ اٌّؾٛا  Pثؾ١ش ٠حٕغ اٌّّبم ٌٍّٕؾٕٝ ػٕر  

 غطٛاي الأعزاء الأاثؼخ ا٢ر١خ : حإْ
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 طٛي اٌّّبم ػٕر 
1 1

( , )P x y          ٛ٘ PTt  

  طٛي اٌؼّٛ ٜ ػٕر
1 1

( , )P x y         ٛ٘ PNn 

 طٛي رؾذ اٌّّبم                 ٛ٘ 
1tS TP 

    ٞ ّٛطٛي رؾذ اٌؼ                ٛ٘ 
1nS P N 

 ِٓ ٕ٘رسخ اٌكىً  :وبٌزبٌٝ رزؼ١ٓ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ؽ١ش
2 2 2 2

1 t 1 tt y S , n y S     

   ٌٚىٓ
\ \

t 1 1 1 n 1 1 1S y tan y y , S y tan y y       

 ثذٌه ٠ىْٛ
2

\ \1 1
1 1\ 2 \

1 1

2 2 \ 2 \ 2

1 1 1 1 1

\ \

t 1 1 n 1 1

y y
t y y 1

y y

n y y y y 1 y

S y y , S y y

   

   

 

 

اٌّّلللبم ٚرؾلللذ اٌؼّلللٛ ٜ غٚعلللر غطلللٛاي اٌّّلللبم ٚاٌؼّلللٛ ٜ ٚرؾلللذ  ( :5ِضلللبي )

 ٌٍّٕؾٕٝ

  2y x x 5   (5 ,1) ػٕر إٌم خ 

 0 = 5 – 1 + 1 – 5غٚلا ٔحؽظ غْ إٌم خ رمغ ػٍٝ إٌّؾٕٝ اٌّؼ ٝ ؽ١ش اٌؾً :

2y ٚؽ١ش غْ   x x 5    ْحإ  \y 2x 1  

y\  حإْ   x = 1     ػٕرِب   (1) 1 

        طٛي اٌّّبمt  ٛ٘  
5

t 1 1
1

  
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        ٜ ّٛطٛي اٌؼn  ٛ٘  n 5 2 

St  ٛ٘ tSطٛي رؾذ اٌّّبم      5 1 5  

Sn  ٛ٘ nS طٛي رؾذ اٌؼّٛ ٜ    5 1 5   

ذ اٌّّللبم ٚرؾللذ اٌؼّللٛ ٜ ي اٌّّللبم ٚاٌؼّللٛ ٜ ٚرؾللغٚعللر غطللٛا  ( :2ِضللبي )

3y ٌٍّٕؾٕٝ x 3x 7      ُثؾ١للللش ٠ىللللْٛ اٌّّللللبم ِٛال٠للللب ٌٍخللللط اٌّكللللزم١    

3x y 3  

3xاٌؾً :   إذا وبْ اٌّّبم ِٛال٠ب ٌٍّكزم١ُ     y 3  ْحإ 
\m y 3    

3y    ١ش غْٚؽ x 3x 7   ْحإ 
\ 2y 3x 3 3((x 1)(x 1)      

 y (0) = 7 ٚثبٌزبٌٝ   x = 0ثذٌه رىْٛ ٔم خ اٌزّبم ػٕر  

     ٛ٘ طٛي اٌّّبم  \ 21
1\

1

y
t y 1

y
  

7 7
9 1 10

3 3
  


 

\ طٛي اٌؼّٛ ٜ ٘ٛ  2

1 1n y 1 y  

            7 10  

\  طٛي رؾذ اٌّّبم

t 1 1S y y 7 3  

\  طٛي رؾذ اٌؼّٛ 

n 1 1S y y 21  

 انزاويت بين منحنيين مخقاطعين : 6-4
إذا رمبطغ ِٕؾ١ٕبْ ػٕر ٔم خ ِب حإْ لا٠ٚخ رمبطغ إٌّؾ١١ٕٓ ػٕلر ٘لذٖ إٌم لخ  

٘لٝ ٔم لخ   pٌلزىٓ   .إٌم لخٌٍّٕؾ١ٕل١ٓ ػٕلر ٘ٝ اٌزا٠ٚلخ اٌّؾحلٛاح ثل١ٓ اٌّّبسل١ٓ 

)                     رمبطغ ِٕؾ١١ٕٓ : ), ( ) y f x y g x 

٘لٝ لا٠ٚلخ   2ي    p٘ٝ لا٠ٚخ ١ًِ اٌّّبم ٌٍّٕؾٕٝ الأٚي ػٕر إٌم خ  1   ٌٚزىٓ  

 . ١ِpً اٌّّبم ٌٍّٕؾٕٝ اٌضبٔٝ ػٕر 
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   غٜ غْ :
1 1

tanm   ٕٝ١ًِ اٌّّبم ٌٍّٕؾ ٛ٘( )y f x 

 
2 2

tanm   ٕٝ١ًِ اٌّّبم ٌٍّٕؾ ٛ٘( )y g x  

رؼ ٝ ثـ   اٌزا٠ٚخ ث١ٓ اٌّّبس١ٓ 
1 2

    

 ٚثذٌه ٠ىْٛ   

1 2

1 2

tan tan
tan

1 tan tan

 


 





 

1   غٚ 2

1 2

( ) ( )

1 ( ) ( )
tan

1

f x g x

f x g x

m m

m m


 


 





 

 ملاحظاث :

5.   لا٠ٚخ اٌزمبطغ اٌؾب ح إذا وبٔذ ٝ٘ tan 0  

2. 180   لا٠ٚخ اٌزمبطغ اٌؾب ح إذا وبٔذ ٝ٘ tan 0  

3. 0    ْإذا وب
1 2

m m ٚحٝ ٘ذٖ اٌؾبٌخ حإْ ٔم خ رمبطغ إٌّؾ١١ٕٓ ٘ٝ ٔم خ رّبسّٙب 

4. 
2


    وللبْإذا

1 2
1m m    ْٚحللٝ ٘للذٖ اٌؾبٌللخ ٠زمللبطغ إٌّؾ١ٕللبْ ػٍللٝ اٌزؼبِللر ي غٚ غ

إٌّؾ١١ٕٓ ِزؼبِر٠ٓ ػٕر 
2


  

 غٚعر لا٠ٚخ اٌزمبطغ اٌؾب ح ث١ٓ إٌّؾ١١ٕٓ ( :5ِضبي )
3 2y x 2 , y 2x 2     

 ٔٛعر غٚلا ٔمط رمبطغ إٌّؾ١١ٕٓ ثؾً اٌّؼب ٌز١ٓ عجر٠ب : اٌؾً :

3  ٔ غ  2x 2 2x 2   

2x  ِٕٚٙب  (x 2) 0  

x  غٜ غْ  0 , x 2  

y  ِٕٚٙب  2 , y 10  

 (10 ,2)  ,  (2 ,0) غٜ غْ إٌّؾ١ٕبْ ٠زمبطؼبْ ػٕر إٌم ز١ٓ

1mٌزىٓ (x) 2٘ٝ ١ًِ اٌّّبم ٌٍّٕؾٕلٝ الأٚي يm (x)   ٝٔ١ِلً اٌّّلبم ٌٍّٕؾٕلٝ اٌضلب

 ػٕر غٜ ٔم خ.
2

1 2m (x) 3x , m (x) 4x   

xػٕرِب    غٚلا : 0 ْحإ  

1 2m (0) 0 , m (0) 0   

0  غٜ غْ لا٠ٚخ اٌزمبطغ  
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      ٠ٛالٜ ِؾٛا اٌك١ٕبد ٌٚٗ   (2 ,0)إٌّؾ١ٕبْ ٌّٙب ِّبم ِكزرن ػٕر إٌم خ
y = 2 
xػٕرِب     صب١ٔب : 2 ْحإ 

1 2m (2) 12 , m (2) 8  
12 8 4

tan
1 12 8 97


   

 
 

 ٘ٝ   ٚرىْٛ لا٠ٚخ اٌزمبطغ  

1 4
tan

97

  
   

 
 

 غٚعر لا٠ٚخ اٌزمبطغ اٌؾب ح ٌٍرادرر١ٓ : ( :2ِضبي )
2 2 2 2x y 8 , x y 4x    

 ث رػ اٌّؼب ٌز١ٓ ٔغر غْ : اٌؾً :
4x 8  

xغٚ    2   ٓالإؽراصٝ اٌك١ٕٝ ٌٕم خ رمبطغ اٌرادرر١ٓ ٚثلبٌزؼ٠ٛع ػل ٝ٘x 2  

24  إؽرٜ اٌرادرر١ٓ ٔغر غْحٝ ِؼب ٌخ  y 8  ِٕٚٙب y 2   

      ٝ٘ (2- ,2)   ,   (2 ,2)  ٔمط اٌزمبطغ   

1m ثفللرض غْ (x)  2 ٘للٛ ١ِللً اٌّّللبم ٌٍللرادرح الأٌٚللٝ يm (x) ًاٌّّللبم  ٘للٛ ١ِلل

 ٌٍرادرح اٌضب١ٔخ ػٕر غٜ ٔم خ.

2x\  ثإعراء اٌزفبضً اٌ ّٕٝ حإْ : 2yy 0  

1

dy x
m (x)

dx y
     

  ٚثبٌٕكجخ ٌٍرادرح اٌضب١ٔخ :
\

2

2x 2yy 4

2 x
m (x)

y

 


 

 

 حإْ :  (2 ,2)غٚلا : ػٕر إٌم خ   

1 2m (2) 1 , m (2) 0    

 ٠ٚخ اٌزمبطغ الأٌٚٝ حإْ :لا  1إذا وبٔذ  

1 1tan 1 3 4 135          

    ٝ٘ ٌٝٚ45 = 135 – 180 لا٠ٚخ اٌزمبطغ اٌؾب ح الأ
◦    

 حإْ :   (2- ,2)صب١ٔب : ػٕر إٌم خ    

1 2m (2) 1 , m (2) 0   

 لا٠ٚخ اٌزمبطغ الأٌٚٝ حإْ :  2  إذا وبٔذ
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2 2tan 1 4 45         

 طغ اٌؾب ح اٌضب١ٔخ.٘ٝ لا٠ٚخ اٌزمب

 

 (1-6حمارين )

 غٚعر ِؼب ٌخ اٌّّبم ٚاٌؼّٛ ٜ ٌٍّٕؾ١ٕبد ا٢ر١خ ػٕر إٌم خ اٌّؼ بح : -5
(i) y = x

2
 – 2x + 3         ;           (1, 2) 

(ii) y x ; (4,2)  

(iii) 3y 2 x ; ( 1, 2)    

(iv) 2y 25 x ; (3,4)   

ّٙلب ػٕلر ٘لذٖ ؾ١ٕبد اٌزب١ٌلخ ي صلُ غٚعلر اٌزا٠ٚلخ ث١ٕٔمط اٌزمبطغ لألٚاط إٌّ غٚعر -2

 : إٌمط
(1) 2y x 1 , y 2x 4     

(2) 2 2y 2x 3 , y x x 5      

(3) 2 2 2 2x y 25 , x y 3x 4y 32       

ػٍلٝ ولح ِلٓ إٌّؾ١ٕلبد   (x1, y1)غٚعر ِؼب ٌزٝ اٌّّبم ٚاٌؼّٛ ٜ ػٕر إٌم خ   -3

 خ :اٌزب١ٌ
(i) 2 2 2x y a     (ii) 2y 4a x  

(iii) 24a y x    (iv) 
2 2

2 2

x y
1

a b
   

(v) 
2 2

2 2

x y
1

a b
   

 ػ١ٓ إٌمط اٌٛالؼخ ػٍٝ إٌّؾٕٝ : -4
y x (1 x) ; x 1     

 : ٘بػٕر٠ىْٛ اٌّّبم ٚاٌزٝ 

 . oxِغ اٌّؾٛا   ٠45حٕغ لا٠ٚخ   ( غ)

x  ػّٛ ٜ ػٍٝ اٌّكزم١ُ ( ة) 9y 7  

3 غٚعر إٌمط اٌزٝ رمغ ػٍٝ إٌّؾٕٝ  -5 2y x 2x 3x 9     ثؾ١لللللش ٠حلللللٕغ

1tanاٌّّبم ٌٍّٕؾٕٝ ػٕر٘ب ِغ ِؾٛا اٌك١ٕبد لا٠ٚخ ِمراا٘ب   ( 3) . 

4غٚعللر اٌللٕمط اٌٛالؼللخ ػٍللٝ إٌّؾٕللٝ  -6 3y x 2x    ثؾ١للش ٠ىللْٛ اٌّّللبم ػٕللر٘ب

  oxِٛال٠ب اٌّؾٛا  

 صُ غٚعر ِؼرلاد الأػّرح ػٍٝ إٌّؾٕٝ ػٕر ٘ذٖ إٌمط.
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2y   غٚعر اٌزا٠ٚخ ث١ٓ اٌّّبس١ٓ ٌٍّٕؾٕلٝ -7 x 5x 12       ٓي  (2 ,2)ػٕلر إٌم زل١

 صُ غٚعر ِؼب ٌخ وً ِٓ اٌّّبس١ٓ ٚاٌؼّٛ ١٠ٓ ػ١ٍّٙب. (12- ,5-)

ٚإٌّؾٕٝ      x – y = 1غٚعر ٔم خ رّبم اٌّكزم١ُ   -8
2 2x y

1
4 3
   صلُ غٚعلر ِؼب ٌلخ

اٌؼّلللٛ ٜ ػٍلللٝ إٌّؾٕلللٝ ػٕلللر رٍللله إٌم لللخ. ولللذٌه غطلللٛاي رؾلللذ اٌّّلللبم ٚرؾلللذ 

 اٌؼّٛ ٜ.

xٌٍّٕؾٕلٝ    غٚعر ِؼب ٌزٝ اٌّّبم ٚاٌؼّلٛ ٜ  -9 y x y       3)ػٕلر إٌم لخ, 

1). 

 غٚعر ِؼب ٌزٝ اٌّّبم ٚاٌؼّٛ ٜ ٌٍّٕؾ١ٕبد ا٢ر١خ ػٕر إٌمط اٌّج١ٕخ : -50
(1) y tan 2x ; (0,0)   

(2) 1 x 1
y sin ;

2

 
  

 . oxػٕر ٔم خ اٌزمبطغ ِغ اٌّؾٛا     

(3) 
2(1 x )y e   

(4) y ln x ; (1,0)  

 y = 1 ػٕر ٔم خ اٌزمبطغ ِغ اٌّكزم١ُ   

(5) x cos , y sin ;
2


         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 557 

   Mean value theorem نظريت انقيمت انمخوسطت 6-5
a  اٌللخ ِؼرحللخ ِٚزحللٍخ حللٝ حزللرح ِللب  f (x)  ٌللزىٓ  x b   ْحزىللْٛ إٌم زللب .

 A a,f (a)  ي B b, f (b) .ٔم ز١ٓ ػٍٝ ِٕؾٕٝ ٘ذٖ اٌراٌخ 

 

 

 

 

 

 

 

 ٘ٛ  ١ِABً اٌٛرر  
f (b) f (a)

m
b a





 

اٌحلِللخ ٌىللٝ رىللْٛ ٕ٘للبن ٔمللط ػٍللٝ ٘للذا إٌّؾٕللٝ  طٚإٌظر٠للخ اٌزب١ٌللخ رؼ ١ٕللب اٌكللر

ّلخ اٌّزٛسل خ اٌم٠١ىْٛ اٌّّبم ػٕر٘ب ِٛال٠ب ٌٍٛرر غٚ ركّٝ ٘لذٖ إٌظر٠لخ ثٕظر٠لخ 

   First mean-value theoremالأٌٚٝ    

 ( :1-6نظريت )انقيمت انمخوسطت( )

a اٌلخ ِؼرحلخ ِٚزحلٍخ حلٝ اٌفزلرح   f (x)  إذا وبٔلذ  x b   ًٚلبثٍلخ ٌٍزفبضل

aحٝ اٌفزرح  x b     حإٔٗ رٛعر ػٍٝ الألً ل١ّخx = c    حٝ اٌفزرح(a, b) ْثؾ١ش غ 
\ f (b) f (a)

f (c)
b a





 

 ِٓ اٌّّىٓ إصجبد ٘ذٖ إٌظر٠خ ٕ٘رس١ب وّب ٠ٍٝ :

 ٘ٝ  ABِؼب ٌخ اٌّكزم١ُ  
f (b) f (a)

y f (a) (x a)
b a


  


 

 .ABٔم خ ػٍٝ اٌخط اٌّكزم١ُ    (x, y)ؽ١ش  

٠ؼ لٝ ثلـ  AB ٚإٌّؾٕٝ  ٠ٚABبٌزبٌٝ حإْ اٌفرق حٝ الاؽراصٝ اٜ اٌحب ٜ ٌّكزم١ُ  

: 
f (b) f (a)

F(x) f (x) y f (x) f (a) (x a)
b a


     


 

 ٔغر غْ  xثبٌزفبضً ثبٌٕكجخ إٌٝ 
\ \ f (b) f (a)

F (x) f (x)
b a


 


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aثؾ١ش   xٚ٘ذٖ  اٌخ ِؼرحخ ٌم١ُ   x b . 

  ABرزمبطغ ِلغ اٌّكلزم١ُ    ABؽ١ش غْ إٌّؾٕٝ   F (a) = F (b) = 0ٌٚىٓ ٚاضؼ غْ  

 ػٕر ٘ذٖ إٌم خ.

  (a, b)حٝ اٌفزلرح    x = cٕظر٠خ اٌزب١ٌخ( حإٔٗ رٛعر ٔم خ  طجمب ٌٕظر٠خ اٚي )اٌ  

Fثؾ١ش ٠ىْٛ 
\
 (c) = 0 ْٛي ٚثذٌه ٠ى 

\ f (b) f (a)
f (c) ; a c b

b a


  


 

,0حلللٝ اٌفزلللرح   xغٚعلللر إٌم لللخ     ( :5ِضلللبي )
6

 
 
 
ثؾ١لللش ٠ىلللْٛ اٌّّلللبم ػٕلللر٘ب  

yٌٍّٕؾٕٝ  sin 3x  ٌٍٛ رر  ِٛال٠ب
6

y x


 

yٚاضؼ غْ اٌراٌخ  اٌؾً : sin 3x  ثبٌزلبٌٝ  .ِزحلٍخ ٚرفبضل١ٍخ حلٝ اٌفزلرح اٌّؼٍِٛلخ

Cحإٔٗ رٛعر  0,
6

 
 
 

  ثؾ١ش 
sin 3 sin o

66
3cos3c

0
6

 
 

  
 


 

 11
c cos 2

3

    

y = xٕؾٕٝ  غثؾش إٌمط ػٍٝ اٌّ ( :  2ِضبي )
ثؾ١لش رزؾملك   (3 ,1 -)حلٝ اٌفزلرح    2

 ٔظر٠خ اٌم١ّخ اٌّزٛس خ الأٌٚٝ.

y = x       ؽ١ش غْ اٌؾً :
 حإْ    2

Y (- 1) = 1 ,         y (3) = 9 

 

f (b) f (a) 9 1
2

b a 3 ( 1)

 
  

  
 

  ٌٚىٓ
dy

2x
dx

 

 x = 2 2   خ لاثر غْ ٠ىْٛ ٌىٝ رزؾمك ٔظر٠خ اٌم١ّخ اٌّزٛس

      إٌظر٠خ رزؾمك ػٕرِبx = 1    (3 ,1 -)ٚ٘ٝ رمغ  اخً اٌفزرح. 

 Rolle's theorem (2-6نظريت رول  )

a اٌخ ِزحٍخ حٝ اٌفزرح   f (x)إذا وبٔذ    x b    حٝ اٌفزلرح ٚلبثٍخ ٌحشزمبق

a x b    حإٔللٗ رٛعللر ػٍللٝ الألللً ل١ّللخ ٚاؽللرحx = c    ثؾ١للشf
\
 (c) =0    ؽ١للش

a x b  . 
اٌّزحلٍخ   ٠f (x)ّىٓ ص١بغخ ٘ذٖ إٌظر٠خ ثكلىً خخلر : طبٌّلب وبٔلذ اٌراٌلخ   

غ١ر صبثزخ حلٝ ٘لذٖ اٌفزلرح حإٔلٗ رٛعلر ػٍلٝ الأللً   (a, b)ٚاٌمبثٍخ ٌٍزفبضً حٝ اٌفزرح  
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وّلب حلٝ اٌكلىً   (a, b)ح  ل١ّخ ػظّٝ ٚاؽرح غٚ ل١ّخ صررٜ ٚاؽرح ٌٍراٌلخ حلٝ اٌفزلر

 اٌّمبثً.

 

   وّب غْ ٘ذٖ إٌظر٠خ رؼٕٝ ٕ٘رس١ب ٚعٛ  ٔم خ ػٍٝ ِٕؾٕٝ اٌراٌخ 
y = f (x)    ;    a x b     ,      f (a) = f (b) 

 .oxثؾ١ش ٠ىْٛ اٌّّبم ػٕر ٘ذٖ إٌم خ ِٛال٠ب ٌٍّؾٛا  

 ثر٘بْ ٔظر٠خ اٚي :

 :ٌؾبٌز١ٓ ٌجرٕ٘خ إٌظر٠خ ٔؼزجر ا 

. حللٝ ٘للذٖ  (a, b)ِملراا صبثللذ ي حللٝ اٌّغللبي   kي ؽ١للش  f (x) = kإذا وبٔلذ   غٚلا :

fاٌؾبٌخ رىلْٛ  
\
حلٝ ولً اٌّلرٜ ٚثلذٌه ٔىلْٛ للر غصجزٕلب إٌظر٠لخ حلٝ ٘لذٖ اٌؾبٌلخ   0 = 

 اٌجك١ خ.

fإذا وبٔذ  صب١ٔب : (x) k   حٝ اٌّغبي(a, b) ٌْذٌه ٔفرض غ .f (x)  ا  ثؼلر  رز x = 

a  حإْ  زبٌٝ ٌٚثبf
\
 (x) ُرىْٛ ِٛعجخ ٌجؼع لل١  x > a   ٌٓٚىل .f (a) = f (b)   .ِزحلٍخ

f. غٜ غْ  xٌللجؼع لل١ُ غخلرٜ ٌٍّزر١لر   f (x)ححثلر غْ رزٕلبلا اٌم١ّلخ 
\
 (x)  رر١للرد

fٚؽ١ش غْ   (a, b)إشبارٙب حٝ اٌفزرح  
\
 (x)  ْلأ ( اٌخ ِزحلٍخ f (x) (a, b) ْح١غلت غ )

fرىْٛ  
\
 (x) = 0  ػٕر إٌم خc  ٔمط اٌفزرح ِٓ(a, b). 

 
 .x = aثؼر رزٕبلا  f (x)ثبٌّضً ٠ّىٓ اٌٛصٛي إٌٝ ٔفس إٌز١غخ إذا حرضٕب غْ 

 ِحؽظبد ػٍٝ ٔظر٠خ اٚي :

 سٕؼ ٝ ا٢ْ ثؼع اٌّحؽظبد اٌٙبِخ ػٍٝ ٔظر٠خ اٚي : 

خ ح حٝ إٌظر٠خ ضرٚا٠خ ثّؼٕٝ غٔٗ اثّب لا رزؾمك إٌظر٠لاٌكرٚط اٌّذوٛا  -5

 ِبٌُ رزؾمك وً غٚ ثؼع ٘ذٖ اٌكرٚط. ٌزٛض١ؼ ذٌه ٔؼزجر ا٢رٝ :
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i.   حٝ اٌكىً اٌّمبثً ٔغر غْ اٌراٌخ غ١ر ِزحٍخ حٝ اٌفزلرح(a, b)  ْٚغf (a) = 0, 

  f (b) = 0   ث١ّٕلب\f (x) 0  ػٕلر ٔم لخ ِلٓ اٌفزلرح(a, b) ْغٜ غْ اٌكلرط غ .

 ِزحٍخ شرط ضرٚاٜ. f (x)رىْٛ 

ii. غْ  اٌكللرطf (x)  ٠غللت غْ رىللْٛ ِزحللٍخ حللٝ اٌفزللرح اٌّرٍمللخ[a, b]  شللرط

 ضرٚاٜ غ٠ ب. 

 لأٔٗ إذا اػزجرٔب اٌراٌخ 

 

 

حٝ ؽ١ٓ غٔٙب غ١ر ِزحٍخ ػٕر وً ِٓ  x < 2 > 1٘ذٖ اٌراٌخ ِزحٍخ حٝ اٌفزرح  

x = 1 ,  x = 2   ٚثبٌزبٌٝ  [2 ,1]غٜ غْ اٌراٌخ غ١ر ِزحٍخ ػٍٝ اٌفزرح اٌّرٍمخ

 ِزؾممخ. حٕظر٠خ اٚي غ١ر

iii.  ْاٌراٌخ  اٌكرط غf (x)  ٠غت غْ رىْٛ لبثٍخ ٌٍزفبضً حٝ اٌفزرح اٌّفزٛؽخ(a, 

b)  ٝشرط ضرٚاٜ. حّلضح إذا اػزجرٔلب اٌراٌلخ اٌّّضٍلخ ثبٌكلىً اٌّمبثلً ي ٘ل

٠ىللْٛ    (a, b) ٚثبٌزللبٌٝ لا رٛعللر ٔم للخ  p اٌللخ غ١للر لبثٍللخ ٌٍزفبضللً ػٕللر 

f ػٕر٘ب  
\
 ( ) = 0 . 

iv.   ػٕلر ٔملط ٔٙب٠لخ إٌ لبق رىْٛ اٌراٌخ لبثٍخ ٌٍزفبضً  ِٓ اٌ رٚاٜ غ١ٌْس
[a, b] 

ٔظر٠للخ اٚي لإ٠غللب  عللذٚا ِؼب ٌللخ عجر٠للخ . ٌزٛضلل١ؼ ذٌلله ٠ّىللٓ اسللزخراَ   -2

علذااْ ِلٓ علذٚا   a, bٚٔفلرض غْ   f (x) = 0ٔفلرض غْ ٌلر٠ٕب اٌّؼب ٌلخ  

fغذْ ِلٓ ٔظر٠لخ اٚي ٔغلر غْ   f (a) = 0   f (b) = 0٘لذٖ اٌّؼب ٌلخ ي غٜ غْ 
\
 

(x) = 0   ٌم١ّلخ ِلبx = c  ؽ١لشa < c < b  . ْٚ٘لذٖ إٌز١غلخ صلؾ١ؾخ ِّٙلب ولب

ػٍلٝ غ٠ّٙلب. غٜ غٔلٗ إذا  cحإٔلٗ رٕ جلك  aػٍلٝ  b. حلإذا أ جملذ aِلٓ  bلرة 

f  ح١غت غْ رىلْٛ x = aعذااْ ِٕ جمبْ ػٕر  f (x) = 0وبْ ٌٍّؼب ٌخ  
\
 (x) = 

 . ثذٌه ٔكزٕزظ إٌزبدظ اٌٙبِخ ا٢ر١خ : x = a  ػٕر  0

 ( :  ١5غخ )ٔز

a  اٌلللخ ِؼرحلللخ ِٚزحلللٍخ ػٍلللٝ اٌفزلللرح   f (x)إذا وبٔلللذ            x b    ٍٝٚللللبث

aٌحشزمبق حٝ اٌفزلرح  x b    ِٓلٓ علذٚا اٌّؼب ٌلخ  ي حلإْ ثل١ٓ غٜ علذا٠f (x) = 0  

fػٍٝ الألً ٌٍّؼب ٌخ ٠ٛعر عذا ٚاؽر 
\
 (x) = 0 . 

 ( :2ٔز١غخ )

0 x 1

f (x) x 1 x 2

0 x 2




  
 
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f٘ٛ حٝ ٔفس اٌٛلذ عذا ٌٍّؼب ٌلخ  f (x) = 0اٌغذا اٌّ بػف ٌٍّؼب ٌخ   
\
 (x) 

 = xِٓ اٌّراد ػٕلر  rعذا ِىرا  f (x) = 0ٚػٍٝ ٚعٗ اٌؼَّٛ إذا وبْ ٌٍّؼب ٌخ  0 =

a  ْحإx = a : رىْٛ عذاا ٌٍّؼب لاد 
\ \\ (r 1)f (x) 0, f (x) 0,..........., f (x) 0    

 ( :3ِضبي )

ثز ج١لك ٔظر٠لخ اٚي ػٍلٝ اٌراٌلخ  
sin x

f (x)
x

   ثل١ٓ غْ ٌٍّؼب ٌلخx cot x = 1  

xعذا ث١ٓ  , x 2    . 

xاٌؾً : ػٕر  , x 2           ْٔغر غ
sin x

0
x

 

     ْثز ج١ك ٔظر٠خ اٚي حإ  
\f (x) 0; 2       

\    ٌٚىٓ

2

cos sin
f ( )

  
 


  

cos sin 0 ; 2           

2 ٌٚىٓ ٌىً     ْٔؼٍُ غ  sin 0  

cos   ٚثذٌه ٔغر غْ 1 0 ; 2        

 ثبسزخراَ ٔظر٠خ اٚي ٚضؼ غْ ٌٍّؼب ٌخ ( :4ِضبي )
4 2f (x) x 4x 4x 12 0      

 صُ غٚعر اٌغذٚا.ي ِٚٓ   x = 2عذا ِ بػف ػٕر  

 حٝ اٌ رف الأ٠كر ٌٍّؼب ٌخ ٔغر غْ x = 2ثٛضغ   اٌؾً :
f (2) = 16 – 36 + 8 + 12 = 0 

f   ٔغر وذٌه غْ 
\
 (2) = 4 (2)

3
 – 18 (2) + 4 = 0 

f (2) = 0   ,               f  غٜ غْ 
\
 (2) = 0  

ٌٍّؼب ٌلخ عذا ِ بػف   x = 2ي ٚثبٌزبٌٝ ؽكت ٔظر٠خ اٚي ٔكزٕزظ غْ   x = 2ػٕر  

(x – 2) حلإْ f (x) = 0 علذا ِ لبػف ٌٍّؼب ٌلخ x = 2 غْاٌّؼ بح. ٚؽ١ش 
ػبِلً ِلٓ  2

 ي ٚثبٌمكّخ اٌّ ٌٛخ ٔغر غْ  f (x) ػٛاًِ اٌّمراا
2 2f (x) (x 2) (x 4x 3) 0      

 غٜ غْ
2(x 2) (x 1)(x 3) 0     

     ٝ٘ 3- ,1- ,2 ,2  عذٚا اٌّؼب ٌخ. 
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 Cauchy mean-value theorem (3-6نظريت كوش نهقيمت انمخوسطت )

  [a, b] اٌزلللبْ ِؼرحزلللبْ ِٚزحلللٍزبْ حلللٝ اٌفزلللرح    g (x), f (x)إذا وبٔلللذ   

gٚوبٔذ   (a, b)ٚرفبض١ٍزبْ حٝ اٌفزرح 
\
 (x) ≠ 0   حإٔٗ رٛعر ٔم لخ حٝ ٘ذٖ اٌفزرحx = c  

   ثؾ١ش ٠ىْٛ (a, b)رمغ  اخً اٌفزرح  
\

\

f (x) f (b) f (c)

g(a) g(b) g (c)





 

 ٔؼزجر اٌراٌخاٌجر٘بْ : 

 \ f (a) f (b)
F (x) f (x) f (a) g(x) g(a)

g(a) g(b)


   


 

aِزحلللٍخ ػٍلللٝ اٌفزلللرح   F (x)  ِلللٓ اٌٛاضلللؼ غْ x b     ي ٚرفبضللل١ٍخ حلللٝ اٌفزلللرح 

a x b   ْي ٚغF (a) = F (b) = 0 . 

aثؾ١لش غْ    x = c الألً ٔم لخغذْ طجمب ٌٕظر٠خ اٚي ٔغر غٔٗ رٛعر ػٍٝ  x b    ي
F

\
 (x) = 0 
 ٌٚىٓ

\ \ \f (a) f (b)
F (x) f (x) g (x)

g(a) g(b)


 


 

\ \f (a) f (b)
f (c) g (c) 0

g(a) g(b)


  


 

 ِٕٚٙب ٠ضجذ اٌّ ٍٛة.

 ِحؽظبد : 

لا ٠ّىٓ اسزٕزبط ٘ذٖ إٌظر٠خ ِٓ ٔظر٠خ اٌم١ّخ اٌّزٛس خ الأٌٚٝ لأٔٗ ؽكت  – 5

 ٘ذٖ إٌظر٠خ ٔغر غْ :
\ \

1 2

f (a) f (b) g(a) g(b)
f (x ) , g (x )

a b a b

 
 

 
 

1  ؽ١ش 2a x ,x b    ْثبٌمكّخ ٔغر غ 
\

1

\

2

f (x )f (a) f (b)

g(a) g(b) g (x )





 

 .  x1, x2ٌٚىٓ ١ٌس ِٓ اٌ رٚاٜ غْ رزكبٜٚ  

 حٝ ٔظر٠خ وٛش ٠ٕزظ غْ   g (x) = xػٕر ٚضغ   – 2
\f (a) f (b)

f (c)
a b





 

 ٚ٘ذٖ ٘ٝ ٔظر٠خ اٌم١ّخ اٌّزٛس خ الأٌٚٝ.

2f إذا وبٔذ ( :5ِضبي ) (x) x , g(x) log x , 1 x 4    

 اٌزٝ ػٕر٘ب رزؾمك ٔظر٠خ وٛش. (4 ,1)حٝ اٌفزرح  cغٚعر إٌم خ   
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 رٕا ٔظر٠خ وٛش ػٍٝ  اٌؾً :
\

\

f (1) f (4) f (c)
; 1 c 4

g(1) g(4) g (c)


  


 

 ٚثبٌزبٌٝ حإْ :
1 16 2c

; 1 c 4
0 log 4 1 c


  


 

2 15 1 15
2c c

2log 2 2 log 2
     

 

 انصورة انعامت ننظريت انقيمت انمخوسطت
 ٌم١ّخ اٌّزٛس خ الأٌٚٝ رٕا ػٍٝ غْ :ٔؼٍُ غْ ٔظر٠خ ا 

\f (a) f (b)
f (c) ; a c b

a b


  


 

 ٚثىزبثخ ٘ذٖ اٌّزكب٠ٚخ ػٍٝ اٌحٛاح
\f (b) f (a) (b a)f (c)    

 ٠ىْٛ  b – a = h ٔفرض ا٢ْ غْ
c a h ; 0 1       

\f (a h) f (a) hf (a h) ; 0 1        

خ الأٌٚلٝ لأٔٙلب رؾزلٜٛ ػٍلٝ ركّٝ ٘ذٖ اٌح١رخ ثٕظر٠خ اٌم١ّلخ اٌّزٛسل خ ِلٓ اٌررجل

 اٌّكزمخ اٌزفبض١ٍخ ِٓ اٌررجخ الأٌٚٝ ٌٍراٌخ.

لبثٍخ ٌٍزفبضلً ػلر  ِلٓ اٌّلراد حإٕٔلب ٔؾحلً ػٍلٝ صل١    f (x)غِب إذا وبٔذ اٌراٌخ  

 ٌٕظر٠خ اٌم١ّخ اٌّزٛس خ ِٓ ارت غػٍٝ :

 : (4-6) بت انثانيتحنظريت انقيمت انمخوسطت من انر

f (x), fإذا وبٔذ   
\
 (x)  ٚ   اي ِؼرحخ ِٚزحٍخ ػٍٝ اٌفزرحa x b   ي ٚوبٔلذ

f
\
 (x)  حٝ اٌفزرح  رفبض١ٍخa x b  : ْحإ 

2
\ \\h

f (a h) f (a) hf (a) f (a h)
2!

      

bؽ١ش    a h , 0 1     

 ( :5-6نظريت انقيمت انمخوسطت من انرحبت اننونيت )

\إذا وبٔللللذ    \\ (n 1)f (x),f (x),..., f (x)    ٚاي ِؼرحللللخ ِٚزحللللٍخ ػٍللللٝ اٌفزللللرح 

a x b    ي ٚوبٔذ(n 1)f (x)   لبثٍخ ٌٍزفبضً حٝ اٌفزرحa x b  : ْحإ 
2 n 1 n

\ \\ (n 1) (n)h h h
f (a h) f (a) hf (a) f (a) ...... f (a) f (a h)

2! (n 1)! n!


       


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b  ؽ١ش a h , 0 1     

 وزّر٠ٓ. ٠زرن إصجبد ٘ذٖ إٌظر٠بد

 أمثهت عهي نظريت انقيمت انمخوسطت

3y( : غٚعر إٌم خ ػٍٝ لٛم إٌّؾٕٝ  6ِضبي ) x x   ٓ2)اٌٛاصلً ثل١ٓ إٌم زل١, 

ِٛال٠ب اٌلٛرر اٌٛاصلً ثل١ٓ ثؾ١ش ٠ىْٛ اٌّّبم ٌٍّٕؾٕٝ ػٕر ٘ذٖ إٌم خ   (0 ,1) , (6

 إٌم ز١ٓ اٌّؼٍِٛز١ٓ.

 ثؾ١ش غْ  cّزٛس خ الأٌٚٝ رىْٛ إٌم خ اٌّ ٍٛثخ ٘ٝ اٌؾً : ِٓ ٔظر٠خ اٌم١ّخ اٌ
\f (2) f (1)

f (c)
2 1





 

 ٚؽ١ش غْ
3 \ 2f (x) x x , f (x) 3x 1 , f (1) 0 , f (2) 6       

26  حإْ : 0
3c 1

2 1


 


 

  ِٕٚٙب
7

c
3

 

ث١ٓ  ٠حؽظ غٕٔب غخذٔب الإشباح اٌّٛعجخ ٌٍغذا ٚذٌه لأْ اٌغذا ا٢خر اٌكبٌت لا ٠مغ

1, 2 . 

4 7
f (c) y(c)

3 3
    

     ٝ٘ إٌم خ اٌّ ٍٛثخ
7 4 7

,
3 3 3

 
  
 

 

x اٌّزٛس خ لإصجبد غْ( : اسزخرَ ٔظر٠خ اٌم١ّخ 7ِضبي ) log (1 x)  

 اٌّٛعجخ xٌغ١ّغ ل١ُ  

f  اٌؾً : ٔفرض غْ (x) x log(1 x) ; x 0    

\ x
f (x)

1 x
 


 

 . b > 0غٜ ل١ّخ ثؾ١ش    bي  a = 0ي  f (x)ٔكزخرَ ٔظر٠خ اٌم١ّخ اٌّزٛس خ ٌٍراٌخ  

 ٠ىْٛ ػٕر٘ب  c < b > 0ثؾ١ش   cطجمب ٌٍٕظر٠خ رٛعر ٔم خ 
\ f (b) f (0)

f (c)
b 0





 

c b log(1 b) 0

1 c b

  
 


 

 ِٕٚٙب
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bc
b log(1 b) 0

1 c
   


 

 b   >  log (1+b)  ي ٚثذٌه ٠ىْٛ  b, c > 0لأْ   

   x  >  log (1+x) ٠ىْٛ  x  >  0إخز١با٠خ حإْ ٌىً    b  >  0ٚؽ١ش غْ  

( : اثؾش ػر  إٌمط اٌزٝ رزؾمك ػٕر٘ب ٔظر٠خ اٚي ٌٍراٌخ اٌّؼرحلخ ثبٌمبػلرح 8ِضبي )

 ا٢ر١خ :

2

2x ; x 0
f (x)

x ; x 0


 


 

 .[2 ,2-]حٝ اٌفزرح  

 ٔغر غْ   x = - 2ػٕرِب    اٌؾً :
2f ( 2) ( 2) 4     

 ٔغر غْ  x = 2ػٕرِب   
f (2) 2 2 4    

 f (a) = f (b) = 4  غٜ غْ

 .ٚثذٌه ٠زؾمك غؽر شرٚط ٔظر٠خ اٚي 

 لأْ  ٠x = 0حؽظ غ٠ ب غْ اٌراٌخ ِزحٍخ ػٕر إٌم خ    

x 0x 0

2

x 0x 0

lim f (x) lim 2x 0

lim f (x) lim x 0









 

  
 

غ٠ للب ٠جمللٝ غْ ٔجؾللش الاشللزمبق ِزؾمللك  [2 ,2 -]غٜ غْ شللرط الارحللبي حللٝ اٌفزللرح  

 .x = 0ػٕرِب  

  x > 0غٚلا : إذا وبٔذ  
\f (x) 2   

 ٔغر غْ   x = 0ٚثبٌزبٌٝ ػٕرِب   
\f (0) 2  

  x < 0صب١ٔب : إذا وبٔذ  
\f (x) 2x   

 ٔغر غْ   x = 0ٚثبٌزبٌٝ ػٕرِب   
\f (0) 0  

 ,2 -] اخلً اٌفزلرح   x = 0غ١ر لبثٍخ ٌحشزمبق ػٕر إٌم خ    f٘ذا ٠ري ػٍٝ غْ اٌراٌخ  

2]  
     .ٔظر٠خ اٚي لا رزؾمك لأْ غؽر اٌكرٚط اٌضحصخ غ١ر ِزٛحر 

 ؽمك ٔظر٠خ اٌم١ّخ اٌّزٛس خ ٌٍراٌخ( : 9ِضبي )
f (x) x x ; 3 x 3     
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  a = - 3   ,    b = 3 اٌؾً : ٔؼزجر  

 ِٓ رؼر٠ف اٌم١ّخ اٌّ ٍمخ ٔغر غْ
2

2

x ; x 0
f (x)

x ; x 0

 
 

 
 

 ٔغر غْ  x = - 3ػٕرِب    
2f ( 3) ( 3) 9       

 ٔغر غْ  x = 3ػٕرِب   
2f (3) (3) 9   

 ٚؽ١ش غْ

x 0 x 0
lim f (x) lim f (x) 0  

   

3 حإْ اٌراٌخ ِزحٍخ ػٍٝ اٌفزرح x 3  . 

 ٚاضؼ غْ 

\
2x ; x 0

f (x)
2x ; x 0


 

 
 

 ٔغر غْ  x = 0ػٕرِب    
\f (0) 0  

fغٜ غْ اٌّكزمخ  
\
 (x)  ٚثبٌزلبٌٝ رزؾملك ٔظر٠لخ  [3 ,3 -]ِٛعٛ ح ِٚزحلٍخ ػٍلٝ اٌفزلرح

 ثؾ١ش [3 ,3 -]حٝ اٌفزرح   cاٌم١ّخ اٌّزٛس خ غٜ رٛعر ل١ّخ  
\f (3) f ( 3)

f (c)
3 ( 3)

 


 
 

 ٌٚىٓ

\
2c ; c 0

f (c)
2c ; c 0


 

 
 

   ْٕ٘بن اؽزّبلا 
2 c = 3      ,       - 2 c = 3 

 غٜ رٛعر ٔم زبْ رزؾمك ػٕر غٜ ِّٕٙب إٌظر٠خ ّٚ٘ب
3 3

,
2 2

  

 . [3 ,3 -]ٚوحّ٘ب رمغ حٝ اٌفزرح  

 

 

 

 (2-6حمارين )
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اٚي غٚ ٔظر٠لخ  حلٝ اٌفزلرح اٌّؼ لبح ثؾ١لش رزؾملك ٔظر٠لخ cإٌم خ  ػ١ٓ  -5

 اٌم١ّخ اٌّزٛس خ ٌٍرٚاي ا٢ر١خ :
(1)  2f (x) x 6x 7 ; 1 x 5      

(2) 3f (x) x 4x 3 ; 0 x 2      

(3) 2f (x) x 16 ; 4 x 4      

(4) 2 3f (x) x ; 0 x 8    

(5) f (x) (x 3) x ; 1 x 6     

(6) 1 3f (x) x ; 8 x 1     

(7) f (x) cos x ; x
2 2

 
     

(8) 
2x ; x 1

f (x) ; 0 x 4
2x ; x 1

 
  


 

 ؽمك ٔظر٠خ اٚي ٌٍرٚاي ا٢ر١خ : -2
(i) 3y x 4x ; 2 x 2      

(ii) y sin x ; 0 x     

(iii) y (x a)(x b) ; a x b      

(iv) y (sin x) x ; x 2     

(v) xy e sin x ; 0 x     

اٚي ث١ٓ غْ اٌّؼب لاد ا٢ر١خ ٌٙلب علذٚا ِ لبػفخ ػٕلر ثبسزخراَ ٔظر٠خ  -3

 إٌم خ اٌّؼ بح ِٚٓ صُ ؽً وً ِٓ ٘ذٖ اٌّؼب لاد :
(1) 3x 12x 16 0 ; x 2     

(2) 4 3x 5x 32x 32 0 ; x 4       

 : ؽزٝ ٠ىْٛ ٌٍّؼب ٌخ a, b, cغٚعر ل١ُ   -4
5 2x ax bx c 0     

 x = 1    عذا ِىرا صحس ِراد ػٕر   

اٌزٝ رؾمك ٔظر٠خ اٌم١ّلخ اٌّزٛسل خ الأٌٚلٝ  a, bاٌٛالؼخ ث١ٓ  cغٚعر ل١ّخ  -5

 ٌىً ِٓ اٌرٚاي ا٢ـ١خ :
(1) f (x) x(x 1)(x 2) ; a 0 , b 2      

(2) 3f (x) x  

 a, bث١ٓ غٜ ل١ّز١ٓ       

 :ؽمك ٔظر٠خ اٌم١ّخ اٌّزٛس خ ػٍٝ إٌّؾٕٝ ٌٍراٌخ  -6
2

1 2y x 2p x p    
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٠ىللْٛ ِٛال٠للب ٌٍّللبم ٌٍّٕؾٕللٝ ػٕللر   x = aي  x = bِج١ٕللب غْ اٌللٛرر اٌٛاصللً ثلل١ٓ 

إٌم خ
1

x (a b)
2

  

 : إذا ٚضؼٕب ٔظر٠خ اٌم١ّخ اٌّزٛس خ الأٌٚٝ ػٍٝ اٌحٛاح  -7
\f (a h) f (a) hf (a h)     

 ٌىً ِٓ اٌرٚاي ا٢ر١خ :  غٚعر ل١ّخ    
(1) 3f (x) x ; a 0 , h 2    

(2) f (x) 1 x ; a 1 , h 8    

 اسزخرَ ٔظر٠خ اٌم١ّخ اٌّزٛس خ لإصجبد : -8

 حبصجذ a  >  1ي    r  >  1ػر اْ ؽم١م١بْ ٚوبْ     a ,  r(   إذا وبْ  5)  
3a 1 r(a 1)    

1  (   غصجذ غ2ْ)  1tan b tan a b a   

  (   غصجذ غ3ْ) 
b a b b a

log
b a a

 
  

اٌزلٝ رؾمللك ٔظر٠للخ ولٛش ٌٍم١ّللخ اٌّزٛسل خ حللٝ اٌؾللبلاد   x  غٚعلر ل١ّللخ -9

 ا٢ر١خ :

(1) f (x) x , g(x) sin x ; a 0 , b
2


     

(2) 4 2f (x) x , g(x) x   

 .a , bلأٜ ل١ّز١ٓ ِٛعجز١ٓ      
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 حقييم اندوال ذاث انصور انمعينت : 6-6
خللذد ػٕللر ل١ّللخ خبصللخ غٔٙللب حللٝ صللٛاح ِؼ١ٕللخ إذا غ  ٠f (x)مللبي ٌراٌللخ ِللب   

 إؽرٜ اٌحٛا ا٢ر١خ :  xٌٍّزر١ر  
0 00

, ,0 , ,0 , ,1
0


  


 

 ؽ١ش ركّٝ ٘ذٖ اٌم١ُ ثبٌم١ُ غ١ر اٌّؼ١ٕخ.

 

 ( :1-6حعريف )

xغٚ ولبْ    x = a اٌخ غ١ر ِؼ١ٕخ ػٕلر    f (x)إذا وبٔذ    alim f (x) k     ٗحإٔل

خ ٚذٌلله ثز ج١للك ٔظر٠للخ اٌم١ّللخ اٌّزٛسلل خ ٘للٝ ل١ّللخ اٌراٌللخ غ١للر اٌّؼ١ٕلل  ٠kمللبي غْ 

 الأٌٚٝ ٚذٌه ؽكت إٌظر٠خ اٌزب١ٌخ .

 "First form of L'Hospital's rule" : "صيغت نوبيخال الأوني" 6-6نظريت 

ِب ٌٍٕم لخ   ا اٌز١ٓ ؽم١م١زٝ اٌم١ّخ ٚرفبض١ٍز١ٓ حٝ عٛا  f (x), g (x)إذا وبٔذ   

x = a   ْٚوب 
(1) f (a) 0 , g(a) 0  

(2) 
\

x \

f (x)
lim

g (x)
     ْسٛاء وب  ػر  ؽم١م١ب غٚ ل١ّخ 

  حإْ :
\ \

x a x a \ \

f (x) f (x) f (a)
lim lim

g(x) g (x) g (a)
     

 اٌجر٘بْ : ثز ج١ك ٔظر٠خ وٛش ٌٍم١ّخ اٌّزٛس خ
\

\

f (x) f (a) f (c)
; a c x

g(x) g(a) g (c)


  


 

 f (a) = g (a) = 0 ٚؽ١ش غْ 
\

\

f (x) f (c)
; a c x

g(x) g (c)
     

xٚػٕرِب    a ْحإ c a    ْٛٚثذٌه ٠ى 
\

x a x a \

f (x) f (c)
lim lim

g(x) g (c)
   

fٚإذا وبٔذ   
\
 (a) , g

\
 (a)   ْلا ٠كب٠ٚبْ اٌحفر ِؼب ٠ٕزظ غ 

\

x a \

f (x) f (a)
lim

g(x) g (a)
   
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fغِلب إذا ولبْ ولً ِلٓ  
\
 (a) , g

\
 (a)  ٜ٠كلبٜٚ اٌحلفر حإٕٔلب ٔ جلك اٌمبػلرح ِلرح غخلر

ٌٍّمراا 
\

\

f (x)

g (x)
 ٠ٕزظ غْ  

\ \\ \\

x a x a x a\ \\ \\

f (x) f (x) f (x) f (a)
lim lim lim

g(x) g (x) g (x) g (a)
      

\\ٌذٌه ثفرض غْ    \\f (a) 0 , g (a) 0    ي إلا حإٕٔب ٔ جلك اٌمبػلرح ِلرح غخلرٜ ِؼب

 ٚ٘ىذا.

 ِحؽظبد ٘بِخ :

لا ٔفبضً اٌّمراا  (5)
f (x)

g(x)
ثبػزجباٖ خلباط لكلّخ  اٌزل١ٓ ي ٌٚىلٓ ٠غلت ِفبضلٍخ  

 وً ِٓ اٌجكط ػٍٝ ؽرح ٚاٌّمبَ ػٍٝ ؽرح.

 لا ر جك لبػرح ٌٛث١زبي ِبٌُ ٠ىٓ وً ِٓ اٌجكط ٚاٌّمبَ ِكب٠ٚب اٌحفر. (2)

ثٙلب ػٍلٝ ٙب حٝ إٌز١غخ اٌزب١ٌخ ؽ١ش ٔؾحلً رٔز١غخ ٘بِخ ِٚف١رح ٌمبػرح ٌٛث١زبي ٔح١

ص١رخ ٌؾكبة ل١ّخ اٌرٚاي غ١ر اٌّؼ١ٕخ اٌزٝ ػٍٝ اٌحٛاح  



. 

 : 7-6نخيجت 
ي   x = aٚرفبض١ٍز١ٓ ػٕر إٌم لخ   اٌز١ٓ ؽم١م١زٝ اٌم١ّخ  f (x), g (x)إذا وبٔذ   

 ٚوبْ

(5  ) x a x alim f (x) , lim g(x)   

(2) 
\

x a \

f (x)
lim

g (x)
     ْسٛاء وب  ْػر ا ؽم١م١ب غٚ ل١ّخ لأٙبد١خ حإ 

\

x a x a \

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g (x)
     

 اٌجر٘بْ : 

إٌظر٠لخ اٌكلبثمخ حلإْ ثز ج١لك ٔظر٠لخ ولٛش ٌٍم١ّلخ اٌّزٛسل خ إصجلبد وّب حٝ  

ٌٍراٌخ 
f (x)

g(x)
ي ٚثىزبثلخ إٌز١غلخ ػٍلٝ  a < x < x1ثؾ١لش   (x , x1) حلٝ اٌفزلرح اٌّفزٛؽلخ  

 اٌحٛاح 

1
\

1\
1

g(x )
1

f (x) f (c)g(x)
; a x c x

f (x )g(x) g (c)
1

f (x)

 
 

     
 
  

 

x ٚػٕرِب    a ْحإ c a    ْٛ٠ٚى 
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1
\

x a x a c a \
1

g(x )
1

f (x) f (c)g(x)
lim lim lim

f (x )g(x) g (c)
1

f (x)

  

 
 

  
 
  

 

x ٚؽ١ش غْ  a x alim f (x) , lim g(x)   

  حإْ

1

x a
1

g(x )
1

1g(x)
lim 1

f (x ) 1
1

f (x)



 
 

  
 
  

 

 ِٕٚٙب 
\ \

x a c a \ \

f (x) f (c) f (a)
lim lim

g(x) g (c) g (a)
      

\ثفللرض غْ   \g (a) 0 , f (a) 0    لا ٠كللب٠ٚب اٌحللفر ِؼللب ي ٚإلا حإٕٔللب ٔؼ١للر ر ج١للك

اٌمبػرح ٌٍّمراا   
\

\

f (x)

g (x)
 ٚ٘ىذا. 

 ِضبي :  اؽكت ل١ُ إٌٙب٠بد ا٢ر١خ ِكزخرِب لبػرح ٌٛث١زبي :

(a) 
x 0

sin x
lim

x



    (b) 

3 2

x 1 2

x 3x 2x 2
lim

2x x 1


  

 
 

(c)  
x 0 3

sin3x
lim

x


    (d) 
x

2

tan 3x
lim

tan x



 

(e) 
 

x 0

a x
lim

cot bx
  

ٚاضللؼ غْ اٌراٌللخ      (a) اٌؾً :
sin x

x


ذاد ل١ّللخ غ١للر ِؼ١ٕللخ ػٍللٝ اٌحللٛاح    

0

0
  

  x = 0ػٕرِب  

f  ٌٚىٓ إذا وبٔذ   (x) sin x , g(x) x   

   حإْ   
\

\

f (x) cos x

g (x) 1

 
  

 (b)   ْ3  ثفرض غ 2 2f (x) x 3x 2x 2 , g(x) 2x x 1       

x ٠ز ؼ غْ   1

f (x) 0
lim

g(x) 0
    

 ٌٚذا ٔ جك لبػرح ٌٛث١زبي ؽ١ش 
\

x 1 x 1 \

f (x) f (x)
lim lim

g(x) g (x)
   
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   ٌٚىٓ
\ 2

x 1 x 1\

f (x) 3x 6x 2 7
lim lim

g (x) 4x 1 3
 

 
 


 

3 2

x 1 2

x 3x 2x 2 7
lim

2x x 1 3


  
 

 
 

 (c)      وّب حٝ اٌؾبٌخ(a)  ْحإ 

x 0 x 03 2

sin3x cos3x
lim lim

x x
    

 (d)   ْٚاضؼ غ       
x

2

tan 3x
lim

tan x




  
 

 
 ٚثز ج١ك إٌز١غخ اٌكبثمخ حإْ 

2

2
x x

2 2

2

2
x

2

tan 3x 3sec 3x
lim lim

tan x sec x

cos x 0
3lim

cos 3x 0

 
 






 

 

 ٚحٝ ٘ذٖ اٌؾبٌخ ٔ جك لبػرح ٌٛث١زبي حٕغر غْ
2

2
x x

2 2

x
2

x x
2 2

x
2

tan 3x cos x
lim 3lim

tan x cos 3x

2cos x sin x
3lim

6cos3x sin x

sin x cos x
lim lim

sin 3x cos3x

cos x 0
lim

cos3x 0

 
 




 
 








 

  

 

 ثز ج١ك لبػرح ٌٛث١زبي ِرح غخرٜ حإْ

x x
2 2

tan 3x sin x 1
lim lim

tan x 3sin 3x 3
 

 
    

 (e)       ْاٌٛاضؼ غ ِٓ 
 

x 0

a x
lim

cot bx






 

إٌز١غلخ ٌمبػلرح ٌٛث١زلبي لا ٠لإ ٜ إٌلٝ اٌؾحلٛي ػٍلٝ  ثز ج١لكٌٚىٓ ٚاضؼ وذٌه غْ 

 ؽ١ش :   x = 0 اٌخ ذاد ل١ّخ ِؼ١ٕخ ػٕر  

   2

x 0 x 0 2

a xa x
lim lim ......

cot bx cosec bx
 


  


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 ٌٚذٌه ٔؼ١ر وزبثخ اٌراٌخ ػٍٝ اٌحٛاح :

x 0 x 0

a x a tan bx 0
lim lim

cot bx x 0
    

 ٚثذٌه ٠ّىٓ ر ج١ك لبػرح ٌٛث١زبي ٌٍؾحٛي ػٍٝ 
2

x 0 x 0

x 0 2

a x absec bx
lim lim

cot bx 1

ab
lim ab

cos bx

 





 

 

 غٚعر ل١ُ إٌٙب٠بد ا٢ر١خ : ( :2ِضبي )

(i) 
n n

x a

x a
lim

x a





   (ii) 

x

x 0 2

e 1 x
lim

sin x


 
 

اٌؾً :  ٘ذٖ اٌرٚاي ذاد ل١ُ غ١ر ِؼ١ٕخ ػٍلٝ اٌحلٛاح  
0

0
ػٕلر ٔملط إٌٙب٠لبد. ٌٚلذا  

 ل١ُ ٘ذٖ إٌٙب٠بد.٠ّىٓ ر ج١ك لبػرح ٌٛث١زبي ٌؾكبة 

(i) 
n n n 1

n 1

x a x a

x a nx
lim lim na

x a 1




 


 


 

(ii) 
x x

x 0 x 02

e 1 x e 1
lim lim

sin x 2sin x cos x
 

  
  

       
x

x 0

1 e 1
lim

2 sin x



  

x  لأْ 0lim cos x 1  

 ِرح غخرٜ
x

x 0

e 1 0
lim

sin x 0



     ٌذا ٔكزخرَ اٌمبػرح ِرح صب١ٔخ 

x x

x 0 x 02

e 1 x 1 e 1 1 1
lim lim

sin x 2 cos x 2 1 2
 

 
     

 (   غؽكت ل١ُ إٌٙب٠بد ا٢ر١خ :3ِضبي )

(1) 
x

ln x
lim

x


    (2) 
2

x 5x

x
lim

e
  

غ١ر اٌّؼ١ٕخ اٌؾً : ٘ذٖ اٌرٚاي ػٍٝ اٌحٛاح 



( ٠ّىٓ 7-6ٚثز ج١ك إٌز١غخ )   

 ؽكبة ل١ُ ٘ذٖ إٌٙب٠بد.

(1) 
x x

ln x 1 x 1
lim lim 0

x 1
   


 

(2) 
2

x x x5x 5x 5x

x 2x 2 2
lim lim lim 0

e 5e 25e
     


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 ( :   غؽكت ل١ُ إٌٙب٠بد ا٢ر١خ :4ِضبي )
(i) x 0lim x ln x    (ii)  

x
2

lim sec x tan x


  

ٌٚؾكلبة  0صٛاح غ١ر ِؼ١ٕخ    ٠x = 0ؼ ٝ ػٕر    x ln xاٌّمراا     (i)اٌؾً :  

 ػٍٝ اٌحٛاحل١ّخ ٘ذٖ إٌٙب٠خ ٔ ؼٙب 

x 0 x 0

x 0 x 02

ln x
lim x ln x lim

1 x

1 x
lim lim x 0

1 x

 

 


 



   


 

 (ii)      اٌّمرااsec x – tan x    ػٍلٝ اٌحلٛاح    ػٕلرx
2


 ٌٚؾكلبة .

 ٘ذٖ إٌٙب٠خ ٔىزجٙب ػٍٝ اٌحٛاح :

 
x x

2 2

x
2

1 sin x 0
lim sec x tan x lim

cos x 0

cos x 0
lim 0

sin x 1

 
 





  

  

 

 غؽكت ل١ُ إٌٙب٠بد ا٢ر١خ :  ( :5ِضبي )

(i)      x

x 0lim x             (ii)      

sin x

x 0

1
lim

x


 
 
 

            (iii)      

a
tan

2x

x a

x
lim 2

a

 
 
 



 
 

 
 

 اٌؾً : 

  (i)    اٌّمرااx
x
0و١ّخ غ١ر ِؼ١ٕخ    ٠x = 0حجؼ ػٕرِب     

0 . 

xyٔفرض غْ     x  ٌْذا حإ  
ln x

ln y x ln x
1 x

   

                      x 0 x 0

ln x
lim ln y lim 0

1 x
         

 غٔظر اٌّضبي اٌكبثك
x 0

x 0lim x e 1    

  (ii)      اٌم١ّخ
sin x

1

x

 
 
 

 .0ػٍٝ اٌحٛاح   x = 0رحجؼ ػٕرِب    

 ثفرض غْ 
sin x

1
y

x

 
  
 

 ٔغر غْ 
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1 ln x
ln y sin x ln sin x ln x

x cosec x
      

x 0 x 0 x 0

2

x 0 x 0

ln x 1 x
lim ln y lim lim

cosec x cosec x cot x

sin x 2sin x cos x 0
lim lim 0

x cos x cos x x sin x 1

  

 

  


   


 

  (iii)       اٌّمراا

a
tan

2xx
2

a

 
 
  

 
 

.  1اٌم١ّخ غ١لر اٌّؼ١ٕلخ    ٠x = 0ؼ ٝ ػٕر     

 ٌذا ٔفرض غْ
a

tan
2xx

y 2
a

 
 
  

  
 

 

  حٕغر غْ
a x

ln y tan ln 2
2x a

   
    
   

 

x a x a

2

x a
2

2 2

x a

a
tan

2x
2

x a

x
ln 2

a
lim ln y lim

a
cot

2x

1 a 2x a
lim

x a
2 cosec

a 2x

a
2x sin

22xlim
a(2a x)

x
lim 2 e

a

 







 



 
 

  


  
 


 




  
  

 
   

 
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 (3-6حمارين )
 اؽكت ل١ُ إٌٙب٠بد ا٢ر١خ : -5

(i) a
x 0

log (1 x)
lim

x



   (ii) 

x

x 0

a 1
lim

x



 

(iii) 
n

x x

x
lim ; n 0

e
     (iv) 

x n

log x
lim ; n 0

x
   

(v) x 2lim cos x sec x    (vi) 2

x 0 2

1
lim cot x

x


 
 

 
 

(vii) sin x

x 0lim x     (viii) 
2x

x 0lim (sin x)
 

(ix) 1 x

x 0lim (1 x)     (x) 
x 0

tan x
lim

x



 

(xi) 
x 0 3

x cos x sin x
lim

x



   (xii) x 0

tan x sin x
lim

x sin x





 

 د ا٢ر١خ :غٚعر ل١ُ إٌٙب٠ب -2

(i) 
3 2

x 1 3

x 2x x 2
lim

x 7x 6


  

 
  (ii) 

2 2

x 0 2 2

x sin x
lim

x sin x



 

(iii)  x 0lim x cot x 2     (iv) 
x

2

lim tan x tan 5x


 

(v) 
2

x 2

3x x 1
lim

x 2


 


   (vi) x 0

cot x
lim

x cot x



 

 غؽكت ل١ُ إٌٙب٠بد ا٢ر١خ : -3

(a) x 0

1 1
lim

sin x x


 
 

 
   (b) x 0lim (1 cos x)cot x   

(c) x 3 2

1 5
lim

x 3 x x 6


 
 

   
  (d) 

x 1

x
lim (1 x) tan

2



  

(e) 
x

3
lim xsin

x


   (f) 
x

2

x
lim

cot x 2cos x




 
 

 
 

 

 

 

 

 Taylor and Maclaurin expansions  مفكوك حيهور ومكهورين : 6-7

 ٌم١ّخ اٌّزٛس خ ِٓ اٌررجخ ا١ٌٕٔٛخ ػٍٝ غْ :ٔحذ ٔظر٠خ ا 
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\  إذا وبٔذ (n 1)f (x),f (x),.........f (x)  ٚاي ِؼرحلخ ِٚزحلٍخ حلٝ اٌفزلرح اٌّرٍملخ [a, b] 

n)ٚوبٔذ  1)f (x)    اٌخ رفبض١ٍخ حٝ اٌفزرح a < x < b    ْٚوبh = b – a : ْحإ 
2 n 1

\ \\ (n 1)

n

h h
f (a h) f (a) hf (a) f (a) .... f (a) R (1)

2! (n 1)!


      


 

   ؽ١ش
n

(n)

n

h
R f (a h) ; 0 1 (2)

n!
     

 ثح١رخ لاعرأظ ٌٍجبلٝ  nR( ثٕظر٠خ ر١ٍٛا ي ٠ٚكّٝ 5رؼرف إٌز١غخ اٌكبثمخ )
Lagrange's form of the remainoler  

 ( حإْ إٌظر٠خ رأخذ اٌح١رخ 5حٝ )  h = x , a = 0ػٕر ٚضغ  
2 n 1

\ \\ (n 1)

n

x x
f (x) f (0) xf (0) f (0) .... f (0) R (3)

2! (n 1)!


     


 

   ؽ١ش
n

(n)

n

x
R f ( x) ; 0 1 (4)

n!
     

 ( ثح١رخ لاعرأظ ٌٍجبلٝ.4ِىٍٛا٠ٓ. ٚركّٝ )( ثٕظر٠خ 3رؼرف اٌح١رخ )

nR إذا وبٔللذ 0    ػٕللرِبn   ( ٓػٍللٝ ِزكٍكللٍخ ر١ٍللٛا5حإٕٔللب ٔؾحللً ِلل )  
Taylor series   

n
(n) (n)

n 0

x
f (a x) f (a) ; f (a) f (a) (5)

n!





    

nRوذٌه إذا وبٔذ   0    ػٕرِبn    ( ٓػٍلللٝ 3حإٕٔلللب ٔؾحلللً ِللل )

 :  Maclaurin seriesِزكٍكٍخ ِىٍٛا٠ٓ  
n

(n)

n 0

x
f (x) f (0) (6)

n!





  

 ِحؽظبد :

ي   x = aؽلٛي إٌم لخ    f (x)( ثّفىلٛن ر١ٍلٛا ٌٍراٌلخ ٠5كّٝ اٌّزكٍكلٍخ ) -5

ٚع١ّلغ ِكلزمبرٙب ػٕلر    f (x)  ٚشرط صؾخ ٘ذا اٌّفىٛن ٘ٛ ٚعٛ  اٌراٌلخ

x = a  ْٛٚا٠ ب غْ ٠ى 

n nlim R 0   

 x = 0ؽلٛي إٌم لخ   f (x)ثّفىٛن ِىٍلٛا٠ٓ ٌٍراٌلخ  ( ٠6كّٝ اٌّزكٍكٍخ ) -2

  ٚع١ّلغ ِكلزمبرٙب ػٕلر f (x)ي ٚشرط صؾخ ٘ذا اٌّفىٛن ٘ٛ ٚعٛ  اٌراٌلخ 

x = 0    ٚارحبٌٙب حٝ عٛاا ٌٍٕم خx = 0  ْٛٚغ٠ ب ٠ى 

n nlim R 0   

 ( ٠ّىٓ وزبثزٗ ػٍٝ اٌحٛاح  5ِفىٛن ر١ٍٛا ) -3
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n
(n) (0)

n 0

(x a)
f (x) f (a) ; f (a) f (a)

n!






   

 ( : غٚعر ِفىٛن ِىٍٛا٠ٓ ٌىح ِٓ اٌرٚاي ا٢ر١خ :5ِضبي )
(1) f (x) = e

x
   ,   (2) f (x) = sin x 

 صُ ثر٘ٓ صؾخ ذٌه ثبسزخراَ ص١رخ لاعرأظ ٌٍجبلٝ. 

f (x) = eفبضً إٌٛٔٝ ٌٍراٌخ  (  ثبٌز5اٌؾً :  )
x ْٔغر غ 

(n) xf (x) e , n 0,1,2,.........   

 حإْ x = 0ٚػٕرِب    
(n)f (a) 1 , f (0) 1   

 ( ٔغر غ3ِْٚٓ ٔظر٠خ ِىٍٛا٠ٓ )
2 n 1

x

n

x x
e 1 x .... R

2! (n 1)!



     


 

   ؽ١ش
n

x

n

x
R e ; 0 1

n!

    

 غٜ غْ  اٌّؾرٚ ح.  xا ِؾرٚ  ٌغ١ّغ ل١ُ  ِمرا  xeٚؽ١ش غْ اٌّمراا   
xe k   

 ػر  ِؾرٚ .  k ؽ١ش
n

n

x
R k

n!
    

ٔفرض ا٢ْ غْ   
n

n

x
a

n!
     ْحٕغر ثبسزخراَ اخزجبا إٌكجخ ٌراٌّجرد غ 

n

n

xa 1

a n 1





 

n    ٚثذٌه
n n

n

xa 1
lim lim 0

a n 1
 


 


 

 ٔمباث١خ ٚغْ  na ٚ٘ذا ٠ؼٕٝ غْ اٌّزكٍكٍخ 

na 0 as n   

 ِٚٓ صُ حإْ
x

n n nlim Rn lim a e 0

    

   ُاٌّفىٛن صؾ١ؼ ٌغ١ّغ ل١x  ْٚغ 
2 3

x x x
e 1 x .... ; x

2! 3!
       

 حإْ  f (x) = sin x (    إذا وبٔذ 2) 
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(n)f  (x) = sin x + n ,
2

 
 
 

 

(n)

1 ; n 1,5,9,13,.......
n

f (0) sin 0 ; n 2,4,6,8,........
2

1 ; n 3,7,11,15,.....


  

    
   

 

 ثبسزخراَ ِفىٛن ِىٍٛا٠ٓ ٔغر غْ 
3 5 7

n

x x x
sin x x ......... R

3! 5! 7!
        

  ؽ١ش
n

n

x n
R sin x ; 0 1

n! 2

 
      

 
 

sin  ٚؽ١ش غْ  x n 1
2

 
   
 

 حإْ  

n

n

x
R 0 as n

n!
    

 وّب حٝ اٌؾبٌخ اٌكبثمخ
3 5 7x x x

sin x x .........; x
3! 5! 7!

         

 Cauchy's formula of the remainderوش نهباقي       صيغت ك

 ٔفرض لأْ 
\ n 1 (n 1)1

(x) f (b) f (x) (b x)f (x) ........ (b x) f (x) (7)
(n 1)!

        


 

  اٌخ ِزحٍخ ٚغْ ِكزمزٙب ٘ٝ    (x)  ٠ز ؼ ِٓ ذٌه غْ 
\ n 1 (n)1
(x) (b x) f (x) (8)

(n 1)!

   


 

 ٔغر غْ  a, bحٝ اٌفزرح    (x)ٚثز ج١ك ٔظر٠خ اٌم١ّخ اٌّزٛس خ ػٍٝ اٌراٌخ 
\(b) (a) (b a) (c) , a c b (9)        

 ي  (b) = 0 ٌٚىٓ
\ n 1 (n 1)1

(a) f (b) f (a) (b a)f (a) ..... (b a) f (a) ,
(n 1)!

        


 

\ n 1 (n)1
(c) (b c) f (c)

(n 1)!


  


 

,(b)\( ػٓ   9ثبٌزؼ٠ٛع حٝ ) (a), (c)    ْٔغر غ 
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n 1
\ (n 1)

n 1
(n)

(b a)
f (b) f (a) (b a)f (a) ..... f (a)

(n 1)!

(b a)(b c)
f (c)

(n 1)!







     



 




 

 غٜ غْ
n 1

\ (n 1) /

n

(b a)
f (b) f (a) (b a)f (a) ..... f (a) R

(n 1)!




     


 

 ؽ١ش
n 1

/ (n)

n

(b a)(b c)
R f (c) ; a c b

(n 1)!

 
  


 

 ي ٔغر غْ   < 1 > 0ؽ١ش    c = a +  h ي    h = b – aثٛضغ    
2 n 1

\ \\ (n 1) /

n

h h
f (a h) f (a) hf (a) f (a) .... f (a) R

2! (n 1)!


      


 

 حإٕٔب ٔؾحً ػٍٝ ِزكٍكٍخ ر١ٍٛا  h = xثٛضغ   
in 1

(i) /

n

i 0

x
f (x a) f (a) R (x) (10)

i!





    

 ؽ١ش 
n n 1

/ (n)

n

x (1 )
R (x) f (a x) ; 0 1 (11)

(n 1)!


    


 

 ( ثح١رخ وٛشٝ ٌٍجبل55ٝركّٝ )

 حإْ   a = 0ػٕرِب   
in 1

(i) /

n

i 0

x
f (x) f (0) R (x) (12)

i!





   

 ؽ١ش
n n 1

/ (n)

n

x (1 )
R (x) f ( x) ; 0 1 (13)

(n 1)!


    


 

اٌزلٝ ٠ىلْٛ ٌٙلب اٌّفىلٛن  x( : غٚعر ِفىٛن وب ِٓ اٌلرٚاي ا٢ر١لخ ِج١ٕلب لل١ُ  2ِضبي )

 اٌحؾ١ؼ.
(1) f (x) = log (1 + x)   (2) f (x) = (1 +x)

r
  

 حإْ f (x) = log (1 + x)  (   إذا وبٔذ5اٌؾً :   )



 545 

\ \ \

2

n 1
n

n

1 1
f (x) , f (x) ,.......

1 x (1 x)

( 1) (n 1)!
f (x)

(1 x)




 

 

 




 

 ٔغر غْ ٚثبسزخراَ ِفىٛن ِىٍٛا٠ٓ 
rn 1

(r)

n

r 1

r r 1n 1

n

r 1

x
log(1 x) log1 f (0) R

r!

x ( 1) (r 1)!
R

r! 1









   

 
 





 

 ػٍٝ صٛاح لاعرأظ ٘ٛ  Rnؽ١ش   
n

(n)

n

nn n 1 n 1

n

x
R f ( x) ; 0 1

n!

x ( 1) (n 1)! ( 1) x

n! (1 x) n 1 x

 

    

    
   

    

 

 ػٍٝ صٛاح وٛش ٠ؼ ٝ ثبٌؼحلخ  Rnٌٚىٓ اٌجبلٝ  
n

n 1 (n)

n

n 1n
n 1

x
R (1 ) f ( x) ; 0 1

(n 1)!

x 1
( 1)

1 x 1 x







     


    
    

     

 

 اٌزٝ ٌٙب اٌّفىٛن صؾ١ؾب غٜ ػٕر٘ب ٠ىْٛ  xلإ٠غب  ل١ُ  

n nlim R 0   

 صٛاح اٌجبلٝ ٌحعرأظ ي غٜ  ٔؼزجر غٚلا
nn 1

n

( 1) x
R

n 1 x

  
  

  
 

(i)      0إذا وبٔذ x 1       ْحإ
x

1
1 x




 

n
x

0 as n
1 x

 
   

  
 

   لأْ
1

0 as n
n
  

 حإْ
nn 1

n

( 1) x
R 0 as n

n 1 x

  
   

  
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0ٌغ١ّغ ل١ُ    x 1  

(ii)     إذا وبٔللذx    ْسللبٌجخ حللإ
x

1 x
ٌلل١س ِللٓ اٌ للرٚاٜ غْ رىللْٛ غلللً ِللٓ   

اٌٛاؽر ي حّضح إذا وبٔذ  
2

3
       ي

3

4
     ْحإ  

x 4
1

1 x 3
 

 
 

حللٝ ٘للذٖ اٌؾبٌللخ ٠كزؾكللٓ غْ ٚ  x  <  0ٌملل١ُ  ٘للذا ٠ؼٕللٝ غْ اٌّفىللٛن غ١للر صللؾ١ؼ 

 رخ وٛش ٌٍجبلٝ غٜ ٔؼزجرٔكزخرَ ص١
nn 1

n

( 1) x(1 )
R

(1 ) 1 x

  
  

    
 

 ا٢ْ إذا وبٔذ

 (i)       0 x 1   ْحٕغر غ 

n

(1 )x
(1 )x 1

1 x

R 0 as n


  



  

 

 (ii)   1- <  x  < 0  ٛضغث   y = - x      ْٛ٠0ى  <  y  <  1   
(1 )x (1 )y (1 )y

1
1 x 1 y 1 y

  
  

  
 

n

n

1 (1 )y
R 0 as n

1 1 y

 
    

  
 

 ٚثبٌزبٌٝ ٠ىْٛ اٌّفىٛن

 
r 1 2 3

r

r 1

( 1) x x
log(1 x) x x .........

r 2 3






      

 . x  <  1  >  1-ٌغ١ّغ ل١ُ      

(x+ 1)( ٌفله اٌّملراا  2)
r    ٜٛحلٝ للx    اٌزحلبػر٠خ ٔ لغf (x) = (1 +x)

r   ؽ١لشr  

 ػر  غ١ر صؾ١ؼ ِٛعت
(n) r n

(n)

f (x) r(r 1)(r 2)........[r (n 1)](1 x)

f (0) r(r 1)(r 2)........[r (n 1)],

f (0) 1

      

    



 

 ثبسزخراَ ِفىٛن ِىٍٛا٠ٓ ٔؾحً ػٍٝ
kn 1

r (k)

n

k 1

x
(1 x) 1 f (0) R (x)

k!





     

 ِؼجرا ػٕٗ حٝ صٛاح وٛش ٘ٛ  Rnؽ١ش اٌجبلٝ  
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n
n 1 (n)

n

n
n 1 r n

n 1n 1
r 1

x
R (x) (1 ) f ( x) , 0 1

(n 1)!

x
(1 ) r(r 1)(r 2).......[r (n 1)](1 x)

(n 1)!

x 1
r(r 1)(r 2).......[r (n 1)]rx (1 x)

(n 1)! 1 x



 




   


       


 
        

   

 

rي    rxٌٚىٓ   1(1 x)    ُو١ّزبْ ِؾرٚ ربْ ٌغ١ّغ ل١x  اٌّؾرٚ ح 

n 1

1
1 ; x 1

1 x

1
0 as n

1 x




 

 

 
   

  

 

  اٌّمراا
n 1

n

x
a (r 1)(r 2).......[r (n 1)]

(n 1)!



    


 

 ٘ٛ اٌؾر إٌٛٔٝ ٌّزكٍكٍخ:
n 1

n 2

x
1 (r 1)(r 2)........[r (n 1)]

(n 1)!





    


  

 ٌراٌّجرد :ٚا٢ْ ٔفؾا رمباة ٘ذٖ اٌّزكٍكٍخ ثبسزخراَ اخزجبا إٌكجخ 

n

n

a 1 r n
x x as n

a n

 
     

xحإذا وبٔذ   1   اٌكبثمخ رمباث١خ ٚحٝ ٘ذٖ اٌؾبٌخ ٠ىلْٛ رىْٛ اٌّزكٍكٍخ na 0  

nػٕرِب     

n nlim R (x) 0 ; x 1    

r 2 3r(r 1) r(r 1)(r 2)
(1 x) 1 x x x .........

2! 3!

  
        

1  ٌغ١ّغ ل١ُ x 

3xf ( : غٚعلر ِفىلٛن اٌراٌلخ 3ِضلبي ) (x) e   ؽلٛي إٌم لخx = 0  صلُ للرا اٌخ لأ إذا

 ػٓ اٌراٌخ ػٕر إٌمطزف١ٕب ثبسزخراَ غاثؼخ ؽرٚ  حمط ِٓ اٌّفىٛن ٌٍّزر١ر او
x 1 3 , x 0.02   

 اٌؾً : ٚاضؼ غْ
\ 3x \\ 3x (n) 3xf (x) 3e ,f (x) 9e ,....., f (x) 3ne    

\  ٚغْ \\ n nf (0) 1, f (0) 3 , f (0) 9,......., f (0) 3    



 544 

2 3 n
3x

n

(3x) (3x) (3x)
e 1 3x .... R (x)

2! 3! n!
         

    ؽ١ش
n 1

3 x

n

(3x)
R (x) e ; 0 1

(n 1)!


  


 

3اٌّمراا  xe     ُ٠ؼ ٝ ٌغ١ّغ ل١x  اٌّؾرٚ  ػر ا ِؾرٚ ا ي ٌّٚزكٍكٍخ 
n 1

n

n n

(3x)
a

(n 1)!






   

٠ّىٓ إصجبد غْ   
na 0  ػٕرِب n   ثبسزخراَ اخزجبا إٌكجخ ؽ١ش 

n

n

xa 1
3 0 as n

a n 1


  


 

 حإْ  x = cرٚ ح  ٚ٘ذا ٠ؼٕٝ غٔٗ لأٜ ل١ّخ ِؾ

n nlim R (c) 0   

2 r
3x

r 0

(3x) (3x)
e 1 3x ....

2! r!





       

 حإْ   n = 3ي          x = 0.02 (5ثفرض غْ  )
4 4

0.06

n

(0.06) (0.06)
R e

4! 4!
   

 اٌزٝ رؼ ٝ ثبٌزمر٠ت
7 7

n5 10 R 6 10      

١ّخ اٌراٌخ ؽرٚ  الأٌٚٝ حمط اٌّفىٛن ٌٍزؼج١ر ػٓ ل٘ذا ٠ؼٕٝ غْ اسزخراَ الأاثؼخ 

x 10 6ثّمراا  ٠0.06eؼ ٝ ح١ّخ رخزٍف ػٓ اٌم١ّخ الأص١ٍخ  x = 0.02ػٕر  
-7  

 (2   )
1

x
3

    ي n=3     ْحٕغر غ 

n

1 e
R

4! 4!
   

   Rn   <   0.133   >   0.042 غٚ 

ْ اسلللزخراَ غاثؼلللخ ؽلللرٚ  ِلللٓ ِفىلللٛن ٚاضلللؼ غْ اٌخ لللأ وج١لللر ٔكلللج١ب ِّلللب ٠ؼٕلللٝ غ

ػٕر  3xeِىٍٛا٠ٓ غ١ر وبح١خ ٌٍزؼج١ر ػٓ ل١ّخ اٌراٌخ 
1

x
3

 

xؽلٛي إٌم لخ    f (x) = cos x( : غٚعلر ِفىلٛن ر١ٍلٛا ٌٍراٌلخ  4ِضلبي )
3


 ٚغٚعلر .

 cos61ٌؾراْ الأٚي ٚاٌضبٔٝ ِٓ اٌّفىٛن ٌؾكبة  ِمراا اخ أ إذا اسزخرَ حمط ا

 اٌؾً : ثبٌزفبضً اٌّززبٌٝ ٔؾحً ػٍٝ
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\

\ \

n

f (x) sin x cos x ,
2

f (x) cos x cos x 2 ,
2

n
f (x) cos x

2

 
    

 

 
    

 

 
  

 

 

 ٚثبٌزبٌٝ حإْ 

\

\ \ (3)

1 3
f cos , f sin ,

3 3 2 3 3 2

1 3
f cos , f sin

3 3 2 3 3 2

      
        

   

      
        

   

 

 ٚ٘ىذا .........
2 3

n

n

x x
1 3 1 33 3

cos x x .....
2 3 2 2 2! 2 3!

x
n3

cos R (x)
n! 3 2

    
                

 

 
        

 

 

 ؽ١ش
n 1

n

x
n3

R (x) cos x
(n 1)! 3 2


 

         
  

 

  ٚع١ش غْ
n

cos x 1
3 2

  
    
 

 حإْ  

n 1

n

x
3

R (x)
(n 1)!


 

 
 




 

nٚوّللب حللٝ الأِضٍللخ اٌكللبثمخ ٠ّىللٓ إصجللبد غْ   nlim R 0     ٌُىللً للل١x    اٌّؾللرٚ ح

 )غصجذ ذٌه(
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2

n

n

n 0

x
1 3 13

cos x x ....
2 3 2 2! 2

x
n3

cos ........
n! 3 2

x
n3

cos
n! 3 2





 
          

 

 
        

 

 
       

 


 

 اٌؾم١م١خ ِمراح ثبٌزمر٠ر اٌرادرٜ.  x٘ذا اٌّفىٛن صؾ١ؼ ٌغ١ّغ ل١ُ  

 ٔ غ   cos61ا وبْ ِ ٍٛثب إ٠غب  ل١ّخ حإذ
x = cos61  

 حٕؾحً ػٍٝ 
2 3

61 1 3 1 3
cos61 cos ....

180 2 2 180 2.2! 180 2.2! 180

           
            

       
 

 ٔغر غْ  cos61ٚإذا اوزف١ٕب ثؾر٠ٓ حمط ِٓ ٘ذا اٌّفىٛن ٌزمر٠ر ل١ّخ  

1 3
cos61 0.4849

2 2 180

  
  

 
 

 ٠ؼ ٝ ثبٌؼحلخ  R1 (x)ٕبن خ أ  ػٕردذ ٠ىْٛ ٘
2

1

61 1
R 0.0001

180 2! 180

    
    

   
 

  cos61= 0.4848  ٚثبٌرعٛع إٌٝ اٌغراٚي اٌّضٍض١خ ٔغر غْ

 غٚعر ِفىٛن ِىٍٛا٠ٓ ٌٍراٌخ( :5ِضبي )
1y sin(msin x) ; m const.   

 إذا ػٍُ غْ ٘ذٖ اٌراٌخ رّضً ؽً ٌٍّؼب ٌخ اٌزفبض١ٍخ
2

2 2

2

d y dy
(1 x ) x m y 0

dx dx
     

1y إذا وبٔذ  اٌؾً :  sin(msin x) ْحإ 

\ 1

2

m
y cos(msin x)

1 x




 

\y(0) 0 , y (0) m   
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ٚاضؼ غٔٗ ِٓ اٌحؼت إ٠غب  اٌّكزمبد اٌزفبض١ٍخ ذاد اٌررت اٌؼ١ٍب ٌٍراٌخ اٌّؼٍِٛلخ. 

ػحللخ رىراا٠لخ ٌّكلزمبد ٌٚىٓ ٠ّىٓ اسزخراَ اٌّؼب ٌخ اٌزفبض١ٍخ اٌّؼ بح لاسلزٕزبط 

 ػٍٝ إٌؾٛ اٌزبٌٝ :  yاٌراٌخ  

 n > 0ٔغلر غْ ٌمل١ُ  ثز ج١لك لبػلرح ١ٌج١ٕلز ٌٍزفبضلً اٌّززلبٌٝ ػٍلٝ اٌّؼب ٌلخ اٌّؼ لبح 

 ٠ىْٛ
n 2 n 1 n

2 2 2

n 2 n 1 n

d y d y d y
(1 x ) (2n 1)x (m n ) 0

dx dx dx

 

 
       

 حإْ x = 0ٚػٕرِب  
n 2 n

2 2

n 2 n

d y d y
(n m )

dx dx




   

ٚذٌلله  x = 0ٕللر إٌم للخ  ػ yِللٓ ٘للذٖ اٌؼحلللخ ٠ّىللٓ ؽكللبة للل١ُ رفبضلل١ٍبد اٌراٌللخ 

 ثّؼ١ٍِٛخ
\y(0) 0 , y (0) m   

 حّضح
2

2 \\

2

d y
n 0 m y(0) y (0) 0

dx
       

3
2 2

3

d y dy
n 1 (1 m ) (0) m(1 m )

dx dx
       

 ٚ٘ىذا ............
2 2 2

3 5m(1 m ) m(1 m )(9 m )
y mx x x .....

3! 5!

  
      

 ا٢ْ ٔؼ ٝ ِزكٍكحد ِىٍٛا٠ٓ ٌجؼع اٌرٚاي الأ١ٌٚخ :

(1) 2 3( 1) ( 1)( 2)
(1 x) 1 x x x .....,

2! 3!

     
       

 غٜ ػر  ؽم١مٝ  ي    x  <  1  >  1-ثؾ١ش   xصؾ١ؾخ ٌغ١ّغ ل١ُ 

(2) 
3 5 7x x x

sin x x ........ x
3! 5! 7!

        

(3) 
2 4 6x x x

cos x 1 ........ x
2! 4! 6!

        

(4) 
3 5 7x 2x 17x

tan x x ........; x
3 15 315 2 2

 
         

(5) 
2 5 4x x x

ln(1 6x) x ........; 1 x 1
2 3 4

          
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(6) 
3 51 1 x x x

ln x ........; 1 x 1
2 1 x 3 5

 
       

 
 

(7) 
2 35

x x x
e 1 x ........ x

2! 3!
        

(8) 
x x 3 5e e x x

sinh x x ........; x
2 3! 5!


        

(9) 
x x 2 4e e x x

cosh x 1 ........; x
2 2! 4!


        

(10) 2 31 1
ln x (x 1) (x 1) (x 1) ........ ; 0 x 2

2 3
          

ِمرثللب ٌضحصلللخ غاللللبَ   ln 5حبؽكلللت   ln 2 = 0.693 ( : إذا ػٍُ غْ 6ِضبي )

 ػكر٠خ.

  اٌؾً :
5 5

ln5 ln 4 2ln 2 ln
4 4

    

  ثٛضغ  
5 1 x

4 1 x





 ٔغر غْ 

1
x

9
 

3 5
5 1 1 1 1 1

ln 2 ........
4 9 3 9 5 9

    
        

     

 

ٚاضللؼ غٔللٗ ٌىللٝ رىللْٛ إٌز١غللخ صللؾ١ؾخ ٌضحصللخ غالللبَ ػكللر٠خ حإٕٔللب ٔىزفللٝ ثبٌؾللر٠ٓ 

 الأ١ٌٚٓ

 
5

ln 2 0.1111 0.00045 0.22313
4

ln 5 1.386 0.22313 1.605

   

   

 

 ِٓ اٌمبْٔٛ اٌزمر٠جٝ   cos x( :لرا اٌخ أ حٝ ؽكبة  7ِضبي )
2 4x x

cos x 1
2! 4!

    

xإذا وبٔذ     
4


 

  ي ٚؽ١ش غْ   Eٛ ٔفرض غْ اٌخ أ ٘ اٌؾً :
2 4 6x x x

cos x 1 ..........
2! 4! 6!

      

 
6 66 4x 1 3.1416

E
6! 720 720 4

0.0003

  
     

 


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 ٘ذا ٘ٛ ؽر اٌخ أ حٝ اٌزمر٠ر اٌّكزخرَ

 اٌزٝ ٠ىْٛ ٌٙب اٌّفىٛن اٌزبٌٝ :  xغٚعر ل١ُ   ( :8ِضبي )
3x

sin x x
6

   صؾ١ؾب لأاثؼخ غالبَ ػكر٠خ  

 اٌؾً : ٔؼٍُ غْ 
3 5x x

sin x x .........
6 120

     

 ٠ىْٛ  sin xٚثبٌزبٌٝ حإْ اٌخ أ حٝ اسزخراَ اٌّفىٛن اٌّؼ ٝ ٌزمر٠ر  
5x

E
120

  

 ٌٚىٝ رىْٛ ٔز١غخ اٌزمر٠ت صؾ١ؾخ لأاثؼخ غالبَ ػكر٠خ ٠غت غْ ٠ىْٛ
E 0.00005  

5

1 5

x
0.00005

120

x (0.006) 0.3585

 

  

 

     ُل١x   اٌّ ٍٛثخ 
- 0.3585   <   x   <   0.3585 

 ٕٝ ١ٝ٘غٚ ثبٌزمر٠ر اٌكز
- 20.594  <  x  <  20.594 

 

 (4-6حمارين )
اٌزللٝ رغؼللً اٌّفىللٛن  xغٚعللر ِفىللٛن وللح ِللٓ اٌللرٚاي ا٢ر١للخ ِج١ٕللب للل١ُ      -5

 صؾ١ؾب :
(1) xe sin x     (2) cosh x cos x  

(3) 
1tan x

    (4)  ln 1 (1 x)  

(5) secx      (6) cos (sin x)  

(7) 1 x      (8) 
x 1e cos x

 

ٚاصجللذ غْ ٘للذا اٌّفىللٛن   x = 1ؽللٛي   x  غٚعللر ِفىللٛن ر١ٍللٛا ٌٍراٌللخ     -2

0صؾ١ؾب حمط إذا وبْ   x 2 . 

  إذا ػٍّذ غْ اٌراٌخ     -3
1sin xy e



 رّضً ؽح ٌٍّؼب ٌخ اٌزفبض١ٍخ 
2

2

2

d y dy
(1 x ) x y 0

dx dx
     

 غصجذ غْ 
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1
2 3

sin x 4x x 5
e 1 x x ......

2 3 24



       

 ؽح ٌٍّؼب ٌخ اٌزفبض١ٍخ   y (x)ذ  وبٔ اإذ     -4

         
2

2

d y
xy

dx
  ثؾ١ش  \y(0) 1 , y (0) 0  

 حأٚعر ٘ذٖ اٌراٌخ ثبسزخراَ ِفىٛن ِىٍٛا٠ٓ. 

xؽلٛي إٌم لخ   sin  xر١ٍلٛا ػٕلرِب رىلْٛ  غٚعر ِفىلٛن     -5
6


  َصلُ اسلزخر

 sin31اٌؾرٚ  الأٌٚٝ ِٓ ٘ذا اٌّفىٛن ٌؾكبة ل١ّخ  الأاثؼخ 

 ل١ّخ صر١رح حٝ إصجبد غْ :  hػٕرِب رىْٛ  اسزخرَ ِفىٛن ر١ٍٛا      -6

(i) \ 2 (3)

n

f (a h) f (a h) 1
f (a) , R h f (a)

2h 6

  
   

(ii)  \\ 2 (4)

n2

f (a h) 2f (a) f (a h) 1
f (a) , R h f a)

h 12

   
   

hٚإذا وبٔلللذ      , f (x) sin x
12


     ظ اٌكلللبثمخ  حبسلللزخرَ إٌزلللبد(i)  ,  (ii)  

ػٕلر   sin xٌؾكبة ل١ُ رمر٠ج١خ ٌٍّكزمبد اٌزفبض١ٍخ ذاد اٌررجخ الأٌٚٝ ٚاٌضب١ٔخ ٌٍراٌخ 

xإٌم خ  
4


. 

  اندوال انمطردة )حزايديت ، حناقصيت( 6-8
 Monotonic functions (Increasing , Decreasin) 

y = xإذا رزجؼٕللب سللٍٛن اٌراٌللخ    
0ػٕللرِب رىللْٛ   )ِللضح(  2 x   ْٔحؽللظ غy  

 ؽ١ش   xرززا٠ر ثززا٠ر ل١ُ 
x = 0 , 1 , 2 , 3 , …………. 

y = 0 , 1 , 4 , 9, ………….. 

y = x٘للذٖ اٌؾبٌللخ ٔمللٛي غْ  حللٝ ِضللً 
2 

ػٕللرِب   increasing function اٌللخ رزا٠ر٠للخ    

0 x 
 

y = xإذا اػزجرٔلب ٔفلس اٌراٌلخ ب ث١ّٕ
2 

حلٕحؽظ غٔلٗ ػٍلٝ ػىلس   x  <  0ػٕلرِب رىلْٛ   

 حٕغر غْ xثززا٠ر ل١ُ  yاٌؾبٌخ اٌكبثمخ ؽ١ش رزٕبلا ل١ُ  
x = - 1 , - 2 , - 3 , - 4 , ……….. 

y = 1 , 2 , 3 , 4 , ……………… 

y = xحٝ ِضً ٘ذٖ اٌؾبٌخ ٔمٛي غْ  
2 

 0  حٝ اٌفزلرح decreasing function اٌخ رٕبلح١خ  

> x 
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ِّب سجك ٠ّىٓ رؼر٠ف وً ِٓ اٌراٌخ اٌززا٠ر٠خ ٚاٌراٌلخ اٌزٕبلحل١خ ٚاٌراٌلخ اٌضبثزلخ وّلب 

: ٍٝ٠ 

x اٌلخ ِؼرحلخ حلٝ حزلرح ِلب   f  (x)إذا وبٔلذ  ( :1-6حعريفف ) I   ْحلإf  ّٝركل

حلٝ ٘لذٖ اٌفزلرح ي غٜ   x رززا٠لر ثززا٠لر لل١ُ f (x)إذا وبٔذ ل١ُ اٌراٌخ  I اٌخ رزا٠ر٠خ حٝ 

 حإْ Iحٝ  x1 , x2غٔٗ ٌىً 

1 2 1 2x x f (x ) f (x )    

ركلّٝ   fحلإْ  Iؽ١لش   I اٌخ ِؼرحخ حٝ حزلرح ِلب    fإذا وبٔذ  ( :2-6حعريف )

حلٝ ٘لذٖ اٌفزلرح  xرزٕلبلا ثزٕلبلا لل١ُ  f (x)إذا وبٔذ ل١ُ اٌراٌلخ   I اٌخ رٕبلح١خ حٝ 

 حإْ Iحٝ  x1 , x2ٗ ٌىً غٜ غٔ

1 2 1 2x x f (x ) f (x )    

1ٚوللبْ ٌىللً  I اٌللخ ِؼرحللخ حللٝ حزللرح ِللب    fإذا وبٔللذ  ( :3-6حعريففف   2x x  ٝحلل

 ٔغر غْ Iاٌفزرح 

1 2f (x ) f (x )  

 . غٔظر اٌكىً اٌّمبثً.Iس١ّذ ٘ذٖ اٌراٌخ ثبٌراٌخ اٌضبثزخ ػٍٝ اٌفزرح 

   ( :4-6ف )حعري
  اٌخ ِ ر ح إذا رؾمك Iاٌّؼرحخ حٝ اٌفزرح  fركّٝ اٌراٌخ   

 Monotonic increasing  ِ ر ح رزا٠ر٠خ (5)

   1 2x x 1 ػٕرِب  2f (x ) f (x )  

 Iحٝ    x1 , x2ٌىً   

 Monotonic decreasing ِ ر ح رٕبلح١خ (2)

  1 2x x رِبػٕ   1 2f (x ) f (x )  

 Iحٝ    x1 , x2ٌىً    

 (  غٜ  اٌخ رزا٠ر٠خ رىْٛ ِ ر ح رزا٠ر٠خ 5) لاؽظ غْ 

 (  غٜ  اٌخ رٕبلح١خ رىْٛ ِ ر ح رٕبلح١خ2)  

 ٚاٌؼىس ١ٌس  ادّب صؾ١ؾب 

 ٠ّىٓ رٛض١ؼ ذٌه ثبلأِضٍخ اٌزب١ٌخ :

 ( :5ِضبي )

xyاٌراٌخ     2  ٌخ رزا٠ر٠خ ٌغ١ّغ ل١ُ   اx    1لأٔٗ ػٕرِب 2x x  ْٔغر غ 
1 2x x2 2  

 ( :  2ِضبي )
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yاٌراٌللخ اٌكلل١ٍّخ    [x]   اٌللخ ِ للر ح اٌززا٠للر ٌٚىٕٙللب ١ٌكللذ رزا٠ر٠للخ ؽ١للش 

 .١xٓ صؾ١ؾز١ٓ ِٓ ل١ُ ٜ ِمراا صبثذ ث١ٓ وً ل١ّزركبٚ

nإذا وبٔذ  x n 1     ْحإy = n 

1ٚإذا وبٔذ  2x x ْ1  حإ 2[x ] [x ]  

  [8.5] = [8.1] = 8 ٔغر غْ 8.5  >  8.1 حّضح 

ا٢ْ ٔؼ ٝ اخزجباا ٌّؼرحخ رزا٠ر ٚرٕبلا اٌلرٚاي ؽ١لش ٠لررجط ذٌله ثإشلباح   

 ّكزمخ اٌزفبض١ٍخ الأٌٚٝ ٌٍراٌخ ي وّب رٛضؾٗ إٌظر٠خ اٌزب١ٌخ :اٌ

 

 : 8-6نظريت 
a اٌخ ِؼرحخ حٝ اٌفزرح  f (x)إذا وبٔذ     x b  ٗٔحإ 

(i)   ْٛرىللللللللللf  اٌللللللللللخ رزا٠ر٠للللللللللخ حللللللللللٝ اٌفزللللللللللرح   a x b   إذا وبٔللللللللللذ
 \f (x) 0 x (a,b)   

(ii) ٛرىلللللللللل  ْf    اٌللللللللللخ رٕبلحلللللللللل١خ حللللللللللٝ اٌفزللللللللللرح a x b   إذا وبٔللللللللللذ
 \f (x) 0 x (a,b)   

(iii)   ْٛرىf    اٌخ صبثزخ حٝ اٌفزرح a x b   إذا وبٔذ \f (x) 0 x (a,b)   

رح ِلب ٚإطلرا  ٘ذٖ إٌظر٠خ رٛضؼ اٌؼحلخ ث١ٓ إشباح اٌّكزمخ الأٌٚلٝ حلٝ حزل  

اٌراٌخ حٝ ٘ذٖ اٌفزلرح. ٚٔىزفلٝ ثلذور ِٕ لٛق إٌظر٠لخ  ْٚ ثر٘لبْ. ٠ّٚىلٓ رٛضل١ؼ 

 :اٌززا٠ر ٚاٌزٕبلا حٝ اٌراٌخ ثبٌرسُ اٌزبٌٝ 

 

حفللٝ ؽبٌللخ اٌراٌللخ اٌززا٠ر٠للخ ٠حللٕغ اٌّّللبم ٌّٕؾٕللٝ اٌراٌللخ لا٠ٚللخ ؽللب ح ِللغ  

ِٕفرعللخ ِللغ  غِللب إذا وبٔللذ اٌراٌللخ رٕبلحلل١خ حللإْ اٌّّللبم ٠حللٕغ لا٠ٚللخ  oxاٌّؾللٛا  

 .oxاٌّؾٛا 

 ( :3ِضبي )

 ا٢ر١خ ِٓ ؽ١ش اٌززا٠ر غٚ اٌزٕبلا غ ام اٌراٌخ   
2f (x) 2x 8x   

f\ اٌؾً :  ٚاضؼ غْ  (x) 4x 8 4(x 2)    

 ٚثبٌزبٌٝ حإْ  
\f (x) 0 ػٕرِب x = 2    اٌراٌخ صبثزخ 
\f (x) 0 ٕرِبػ x > 2    اٌراٌخ رزا٠ر٠خ 

\f (x) 0 ػٕرِب x < 2    رٕبلح١خ اٌراٌخ 

 ( :4ِضبي )
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 غ ام اٌراٌخ ا٢ر١خ ِٓ ؽ١ش اٌززا٠ر غٚ اٌزٕبلا   
3 2f (x) 2x 9x 12x    

 ٔغر غْ xاٌؾً : ثبٌزفبضً ثبٌٕكجخ إٌٝ 
\ 2f (x) 6x 18x 12

6(x 1)(x 2)

  

  
 

f\ حإْ x = 1غٚ    x = 2حإذا وبٔذ   (x) 0 .ٚرىْٛ اٌراٌخ ػٕردذ صبثزخ اٌم١ّخ 

f\ حإْ x  <  2  >  1  إِب إذا وبٔذ  (x) 0  ٚحلللللٝ ٘لللللذٖ اٌفزلللللرح رىلللللْٛ اٌراٌلللللخ

 رٕبلح١خ.

f\ حإْ  x  >  2غٚ     x  <  1ٚإذا وبٔذ    (x) 0 ٌخ رزا٠ر٠خ.ٌٚذا رىْٛ اٌرا 

 x  <  2  >  1 ِّلب سلجك ٠ّىلٓ اٌملٛي ثلأْ اٌراٌلخ رٕبلحل١خ حملط حلٝ اٌفزلرح   

رأخلذ  x = 2غٚ    x = 1ٚخباط ٘ذٖ اٌفزرح رىْٛ رىْٛ اٌراٌلخ رزا٠ر٠لخ ِلب ػلرا ػٕلرِب  

 اٌراٌخ ل١ّب صبثزخ ٔراسٙب ح١ّب ثؼر.

 ( :  5ِضبي )

3f  غثؾش رزا٠ر ٚرٕبلا اٌراٌخ     (x) 5 (x 4)   

\  اٌؾً :  2f (x) 3(x 4)   

fٚاضؼ غْ إشباح  
\
 حزكبٜٚ اٌحفر. x = 4سبٌجخ  ادّب ِب ػرا ػٕرِب      

ٌٚزؾر٠لر سلٍٛن  x = 4ِلب ػلري  xٚ٘ذا ٠ري ػٍٝ غْ اٌراٌخ رٕبلح١خ  ادّب ٌغ١ّلغ لل١ُ  

م١ُ ٔؼللٛض ثللبٌ٘للً ٘للٝ رزا٠ر٠للخ غٚ رٕبلحلل١خ غَ صبثزللخ    x = 4اٌراٌللخ ػٕللر إٌم للخ  

 اٌّززب١ٌخ
x = 4 -   ,      x = 4  ,      x = 4 +   ,        >  0 

 ٔغر غْ 
f (4 -  ) =  5 – (4 -  - 4)

3
 = 5 - 

3
  > 5 

f (4 ) =  5 – (4 - 4)
3
 = 5   

f (4 +  ) =  5 –  
3
 < 5    

  x = 4حٝ عٛاا إٌم خ   xٚ٘ذا ٠ؼٕٝ غْ اٌراٌخ رزٕبلا وٍّب لا د ل١ّخ 

 ( :6ِضبي )

 غ ام رزا٠ر ٚرٕبلا اٌراٌخ :   
1

y x ; x 0
x

    

 إذا وبٔذ  اٌؾً :
1

y x
x

   ْحإ 

\

2 2

1 (x 1)(x 1)
y 1 ; x 0

x x

 
     
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yإشباح اٌراٌخ 
20رزٛلف ػٍٝ إشباح اٌجكلط حملط لأْ  \ x  ٚرىلْٛ ل١ّلخ غ١لر ِؼرحلخ

y . ث١ّٕب x = 0ػٕرِب  
\
  x = - 1  ,  x = 1ػٕرِب   0 = 

 ٚثذٌه ٠ىْٛ ٌر٠ٕب غاثؼخ حزراد ٘ٝ
x  <  - 1 ,      - 1  <  x  <  0  ,        0  <  x  <  1   ,      1  <  x 

 ٠ّٚىٓ رٛض١ؼ سٍٛن اٌراٌخ حٝ اٌغرٚي ا٢رٝ :
Interval x < - 1 - 1 < x < 0 0 < x < 1 x > 1 

Sign of (x – 1) - - - + 

Sign of (x +1) -  +  + + 

Sign of y
\
  + - - + 

Behavior of y Increasing Decreasing Decreasing Increasing 

 

 Maxima , minima and:وانصففغرى اننسففبيت وحطبيقاح ففاانقففيم انعظمففي  6-9

applications 
   ( :5-6حعريف )
 fحلإْ  ػلرا  ِلب ػٍلٝ خلط الأ اٌخ لبثٍخ ٌٍزفبضلً حلٝ حزلرح   f(x)إذا وبٔذ   

1I اٌخ ِمؼرح لأػٍٝ ػٕر إٌم خ ركّٝ  x   إذا وبٔلذ f
  رزا٠ر٠لخ حلٝ علٛاا إٌم لخ  \

x1  ّٝٚركلل  f  اٌللخ ِمؼللرح لأسللفً ػٕللر إٌم للخ   x2   إذا وبٔللذf
 اٌللخ رٕبلحلل١خ حللٝ   \

 .x2  عٛاا إٌم خ

 : 9-6نظريت 

\  حإْ  x1ِمؼرح لأػٍٝ ػٕر   f (x)ٌراٌخ  إذا وبٔذ ا  \

1f (x ) 0 

\  حإْ  x2 اٌخ ِمؼرح لأسفً ػٕر    fٚإذا وبٔذ    \

1f (x ) 0 

 اننقط انحرجت ونقط الانقلاب :

 ( :6-6حعريف )
ركلّٝ   x0إٌم لخ ػٍلٝ خلط الأػلرا  ي   I اٌخ ِؼرحخ حٝ حزرح ِب   fإذا وبٔذ  

\ إذا وبٔذ   fم خ ؽرعخ ٌٍراٌخ  ٔ

0f (x) 0 , x I  

\ غٚ ػٕرِب رىْٛ 

0f (x  غ١ر ِؼرحخ.  (

 ( :7-6حعريف )

0Iإٌم خ    x   ركّٝ ٔم خ أمحة ) ٚااْ( ٌٍراٌخf (x)   اٌّؼرحخ حلٝ اٌفزلرح 

I 0بٔذ إٌم خ  إذا و 0(x ,f (x yٔم خ ٠زؾٛي ػٕر٘ب رمؼر إٌّؾٕٝ    (( f (x). 

 ( :11-6نخيجت )

f\حإْ   fٔم خ أمحة اٌراٌخ    x0إذا وبٔذ    (x) 0 

 ِحؽظبد : 
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\  رر١ر رمؼر إٌّؾٕٝ ػٕر ٔم خ ٠ؼٕٝ غْ  (5) \f  ٖرر١ر إشبارٗ حٝ علٛاا ٌٙلذ

 إٌم خ

0f (x )    0   ,     0f (x )     0 

 ( ١ٌس صؾ١ؾب  ادّب ي حّضح 50-6ػىس إٌز١غخ اٌكبثمخ )  (2)

4fإذا وبٔذ     (x) x ْحإ 
\ 3

\ \ 2

f (x) 4x

f (x) 12x




 

f\\حٛاضلللؼ غْ    (x)  ُ0ِٛعجلللخ  ادّلللب ٌغ١ّلللغ لللل١ x  ي ٌلللذا حلللبٌّٕؾٕٝ ِمؼلللر

\ لأػٍلٝ. ٚغْ  \\f (0) f (0) 0    ِٚلغ ذٌلله حبٌٕم لخx = 0  ْ١ٌكللذ ٔم لخ أمللحة لأ

 إٌّؾٕٝ لا ٠ر١ر ِٓ رمؼرٖ.

 ( :  5ِضبي )

3  اثؾش حزراد رمؼر ِٕؾٕٝ اٌراٌخ   2f (x) 2x 3x 36x 5    

 صُ غٚعر ٔمط الأمحة. 

3اٌؾً : إذا وبٔذ      2f (x) 2x 3x 36x 5     ْحإ 
\ 2

\ \

f (x) 6x 6x 36 6(x 3)(x 3)

f (x) 12x 6 6(2x 1)

     

   
 

\ٔجؾش إشباح    fٌرااسخ رمؼر اٌراٌخ   \f    ثٛضغ\\f (x) 0      ْ2ٔغر غx – 1 = 0 
1

x
2

  

f\\  لاؽظ غْ  (x) 12(x 1 2)  

حإذا وبٔذ 
1

x
2

              ْحإ\\f (x) 0  

ٚإذا وبٔذ  
1

x
2

              ْحإ \\f (x) 0   

  غٜ غْ اٌراٌخ ِمؼرح لأػٍٝ ػٕرِب
1

x
2

 

  ٚرىْٛ اٌراٌخ ِمؼرح لأسفً ػٕرِب
1

x
2

 

 ػٕرِب  (ٚرٛعر ٔم خ أمحة ) ٚااْ
1

x
2

 

 

f (x) = x (6 – x)  غٚعر ٔمط الأمحة ٌٍراٌخ : ( : 2ِضبي )
2
  

2f   اٌؾً : ٚاضؼ غْ (x) x(36 12x x )   
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3 2x 12x 36x    

 ٚثبٌزبٌٝ حإْ
\ 2

\ \

f (x) 3x 24x 36

f (x) 6x 24 6(x 4)

  

   
 

f\\لإ٠غب  ٔمط الأمحة ٔ غ   (x) 0 ْي ٠ز ؼ غ  x = 4 

 x   ٌٍزأور ِٓ غٔٙب ٔم خ الأمحة ٌٍراٌخ ٔرام رمؼر اٌراٌخ ؽٛي ٘ذٖ إٌم خ 

= 4    
f\\  ٔغر غْ  x  >  4حؼٕرِب    (x) 0 

f\\ رإ ٜ إٌٝ   x  >  4 ث١ّٕب (x) 0 

    x = 4غٜ غْ ِٕؾٕٝ اٌراٌخ ٠ر١ر ِٓ رمؼرٖ ػٕر اٌّرٚا ثبٌٕم خ  

    x = 4     ٔم خ الأمحة ٌٍراٌخ ٝ٘f (x). 

 انقيم انعظمي وانقيم انصغرى :

 ( :8-6حعريف )
a اٌخ ِزحٍخ حٝ اٌفزرح   f (x)ٌزىٓ    x b     ي ٠مبي غْ ٌٍراٌخf  ل١ّخ

 إذا وبٔذ    a  <  x1  <  bي   x1ػظّٝ ِؾ١ٍخ ػٕر ٔم خ  اخ١ٍخ  

1f (x ) f (x) x   [x1 -  ,   x1 + ] 

 .x1اٌمر٠جخ ِٓ    xغٜ ٌغ١ّغ ل١ُ  

   a  <  x2  <  bي   x1ؽ١ش   ٠ٚx2مبي غْ ٌٍراٌخ ل١ّخ صررٜ ِؾ١ٍخ ػٕر إٌم خ   

2f   إذا وبٔذ  (x ) f (x) x  [x2 -  ,   x2 + ] 

 .x2اٌمر٠جخ ِٓ    xغٜ ٌغ١ّغ ل١ُ  
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f)(حؽظ ِٓ اٌكىً غْ :  اٌراٌخ ٔ xػٕر إٌم خ   ٌٙب ل١ّخ ػظّٟ ِؾ١ٍخ
1

x ٞي ٌٚٙب ل١ّخ صلرر

ػٕر إٌم خ  ِؾ١ٍخ
2

x ّٟػٕر إٌم خ ي ٌٚىٓ ٌٙب ل١ّخ ػظ
3

x ٞػٕر إٌم خ ي ٚل١ّخ صرر
4

xي 

 ٌمحٛٞ اٌّؾ١ٍخٚحٟ ثؼع الأؽ١بْ ركّٟ اٌم١ّخ اٌمحٛٞ اٌّؾ١ٍخ ثبٌم١ّخ ا

 

 : 11-6نظريت 
a اٌخ ِزحٍخ حٝ اٌفزرح  f (x)إذا وبٔذ    x b    ٚلجٍخ ٌٍزفبضً حٝ اٌفزلرحa  

<  x  <  b ح١ىلْٛ ٌٍراٌلخ  f ٕم لخاٌػٕلر  ّلخ صلررٜ ِؾ١ٍلخغٚ ل١ ل١ّلخ ػظّلٝ ِؾ١ٍلخ 

f\إذا وبٔذ  a  <  x  <  b غٜ  (a , b)ٌٍفزرح  x0 اٌراٌخ (x) 0. 

ٌٙب. لأٔٗ ػٕلر اٌم١ّلخ سٛف لا ٔجر٘ٓ إٌظر٠خ ٌٚىٓ ٔىزفٝ ثبٌزفك١ر إٌٙرسٝ  

اٌؼظّٝ اٌّؾ١ٍخ رٛعر لّخ ٌّٕؾٕٝ اٌراٌخ ي ٚػٕر اٌم١ّخ اٌحررٜ اٌّؾ١ٍخ ٠ٛعلر للبع 

 oxغحم١لب ِٛال٠لب ٌٍّؾلٛا   لّزلٗ ٚػٕلر اٌملبعٕؾٕٝ ي ح١ىْٛ اٌّّلبم ٌٍّٕؾٕلٝ ػٕلر ٌٍّ

 وّب ثبٌكىً اٌكبثك.

f\ٌٍراٌللخ ػٕللرِب رىللْٛ سللجك غْ ػرحٕللب اٌللٕمط اٌؾرعللخ   (x) 0   ْغٚ غ\f (x) 

ٝ ٔملط ؽرعلخ غ١ر ِٛعٛ ح ٚ٘ذا ٠ؼٕٝ غْ إٌٙب٠لبد اٌؼظّلٝ ٚاٌحلررٜ اٌّؾ١ٍلخ ٘ل

 ٌٍراٌخ.

 ا٢ْ ٔؼ ٝ طرق رؾر٠ر إٌٙب٠بد اٌؼظّٝ ٚاٌحررٜ :

 اٌ ر٠مخ الأٌٚٝ : ( غ)

 لبثٍخ ٌٍزفبضً حإٕٔب :  fإذا وبٔذ اٌراٌخ   

f\ اٌزٝ ػٕر٘ب رىْٛ xٔٛعر إٌمط  -5 (x) 0 

f\\ػٕر ٘ذٖ إٌمط ٔٛعر ل١ُ   -2 (x)    حإذا 

f\ذ  وبٔ –غ   (x) 0   ٍٝٚ٘ذا ٠ؼٕلٝ غْ حإْ إٌّؾٕٝ ٠ىْٛ ِمؼر لأػx  ًرّضل

 ٔٙب٠خ صررٜ 

 ػٕر٘ب رىْٛ ل١ّخ صررٜ. f (x)ٚل١ّخ  

f\\  إذا وبٔللذ –ة   (x) 0  وللبْ إٌّؾٕللٝ ِمؼللر لأسللفً ٚ٘للذا ٠ؼ للٝ ل١ّللخ

 ػظّٝ ػٕر ٘ذٖ إٌم خ.

        ػٕللللر٘ب ل١ّللللخ ػظّللللٝ غٚ ل١ّللللخ صللللررٜ ٌٍراٌللللخ( : غٚعللللر اٌللللٕمط اٌزللللٝ 5ِضللللبي )
5 3f (x) 3x 5x  

f\( ٔٛعر 5اٌؾً : ) (x) : 
\ 4 2

2 2

2

f (x) 15x 15x

15x (x 1)

15x (x 1)(x 1)

 

 

  
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f\\( ٔٛعر 2)  (x) : 
\ \ 3

2

f (x) 60x 30x

30x(2x 1)

 

 
 

f\( ٔ غ  3)  (x)  =0   ْ215  حٕغر غx (x 1)(x 1) 0   

  x = 0 ,    x = 1 ,      x = - 1  ِٕٚٙب ٔغر غْ 

 اٌزٝ رّضً ٔمط ؽرعخ ٌٍراٌخ اٌّؼٍِٛخ.  x٘ٝ ل١ُ   

f\\حٝ   x( ػٛض ثم١ُ 4)  (x) : 
\\ \\ \\f (0) 0 , f (1) 30 0 , f ( 1) 30 0        

 ٚثبٌزبٌٝ ٔكزٕزظ غْ

f\\ صررٜ ِؾ١ٍخ  رٛعر ل١ّخ  x = 1(  ػٕر 5) (1) 0 

f\\رٛعر ل١ّخ ػظّٝ ِؾ١ٍخ   x = - 1( ػٕر  2) ( 1) 0  

 لا ٠ٛعر ل١ّخ ػظّٝ غٚ صررٜ ِؾ١ٍخ ٌٍراٌخ.   x = 0( ػٕر  3)

 اٌ ر٠مخ اٌضب١ٔخ : ( ة)

\غؽ١بٔللب رىللْٛ ػ١ٍّللخ ؽكللبة اٌّكللزمخ اٌضب١ٔللخ    \f ح. ٌللذٌه ٔجؾللش ا٢ْ ِؼمللر

ٌٍىكللف ػلٓ اٌملل١ُ اٌؼظّلٝ ٚاٌحللررٜ اٌّؾ١ٍلخ ٌٍراٌللخ ٚذٌله اػزّللب ا طر٠ملخ غخلرٜ 

 : f\ػٍٝ اٌّكزمخ الأٌٚٝ 

 ٔحؽظ ِب ٠ٍٝ :

 حإْ : fل١ّخ ػظّٝ ِؾ١ٍخ ٌٍراٌخ  x1إذا وبٔذ ػٕر إٌم خ     (5)
   (i)   \

1f (x ) 0 

   (ii) إشللباح  رزر١للر \f (x)  ُ1ِللٓ ل١ّللخ ِٛعجللخ ٌملل١x x   إٌللٝ ل١ّللخ

 سبٌجخ ٌم١ُ 

   1x x :ٌٝوّب ثبٌكىً اٌزب 

 حإْ   x2ل١ّخ صررٜ ِؾ١ٍخ ػٕر إٌم خ   f  إذا وبْ ٌٍراٌخ    (2)
   (i)   \

2f (x ) 0 

  (ii) \\f (x)  ُ2رزر١للر إشللبارٙب ِللٓ ل١ّللخ سللبٌجخ ٌملل١x x  إٌللٝ ل١ّللخ

 ِٛعجخ ٌم١ُ 

    2x x : ٌٝوّب ثبٌكىً اٌزب 

 ٠ّىٓ رٍخ١ا خ ٛاد ٘ذٖ اٌ ر٠مخ وّب ٠ٍٝ :

f\ثؾ١ش ٠ىْٛ   xٔٛعر ل١ُ     -5 (x) 0 . 

 : إؽرٜ إٌمط اٌؾرعخ ٌٍراٌخ ٚوبٔذ x0وبٔذ  إذا     -2
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f\ إشباح  (غ ) (x)  ٝلجلً ٚثؼلر   -رزر١ر ِلٓ   إٌلx0  ِجبشلرح حإٔلٗ ػٕلرx0  

 ل١ّخرٛعر 

0fػظّٝ ِؾ١ٍخ ٌٍراٌخ ٘ٝ     (x )  

f\ إشباح (ة ) (x)  ٓإٌلٝ   لجلً ٚثؼلر  –رزر١ر ِلx0  ٗػٕلر ِجبشلرح حإٔلx0 

 رٛعر ل١ّخ

0fصررٜ ِؾ١ٍخ ٌٍراٌخ ٘ٝ  (x )  

f\إشللباح   (ط ) (x)  لا رزر١للر لجللً ٚثؼللرx0   ِجبشللرح حللح رٛعللر ػٕللرx0 

 ل١ّخ ػظّٝ غٚ صررٜ ٌٍراٌخ.

 ( : غسزخرَ الاخزجبا اٌضبٔٝ حٝ اٌّضبي اٌكبثك.2ِضبي )

5 اٌؾً : إذا وبٔذ  3f (x) 3x 5x  
\ 4 2

2 2

2

f (x) 15x 15x

15x (x 1)

15x (x 1)(x 1)

 

 

  

 

f\ثٛضغ    -2 (x) 0 ْٔغر غ 
x = 0 ,   x = + 1  ,     x = -1 

      (2 , 1 -)  , (2 - , 1 +)  , (0 , 0)  اٌؾرعخ ٘ٝ إٌمط 

f\ٛعر إشباح ٔ – 3 (x) 0 : ٌٝؽكت اٌغرٚي اٌزب 

x 15لأْ       (x + 1)(x – 1)ٚ٘ٝ إشباح اٌّمراا  
2
  >  0 

Interval -  < x < - 1 - 1 < x < 0 0 < x < 1 1 < x <  

Sign of (x – 1) - - - + 

Sign of (x +1) -  +  + + 

Sign of f
\
 (x) + - - + 

Behavior of y Local maximum value Local minimum value 

 انقيم انعظمي انمطهقت وانقيم انصغرى انمطهقت :
لر ٠ىْٛ ٌٍراٌخ غوضلر ِلٓ ل١ّلخ ػظّلٝ ِؾ١ٍلخ ٚغوضلر ِلٓ ِّب سجك ٠ز ؼ غٔٗ  

اٌّ ٍللٛة رؾر٠للر غوجللر ل١ّللخ ٠ّىللٓ غْ رجٍرٙللب ل١ّللخ صللررٜ ِؾ١ٍللخ. ٌٚىللٓ لللر ٠ىللْٛ 

 ٘ذٖ اٌفزرح. ل١ّخ ٠ّىٓ غْ رجٍرٙب اٌراٌخ حٝاٌراٌخ حٝ حزرح ِؼ١ٕخ غٚ إ٠غب  غصرر 

 ( :9-6حعريف )
a  اٌللخ ِؼرحللخ حللٝ حزللرح  f (x)إذا وبٔللذ   x b   ٌٓٚللزىx0   ٖٔم للخ حللٝ ٘للذ

 اٌفزرح ثؾ١ش غْ

0f (x ) f (x) x [a,b]    
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 x0. ثبٌّضلً إذا وبٔلذ [a, b]حلٝ اٌفزلرح  fثبٌم١ّخ اٌؼظّٝ ٌٍراٌلخ  f (x0)ٚركّٝ   

 ٔم خ حٝ اٌفزرح ثؾ١ش غْ

0f (x ) f (x) x [a,b]    

 . [a, b]ٌٍراٌخ حٝ اٌفزرح  حررٜاٌم١ّخ اٌ f (x0)ركّٝ   

 ِحؽظبد :

لللر لا ٔغللر غؽ١بٔللب ٔم للخ حللٝ اٌفزللرح ٠زؾمللك ػٕللر٘ب شللرط اٌم١ّللخ اٌؼظّللٝ غٚ   -5

 اٌحررٜ.

إؽللرٜ إٌٙب٠للبد اٌؼظّللٝ اٌّؾ١ٍللخ  للر رىللْٛ إٌٙب٠للخ اٌؼظّللٝ )غٚ اٌحللررٜ(  -2

 ؽرٜ ٔٙب٠زٝ اٌفزرح اٌّؼرحخ ػ١ٍٙب اٌراٌخ.)غٚ اٌحررٜ( ٚلر رىْٛ ػٕر إ

 ( : غٚعر اٌم١ّخ اٌؼظّٝ ٚاٌم١ّخ اٌحررٜ اٌّ ٍمخ ٌٍراٌخ 3ِضبي )
3f (x) x 3x , 2 x 3      

 اٌؾً : ٔٛعر غٚلا :
f ( 2) 2, f (3) 18     

\  ٚٔٛعر 2 \\f (x) 3(x 1), f (x) 6x   

f\ثٛضغ   (x) 0 ط اٌؾرعخ ٘ٝ ػٕرِب    ٔغر غْ إٌمx 1 ْي  ٚاضؼ غ 
\\f (1) 6 0   

       رٛعر ل١ّخ صررٜ ِؾ١ٍخ ٌٍراٌخ ػٕرِبx = 1   ث١ّٕب 
\\f ( 1) 6 0     

      رٛعر ل١ّخ ػظّٝ ِؾ١ٍخ ٌٍراٌخ ػٕرِبx = - 1   ٚػٕر x 1 ٠ْٛى 
f (1) 1 3 2

f ( 1) 1 3 2

  

    
 

ي ٚغْ اٌم١ّلخ   x = 1ػٕلرِب  18ِّب سجك ٔغر غْ اٌم١ّلخ اٌؼظّلٝ اٌّ ٍملخ ٌٍراٌلخ ٘لٝ  

   x = - 2 , 1ٚرجٍرٙب ػٕر إٌمط   2 -اٌحررٜ اٌّ ٍمخ ٌٍراٌخ ٘ٝ 

 ( : غٚعر اٌم١ُ اٌؼظّٝ ٚاٌم١ُ اٌحررٜ ٌٍراٌخ :4ِضبي )
2xf (x) e  

 ب حزراد اٌزر١ر ٚٔمط الأمحةِج١ٕ  

  اٌؾً : إذا وبٔذ
2xf (x) e  ْحإ 

2

2

\ x

\\ x 2

f (x) 2xe

f (x) e [4x 2]





 

 
 

    ِٕٚٙب
2\ \ x 1 1

f (x) 4e x x
2 2

   
    

  
 

f\لإ٠غب  إٌمط اٌؾرعخ ٔ غ  (x) 0   غْ حٕغر 
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2x 1 1
4e x x 0

2 2

   
    

  
 

1
x , x

2
      

f\\صُ ٔؾر  إشباح   (x) 
1 1

x x
2 2

  
   

  
 

 ٌٚزؾم١ك ذٌه ٔىْٛ اٌغرٚي ا٢رٝ :

Interval 
1

x
2

     
1 1

x
2 2

     
1

x
2
    

Sign of 
1

x
2

 
 

 
 - - + 

Sign of 
1

x
2

 
 

 
 - + + 

Sign of f
\\
 (x) + - + 

Value of f (x) Local min. Local max. Local min. 

 

 اٌحررٜ ٌٍراٌخ ِضبي : غٚعر اٌم١ُ اٌؼظّٝ ٚاٌم١ُ 
1

f (x) x ; x [ 2,2] ; x 0
x

      

  اٌؾً : إذا وبٔذ
1

f (x) x ; x 0
x

   

  حإْ
2

\

2 2 2

1 x 1 (x 1)(x 1)
f (x) 1 ; x 0

x x x

  
     

\\

3

2
f (x) ; x 0

x
   

f\ثٛضغ   (x) 0  ْٔغر غ x 1 
\\ \\f (1) 0 , f ( 1) 0     

رٛعلر ل١ّلخ   x = - 1رٛعر ل١ّخ صررٜ ِؾ١ٍخ ٌٍراٌخ  ي  ٚػٕرِب  x = 1غٜ غْ ػٕرِب  

   f (1) = 2  ,    f (- 1) = - 2 ػظّٝ ِؾ١ٍخ ٌٍراٌخ ٚ٘ذٖ اٌم١ُ اٌّؾ١ٍخ ٘ٝ 

  ٘ٝ [2 , 2 -]ٚل١ُ اٌراٌخ ػٕر ٔٙب٠زٝ اٌفزرح 
5 5

f ( 2) , f (2)
2 2

     

٠ّىلٓ غ٠ لب غْ رملً ٌٚىٓ سٍٛن اٌراٌلخ ٠ّىلٓ غْ رزؼلرٜ غٜ ل١ّلخ ِٛعجلخ ٔخزبا٘لب ٚ

ػٓ غٜ ل١ّخ سبٌجخ ٔخزبا٘ب. ِضً ٘ذٖ اٌراٌلخ ٌل١س ٌٙلب ٔٙب٠لخ ػظّلٝ ٌٚل١س ٌٙلب ل١ّلخ 
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. ٠ٚمبي ٌٙذٖ اٌراٌخ غٔٙب غ١لر ِؾلرٚ ح ِلٓ غسلفً وّلب ثبٌكلىً صررٜ ِ ٍمخ ِؾرٚ ح

 اٌزبٌٝ :

 حطبيقاث عهي انقيم انعظمي وانصغرى :
ٔزٕبٚي ا٢ْ ثؼ ب ِٓ اٌز ج١مبد اٌؼ١ٍّخ حٝ إ٠غب  اٌم١ُ اٌؼظّٝ ٚاٌحلررٜ.  

 ٚذٌه ِٓ خحي الأِضٍخ ا٢ر١خ :

ّ٘ب حلٝ ثؾ١لش ٠ىلْٛ ؽبصلً ضلرة غؽلر 120( : غٚعر ػلر ٠ٓ ِغّٛػّٙلب 5ِضبي )

 ِرثغ ا٢خر غوجر ِب ٠ّىٓ.

ي  ٔرِز  x – 120ي ح١ىْٛ ا٢خر ٘ٛ    xٔفرض غْ غؽر اٌؼر ٠ٓ ٘ٛ   اٌؾً :

 ح١ىْٛ :  yٌؾبصً اٌ رة ثبٌرِز 
y = x

2
 (120 – x )     

   = 120 x
2
 – x

3
      (1) 

y
\
 = 240 x – 3 x

2
 = 3 x (80 – x )   (2) 

y
\\
 = 6 (40 – x )     (3) 

 ٔغر غْ   (2)حٝ    y\ = 0ثٛضغ   
x = 0   ,     x = 80 

y  ٔغر غْ  x = 0ػٕرِب   
\\
 = 240  >  0  

     رٛعر ل١ّخ صررٜ ِؾ١ٍخ ٌٍراٌخ ػٕرِبx = 0  

y  ٔغر غْ    x = 80ٚػٕرِب  
\\
 = - 240  <  0   

    رٛعر ل١ّخ ػظّٝ ِؾ١ٍخ ٌٍراٌخ ػٕرِبx = 180   

٠ٚىللْٛ ؽبصللً   ٠ٚ40ىللْٛ اٌؼللر  ا٢خللر   180غٜ غْ غؽللر اٌؼللر ٠ٓ اٌّ ٍللٛث١ٓ ٘للٛ 

 ضرة ٘ٛ
Y = 80

2
  x  40 = 256000 

x ( : غٚعر إؽراص١بد إٌمط ػٍٝ إٌّؾ2ِٕٝضبي )
2
 – y

2
ٚرىْٛ غللرة ِلب    16 = 

 .(6 , 0)٠ّىٓ ِٓ إٌم خ   

 ط١ز١ٗ وّب ثبٌكىً.إٌّؾٕٝ اٌّؼ ٝ ٘ٛ ل غ لادرٜ إؽرٜ اٌؾً : 

ٚثلذٌه   (6 , 0)   ػلٓ إٌم لخ  dثّملراا  ٔم لخ ػٍلٝ إٌّؾٕلٝ رجؼلر (x1y)ٔفلرض غْ  

 ٠ىْٛ
  d

2
 = x

2
 + (y – 6)

2
    (1) 

x  ٚؽ١ش غْ 
2
 – y

2
 حإْ  16 = 

Z = d
2
   =   16 + y

2
 + (y – 6)

2
 

          Z = 2y
2
 – 12y + 52 

ِّىللٓ ِللٓ  ػٍللٝ إٌّؾٕللٝ اٌزللٝ رىللْٛ ػٍللٝ غلللً ثؼللر (x1y)ٚلإ٠غللب  إٌم للخ  

   (6 , 0)إٌم خ  

Zٔ غ  
\
  غٜ  0 = 
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4 y – 12 = 0           y = 3 

)  ٚثذٌه ٔكزٕزظ غْ إٌمط   5 ,3)    ٔمط ؽرعخ ٌٍراٌخ ٝ٘Z   ِٓ ٌّٜٚؼرحخ غ

 ٔٛعر   (6 , 0)رىْٛ ػٍٝ غلً ثؼر ِٓ   (3 , 5) , (3 , 5 -)إٌم ز١ٓ 
\\Z 4 0 y    

٠ٚىْٛ ٘ذا اٌجؼر ٘ٛ  (6 , 0)ٌٕم خ  ٛٔبْ ػٍٝ ٔفس اٌجؼر ِٓ اغٜ غْ إٌم ز١ٓ رى

d   غصرر ثؼر ِّىٓ ِٚمرااٖ 34 

: رىلب١ٌف ركلر١ً سل١باح رؼ لٝ ثبٌملبْٔٛ :  ( 3ِضبي )
5

2 (v 40)
100

 
  

 
لرشلب ٌىلً  

٘ٝ سلرػخ اٌكل١باح ِملراح ثلبٌى١ٍٛ ِزلر ٚوبٔلذ غعلرح  vو١ٍٛ ِزر ي ؽ١ش 

اٌكل١باح ٌىلٝ رم لغ بػخ. حّلب ٘لٝ سلرػخ للرش حلٝ اٌكل 525اٌكبدك ٘ٝ 

 وُ ثألً رىب١ٌف و١ٍخ ِّىٕخ. ِٚب٘ٝ اٌزىٍفخ   250

 وُ ٘ٝ 250رىب٠ف ركر١ً اٌك١باح ٌّكبحخ  اٌؾً : 

250 
5

2 (v 40)
100

 
  

 
 

 ٚغعرح اٌكبدك ٌم غ ٘ذٖ اٌّكبحخ ٘ٝ
250

125
v

  

 ٘ٝ yٚثذٌه رىْٛ اٌزىٍفخ اٌى١ٍخ 
125 250 5

y 250 2 (v 40)
v 100

  
    

 
 

 ٔؾحً ػٍٝ  vٚثإعراء اٌزفبضً ثبٌٕكجخ إٌٝ 
\

2

\\

3

125 250 25
y

v 2

2 125 250
y

v


  

 


 

ثؾ١لش رىلْٛ    v  لاثر غْ ركل١ر اٌكل١باح ثكلرػخغلً ِب ٠ّىٓ   y ٌٚىٝ رىْٛ اٌزىٍفخ 

y
\
yي   0 = 

\\
 غٜ  رىْٛ   0 < 

2

125 250 25

v 2


  

v
2
 = 250 x 10 

 v = 50  km / h  ِٕٚٙب 

 ٚاٌم١ّخ اٌكبٌجخ ِرحٛضخ.

 حإْ  v = 50ٚػٕرِب  
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\ \

3

2 125 250
y 0

(50)

 
   

 ٚ٘ذٖ اٌم١ّخ ٘ٝ   v = 50رجٍ  ل١ّخ صررٜ ػٕرِب    yغٜ غْ  
125 250 5

y 250 2 (50 40)
50 100

625 500 125 1250 pt

  
    

 

   

 

 لرشب. 5250غٜ غْ اٌزىٍفخ اٌى١ٍخ ٘ٝ  

ثزحل١ٕؼٙب  ( : ٠زىٍلف ِحلٕغ حلٝ أزلبط ٚرٛل٠لغ غؽلرٜ اٌٛؽلراد اٌزلٝ ٠مل4َِٛضبي )

. ٚوبٔلذ اٌؼحللخ ثل١ٓ ع١ٕلٗ xع١ٕٙلب ي ٠ٚج١ؼٙلب ثّجٍل  للراٖ  mِجٍرب للراٖ  

 غ ١ٝ٘ٚصّٓ اٌج yػر  اٌٛؽراد اٌّج١ؼخ 
a

y b(50 x)
x m

  


 

 ِمب ٠ر صبثزخ. a, bؽ١ش  

          إذا وبٔذاٌؾً : 
a

y b(50 x)
x m

  


 

\      حإْ

2

a
y b

(x m)


 


  

\ \

3

2a
y

(x m)



 

 ثؾ١ش غْ xٌىٝ ٠ىْٛ اٌرثؼ غوجر ِب ٠ّىٓ ٠غت غْ رىْٛ 
\ \\y 0 , y 0   

  غٜ ٠غت غْ ٠ىْٛ
2

a
b

(x m)
 


 

 ٠غت غْ رىْٛ سبٌجخ ػٕر٘ب رىْٛ aلاثر غْ رىْٛ ِٛعجخ حإْ   x, mٚلأْ  
a

x m
b

a
x m

b


 


  

 

ب  ٗ ػٕرِٚؽ١ش غٔ
a

x m
b


  ْٛرى 

3 2

\\ b
y 2a 0

a

 
   

 
 

    ٛ٘ ٓاٌكؼر اٌذٜ ٠ج١غ ثٗ اٌّحٕغ ١ٌؾمك غػٍٝ اثؼ ٠ّى 
x m a b   
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 (5-6حمارين )

ٌىلللً ِلللٓ اٌلللرٚاي ا٢ر١لللخ غٚعلللر حزلللراد اٌززا٠لللر ي حزلللراد اٌزٕلللبلا ٚاٌلللٕمط   -5

 اٌؾرعخ :
1-  y x 4 ; 1 x 4      

2-  y 2 3x ; 2 x 7     

3-  2y x 4x ; x    

4-  2y 6x x 5 ; 0 x 5      

5-  3 2x 3x ; x   

6- y sin 2x ; 0 x     

7- 2y 4 x ; 1 x 1      

 ػ١ٓ ٌىً ِٓ اٌرٚاي ا٢ر١خ حزراد اٌزمؼر ٚٔمط الأمحة :  -2
(1) 3y (x 1)      (2) 6y x 3x 5    

(3) 4 3 2y 2x 7x 8x 5x 10       (4) 2 1
y x

x
   

(5) 3 2y 2x 6x 7x 1     

غٚعللر اٌملل١ُ اٌؼظّللٝ ٚاٌملل١ُ اٌحللررٜ إٌكللج١خ )اٌّؾ١ٍللخ( ي صللُ غٚعللر اٌملل١ُ   -3

 اي ا٢ر١خ :اٌؼظّٝ ٚاٌحررٜ اٌّ ٍمخ ٌٍرٚ
(1) 2f (x) x 6x 1 ; 0 x 7      

(2) 2f (x) 1 3x x ; 3 x 4       

(3) 3 2f (x) x 6x 12x 71 ; 1 x 5        

(4) 3f (x) x 3x 5 ; 4 x 2       

(5) 
1 1

f (x) x ; x 4
x 2

     

(6) f (x) (x 4) (x 4) ; 1 x 3       

(7) 2f (x) x 4 x ; 2 x 2      

(8) 
2

x ; 1 x 0
f (x)

4x x ; 0 x 2

  
 

  
 

 : ثؾ١ش ٠ىْٛ ٌٍراٌخ  a, bػ١ٓ ل١ّزٝ    -4
b

f (x) 4x
x

   

ٔٙب٠لخ   (3 ,2)ي  ٚ٘لً إٌم لخ   f (3) = 2ي ٚغْ      x = 3ل١ّلخ ؽرعلخ ػٕلر   

 ػظّٝ ِؾ١ٍخ غَ صررٜ ِؾ١ٍخ 
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 ي ِٚكبؽزٗ غوجر ِب ٠ّىٓ. ft 120غٚعر غثؼب  اٌّكز ١ً اٌذٜ ِؾ١ ٗ   -5

 .20صً ضرثّٙب غلً ِب ٠ّىٓ ي ٚاٌفرق ث١ّٕٙب غٚعر ػر ٠ٓ ٠ىْٛ ؽب  -6

ٚؽللرح طللٛي . ل للغ ِللٓ  10ٚػرضللٙب  16ِكللز ١ٍخ طٌٛٙللب ل ؼللخ ٚال١للخ   -7

صللُ صللٕغ ِللٓ اٌّكللبؽخ . xغاوبٔٙللب ِرثؼللبد صللر١رح طللٛي ضللٍغ وللً ِٕٙللب 

  xاٌّزجم١خ صٕرٚق ػٍٝ شىً ِزٛالٜ ِكز ١حد إارفبػٗ 

 ١ٌىْٛ ؽغُ اٌحٕرٚق غوجر ِب ٠ّىٓ.  xغٚعر   ( غ)

 غوجر ِب ٠ّىٓ. اٌغبٔج١خ اٌحٕرٚق ِكبؽخ١ٌىْٛ   xغٚعر    ( ة)

غٚعللر غثؼللب  اٌّكللز ١ً ذٚ غوجللر ِكللبؽخ ٠ّىللٓ اسللّٗ  اخللً  ادللرح ٔحللف   -8

 ٚؽراد . 6ل ر٘ب 

 رسم انمنحنياث : 6-11

 ػٕر اسُ ِٕؾٕٝ  اٌخ ٔزجغ اٌخ ٛاد ا٢ر١خ : 

 رؾر٠ر ٔ بق اٌراٌخ ِٚرا٘ب.  (5)

 رؾر٠ر ٔمط رمبطغ إٌّؾٕٝ ِغ اٌّؾبٚا.  (2)

ٌلٕمط رملبطغ إٌّؾٕلٝ ِللغ  yي ٔؾحلً ػٍلٝ الإؽلراصٝ  x = 0ثٛضلغ   -

 .oyاٌّؾٛا 

ٌلٕمط رملبطغ إٌّؾٕلٝ ِلغ  x  ي ٔؾحلً ػٍلٝ الإؽلراصٝ  y = 0ثٛضلغ   -

 .oxاٌّؾٛا 

ؽللٛي إؽلرٜ اٌّؾللبٚا غٚ ؽلٛي ٔم للخ الأصلً ي حللإذا  رؾر٠لر رّبصللً إٌّؾٕلٝ  (3)

x)1ػٍللٝ اٌحللٛاح   y = f (x)وزجللذ ِؼب ٌللخ إٌّؾٕللٝ  y) 0  ْٚلاؽللظ غ  

1( x y) 0    غ٠ ب ٠ىْٛ إٌّؾٕٝ ِزّبصً ؽلٛي اٌّؾلٛاoy  ٝي ِضلً إٌّؾٕل

y = x
2 . 

x)1إِب إذا وبٔذ     y) 0    حإْ إٌّؾٕٝ ٠زّبصً ؽٛي اٌّؾٛاox. 

)1 ٚإذا وبٔللذ   x y) 0     الأصللً حللإْ إٌّؾٕللٝ ٠ىللْٛ ِزّبصللً ؽللٛي ٔم للخ

 ِضً إٌّؾ١ٕبد 
  3y x , y x , y sin x   

اٌلٕمط اٌؾرعللخ )اٌمل١ُ اٌؼظّللٝ ٚاٌحلررٜ إٌكللج١خ( ٌٍراٌلخ ي ٚحزللراد رؼ١ل١ٓ  (4)

 رزا٠ر ٚرٕبلا اٌراٌخ ي ٚرؾر٠ر ٔمط الأمحة.

 رؼ١١ٓ اٌخ ٛط اٌزمباث١خ ٌٍّٕؾٕٝ : (5)

(i)      إذا وبٔذy = f (x)   ْٚوب 

x a x a
lim f (x) , lim f (x)  

     

 ٠ّضً خط رمباثٝ اغسٝ   x = aحإْ    
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 (ii)     إذا وبٔذx (y)     اٌخ ػىك١خ ٌٍراٌخ f (x)   ْٚوب 

y b y b
lim (y) , lim (y)  

       

 ٠ّضً خط رمباثٝ غحمٝ.   y = bحإْ    

 (iii)   إذا وبٔذ  
x

f (x)
lim m

x
  

     xlim f (x) mx c   

 خط رمباثٝ ِبدً.  y = mx + cحإْ     

 ( حٝ عرٚي.y = f (x)اٌّزٕبظرح )ِٓ اٌمبػرح     x, y  ٠ّىٓ ركغ١ً ل١ُ (6)

y = 4 - 2x( : غاسُ ِٕؾٕٝ اٌراٌخ   5ِضبي )
2
  [3 ,2 -]حٝ اٌفزرح     

f (x) = 4 - 2x : ٔ بق اٌراٌخ اٌؾً 
   ِٚرٜ ٘ذٖ اٌراٌلخ  [3 ,2 -]  ِؼرف حٝ اٌّضبي  2

 حئخ الأػرا  اٌؾم١م١خ.

 لا رزر١ر اٌراٌخ ؽ١ش  xثرلا ِٓ    x -ٚثٛضغ   
2 2f ( x) 4 2( x) 4 2x f (x)        

  oxٌٚىٕللٗ غ١للر ِزّبصللً ؽللٛي اٌّؾللٛا    oyغٜ غْ إٌّؾٕللٝ ِزّبصللً ؽللٛي اٌّؾللٛا  

 لأْ
4 – 2x

2
 – (- y)      0 

 لإ٠غب  ٔمط رمبطغ إٌّؾٕٝ ِغ اٌّؾبٚا :

 .y = 4حٕغر غْ           x = 0 غ  ٔ -5 

xحٕغر غْ           y = 0ٔ غ   -2  2 . 

ٌٚىٕٗ ٠زملبطغ ِلغ اٌّؾلٛا    (4 ,0)ػٕر إٌم خ    oyغٜ غْ إٌّؾٕٝ ٠زمبطغ ٚاٌّؾٛا  

ox   ٓػٕر إٌم ز١( 2,0) , ( 2,0). 

 ا٢ْ ٔٛعر إٌمط اٌؾرعخ ٚذٌه ثفرض غْ :
\y 4x 0    

 ٘ٝ ٔم خ ؽرعخ ٚػٕر٘ب ٠ىْٛ   (4 ,0)ٚثذٌه رىْٛ إٌم خ  
\\y 4 0    

٠ز لؼ غْ  x  >  0ٔٙب٠خ ػظّٝ ِؾ١ٍخ ٌمل١ُ     (4 ,0)غٜ غْ إٌّؾٕٝ ٠جٍ  ػٕر إٌم خ  
\y 4x 0     0غٜ غْ اٌراٌخ رٕبلح١خ ػٕلرِب  <  x ٚ .  ُ0ٌمل١ > x   ْ٠0ز لؼ غ  <  y

\ 

 .x  <  0غٜ غْ اٌراٌخ رزا٠ر٠خ حٝ اٌفزرح  

\ٔمط الأمحة ٔرام إشباح  ٌٚزؾر٠ر   \f  ْي ٚؽ١ش غ 
\\f (x) 4 0 x     
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حٙللذا ٠ؼٕللٝ ػللرَ ٚعللٛ  ٔمللط أمللحة ي ٚغْ إٌّؾٕللٝ ِمؼللر لأسللفً. لإ٠غللب  اٌخ للٛط 

y = 4 - 2xإٌٙب٠لبد اٌّؼرحلخ سللبثمب . ٚإذا وبٔلذ   اٌزمباث١لخ ٔلرام
ٔحؽلظ غٔللٗ لا   2

 رؾمك ٘ذٖ إٌٙب٠بد. a, b, m, cرٛعر صٛاثذ ؽم١م١خ 

 غٜ غٔٗ لا رٛعر خ ٛط رمباث١خ.

 غخ١را ٔىْٛ اٌغرٚي اٌزبٌٝ :
x - 2 2  - 1 0 1 2  2 3 

y - 4 0 2 4 2 0 - 4 - 14 

 

 ِٕؾٕٝ اٌراٌخ ( : غاسُ 2ِضبي )
1

y x
x

  

  اٌؾً : إذا وبٔذ
1

y x
x

  

   حإْ
2

\

2 2

1 x 1
y 1

x x


   

\\

3

2
y

x
  

 .  ِٚرٜ اٌراٌخ ٘ٛ  x = 0ِب ػرا     x( اٌراٌخ ِؼرحخ ٌغ١ّغ ل١ُ  5)
1 1

f ( x) x (x ) f (x)
2 2

          

   .ًإٌّؾٕٝ ِزّبصً ؽٛي ٔم خ الأص 

ٔغر غْ     y = 0( ثٛضغ  2)
1

0.1x 0
x

  

x
2
 + 1 = 0 

      لا رٛعر ل١ُ ؽم١م١خx    ثؾ١شy = 0  غٜ غٔٗ لا رٛعر ٔملط رملبطغ ٌٍّٕؾٕلٝ ِلغ .

 اٌّؾبٚا.

 (  ٚاضؼ غٔٗ 3)

x 0 x 0

1 1
lim (x ) , lim (x )

2 2
  

       

      x = 0     .ٝخط رمباثٝ اغس ٛ٘ 

  ٚلأْ اٌراٌخ 
2y y 4

x ; y [ 2,2]
2

 
   

 ِؼرحخ ِٚؾرٚ ح حح رٛعر خ ٛط رمباث١خ غحم١خ.

  ي
x x 2

f (x) 1
lim lim (1 ) 1

x x
     

xlim [f (x) x] 0    
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  y = x   .ًخط رمباثٝ ِبد ٛ٘ 

y\ثؾ١ش    x( إٌمط اٌؾرعخ : ٘ٝ ل١ُ  4) 0   ٜغ 
2

1
1 0

x
  

x  ِٕٚٙب ٔغر غْ 1 

      ٝ٘ (2 - ,1-)   ,  (2 ,1)إٌمط اٌؾرعخ   

 ٠ٚحؽظ غْ :
\\ \\y (1) 2 0 , y ( 1) 2      

\\    ؽ١ش 3y 2 x 
     
  خ ػٕلرِب رٛعلر ل١ّلخ صلررٜ ٌٍراٌلx = 1    ي ٚل١ّلخ ػظّلٝ ػٕلرِبx = - 1   وّلب

\اٌّٛعجخ رىْٛ   ٠xز ؼ غٔٗ ٌغ١ّغ ل١ُ  \y 0   ِّٝب ٠ري ػٍٝ غْ اٌراٌخ ِمؼرح لأػٍل

 حٝ اٌرثغ الأٚي ِٓ اٌّكزٜٛ.

\حإْ    x  <  0غِب إذا وبٔذ   \y 0 ِْٛمؼلر لأسلفً حلٝ  ِّب ٠ري ػٍٝ غْ إٌّؾٕٝ ٠ى

 اٌرثغ اٌضبٌش.

 ٚلا ٠ىْٛ ٌٍراٌخ رّض١ً حٝ اٌرثغ اٌضبٔٝ غٚ اٌراثغ وّب ثبٌكىً :

 

 (6-6حمارين )
 غاسُ إٌّؾ١ٕبد اٌزب١ٌخ : -5

(i)  2y x(x 1) ; 2 x 2      

(ii) 2y 4 2x 4x ; 0 x 3      

(iii) 2y x (x 1) ; 2 x 2      

(iv) 4 2y x 2x ; 2 x 2      

(v) 4 3 2y x x x ; 1 x 3       

(vi) 2y (x 2) 4 ; 4 x 2        

 غاسُ إٌّؾ١ٕبد ا٢ر١خ : -2

(1) 
2

f (x) 3
x

      (2) 
2

y x
x 2

 


 

(3) 
1

f (x) x
x

      (4) 3 2
y x

x
   

(5) 
2

1
y

x
     (6) 

1
y

x
  

(7) 2 4(2 x)
y

x


  
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 حطبيقاث في انميكانيكا : 6-11
سجك ٌٕب غْ ث١ٕب حٝ اٌفحً اٌضبٌش اٌؼحلخ ثل١ٓ اٌّكلزمخ اٌزفبضل١ٍخ ِلٓ اٌررجلخ  

ِكزررلب لِٕب   xالأٌٚٝ ٚسرػخ عك١ُ ٠زؾرن حٝ خط ِكزم١ُ ١ٌم غ ِكبحخ لرا٘ب  

 حٙٛ ٠زؾرن ثكرػخ رؼ ٝ ثبٌؼحلخ : t  لراٖ
dx

v
dt

  

زر١للر ِللغ اٌللزِٓ حللإْ اٌغلل١ُ غٜ ري ِٕزظّللخ ٚإذا وبٔللذ ٘للذٖ اٌكللرػخ غ١للر   

 رؼ ٝ ثبٌؼحلخ ٠hزؾرن ثؼغٍخ 
2

2

dv d x
h

dt dt
   

 ( : رزؾرن ٔم خ ِب ٠خ ػٍٝ خط ِكزم١ُ طجمب ٌٍؼحلخ5ِضبي )
2x 2t 5t   

صبثزلخ. ِملراح ثبٌملرَ رلري ػٍلٝ ثؼلر اٌغكل١ُ ػلٓ ٔم لخ   xِمراح ثلبٌضٛأٝ  ي   tؽ١ش  

 غٚعر

2اٌكرػخ اٌّزٛس خ ٚاٌؼغٍخ اٌّزٛس خ خحي اٌفزرح اٌز١ِٕخ   (5) t 2.1  

 t = 2 secاٌكرػخ ٚاٌؼغٍخ ػٕرِب   (2)

 اٌؾً : 

2xإذا وبٔذ    2t 5t  ْحإ 

2

v 4t 5 ft / sec

h 4 ft / sec

 


 

  t = t1ِللٓ إٌم للخ اٌضبثزللخ )ثللرء اٌؾروللخ( ػٕللرِب    x1ٚإذا وللبْ اٌغكلل١ُ ػٍللٝ ثؼللر  

 حإْ :  x2  غصجؼ ػٍٝ ثؼر t = t2ٚػٕرِب 

 اٌكرػخ اٌّزٛس خ رؼ ٝ ثبٌؼحلخ  (5)

2 1

2 1

x x
v

t t





 

  x1 = 18 ,   x2 = 19.32 حإْ t1 = 2 ,   t2 = 2.1 ٚػٕرِب رىْٛ

v  ٚثذٌه رىْٛ 13.2 ft / sec 
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رحجؼ اٌكرػخ    t2ي ٚػٕر اٌٍؾظخ  t1٘ٝ سرػخ اٌغك١ُ ػٕر اٌٍؾظخ    v1ٚإذا وبٔذ  

v2 ٝ٘ ػٕردذ رىْٛ اٌؼغٍخ اٌّزٛس خ . 

2 1

2 1

v v
h

t t





 

 إْٚثبٌزبٌٝ ح  v2 = 13.4رىْٛ    t2 = 2.1ٚػٕر     v1 = 13حإْ    t1 = 2ٚػٕر  
2h 4 ft / sec  

v  ِٓ اٌؼحلخ (2) 4t 5 ft / sec  

 ي ؽ١ش غْ  t = 2    ٝ٘v = 13  ft / secرىْٛ اٌكرػخ ػٕر اٌٍؾظخ  
h 4 t   

h = 4  ft / secرىْٛ       t = 2حإٔٗ ػٕرِب  
2   

 ( : ٠زؾرن عك١ُ ١ٌم غ ِكبحخ ِمراا٘ب2ِضبي )
33

x t 2t Cm
2

   

 صب١ٔخ :  tوً ٌؾظخ ل١ِٕخ لرا٘ب  

 صب١ٔخ . 4ثؼر ِ ٝ غٚعر ِٛضغ اٌغك١ُ ٚسرػزٗ ٚػغٍزٗ  ( غ)

 غٚعر ِٛضغ اٌغك١ُ ػٕر سىٛٔٗ اٌٍؾظٝ. ( ة)

33  اٌؾً : إذا وبٔذ  
x t 2t Cm

2
  

29    حإْ
v t 2 Cm/ sec

2
  

2h 9t Cm/ sec  

 صٛأٝ ٠ىْٛ 4رٚا ( ثؼر 5ِ)
x = 88 Cm ,     v = 70 Cm/sec 

           h = 36  Cm/sec
2
 

 رٕؼرَ سرػٕٗ غٜ غ٠ْحً اٌغك١ُ إٌٝ ؽبٌخ اٌكىْٛ اٌٍؾظٝ ػٕرِب 
29

t 2 0
2

   

 ٚثذٌه ٠حً اٌغك١ُ إٌٝ ؽبٌخ اٌكىْٛ اٌٍؾظٝ ػٕرِب
2

t sec
3

   

  ػٕر٘ب رىْٛ
8 8

x Cm, x Cm
9 9

    

اٌّٛعجلخ  tالإشباح ٕ٘ب رري ػٍٝ ِٛلغ اٌغك١ُ ثبٌٕكجخ ٌٕم خ ثرء اٌم١لبم غِلب إشلباح  

ي غِلب الإشلباح اٌكلبٌجخ رؼٕلٝ غْ اٌلزِٓ حزؼٕٝ غْ اٌزِٓ اٌّؾكلٛة ثؼلر ثلرء اٌم١لبم 

 اٌّؾكٛة لجً ثرء اٌم١بم.
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ٌؾغلر ػلٓ ( : لذف ؽغر اغس١ب لأػٍلٝ ِلٓ ٔم لخ ِؼ١ٕلخ. ٚثزؼ١ل١ٓ اارفلبع ا3ِضبي )

 ثبٌؼحلخ :  t٘ذٖ إٌم خ حٝ غٜ ٌؾظخ  
2x 112 t 16 t ft.   

 t = 3 ,     t = 4  (  سرػخ اٌؾغر ٚاٌؼغٍخ ػٕرِب5) غٚعر :

 ( غلحٝ اارفبع ٌٍؾغر2)  

 ِٓ ٔم خ اٌمذف.  ft 96(  ِزٝ ٠ىْٛ اٌؾغر ػٍٝ اارفبع  3) 

2x  اٌؾً : إذا وبٔذ 112 t 16 t ft.     إْح 
v = 112 – 32 t ,       h = -32 

 ثؼر ِرٚا صحصخ صٛأٝ حإْ :
v = 16 ft / sec.  ,       h = -32 ft / sec

2
  

 ٚثؼر ِرٚا غاثؼخ صٛأٝ ٠ىْٛ :
v = - 16 ft / sec.  ,        h = -32 ft / sec

2
 

ري ٚاضؼ غْ اٌكرػزبْ ِزكب٠ٚزبْ ػر ا ِٚخزٍفبْ ارغب٘ب ث١ّٕب اٌؼغٍخ صبثزخ. ٚ٘ذا ٠ل

ثل١ٓ اٌضب١ٔلخ اٌضبٌضلخ ٚاٌراثؼلخ غٜ ػٍٝ غْ اٌؾغر ٚصً غلحٝ اارفبع ٌلٗ ٚثلرغ ٠كلمط 

 .t  <  4  >  3ػٕر   

 غٜ   v = 0ٚلإ٠غب  غلحٝ اارفبع ٠حً إ١ٌٗ اٌؾغر ٔ غ  
112 – 32 t = 0 

    ِٕٚٙب ٔغر غْ 
7

t sec.
3

 

    ٛ٘ غلحٝ اارفبع 

maxx 196 ft.  

 ٠ىْٛ   x = 96 ftٚػٕرِب    
96 = 112 t – 16 t

2
 

    t = 1     ,     t = 6 

 6ثؼلر ِلرٚا صب١ٔلخ ٚاؽلرح ِلٓ لذحلٗ ي ٚثؼلر  x = 96 ftغٜ غْ اٌؾغلر ٠حلً اارفلبع  

 صٛأٝ غصٕبء ٘جٛطٗ.

 (7-6حمارين )
 إذا وبٔذ إلاؽخ ٔم خ ِب ٠خ ػٕر غٜ ٌؾظخ ِؼ بح ثبٌمبػرح  -5

X = 4 t
3
 – 12 t    ft 

 (  اٌكرػخ ٚاٌؼغٍخ ثؼر ِ ٝ صب١ٔز١ٓ.5) عر :غٚ

 (  حزراد رزا٠ر الإلاؽخ ٚاٌكرػخ.2) 

 (  ِزٝ رٕؼرَ اٌكرػخ.3) 

لأػٍللٝ ٚوللبْ الاارفللبع اٌللذٜ ٠جٍرللٗ اٌؾغللر ػٕللر غٜ  لللذف ؽغللر اغسلل١ب -2

x = 40 t – 16 t  ِٓ ٌؾظخ اٌمذف ٘ٛ tل١ِٕخ  ٌؾظخ
2
   ft. 
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 ( اٌكرػخ ٚاٌؼغٍخ ػٕر غٜ ٌؾظخ.5غٚعر :  )

 ( غلحٝ اارفبع ٌٍؾغر.2) 

 ( اٌزِٓ اٌحلَ ١ٌؼٛ  إٌٝ الأاض.3) 

 ِٓ الأاض.  ft  24( اٌزِٓ اٌحلَ ٌىٝ ٠ىْٛ ػٍٝ اارفبع  4) 

 عك١ُ رجؼب ٌٍؼحلخ : ٠زؾرن -3
3t 24

x ft
t 2





 

t  .ِٓمراح ثبٌضب١ٔخ. غٚعر اٌكرػخ ٚاٌؼغٍخ ػٕر ثرء اٌؾروخ ٚثؼر ِ ٝ صب١ٔز١ 


