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  الباب الأول
    SetsاĐموعات  

  :Introduction مقدمة
ولا ترجــع .  في الرʮضــياتيعتــبر نظريــة اĐموعــات مــن أهــم مــا كــشف العقــل البــشرتُ  

أهميــة نظريــة اĐموعــات إلى مجــرد أĔــا إضــافة جديــدة إلى مجــال الرʮضــيات ، فحــسب بــل لأĔــا 
عالجـة فــروع الرʮضـيات المختلفــة عـلاوة علــى ذلـك أمــدت الرʮضـيين ϥســس وأسـاليب جديــدة لم

التي كانت قائمة ، كما أʫحـت الفرصـة لكـشف الكثـير مـن الفـروع الحديثـة ولقـد سـاعدت لغـة 
رموز وجبر نظريـة اĐموعـات في دراسـة هندسـة إقليـدس وجـبر الأعـداد ونظريـة الـدوال الحقيقيـة و

 & Boolean اĐــرد  كمــا أĔــا أصــبحت أداة رئيــسية في دراســة المنطــق وجــبر بوليــان والجــبر

Abstract Algebra والهندسـات المختلفـة والتوبولـوجي  Topology . وسـوف تقتـصر دراسـتنا
  .في هذا الباب على لغة ورموز وجبر اĐموعات

  : The Mathematical Concept of a Set مفهوم اĐموعة
" مجموعـة"نتحـدث عـن ًفكثـيرا مـا . هناك أمثلة كثيرة لمفهوم اĐموعـة في حياتنـا اليوميـة  

الــدول الأعــضاء في " مجموعــة"و،الطــلاب الــتي يتكــون منهــا فريــق كــرة القــدم لكليــة العلــوم بقنــا 
  ." اĐتهدون"الحروف الهجائية التي تتكون منها كلمة " مجموعة" و ،هيئة الأمم المتحدة

ُإن كلا من التجمعات السابقة ي   ".مجموعة"طلق عليها لفظ ً
لاً اولعـل هـذه العبــارة تـبرز لنـا ســؤ. هـي تجمـع مــن الأشـياء" موعــةاĐ"وعلـى ذلـك فـإن   

ً يحــدد مجموعــة ʪلمعــنى الرʮضــي؟ فمــثلا هــل – أو العناصــر –هــو ، هــل كــل تجمــع مــن الأشــياء 
  ،الأعـداد المهمـة ، الأشـكال الهندسـية الجميلـة: يمكن أن نطلق لفظ مجموعة على تجمعات مثل

ًإن تحديد هذه التجمعات يتوقف أساسـا علـى وجـود  .10 الأعداد الصحيحة الأكبر بكثير من
 ومـاذا نعـني ϥكـبر  الجميـل؟يما هو العدد المهم؟ وما هو الـشكل الهندسـ: إجابة محددة للأسئلة

  .بكثير من؟
في الواقع أنه ليست هناك إجابة محددة على كل هذه التساؤلات فإن الجمـال والأهميـة   

ص لآخــر ، ومــن ثم فإنــه لا يمكــن أن تحــدد عبــارات أمــور تختلــف مــن ثقافــة لأخــرى ومــن شــخ
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 مجموعــة ʪلمعــنى الرʮضــي ، لأننــا لا نــستطيع الحكــم بــصفة قاطعــة عمــا إذا ةد المهمــاعــدمثــل الأ
وبتعبـير آخـر إن العبـارات الـسابقة تمثـل تجمعـات . التجمـع أم لاهـذا كان عنـصر مـا ينتمـي إلى 

ًمن العناصر غير المعرفـة تعريفـا جيـدا العكـس مـن ذلـك فـإن عناصـر تجمعـات مثـل فريـق وعلـى . ً
  7قــل مــن الأ والأعــداد الــصحيحة الموجبــة ABCكــرة القــدم بكليــة العلــوم بقنــا ، وزواʮ المثلــث  

ًمعرفة تعريفا جيدا ، حيث إنه في كل حالـة يمكـن الحكـم بـصفة قاطعـة أن عنـصرا مـا ينتمـي إلى  ً ً
وعلـى ذلـك يمكننـا ، موعـة ʪلمعـنى الرʮضـي ًذلك التجمع أم لا ، ولـذلك فـإن كـلا منهـا تمثـل مج

  :القول ϥن
ًهي تجمع من العناصر المعرفة تعريفا جيدا: اĐموعة" ً."  

علــى اســتخدام الحــروف الهجائيــة الكبــيرة للتعبــير عــن قــرر وســوف نــصطلح في هــذا الم  
  :ًاĐموعة فمثلا قد نعتبر

X  11 ,7 ,5 ,3 ,2 هي مجموعة الأعداد الأولية, …..   
Y هي مجموعة الألوان الأخضر والأصفر والأزرق   
Nة صحيحة الموجب  هي مجموعة الأعداد الN = {1, 2, 3, …..}  

وكــــذلك ســــوف نــــستخدم الحــــروف الهجائيــــة الــــصغيرة للتعبــــير عــــن العناصــــر الــــتي تتكــــون منهــــا 
إلى  عنـصر ينتمـي a  فـإن  T = {a, b, c, d, e, f}  هـي Tًفمـثلا نعتـبر اĐموعـة  . اĐموعـات
  :ً  ويعبر عن ذلك رمزʮ كالآتى TاĐموعة  

a Tقرأ  ُ  وتa  ينتمي إلى  T.  
  gً للتعبـير عـن انتمـاء عنـصر إلى مجموعـة ونلاحـظ مـثلا أن العنـصر  أي أننا اسـتخدمنا الرمـز 
  ً:  ويعبر عن ذلك رمزTʮلا ينتمي إلى اĐموعة  

g  Tقرأ ُ وتg موعةĐلا تنتمي إلى ا T.  
  .انتماء عنصر إلى مجموعةعدم  للتعبير عن ا استخدمنا الرمز أي أنن

  
   موعاتĐالتعبير عن اSet Formulation :  

  : طريقتان للتعبير عن اĐموعاتتوجد  
  : ُ وتسمى أيضا طريقة الحصرTabulation Methodطريقة السرد  -1
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أوكتابة بعضها ) ً ذلك ممكناإذا كان(كون منها اĐموعة تبكتابة جميع العناصر التي تويتم ذلك 
اĐموعة بين قوسين متوسطين  وضع عناصرتُ، وتنتاج بقية العناصرـبطريقة توضح كيفية اس

  :ال على ذلكمث" ," وضع فاصلةُوبين كل عنصرين ت
X = {2, 3, 5, 7, 11}, 
Y = {a, b, c, d, e}, 
N = {1, 2, 3, 4, …}. 

 X,Yدالة على جميع العناصر في كل من اĐموعات ونلاحظ أننا كتبنا بين القوسين الرموز ال
ونود أن .   فقد كتبنا الرموز الدالة على أربع عناصر فقط إذ يمكن استنتاج ʪقي العناصرNأما 
  . إلى أن اختلاف ترتيب العناصر بين القوسين في مجموعة لا يغير من اĐموعةننبه

ية معينة تميز عناصر ـϵعطاء خاص ذلك ويتم: The Rule Methodِطريقة الخاصية المميزة  -2
ستخدام هذه الخاصية أن نحدد بطريقة قاطعة ما ʪاĐموعة عن غيرها من العناصر بحيث يمكن 

  .إذا كان عنصر ما ينتمي إلى هذه اĐموعة أم لا
   هي اĐموعة التي تتكون من جميعp } لها الخاصية x : x {  خاصية معينة فإنp ت فإذا كان

  يقوم مقام كلمة":"  ونلاحظ هنا أن الرمز .  p  تتمتع ʪلخاصية x حيث xصر مثل  العنا
  :مثال على ذلك" حيث "

X  =} x : x وهذه تعني أن } 12 ، 0 عدد أولى بين  
X = {2,3,5,7,11}. 

  موعة الخاليةĐاThe Empty Set :  
 يوعة لا تحتوـد أن هذه اĐمـ فإننا نج} 1 ،0 عدد زوجى يقع بين x : x {وعة ـإذا Ϧملنا اĐم

" مجموعة خالية"قال للمجموعة التي لا تحتوى على أي عناصر Ĕϥا ُ وي ،على أي عناصر
 "فاي" ويقرأ تخدم الرمز ـوعادة نس. نبرهن فيما بعد أن اĐموعة الخالية مجموعة وحيدةـوس

Đستخدم الرمزُوقد ي ة الخاليةموعليدل على ا{ }ʭأحيا .ً  
 موعĐائيةلمنتهيات ااĔموعات اللاĐة وا :  

 من n  عدد محدود إذا كانت خالية أو كانت تحتوى علىFinite منتهيةقال Đموعة ما إĔا يُ
قال للمجموعة أĔا لا ُوفي غير هذه الحالات ي  عدد صحيح موجب ،nالعناصر حيث إن  

  .ĔInfiniteائية 
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 تساوي مجموعتين :  
بغـض مـا متـساويتين إذا كانتـا تتكـوʭن مـن نفـس العناصـر ʪلـضبط   أY ، XĔقال Đمـوعتين يُ

  تكـــــوʭن متـــــساويتين إذا كانتـــــا مجـــــرد اسمـــــين X ، Y، أي أن اĐمـــــوعتين النظـــــر عـــــن الترتيـــــب 
  .ĐY = Xموعة واحدة 

  : مجموعتين يتضح أن يومن تعريف تساو
 مــن  وكــل عنــصرY ينتمــي إلى  X فــإن كــل عنــصر مــن عناصــر  Y = Xإذا كانــت   .1

  .X ينتمي إلى Yعناصر 
  وكـل عنـصر X ينتمـي إلى  Yر  ـر مـن عناصــ  مجموعتين وكل عنـصY, Xإذا كانت   .2

  .Y = X  فإن  Y  ينتمي إلى  Xمن عناصر  
    فإننا نعبر عن ذلك ϥن نكتبY  لا تساوي اĐموعة  Xوإذا كانت اĐموعة  

X  Y  .  
  الاحتواءInclusion:   

  إذا كان كل عنصر من Y  من اĐموعة  Subset  مجموعة جزئية  Xن اĐموعة  أقال يُ
وفي بعض . Y  مجموعة جزئية من Xقرأ يُو" XY"كتب يُ و، Y  ينتمي إلى  Xعناصر  
  مجموعة Xلتدل على أن اĐموعة " X  تحتوى على  Y"وتقرأ " YX"كتب يُالأحيان 

 X  Y  فإننا نعبر عن ذلك ʪلرمزY ت مجموعة جزئية من ـ  ليسX وإذا كانت Yجزئية من 
ًرا واحدا على الأقل ينتمي إلىـعني أن هناك عنصوهذا ي(  ً  Xإلى   ولا ينتمي Y( .  

  :تعريف
 Y من اĐموعة Proper Subset أĔا مجموعة جزئية فعلية  Xقال للمجموعة غير الخالية  يُ

  .لاحتواءفهوم اسية لموالنظرية التالية تتضمن الخواص الأسا  XY ، XYإذا كان 
  ):1(نظرية

   .X Xيكون  Xلأي مجموعة  – 1  
  .X=Yفإن  XY,YXإذا كان  X,Y مجموعتين ي لأ– 2  
    .XZفإن  XY,YZ إذا كان X,Y,Z ثلاث مجموعات ي لأ– 3  
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  .صيتين الأولى والثالثة للطالبا سنبرهن الخاصية الثانية فقط ونترك برهان الخ:البرهان
   .Y ينتمي إلى Xكل عنصر من عناصر ًإذا XY بما أن   

  ).من تعريف اĐموعة الجزئية (       
  . X ينتمي إلى Yكل عنصر من عناصر  ً إذاYX وبما أن   
  ).من تعريف اĐموعة الجزئية(        

  ).من تعريف تساوي مجموعتين (X=Yًإذا   
  . XY,YX  تكوʭن متساويتين إذا وإذا فقط كانX,YاĐموعتان : نتيجة

  .ةتعني أن النتيجة وعكسها صحيح" إذا وإذا فقط"
  .  مجموعة جزئية من أي مجموعة اĐموعة الخالية  ):2(نظرية

   على عنصر ي  تحتو فهذا يعني أن    Xأن   وبفرض   أي مجموعةX لتكن :البرهان
  ،صــرا عنةلــى أيــ عي لا تحتــو ولكــن هــذا مــستحيل لأن اĐموعــة Xلا ينتمــي إلى اĐموعــة  

  .  X بد أن تكون وعلى ذلك فلا،   فرض خاطئ   X ً إذاو
  .اĐموعة الخالية وحيدة): 3(نظرية

   .1 , 2 أن هناك مجموعتين خاليتين هما بفرض: البرهان
 1  أي أن  2ممكن أن تكون  مجموعة جزئية من أي مجموعة 1 تكونفمن النظرية السابقة 

 2 .  
  . 2  1 أي أن  1 مجموعة جزئية من أي مجموعة ولتكن 2وʪلمثل 

  .  أي أن اĐموعة الخالية وحيدة2 = 1نستنتج أن ) 1(ومن نظرية 
  :مثال
  .Xكتب جميع اĐموعات الجزئية للمجموعة فا X = {1,2,3}انت اĐموعة كإذا 

  :الحل
    هي X اĐموعات الجزئية للمجموعة  

, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}. 

 X للمجموعة هي اĐموعة التي عناصرها هي كل اĐموعات الجزئية W إذا كانتهونلاحظ أن
  :فإن



     رد               أسس الجبرĐسعد شرقاوي.                                                        دا  
__________________________________________________________________________  

  

6

W = {, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}. 

    X  W  وإنما  X  Wنلاحظ أن و
    W 1 ولكن   X 1كما نلاحظ أن 

     W {2}بينما   X {2}وأيضا  
رمز لها ʪلرمز  ُ ويX  للمجموعة Power set  بمجموعة اĐموعات الجزئية Wسمى اĐموعة  تُ

P(X) وتسمى أيضا مجموعة القوى للمجموعة ُX.   
   موعة الشاملةĐاUniversal Set:   

ى كــل  علــيإذا كــان لــدينا عــدد مــن اĐموعــات فــإن اĐموعــة الــشاملة هــي اĐموعــة الــتي تحتــو
 تنتمـــي جميعهـــا إلى هـــذه ات ، أو بمعــنى آخـــر أن عناصـــر هـــذه اĐموعــاتعناصــر هـــذه اĐموعـــ

 ويمكـن تعيـين أكثـر مـن مجموعـة شـاملة Đموعـة أو Uرمـز لهـا ʪلرمـز يُو). الشاملة(اĐموعة الأم 
  .ُلعدد من اĐموعات ، ويفضل تحديد واحدة منها في المسألة

)Đ موعة شاملةĐ موعات؟اذكر مثالĐموعة أو لعدد من ا .(  
   أشكال فنVenn Diagram:   

ًمن المفيد دائما أن يكون لدينا صورة مرئيـة تمثـل محتـوى أي مـسألة رʮضـية ، فـإن ذلـك يـساعد 
  بمــستطيل في مــستوى Uًلــذلك ســنمثل دائمــا اĐموعــة الــشاملة  . علــى الفهــم واقــتراح الحلــول

هــي جميــع الــنقط الواقعــة داخــل هــذا المــستطيل وفي هــذه   Uالورقــة علــى أن نعتــبر أن عناصــر  
  الحالة يمكن أن نمثل اĐموعات المختلفة بمساحات داخل هذا المستطيل 

  :شكلالنظر  ا
  
  
  
  

  )1(شكل         
سمى مثل هذه الأشكال ϥشكال فن ويمكن استخدام هذه الأشكال في توضـيح العلاقـة بـين تُ

  .اĐموعات المختلفة

U  

X  
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قبــل كبرهــان ُلإشــارة إلى أن توضــيح مــسألة ʪســتخدام أشــكال فــن لا يمكــن أن يولكــن ينبغــى ا
ويجــب التعــود علــى اســتخدام البرهــان المنطقــى ســواء في برهنــة النظــرʮت أو . لمــسائل اĐموعــات

  .في حل التمارين
   التضمينImplication:   

.  أو خاطئــةةصــحيحتمــل أن تكــون ُ جملتــين خبرتــين فــإن أي واحــدة منهمــا يحA,Bإذا كانــت 
 فمعــنى هــذا أن حيحة صــBستلزم ʪلــضرورة أن تكــون الجملــة  تــ A الجملــة صــحةإذا حــدث أن 

 في ة متــضمنB الجملــة حة ، أو بعبــارة أخــرى صــB الجملــة حة شــرط لازم لــصA الجملــة حةصــ
    A الجملة حةص

ʪ رمزية الصورة لونكتب ذلكA Bقرأ ُ وتA تؤدى إلى  B.   
 في هذه الحالة يكون x2 = 9 هي الجملة B وكانت  x = 3 هي A   إذا كانت الجملة:مثال

A  B.    
  " B  إذا وإذا فقط  A"قرأ ُوت A  B فإننا نكتب A B , B Aوإذا حدث أن 

  . متكافئتانA, Bقال في هذه الحالة أن الجملتين ُوي
  y = 2  3y + 1 = 7 : مثال

  :يموعة لأخرى كما يليمكننا تعريف احتواء مجوʪستخدام مفهوم التضمين 
XY إذا كان a X  a Y لكل عنصر  a .  

  :يكذلك تعريف تساوي مجموعتين يمكن كتابته كما يل
X = Y إذا كان a X  a Y   لكل عنصرa.  
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   الفروق والمكملاتDifferences and Complements:    
يـع العناصـر الـتي تنتمـي هو اĐموعة الـتي تتكـون مـن جم X,Yالفرق بين مجموعتين : )1(تعريف

    ʪ X – Yلرمز X,Yرمز للفرق بين يُ وY ولا تنتمي إلى اĐموعة Xإلى اĐموعة 
   X – Y = {a : a  X, a  Y}أي أن 

   X – Y المساحة المظللة تمثل )شكل النظر ا( 
  
  
  
  

موعة  اĐأو متممة سمى مكملة ُ  تU – X  فإن اĐموعة  X  U إذا كانت  :)2(تعريف
X لنسبة للمجموعة الشاملةʪ  ومجازا تسمى ،ُ ًوأحياXc   ʭرمز لها ʪلرمز  يُو" Xمكملة   "ً

  :)نظر الشكل ا(  Xc = {a : a  U, a  X} أي أن \ʪXلرمز 
 
 
 
 
 
 

  .)Xمكملة اĐموعة  (Xcالمساحة المظللة في الشكل السابق تمثل اĐموعة 
   a  Xc  أو a  X  إما ونيك  a  Uلاحظ أن لأي عنصر ن

  .هي اĐموعة الشاملة) مجموعة الأعداد الصحيحة (ʪ Zعتبار أن :مثال
  :اĐموعات الآتيةكل من أوجد مكملة ) 1(  

(i) The set of all Even Numbers. 

  .مجموعة الأعداد الصحيحة الزوجية
(ii) X = {x : xZ, x<1}.       
(iii) Y = {y : yZ, 4<y-4}.        

   Z – Xc  ، Xc - Y: وجدأ) 2(      

X 
Y  

X 
U 
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  Z = {0,  1,  2,  3,  4, …} :الحل
 E = {0,  2,  4,  6,  8, …}  (i)مجموعة الأعداد الزوجية  )1(

     Ec = Z – E = { 1,  3,  5, …}. 

  .Odd  Numbersأي أن مكملة مجموعة الأعداد الزوجية هي مجموعة الأعداد الفردية 
 (ii)  X = {…, - 3, - 2, - 1, 0}. 

    Xc = Z – X = {1, 2, 3, …}. 
 (iii)  Y = {…, - 6, - 5, - 4, 5, 6, 7, …}. 

    Yc = Z – Y = {- 3, - 2, - 1, 0, 1, 2, 3, 4}. 

  )2        (Xc - Y = {1, 2, 3, 4},  Z – Xc = {… , - 3, - 2, - 1, 0}.   
  . c = X(Xc)  يكون  X لأي مجموعة):4(نظرية

  : أي عنصر في اĐموعة الشاملة فإنa إذا كان :هانالبر
 a  (Xc)c  a  Xc  a  X. 

  :ومن تعريف اĐموعة الجزئية،مكملتهاإلى لأن أي عنصر إما أن ينتمي إلى اĐموعة أو 
  (Xc)c  X.                    (1) 

 a  X  a  Xc  a  (Xc)c                    :يكون           و

         X  (Xc)c.                   (2) 

   :نستنتج أن (2),(1) من
    (Xc)c = X . 

  :بطريقة جداول الانتماء) 4(نظرية ويمكن إثبات 
   X, Xc, (Xc)c عمود لكل من ي أعمدة هثلاثنكون جدول مكون من حيث 

   Xموعة  اĐ من عناصر اĐموعة الشاملة التي تحتوى علىaوإذا أخذʭ العنصر 
  :نبدأ بملء الجدولف a  X أوa  X  احتمالين إما  لدينا يكونف
   a  Xإذا كان  Xفي عمود  0ضع وو  a  X إذا كان X في عمود 1ضع وب

  :وʪلمثل نملأ الأعمدة الباقية ʪستخدام تعريف هذه اĐموعات فنحصل على الجدول
 X Xc (Xc)c 

1 0 1 
0 1 0 

  متطابقة ،  ول والثالث العمودين الأقيم الإنتماء التي فيونلاحظ من الجدول أن 
  .c = X(Xc) ومن ثم يكون 
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   Union and Intersectionالاتحاد والتقاطع  
    مجموعتين فإن اĐموعة التي تتكون من جميع العناصر التي تنتمى إلى X,Yإذا كان 

  XYرمز لها ʪلرمزُ ويX,Y سمى اتحاد اĐموعتينُإحدى اĐموعتين على الأقل ت
  :  كما يليX,Yًويمكن التعبير رمزʮ عن اتحاد اĐموعتين " Y اتحاد X"قرأ ُوي

XY = {a: aXaY}. 

  . X,Y لكل من ي  تنتمa  أو  aY  أو aX ني أنعت" "حيث 
  فتمثـــــل تقـــــاطع X,Yأمــــا اĐموعـــــة الــــتي تتكـــــون مــــن العناصـــــر المـــــشتركة فقــــط بـــــين اĐمــــوعتين 

  :أي أن " Y تقاطع X"قرأ ُوت"  XY"رمز لها ʪلرمز ُ ويX,Y  اĐموعتين
XY = {a: aXaY}. 

  ).في نفس الوقت X,Y لكل من يتنتمأي ( aY  و aX ني أنعت" "يث ح
       X = {1, 2, 3, 4} ,  Y = {1, 3, 5, 7} إذا كانت:مثال
    XY = {1, 3}  ,  XY = {1, 2, 3, 4, 5, 7} فإن  

        .   XY = فإن      X = {d, e, f}  ,  Y = {a, b, c}وإذا كانت 
  : إذا كانDisjoint  أĔما متباعدʫن  X,Yموعتين قال Đيُ) 1( :ملاحظات

XY = . 

  :فإن X ةمجموع هي اĐموعة الشاملة للUإذا كانت ) 2(
XXc=U , XXc=    

  :يكون X,Yمجموعتين لأي ) 3    (
(i)  aXY aXaY.   (ii)  aXY aXaY. 
(iii) X XY, Y XY.     (iv) XYX , XYY.   

  :  يتحققX,Y  لأي مجموعتين):5(ةنظري
XY  XY=Y. 

  .متكافئتان XY، XY=Y   النظرية تنص على أن الجملتين:البرهان
   .Y=XY  فإن XYإذا كان : لاًأي أنه أو

  . XY فإن XY=Yوإذا كان : ʬًنيا       
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  :كما يلي Y=YXنبرهن أن س  وYXأن نفرض  :لاًأو
   :من الواضح أن

 YXY.              (1) 
 aXY  aX aY  aY  ; XY   
  XYY.                            (2)   

  .لاً  وهو المطلوب أوXY=Y   يكون(2),(1)من 
  : YXنبرهن أن س  وY=YX نفرض أن ً:ʬنيا

   :من الواضح أن
 XXY   XY   ; XY=Y.      

    .ʬنياوهو المطلوب 

  .ثبت النظريةمن أولا وʬنيا ت
   : يتحققX,Y  لأي مجموعتين):6(نظرية

XY  XY = X. 

   :البرهان
  :X=YXنبرهن أن س وYXأن نفرض  :لاًأو

   :من الواضح أن
 XYX.           (1) 
 aX , XY  aX  aY  aXY 
  XXY.              (2)   

  .لاً  وهو المطلوب أوXY=X   يكون(2),(1)من 
  : YXنبرهن أن س  وX=YX نفرض أن ً:ʬنيا

aX = XY  aX  aY  aY. 
 XY. 

   .ʬنياوهو المطلوب 
  .ومن أولا وʬنيا تثبت النظرية
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  :  فإنX1 X2 , Y1Y2إذا كانت  ): 7(نظرية
(1) X1Y1  X2Y2.  
(2) X1Y1  X2Y2.  

   :البرهان
(1) aX1Y1  aX1 aY1  aX2 aY2  ; X1X2 ,Y1Y2 
  X1Y1  X2 Y2. 
(2) aX1Y1  aX1  aY1  aX2  aY2  ; X1X2 ,Y1Y2 
  X1Y1  X2Y2. 

  : يتحققXلأي مجموعة ): 8(نظرية
(1) XX = X. 
(2) XX = X. 

   . Idempotencyنمو  شار إلى هذين القانونين بقانونى اللاُوي
  : يتحققX,Y لأي مجموعتين ):9(نظرية

(1) XY = YX. 
(2) XY = YX. 

   . Commutative Lawsر إلى هذين القانونين بقانونى الإبدال  شاُوي
   : يتحقق X, Y, Z لأي ثلاث مجموعات ):10(نظرية

(1)  (XY)Z = X(YZ). 
(2)  ( XY)Z = X(YZ). 

  . Associative Laws  أو قانوني الترتيبشار إلى هذين القانونين بقانونى الدمجُوي
  :ي مجموعتين فإن  أX, Y إذا كانت ):11(نظرية

 X – Yc = XY. 

 من عناصر اĐموعة a الطريقة العامة لأي عنصر يوه) ʪ )1ستخدام نتيجة نظرية :البرهان
   :نجد أنبين اĐموعتين الشاملة ومن تعريف الفرق 

a(X – Yc)  aX  aYc  

                            aX  aYمن تعريف اĐموعة المكملة    
                                a(XY)عريف تقاطع مجموعتين  من ت  

   X – Yc  XY.   (1) 
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   : يكونوʪلعكس
 a(XY)  aX  aY  

       aX  aYc   
       a(X – Yc)  

  (XY)  X – Yc.   (2) 

   : نستنتج أن(2),(1)ومن 
  (X – Yc) = (XY) . 

 ينكون جدول مكون من خمس أعمدة هحيث جداول الانتماء ويمكن إثبات ذلك بطريقة 
  :عمود لكل من

 X, Y, Yc, (X – Yc), (XY). 

   X, Y  اĐموعتين علىي من عناصر اĐموعة الشاملة التي تحتوaوإذا أخذʭ العنصر 
  : لدينا الاحتمالات الآتيةيكونف

 aX , aY.  
  aX , aY.  
  aX , aY.  
  aX , aY. 

  .يس هناك أية احتمالات أخرىول
   وʪلمثل aX إذا كان 0 ونضع aX إذا كان X في عمود  1نبدأ بملء الجدول ϥن نضع 

  :نملأ الأعمدة الباقية ʪستخدام تعريف هذه اĐموعات فنحصل على الجدول الآتي
X Y Yc (X – Yc) (X  Y) 
1 1 0 1 1 
1 0 1 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 

:متطابقة، ومن ثم فإن العمودين الأخيرين من الجدول أن قيم الإنتماء التي فيونلاحظ   
  (X – Yc) = XY . 
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   :s Laws'De Morgan دي مورجان  قانونى): 12(نظرية
  :  يتحققX, Yلأي مجموعتين         

(1) (XY)c  = XcYc  . 
(2) (XY)c  = XcYc. 

  :البرهان
  :كما يلياء ول الانتماʪستخدام جد) 1(سنبرهن 

  :نكون جدول الإنتماء كما يلي
  

X Y Xc Yc X  Y (X Y)c (Xc  Yc) 
1 1 0 0 1 0 0 
1 0 0 1 0 1 1 
0 1 1 0 0 1 1 
0 0 1 1 0 1 1 

  
  :متطابقة، ومن ثم فإن العمودين الأخيرين نلاحظ من الجدول أن قيم الإنتماء التي في

 (XY)c = XcYc . 

  :كما يليلطريقة العامةʪستخدام ا) 2 (وسنبرهن
    : عنصر من عناصر اĐموعة الشاملة فإنaإذا كان ) 2(

 a(XY)c  a(XY)  
           aX  aY  
           aXc  aYc  
           aXcYc . 

  (XY)c  XcYc .   (1)   
a(XcYc)  aXc  aYc                                  ًوأيضا  

                     aX  aY  
                     a(XY)  
                     a(XY)c . 

 (XcYc)  (XY)c .   (2)  

   نستنتج أن(2),(1)من 
     (XY)c = (XcYc). 
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  : Distributive laws التوزيع  قانونى): 13(نظرية
  :تحقق يX, Y, Zلأي ثلاث مجموعات           

(1) X(YZ) = (XY)(XZ) 
(2) X(YZ) = (XY)(XZ) 

   :البرهان
  : كما يليول الانتماءاʪستخدام جد) 1(سنبرهن 

  
X Y Z XY XZ YZ X(YZ) (XY)(X Z) 
1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 0 1 0 1 1 1 
1 0 1 0 1 1 1 1 
1 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 1 0 0 1 0 0 
0 1 0 0 0 1 0 0 
0 0 1 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 

   :متطابقة، ومن ثم فإن العمودين الأخيرين نلاحظ من الجدول أن قيم الإنتماء التي في
X(YZ) = (XY)(XZ). 

  : كما يليʪلطريقة العامة ) 2(وسنبرهن 
   : أحد عناصر اĐموعة الشاملة فإنaإذا كان ) 2(

a(X(YZ))  aX  a(YZ).  

 :فإذا كان
aX  a(XY), a(XZ)  

                    a(XY)(XZ).  

 :وإذا كان
a(YZ)  aY, aZ 
                     aXY, aXZ  
                     a(XY)(XZ).  
 X(YZ)(XY)(XZ).   (I) 
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 : نفرض أنوالعكس
a(XY)(XZ)  a(XY)              (1), 
a(XZ)     (2) 

  :يكون (2) , (1) من ه  فإنa  Xإذا كان  
aY, aZ  a(YZ). 
 aX  a(YZ) 
 aX(YZ).  
 (XY)(XZ)X(YZ).  (II) 

 :  يكون(II),(I)من 
 X(YZ) = (XY)(XZ). 

  :يمكن اختصار الطريقة العامة لإثبات ما سبق كما يلي: ملاحظة
 aX(YZ)  aX  a(YZ) 
                         a(XX)  a(YZ) 
                         [aX  aX]  [aY  aZ] 
                         [aX  aY]  [aX  aZ] 
                         a(XY)  a(XZ) 
                         a(XY)  (XZ) 
 X(YZ) = (XY)(XZ). 

  .  ʪلنسبة للمجموعات"-" تتوزع على عملية الفرق ""عملية التقاطع : نتيجة
  . ʪلنسبة للمجموعات"-" لا تتوزع على عملية الفرق ""بينما عملية الإتحاد 

  : يتحققX,Y,Zأي أن لأي ثلاث مجموعات 
 X(Y-Z) = (XY)-(XZ).      ,   (X-Y)Z = (XZ)-(YZ). 
 X(Y-Z)  (XY)-(XZ).      ,   (X-Y)Z  (XZ)-(YZ). 

  .تحقق من ذلك؟
  : يتحققʪX,Yستخدام قوانين التوزيع برهن أن لأي مجموعتين : تمرين

(1)  X(XcY) = XY. 
(2)  X(Y-X) = XY. 
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 للمجموعتين) أو الاختلاف المتماثل(تُعرف مجموعة الفرق المتماثل : تعريفX,Y   
  : كما يليXYُوالتي يرمز لها ʪلرمز

 XY = (XY)-(XY) = (X-Y)(Y-X). 

  :وُتمثل كما ʪلشكل
                 X              Y                            X             Y 

   
  
  

  (Y-X)(X-Y) = (XY)-(XY)تحقق من أن : تمرين

}:,103{,}:,125{إذا كانت: مثال  yNyyYxNxxX  
  ) .قق من ذلك؟تح (YX}11,5,4,3{       فإن

  
   تعميم فكرتى الاتحاد والتقاطعIntersection& Generalization of Union :   

غير اً أو منتهيسواء كان (يمكن تعميم فكرتى الاتحاد والتقاطع لتشمل أي عدد من اĐموعات 
 مجموعة عناصرها ي هG  عائلة من اĐموعات ، أي أنG = {X, Y, Z, …}فإذا كانت). منته

عرف اتحاد هذه اĐموعات ϥنه اĐموعة التي تتكون من جميع يُ ..., X, Y, Z مجموعات  
   ...., X, Y, Z اĐموعات هذه  إلى واحدة على الأقل من يالعناصر التي تنتم

  …XYZرمز لاتحاد هذه اĐموعات ʪلرمز يُو
ϥنه اĐموعة التي تتكون من العناصر  G إلى يكذلك نعرف تقاطع اĐموعات التي تنتم

   ..., X, Y, Zالمشتركة بين جميع اĐموعات 
  … XYZرمز لتقاطع هذه اĐموعات ʪلرمز يُو

in نكتب فإننا X1, X2, X3, …., Xnوإذا كان لدينا عدد محدود من اĐموعات 
i X1 لاتحاد 

in نكتبهذه اĐموعات و
i X1موعاتĐلتقاطع هذه ا .  

,}:{1 isomeforXxxX ii
n
i   }.:{1 iallforXxxX ii

n
i    
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 ء يالتجزPartition :  
ء للمجموعة ي  أĔا تجزXقال Đموعة من اĐموعات الجزئية غير الخالية من اĐموعة  ُ ي:تعريف

X موعةĐموعات متباعدة ثنائيا وكان اتحادها هو اĐإذا كانت هذه ا ًX.  
 ةصحيحة الموجبتجزىء Đموعة الأعداد التكون  {… ,{5,6},{3,4},{1,2}} اĐموعة :مثال

N.  
   .N  لـء آخر يتجز {{…,3,6,9},{…,2,5,8},{…,1,4,7}}كذلك اĐموعة 

  .N   لـءيتجزليست  {… ,{3,4},{2,3},{1,2}} اĐموعةبينما 
 المرتبة ) الثنائيات(زواج لأاOrdered Pairs:   
ُمن هذين العنصرين يمكن تكوين ما يسمى ʪلزوج المرتب أو .   عنصرين في مجموعة x,yليكن 

 المركبة الثانية  yُ،وتسمى) المسقط الأول(  المركبة الأولى xُالثنائي المرتب ، حيث تسمى 
أي أن الزوج المرتب هو مجموعة من عنصرين الترتيب بينهما . للزوج المرتب ) المسقط الثاني(

   .ʪ (x,y)لرمز  y  ومركبته الثانيةxُ لذلك يرمز للزوج المرتب الذي مركبته الأولى أساسي ،
 ، x = y ، ويتم التسـاوي فقط في حالة  (y,x) (x,y) في حين أن {y,x} = {x,y}لاحظ أن 

   . a=c  b=d (c,d) = (a,b)وبوجه عام يمكن القول أن  
   .(4 , x+y) = (x+2y , 3) إذا علمت أن x,y أوجد :مثال
   x+2y = 4  ,  x+y = 3 من تعريف تساوي الأزواج المرتبة نجد أن  :الحل

   .x = 2 ، وʪلتعويض نجد أن  y = 1فبالطرح نجد أن 
  موعتين ) الضرب الكرتيزي(الحاصل الديكارتيĐ  

Cartesian Product of two Sets : 
هو مجموعة الأزواج المرتبة التي  XYالحاصل الديكارتي .  مجموعتين غير خاليتينX,Yليكن 

  : أي أنY ،ومركبتها الثانية تنتمي للمجموعة Xمركبتها الأولى تنتمي للمجموعة 
XY = {(x,y) : xX  yY}. 

    فإن A = {a, b, c} , B = {x, y} ليكن): 1(مثال
 AB = {(a,x), (a,y), (b,x), (b,y), (c,x), (c,y)}, 
 BA = {(x,a), (x,b), (x,c), (y,a), (y,b), (y,c)}, 
 AA = {(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c), (c,a), (c,b), (c,c)}, 
 BB = {(x, x), (x, y), (y, x), (y, y)}.  
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   .XX اكتب X={1,2,3}إذا كان ): 2(مثال
  :الحل

XX={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}. 

  : يتحققA, B, C, D اختيارية مجموعاتي  لأ:)14(نظرية
(i)  A(BC) = (AB)(AC). 
(ii)  A(BC) = (AB)(AC). 
(iii) (AB)(CD) = (AC)(BD). 

  . للطالب(ii) ونترك برهان (iii),(i) سنبرهن :الإثبات
(i)   (x,y)A(BC)  xA   yBC 
                                xA  yB  yC 
                      (x, y)AB  (x, y)AC 
                      (x, y)(AB)(AC). 
 A(BC) = (AB)(AC). 
(iii)  (x,y)(AB)(CD)  (x,y)AB  (x,y)CD 
                                        xA  yB  xC  yD 
                                        xAC  yBD 
                                        (x, y)(AC)(BD). 
 (AB)(CD) = (AC)(BD). 

   .X2ُ المربع الكرتيزي ويرمز له ʪلرمز  XXحاصل الضـرب الكرتيزي ُفي بعض الأحيان يسـمى
   تمثيل حاصل الضرب الكرتيزيtesian ProductsRepresentation of Car:   

 ، Xً بيانيا برسم محورين المحور الأفقي يمثل عناصـر اĐموعة XYيمُثل حاصل الضرب الكرتيزي 
   (x,y)ُ ، وتمثل الأزواج المرتبة Yوالمحور الرأسي يمثل عناصـر اĐموعة 

  :بنقط في المستوى كما ʪلشكل) أي عناصر حاصل الضرب الكرتيزي(
                   Y 

  
  
  

                                                          X 
 

   :ملاحظة
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 فإن حاصل n مجموعة عدد عناصرها Y ، وكانت m مجموعة عدد عناصرها Xإذا كانت 
  ).عدد الأزواج المرتبة (mn يكون مجموعة عدد عناصرها XYالضرب الكرتيزي

  تماريــن
  : اĐموعات لتحديد عناصر اĐموعات الآتية استخدم طرق التعبير عن-1

   8الأعداد الطبيعية الأقل من   )أ (
 صحيحة الموجبــة ولهــا المقــام الأعــداد الــ1الأعــداد الكــسرية الــتي لهــا البــسط يــساوي  )ب (

   7الأقل من
َمن جد وجد ومن زرع حصد" الحروف المختلفة المكونة للجملة   )ج ( َ. "   

  :كة بين عناصر اĐموعة عبر عن اĐموعات الآتية بذكر صفة مشتر-2
  { a , e , i , o , u }  )أ (
   {... , 10000 , 1000 , 100 , 10 }  )ب (
   .{... , 1/4 , 1/3 , 1/2 , 1 }  )ج (

  ):السرد( عبر عن اĐموعات الآتية بطريقة الحصر -3
   X={ x: x  is a factor of 6 }  )أ (
  Y={ y: y  is a solution of  y2=0 }  )ب (
 A={ a: aN, a is odd number,1a10}  )ج (
 B={ b: bN, b is prime number,1b12}   )د (

 .   مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبةNحيث 

  :عط مثال Đموعات تحتوي علىا -4
  .              عنصرين فقط  )أ (
  .لا تحتوي على عناصر  )ب (
 .        عنصر واحد فقط  )ج (

  .عدد غير محدود من العناصر  )د (
  :موز جبرية عن الآتي عبر برA = { 3 , 5 , 8 , 9 } بفرض اĐموعة-5

   A عنصر في 8  )أ (
   A ليس عنصرا في 4  )ب (
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   8 تحتوي العنصر Aيوجد فقط ثماني مجموعات جزئية من عناصر  )ج (
  :تكون لاĔائية ، وأيها منتهية حدد أي من اĐموعات الآتية تكون -6

   A = { x , y , p , q , 6 , 8 }  )أ (
   B = { x : x  is a multiple of 3 }  )ب (
  لعربيةمجموعة حروف اللغة ا  )ج (
    . مجموعة الأعدادالحقيقيةRحيث D = { x : xR, 0  x 1}   )د (

  :  اكتب بعض اĐموعات التي تصلح كل منها كمجموعة شاملة للمجموعات-7
 A = {1,2} ,  B = {2,3,4} , C = {3,4,5}. 

   { {3 ,2} ,{3 ,1} ,{2 ,1} } ,{3 ,2 ,1} ، وبين {1} ,1 بين ةقعلا مال-8
  : ت بفرض اĐموعا-9

 A = {1,3,5,7} ,  B = {3,5} , E = {2} , D = {5, 7, 9}. 
  : حدد أي من العبارات الآتية يكون صحيحا ، وأيها خطأ

(1) B  A           (2) E  B                 (3) D  A   
(4) B  A              (5)   B               (6)   B  
(7) E  A              (8) 7  D                  (9) 2 = E  
(10) 5  A           (11) {5}  A           (12) A  finite.  

  : اكتب عناصر مجموعة اĐموعات الجزئية لكل من اĐموعات الآتية-10
   {a, b}  )أ (
   {a, b, c, d}  )ب (
  ):وصحح الخطأ(ّ بين الصواب من الخطأ فيما يلي X = {a,b,c}  إذا كانت -11

(1) {a}  X           (2) {a,b}  P(X)                 (3) {}  P(X)   
(4) {} =                (5) {a,b}  X                    (6) {{a}}  X 
(7) {d}  P(X). 

   aX , bY , XY ,YZ بفرض أن -12
   aZهل    )أ (
   bZهل    )ب (
   aYهل    )ج (
  X,Y من عناصر كلا من  يتطلب أن يكون عنصراZهل كل عنصر من عناصر   )د (

  Yوليس Z يتطلب أن يكون عنصرا من عناصرXهل كل عنصر من عناصر   )ه (
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   A = {a,b,c,d}, B = {c,d,e}, C = {c,e,f,g}, D = {a,b,e,f} بفرض أن - 13
  :عبر عن اĐموعات الآتية

(i) A(BC). 
(ii) (AB)C. 
(iii) (AB)(CD). 
(iv) A–B. 
(v) (AB)–(AB). 

  :لآتيةااكتب عناصر اĐموعات  . A={1,2}  ,  B={2,3,4}بفرض أن  - 14
(i)  AA.                         (ii)  AB.      
(iii)  BA.                         (iv)  BB.                
(v)  (AB)(BA).          (vi)   (AA)(BA). 
(vii)  (AA)(AB).        (viii)  (AB)A.. 

 فحدد أي من اĐموعات الآتية تكون تجزيئ A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} بفرض أن - 15
  ):ِمع ذكر السبب( وأيها لا تكون Aللمجموعة 

(i) { {1, 2, 6}, {6, 3} }. 
(ii) { {1, 2, 3}, {4, 5, 6, 2} }.    
(iii) { {1, 2, 3}, {4}, {5, 6} }. 
(iv) { {1, 2},{3, 4},{5, 6} }. 

  : برهن أنA, B, Cلأي ثلاث مجموعات اختيارية  - 16
(i) A(BC)c = (A-B)(A-C). 
(ii) A-(BC) = (A-B)(A-C). 
(iii) (AB)–C = (A-C)(B-C). 
(iv) A(B-C) = (AB)-(AC). 
(v) (AA)(BC) = (AB)(AC). 
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  الثاني الباب 
  Binary Operationsالعمليات الثنائية  

ً عددين معا Composingتختص بتركيب على الأعداد  الجمع والضرب عمليتينعلم أن 
تختص بتركيب على اĐمـوعات  الاتحاد والتقاطع عمليتي وكذلك  ، عدد ʬلثينتجل

تقوم ) أو الرواسم( قاتعلاوكذلك عملية تحصيل ال ،  مجموعة ʬلثةنتجًمجموعتين معا لت
   ،) أو راسم ʬلث(ة ʬلثعلاقة لتكوين ) أو راسمين( علاقتينبتحصيل 
  . لنا مفهوم العمليات الثنائية ويمكن تعميمهينوهكذا يتب

XXyxXzyxbXXXb  الراسم:)1(تعريف  ),(),(;:   
  .Xاليةالخموعة غير اĐ على inary operationb عملية ثنائيةسمى يُ

على أن يكون ʭتج ) ًكل اثنان معا( ما  تحصل عناصر مجموعةالتي أن العملية أي
وفي هذه الحالة  ، اĐموعةهذه سمى عملية ثنائية على ُالتحصيل ينتمي للمجموعة ت

  . نقول أن اĐموعة مغلقة ʪلنسبة للعملية
   . ... ، ،  ،  ،  ، ُوعادة يرمز للعملية الثنائية ʪلرموز  

   associative  أĔا دامجةX على اĐموعةُ يقال للعملية الثنائية :)2(تعريف
Xzyxzyxzyx: إذا تحقق الشرط  ,,)()(  

Xyxxyyx:  إذا تحقق الشرطcommutativeُويقال أĔا ابدالية   ,  
  الصحيحة مجموعة الأعدادعملية ثنائية دامجة على" "مع العادية عملية الج: )1(مثال

  الصحيحة مجموعة الأعدادعملية ثنائية دامجة على" "عملية الضرب العادية و ، الزوجية
  الصحيحة مجموعة الأعدادىليست عملية ثنائية عل" " ، وعملية الجمع العادية الزوجية

عملية ولكن  ي ، ʪلضرورة عدد فرديكونين لا  عددين فرديأيحيث إن مجموع لفردية ا
 حيث إن حاصل ضرب لفردية ا الصحيحة عملية ثنائية على مجموعة الأعداد""الضرب

  . يعدد فرد  يكونً دائماينعددين فرديأي 
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  :Identity and Inverse Elementsالعنصر المحايد والمعكوس 
  Xeفإن العنصر Xة ثنائية على اĐموعة غير الخالية عمليإذا كانت: )3(تعريف

Xxxxeex: إذا تحقق الشرطʪ ◌ًلنسبة للعمليةًعنصرا محايداسمى يُ  

  Xy فإن العنصرXx وليكنXeذات عنصر محايد عملية ثنائية إذا كانتو
exyyx:  إذا تحقق الشرطx للعنصر)نظير(معكوس يُسمى   

  :لي كما يZ معرفة في مجموعة الأعداد الصحيحةلتكن العملية : )2(مثال
Zyxyxyx  ,3   

من حيث كوĔا عملية ثنائية إبدالية ، ودامجة ، ووجود العنصر المحايد  (ادرس العملية
  ).ووجود المعكوس

  :الحل
.,3)1( ZyxZyxyx   

  .Z عملية ثنائية فيًوإذا 
.,33)2( Zyxxyxyyxyx   

  . إبداليةًوإذا 

.,,)()(

.63)3()3()(

,63)3()3()()3(

Zzyxzyxzyx

zyxzyxzyxzyx

zyxzyxzyxzyx





  

  . دامجةًوإذا 

.3

3

,3

3)4(







e

xxexxe

e

xexxex

 

Ze يكون ًوإذا العنصر المحايد ʪلنسبة للعملية   3   

.6

33

,6

33)5(

xy

xyexy

xy

yxeyx







 

   Zx6 يكون Zxًوإذا معكوس العنصر
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  : Representation by Tablesتمثيل العمليات الثنائية ʪلجداول 
 عملية ثنائية وكانت ) ً مثلاnعدد عناصرها محدود ( مجموعة منتهية Xإذا كانت

  . من الأزواج المرتبة وصورها2n فإنه يلزم كتابة عددXفي
  .ُوللسهولة نلجأ إلى ما يسمى بجدول العملية وهو شبيه بجدول الضرب

  :كما سيتضح من المثال التالي
 معرف عليها عمليتي الجمع والضرب العاديتينX}1,0,1{لتكن: مثال , 

فيمكن تمثيل العمليتين) 3عدد عناصرها( منتهية XاĐموعة: الحل    ʪلجداول ,
  :كما يلي

  : يكونX في اĐموعةالجدول الذي يمثل العملية
  -1 0 1 

-1 -2 -1 0 

0 -1 0 1 

1 0 1 2 

لا تنتمي إلى ) أي بعض الصور(ونلاحظ من الجدول أن بعض العناصر الموجودة داخله 
Xًمثلا ( XاĐموعة  وبذلك فإننا بنظرة واحدة إلى الجدول نستنتج أن ) 2,2

  .Xليست عملية ثنائية في اĐموعة
  : يكونX على اĐموعة والجدول الذي يمثل العملية

  -1 0 1 

-1 1 0 -1 

0 0 0 0 

1 -1 0 1 

   X الموجودة داخله تنتمي إلى اĐموعةنلاحظ من الجدول أن جميع العناصرو
  .X تكون عملية ثنائية في اĐموعةومن ثم فإن
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   :nالجمع والضرب بمقياس العدد الصحيح
Addition & Multiplication Mod n : 

   nمتطابقين بمقياس العدد الصحيح ,baُ يقال أن العددين الصحيحين:تعريف
baإذا كان يقبل القسمة على n2 حيثnʮويكتب جبر ً ُ)(mod nba    

 علاقة تكون رأينا أن علاقة التطابق هذه الباب الثانيومن خلال دراستنا للعلاقات في 
ُ  ويرمز Zتكافؤ ، ومجموعة فصول التكافؤ لها تكون تجزيء Đموعة الأعداد الصحيحة

}2,1,0,...,1{ حيثĐnZموعة فصول التكافؤ لهذه العلاقة ʪلرمز  nnZ   
}2,1,0,...,1{ومن ʪب الإيجاز نكتب  nZ n  

  :  نعرفهما كما يليnZوعمليتي الجمع والضرب في
nZbaحاصل جمع  ,بمقياس العدد الصحيح n تج قسمة  يكون عبارة عنʭ قيʪ

baاĐموع على العدد الصحيح n   
nZbaوحاصل ضرب ,بمقياس العدد الصحيح n تج قسمة  يكون عبارة عنʭ قيʪ

   n على العدد الصحيحbaحاصل الضرب
   ʪ nلرمزnد الصحيحُويرمز لعملية الجمع بمقياس العد

   ʪ nلرمزnولعملية الضرب بمقياس العدد الصحيح
nn كلا من العمليتين:ملاحظة    . تكون دامجةnZ في,

4}3,2,1,0{ معرفة على اĐموعة 4 عملية الجمع بمقياس4لتكن : )1(مثال Z  
من حيث كوĔا عملية ثنائية إبدالية ، ودامجة ، ووجود العنصر المحايد  (4ادرس العملية 

  ).، ووجود المعكوس
  : بجدول كما يلي4نمثل العملية : الحل

4  0 1 2 3 

0 0 1 2 3 

1 1 2 3 0 

2 2 3 0 1 

3 3 0 1 2 
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  :نلاحظ من الجدول أنو
 تكون عملية 4ومن ثم فإن. 4Zجميع العناصر الموجودة داخله تنتمي إلى اĐموعة) 1(

  .4Zعةثنائية في اĐمو
 تكون 4ومن ثم فإن. عناصر الجدول متماثلة حول القطر الرئيسي للجدول) 2(

  .ابدالية
40العنصر) 3( Zلنسبة للعمليةʪ 4 هو العنصر المحايد   
  ).الرئيسي للجدول) العمود(ى الصف المناظر له عل) العمود(حيث ينطبق الصف (
  : تكون كما يلي4Zمعكوسات عناصر اĐموعة ) 4(

 العنصر 0 1 2 3
 المعكوس 0 3 2 1

nnوحيث إن كلا من العمليتين   .مجة تكون دا4وعلى ذلك.  تكون دامجةnZ في,

 معرفة على 10 عملية الضرب بمقياس10لتكن: )2(مثال
}8,6,4,2{10اĐموعة ZX  10ادرس العملية   

  ).، ووجود العنصر المحايد والمعكوس ، ودامجة من حيث كوĔا عملية ثنائية إبدالية(
  : بجدول كما يلي10ليةنمثل العم: الحل

10  2 4 6 8 

2 4 8 2 6 

4 8 6 4 2 

6 2 4 6 8 

8 6 2 8 4 

  :نلاحظ من الجدول أنو
  .Xجميع العناصر الموجودة داخله تنتمي إلى اĐموعة) 1(

  .Xلية ثنائية في اĐموعة تكون عم10ومن ثم فإن
  . عناصر الحدول متماثلة حول القطر الرئيسي للجدول) 2(
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  . تكون ابدالية10  فإنومن ثم
حيث ينطبق الصف  (10 هو العنصر المحايد ʪلنسبة للعمليةX6العنصر) 3(
  ).الرئيسي للجدول) العمود(المناظر له على الصف ) العمود(
  : تكون كما يليXمعكوسات عناصر اĐموعة) 4(

 العنصر 2 4 6 8
 المعكوس 8 4 6 2

nnوحيث إن كلا من العمليتين    .  تكون دامجةnZ في,
  . تكون دامجة10وعلى ذلك 
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  تماريــن
  ) :مع ذكر السبب(حدد أي من العبارات الآتية صحيح وأيها خطأ  )1(
  .N  الموجبةةصحيحالعملية الجمع إبدالية على مجموعة الأعداد ) أ(
  .N  الموجبةةصحيحالعملية الضرب دامجة على مجموعة الأعداد ) ب(
    N  الموجبةةصحيحالدالية على مجموعة الأعداد إب) أس لـ(عملية الرفع إلى قوى ) ج(
   .Zعملية الطرح عملية ثنائية على مجموعة الأعداد الصحيحة ) د(
   . N الموجبةةصحيحالعملية الطرح عملية ثنائية على مجموعة الأعداد ) هـ(
  :ما يليكNالموجبة الصحيحة معرفة في مجموعة الأعداد لتكن العملية  )2(

Nyxyxyx  ,32 . 

   N عملية ثنائية غير دامجة وغير إبدالية فيتكون تحقق من أن 
  .؟ ولماذا؟N من}4,3,2,1{ تكون عملية ثنائية في اĐموعة الجزئيةوهل 

5}0{ معرفة على اĐموعة5لضرب بمقياس عملية ا5 لتكن)3(  ZX   
من حيث كوĔا عملية ثنائية إبدالية ، ودامجة ، ووجود العنصر المحايد  (5ادرس العملية

  ).ووجود المعكوس
 -----------------------------------------------  
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  الثالثالباب 
  :الأنظمة الرʮضية ذات العملية الثنائية الواحدة

Mathematical System with One Operation: 

 فإن الثنائي X عملية ثنائية معرفة على مجموعة غير خاليةلتكن : تعريف ,X 
ًنظاما رʮضيا يُسمى  ًنظاما جبرʮ أو أو (ً ًناء جبرʮبً    .ذو عملية ثنائية واحدة) ً

ًفمثلا كل من ,,, NNحيث N يكون الموجبة الصحيحة مجموعة الأعداد 
نظام رʮضي ذو عملية ثنائية واحدة، بينما ,N ليس نظاما ذا عملية حيث ً

Nإن  ،كذلك21 ,N لماذا؟(ً ليس نظاما ذا عملية.(  
ّبين أي من الثنائيات الآتية .  هي مجموعة الأعداد الصحيحةZإذا كانت): 1(مثال

  :يعبر عن نظام رʮضي ذي عملية
.,,,,,,,  ZZZZ  

  : الحل
ًحيث إن مجموع أي عددين صحيحين يكون دائما عددا ص  ًحيحا فإن عملية الجمعً

 ومن ثم فإنZعملية ثنائية في ,Zيكون نظاما ذا عملية ً .  
ًكذلك حيث إن حاصل ضرب أي عددين صحيحين يكون دائما عددا صحيحا فإن  ًً

 ,Z يكون نظاما ذا عملية ً.  
ًيث إن ʭتج طرح أي عددين صحيحين يكون دائما عددا صحيحا فإن وح ًً ,Z 

  .ًيكون نظاما ذا عملية 
أما ,Z فليس نظاما ذا عملية حيث خارج قسمة عددين صحيحين ليس دائما ً ً

  .عدد صحيح
}5,3,1{..., إذا كانت):2(مثال Oعداد الصحيحة الفردية هي مجموعة الأ  .

  :ًوضح أي من الثنائيات الآتية يكون نظاما ذا عملية
.,,,,,  OOO  

  :الحل
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ًحيث إن مجموع أي عددين صحيحين فرديين يكون دائما عددا صحيحا زوجيا  ً ًً
OOًفمثلا   ومن ثم 3,1275)5(2 ,Oليس نظاما ذا عملية ً .
ككذل ,Oليس نظاما ذا عملية لنفس السبب ً.  
أما ,O فيكون نظاما ذا عملية حيث حاصل ضرب أي عددين صحيحين فرديين ً

  :هو عدد صحيح فردي ويمكن إثبات ذلك في الحالة العامة كما يلي

.1)2(2

1224

)12)(12(

,,12,12;,

Onmmn

nmmn

nmyx

ZnmnymxOyx







 

  : by TablesRepresentation التمثيل ʪلجداول 
 عملية ثنائية وكانت ) ً مثلاnعدد عناصرها محدود ( مجموعة منتهية Xإذا كانت

في الباب وكما ذكرʭ وللسهولة ،  من الأزواج المرتبة وصورها2n فإنه يلزم كتابة عددXفي
ثل الثنائينم لرابعا ,X ة التاليفي الأمثلةكما سيتضح  بجدول:  

ً بين أي من الثنائيات الآتية يكون نظاما ذا عمليةX}1,0,1{لتكن): 1(مثال ّ:  
.,,,  XX  

XX ومن ثم فإن عدد عناصر3 منتهية عدد عناصرهاXاĐموعة: الحل  
932يساوي حيث :  

)}.1,1(),0,1).(1,1(),1,0(),0,0(),1,0(),1,1(),0,1(),1,1{(  XX  

  .  أم لا X عملية ثنائية في أو العمليةولكي نعرف ماإذا كانت العملية
XXنوجد صورة كل عنصر من عناصريجب أن  )  تج تحصيل العنصر الأول معʭ أي

XXالعنصر الثاني لكل زوج مرتب في  بواسطة العملية    
   Xونتأكد أن جميع الصور تنتمي إلى) أو العملية

  : كما يليXوللسهولة نستخدم الجداول الممثلة للعمليات المعطاة في اĐموعة
الجدول الذي يمثل  ,Xيكون :  

  -1 0 1 

-1 -2 -1 0 
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0 -1 0 1 

1 0 1 2 

لا تنتمي إلى ) أي بعض الصور(ه نلاحظ من الجدول أن بعض العناصر الموجودة داخل
Xًمثلا (XاĐموعة  لا وبذلك فإننا بنظرة واحدة إلى الجدول نستنتج أن) 2,2

 وأنXتكون عملية ثنائية في اĐموعة ,Xذا عمليةً لايكون نظاما .  
والجدول الذي يمثل  ,Xيكون :  

  -1 0 1 

-1 1 0 -1 

0 0 0 0 

1 -1 0 1 

   Xنلاحظ من الجدول أن جميع العناصر الموجودة داخله تنتمي إلى اĐموعة
، وأنXة ثنائية في اĐموعة تكون عمليومن ثم فإن ,Xًنظاما ذا عملية.  

XPY)(، ولتكنX}2,1{لتكن): 2(مثال ادرس كلا من الثنائيات ً:  
 ,,,,, YYY   

  ).من حيث كون كل منها نظام ذا عملية أم لا(
  Y},}1,{}2,{}2,1{{ أيX هي مجموعة القوى للمجموعةYموعةاĐ:  الحل

والعمليات  . هي الإتحاد، والفرق،والفرق المتماثل على الترتيب في اĐموعات,,

الجدول الذي يمثل  ,Yيكون :  
    }1{  }2{  }2,1{  

    }1{  }2{  }2,1{  

}1{  }1{  }1{  }2,1{  }2,1{  

}2{  }2{  }2,1{  }2{  }2,1{  

}2,1{  }2,1{  }2,1{  }2,1{  }2,1{  
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  ومن ثم فإنYمن الجدول نلاحظ أن جميع عناصره تنتمي إلى اĐموعة ,Y نظام 
  .ذو عملية

والجدول الذي يمثل  ,Yيكون :  
_   }1{  }2{  }2,1{  

          

}1{  }1{    }1{    

}2{  }2{  }2{      

}2,1{  }2,1{  }2{  }1{    

  ومن ثم فإنYمن الجدول نلاحظ أن جميع عناصره تنتمي إلى اĐموعة ,Y   
  .نظام ذو عملية

والجدول الذي يمثل  ,Yيكون :  
    }1{  }2{  }2,1{  

    }1{  }2{  }2,1{  

}1{  }1{    }2,1{  }2{  

}2{  }2{  }2,1{    }1{  

}2,1{  }2,1{  }2{  }1{    

  ومن ثم فإنYمن الجدول نلاحظ أن جميع عناصره تنتمي إلى اĐموعة ,Y نظام 
  .ذو عملية
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تحقق من أن كلا من  ):3(مثال 4444 ,,, ZZ ذا عمليةًون نظامايك  .  
  :الحل

 }3,2,1,0{4 Z44 والجدولين الممثليين للعمليتين ,4 فيZكما يلي ʭيكو :  
4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 

0 0 1 2 3 0 0 0 0 0 

1 1 2 3 0 1 0 1 2 3 

2 2 3 0 1 2 0 2 0 2 

3 3 0 1 2 

 

3 0 3 2 1 

أي أن عناصر كل جدول جميعها تنتمي (ه لا توجد عناصر غريبة من الجدولين واضح أن
ً وإذا كلا من )4Zللمجموعة 4444 ,,, ZZنظاما ذا عمليةيكون ً.  

6}0{إذا كانت): 4(مثال  ZXفبين ما إذا كان ّ 6,X  
  . أم لا ؟ذا عمليةًنظاما 

6}5,4,3,2,1,0{: الحل Z5,4,3,2,1{ ومن ثم تكون{X والجدول الممثل لعملية 
  : يكونX في اĐموعة6الضرب بمقياس العدد

6 1 2 3 4 5 

1 1 2 3 4 5 

2 2 4 0 2 4 

3 3 0 3 0 3 

4 4 2 0 4 2 

5 5 4 3 2 1 

من الجدول يتبين أن 6,X، ًلا يكون نظام ذا عملية  
  .X لا ينتمي إلى0يوجد العنصرحيث 
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}1{لتكن): 5(مثال RXحيث R مجموعة الأعداد الحقيقية ، ولتكن ة  عملي
Xyxxyyxyx: بحيثXفي  ,    

فتحقق من أن ,Xيكون نظام ذا عملية .  
 لاĔائي ومن ثم فلا يمكن تمثيلXواضح أن عدد عناصر اĐموعة: الحل ,X 

  :بجدول ولذلك نتبع ما يلي
Xyxليكن ,حيث xyyxyx 1 فإذا كان xyyxyx 
yyxفإن     1x فينتج y1 فإنه يمكن القسمة على1y وحيث)1(1

1ومن ثم فإن . وهذا يناقض الفرض xyyxyx        
 أي أن مغلقة ʪلنسبة للعملية Xوإذا ,Xيكون نظاما ذا عملية ً.  

  :الأنظمة الإبدالية
  : أي أنX إبدالية في اĐموعة إذا كانت العملية الثنائية :تعريف

Xyxxyyx  ,  

فإن النظام ,X نظام إبداليُ يسمى.  
النظامان): 1(مثال ,,, ZZإبداليان أما النظام  ,Zفليس إبداليا.ً  
  : كما يليN معرفة على لتكن العملية الثنائية ):2(مثال

Nbaaba b  ,  

  :بدالية حيث إن غير إفإن العملية 

.2332

9323,8232,3,2 23


 N  

وعلى ذلك فإن النظام ,Nليس إبداليا .ً  
}1{ معرفة في اĐموعةلتكن العملية ): 3(مثال RX   

  :كما يلي)  مجموعة الأعداد الحقيقيةRحيث(
Xyxxyyxyx  ,   

 أن النظامتحقق من ,Xإبدالي .  
Xyxلكل: الحل ,يكون : 
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.xy

yxxy

xyyxyx





 

 ومن ثم فالنظامX إبدالية فيًوإذا العملية ,Xإبدالي . 

22)(لتكن): 4(مثال RM  هي مجموعة المصـفوفات ذات العناصـر الحقيقية من 

22)(}:,,,{أي أن ( 22النوع realdcba
dc

ba
RM 








.(   

22)(فإن عملية الجمع في RM تكون إبدالية حيث :  
)(, 22 RMBAABBA  .  

22)(بينما عملية الضرب في RM يث إنه ليس من الضروري أن  ليست إبدالية ح
,)(يكون 22 RMBABAAB   

ًفمثلا إذا كانت


















11

10
,

10

11
BAفإننا نجد أن :  

.

.
21

10

10

11

11

10

,
11

21

11

10

10

11

BAAB

BA

AB

























































 

إذا Ϧملنا الجدول الذي يمثل النظام): 5(مثال 33 ,Z3}2,1,0{ حيث Z،   
3 وهو كما يلي3الجمع بمقياس عملية :  

3 0 1 2 

0 0 1 2 

1 1 2 0 

2 2 0 1 

أي العناصر متساوية البعد عن القطر (نجد أن الجدول متماثل حول القطر الرئيسي 
333:مما يدل على أن) الرئيسي , Zyxxyyx    

أي أن النظام 33 ,Zإبدالي .  
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ًيلتنا في بيان أن نظاما عدد عناصره محدود هو نظام إبدالي هي النظر في ـكون وسوست
  .ًالجدول الذي يمثله فإذا كان الجدول متماثلا حول القطر الرئيسي قلنا أن النظام إبدالي

  :)التجميعية(الأنظمة الدامجة 
يُقال أن النظام: تعريف ,X  إذا كانت العملية )  تجميعيأو(دامجدامجة في X 
  :أي أن

.,,)()( Xzyxzyxzyx   

  : كما يليN معرفة علىلتكن العملية الثنائية ): 1(مثال
Nbaaba b  ,  

  : غير دامجة حيث إنفإن العملية 

).()(

,)(,)()(,,, )(

cbacba

aacbaaacbaNcba bcbbccb c




 

  :ًفمثلا
12433 2)2(424)32(  , 

.22)3(2)43(2 81)3(4 4

  

وعلى ذلك فإن النظام ,Nليس دامجا .ً  
}1{ معرفة في اĐموعةلتكن العملية ): 2(مثال RX   
  : مجموعة الأعداد الحقيقية كما يليRحيث

Xyxxyyxyx  ,   
لنظامتحقق من أن ا ,Xيكون دامج .  

Xzyxليكن: الحل ,,فإن :  

.

)()(

)()(

,

)()(

)()(

xyzyzxzxyzyx

yzzyxyzzyx

yzzyxzyx

xyzyzxzxyzyx

zxyyxzxyyx

zxyyxzyx










 

Xzyxzyxzyxًوإذا     دامجة  أي أن العملية )()(,,
ومن ثم يكون النظام ,Xدامج .  
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كل من الأنظمة): 3(مثال nnnn ZZ حيث إن تحصيل (امجـة  تكون د,,,
nnالعمليتين    لأي عنصرين من عناصر n الجمع والضرب بمقياس العدد الصحيح,
رين على العدد ـرب العادي للعنصـمة الجمع والضـ هو ʭتج ʪقي قسnZاĐموعة
ً كلا من عملية الجمع والضرب العادي عملية دامجة على أي مجموعة من   وأنnالصحيح
  ).العناصر

 كل من الأنظمة):4(مثال ),(,),(,),( XPXPXPدامجة  .  
بينما النظام ),(XPليس دامجا .ً  

  : عمليات دامجة حيث إن22M جمع وضرب المصفوفات):5(مثال

).()(

),()(

BCACAB

CBACBA




   22,,  MCBA  

  :النظام ذو العنصر المحايد
يُقال أن النظام: تعريف ,X ُإذا وجد عنصرعنصر محايد  ذوXeبحيث :  

.Xxxxeex   

وإذا كان النظام ,Xحد الشرطين إبدالي فيكفي أن نحقق أ:  
Xxxex  Xxxxe أو     

أما إذا لم يكن النظام ,Xإبداليا وتحقق الشرط ً: Xxxex فقط فإن e 
  . عنصر محايد يميني ُفي هذه الحالة تسمى 

Xxxxe :وكذلك إذا تحقق الشرط فقط فإن e عنصر ُ في هذه الحالة تسمى
  .محايد يساري 

  .محايد  عنصرُ تسمى eًأما إذا تحقق الشرطان معا فإن
العنصر المحايد في النظام): 1(مثال ,Z هو الصفر، أما العنصر المحايد في 

النظام ,Zفهو الواحد الصحيح .  
 العنصر المحايد في كل من النظامين):2(مثال ),(,),( XPXP   

 والعنصر المحايد في النظامهو اĐموعة الخالية ),(XPموعة الأصليةĐهو اX  
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أما النظام ),(XPموعة الخاليةĐله عنصر محايد يميني فقط هو ا  وليس له محايد 
  :يساري وذلك لأن

.

,






A

AA
   ).(XPA  

د العنصر المحايد في النظاموجابحث و): 3(مثال ,X1{ حيث{ RX   
)Rوالعملية )  مجموعة الأعداد الحقيقيةمعرفة في Xكما يلي :  

Xyxxyyxyx  , . 

  : الحل

}.1{;1,0

10

010

0)1(

0










Rxxe

xe

xe

xe

xee

xxeexxex

 

 هو العنصر المحايد اليميني للنظامX0ًوإذا العنصر ,X   
حيث إن النظام و ,Xإبدالي لذلك فالعنصر X0 ، هو أيضا محايد يساري ً

 .    هو العنصر المحايد لهذا النظامX0وعلى ذلك فإن

  : كما يليX معرفة في ولتكن العملية X}4,3,2,1{لتكن): 4(مثال
., Xyxxyx   

ادرس النظام ,X) من حيث الإبدال والدمج ووجود العنصر المحايد.(  
  : محدود فنكون جدول يمثل النظام كما يليXحيث إن عدد عناصر: الحل

  1 2 3 4 

1 1 1 1 1 

2 2 2 2 2 

3 3 3 3 3 

4 4 4 4 4 

  :من الجدول نلاحظ أن
النظام) أ( ,X لعدم تماثل الجدول حول قطره الرئيسي( غير إبدالي.(  
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النظام) ب( ,Xدامج لأن : Xzyxxzyxzyx  ,,)()(. 

  : محايد يميني حيث إن4,3,2,1كل من العناصر) ج(
.4,3,2,1 Xxxxxxxxxx   

النظام) د( ,Xلايحتوي على محايد يساري .  
}8,6,4,2{10لتكن): 5(مثال ZX 10ولتكن10 هي عملية الضرب بمقياس   

ادرس النظام 10,X) العنصر المحايدمن حيث الإبدال والدمج ووجود .(  
الجدول الذي يمثل النظام: الحل 10,Xيكون كالتالي :  

  
10  2 4 6 8 

2 4 8 2 6 

4 8 6 4 2 

6 2 4 6 8 

8 6 2 8 4 

  :من الجدول نلاحظ أن
النظام) أ( 10,X لتماثل الجدول حول قطره الرئيسي( إبدالي.(  
النظام) ب( 10,Xدامج لأن :  

 Xzyxzyxzyx  ,,)()( 10101010  

       :ًفمثلا
,682)86(2,6828)62(

,842)64(2,8686)42(

101010101010

101010101010



  

  ولذلك ، فهى عملية شاقةXولإثبات ذلك على كل اختبار ممكن لثلاثة عناصر من
   n عملية الضرب بمقياس العدد الصحيح كون أن من 10نستنتج إدماج العملية

  n هي ʭتج ʪقي قسمة الضرب العادي للعنصرين على Znلأي عنصرين من اĐموعة 
وحيث إن عملية الضرب العادية دامجة على أي مجموعة من العناصر فبالتالي تكون 

  .Xدامجة على 10العملية
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العمود (د الثالث في الجدول يتطابق مع العمود الذي على يسار الجدول العمو) ج(
الصف الرئيسـي (، وأن الصف الثالث يتطابق مع الصف أعلى الجدول ) الرئيسـي للجدول

  6، وأن العمود الثالث والصف الثالث يتقاطعان عند العنصر) للجدول
 هو العنصر المحايد للنظام6 وهذا يدل على أن العنصر 10,X   

Xxxxx: حيث يتحقق(  1010 66.(   
  :)النظير(العنصر المعكوس 

ليكن: تعريف ,Xنظاما ذا عنصر محايد ًeوليكن Xx  إذا وجد عنصر ُXy 
eyxبحيث فإن العنصر y للعنصريميني ) نظير(معكوس ُ يسمىx   

exz بحيثXzُكذلك إذا وجد عنصر فإن العنصر z نظير(معكوس ُ يسمى (
   xللعنصريساري 

وإذا كان النظام ,Xإبداليا فإن المعكوس اليمـيني لأي عنصـر ًXx   
 وفي هذه الحالة نتحدث عن xيكون هو نفسه المعكوس اليساري للعنصر) ُإن وجد(

  . معكوس العنصر
ʪلطبع لا معنى للحديث عن المعكوسات إذا لم يكن للنظام عنصر محايدو .  

  . هو نفسهeونستطيع أن نتبين بسهولة أن معكوس العنصر المحايد
في المثال السـابق نسـتطيع أن نتبين من جدول النظام): 1(مثال 10,X   

  : تكون كما يليXأن معكوسات عناصر اĐموعة
 العنصر 2 4 6 8
 المعكوس 8 4 6 2

  
}1{ معرفة في اĐموعةلتكن العملية ): 2(مثال RXحيث R مجموعة الأعداد 

  :الحقيقية كما يلي
Xyxxyyxyx  ,   

ّعين المعكوس لأي عنصر في النظام ,X   
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أثبتنا فيما سبق أن العنصر المحايد للنظام: الحل ,Xوليكن معكوس العنصر  0 هو 
Xxهو العنصر yوعلى ذلك فإن :  

  
xxy

xyyxyx




)1(

00
 

                 }.1{
1





 RXx
x

x
y  

ًوإذا العنصر
1x

xهو المعكوس اليميني للعنصر xفي النظام  ,X وكذلك يكون 

 حيث إن النظامxهو نفسه المعكوس اليساري للعنصر ,Xإبدالي .  
ن العنصرومن ثم يكو

1x
xهو معكوس العنصر xفي النظام  ,X  

  : كما يليZ معرفة في مجموعة الأعداد الصحيحةلتكن العملية ): 3(مثال
Zyxyxyx  ,3   

ادرس النظام ,Z ) ووجود ، ووجود العنصر المحايد، والدمج،حيث الإبدالمن 
  ).المعكوس

  :الحل
.,33)1( Zyxxyxyyxyx   

ًإذا النظام ,Zإبدالي .  

.,,)()(

.63)3()3()(

,63)3()3()()2(

Zzyxzyxzyx

zyxzyxzyxzyx

zyxzyxzyxzyx





  

ًإذا النظام ,Zدامج .  
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ًإذا العنصر المحايد للنظام ,Z3 هوe   
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
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   x6 هو العنصرxًإذا معكوس العنصر
  تماريــن

}1{ معرفة في اĐموعةلتكن العملية  -1 RXحيث R مجموعة الأعداد 
Xyxxyyxyx:يقية كما يليالحق  ,    

فتحقق من أن ,X، يكون نظام دامج وإبدالي   
  .وابحث وجود العنصر المحايد، والمعكوس

}:,{إذا كانت -2 realsyx
xy

yx
X 










وكانت عملية ضرب المصفوفات  .

فتحقق من أن ,X ، يكون نظام دامج وإبدالي وذو عنصر محايد  

وأن جميع عناصر هذا النظام عدا العنصر







00

  . لها معكوس ضربي00

}7,5,3,1{8 معرفة على اĐموعة8 عملية الضرب بمقياس8لتكن -3 ZX    
ادرس النظام 8,X) من حيث الإبدال والدمج ووجود العنصر المحايد والمعكوس.(  

 ------------------------------------------------  
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  الرابعالباب 
  مقدمة في نظرية الزمر

أخرى مثل  تكتسب الزمر أهمية خاصة في الجبر الحديث لما لها من تطبيقات في علوم
بعض لمفهوم الزمرة ، وقرر ـيئة الله تعالى في هذا المـنعرض بمشـوس. الفيزʮء والكيمياء

، ومفهوم تشـاكل وتماثل ، وبعض أنواع الزمر وتطبيقاēا الأساسـية للزمرةصائصالخ
   .لزمرا
  مفهوم الزمرةGroup : 

   G  غير الخاليةعلى اĐموعة عملية ثنائية معرفة لتكن  :)1(تعريف
  : إذا تحققت الشروط التاليةGroupزمرة ُ يسمى <G,>فإن الثنائي

  abG  a,bG )الإغلاقشرط ) (أ(

  c=a(bc)  a,b,cG(ab) )الدمجشرط ) (ب(

   eG ; ea=ae=a  aG )شرط وجود العنصر المحايد) (ج(

   aG  a-1G ; a-1a=a a-1=e )شرط وجود المعكوس) (د(

-Semi شبه زمرةُ يسمى <G,>فقط فإن ) ب(، ) أ(إذا تحقق الشرطان : ملاحظة

Group فقط فإن ) ج(، ) ب(، ) أ( الشروط تإذا تحقق، و<G,> شبه ُ يسمى
  . Monoid تحتوي على عنصر محايد زمرة

  يكون هذا النظام دامج ،  بحيث <G,>هي النظام الجبري   أن الزمـرةأي (
  ).وذا عنصر محايد ، وذا معكوس 

  :أمثلة
عملية الجمع + ،  مجموعة الأعداد الصحيحة  Z حيث <+,Z>النظام  ):1(مثال

  ).وضح ذلك؟(العادية يمثل زمرة 
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زمرة تحتوي على  عملية الضرب العادية يمثل شبه  حيث <Z,>النظام ): 2(مثال
  ).وضح ذلك؟ (محايدعنصر 

 مجموعة الأعداد المركبة بدون C`={C-{0}} حيث <C`,>النظام ): 3(مثال
  ).وضح ذلك؟( عملية الضرب العادية يمثل زمرة  حيث و0Cالعنصر 
   Commutative Group زمرة إبدالية أĔا <G,>يُقال للزمرة  :)2(تعريف

   :تحقق الشرط التاليإذا 
    ab=ba  a,bG )رط الإبدالش(

  .إبدالية) 2(تين ، شبه الزمرة في المثال يإبدال) 3( ، )1(الزمرتين في الأمثلة 
   :تماريـن محلولة

  ) زمرة–من حيث كونه شبه زمرة ( <Q,> ثنائيادرس ال -1
   . عملية الضرب مجموعة الأعداد النسبية ، Qحيث 
  :الحل

   Q مغلقة على  أي أن العملية abQ   يكون  a,bQحيث إن ) أ(
  مجموعة أي على ) تجميعية(ة ـ هي عملية دامجرب العادية ـعملية الض) ب(

   Qمن الأعداد، وعلى ذلك فهي دامجة على اĐموعة 
   1a=a1=a:  يتحققaQ بحيث لأي 1Qيوجد عنصر محايد ) ج(
    لا يوجد له معكوس ʪلنسبة لعملية الضرب 0Qالعنصر ) د(
  يوجد له معكوس ضربي0وأي عنصر خلاف العنصر  ) 1-0 لا يمكن تعريف حيث(
  . معكوس ضربيQوعلى ذلك لا يكون لكل عنصر في اĐموعة ، 
   Q إبدالية على   أي أن العملية ab=ba:  يتحققa,bQلكل ) هـ(

  . يكون شبه زمرة إبدالية تحتوي على عنصر محايد<Q,>وʪلتالي فإن النظام 
---------------------------------------------  
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 ثنائيتحقق من أن ال.  عملية الضرب العاديةA={a: a=3n ; nZ} ، لتكن  -2
<A,>زمرة إبدالية؟ثل يم .  

  :الحل
 ab=3n3m=3n+mA يكون a=3n , b=3m  ; n,mZ حيث a,bAلكل ) أ(

   A مغلقة على اĐموعة أي أن العملية 
   : يكونa=3n , b=3m  , c=3k  ; n,m,kZ حيث a,b,cAلكل ) ب(

(ab)c = (3n3m)3k =3n+m3k =3(n+m)+k =3n+(m+k) 

                           =3n3m+k =3n(3m3k) = a(bc). 

   A  دامجة على أي أن العملية
  وعلىe=3m ; mZ حيث   هو العنصر المحايد ʪلنسبة للعمليةeAليكن ) ج(

  :يكون a=3nAذلك يكون لأي 
ae=a  3n3m=3n  3n+m=3n  n+m=n  m=0 

e=30=1 

  30A=1 هو أي أنه يوجد عنصر محايد ʪلنسبة للعملية 
  : حيثʪ  لنسبة للعملية aA هو معكوس العنصر a-1Aليكن ) د(
 a=3n , a-1=3k ; n,kZوعلى ذلك يكون :  

aa-1=e  3n3k=30  3n+k=30  n+k=0  k=-n 

  .a-1=3-nA هو  معكوس ʪلنسبة للعملية a=3nAأي أنه يوجد لكل عنصر 
  : يكونa=3n, b=3m  ; n,mZ حيث a,bAلكل ) هـ(

 ab=3n3m=3n+m=3m+n=3m3n=ba 

   A إبدالية على اĐموعة أي أن العملية 
  . يكون زمرة إبدالية<A,>وʪلتالي فإن النظام 

---------------------------------------------  
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 Aموعة من اĐ) م التناظر آحاديةـالرواس(ة التقابلات ـ  هي مجموعM(A) لتكن -3
  الثنائيتحقق من أن. رواسمال) تركيب( هي عملية تحصيل"o "، ولتكن Aإلى اĐموعة 

<M(A) , o >يكون زمرة . 

  :الحل
  :  أن ي أf,gM(A) إذا كانت) أ(

f : A   A ,  g : A  A 

  : نجد أن "o "ومن تعريف العملية 
f o g : A  A 

   عملية التحصيل وبذلك فإنM(A)م ينتمى إلى ـأي أن التحصيل يكون راس
" o " موعة مغلقة عملية تكونĐعلى اM(A).  
 يجب أن نثبت أن أىو f,g,hM(A)ولإثبات خاصية الدمج نفرض أن ) ب(

  : من الراسميني له نفس الصورة Aϥ عنصر من عناصر 
( f o g ) o h   f o ( g o h )  , 
(( f o g ) o h) (a) = ( f o g ) h (a) = f (g (h ( a ) ) ) = f ( (g o h) (a) ) 

                                                                       = (f o (g o h)) (a) 
 ( f o g ) o h = f o ( g o h ) 

  M(A)على اĐموعة دامجة عملية "  o" ًوإذا 
 "ʪ" oلنسبة للعملية  محايد عنصر  تحتوى على M(A)نثبت أن ) ج(

  :حيث إن
e : A  A  ; e (a) = a    aA 

  :يكون fM(A)لأي عنصر و
(f o e) (a) = f ( e (a) ) = f (a) 
 f o e = f 
(e o f ) (a) = e ( f (a) ) = f (a) 
 e o f = f 

  . هو الراسم المحايد وهو العنصر المحايد المطلوبeM(A) فإنبذلك و
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 فكل A هي مجموعة الرواسم التناظر آحادية على اĐموعة M(A)حيث إن ) د(
 :  بحيثf-1M(A) يكون له راسم معكوس fM(A)) راسم(عنصر 

 ( f o f
-1 ) (a) = f ( f-1 (a) ) = e (a)  

 f o f
-1 = e 

( f-1 o f ) (a) = f-1 ( f (a) ) = e (a) 
 f-1 o f = e 

   f-1M(A) يكون له معكوس fM(A)وعلى ذلك فإن كل عنصر 
  :من دراستنا للرواسم نعلم أنه ليس من الضروري أن يكون) هـ(

f o g = g o f   f,gM(A) 

  . يكون زمرة< M(A) , o>ًوإذا النظام 
---------------------------------------------  

 القوى ى مجموعةعل ∆  الفرق المتماثلةعملي وعرفنا A {x,y}=ا كانت إذ -4
 X∆Y = (XY)-(XY)  X,YP(A) :ما يلىك A للمجموعة

  . ؟<P(A),>ماذا يكون النظام 
  P(A) ={,{x},{y},{x,y}} :الحل

  : يليامك يكون <P(A),>الذي يمثل النظام دول والج
∆  {x} {y} {x,y} 

  {x} {y} {x,y} 

{x} {x}  {x,y} {y} 

{y} {y} {x,y}  {x} 

{x,y} {x,y} {y} {x}  

  : أننلاحظمن الجدول 
   عملية ثنائية  أى أن  P(A)جميع العناصر التى ظهرت فى الجدول تنتمى إلى ) أ(

   P(A) على مغلقة
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والتقاطع والفرق  الاتحاد ات أن عمليدراستنا لنظرية اĐموعات نعلم ومن ) ب (
  . دامجة ، وعلى ذلك تكون  دامجةاتهى عمليتماثل الم
 عملية الʪلنظر إلى عناصر الصف الأول نجد أن جميع العناصر لم تتغير ϵجراء ) ج(

ʪلنظر إلى العمود الأول نجد أن العناصر أيضا و)  على يمين العنصر) مع  للعناصر
  ) نصرعلى يسار الع ) مع للعناصر عملية اللم تتغير ϵجراء 

  ʪ لنسبة للعملية  هي العنصر المحايدP(A)ومن ذلك نستنتج أن 
   P(A)فى  ʪلنسبة للعملية معكوس ًمثلا  P(A){x}حتى يكون للعنصر ) د(

  ،)العنصر المحايد(يه بواسطة العملية مع معكوسه {x}محصلةيجب أن يكون 
 .نلاحظ أن كل عنصر هو معكوس نفسهومن الجدول 

أى أن العملية في الجدول القطر الرئيسى عناصر حول ةالجدول متماثلر عناص) هـ (
  P(A) إبدالية على اĐموعة الثنائية 

  . يكون زمرة إبدالية<P(A),>وعلى ذلك فإن النظام 
---------------------------------------------  

  . يكون زمرة إبدالية<Z4,4>تحقق من  أن النظام  -5
  :الحل

Z4={0,1,2,3}عملية الجمع  و4تعرف كما يلي ُ:  
   4 على a+bتعني ʪقي قسمة  a4b فإن a,bZ4 لأي 

  :هو <Z4,4>لنظام فيكون الجدول الممثل ل
4 0 1 2 3 

0 0 1 2 3 

1 1 2 3 0 

2 2 3 0 1 

3 3 0 1 2 

   :من الجدول نلاحظ أنو
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مغلقة  Z4 اĐموعة  أى أنZ4 اĐموعةجميع العناصر فى الجدول تنتمى إلى ) أ(
   4لعملية ʪلنسبة ل

مع صف وعمود  )0المناظرين للعنصر (تطابق الصف الأول والعمود الأول ) ب(
 ʪلنسبة  هو العنصر المحايد0Z4العناصر الأساسية للجدول وعلى ذلك فإن العنصر

  4للعملية 
صران  والعن،كل منهما معكوس نفسه 0,2 العنصران Z4 لكل عنصر معكوس في) ج(

  . كل منهما معكوس الآخر1,3
أى أن العملية في الجدول القطر الرئيسى عناصر حول ةالجدول متماثلعناصر ) د(

  Z4 إبدالية على اĐموعة 4الثنائية 
  : دامجة وذلك ϵثبات أن4يمكن إثبات أن العملية ) هـ(

 (a 4 b) 4 c = a 4 (b 4 c)   a,b,cZ4 

  : على سبيل المثال 
 (3 4 2) 4 1 = 1 4 1 = 2 ,   
 3 4 (2 4 ) = 3 4 3 = 2  

 ا ولذ ، عملية شاقةي فهZ4ولإثبات ذلك على كل اختبار ممكن لثلاثة عناصر من 
 لأي n من كون أن عملية الجمع بمقياس العدد الصحيح 4نستنتج إدماج العملية 
 ، nعنصرين على  هي ʭتج ʪقي قسمة الجمع العادي للZnعنصرين من اĐموعة 

وحيث إن عملية الجمع العادية دامجة على أي مجموعة من العناصر ، فبالتالي تكون 
   .Z4 دامجة على 4العملية 
   <Z4,4>الملاحظات السابقة على الجدول الممثل للنظام : ملاحظة

  :يمكن إختصارها لتكون كما يلي
   .Z4عة كل صف أو عمود في الجدول يحتوي على جميع عناصر اĐمو )1(
 .لا يتكرر ظهور أي عنصر في أي صف أو عمود في الجدول )2(

 .يوجد تماثل حول عناصر القطر الرئيسي للجدول )3(



سعد شرقاوي.   مقدمة في نظرية الزمر                                                                                      د  
_______________________________________________________________________  

_________________________________          _________________________________  51

  ،لجدول زمرة إبداليةʪ وهذه الملاحظات الثلاث تكفي ليكون النظام الممثل
ُ

فقط تكفيان ليكون النظام الممثل ʪلجدول زمرة ،) 2(،)1(والملاحظتان 
ُ

  
  .ُي نظام ممثل بجدولوهكذا ʪلنسبة لأ

  من هذه الملاحظات لا يكفي للدلالة على أن النظام ʮلمناسبة عدم تحقق أʪو  
ِلا يمثل زمرة ، وإنما يجب ذكر الشرط الذي لا يتحقق من الشروط الأصلية التي وردت 

  .في تعريف الزمرة
==============================================  
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  :نــتماري
 : السبب من الثنائيات الآتية يكون زمرة،وأيها لايكون زمرة مع ذكر حدد أي-1
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   ؟ يكون زمرة<M22(R) ,>أن النظام تحقق من  -2
ذات العناصر  22 هي مجموعة المصفوفات غير المفردة من النوع M22(R) حيث

 ).ولماذا؟(وهل هذه الزمرة إبدالية  . هي عملية ضرب المصفوفات، الحقيقية 

   يكون زمرة إبدالية؟<Q-{0},>تحقق من أن النظام  -3
  .موعة الأعداد النسبيةمجQ  حيث

----------------------------------------------  
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 بعض الخصائص الأساسية للزمرة:  
  : زمرة فإن الخصائص التالية تكون متحققة<G,>ليكن 

  : العنصر المحايد في الزمرة يكون وحيد)1(
   <G,> عنصرين محايدين في الزمرة e1,e2نفرض 
   e1= e1e2)     عنصر محايد ʪe2عتبار         (         
  e2= e1e2)     عنصر محايد ʪe1عتبار         (         

 e1=e2 

  .أي أن العنصر المحايد في الزمرة وحيد
  :معكوس أي عنصر في الزمرة يكون وحيد) 2(

   <G,> هو العنصر المحايد للزمرة eG وأن aG معكوسان للعنصر b,cنفرض أن 
ab = ba =e , 
ac = ca =e 

c = ce = c(ab) = (ca)b        ( خاصية الدمج ) 

                             = eb = b. 

  .أي أن المعكوس في الزمرة وحيد
  : خاصيتي الحذف من اليمين والحذف من اليسار)3(

  : يتحققa,x,yGلكل 
xa = ya  x = y, 
ax = ay  x = y . 

  : البرهان
 
xa = ya   (xa)a-1  =  (ya)a-1 

            x ( aa-1) = y( aa-1)        ( من خاصية الدمج ) 

            xe = ye 
            x = y . 

  .وʪلمثل يمكن إثبات خاصية الحذف من اليسار
  :حل المعادلات في الزمرة) 4(
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   حل في الزمرة فيكون هذا الحل وحيد على الصورةax = bإذا كان للمعادلة 
 x = a-1 b كذلك يكون للمعادلة xa = bرة  حل وحيد على الصوx=ba-1 

  : البرهان
  : إذا حققهاax = b حل للمعادلة x = a-1 bيكون 

L.H.S =ax = a(a-1b) = (a-1a)b = eb = b = R.H.S. 

   xa = b يكون حل للمعادلة x = a-1 bًوإذا 
  :ويتبقى إثبات أن هذا الحل يكون وحيد كما يلي

  ً:وإذا) ققاها أي يح ( x1,x2 حلان هما ax = bنفرض أن للمعادلة 
ax1 = b  ,  ax2 = b 
ax1 = ax2  x1 = x2. 

  )من خاصية الحذف من اليسار (
  .أي أن الحل يكون وحيد
   xa = b هو الحل الوحيد للمعادلة الثانية x=ba-1وʪلمثل يمكن إثبات أن 

  : أمثلة
32 حل المعادلة) 1( xفي الزمرة  44 ,Zيكون :  

.1323232 44
1

4  xx  

انظر جدول الزمرة(  44 ,Z5 في مثال .(   
النظام) 2( ,ZحيثZمجموعة الأعداد الصحيحة ، والعملية معرفة على Z 

Zbababa:كما يلي  وحل ). تحقق من ذلك؟( يكون زمرة إبدالية 3,
25المعادلة xفي هذه الزمرة يكون :  

.43)2(1)2(1)2()56()2(525 1  xx  

)6( يكونaحيث معكوس العنصر( aفي هذه الزمرة .  
  :صليمعكوس المعكوس في الزمرة هو العنصر الأ) 5(

(a-1)-1 = a . 

  : البرهان
let  (a-1)-1 = b 
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a-1  b = e 
 a (a-1  b) = ae  (aa-1)b = a  eb = a  b = a. 
(a-1)-1 = a . 

  : في الزمرة يتحققa,b لأي عنصرين :نتيجة
(ab)-1 = b-1 a-1 . 

  : البرهان
  

(ab)  (b-1 a-1) = a ( b (b-1 a-1) ) 
                           = a ( (bb-1) a-1 ) 
                           = a (ea-1) 
                           = aa-1 

                           = e 
 (ab)-1 = b-1 a-1 . 

  :الرفع إلى قوى صحيحة) 6(
  حتى يكون… ، وهكذا  aa=a2G ,  aaa=a3G يكون aG لأي عنصر 

a…aa ) n فيكون)  من المرات:  
aa…a = anG   ,  a0 = eG  aG. 

  : فيكونaG هو معكوس a-1Gوإذا كان 
a-1 a-1 = a-2 , 
a-1 a-1 a-1 = a-3 
… … … … 
a-1 a-1 … a-1 = a-n.     ( n-times ) 

  :وفي الحالة العامة يكون
an*am = an+m , (an)m = anm   aG , n,mZ ( ة الأعداد الصحيحةمجموع ) 

 بدلا من abوسنكتب  .r  arbr  ; rZ(ab): في الحالة العامة يكون: ملحوظة
abب التخفيف والإيجازʪ من .  

    +n = anbn    a,bG , nZ(ab):  زمرة إبدالية فإنG إذا كانت :نظرية
  :ʪستخدام مبدأ الاستنتاج الرʮضي: البرهان

(i) at  n=1     (ab)1 = a1b1. 
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   n=1أي أن العلاقة صحيحة في حالة 
(ii) let n=k , (ab)k = akbk . 
(iii) at  n=k+1, 
        L.H.S. = (ab)k+1 = (ab)k(ab)1 

                                  = (akbk)(ab)            ( (ii)من ) 
                                  = ( (akbk)a )b          ( جالدم  ) 

                                  = ( ak (bka) )b          ( الدمج ) 
                                  = ( ak (abk) )b          ( الإبدال ) 
                                  = ( (aka)bk )b           ( الدمج ) 
                                  = ( ak+1 bk )b 

                                  = ak+1(bkb)              ( الدمج ) 
                                  = ak+1bk+1 = R.H.S. 

 وهي n=k بفرض صحتها في حالة n=k+1أي أن العلاقة صحيحة في حالة 
   n وعلى ذلك فهي صحيحة لأي عدد صحيح موجب n=1صحيحة في حالة 

  :ملاحظات
  :فإن"+"  هي عملية الجمع G إذا كانت العملية الثنائية المعرفة في الزمرة )1(

a+a+…+a = na  ,        ( n   ( وهو عدد صحيح موجب ت عدد المرا

-a –a - … -a = -na  , 

(n+m)a = na+ma  ,     ( n,m أعداد صحيحة ) 
n(ma) = (nm)a . 

  وإذا كان عدد the order of a groupُعدد عناصر الزمرة يسمى رتبة الزمرة ) 2(
عدد عناصر   وإذا كان  finite groupعناصر الزمرة منته فإننا نقول أن الزمرة منتهية 

   .infinite group فإننا نقول أن الزمرة لا Ĕائية منتهالزمرة غير 
 تماريــن:  
 النظام  تحقق من أن-1 ,Rحيث R ةالأعداد الحقيقي مجموعة ،

Ryxولكل ,5  يكون yxyx يمثل زمرة إبدالية .  
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34 حل المعادلةأوجد ثم  xزمرة اله في هذ.  
}1{لتكن -2 RX حيثRولتكن  مجموعة الأعداد الحقيقية عملية معرفة 

Xbaabbaba: كما يلي Xعلى اĐموعة  ,    
 أن النظامتحقق من ,Xيكون زمرة إبدالية .  

53حل المعادلة أوجد ثم  xزمرة اله في هذ.  
 إذا كانت-3 ,X1مرة حيث ز xxلكل Xx   

أنفتحقق من  ,Xتكون زمرة إبدالية . 

 إذا كانت-4 ,X111 زمرة حيث)(   yxyxلكل Xyx ,  
أنفتحقق من  ,Xلية تكون زمرة إبدا.  

  . ّ بين أن أي زمرة محتوية فقط على ثلاث عناصر تكون إبدالية-5
==============================================  

 أنواع خاصة من الزمر: 

  : Symmetric groups(Permutation groups() زمر التماثلأو(زمر التبديلات) 1(
 هي مجموعة M(A) حيث. يمثل زمـرة < M(A), o>رأينا فيما سبق أن النظام 

هي عمليـة تحصيل  " o " والعمليـة  ) A إلى Aالرواسم أحادية التناظر من ( التقابلات
  .الرواسم

 الممكن زمرة التبديلاتُ تسمى M(A) فإن finite مجموعة منتهية Aفإذا كانت 
   n هو A وإذا كان عدد عناصر اĐموعة Aإجراءها على عناصر اĐموعة 

   !nً يكون مساوA ʮت على فإن عدد التبديلا
  :وعلى سبيل المثال إذا كانت

 A={a1,a2,…,an} 

  :ُ تعرف ʪلعلاقةفإن ) تبديلة (M(A)وكانت 
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Aaaaحيث  n )(),...,(),( 21 وإذا كانت :  
 A={1,2,…,n} 

   Snُ ويرمز لها ʪلرمز nزمرة التبديلات من درجة ُ  تسمى Mn(A)فإن 
  :ُ تعرف ʪلعلاقةSnث حي
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فإنه  يمكن التعبير عن    : ϥكثر من طريقة كما يلي,,
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)42)(31(
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




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


 . 

 التعبير الدائريُ يسمى )3241(,)241(,)31)(42( اتكلا من التعبير
 تللتبديلا   24=!4ً يكون مساوS4 ʮوʪلطبع عدد عناصر .  على الترتيب,,

 التبديلة المحصلة ولحساب) 2(  نكتب أولا ً إعادة ترتيب الصف الأول  بعد
  فتكون ،ُ مع مراعاة أن العنصر ينقل بصورته بنفس ترتيب الصف الثاني في في 

لة ـالمحص  هي التبديـلة التي صـفها الأول هو الصـف الأول في التبديـلة  
  : بعد الترتيب المشار إليه أي أنوصفها الثاني هو الصف الثاني في التبديلة 
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)()(   فإننا نقول أنه يوجد انقلابinversion   
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)( يكون مساوʮ لعدد الصور في التبديلةi)( للصورةوعدد الانقلاʪت j التالية 
jiijلهذه الصورة بحيث يكون   ,)()(   

 أو inv)(ʪلرمز) عدد انقلاʪت صورها( عدد الكلي لانقلاʪت التبديلةللُويرمز 
ًفمثلا للتبديلات  .ʪVلرمز    :يكون) 1( المعطاه في ,,
40022,40103,50023   VVV  

    .عند حساب عدد انقلاʪت التبديلة لابد أن تكون في الصورة الأصلية :ملاحظة
   }3,2,1{ديلات من الدرجة الثالثة للمجموعة هي مجموعة التب3Sلتكن ): 1(مثال

فإن النظام  ,3S يكون زمرة ،حيث " "عملية تحصيل الرواسم.  
 فإن عدد عناصر مجموعة 3 هو }3,2,1{حيث إن عدد عناصر اĐموعة: الإثبات

  : وهذه العناصر هي6=!3 يساوي }3,2,1{ة الثالثة للمجموعةالتبديلات من الدرج
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3},)321,()231,()21,()31,()32({ أي أن IS .  
تمثيل النظام  محدودة فيمكن 3S  اĐموعةوحيث إن ,3S يليامك بجدول :  
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  I (1 2 3) (1 3 2) (1 2) (1 3) (2 3) 

I I (1 2 3) (1 3 2) (1 2) (1 3) (2 3) 

(1 2 3) (1 2 3) (1 3 2) I (1 3) (2 3) (1 2) 

(1 3 2) (1 3 2) I (1 2 3) (2 3) (1 2) (1 3) 

(1 2) (1 2) (2 3) (1 3) I (1 3 2) (1 2 3) 

(1 3) (1 3) (1 2) (2 3) (1 2 3) I (1 3 2) 

(2 3) (2 3) (1 3) (1 2) (1 3 2) (1 2 3) I 

  : أن نلاحظمن الجدول 
  3Sكل صف أو عمود في الجدول يحتوي على جميع عناصر ) 1(

 .لا يتكرر ظهور أي عنصر في أي صف أو عمود في الجدول) 2(

وعلى ذلك فإن النظام  ,3Sيمثل زمرة .  
 :التبديلات الزوجية والتبديلات الفردية

تقاطعات عندما يصل كل عنصر في الصف الأول للتبديلة إلى نفس إذا كان عدد ال
 ، وإذا كان تبديلة زوجيةُالعنصر في الصف الثاني عدد زوجي فإن التبديلة تسمى 

   .تبديلة فرديةُعدد التقاطعات عدد فردي فإن التبديلة تسمى 
 ، وإذا زوجيةتبديلة ُأو إذا كان عدد انقلاʪت التبديلة عدد زوجي فإن التبديلة تسمى 

  .يةفردتبديلة ُكان عدد انقلاʪت التبديلة عدد فردي فإن التبديلة تسمى 
 n من العناصر يساوي عدد التبديلات الفردية علىnوعدد التبديلات الزوجية على

  .من العناصر
تين فرديتين تكون تبديلة لومحصلة تبديلتين زوجيتين تكون تبديلة زوجية، ومحصلة تبدي

 .أما محصلة تبديلتين واحدة زوجية والأخرى فردية يكون تبديلة فردية. زوجية 

    3S وهي }3,2,1{فإذا أخذʭ مجموعة التبديلات من الدرجة الثالثة للمجموعة
  : đا ثلاث تبديلات زوجية هي3Sفإن
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)231(
213

321
,)321(

132

321
,

321

321



























I .  

  :وđا ثلاثة تبديلات فردية هي

).32(
231

321
,)31(

123

321
,)21(

312

321



























. 

ُويرمز Đموعة التبديلات الزوجية من الدرجة الثالثة ʪلرمز
3S موعة التبديلاتĐو 

لثالثة ʪلرمزالفردية من الدرجة ا
3S   

  
  
  
  
 

 نــرياتم:  
,,6لتكن -1 S حيث:  

.
613425

654321
,

563142

654321
,

265413

654321


























 

  
اكتب كلا من  ) أ(  . ʪلتعبير الدائري,,

12احسب   ) ب( ,,    
  : فردية وأيها زوجيةتين الآتيلتين حدد أي من التبدي-2

,
318527964

987654321








).2345()642()321(   

تحقق من أن الثنائي -3  ,3Sبينما، يمثل زمرة إبدالية  ,3S لا يمثل زمرة.  
},)4321(,)31)(42(,)2341{(4 إذا كانت-4 SIX   

     فتحقق من أن الثنائي ,Xيمثل زمرة إبدالية؟.  
==============================================  
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  :Cyclic groupsالزمر الدائرة ) 2(
لتوضيح مفهوم الزمرة الدائرة ندرس النظام  ,A   

}1,1,,;{1 حيث  iiiA ،  " "عملية الضرب العادية.  
  :نكون جدول يمثل النظام كما يلي

  1 -1 i -i 

1 1 -1 i -i 

-1 -1 1 -i i 

i i -i -1 1 

-i -i i 1 -1 

  :نلاحظ من الجدول أن
  Aكل صف أو عمود في الجدول يحتوي على جميع عناصر ) 1(

  .لا يتكرر ظهور أي عنصر في أي صف أو عمود في الجدول) 2(
  .الرئيسي في الجدوليوجد تماثل حول عناصر القطر ) 3(

وعلى ذلك فإن النظام  ,Aيمثل زمرة إبدالية .  
  : فإننا نلاحظ أنAiفإذا أخذʭ قوى العنصر

1,,1, 4321  iiiiii  

   i كقوى للعنصرAوبذلك نكون قد حصلنا على جميع عناصر اĐموعة 
يُقال في هذه الحالة أن الزمرة ,Aلعنصرʪ مولدة i    

   The Generator of a Group مولد للزمرة iأو أن العنصر
  : هو مولد آخر للزمرة حيث Aiونلاحظ أن العنصر

1)(,)(,1)(,)( 4321  iiiiii  

  .  لا يكوʭ مولدات للزمرةA1,1والعنصران
مثل هذه الزمرة ,A تسمى زمرة دائرة مولداها ُAii ,   
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   Gaمولدة ʪلعنصرزمرة دائرية  أو زمرة دائرة Gُ يقال أن الزمرة:تعريف
  :إذا وإذا فقط كان

naxZnGx  ; . 

naxأو (   في حالة عملية الجمع .(  
ُويعبر عن الزمرة في هذه الحالة بدلالة مولدها ʪلرمز  aG   

الزمرة لذا  ,Aيعبر عنها هكذا ُ iA أو  iA   
الزمرة): 1(مثال    1 زمرة دائرة مولدها الوحيد هو}1,1,{
النظام): 2(مثال 22 ,Z1 زمرة دائرة مولدها العنصر   
 الزمرة):3(مثال },,,1{ 2 2دائرة مولداها العنصران زمرة,   

1,,2حيث  هي الجذور التكعيبية للواحد الصحيح .  
 النظام):4(مثال 33 ,Zا العناصرē2,1 زمرة دائرة مولدا   
IX},)4321,()31()42,()2341{( إذا كانت):5(مثال   

فإن النظام ,Xاē4321,()2341( يكون زمرة دائرة مولدا(   
النظام): 6(مثال 77 },0{Zا العناصرē5,3 زمرة دائرة مولدا   
 النظام):7(مثال ,Zا العناصرē1,1 زمرة دائرة مولدا    
88الزمرة ):8(مثال }7,5,3,1{;, ZXX ة ي ليست دائر  

  .حيث ليس لها مولدات
  .؟الأمثلة السابقة تحقق من صحة :تمرين
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 تكوين وخصائص الزمرة الدائرة: 

 أي أنa زمرة دائرة مولدة ʪلعنصرGلتكن aGتكون ومن ثم G على 
,...},,,,{...,الصورة 21012 aaeaaaG  ويكون لدينا حالتان :  

إذا كانت جميع العناصر في الزمرة: الحالة الأولى aG مختلفة فإن الزمـرة تكون 
، وفي هذه الحالة إذا كان للزمرة )أي عدد عناصرها غير محدود (infinite لاĔائية

  : بحيثZrً مثلا فإنه يوجد عدد صحيحma ولتكنمولدات أخرى
11111)(1  rmrmmraaa mrrm  

  . يكون مولد آخر لها فقط1a مولد للزمرة اللاĔائية فإن العنصرaأي أنه إذا كان
صر في الزمرةإذا كانت العنا: الحالة الثانية aG ليست جميعها مختلفة فإن الزمـرة 

eaan أي عدد عناصرها محدود ويكون ( finiteتكون منتهية   وفي هذه )  0
لي  عدد أوm حيثmaالحالة إذا كان للزمرة مولدات أخرى فتكون على الصورة

 عامل ,nm بيندأي لا يوج(ً مثلا ʪnلنسـبة لعدد عناصـر الزمـرة المحدود وليكن
  .كما ستوضح النظرية التالية) مشترك سوى الواحد الصحيح

لتكن: نظرية aGوليكن nG 1  فإن),(  nmaG m   
  :  البرهان

),(1نفرض أن: ًأولا nm) أي أن العامل المشترك الأعلى بينnm,1 هو  (
وسنثبت أن maG كما يلي:  

  : فيمكن كتابة1 هو,nm العامل المشترك الأعلى بينحيث إن
Znm   ,;1  





)()()()(

)()(1

mmm

nmnmnm

aeaea

aaaaaaa



 

 

Gax وليكنGولأي عنصر في الزمرة r حيث Zr يكون :  
Zrkaaaax kmrmrmr   ;)()(])[(   

ًوإذا يكون  maG   
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نفرض أن: ʬنيا maG 1 وسنثبت أن),( nm كما يلي:  
 كما ma يمكن التعبير عنه بدلالة مولد الزمرةGa وليكنGلأي عنصر في الزمرة

  :يلي
Zaa m   ;)(  

nnmm aaeeaaaa    )(011  
11  nmnm   

1),(  nm  . 
ًمن أولا وʬنيا تثبت النظرية ً.  

}1,,,,,,,{لتكن): 8(مثال 76543218 A مجموعة الجذور 
الثامنة للواحد الصحيح فإن  ,Aتكون زمـرة دائرة مولدها العنصر   وحيث إن

  فطبقا للنظرية السابقة لبحث المولدات الأخرى 8ة محدود وهوعدد عناصر هذه الزمر
642لهذه الزمرة نستبعد العناصر ,,  وبين عدد  {2,4,6} حيث إن بين قواها

 عامل مشـترك خلاف الواحد الصحيح ، ومن ثم تكون المولدات 8عناصر الزمرة 
753الأخرى لهذه الزمرة هي ,,    

أي أن 753 A   
  

 رتبة العنصر في الزمرة: 

 ( n) أو تسـاوي( هي aG رتبة العنصرُ زمرة فإنه يقال أن G إذا كانت :تعريف
 حيث an = e هو أصـغر عدد صحيح موجب يحقق  nإذا كان  ) a=nُويكتب 

eGهو العنصر المحايد للزمرة .  
   في الزمرة ليس له رتبة أو أن رتبته تساوي الصفرa قيل أن العنصر aneوإذا كان 

   e1=eوبديهي أن رتبة العنصر المحايد في الزمرة هي الواحد الصحيح حيث 
الزمرة): 1(مثال ,Z1رتبته ( 0 زمرة إبدالية عنصرها المحايد هو (   

   ) .0أو أن رتبته هي(  ليس له رتبة 0 خلافZوأي عنصر آخر في
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 الزمرة):2(مثال ,3Sرتب عناصرها تكون كالتالي :  
(2 3) (1 3) (1 2) (1 3 2) (1 2 3) I العنصر  

  الرتبة 1 3 3 2 2 2

  .)قق من ذلك؟تح(
الزمرة): 3(مثال 33 ,Zرتب عناصرها تكون كالتالي :  

  العنصر 0 1 2

  الرتبة 1 3 3

  .)تحقق من ذلك؟(
من هذه الأمثلة يتضح أنه توجد بعض الزمر جميع عناصرها لها رتبة ، كما توجد 

  . بعض الزمر لبعض عناصرها رتب وليس للباقين من عناصرها رتب
  .رية التالية تحدد الحالة التي يكون فيها لعناصر الزمرة رتبوالنظ

  
  

  .زمرة عدد عناصرها محدود فإن جميع عناصرها لها رتب G إذا كانت: نظرية
  : ونكون اĐموعةGaنفرض أن: البرهان

GaaaeaX  ,...},,,{ 3210  

 لا يمكن X فإن عناصـر اĐـموعة الجزئيةm محدود وليكنGوحيث إن عدد عناصـر
أن تكون جميـعها مختـلفة وإلا كان عدد عناصـرها لاĔائي مما يناقض كوĔا مجموعة 

mrجزئيـة من مجموعة محدودة، فإذا كان aa حيث rm  فإنه بضرب طرفي 
mrالمتساوية aa في ra حية اليمين نجد أنʭ من : 

   Zrmhaaeaaaa hrmrmrr ;  
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ea  بحيثhأي أنه يوجد عدد صحيح موجب h  يتبقى أن نتأكد أن هذا  
ea هو أصغر عدد صحيح موجب يحققhالعدد h    

ea التي تحقق العلاقةihلتكن مجموعة كل الأعداد الصحيحة الموجبة  ih    
  :هي اĐموعة

}:{ eaZhY ih
i    

 أعداد صحيحة ومن خصائص مجموعات الأعداد نعلم أن كل مجموعة عناصرها
01موجبة لها حد أصغر وهو أصغر عدد صحيح موجب فيها ، وواضح أن h أحد 

ea العلاقة يكون أصغر عدد يحققYعناصر اĐموعة ih    
 يمكن إيجاد عدد صحيح Gaى ذلك فإن لأي وعل1h هيaًوإذا رتبة العنصر

ea العلاقة يحققhموجب h   
  .ومن ثم يكون لجميع عناصر الزمرة المحدودة رتب

  
  
  
  
  

 تماريــن:  
  : ابحث رتب عناصر كل من الزمر-1

(1)  .,3   S  

(2)  .1;},,1,1{;,  iiiGG  

(3)  .1;}
0

0
,

10

01
,

0

0
,

10

01
{;, 2 






































 i

i

i

i

i
AA  

(4)  .}7,5,3,1{;, 88 ZXX   

{  أن تحقق من-2
01

10
,

01

10
,

10

01
,

10

01
{;, 







 




























 AA  
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  . ، وأوجد رتب عناصرها؟دائريةثل زمرة يم
1010  النظام تحقق من أن-3 }8,6,4,2{;, ZXX  ة ، يثل زمرة دائريم  

  .وأوجد رتب عناصرها؟
=============================================  

  



سعد شرقاوي.   مقدمة في نظرية الزمر                                                                                      د  
______________________________________________________________________  

___________________________       ___________________________  68

  الزمرة الجزئيةSubgroup : 

 لنأخذ الزمرة ,G1,1,,;{1  حيث{  iiiG ، " " عملية الضرب
  .العادية

  :الممثلة ʪلجدول
  

  1 -1 i -i 

1 1 -1 i -i 

-1 -1 1 -i i 

i i -i -1 1 

-i -i i 1 -1 

  : الجدول الجزئي ʪلركن الأعلى الأيسر وهونلاحظ أن
  1 -1 

1 1 -1 

-1 -1 1 

يمثل النظام }1,1{ً والذي بدوره يكون زمرة أيضا ، وحيث إن}1,1,{  مجموعة 
}1,1,,{جزئية من اĐموعة iiG    

ول أنفإنه في هذه الحالة نق  زمرة جزئية من الزمرة}1,1,{ ,G   
تكون زمرة جزئية من " "  مع العمليةGونلاحظ أن ليس كل مجموعة جزئية من

الزمرة  ,G . ًفمثلا },,1{ iلتالي لا تكون زمرة جزئية  لا تمثلʪزمرة أصلا و ً
من الزمرة  ,G   

لتكن: تعريف ,Gزمرة ، ولتكن GH فإذا كان   ,H زمرة أيضا فإننا ً
ً ويرمز لذلك جبرʪ ʮلرمزG منزمرة جزئية Hنقول أن ُGH    
ُ توجد دائما زمرʫن جزئيتان تسميان ʪلزمرتين غير الفعليتين أو G لأي زمرة:ملاحظة ً

Ge وهماtrivial subgroupsالزمرتين الواضحتين     وعلى ذلك }{,
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GHeHت انك إذا G زمرة جزئية فعلية من الزمرةHنقول أن  ,}{   
 الزمرة):1(مثال  ,3Sزمرة جزئية من الزمرة  ,3S) تحقق من ذلك؟(.  

  : الإثبات
})32(),31(),21(),231(),321(,{3 IS  , 

}.)231(),321(,{3 IS   

33 أن واضح SS    
نكون الجدول الممثل للنظام  ,3Sكما يلي :  

  
  I (1 2 3) (1 3 2) 

I I (1 2 3) (1 3 2) 

(1 2 3) (1 2 3) (1 3 2) I 

(1 3 2) (1 3 2) I (1 2 3) 

  
  : أن نلاحظمن الجدول 

يحتوي على جميع عناصر كل صف أو عمود في الجدول ) 1(
3S.  

 .لا يتكرر ظهور أي عنصر في أي صف أو عمود في الجدول) 2(

وعلى ذلك فإن النظام  ,3Sلتالي يكون ،  يمثل زمرةʪ33و SS    
 G تكون زمرة جزئية منaعنصر فإن أي زمرة مولدة ʪلGaإذا كانت): 2(مثال

Gaأي أن( .(  
 :Lattice diagramتمثيل الزمر الجزئية ʪلشكل العنقودي  

321 زمرة ، ولتكنGلتكن ,, HHHزمر جزئية فعلية من الزمرة G3 ، ولتكنH 
21زمرة جزئية فعلية من كل من الزمرتين , HH فيمكن تمثيل مجموعة الزمر الجزئية 

321الفعلية ,, HHHلإضافة إلى الزمرتين غير الفعليتينʪ Ge},{ لشكل العنقوديʪ 
  :التالي
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}{

3

21

e

H

HH

G

  

تقع في صف من الصفوف ) زمرة ( ُويفهم من الشكل العنقودي أن أي مجموعة 
تقع في صف ) زمرة ( من أي مجموعة ) زمرة جزئية ( للشكل تكون مجموعة جزئية 

  .أعلى منه
  .ودʮ لهاً وارسم شكلا عنق3Sاكتب جميع الزمر الجزئية من الزمرة: مثال
  : الحل

 والتي تمثل كل منها زمرة مع عملية 3SاĐموعات الجزئية الفعلية من مجموعة التبديلات
3,},)21,{(},)31,{(},)32{(هي" "تحصيل التبديلات  IIIS    

},{3 هما 3Sوتوجد زمرʫن جزئيتان غير فعليتان للزمرة SI وعلى ذلك فإن جميع الزمر 
  : تكون3Sالجزئية من الزمرة

)}32(,{)},31(,{)},21(,{,},{, 33 IIISIS   

  :والشكل العنقودي الممثل لها يكون كالتالي
 

}{

)}32(,{)}31(,{)}21(,{3

3

I

IIIS

S


 

  :تماريـن محلولة
}8,7,5,4,2,1{,}7,4,1{,}8,1{إذا كانت  -1 321  HHH   

  : أنتحقق من
ًكلا من. 1 939291 ,,,,, HHHتكون زمرة .  
ًكلا من. 2 9392 ,,, HHتكون زمرة جزئية من  91 ,H 
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  :  الحل
نكون الجداول الممثلة للأنظمة. 1 939291 ,,,,, HHH  

  :كما يلي
الجدول الممثل للنظام 91 ,H:   

 
9  1 2 4 5 7 8 

1 1 2 4 5 7 8 

2 2 4 8 1 5 7 

4 4 8 7 2 1 5 

5 5 1 2 7 8 4 

7 7 5 1 8 4 2 

8 8 7 5 4 2 1 

  
والجدول الممثل للنظام 92 ,H:   

  
9  1 4 7 

1 1 4 7 

4 4 7 1 

7 7 1 4 

والجدول الممثل للنظام 93 ,H:   
9  1 8 

1 1 8 

8 8 1 

  : أن نلاحظول امن الجد
 .كل صف أو عمود في الجدول يحتوي على جميع عناصر اĐموعة الممثلة ) 1(
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 .لا يتكرر ظهور أي عنصر في أي صف أو عمود في الجدول) 2(

ًوعلى ذلك فإن كلا من 939291 ,,,,, HHHتكون زمرة .  
1312 واضح أن.2 , HHHH  وأثبتنا أن 9392 ,,, HH كلاهما 

  .يكون زمرة 
ًفإذا كلا من ً 9392 ,,, HHتكون زمرة جزئية من 91 ,H 

}1,,,,,,,{ اكتب جميع الزمر الجزئية للزمرة-2 76543218 A 
 .ʮً لهاًثم ارسم شكلا عنقود. بدلالة مولداēا

    :الحل
اĐموعات الجزئية الفعلية من مجموعة الجذور الثامنة للواحد الصحيح والتي تمثل كل 

}1,,,,{}1,{منها زمرة مع عملية الضرب هي 4642  ن جزئيتانʫوتوجد زمر 
 Aلزمر الجزئية من الزمرة وعلى ذلك فإن جميع ا}A},1 هماAغير فعليتان للزمرة

  :تكون
},1{},,,,1{},1{, 4642 A  

  :وببحث مولدات هذه الزمر الجزئية تكون كالتالي
 753 A , 

1}1{ , 

 62642 },,,1{  , 

 44 },1{  . 

  :تاليوالشكل العنقودي الممثل لها يكون كال
 753 A  

                        
 62642 },,,1{   

                      
 44 },1{   

                            
1}1{  

  .ًارسم شكلا عنقودʮ لهاثم .  بدلالة مولداēا3Sاكتب جميع الزمر الجزئية للزمرة -3
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  : الحل
 والتي تمثل كل منها زمرة مع عملية 3SاĐموعات الجزئية الفعلية من مجموعة التبديلات

3,},)21,{(},)31,{(},)32{(هي" "تحصيل التبديلات  IIIS    
},{3 هما 3Sوتوجد زمرʫن جزئيتان غير فعليتان للزمرة SI  وعلى ذلك فإن جميع الزمر

  : تكون3Sالجزئية من الزمرة
)}.32(,{)},31(,{)},21(,{,},{, 33 IIISIS   

  :وببحث مولدات هذه الزمر الجزئية تكون كالتالي
 II}{ , 

 )231()321(3S , 

 )21()}21(,{I , 
 )31()}31(,{I , 
 )32()}32(,{I . 

  :والشكل العنقودي الممثل لها يكون كالتالي
        3S  

 
 

 )231()321(       )21(                   )31(         )32(  
 
 

                 II}{  

 خصائص الزمرة الجزئية: 

أي زمرة جزئية من زمرة إبدالية تكون إبدالية ، ولكن إذا كانت الزمرة الجزئية  )1(
 .إبدالية فليس من الضروري أن تكون الزمرة الأصلية إبدالية

الزمرة : مثال( 
3S3م زمرة جزئية من الزمرة زمرة إبدالية وهي كما نعلS الغير 

  ).إبدالية 
العنصر المحايد في أي زمرة جزئية يكون هو نفس العنصر المحايد في الزمرة  )2(

 . الأصلية 

   :ولإثبات ذلك على وجه العموم
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نفرض أن ,Hزمرة جزئية من الزمرة  ,Gر المحايد في الزمرة وأن العنصG 
  : وعلى ذلك يكون2e هوH وأن العنصر المحايد في الزمرة الجزئية1eهو

GHaaea  1 , 

GHaaea  2  

2121 eeeaea  . 

 .ر في الزمرة الجزئية هو معكوسه في الزمرة الأصليةمعكوس أي عنص )3(

  :ولإثبات ذلك
نفرض أن ,Hزمرة جزئية من الزمرة  ,Gوأن معكوس العنصر Ha هو 

GHa ، وأن معكوس العنصرbالعنصر لزمرة في اGهو العنصر c وعلى  
  :ذلك يكون

GHeGHaecaeba  ,, , 
cbcaba  . 

 حيثG مجموعة جزئية منHلتكن): 1(نظرية ,Gفإن  زمرة ,H تكون 
زمرة جزئية من ,Gإذا وإذا فقط تحقق الشرطان :  

(i) HbaHba  , , 

(ii) HaHa 1 . 

  : البرهان
 نفرض أن:ًأولا ,Hزمرة جزئية من  ,Gلتالي تكونʪو  ,H زمرة أي 

  .  (ii),(i)ًتحقق شروط الزمرة ، وإذا يتحقق الشرطان
، وسنثبت أن (ii),(i) نفرض تحقق الشرطان ً:ʬنيا ,H تكون زمرة جزئية 
من ,Gكما يلي :  
   Hمغلقة على" " نجد أن العملية (i)من الشرط   ) أ(
 G لأنGدامجة على" " والعملية G تنتمي إلىHحيث إن جميع عناصر) ب(

   Hدامجة على" "زمرة فتكون العملية 
HeaaHaa:  نجد أن(ii),(i)من الشرطين ) ج(   11 ,,   

   Heأي يوجد عنصر محايد
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Ha يوجد معكوسHa لكل(ii)من الشرط ) د( 1   
ًوإذا  ,Hتحقق شروط الزمرة ومن المعطيات GH    

وعلى ذلك فإن  ,Hتكون زمرة جزئية من  ,G   
 حيثG مجموعة جزئية منHلتكن): 2(نظرية ,Gزمرة فإن  ,H تكون 

زمرة جزئية من ,Gإذا وإذا فقط تحقق الشرط :  
HbaHba   ,1 . 

  :البرهان
نفرض أن: ًأولا ,Hزمرة جزئية من  ,Gلتالي فإنʪو :  

HbaHbaHba   111,, . 

HbaHbaنفرض أن : ʬًنيا    وسنثبت أن1, ,H تكون زمرة 
جزئية من ,G:  

HeHaa يكونHaلكل) أ(  1أي أنه يوجد عنصر محايد .  
HaHae يكونHaلكل) ب(     . أي أنه يوجد معكوس11
Hbaلكل) ج( ,يكون HbaHbaHba   111 )(,   

 .H مغلقة علىأي أن العملية

GH وأنGدامجة على حيث إن العملية) د( فهي دامجة على H  

ًوإذا النظام ,Hيحقق شروط الزمرة ، ومن المعطيات GH    
وعلى ذلك فإن  ,Hتكون زمرة جزئية من  ,G   

21ليكن): 3(نظرية , HHزمرتين جزئيتين من الزمرة G   
21فإن HH تكون زمرة جزئية من G   

  :البرهان
Let  21, HHba   

21 ,, HbaHba   

2
1

1
1 HbaHba   )2(من نظرية )        ) 

21
1 HHba   . 
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GHH  21 )2(من نظرية )          ). 

21 إذا كانت:ملاحظة , HHزمرتين جزئيتين من الزمرة G فليس من الضرورة   
21أن يكون HH زمرة جزئية من Gكما يتضح في المثال التالي :  

},)21,{(},)31{( :مثال 21 IHIH 3 زمرتين جزئيتين من الزمرةS   
21},)21,()31{(بينما  IHH  تحقق من ذلك؟ (  لا تكون زمرة. (  

   3Sومن ثم لا تكون زمرة جزئية من الزمرة
 موعات المرافقة للزمرة الجزئيةاĐ sets -Co: 

لتكن: تعريف ,Hزمرة جزئية من الزمرة  ,G وليكنGa   
}:{:فإن اĐموعتين HhahHa  , }:{ HhhaaH   

 Right Co-set اليمينية) أو المصاحبة أو المشاركة (اĐموعة المرافقةتُسميان 
 H للزمرةLeft Co-set اليسارية) أو المصاحبة أو المشاركة (المرافقةاĐموعة و

  0 على الترتيبʪaلنسبة للعنصر
لنأخذ الزمرة): 1(مثال ,G1,1,,;{1حيث{  iiiG، " " عملية

الضرب العادية ، والزمرة الجزئية ,H1,1{حيث{ Hمن الزمرة ,G  
  : تكونʪ Giلنسبة للعنصرH اليمينية واليسارية للزمرةفإن اĐموعات المرافقة

}.,{}1,1{

},,{}1,1{

iiiiiH

iiiiHi




 

 اليمينية واليسارية للزمرة الجزئيةاĐموعات المرافقة): 2(مثال
3S)  زمرة التبديلات

ʪلنسبة ) زمرة التبديلات من الدرجة الثالثة (3Sمن الزمرة) وجية من الدرجة الثالثةالز
)21(3للعنصر Sتكون :  

)}.32(),31(),21{(

)}21()231(),21()321(),21({)21(3


 IS

)}.31(),32(),21{(

)}231()21(),321()21(,)21{()21( 3


  IS

 

نلاحظ أن  333 )21()21( SSS   
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لزمرة الجزئية اليمينية واليسارية لواĐموعات المرافقة
3S)  زمرة التبديلات الزوجية من

)321(ʪ3لنسبة للعنصر) الدرجة الثالثة Sتكون :  

}.),231(),321{(

)}321()231(),321()321(),321({)321(3

I

IS


 

 

}.),231(),321{(

)}231()321(),321()321(,)321{()321( 3

I

IS


 

 

نلاحظ أن  333 )321()321( SSS   
IH},)21{(زمرة الجزئيةكون اĐموعات المرافقة اليمينية واليسارية لل: تمرين  من 
)ʪ )21(),31لنسبة للعناصر3Sالزمرة  ba3 حيث, Sba    
  : الحل

)}.231(),31{(

)}31()21(),31({


 IHa

 

)}.321(),31{(

)}21()31(,)31{(


  IaH

 

}.),21{(

)}21()21(),21({

I

IHb


 

 

}.),21{(

)}21()21(,)21{(

I

IbH


 

 

HbHHbaHHaنلاحظ أن  ,  

  :مما سبق نستنتج الملاحظات الآتية
GaGH إذا كانت:ملاحظات   : فإن,

)1( HaaH عندما تكون  G إبدالية  .  
  G زمرة جزئية منaH أوHaمن الممكن ألا يكون )2(

 موعات المرافقةĐخصائص ا: 

  : فإن الخصائص التالية تتحققG زمرة جزئية من الزمرةHلتكن
(1) HaHaHHaHHa  , . 

  :الإثبات
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HHa وسنثبت أنHaنفرض أن: ًأولا :  
HahHhahHah  ,11  

HHa            (i) 

..

;)()( 1
11

11

HahHhei

hahHaahahaaahhehHh


 

 

HaH            (ii) 

HHa ينتج أن(ii),(i)من     
HHaنفرض أن: ʬًنيا وسنثبت أن Ha كما يلي:  

Đموعة المرافقة اليمينية يكونمن تعريف ا:  
.}:{ HHhhaHa   

   Haويحدث هذا فقط إذا كان
ًمن أولا وʬنيا نستنتج أن ًHaHHa   

HaHaH وʪلمثل يمكن إثبات أن    
(2) HbabHaHHbaHbHa   11 , . 

  :الإثبات

))1((.

)(

)(

)()(

)()(

1

1

1

11

11

fromHba

baHH

baHHe

baHaaH

aHbaHaHbHa





















 

HbabHaHوʪلمثل يمكن إثبات أن  1.   

(3) bHaHbHaHHbHaHbHa   , . 

  .)أي أن أي مجموعتين مختلفتين من اĐموعات المرافقة تكوʭ منفصلتين(
  : الإثبات
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))2((.

,;

1
1

2
1

21

2121

fromHbHa

Hhhba

bhah

Hhhbhcahc

HbcHacHbHac











 

bHaHbHaHوʪلمثل يمكن إثبات أن     

(4) ,)(;:11 HahahbhafHbHafingcorrospond   
      aHahbhahgbHaHgingcorrospond  )(;:11 . 

بين أي مجموعتين مرافقتين يميـنيتين أو ) راسـم تناظر أحادي(أي يوجد تقابل(
 وبعبارة أخرى أي عدد العناصر في كل منهما G من الزمرةHيساريتين للزمرة الجزئية

  .)متساوي
  :الإثبات

HbHafلإثبات أن الراسم :تناظر أحادي نثبت أنه أحادي وفوقي :  

.

)()(,,

21

21

21

2121

ahah

hh

bhbh

ahfahfHaahah






         

  . يكون أحاديfًوإذا 

.)(

)(

HbHaf

HbxhbxHafx




 

  . يكون فوقيfًوإذا 
HbHafوعلى ذلك فإن الراسم : تناظر أحادي .  

ʪلمثل يمكن إثبات أن الراسموbHaHg : تناظر أحادي .  
(5)   

Ga Ga

GaHGHa
 

 , . 

 يساوى الزمرة Hأي اتحاد جميع اĐموعات المرافقة اليميـنية أو اليسـارية للزمرة الجزئية(
  ).Gالأصلية

  :الإثبات
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.

,;

GHa

GxGHGaHahaxHax

Ga

Ga












 

وʪلمثل يمكن إثبات أن
Ga

GaH


   

  0تحقق من صحة الخصائص السابقة على اĐموعات المرافقة اليسارية: تمرين
 نظرية لاجرانج للزمر:  

، وعدد )ً مثلا n(  محدودG ، وليكن عدد عناصرG زمرة جزئية من الزمرةHلتكن
   m تقبل القسمة علىnفإن) ً مثلا m( محدود Hعناصر
lHaHaHa لتكن:البرهان ,...,, ية المختلفة  هي كل اĐموعات المرافقة اليمين21
laaa حيث إن أحد العناصرHللزمرة ,...,,  لابد أن يكون هو العنصر المحايد 21
Geوليكن ea 1 للمجموعات المرافقة نستنتج أن (5),(3)  ومن الخاصيتين 

},,...,{اĐموعة  2 lHaHaHeن تجزيء للمجموعة تكوGوعلى ذلك يكون :  
....2 lHaHaHeG   

....2 lHaHaHeG   

ً يكون مساوʮ لعدد Hوحيث إن عدد عناصر أي مجموعة مرافقة للزمرة الجزئية
  :  وعلى ذلك يكونHعناصر

.

)(....

lmn

timeslHHHG



  

   m تقبل القسمة علىnًوإذا 
الزمرة: مثال 91 ,H1}8,7,5,4,2,1{ حيث H61 عدد عناصرها H ، 

والزمـرة 92 ,H 2}7,4,1{ حيث H 32 عدد عناصـرها H ، 
والزمـرة 93 ,H 3}8,1{ حيث H23  عدد عناصـرها H،   

32وواضح أن , HH1 زمر جزئية منH3,2 تقبل القسمة على كل من6 وأن   
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أي إذا كان عدد .  عكس نظرية لاجرانج غير صحيح في الحالة العامة:ملاحظة
 m، وكان هذا العدد يقبل القسمة على العدد) ً مثلاn( محدود Gعناصر الزمرة

   m عدد عناصرهاGفليس ʪلضرورة أن نجد زمرة جزئية من الزمرة
 الزمرة:مثال  ,4Sحيث 

4Sمجموعة التبديلات الزوجية من الدرجة الرابعة :  

}.)32)(41(),42)(31(),43)(21(

),342(),432(),341(),431(),241(),421(),231(),321(,{4 IS 

 

124واضح أن S 6يساوي ولكن لا توجد زمرة جزئية منها عدد عناصرها   
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 الناظمة(الزمر الجزئية القياسية (groups-Normal Sub: 

HaaHإذا كانف G زمرة جزئية من الزمرةHلتكن: تعريف لكل Gaفإن H 
    Gعلى الزمرة) ظمةأو زمرة جزئية ʭ( زمرة جزئية قياسية تُسمى

GHُويرمز لذلك ʪلرمز    
 الزمرة):1(مثال

3S3 تكون زمرة جزئية قياسية على الزمرةSوذلك لأن :  

.)32()32(

)31()31(

,)21()21(

,)231()231(

,)321()321(

,

33

33

33

33

33

33

























SS

SS

SS

SS

SS

ISIS

 

333أي أن  SaaSaS   ) لك؟تحقق من ذ.(  
IH},)21{( الزمرة):2(مثال  3زمرة جزئية قياسية على الزمرة ليستS   

)31()31(وذلك لأن HH ) تحقق من ذلك؟.(   
إذا كانت): 3(مثال ,G1,1,,{ زمرة حيث{ iiG  1,1{وكانت{ H 

GH فتحقق من أنGرة جزئية منزم    
  : الحل

).(}1,1{}1,1{)(

,}1,1{}1,1{

,)1(}11,11{}11,11{)1(

,1}11,11{}11,11{1

iHiiiiHi

HiiiiiiH

HH

HH







 

HaaH يتحققGaأي أن لكل  وإذا ًGH    
GaHaHaGH): 1(نظرية  1  )أي أن الزمرة الجزئيةH تكون 

HaHa إذا وإذا فقط كانGزمرة قياسية على الزمرة 1لكل Ga .(   
HaHaنفرض أن: ًأولا: البرهان 1لكل Gaوسنثبت أن GH :   
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.

11

GH

HaaH

haah

HahahaHaHh





 

 

GHنفرض أن: ʬًنيا  وسنثبت أن HaHa 1لكل Ga:  
HaaH فيكونG زمرة قياسية على الزمرةHحيث إن لكل Ga    

HaHaذا يؤدي إلى أنوه 1لكل Ga   
ًمن أولا وʬنيا تثبت النظرية ً.  

 الزمرة البسيطة Simple group: 

 لا تحتوي على أي زمر جزئية قياسية سوى الزمرتين غير G إذا كانت الزمرة:تعريف
  .زمرة بسيطةُإĔا تسمى  ف},{Geالفعليتين

 كلا من الزمرتين:مثال },1,1{,},)21(,{ Iزمرة بسيطة .  
الزمرتين وكلا من 44 ,,, ZZ تحقق من ذلك؟( زمرة ليست بسيطة(  
،  زمرة إبدالية فإن أي زمرة جزئية منها تكون زمرة قياسية عليهاGإذا كانت :ملاحظة

س ليس صحيحا في الحالة العامة، وذلك لأنه توجد زمـرة جزئية قياسية من زمرة والعك
  :غير إبدالية كما في المثال التالي

زمرة التبديلات الزوجية من الدرجة الثالثة: مثال
3S3 زمرة جزئية قياسية على الزمرةS 

  .الغير إبدالية
 وكانت G زمرة جزئية قياسية علىH زمرة وكانتGا كانتإذ): 2(نظرية

}:{ GaHaT موعات المرافقة اليمينية للزمرة الجزئيةĐهي مجموعة كل ا H   
  : ʪلعلاقةTعلى" "وعرفنا العملية 

GbaHabHbHa  ,  
فإن النظام ,Tيكون زمرة عدد عناصرها HGT    

  : البرهان
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 على H مجموعة كل اĐموعات المرافقة اليمينية للزمرة الجزئية القياسيةTحيث إن
HaaH فإنGالزمرة لأي Gaومن نظرية لاجرانج يكون HTG    

HGTأي أن    
ولإثبات أن ,Tزمرة نتبع الآتي :  

Gbaحيث إن لأي) أ( ,1211 يمكن كتابة , bhbaha    
GHhhGbaحيث   2111 THbHa فيكون لأي,,, ,:  

.;

;

)(

;))((

))((

;))((

))((

))((

11

11

112

112

121

121

1211

1211

GbacTHc

GHbHa

baHh

GHbahH

bhaH

GHbhaH

bhaHh

bhahHHabHbHa
















 

   Tمغلقة على" "وإذا تكون العملية 
THcHbHa لأيحيث Tلىدامجة ع" "العملية ) ب( ,,نجد أن :  

).()(

)()()(

HcHbHaHbcHabcHa

cabHHcHabHcHbHa




 

 THaحيث لأي" " يمثل العنصر المحايد ʪلنسبة للعملية THeالعنصر) ج(
  :نجد أن

 
.

,

HaHeaHaHe

HaHaeHeHa




 

THaهو" " يوجد معكوس ʪلنسبة للعملية THaي عنصرلأ) د( 1بحيث :  

.

,
11

11

HeaHaHaHa

HeHaaHaHa








 

وعلى ذلك فإن النظام ,T يحقق شروط الزمرة .  
   Factor group الزمرة العاملةُ وتسمى هذه الزمرة 
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  HGُويرمز لها ʪلرمز )Quotient group تقسيمة الأو زمر(
  التشاكل والتشابه النمطي بين الزمرIsomorphism between groups :

 مفهوم التشاكل والتشابه النمطي بين الأنظمة الجبرية من أشهر المفاهيم الأساسية 

تشابه في دراسـة نظام جبري معقد ُفي الرʮضيات الحديثة ، ويستخدم مفهوم التشاكل وال
ًنوعا ما عن طريق نظام جبري آخر أسهل منه يشاđه ، ولذلك سنبحث فيما يلي 

  .تشاكل وتشابه الزمر
إذا كانت): 1(تعريف #,,, 21 GG21فإن الراسم .  زمرتين: GGf  
21مرتين بين الز Homomorphism )أو تشـاكل(راسـم حافظ يُسمى  ,GG إذا كان 

  :يحافظ على العملية في كل من الزمرتين أي إذا تحقق الشرط
1,)()#()( Gbabfafbaf  . 

21إذا كان - GG فإن الراسم f يسمى تشاكل داخلي ُEndomorphism   

   Monomorphismُ يسمى تشاكل أحادي f فإن  أحاديfوإذا كان -

   Epiomorphismُ يسمى تشاكل فوقي f  فوقي فإنfوإذا كان -

 نعلم أن):1(مثال ,Zحيث Z ،لية الجمع عم"+"  مجـموعة الأعداد الصحيحة
}1,1,,{العادية تكون زمرة ابدالية، واĐموعة iiA 1 حيثi تكون زمرة مع 

  . عملية الضرب العادية
AZfفإذا عرفنا الراسم :كما يلي :  







.1

,1
)(

oddnif

evennif
nf   .Zn  

  . يكون راسم حافظfفإن
Znmنفرض :الإثبات ,فتوجد ثلاث حالات : 

nm أعداد زوجية فإن مجموعهما,nmإذا كان كلا من: ًأولا يكون عدد زوجي   

).()(111)(

,1)(,1)(

nfmfnmf

nfmf



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nmفردية فإن مجموعهما أعداد ,nmإذا كان كلا من: ʬًنيا يكون عدد زوجي   

).()(111)(

,1)(,1)(

nfmfnmf

nfmf




 

 عدد زوجي، والآخر عدد فردي فإن مجموعهما ,nmإذا كان أحد العددين ً:ʬلثا
nm يكون عدد فردي ،  

).()(111)(

),()(111)(

,1)(,1)(1)(,1)(

nfmfnmf

nfmfnmf

nfmfnfmf





 

)()()(لحالاتمما سبق نجد أنه في كل ا nfmfnmf   
 . يكون راسم حافظfومن ثم فإن الراسم

  : ومن المثال السابق نلاحظ أن
)1 (1)0( f  

AZfإذا عرفنا الراسم) 2( :كما يلي :Zn 





.1

,1
)(

oddnif

evennif
nf   

  : ومن ثم يكونZ4,2 لا يكون راسم حافظ حيثfفإن

).4()2()42(

111)4()2(

,1)6()42(

,1)4(,1)2(

fff

ff

ff

ff







 

الراسم): 2(مثال 663 ,,: ZSf المعرف كما يلي :  

.3))32(())31(())21((

,0))231(())321(()(




fff

ffIf
 

  ).تحقق من ذلك؟(يكون راسم حافظ 
  : ومن المثال السابق نلاحظ أن

 )1 (0)( If  
)2 (3

11 )]([)( Sxxfxf  1 حيثxهو معكوس x لنسبة للعمليةʪ ""  
  ).تحقق من ذلك؟      (
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الزمرة) 3( ,3Sزمرة ليست ابدالية بينما الزمرة 66 ,Zالية زمرة ابد. 

  :نستنتج النظرية التاليةومن الأمثلة السابقة 
 راسم حافظ بين الزمرتينfإذا كان): 1(نظرية #,,, 21 GG21كان و ,ee 

21هما العنصران المحايدان في الزمرتين ,GGعلى الترتيب فإن :  

.)]([)()2(

.)()1(

1
11

21

Gxxfxf

eef






 

  :الإثبات

).()()#()#()()(

.)(,)1(

12121

21

efeefxfexfexfxf

GxfGxlet




 

.)]([)(

)]([)(#

)]([)()]#(#)]([[

#)]([)]()#([#)]([

)()#()(

)()2(

11

11
2

111

2
111

2
1

2
1

21























xfxf

xfxfe

xfxfxfxf

exfxfxfxf

exfxfexxf

eef

 

 نواة ومدى الراسم الحافظ: 
The Kernel and Image of a Homomorphism: 

:21إذا كان): 2(تعريف GGf 21 راسم حافظ بين الزمرتين ,GG   
  : كما يليُ تعرفfفإن نواة

.})(,:{ker 121 GexfGxxf   

  :ُ يعرف كما يليfكذلك مدى
.})(;,:{Im 212 GyxfGxGyyf   

  :والشكل التالي يوضح هذين المفهومين
  
 

 
 

Ker f   Im  f 
    e2 
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               G1                    f   G2                                       

  
AZfنواة ومدى الراسم الحافظ): 3(مثال :ن) 1( المعرف في مثالʭتكو:  

.}1,1{Im

,,...}4,2,0{},:{ker

Af

ZevennZnnf




 

  ).تحقق من ذلك؟(
الراسم): 4(مثال 443 ,,: ZSf والمعرف كما يلي :  

.2))32(())31(())21((

,0))231(())321(()(




fff

ffIf
 

43 هو راسم حافظ بين الزمرتين ,ZS) ويكون) تحقق من ذلك؟:  

.}2,0{Im

,)}231(),321(,{ker

4

3

Zf

SIf




 

},{إذا كانت):5(مثال baA فإن  ),(APتكون زمرة ابدالية حيث لفرق  ا
}1,1,,{المتماثل ، وإذا كانت iiB 1 حيثi   

فإن ,Bتكون زمرة ابدالية أيضا ً .  
BAPfنعرف الراسم )(:كما يلي :  

).(1)( APXXf     
ker)(,Im}1{  ويكون)تحقق من ذلك؟( يكون راسم حافظ fفإن  fAPf   

 راسم حافظ بين الزمرتينfإذا كان): 2(نظرية #,,, 21 GG   
21 أنكانو ,ee21 هما العنصران المحايدان في الزمرتين ,GGعلى الترتيب فإن :  
)1( 1ker Gf ) ي أنأfker1 تكون زمرة جزئية من الزمرةG.(  
)2( 2Im Gf ) أي أنfIm2 تكون زمرة جزئية من الزمرةG.(  

  :الإثبات
  :يجب أن يتحقق الشرط 1G زمرة جزئية من الزمرةfker لكي تكون )1(

.ker,ker 21
1

21 fxxfxx    
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.ker#)()#()(

,][)]([)(

,)()(ker,

1
21222

1
21

1
21

2
1

2
1

2
1

2

22121

fxxeeexfxfxxf

eexfxf

exfxffxxlet









  

.ker 1Gf   
  :يجب أن يتحقق الشرط 2G زمرة جزئية من الزمرةfIm ولكي تكون )2(

.Im,Im# 21
1

21 fyyfyy   

.Im)()()#()]([)#(#

,)(,)(;,Im,
1

21
1

21
1

21
1

21

221112121

fxxfxfxfxfxfyy

yxfyxfGxxfyylet




  

.Im 2Gf   
 راسم حافظ بين الزمرتينfإذا كان): 3(نظرية #,,, 21 GG   

21 أنكانو ,ee21 هما العنصران المحايدان في الزمرتين ,GGعلى الترتيب فإن :  
ker}{ يكون أحادي إذا وإذا فقط كانfالراسم 1ef   

  :الإثبات
ker}{نثبت أنوس ،أحادي fأننفرض  :لاًأو 1ef كما يلي :  

.

)()(

)(,)(ker

1

1

212

ex

efxf

eefexffx





 

ker}{ًوإذا تكون 1ef    
ker}{ نفرض أنً:ʬنيا 1ef  سنثبت أنوfكما يلي أحادي راسم :  

.

}{ker

)(

)()#(

)]([)#()]([)#()()(,,

21

1
1

21

1
1

21

2
1

21

2
1

21

1
22

1
2121121

xx

exx

efxx

exxf

exfxf

xfxfxfxfxfxfGxx






















 

   .أحادي  راسم fًإذاو
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إذا كانت): 3(تعريف #,,, 21 GG زمـرتين فإن الراسـم الحافظ 
21: GGf  أو تشـابه نمطي(تماثل ُ يسمى( Isomorphism  ين بين الزمرت
21 ,GGإذا كان f وفي هذه الحالة يقال أن )أحادي وفوقي( تناظـر أحادي ،ُ

21الزمرتين ,GG تان نمطيا( متماثلتانđًأو متشا (Isomorphic   

ًويرمز لذلك جبرʪ ʮلرمز ُ21 GG    
الزمرتين): 6(مثال ,,, EZتان نمطيا حيثđمتشا Z مجموعة الأعداد 

  .عملية الجمع العادية"+"  مجموعة الأعداد الصحيحة الزوجية ، Eالصحيحة،
  : الإثبات

EZfنعرف راسم: ًأولا : لعلاقةʪ Zxxxf  2)(   
  :نثبت أن هذا الراسم يكون راسم حافظ كما يلي: ًياʬن

).()(

22

)(2)(

,

21

21

2121

21

xfxf

xx

xxxxf

Zxx







 

  :كما يلي) أحادي وفوقي( تناظر أحادي fنثبت أن الراسم: ʬًلثا
(1) .22)()(,, 21212121 xxxxxfxfZxx   

  . يكون راسم أحاديfًوإذا 

(2) .
2

2)(, Z
y

xxyxfyEy   

  . يكون راسم فوقيfًوإذا 
ًيتضح من أولا وʬنيا وʬلثا أن ً ًf تشابه نمطي بين الزمرتين  ,,, EZ   

EZأي أن    
}:3,{إذا كانت: تمرين محلول ZnaaA n فتحقق من أن الزمرة  ,A 

ًتشابه نمطيا الزمرة ,Z   
  : الحل
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AZf نعرف الراسم :لعلاقةʪ Znnf n  3)(   
  : راسم حافظ وتناظر أحادي كما يليfونثبت أن

(1) ).()(333)(,, nfmfnmfZnm nmnm    

(2) .33)()(,, nmnfmfZnm nm    

(3)  .)(3;3 nfZnA nn   

  . راسم حافظ وتناظر أحادي fوعلى ذلك فإن الراسم
ZAومن ثم يكون .   

 :لبحث التشاكل والتشـابه النمطي بين زمرتين عدد عناصركل منهما محدود: ملاحظة
الممثلان للزمرتين متشاđين نكون الجدولين الممثلين لكل منهما فإذا كان الجدولان 

  بحيث يمكن اعتبار أحدهما ʭتج ) ًأي أن تركيبهما متشابه تماما ( ًتماما 
  . ًمن الأخر أو أن كلا منهما تعبير مختلف لتركيب واحد

  .فإنه في هذه الحالة نقول أن الزمرتين متشاđتان نمطيا
 : ابحث تشاكل وتشابه الزمرتين):7(مثال 

333 ,,, ZS    
},)321,()231{(,}2,1,0{: الحل 33  ZIS 

   :نكون الجدولين الممثلين للزمرتين كما يلي
جدول الزمرة  ,3S:   

   I (1 2 3) (1 3 2) 

I I (1 2 3) (1 3 2) 

(1 2 3) (1 2 3) (1 3 2) I 

(1 3 2) (1 3 2) I (1 2 3) 

وجدول الزمرة 33 ,Z:   
3  0 1 2 

0 0 1 2 
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1 1 2 0 

2 2 0 1 

:33ونلاحظ أنه إذا عرفنا الراسم ZSf لعلاقةʪ :  
.2))231((,1))321((,0)(  ffIf  

  .فيكون هذا الراسم حافظ ويكون تناظر أحادي
  :كما نلاحظ أن

  ʪ 1لعنصر)321(العنصر  و ʪ 0لعنصرIإذا استبدلنا في الجدول الأول العنصر

  . فإننا نحصل مباشرة على الجدول الثاني  ʪ 2لعنصر )231(العنصرو
  :ولذلك يمكن تكوين جدول واحد يشمل الجدولين السابقين كما يلي

   

    

        3  

I 

 

                0 

(1 2 3) 

 

                1 

(1 3 2) 

 

                2 

I 

 

                0 

I 

 

                0 

(1 2 3) 

 

                1 

(1 3 2) 

 

                2 

(1 2 3) 

 

                1 

(1 2 3) 

 

                1 

(1 3 2) 

 

                2 

I 

 

                0 

(1 3 2) 

 

                2 

(1 3 2) 

 

                2 

I 

 

                0 

(1 2 3) 

 

                1 

  :ونلاحظ من هذا الجدول أن
   .0ية وهو  يجاور العنصر المحايد للزمرة الثانIالعنصر المحايد للزمرة الأولى وهو) 1(
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 يجاور العنصر الثاني في الزمرة الثانية )321(العنصر الثاني في الزمرة الأولى وهو) 2(
     .1وهو 

 يجاور العنصر الثالث في الزمرة الثانية )231(العنصر الثالث في الزمرة الأولى وهو) 3(
     .2وهو 

  . الزمرتين متجاورة في خاʭت الجدولأي أن العناصر المتناظرة في
33ومن ثم يكون ZS   

 ملاحظات على التشاكل بين الزمر: 

  :ًعند بحث تشاكل أو تشابه زمرتين يجب أولا التأكد مما يلي
  .إذا كانت إحدى الزمرتين ابدالية فلابد أن تكون الأخرى ابدالية) 1(
  .بدالية فلابد أن تكون الأخرى ليست ابداليةإذا كانت إحدى الزمرتين ليست ا) 2(
إذا كانت إحدى الزمرتين دائرية فلابد أن تكون الأخرى دائرية، وفي هذه الحالة ) 3(

يجب أن يكون مولد إحداهما هو صورة لمولد الأخرى، ومن ثم يكون للزمرتين الدائرتين 
  . المتشاكلتين نفس العدد من المولدات

 تماثل الزمرةnهية رتبتهاأي زمرة دائرية منت) 4( nnZ ,   
وأي زمرة دائرية غير منتهية تماثل الزمرة ,Z.  

  
  :تماريــن

حدد أي من الرواسم الآتية يكون تشـاكل داخلي على زمـرة الأعداد  )1(
الصحيحة ,Zاكل عين نواة ومدى هذا الراسم وإذا كان الراسم تش.  

.1)()3(

.2)()2(

.1)()1(






nf

nnf

nnf

 

 راسـم من زمـرة الأعداد المركبةfليكن )2( ,C إلى زمـرة الأعداد
الحقيقية ,Rمعرف كما يلي:  
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.)( 22 baibaibaf   

  . يكون راسم حافظ غير أحادي وغير شاملfأنتحقق من ف
كن يل )3(  ,,: RRf  معرف كما يليراسم:  

Rxexf x )( . 
  . يكون تشابه نمطيfأنتحقق من ف
 راسـم من الزمرةfليكن )4( ,Xإلى الزمرة ,Yمعرف كما يلي:  

.)( Xnnnf   
  :حيث

}.1{,.

},1{,.




RYbaabbaba

RXyxxyyxyx
 

R  the set of all real numbers. 

YXفتحقق من أن    
5}0{,}1,,,1{ليكن )5(  iiYZXفإن كلا من  ,,, 5 YX 

YXتحقق من أنو) تحقق من ذلك؟(يكون زمرة دائرية     
==============================================  

 


