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 ا������ح ا�عذاد ا�ول: ا����

 ا�عذاد ����ع�خ

������عح ا�عذاد ا��ث���ح )أو ا�����ح ا����ثح(  · � � � {������ � } 

�����عح ا�عذاد ا�����ح  · � {�� ��� ��� � } 

�����عح ا�عذاد ا������ح  · � �
�

�
�   �� � � ��   � � �� 

 ������عح ا�عذاد غ�� ا������ح ���ز ��� تـ  ·

�����عح ا�عذاد ا������ح  · � � � �� 

  ا���قراء م�دأ

�ب��ٛخ  �����هٗ اَّ إذا كبَ�  principle of inductionُٚ� ي��أ ا�ظ��ساء أٔ ا�ظ�ُ�بج 

 ث�ٛ� �ٚ���ٓب ك� ��� ؽ�ٛ�ٙ 

 ي����خ  ���� (�

� إذا كبٌ (2 � ���ي����خ �ئٌ  ����ٔ � �  ر���ق ��

�ي�����خ ن���  �����ُ��� ر��ٌٕ  � . ٚ���ٍ ر�سٚ�م ي���أ ا�ظ���ساء ث�سٚ��خ �بَٛ�خ ك�ب��ٛخ �

 .ن���ا� ان��ٛ�ٛخ، ْٔ�ا يب رٕػ�ّ انُ�سٚخ ان�بنٛخ

 ان��� ان�بنٛخ ي��ب��خً���ح: 

 ي��أ ا�ظ��ساء (�

 ٚ�ٌٕ نٓب �ُ�س أ��س. �ك� ي��ٕ�خ ���ٛخ �ٛس �بنٛخ يٍ  (2

 .� ( �ٙ انُ�سٚخ ان�بث�خ ر��ٗ �ب�ٛخ ان�سرٛت ان��ٍ ن���ٕ�خ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ2ان�ب�ٛخ )

ر�ُ��ٙ ����و ر����ق �ب���ٛخ ان����بو ن�����ا� انُ����ٛخ، ْٔ��ٙ  �َ���كس ُْ��ب �ب���ٛخ ن�����ا� انُ����ٛخ 

 ان��ٛ�ٛخ. ن���ا�ان�ب�ٛخ ان��ٛ�ح 

 .�2 ٕٚ�� ��� َ��ٙ يسث�ّ ً���ح: 

أ����س ي��ب ٚ����ٍ( ٚ����ق  ������ َ����ٙ ���ٙ أث���ؾ ���ٕزح ) ���ث���سع ان����ط أٌ  ا�ث�ه���ى�

�
�

�
�

�
� �. ي��ٍ ْ���ِ ان�����بٔٚخ َ����� أٌ � � � � �ٔي��ٍ ����ى  �� � � � � � ٔأٌ  �

�� � � � �. يٍ ان�ٓ� ��بة �
����

���
�

�
� ���� ْ�ٕ ان ���. ْ�ا ٚ�ُب�غ ي� �سػُب ث�ٌ �

�ٚ��ق  �ذٔ اث�ؾ ي�بو ُ��ٙ ان
�

�
�

�
�  .�2 ٕٚ�� ��� َ��ٙ يسث�ّ . ٔثبن�بنٙ �
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  ا������ح ��عذاد ا���� �����خ

 . إذا �س�ُب ان��هٛبد ان�بنٛخ�ٚسي� �ب�ح ن���ٕ�خ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ ثبنسي� 

� � � � � � ��      � � � � � � � 

���َ�� أٌ   ��� ٚ��ق ان�ٕاص ان�بنٛخ ����

�  ���� :�ب�ٛخ ا�ث�ال ان���ٙ � � � � � �  ��� � � � 

��  � ���� :� ان���ٙ�ي�ب�ٛخ ان �� � � ��

�� � �� � � � � � �� � �� 

ٕ� ي�بٚ������ �ب������ٛخ ٔ������

ٙ���: 

���� � � � ��    � � � � � � � � � �� � � 

�ب�����ٛخ ٔ�����ٕ� ي������ٕض 

ٙ���: 

���� � � � � � � � � �� � � ���� � �� � �

� � 

�  ���� :�ب�ٛخ ا�ث�ال انؼسثٙ � � � � � �  ��� � � � 

��  � ���� :ي� انؼسثٙ��ب�ٛخ ان �� � � �� �� � �� � � � � � �� � �� 

�ب������ٛخ ٔ������ٕ� ي�بٚ������ 

 :ػسثٙ

���� � � � ��    � � � � � � � � � �� � � 

� � ���� :�ب�ٛخ ٔ�ٕ� ي�هٕة � ��{�} � ��� � �� � � ��� � ��� � �

� � 

������� :�بٌَٕ ان�ٕشٚ� �� � � �� � � �� � �� � � � � � � � � 

��� ����ح:  إث�انّٛ.شيسح  ���{�} ���، إث�انّٛشيسح  ��

 ث�غ ان�ٕاص ا��سٖ:

��( ن�� � � �  �ئٌ  �

� � � � � � � � � � � 

�ن��  ا�ث�ه�ى: � �  ��ٕٚ�� � ����( ٔثبن�بنٙ �ئٌ ر��ٛق ان�ٕاص )��) � ( ٚؤ�٘ �� �

 إنٗ

�� � �� � �� � �� � �� � �� � ��� � �� � � � ��� � �� � �

� � � � � � � � 

 ْٔ�ا ٚ�ب�� ان��هٕة.

��( ن�� 2 �� � �  �ئٌ  {�}��
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� � � � � � � � � � � 

�ن��  ا�ث�ه�ى: � �  ��ٕٚ��� �  �هٗ( َ��� ��( ٔ )��(. ٔث���ٛق ان�ٕاص )��) �

��� � �� � �� � ��� � �� � �� � ���� � �� � � � ���� � �� � � � � � �

� � � � � � � � 

�( ن�� 3 � ��ئٌ  � � � � �ٚ�ُٙ أٌ  � � � � �. 

�إذا كبٌ  ا�ث�ه�ى: � �  ��ٕٛ��� � ( ��( ٔ )��(، )��(. ٔثبن�بنٙ �ئٌ ان�ٕاص )��) �

 رؤ�٘ إنٗ

� � �� � � � �� � �� � �� � ��� � �� � � � � � � � � 

�( ن�� 4 � ��ئٌ  � � � � � 

 ( َ�� أٌ��( ٔ ) ��(، )��يٍ انُ�ٛ�خ ان�بث�خ ٔثبظ���او ان�ٕاص ) ا�ث�ه�ى:

� � � � � � �� � �� � � � � � � � � � � � � � � 

��( ن�� 5 � � ��ئٌ  � � � � � � � � � � � � � 

�ث�سع أٌ  ا�ث�ه�ى: � ���ظٕٛ��  � � �  ٔ��� �  . ٔيٍ �ى�

� � ��� � � � ��� � �� � �� � ���� � �� � � � � � � � � 

�ثبن��� ٚ��ٍ ا��بد أٌ  � � � �� � � �ر�ُٙ أٌ  � � �. 

6 ٘� )�� � � ��ئٌ نه��ب�نخ  � � � � �  ْٕ ��� � � � � 

�إذا كبٌ  ا�ث�ه�ى: � ��ظٕٛ��  � �  ، ٔثبن�بنٙ �

� � �� � �� � �� � �� � � � � � �

7 ٘� )�� � � �  ٔ� � ��ئٌ ان��ب�نخ  � � � � �نٓب �� ْٕ  � � ��� � � 

 ان�سْبٌ: ٔاػ� أٌ

� � � � � � ���� � �� � � � ��� � �� � �� � ��� � � 

�( ن�� 8 � ������ئٌ  � � � 

�ن��  ا�ث�ه�ى: �  �ئٌ �

� � � � � � ��� � �� � � � �� � � 

 ��ي��ٕض  �ْٔ�ا ٚ�ُٙ أٌ 

    � ا������ح ��عذاد ا�����ة ����ح

 أَٓب �م يٕ�ت إذا ر��ق ان�بنٙ ����ٛخ يٍ  �ٚ�بل ن���ٕ�خ �ٛس �بنٛخ  ����ف:
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�����   ��� � � �� � � � � �� 

�����   ��� � � �� � � � � �� 

�����    � � � �  � � �  �   � � �  �  �� � �� 

 )ٔر��ٗ ي�ه�خ ان�سرٛت(. ر��ٗ �ب�ٛخ ا�َ��بو ان���ٙ  �����ان�ب�ٛخ ا��ٛسح 

�إذا ك����بٌ  ��������ف: � �ٚ�����بل أٌ  � � �، ٔٚ�����بل � � �إذا ك����بٌ  � � � � . ٚ�����بل أٌ �

� �  إذا كبٌ �

 � � � � � � {�}. 

 ا�����ة: ����ح ً��ئ�

�( إذا كبٌ � � �� � � ��ئٌ  � � �. 

�ث��ت ان��سٚم ان�بثق �ئٌ  ا�ث�ه�ى: � �� � � � �  . ٔثبن�بنٙ�

� � � � �� � �� � �� � �� � � � � � � 

2 ٘� )�� � � �ئٌ � � � � ،� � �، أ � � �. 

��ان�سْبٌ: �٘  � � ��ئٌ   � � � �  ( �ئٌ���. ٔث��ت ي�ه�خ ان�سرٛت )�

� � � � �  �   � � � � �  �   ��� � �� � � 

 ْٔ�ا ٚ�ب�� �هٗ ان�سرٛت

� � �   �      � � �  �      � � � 

�ان���ٕ����خ  �������ف: � �� � {��� � � ر�����ٗ ي��ٕ����خ  �ْ���ٙ ����م ظ���بنت ل  {�

 ا���ا� ان��ٛ�ٛخ ان�بن�خ.

���٘  ����ح: � �  �ئٌ �

� � � � � �    � � �     � � � � �� 

�( إذا كبٌ 3 � � ٔ� � ��ئٌ  � � � � � � � 

 ن�ُٚب ا�ث�ه�ى:

� � ��    � � � � � � �� � � � � �� � �� � � � � � � � � � � � � 

 ْٔ�ا ٚ�ب�� ان��هٕة. 

�( إذا كبٌ 4 � � ٔ� � ��ئٌ  � � � � � � � 

 ن�ُٚب ا�ث�ه�ى:



�

� � ��    � � � � � � �� �� � � � �� � �� � ���� � � � � � � � � � � 

 ْٔ�ا ٚ�ب�� ان��هٕة.

�( ن�� 5 � ���ئٌ  ��ٙ  � � �. 

�ث����ت �ب���ٛخ ا�َ����بو ان�����ٙ ���ئٌ  ا�ث�ه���ى: � �ر�ُ��ٙ   � � �أٔ  � � . ث���سع أٌ �

� � �  

���ئٌ  � � � � � �. ٔإذا كبٌ � � ���ئٌ  � � ���� � ���� � �. 

6 )� � �  ٌ�� � � � �� � �. 

�( ن�� ��� ؽ�ٛ�ٙ 7 � ��ئٌ  � � �. 

�ثبظ���او ا�ظ�ُ�بج انسٚبػٙ، ٔ�ٛ� أٌ  ا�ث�ه�ى: � أٌ  �، �ئَّ� ث��سع اَ�ّ نه���� ؽ�ٛ��ٙ �

� � ���ئٌ  � � � �. ٔثبن�بنٙ � � � �  . ٔيٍ �ى ك� ��� ؽ�ٛ�ٙ ْٕ يٕ�ت.�

:�����  

��( إذا كبٌ 8 �� �� � � �ث�ٛ�  � � �� � � �ا��� أٌ  � � � � � � �. 

�( ن�� 9 � ���ا��� أٌ  � � �. 

�( إذا ك���بٌ �1 � � � ��ا������ أٌ  � � � ��أٔ  � � � �بٌ . ٔإذا ك���� � � � �ب������ اٌ  �

� � �� � � �  

�أٔ  � �� � � �. 

�( إذا كبٌ �� � ��ئٌ  � �
���

�
� �. 

�إذا كبٌ  ا�ث�ه�ى: � ���ئٌ  � � � � � �  ٔيُٓب ُٚ�� ان��هٕة. ��

 ����: �ذ وأكث� ع��� �ذ أ��� و��د ����ح

 ي��ٕ�خ �ٛس �بنٛخ يٍ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ، ٚ�بل: �إذا كبَ�  ����ف:

�إذا كبٌ  �ْٕ �� �هٕ٘ نه���ٕ�خ  �( أٌ ان��� ان��ٛ�ٙ � � �ن��  � � �. 

�إذا كبٌ  �نه���ٕ�خ  ظ�هْٕٙ ��  �( أٌ ان��� ان��ٛ�ٙ 2 � �ن��  � � �. 

�( نه���ٕ�خ � أ���ح: � {� � �� � � ��� ظ�هٙ  {� � ، ٔك� ���� ��ٛ��ٙ ظ�بنت ْ�ٕ �

��� �ه�ٕ٘  ��� ظ��هٙ نه���ٕ��خ. � ٕٚ��� ��� �ه�ٕ٘، ن�ٕػ�ٛ� ذن��، َ��سع �ه�ٗ ان���ط أٌ 

  �نه���ٕ�خ 

�������ئٌ  � � � � �. ٔي����ٍ �����ى �����ئٌ � � � � ������ �ه����ٕ٘ �ٌ   �ْٔ�����ا ُٚ����ب�غ ك����ٌٕ  �

� � � � �. 
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 � رٕ�� ��ٔ� �هٕٚخ أٔ ��ٔ� ظ�هٛخ.  �( ن���ٕ�خ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ 2

�( نه���ٕ�خ 3 � ��ئٌ ك�  ����� � �ْٕ �� �هٕ٘، ٔأٌ ك�  � �  ْٕ �� ظ�هٙ. �

 ي��ٕ�خ �ٛس �بنٛخ يٍ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ، �إذا كبَ�  ����ف:

�ث�ٛ�  ���� ��ٛ�ٙ )�� �هٕ٘( ي��ٔ�ح يٍ أ�هٗ إذا ٔ��  �( ٚ�بل أٌ � � �ن��  � � �. 

�ث�ٛ�  ��� ��ٛ�ٙ ي��ٔ�ح يٍ أظ�� إذا ٔ�� )�� ظ�هٙ( � �( ٚ�بل أٌ 2 � �ن��  � � �. 

�ث�ٛ���  �ٔ���� ظ���هٙ  �ي����ٔ�ح إذا ٔ���� ���� �ه��ٕ٘  �( ٚ���بل أٌ 3 � � � �ن����  � � � .

 �ٛس ي��ٔ�ح. ���ف ذن� ر�ٌٕ ان���ٕ�خ 

 ي��ٕ�خ �ٛس �بنٛخ يٍ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ، �إذا كبَ�  ����ف:

�، َٔ��ت �أَّ أ��س �� �هٕ٘ نه���ٕ�خ  �( ٚ�بل نه��� ان��ٛ�ٙ � � ���  ، إذا كبٌ�

· � � �ن��  � �  .��� �هٕ٘ نه���ٕ�خ  �، أ٘ أٌ �

��ئٌ  �نه���ٕ�خ  �ن�� �� �هٕ٘  · � �. 

�، َٔ��ت �نه���ٕ�خ  ظ�هٙ�� أك�س أَّ  �( ٚ�بل نه��� ان��ٛ�ٙ 2 � ���  ، إذا كبٌ�

· � � �ن��  � �  .�نه���ٕ�خ ظ�هٙ ��  �، أ٘ أٌ �

��ئٌ  �نه���ٕ�خ  �ٙ ظ�ه�� �� ن · � �. 

 .infimumر�سأ   ���، supremumر�سأ   ��� ����ح:

������( � أ���ح: �� � ������ �� � � 

�ان�سْبٌ: ٔاػ� أٌ  � ����ٙ  �ن��  � ���، )أٔ �� �� ��ٕٚٔ .)� � �ث�ٛ�  � � � �

� � �. ٔثبن�بنٙ �ئٌ � � ���نٛط �� �هٕ٘ نه���ٕ�خ  � ���، )أٔ �� ��.) 

2 )���{
�����

�
� � � �} �

�

�
�   ���{

�����

�
� � � �} � ��. 

���� أٌ 
�����

�
� � � �� � {���

�

�
� �

�

�
� � }. 

 إذا ٔ��ؾ إذا  �ٚ�ٌٕ أ��س �� �هٕ٘ ن���ٕ�خ �ٛس �بنٛخ  �ان��� ان��ٛ�ٙ  ً���ح:

�) � � �ن��  � � �. 

2)  ٘�� � �  ��ٕٚ�� � �ث�ٛ�  � � � � ��. 
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�( ٚ�ُٙ أَّ يٓ�ب كبٌ 2ان�سؽ ) ����ح: � ���ٛس ��ئٌ  � � ن�ٛط ��� �ه�ٕ٘ نه���ٕ��خ  �

�. 

 إذا ٔ��ؾ إذا  �ٚ�ٌٕ أك�س �� ظ�هٙ ن���ٕ�خ �ٛس �بنٛخ  �ثبن��� �ئٌ ان��� ان��ٛ�ٙ 

�) � � �ن��  � � �. 

2)  ٘�� � �  ��ٕٚ�� � ��ث�ٛ�  � � � � �. 

�يٓ�ب كبٌ  ٚ�ُٙ أَّ ا��ٛسان�سؽ  ����ح: � ���ٛس �ئٌ  � � نه���ٕ�خ  ظ�هٙنٛط ��  �

�. 

 ����: �ذ وأكث� ع��� �ذ أ��� �����ح ً��ئ�

 ��� ��ٛ�ٙ �ئٌ �ي��ٕ�خ ��ٚ�خ �ٛس �بنٛخ يٍ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ، ٔكبٌ  �( إذا كبَ� �

� � � � {� � ��   � � �} 

 ا��� أٌ

��� ���{� � �} � � � ��� ��           ���� ���{� � �} � � � ��� � 

����� ������� � � ��� ��                ���� ������� � � ��� �      

 ظُ���ٙ ث�سْبٌ ان��هٕة ا�ٔل ٔان�بن�. ا�ث�ه�ى:

�( ن�ٛ�ٍ �)  � ��� �. ���ئٌ � � �ن����  � � �. ٔي��ٍ ���ى ���ئٌ � � � � � � �ن����  � �

�. أ٘ أٌ � � � � �ن��  � � � � �. ٔن�ن� �ئٌ � � �ْٕ �� �هٕ٘ نه���ٕ�خ  � � �.  

�ٔثبن���بنٙ ٕٚ����  � ���{� � �، ٚ����ق {� � � � �. ي��ٍ �ٓ��خ �بَٛ��خ، ���ئٌ � � ن����  �

� � � � �. ْٔ���ا ٚ��ؤ�٘ إن��ٗ � � � � �ن����  � � �، ٔي��ٍ ���ى ٚ���ٌٕ � � ���� �ه��ٕ٘  �

�. ٔ�هّٛ �ئٌ �نه���ٕ�خ  � � � �. ْٔ��ا �ئٌ � � � �  ، ْٔ�ا ٚ�ب�� ان��هٕة.�

�( ن���ٛ�ٍ ���) � ��� �. ����ئٌ � � �ن�����  � � ��. ٔي���ٍ ����ى � � �ن�����  �� � ، أٔ �

�� � �ن��  � � . ن��ا، ٕٚ��� ��( ��� �ه�ٕ٘ نه���ٕ��خ ��. ٔثبن�بنٙ، ��ئٌ ان���� )����

� � ������� � ��. 

�يٍ �ٓخ �بَٛخ، ��ئٌ  � �ن���  �� � ، �( ��� ظ��هٙ نه���ٕ��خ ��. ٔنٓ��ا، ��ئٌ ان���� )�

��ٔثبن�بنٙ ٚ�ٌٕ  � �، أٔ � � �. ْٔ��ا، �ئٌ �� �  ، ْٕٔ ان��هٕة.��

 ( ا��� اٌ 2

 .∅)أ( ك� ��� ��ٛ�ٙ ْٕ �� �هٕ٘ نه���ٕ�خ ان�بنٛخ  

 .∅)ة( ك� ��� ��ٛ�ٙ ْٕ �� ظ�هٙ نه���ٕ�خ ان�بنٛخ  
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���)�ـ(   ∅ � ���  �ٛس يٕ�ٕ�ٍٚ. ∅

�: ث�سع أٌ ا�ث�ه�ى � �، ظ�ٕٛ�� ∅نٛط �� �هٕ٘ نه���ٕ�خ  � � �ث�ٛ��  ∅ � . ْ��ا �

�(. ا�ٌ، ث���سع أٌ أ�بنٛ��خ. ْ���ا ان�ُ��ب�غ ٚ����� ����خ ان��ه��خ ) ∅ُٚ��ب�غ ك��ٌٕ  � ��� ∅ 

�، �ئٌ �يٕ�ٕ� �ٙ  � �ن���  � � ْ�ٙ ي��ٕ��خ �بنٛ�خ. ٔثبن��بنٙ،  ∅، ْٔ��ا ُٚ�ب�غ ك�ٌٕ ∅

������ئٌ  . ثبن����� ٚ����ٍ ا����بد ����خ ان����� (( ����ٛ�خ���ـان��ه��خ ))أ٘ أٌ  �ٛ��س يٕ���ٕ� ∅

 ا��سٖ.

 �ٛس ي��ٔ�ح )� يٍ أ�هٗ ٔ� يٍ أظ��(. �ان��ٛ�ٛخ ( ي��ٕ�خ ا���ا� 3

��ُٚ��ب�غ ك��ٌٕ  �ْ��ٕ ���� �ه��ٕ٘ نه���ٕ���خ  ����سع أٌ ����� ��ٛ���ٙ  ا�ث�ه���ى: � ن����  �

� � ُٚ���ب�غ ك���ٌٕ  �ْ���ٕ ����� ظ���هٙ نه���ٕ����خ  �. ٔ���سع أٌ ������ ��ٛ����ٙ �
�

�
� ن�����  �

� � �. 

  Completeness Axiomا����م ����ح ( 4

�ا���ا� ان��ٛ�ٛخ، ٔي��ٔ�ح يٍ أ�هٗ ظ�ٕٛ��  ي��ٕ�خ �ٛس �بنٛخ يٍ � إذا كبَ� � ث�ٛ��  �

� � ��� . ث����بزح أ���سٖ، ك��� ي��ٕ���خ �ٛ��س �بنٛ��خ ٔنٓ��ب ���� �ه��ٕ٘ ٚ���ٌٕ نٓ��ب أ����س ���� �

 �هٕ٘. ����،

������ �� � ��   ���{� � ��   � � �} � �� 

�ح يٍ أظ��� ظ�ٕٛ�� ي��ٕ�خ �ٛس �بنٛخ يٍ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ، ٔي��ٔ� �ك�ن�، إذا كبَ�  � � 

� ث�ٛ� � ��� . ث��بزح أ�سٖ، ك�� ي��ٕ��خ �ٛ�س �بنٛ�خ ٔنٓ�ب ��� ظ��هٙ ٚ��ٌٕ نٓ�ب أك��س ��� �

�ظ�هٙ. ��� أَّ إذا كبٌ  � ���ئٌ  ��� ظ�هٙ نه���ٕ�خ  � � �� )ٔيُٓ�ب � � ( ن��� ��

� � ي��ٕ��خ �ٛ�س �بنٛ�خ يٍ�  �، إذا كبَ�� . ٔثبن��بنٙ���� �هٕ٘ نه���ٕ�خ  ��، أ٘ أٌ �

ر����ٌٕ ي�����ٔ�ح ي��ٍ� أ�ه���ٗ ٔأٌ  ��ا������ا� ان��ٛ�ٛ���خ، ٔي�����ٔ�ح ي���ٍ أظ����� ����ئٌ ان���ٕ����خ 

������� � � ��� ���)أٔ  � � � � �������.) 

��إذا كبَ��  (5 ����ث�ٛ���  ��ٔال ��ٛ�ٛ��خ ان�ٛ���خ ي�س���خ �ه�ٗ ����سح  � � �ن����  ���� � � 

 �ئٌ

���{�����    � � �} � ���{�����    � � �} 

�ٔاػ� أَّ ن��  ا�ث�ه�ى: � � ٌٕ�ٚ 

���� � ���{�����    � � �} 

 ٔثبن�بنٙ، �ئٌ
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���� � ���{�����    � � �} 

�ن��  � �    �����}���. أ٘ أٌ، � � �    �����}�� �هٕ٘ نه���ٕ�خ  {� �  ٔيٍ �ى. {�

���{�����    � � �} � ���{�����    � � �}� 

 ي��ٕ�خ �ٛس �بنٛخ يٍ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ �إذا كبَ�  ����ف:

�ٚ���بل نه�ُ���س  (�) � �، َٔ����ت �أَ��ّ �ُ���س أك���س نه���ٕ���خ  � � ��� )أ٘  �

maximum ٌإذا كب )� � �ن��  � � �. 

�ٚ�بل نه�ُ��س  (2) � �، َٔ���ت �أَ�ّ �ُ��س أ���س نه���ٕ��خ  � � ��� )أ٘  �

minimum ٌإذا كب )� � �ن��  � � �. 

��������( � أ���ح: � �������� � �� �������� � �������� � � 

��������ك������ ي����ٍ� ( 2 � ���������ٛ�����س يٕ������ٕ�، �ه�����ٗ ان�����س�ى ي����ٍ�  �������� �

�� �������� � �. 

 ���ح ��ث��ٌ�خ

 The Arithmetic-Geometric Mean) ( ��ث��ٌ��ح ا���������� ا������ت� وا��ٌذ����1

Inequality): 

��نه���ٍٚ ان�ٕ��ٍٛ  ����ئٌ ان����  � � ٚ���ٗ  ��√ٚ���ٗ ان��ٕظ�ؾ ان���بثٙ، ٔان����  ����

��√ان��ٕظؾ انُٓ�ظٙ، ٔأٌ  � �� � ان���بٔٚخ �ٙ ان���خ ان�بث�خ ر����ق ���ؾ �ُ��يب  .����

 ٌٕ�ٚ� � �. 

���٘  ا�ث�ه����ى: � � ������ئٌ  � � ��� � ��ٔثبن����بنٙ،  .� � ��� � �� � . ٔيُٓ���ب �

 �ئٌ

�� �
�� � ��

�
 

��ثٕػ�  � �� �� �  َ��� �هٗ )ْٕ ٚ�ب�� ان��هٕة( �

��� �
� � �

�
� 

�ان���بٔٚخ �ٙ ان���خ ان�بث�خ ر���ق ��ؾ �ُ�يب ٚ�ٌٕ  � �. 

���ث�ٕزح �بيخ، إذا كبَ�  ��� � �  أ��ا� ��ٛ�ٛخ يٕ��خ �ئٌ ��



1�

����� � �� �
�

�
� ��

�

���

� 

 ثبظ���او ا�ظ�ُ�بج انسٚبػٙ ٚ��ٍ ثسْبٌ ْ�ِ ان���بُٚخ.

�إذا كبٌ : (Bernoulli’s Inequality) ( ��ث��ٌح ت�2���ً �  �ئٌ ��

�� � ��� � � � ��       � � � � 

�ان�سْ��بٌ: ثبظ�����او ا�ظ���ُ�بج انسٚبػ��ٙ، ٔ�ٛ��� أٌ ان�����بٔٚخ ر�����ق �ُ���يب  � ، َ���سع �

���خ ان���خ نه���  � �َ�� �ُ�يب . � � � � �، ي� ا��� �ٙ ا����بز � � � �  ٌ، أ�

�� � ����� � �� � ����� � ��                         

� �� � ����� � �� 

       � � � �� � ��� � ��� 

                                                   � � � �� � ����   ��� � �  � � � ��    �

� ��      

�ْ�ا ٚ��� ��خ ان���بُٚخ �ُ�يب  � � � �ث�سع ���ٓب �ُ�يب  � � ٔيٍ ���ٓب �ُ�يب  .�

� � �، �ئٌ ان���بُٚخ ��ٛ�خ ن�� � � �. 

 The absolute value and the Triangle) ( ا������ح ا�������ح و��ث��ٌ��ح ا�������3

Inequality): 

 ، ر�سف ثبن�ٕزح���، ٔٚسي� نٓب �ان�ٛ�خ ان��ه�خ ن��� ��ٛ�ٙ 

��� � �
�� � � �
�� � � �

��� � � �
 

��ن���ا� ان��ٛ�ٛخ  ً���ح: �� � �  �ئٌ �

��( ن�� � � � �����ئٌ  � � ������. 

�( ن�� 2 � �����ئٌ  � � ��. 

�( إذا كبٌ 3 � ����ئٌ  � � ��إذا ٔ��ؾ إذا   � � � � �.   

 (Triangle Inequality ��ث��ٌح ا�����) :ً���ح

��إذا كبٌ  � � ���ئٌ  � � �� � ��� � ���. 

��ن��  ا�ث�ه�ى: � � �����ئٌ  � � � � ���� ���� � � �  . ٔثبن�بنٙ، �ئٌ ���
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����� � ���� � � � � � ��� � ��� 

 ْٔ�ا ٚ�ب�� ان��هٕة.

���ث�ٕزح �بيخ، �٘ أ��ا� ��ٛ�ٛخ  ��� � �  �ئٌ ��

��� � �� � � � ��� � ���� � ���� � � � ����� 

��أذا كبٌ  ً���ح: � �  �ئٌ �

���� � ���� � �� � ��� �� � �� � ��� � ���� 

����� ان���بُٚخ  (:���1ل ) � �� � � � �. 

��ٍٛ، ا�ٔنٗ �ُ�يب ٚ�ٌٕ ٛن�ُٚب �بن ا���: �
�

�
����ئٌ   � �� � ��� � . ٔي�ٍ ��ى، ��ئٌ  �

���ان���بُٚ��خ ان�����بح ر���ب��  � � � � � �. ٔيُٓ��ب َ����� �ه��ٗ � � � �
�

�
. ���ٙ ان�بن��خ 

�ان�بَٛ���خ، �ُ����يب  � ���َ����� أٌ  ��� � �� � �� � . ٔ�ُ������، ان���بُٚ���خ ان������بح ر������ �

��ان�ٕزح  � � � � � . ٔيُٓب َ��� �هٗ �
�

�
� � � . ٔثبن�بنٙ، �ئٌ �� ان���بُٚ�خ ْ�ٕ �

� � � �  ٕٚػ�ّ ان��� ان�بنٙ، ك�ب �

 

 إذا كبَ�  (:���2ل )

���� �
��� � �� � �

�� � �
� � � � � � 

������ث�ٛ�  ���ٔ�� ��� ��ٛ�ٙ يٕ�ت  � �ن��  � � � � �. 

�ان��: ن��  � � � � �ئٌ � � ��� � �، 

������ �
���� � �� � ��

��� � ��
� 

���� � �� � �� � ��� ��� � �� � �� 

������ٔثبن�بنٙ، �ئٌ  �
��

�
�، أ٘ أٌ  �

��

�
. 
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�ان��� ����ظح:  �
��

�
������نٛط انٕ�ٛ� ان�٘ ٚ��ق ان���بُٚخ   � ��ٍ انٕاػ�� أٌ أ٘ � ،�

 ���� �
��

�
������ٚ��ق   �  ، �ئٌ ان���. أٚؼًب�

��

�
ٚ���ق  ي��ٍ ���ْٕ أ��س �� � ٚ�ٌٕ  

 .ان��هٕة

 (:Cauchy-Schwarz inequalityش��ر�ز ) –��ث��ٌح ك�ش�  (4

����٘ أ��ا� ��ٛ�ٛخ  ��� � � ��� ��� ��� � �  �ئٌ ��

� ����

�

���

� �� ��
�

�

���

�

�
�

�� ��
�

�

���

�

�
�

 

 �سف ان���ٍٓٛ ا�ث�ه�ى:

� � ���� ��� � � ����    � � ���� ��� � � ��� 

 �ئٌ 

‖�‖ � �� ��
�

�

���

�

�
�

� ‖�‖ � �� ��
�

�

���

�

�
�

� � � � � � ����

�

���

 

 ��بزر� ٚ��ٙ إ��بد أٌ –ٔثبن�بنٙ، ���بد ��خ ي��بُٚخ كٕ�ٙ 

� � � � ‖�‖ ‖�‖ 

 ن�ن�، �سف ان���ّ

� � � �
� � �

� � �
� � � � 

��َ�� أٌ   ي��ٓبٌ ي��بي�اٌ، �ٌ �

� � � � � �
� � �

� � �
� � � � � � � � � ��  

�ٔ�ٛ� أٌ  � � � �
���

���
�  �ئٌ  �

‖�‖� � � � � � ‖�‖� � �
� � �

� � �
�
�

‖�‖� � ‖�‖� �
�� � ���

‖�‖�
� 

 ٔيُٓب

‖�‖�‖�‖� � ‖�‖�‖�‖� � �� � ��� � �� � ��� 

 ٌ�‖�‖‖�‖ �  . ْٔ�ا ٚ��� ان�سْبٌ.�
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 (:ARCHIMEDES PROPERTY) ارش��ذس ����ح

�ن�� ��� ��ٛ�ٙ  � ث�ٛ�  ��ٕٚ�� ��� ؽ�ٛ�ٙ  �
�

��
� �. 

 ْ�ِ ان�ب�ٛخ ر�ُٙ أٌ:

 نٛ�� ي��ٔ�ح يٍ أ�هٗ. �ي��ٕ�خ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ  (�

 ن�� ��� ��ٛ�ٙ يٕ�ت ٕٚ�� ��� ؽ�ٛ�ٙ أك�س يُّ. (2

�( ث���سع ان����ط �ئَ��ّ ظ��ٕٛ�� �) ا�ث�ه���ى: � ��� �. ٔثبن���بنٙ، ���ئٌ ����ٙ  � � ن����  �

� � �. ٔ�ٛ��� إٌ � � � � �ن����  � � ����ئٌ  � � � �، ٔي��ٍ ���ى ������� � � �

�ن��  � � �. ٔ�هّٛ ��ئٌ � � أ���س ���  �، ْٔ��ا ُٚ�ب�غ ك�ٌٕ ���� �ه�ٕ٘ نه���ٕ��خ  �

 نٛط نٓب �� �هٕ٘، أ٘ نٛ�� ي��ٔ�ح يٍ أ�هٗ. �. ْ�ا ان�ُب�غ ٚ�ُٙ أٌ ��هٕ٘ نه���ٕ�خ 

�ئٌ  �( �ئَّ �٘ ��� ��ٛ�ٙ يٕ�ت �( ثُبء �هٗ )2)
�

�
. ن�ا ظٕٛ�� �نٛط �� �هٕ٘ نه���ٕ�خ  

�� � ث�ٛ�  �
�

�
�  . ْٔ�ا ٚ��� ان�سْبٌ.��

�( إذا كبَ� �) أ���ح: � {
�

���
�   � � ����ئٔ��  {� � � ��� � � ��� � � ��� �. 

���������سف  ا���������: �
�

���
����َ�������� أٌ   � �� �

�

����������
� . ٔثبن�������بنٙ، �������ئٌ �

 �هٗ ان�ٕزح ر�اٚ�ٚخ. ٔٚ��ٍ ك�بث�ٓب �ان���ٕ�خ 

� � �
�

�
�
�

�
�
�

�
� � � 

���ٔيٍ �ى �ئٌ  � � ��� � �
�

�
. يٍ �ٓخ �بَٛ�خ، ٔاػ�� أٌ 

�

���
� � � �ن���   � � � .

���ٔن��ن�، ���ئٌ  . ٚ���ٗ إ����بد أٌ ان����� ���� �ه��ٕ٘ نه���ٕ���خ  �. ٔأٌ ان����� �ٛ�س يٕ���ٕ� �

��� � � �. ث��ت �ب�ٛخ از��ٛ�ض �٘ ��� ��ٛ��ٙ � � ث�ٛ��  ��ٕٚ��� ���� ؽ�ٛ��ٙ  �

�

����
�  . ٔثبن�بنٙ،�

� � � � � �
�

�� � �
�

��

�� � �
� � 

�ْٔ�ا ٚ�ُٙ أَ�ّ �٘  � ���ئٌ ان����  � � ���، أ٘ أٌ �ن�ٛط ��� �ه�ٕ٘ نه���ٕ��خ  � � �

�. 
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�نه���ٕ����������������خ ( 2) � �
���

���
� � � ك���������������� ي��������������ٍ�  –إٌ ٔ�����������������  –أٔ�����������������  ��

��� � � ��� � � ��� � � ��� �. 

���سف  ا���: �
���

���
��َ��� أٌ   � ���� �

�

����������
� . ٔن��ن�، ��ئٌ ان���ٕ��خ �

�رُب��ٛخ، ٔ�ٛ� إٌ  � � �
�

�
�

�

�
�

�

�
� � � �� �

�

�
�

�

�
�

�

�
����ئٌ  � � � ��� � �

�

�
 . 

�يٍ �ٓخ �بَٛخ، �ئٌ  � � �
�

���
�

���

���
�ن��   � ْ�ٕ ��� ظ��هٙ  �. ْٔ�ا ٚ�ُ�ٙ أٌ ان���� �

 .�نه���ٕ�خ 

 ٘�� � ث�ٛ�  ��)ث��ت �ب�ٛخ از��ٛ�ض( ٕٚ�� ��� ؽ�ٛ�ٙ  �
�

����
� َ�� . ٔيٍ ْ�ا �

 أٌ

 � �
�

����
� � � �ن�ٍ  � �

�

����
� �ٔن�ن�، �ئٌ  � � ، �نٛط �� ظ��هٙ نه���ٕ��خ  �

���أ٘ أٌ  � � �. ٔ�ٛ� إٌ � � ����ئٌ  �  �ٛس يٕ�ٕ�. �

 ����ح:

��� � � ��� �� �
�

� � �
� � � �� � � � ��� �

�

� � �
� � � �� � � �

�

�

�
�

�
 

��� � � ��� �� �
�

� � �
� � � �� � � � ��� �

�

� � �
� � � �� � � � � � � 

� ( إذا ك��بٌ�) ً�����ح: � �� � � ث�ٛ���  ������اٌ ��ٛ�ٛ��بٌ يٕ����بٌ ظ��ٕٛ�� ����� ؽ�ٛ���ٙ  �

�� � �. 

�( إذا كبٌ 2) � �ث�ٛ�  ���� ��ٛ�ٙ يٕ�ت ظٕٛ�� ��� ؽ�ٛ�ٙ  � �
�

�
� �. 

�( إذا كبٌ 3) � �ث�ٛ�  ���� ��ٛ�ٙ يٕ�ت ظٕٛ�� ��� ؽ�ٛ�ٙ  � � � � � � �. 

�( إذا ك��بٌ �) ا�ث�ه���ى: � �� � � ���ئٌ  �
�

�
� خ از����ٛ�ض ٕٚ���� ����� � .  ث����ت �ب��ٛ�

  �ؽ�ٛ�ٙ 

�ث�ٛ�  � ��. ٔيٍ �ى �ئٌ ��� � �. 

��� � � � �
�

�
� ��   � � � ��   � �

�

� 
�  � �

�

�
� � 



1�

�( إذا ك��بٌ 3) � �ث�ٛ���  �ظ��ٕٛ�� ����� ؽ�ٛ���ٙ  � � ْ��ٕ أ����س ����� ؽ�ٛ���ٙ  �. ن��ٛ�ٍ �

�ث�ٛ�  � �. �ئٌ � � � � � � �. 

�( إذا ك��بٌ �) ً�����ح: � ������ �ٛ��س َ����ٙ، ٔ  � �  ������ ��ٛ���ٙ ظ��ٕٛ�� ����� ؽ�ٛ���ٙ  �

 ث�ٛ�

� �
�

�
� � 

�إذا كبٌ ( 2) � �ث�ٛ�  ����اٌ ��ٛ�ٛبٌ ظٕٛ�� ��� َ��ٙ � � � � �. 

���� َ��ٙ، ٔ �( إذا كبٌ 3) � �ث�ٛ�  ����اٌ ��ٛ�ٛبٌ ظٕٛ�� ��� َ��ٙ  � � �� � �. 

 (.3ٚ��ٙ ثسْبٌ ٔا��ح يٍ ان��� ان�بث�خ ٔثسْبٌ ث�ٛ�ٓب ٚ�ٌٕ ثبن���. ظُ�سٍْ ) ا�ث�ه�ى:

�نُ���س ان�بنخ �ُ�يب  � ���� �ٛس َ��ٙ ٔ  � � � � ����اٌ ��ٛ�ٛ�بٌ. ��ئٌ  � �
�

�
�

�

�
 .

 ٔثبن�بنٙ،

 
�

�
�

�

�
� �. ٔيٍ �ى  � � ��� �

�

�
�

�

�
�

�

�
� . 

ث�ٛ�����  �ٔث������ت �ب�����ٛخ از������ٛ�ض ٕٚ������ ������� ؽ�ٛ�����ٙ 
�

�
� ��� �

�

�
�

�

�
�

�

�
، أ٘ �

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
ث�ٛ�   �. ك�ن� ٕٚ�� أ��س ��� ؽ�ٛ�ٙ 

���

�
�

�

�
�

�

�
 . 

ٚ��ٗ ا��بد أٌ 
�

�
�

�

�
. ن�ن� َ�سع ان��ط، أٌ 

�

�
�

�

�
 . ْ�ا ٚؤ�٘ إنٗ

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

� � �

�
�

�

�
 

ْ�ا ُٚب�غ كٌٕ 
�

�
�

�

�
�

�

�
. ْ�ا ان�ُب�غ ٚ��� أٌ 

�

�
�

�

�
�

�

�
 (.3. ٔيُٓب ُٚ�� ان��هٕة )

 � �� ذا�� وق�ت��ح ا��ٌ���ح وغ�� ا��ٌ���ح ا�����ع�خ

�ي��ٕ����خ ا������ا� ان��ٛ�ٛ���خ )ي��ٕ����خ ان�����( ْ���ٙ  � {������ �  . ْ���ٙ ي��ٕ����خ يسر����خ{

(ordered) ٔ�بثهخ نه�� (countable) أَٓب ��ء أٔنٙ )أ ���خ  ����ٛخ يٍ  �. ٚ�بل ن���ٕ�خ

�ث�ٛ����  �( إذا ٔ����� ������ ؽ�ٛ����ٙ initial segmentأٔنٛ���خ  � �إذا ك���بٌ  � � � ،������� .

 �ان���ٕ�بد ان�بنٛخ ْٙ ��� أٔنٛخ يٍ 

�� � {���}� � � {�������}� �� � {������ � ����} 

 ٔن�ٍ ان���ٕ�بد ان�بنٛخ نٛ�� ك�ن�

�� � {�����}� �� � {������ � } 
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إذا كبَ� �بنٛ�خ أٔ رٕ��� �ان�خ ر�بث�� )أ�ب�ٚ�خ ( finite)آَب يُ�ٓٛخ  �( ٚ�بل ن���ٕ�خ �) ����ف:

 أَٓ�ب �ٛ�س يُ�ٓٛ�خ �. ���ف ذن�� ٚ��بل نه���ٕ��خ �ٔي��اْب ����خ أٔنٛ�خ يٍ�  �ٔ�ٕ�ٛخ( َ�ب�ٓ�ب 

(infinite). 

��( إذا ٔ������د �ان����خ ر�بث����� 2) � �  آَ����ب يُ�ٓٛ����خ أٔ �بثه����خ نه�����س�ٛى ��ٛ�����بل نه���ٕ�����خ  �

(Numerable). 

 ٓٛخ أٔ �بثهخ نه�س�ٛى �ٛ�بل أَٓب �بثهخ نه��.يُ� �( إذا كبَ� ي��ٕ�خ 3)

ك� ي��ٕ�خ ���ٛخ يٍ ي��ٕ�خ يُ�ٓٛخ ر�ٌٕ يُ�ٓٛخ، ٔك� ي��ٕ�خ ���ٛخ يٍ ي��ٕ�خ  ً���ح:

 �بثهخ نه�� ر�ٌٕ �بثهخ نه��.

ار���ب� ����� يُ�ٓ��ٙ ي��ٍ ي��ٕ���بد يُ�ٓٛ��خ ْ��ٕ ي��ٕ���خ يُ�ٓٛ��خ، ٔار���ب� �بث��� نه���� ي�ٍ�  ً�����ح:

 ٕ�خ �بثهخ نه��.ي��ٕ�بد �بثهخ نه�� ْٕ ي��

�( ي��ٕ�خ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ ان�ٔ�ٛخ � أ���ح: � {������ �  �بثهخ نه�س�ٛى. {

 �بثهخ نه��. �( ي��ٕ�خ ا���ا� ان��ٛ�خ 2

��( ���سف ان�ان��خ �) ا�ث�ه���ى: � � ����ث�ٛ���  � � �ن����  �� �  �. ٚ����ٙ إ����بد أٌ �

 . ي��ٕ�خ �بثهخ نه�س�ٛى ��انخ ر�بث� )أ�ب�ٚخ ٔ�ٕ�ٛخ(، �ُ��� ر�ٌٕ 

��ا�ذا�ح  · � � ����ت���  � �  أ��د�ح ��

���إذا كبٌ  �� � �  ٔ����� � ����ئٌ  ����� � ��، ٔيٍ �ى ��� � ��. 

��ا�ذا�ح  · � � ����ت���  � �  ��ق�ح ��

�إذا ك��بٌ  � ث�ٛ���  ������� ؽ�ٛ���ٙ شٔ���ٙ، ٔثبن���بنٙ ٕٚ���� ����� ؽ�ٛ���ٙ  ����ئٌ  �

� � �. أ٘ أَّ ن�� ��� � �  ��ٕٚ�� � �����ث�ٛ�  � � � � �. 

��( �سف ان�انخ 2) � �  ث�ٛ� �

���� � �
��          � � �
��� � � �
� � ��� � � �

 

 �بثهخ نه�س�ٛى. ��انخ ر�بث�، �ُ��� ر�ٌٕ  �ٚ��ٙ ا��بد أٌ 

 أ��د�ح: �ا�ذا�ح  (أ 

���إذا كبٌ  · ��������اٌ ��ٛ�بٌ يٕ���بٌ، ٔث��سع اٌ  �� � ��ئٌ  �����

��� � ��. ٔيٍ �ى �ئٌ ��� � ��. 
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���إذا ك��بٌ  · ����������اٌ ����ٛ�بٌ ظ��بن�بٌ، ٔث���سع اٌ  �� � ���ئٌ  �����

� � ��� � � � ��. ٔيٍ �ى �ئٌ ��� � ��. 

 ��ق�ح: �ا�ذا�ح  (ب 

 ٘�� �  �ئٌ �

������ شٔ���ٙ ���ئٌ  �إذا ك��بٌ  · �
�

�
��������� ����ٛ� يٕ���ت ٔي��ٍ ���ى   �

�� � ْٕ �ٕزح ن��� ��ٛ� يٕ��ت ْ�ٕ  �. أ٘ أٌ ك� ��� ؽ�ٛ�ٙ شٔ�ٙ �

� �
�

�
. 

���� �س�٘ �ئٌ  �إذا كبٌ  · � � �
���

�
 ��� ��ٛ� �ٛس يٕ�ت ٔيٍ �ى 

 ���� � � � �� � ْ��ٕ ���ٕزح ن�����  �. أ٘ أٌ ك��� ����� ؽ�ٛ���ٙ ���س�٘ �

 ��ٛ� �ٛس يٕ�ت ْٕ

� � �
�� � � �
� � �

�
� � � �

 

� إذا كبَ� ً���ح: �  ي��ٕ�خ �بثهخ نه��. ��ئٌ  �

 ي��ٕ�خ يُ�ٓٛخ �ٓٙ �بثهخ نه��. �( إذا كبَ� �) ا�ث�ه�ى:

��ظ�ٕٛ�� أ���س �ُ��س  �ي��ٕ�خ �ٛس يُ�ٓٛخ ���ٛخ يٍ�  �إذا كبَ� ( 2) � . ٔثبن��بنٙ، �

 �ئٌ

 � � {��} �  ر�ٌٕ يُ�ٓٛخ ْٔ�ا ُٚ�ب�غ ان��سع. �ي��ٕ�خ �ٛس يُ�ٓٛخ، ��ف ذن� �ئٌ  �

�أ����س �ُ���س نه���ٕ���خ  ��ن��ٛ�ٍ  � �، ���ئٌ {��} � {��� ي��ٕ���خ �ٛ��س يُ�ٓٛ��خ.  {��

�ْٔ����ا، ���ئٌ ا�ظ����ساز ���ٙ ْ���ا ا����ساء ٚ��ؤ�٘ إن��ٗ  � {��� ��� � }  ���ٛ��� � ن����  �

� �  ي��ٕ�خ �بثهخ نه��. �، ْ�ا ٚ��� أٌ �

 �بثهخ نه��. �ي��ٕ�خ ا���ا� ان�ٛبظٛخ  ً���ح:

��ٛ� إٌ  ا�ث�ه�ى: � �� � {�} � ي��ٕ�خ  �� :ْٕ ار�ب� �بث� نه�� يٍ ان���ٕ�بد ��

 ��ي��ٕ���خ ا�����ا� ان�ٛبظ��ٛخ ان���بن�خ. ٚ����ٙ إ����بد أٌ  ��، ٔ {�}ان�ٛبظ��ٛخ ان�ٕ����خ، ا����ا� 

 ٔاػ� أٌ ي��ٕ�خ �بثهخ نه��. �ي��ٕ�خ �بثهخ نه��، �ُ��� ر�ٌٕ 

�� �����
� �� � �� � �� � �� � � 

 ار�ب� �بث� نه��، �ٛ�



�7

�� � �
�

�
�
�

�
�
�

�
� � � � �� � �

�

�
�
�

�
�
�

�
� � � � � � �� � �

�

�
�
�

�
�
�

�
� � � � � 

�ي��ٕ���بد �بثه��خ نه���� �ه���� ����� ؽ�ٛ���ٙ  � ���رٕ���� �ان��خ ر�بث���  � � � ث�ٛ��� ن����  ��

� � ������ئٌ  � �
�

�
� ي��ٕ��خ �بثه�خ  �ي��ٕ�خ �بثهخ نه��، ٔيٍ �ى  ��. ٔثبن�بنٙ، ��

 نه��.

 �هٗ ان�ٕزح ان�بنٛخ �ك�ن� ٚ��ٍ رسرٛت ي��ٕ�خ ا���ا� ان�ٛبظٛخ 

 

� �� � �� � �� � � 

� 
�

�
 �

�

�
 

�

�
 �

�
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�

�
 �

�

�
 

�
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�
 �

�
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 �

�
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�

�
 �

�
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�
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� 
�

�
 �

�

�
 

�

�
 �

�

�
 

�

�
 �

�

�
 

�

�
 

�    �   � 

 �ٛس �بثهخ نه��. �����ان��سح  ً���ح:

�ث���سع ان����ط أٌ  ا�ث�ه���ى: � �ي��ٕ���خ �بثه��خ نه����، ٔأٌ  ����� � {��� ��� � . ���ئٌ {

� � �� � �ن��  � �  نٛ�ٍ، ��ٙ  ��. ٔيٍ �ى ٕٚ�� ر��ٛ� ��س٘ ن�� �ُ�س �

�� � �� ��������� � 

�� � �� ��������� � 

� 

�� � �� ��������� � 

� 

 ������ٛ���� � {�������� � ��ن�������  {�� � � �. ي�����ٍ �ٓ�����خ �بَٛ�����خ، ٕٚ������� ان�������� � �

�� ������ ��ث�ٛ����  �����ٙ  � � �ن�����  ��� � �. أ٘ أٌ � � �ن�����  �� � . ْ����ا �

�ان�ُب�غ ٚ��ؼٙ أٌ ر�ٌٕ  �  .ي��ٕ�خ �ٛس �بثهخ نه�� �����

ْٙ ي��ٕ�خ �ٛ�س �بثه�خ  �����( ك� ي��ٕ�خ ���ٛخ يٍ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ ر�ٕ٘ ان��سح � ً���ح:

 نه��.



�1

 ( ك� ��سح ْٙ ي��ٕ�خ �ٛس �بثهخ نه��.2

 ْٙ ي��ٕ�خ �ٛس �بثهخ نه��. �( ي��ٕ�خ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ 3

 هخ نه��.�بث سْٙ ي��ٕ�خ �ٛ ��( ي��ٕ�خ ا���ا� �ٛس انُ��ٛخ 4

 ( ك� ي��ٕ�خ ���ٛخ يٍ ي��ٕ�خ �بثهخ نه�� ر�ٌٕ �بثهخ نه��.� �����خ:

 ( ر�بؽ� ي��ٕ��ٍٛ ا��اْ�ب �بثهخ نه�� ْٕ ي��ٕ�خ �بثهخ نه��.2

�ي��ٕ�خ �ٛس �بثهخ نه��، ٔكبَ� �( إذا كبَ� 3 �  ي��ٕ�خ �ٛس �بثهخ نه��. ��ئٌ  �

 (:THE PROPERTY OF THE INTERVALS) �����اخ ا����زج ا�����ح

ي��ٕ���خ ���ٛ��خ ي��ٍ ا�����ا� ان��ٛ�ٛ��خ ر���ٕ٘ �ه��ٗ ا����� �ُ���سٍٚ ث�ٛ��� إذا ك��بٌ  �إذا كبَ��� 

� � ����ئٌ  ��ٙ  � �� �  ��سح. �، �ُ��� ر�ٌٕ �

�ي��ٕ�خ ي���ٔ�ح ظ�ٕٛ��  �( إذا كبَ� �) ا�ث�ه�ى: � ��� � � � � ��� . ٔثبن��بنٙ، ��ئٌ �

� � ��� ���. اٌٜ َ����� أٌ �� �� � �. ك��� � � ��� ، ٔي��ٍ ���ى �نه���ٕ���خ  اً ن��ٛط ���� ��

 ��ٕٚ��� �� �  ث�ٛ�  �

�� � � � �� 

�ٔثبن�بنٙ، �ئٌ  � ���� ��� � �. ْ�ا ٚ��� ان�سْبٌ � � ��� ��. 

���ؾ يٍ أ�هٗ ظٕٛ��  ي��ٕ�خ ي��ٔ�ح �( إذا كبَ� 2) � ��� �ٔثبن�بنٙ  � � ���� �� .

����ٚ��ٗ إ��بد أٌ  �� � � ٌٕ�ٚ ���ُ�ٔ ،� � ���� �ْٙ ���سح. ك��  �� � ���� �� 

���، ٔيٍ �ى ٕٚ�� �نه���ٕ�خ  اً نٛط �� �� �  ث�ٛ�  �

�� � � � �� 

�ٔثبن�بنٙ، �ئٌ  � ���� ��� � �. 

�ي��ٔ�ح ��ؾ يٍ أظ�� ظٕٛ��  �ثبن��� ٚ��ٍ إ��بد أَّ إذا كبَ�  � �ث�ٛ�  � � ��� ��. 

نٛ���� ي����ٔ�ح ي��ٍ أظ����( ���ئٌ ٔي��ٍ أ�ه��ٗ نٛ���� ي����ٔ�ح نٛ���� ي����ٔ�ح ) �( إذا كبَ��� 3)

� � ���� �. ٔك� �� � ���، ٔيٍ �ى ٕٚ�� �نٛط ��اً نه���ٕ�خ  � �� �  ث�ٛ�  �

�� � � � �� 

�ٔثبن�بنٙ، �ئٌ  � ���� ��� � �. أ٘ أٌ � � ���� ��. 

 (:NESTED INTERVALS) �����حا� ا����اخ



��

��ث�ٛ���  ي��بث���خ ي��ٍ ����ساد ����إذا كبَ���  ������ف: � �� � �� � ٚ���بل أَٓ��ب ����ساد   �

 (.nested) ي����خ

�. ن�� ي����خان��ساد ان�بنٛخ  أ���ح: �  �سف �

�� � ���
�

�
� � �� � ���

�

�
��         �� � ��� �� 

�� ��ن إذا م��ل: � ���
�

�
� ��� � � ���� أن ����ت ،�

�  �� � {�}. 

�ٔاػ� أٌ  ا���: � �ن��  �� � �. ٔثبن�بنٙ، �ئٌ � �����
�  �� ٙ��ٛ�� ��� ٘� .� � � 

 �ئٌ

�إذا كبٌ  (�) � ��ئٌ  � � �ن��  �� � �. ٔيٍ �ى � �����
�  ��. 

�إذا كبٌ  (2) � �ث�ٛ�  ����ٕٛ�� ��� ؽ�ٛ�ٙ  � �
�

��
�  ٔن�ن�،. �

 � � ���
� ���

�

��
�. ٔثبن�بنٙ، �ئٌ � �����

�  ��. 

����ْ�ا ٚ��� أٌ 
�  �� � {�}. 

�� ��ن إذا م��ل: � ���
�

�
� ��� � � ���� أن ����ت ،�

�  �� � ∅ . 

 �ئٌ ��٘ ��� ��ٛ�ٙ  ا���:

�إذا كبٌ  (�) � ��ئٌ  � � �ن��  �� � �. ٔيٍ �ى � �����
�  ��. 

�إذا كبٌ  (2) � �ث�ٛ�  ����ٕٛ�� ��� ؽ�ٛ�ٙ  � �
�

��
�  . ٔن�ن�،�

 � � ���
� ���

�

��
�. ٔثبن�بنٙ، �ئٌ � �����

�  ��. 

����ْ�ا ٚ��� أٌ 
�  �� � ∅. 

��إذا كبٌ  ���ل: � ��� �ن��  �� � ����، �ب��� أٌ �
�  �� � ∅ . 

�� إذا كبَ����(: ��������حً������ح )�������ح ا�������اخ ا� � ���� ��ث�ٛ����  ��� � ����� ن ����

� � ����، �ئٌ �
�  ر�بؽ� �ٛس �بنٙ. �� 
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������ئٌ  ي�������خي��بث����خ ي���ٍ �����ساد  �����ٛ���� إٌ  ا�ث�ه����ى: � �ن�����  �� � . أ٘ أٌ �

{���   � � �ي��ٕ������خ ي�������ٔ�ح ي�����ٍ أ�ه�����ٗ. ٔثبن������بنٙ ظ�����ٕٛ��  {� � �ث�ٛ������  � �

���{���   � �  . ٔيٍ �ى{�

�� � ��     � � �                                                  ��� 

 ��� اٌٚ��ٗ 

� � ���     � � �                                                  ��� 

�����ُ������، ي��ٍ�  ��َ����� أٌ  ��� � � � �، أ٘ أٌ �� � �ن�����  �� � . ٔي���ٍ ����ى ����ئٌ �

� � ����
� ����ْ�ا ٚ��� أٌ . �� 

�  �� � ∅. 

�)ن������  ��ا������بد أٌ  ٚ�����ب�� ���اٌٜ، ا������بد  � �( ْ����ٕ ������ �ه����ٕ٘ نه���ٕ�����خ � �

{���   � �  . ن���ٛق ذن� َ���س ان�بن�ٍٛ:{�

(i)  ٌإذا ك��ب� � �����ئٌ  ����ٙ  � � ��ٔي��ٍ ���ى  �� � �� � �� � . أ٘ أٌ ��

�� � ��. 

(ii)  ٌإذا ك��������ب� � �����������ئٌ  � � ��، ٔثبن���������بنٙ �� � �� � �� � . أ٘ أٌ ��

�� � ��. 

��ي�ب ظ�ق �ئٌ  � �� ن��  �� � �  . ْٔ�ا ٚ��� ان�سْبٌ.�

 :�����حا� ا����اخ ����ح ��ث���خ

 �ٛس �بثهخ نه��. �ي��ٕ�خ ا���ا� ان��ٛ�ٛخ ً���ح: 

�ٛس �بثهخ نه���. ���ف  ��ٛس �بثهخ نه��. �ُ��� ر�ٌٕ  �����ٚ��ٙ ا��بد أٌ ان��سح ا�ث�ه�ى: 

�����ٔ�ٛ��� إٌ  �بثه��خ نه���� �ذن���، إذا كبَ���  � �بثه��خ نه����، ْٔ���ا  ��������ئٌ ر���ٌٕ  �

�بثه�����������خ نه�������������، ٔأٌ  �����رُ�����������ب�غ. اٌٜ ث������������سع ان�������������ط، أ٘ ث������������سع اٌ  

� � {��� ��� � � ��� � ��ن�����ٍ . { � �����سح ي�����ٔ�ح ٔي�ه����خ )�(.  ������ئٌ ، {��}��

��ثبن���  � ي��بث��خ ي�ٍ ���ساد ي���ٔ�ح  ������سح ي��ٔ�ح ٔي�ه��خ. ْٔ���ا ��ئٌ  {��}���

����ٔي�ه�����خ، �ٛ�����   � ����ٔر������ق   {����}��� � �� � � � �� � ن������  �

� � �ث�ٛ�  �ي��بث�خ ��ساد ي����خ. ٔثبن�بنٙ، ٕٚ�� ��� ��ٛ�ٙ  ����، أ٘ أٌ � � �� 

�� ن� � �. ٔيٍ �ى، � � �ن��  �� � �. ْ�ا ٚ��� اٌ � � (نٛ��� �)ٔيٍ ��ى  �����

 �بثهخ نه��.
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��رٕ���� ����سح  �ن���� ����� ��ٛ���ٙ ً�����ح:  � ���� �� �
�

�
� ���ٛ� � � �� � ����  ٔ

�ن�� ��� َ��ٙ   �� � �. 

�إذا كبٌ  ا�ث�ه�ى: �  �ئٌ �

� � ��
�

�
�
�

�
� � ��

�

� � �
�

�

� � �
� � � � ������ 

�ن��  � �. 

�أي�ب إذا ك�بٌ  � �)��ٙ ان�بن�خ �ُ��يب  � � ( ظ�ٕٛ�� أ���س ����� ��َ��بي��� ي�� ان����  �

��ث�ٛ���  ��ؽ�ٛ���ٙ  � � � � � ��. ا�����س �� � �� � ، ����� أَ��ّ ����� َ����ٙ، �

 �ئَُب َ��� �هٗ

� � �� � ���� �� � ��� 

����َ��� �هٗ ان��سرٍٛ  ��ث�ُ�ٛم ان��سح  �� �
�

�
� � ��� �

�

�
� �� � �� . 

��ئذا كبٌ  � ���� �� �
�

�
��ا���سَب  � � �ٔكبٌ  �� � �� � ���� �� �

�

�
. ���ف �

�ذن��� ٚ���ٌٕ  � ��� �
�

�
� �� � ��ٔ�ُ����� َ�����س  �� � �� �

�

�
. ثب�ظ����ساز ���ٙ ْ���ا 

 ا��ساء َ��� �هٗ

� � �� � ���� �� �
�

����
� � �� � ��    � � � 

 ْٔ�ا ٚ��� ان�سْبٌ.

 � �� ا�ٌ�ث�ح غ�� وا�عذاد ا�ٌ�ث�ح ا�عذاد ك���ح

إذا كبَ��� ك��� ����سح  �أَٓ��ب ك�ٛ���خ ���ٙ  ��ٛ��س �بنٛ��خ ���ٛ��خ ي�ٍ�  �ٚ���بل ن���ٕ���خ ������ف: 

���ي��ٕ�خ   .�ر�ٕ٘ �هٗ ا��� �ُ�سا يٍ  ��

��ث��بزح أ�سٖ، ن�� ���اٌ ��ٛ�ٛبٌ  �ٕٚ�� �ُ�س  � � �ث�ٛ�  � � � � �. 

 .�ك�ٛ�خ �ٙ  �ي��ٕ�خ ا���ا� انُ��ٛخ  ً���ح:

�نٛ�ٍ : ا�ث�ه�ى � ����اٌ ��ٛ�ٛبٌ، �ئٌ  � � � � �. 

�إذا كبٌ  (�) � � � �ث�ٛ�  �ظٕٛ�� ��� ؽ�ٛ�ٙ  � �
�

�
� � � � . 

��ٔيٍ �ى،  � �� � �. ٔ�ٛ� إٌ � �  ث�ٛ� �ظٕٛ�� أ��س ��� ؽ�ٛ�ٙ  ��

� � � � �� � � 



�5

��ٔيٍ ذن� َ���� �ه�ٗ  � � � �� � � � �. ٔثبن��بنٙ �� � � �
�

�
� � ،

 ْٔ�ا ٚ��� ان��هٕة.

�إذا كبٌ  (2) � � � ��ئٌ  � �  ��� َ��ٙ ٚ��ق ان��هٕة. �

�إذا كبٌ  (3) � � � ��ئٌ  � � �� � ، ٔث��ت ان�بن�خ ا�ٔن�ٗ ٕٚ��� ���� َ���ٙ ��

��ث�ٛ�  � � � � �. أٔ �� � �� �  ْٕٔ ان��هٕة. �

 .�ك�ٛ�خ �ٙ  ��ي��ٕ�خ ا���ا� �ٛس انُ��ٛخ ً���ح: 

�نٛ�ٍ ا�ث�ه�ى:  � ���اٌ ��ٛ�ٛبٌ. �ئٌ  �
�

√�
�

�

√�
���اٌ ��ٛ�ٛبٌ، ٔثبن�بنٙ ظٕٛ�� ����  

ث�ٛ���  �َ����ٙ 
�

√�
� � �

�

√�
�. ٔي��ٍ ���ى، َ���� ان����� �ٛ��س انُ����ٙ  � )�( نٛ����ق  �√�

� � � �  ْٔ�ا ْٕ ان��هٕة. �

 ا������ح ا�عذاد ��ت������

 ٔان���ٕ���بد ان��ه���خ Open Sets ر��ٚ��� ان���ٕ���بد ان���ٕ���خ �َ����� ث�ٕثٕنٕ�ٛ��ب 

Closed Sets  ٙ�� .ٔ�زاظخ �ٕا�ٓب 

 ا������ح ا�����ع�خ

�أَٓ�ب ي��ٕ��خ إذا ك�بٌ ن���  ����ٛخ يٍ  �ٚ�بل ن���ٕ�خ �ٛس �بنٛخ ����ف:  � رٕ���  �

�ث�ٛ�  ���سح ي��ٕ�خ  � � � �. 

  :أ���ح

���ان��سح  (� �ْٙ ي��ٕ�خ ي��ٕ�خ، �َّ ن��  �� � ���  ٕٚ�� ان��� ��

 �� � ���{� � �� � � �ث�ٛ�  {� � �� � ��� � � ��� � ��� �� . 

�ي��ٕ���خ ي��ٕ���خ، �َ��ّ ن����  �ي��ٕ���خ ا�����ا� ان��ٛ�ٛ��خ  (2 � �  ����َ� � �� �

�� � � ��  ٙ�ٛ�� ��� ٘�� � � . 

�ٛ��س ي��ٕ���خ، ظ��ٕٛ��  ∅ي��ٕ���خ ي��ٕ���خ. ث���سع ان����ط، أٌ  ∅ان���ٕ���خ ان�بنٛ��خ  (3

� � �ث�ٛ�  �)!( ٔرٕ�� ��سح ي��ٕ�خ  ∅ � � � ي��ٕ��خ  ∅. ْٔ��ا ُٚ�ب�غ ك�ٌٕ ∅

 �بنٛخ.

 .ر�ٌٕ �ٛس ي��ٕ�خ ��بثهخ نه�� ���ٛخ يٍ  �ك� ي��ٕ�خ  (4
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�ي��ٕ��خ ي��ٕ��خ �ئَّ� ن���  �ث�سع ان��ط، أٌ ا�ث�ه�ى:  � )�ٛ�س  �رٕ��� ���سح  �

��بثهخ نه�� ن�َٕٓب ��سح( ث�ٛ�  � � �  ي��ٕ�خ �بثهخ نه��. �. ْٔ�ا ُٚب�غ كٌٕ �

��ان���ٕ���بد  (5 �� �� )ْ��ٙ ي��ٕ���خ  ��كهٓ��ب �ٛ��س ي��ٕ���خ. نُ�����س ان���ٕ���خ  ��

�، �ٛ��س �بثه��خ نه����!( �ئَ��ّ ن���� �ك�ٛ���خ ���ٙ  � ���ٔن���� ����سح  �� ���ئٌ  �ر���ٕ٘  ��

� � ��� �� � ��. 

���ان���ساد  (6 ��� ��� ��� ��� ���كهٓ�ب ي��ٕ��بد �ٛ�س ي��ٕ��خ. نُ����س ان���سح  �� �� ،

�َ�� أٌ  �ر�ٕ٘  ��ئٌ ك� ��سح ي��ٕ�خ  � ��� ��. 

 ا�����ح ا�����ع�خ

��أَٓ���ب ي�ه����خ إذا كبَ����  ����ٛ���خ ي��ٍ�  �ٚ����بل ن���ٕ����خ �ٛ���س �بنٛ���خ �������ف:  � � � � 

 ي��ٕ�خ ي��ٕ�خ.

 أ���ح:

��ان���ٕ�بد  (�  ي�ه�خ. ∅

���ان��ساد  (2 ��� ��� ��� ��� ���كهٓب ي��ٕ�بد �ٛس ي�ه��خ. ����� ان���سح  �� �ٛ�س  ��

�ي�ه��خ �ٌ    � ��� �� � ���� �� � ��� ي��ٕ��خ �ٛ�س ي��ٕ��خ، �َّ� ن����  ��

�َ�� أٌ  �ر�ٕ٘  ���سح ي��ٕ�خ  � � � ��� ��. 

 ���اص ا�����ع�خ ا������ح �� 

�) ��  ي��ٕ�بد ي��ٕ�خ. ∅

�إذا كبٌ  (2 � �)ن��  ��، ٔكبَ�  � � � �   ( ي��ٕ�بد ي��ٕ�خ �ئٌ �

� ��

�

���

 

 ي��ٕ�خ ي��ٕ�خ.

���إذا كبَ�  (3 ��� ���  ي��ٕ�بد ي��ٕ�خ �ئٌ �

� ��

�

���

 

 ي��ٕ�خ ي��ٕ�خ.

�)ن����  ��إذا كبَ���  (4 � ����سح( ي��ٕ���خ ي��ٕ���خ ���ئٌ ا�ر���ب� ان���بنٙ )�ٛ��س �بث���  �ٔ  �

 نه��(



��

� ��

 

���

 

 ْٕ ي��ٕ�خ ي��ٕ�خ.

⋂إذا ك��بٌ  (:2ت�ه���ى ) ��
�
��� � ���ٙ ْ���ا  ��ئَٓ��ب ي��ٕ���خ ي��ٕ���خ. ����ف ذن���، ن����  ∅

�)ن����  ��ان����بؽ� رٕ���� ا�����ا� ان��ٛ�ٛ��خ  � � � �( ث�ٛ��� � � �� � �� � ��� � �

��� � �. يٍ �ى ٕٚ�� ان��� ان��ٛ�ٙ �� � ���{��� � � � �  ث�ٛ� {�

� � �� � �� � � �� �����
� �� �����

� ��  

 ْ�ا ٚ��� ان��هٕة.

����إذا ك�بٌ  (:4ت�ه��ى ) �� � ��ٙ ْ��ا  ��ئَٓ�ب ي��ٕ��خ ي��ٕ��خ. ���ف ذن��، ن���  �

���ا�ر����ب� ظ����ٕ�� �����سح ي��ٕ����خ 
�ث�ٛ����   � ���

� ���
����� ، ْٔ����ا ٚ������ أٌ ��

����  ي��ٕ�خ ي��ٕ�خ. ��

�)ن��  ��إذا كبَ� ت�ه�ى آ��:  � �( ي��ٕ�خ ي��ٕ�خ. ٔثبن�بنٙ نٓب ي��هخ � � ي�ه�خ.  ��

������������بد أٌ  �ي��ٕ������خ ي��ٕ�������خ ٚ�������ٙ إ�������بد أٌ ي��ه�ٓ������ب  �� ����� �� �

���� �� �  ْٔ�ا يب ظُ���ّ ���ب. ي�ه�خ. ���

ي�بل ٕٚػ� أٌ ان��بؽ� ان�َٓب�ٙ ن���ٕ�بد ي��ٕ�خ نٛط ثبنؼ�سٔزح ٚ��ٌٕ ي��ٕ��خ ي��ٕ��خ. 

��ا�����س ان����ساد ان���ٕ���خ  � ��
�

�
�

�

�
�ن����  � � ����ٔاػ��� أٌ . � �� � {�}  ٙ��ْ

 ي��ٕ�خ �ٛس ي��ٕ�خ )�(.

 

 �ئٌ ��ب�هخ ك� ان���ٕ�بد ان���ٕ�خ �ٙ  �إذا كبَ� ����ف: 

�) �� ∅ � � 

���إذا كبَ�  (2 �� � ���ئٌ  � � �� � � 

���إذا كبَ�  (3 ��� � � �����ئٌ  � �� � � 

���ان�ُب�ٙ   .�ر��ٗ رٕثٕنٕ�ٙ ان�ب�٘ )أٔ ان���ب�( �هٗ  �ان�ب�هخ ����ف:  ٚ��ٙ ثبن�ؼ�بء  ��

 ان�ٕثٕنٕ�ٙ ان�ب�٘. 

 ���اص ا�����ع�خ ا�����ح �� 

�) ��  ي��ٕ�بد ي�ه�خ. ∅

�إذا كبٌ  (2 � �، ن�� ��،  � � � �  �ئٌ ي�ه�خ خ ي��ٕ� �
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� ��

� 

���

 

 ي��ٕ�خ ي�ه�خ.

�)ن��  ��ٔكبَ�  إذا كبَ� (3 �  �ئٌ ��سح( ي��ٕ�بد ي�ه�خ      �، �ٛ� �

� ��

 

���

 

 ي��ٕ�خ ي�ه�خ.

 ٚ��ٙ إ��بد ان�ب�ٛ�ٍٛ ان�بَٛخ ٔان�بن�خا�ث�ه�ى: 

�)ن��  ��إذا كبَ�  · � � � �( ي��ٕ�خ ي�ه�خ �ئٌ ان���هخ � � ي��ٕ��خ  ��

 ي��ٕ�خ. ٔثبن�بنٙ ان��بؽ� ان�ُ�ّ

����
� �� � ��� � � �����

� �� 

����ْ��ٕ ي��ٕ���خ ي��ٕ���خ. ٔي��ٍ ���ى ���ئٌ ا�ر���ب� 
� ٚ���ٌٕ ي��ٕ���خ ي�ه���خ  ��

 )ي��ه�ّ ي��ٕ�خ(.

�ان���ه��خ ي��ٕ���خ ي�ه���خ ���ئٌ  ��إذا كبَ���  · � ي��ٕ���خ ي��ٕ���خ. ٔي��ٍ ���ى،  ��

 ان���ٕ�خ

� ����� �� ����� �� � ��� 

����ي��ٕ�خ ي��ٕ�خ )ار�ب� يٍ ي��ٕ�بد ي��ٕ�خ(. ٔثبن��بنٙ ��ئٌ ي��ه�ٓ�ب  �� 

 ي��ٕ�خ ي�ه�خ، ْٕٔ ان��هٕة.

 � �� �����عح وا��ذود ا�ذا���ح ا�ٌ��ط

�( إذا كبَ��� �)������ف:  � �ي��ٕ���خ �ٛ��س �بنٛ��خ، ٚ���بل نه�ُ���س  � �  أَ�ّ� َ����خ �ا�هٛ��خ �

(interior point)  ث�ٛ���  �إذا ٔ����د ي��ٕ���خ ي��ٕ���خ  �نه���ٕ���خ� � � � ٔر����ٗ  .�

 .��، ٔٚسي� نٓب �نه���ٕ�خ  (interior) ثبن�ا�هٛخ �ي��ٕ�خ ك� انُ�بؽ ان�ا�هٛخ ن���ٕ�خ 

�( ن���ٕ��خ boundary point، أَّ َ��خ ��ٔ�ٚ�خ )أٔ ��ٚ�خ �( ٚ�بل نه��� ان��ٛ�ٙ 2) � � 

�ٚ��ٌٕ  �ر�ٕ٘ ان����  �إذا ك� ي��ٕ�خ ي��ٕ�خ  � � � ∅� � � �� � �� � ٔر���ٗ  .∅

، ٔٚسي��� نٓ��ب �نه���ٕ���خ ( boundary)ث����ٔ�  �ي��ٕ���خ ك��� انُ���بؽ ان��ٔ�ٚ��خ ن���ٕ���خ 

����. 

 ( ك� َ�بؽ ��سح ي��ٕ�خ ْٙ َ�بؽ �ا�هٛخ نٓب.�) أ���ح:
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�ن��ٍ ا�ث�ه�ى:  � ��� �� � �، �ئَّ �٘ � � ��ئٌ  � � � �  . ٔثبن�بنٙ ٕٚ���

� � ���{� � �� � � �} 

�ث�ٛ�  � �� � �� � � �� � �. ْٔ�ا ٚ���� ان��ه�ٕة. ��ٙ ان�بن�خ �ُ��يب � � �ئَ�ّ �٘  �

� � �ٚ���ق  � � �� � �� � � �� � �. 

���( نه���ٕ�خ 2) ��}�ئٌ انُ�بؽ ان��ٚخ ْٙ  �� �}. 

��٘  ا�ث�ه�ى: � ��ئٌ  � � � � � � � �  ، ٔأٌ�

�� � �� � � �� � ��� �� � ∅� �� � �� � � �� � �� � ��� ��� � ∅ 

���َ��خ ��ٔ�ٚخ نه���ٕ�خ  �ْ�ا ٚ�ٍٛ أٌ   َ��خ ��ٔ�ٚخ. �. ثبن��� ٚ��ٍ إ��بد أٌ ��

�������ئٌ  �����نه���ٕ�خ ( 3) � ������ ������ � {���}. 

��ٔاػ������� أٌ ( 4) � ∅� �� � ∅� �� � ∅� �� � ��� � ∅� ∅� � ∅� �� � �  ،

 ر��ق � ر�ٕ٘ ��ئٌ ك� ��سح ي��ٕ�خ  ��َّ ن�� ��� ��ٛ�ٙ 

� � � � ∅�   � � � � ∅�   � � � � ∅�   � � �� � ���   � � ∅ � ∅�   � � �

� �� 

 ( ثٍٛ أ5ٌ)

 ���� � �� ���� � �� ���� � �� ��� � �� � �� ���� �

∅� ��∅� � ∅� 

 ACCUMULATION POINTS ا���اكن ط�ً�

 أ���ح ����ذ�ح

�( نه���ٕ�خ � � �
�

�
�   � � ٔاػ� أٌ ان�ُب�س �ٙ ان���ٕ�خ ر�ساكى ث�بن�سة ي�ٍ ان����  ��

� � �، ن�ا َ�ٕل أٌ � � �. ��٘ �َ��خ رساكى نه���ٕ�خ  � � �  ٌٕ��ٚ���� �� � � �

ث�ٛ��  �. �ٛ� ٕٚ�� )ث��ت �ب�ٛخ از���ٛ�ض( ���� ؽ�ٛ��ٙ ∅
�

�
� �، ٔثبن��بنٙ � �

�

�
�

���� �� � � . 

�أ٘ أٌ، ك� �ٕاز نه���  �  .�ٚ��ٕ٘ �هٗ �ُب�س يٍ ان���ٕ�خ  �

�����ح:  � � �  �)ظُٓ�ى ث�ن� �ٛ�ب ث��( �َ��خ ان�ساكى انٕ�ٛ�ح نه���ٕ�خ  �

�( نه���ٕ����خ 2 � �
�

���
� � � �����ئٌ ان������  �� � �����٘ . )ٔ�ٛ����ح!( ْ���ٕ َ�����خ ر���ساكى �

� � ث�ٛ�  ��ئَّ ث��ت �ب�ٛخ از��ٛ�ض ٕٚ�� ان��� ان��ٛ�ٙ  �
�

�
� � �  ، ٔثبن�بنٙ�
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� � � � � �
�

� � �
�

�

� � �
�

� � �

� � �
� � �

�

� � �
� � � � 

�ٔيٍ �ى،  �
�

���
� �� � �� � � �� � � �  . ْٔ�ا ٚ��� ان��هٕة. ∅

ٚ��ٌٕ َ���خ ر�ساكى ن���ٕ��خ �ٛ�س �بنٛ�خ ي�ٍ ا����ا�  �ٚ�ؼ� يٍ ْ�ِ ا�ي�هخ أٌ ان���� ان��ٛ��ٙ 

( ي�ٍ� ��ئَٓ��ب ر����ٕ٘ �ه��ٗ ا����� �ه��ٗ �ُ���س )����ف  �ان��ٛ�ٛ��خ إذا ك��� ����سح ي��ٕ���خ ر���ٕ٘ 

 . ْ�ا ٚ��ٍ �ٛب��ّ �ٙ ان��سٚم ان�بنٙ.��ُب�س 

أَ�ّ� َ����خ ر��ساكى  ���ٛ���ٙ  ، ٚ���بل ن������ي��ٕ���خ �ٛ��س �بنٛ��خ ���ٛ��خ ي�ٍ�  �إذا كبَ��� ������ف: 

�ر��ق  �ر�ٕ٘ ان���  �إذا كبَ� ك� ��سح ي��ٕ�خ  �نه���ٕ�خ  � �� � {�}� � ∅. 

�إذا كبٌ ن��  �ٚ�ٌٕ َ��خ رساكى ن���ٕ�خ �ٛس �بنٛخ  �، ان��� ت�ث�رج ا��ي �  ٚ���ق �

�� � �� � � �� � �� � {�}� � ∅� 

�ا��� أٌ  ���ل: � �ْٕ َ��خ رساكى نه���ٕ�خ  � � �
���

�
� � � ��. 

��ا����� ا�����:  �
���

�
� ����ئٌ  � � ���� � �� � �ن����  � � . أ٘ أٌ، �ُب���س �

�ر�ُب�� يٍ  � �ن��ساكى ثبن�سة يٍ  � � �. ���بد ان��ه�ٕة ٚ���ٙ ا���بد أَ�ّ ن��� � � � 

 ����ٕٚ�� � ��ث�ٛ���  � � �� � �� � � �� � �� � . ث����ت �ب���ٛخ از����ٛ�ض �{�}

 ��ٕٚ� � ث�ٛ�  �
�

�
�  . ٔيٍ �ى �ئٌ�

� � � � � �
�

�
� � �

�

�
�

� � �

�
� �� � � � � 

 ْٔ�ا ٚ��� ا���بد.

ان���ٕ�خ، ٔٚسي�� ( derivative)ر��ٗ ي���خ  �ي��ٕ�خ ك� َ�بؽ ان�ساكى ن���ٕ�خ ����ف: 

�. ٔان���ٕ���خ ��نٓ��ب  � ، َٔ����ت �ٔٚسي��� ن�ّ�  �ان���ٕ���خ ( closure)ر����ٗ اَ�����  ��

� � � � ��. 

��( � أ���ح: � ∅ . ٘�� �  �ئٌ �

i)  ٌإذا ك���ب� � ��َ����� أٌ  � �
�

�
� � �

�

�
� � �� � {�}� � �. ٔثبن����بنٙ ∅ �

�. 
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ii)  ٌإذا كب� � �ث�ٛ��  �ظٕٛ�� ��� ؽ�ٛ��ٙ  � � � � �� � �� �
�

�
، ٔثبن��بنٙ 

�� �
�

�
� � �

�

�
� � �� � �� � �. أ٘ أٌ، ∅ � �ن�����  � � . ْ�����ا ٚ������� �

�� � ∅ 

��( ثبن��� ٚ��ٍ إ��بد أٌ 2 � ∅. 

3 )�� � � ٘� .� � ْٙ ر���ٕ٘ �ه�ٗ ���� �َٓ�ب�ٙ يٍ�  �ر�ٕ٘  ��ئٌ ك� ��سح ي��ٕ�خ  �

�ا���ا� انُ��ٛخ )ٔ�ٛس انُ��ٛخ!( ن�ن� �ئٌ  � �� � {�}� �  . ْٔ�ا ٚ��� ان��هٕة∅

��( ثبن��� �ئٌ 4 � ��� � � ٔ�� � �. 

5 )���� ��� � ���� ��� {�}� � ∅. 

����( ي��ٕ�خ َ�بؽ ان�ساكى )ان����خ( نه���ٕ�خ 6 ��� � ���� ���  ْٙ���� ���. 

 ���اص ����عح ا�عذاد ا�ٌ�ث�ح ( 1)�����خ: 

 ي��ٕ�خ �بثهخ نه�� � ·

 ي��ٕ�خ �ٛس ي��ٕ�خ ٔ�ٛس ي�ه�خ � ·

��ئٌ  ��ٙ  �، ��٘ ��سح ي��ٕ�خ �ي��ٕ�خ ك�ٛ�خ �ٙ  � · � � � ∅ 

· �� � �� ���� � �� �� � � 

��اذكس �ٕاص ان���ٕ�بد �����:  �� � � �� �. 

�إذا كبَ� ( 2) �  �ئٌ  �

���� � �� � ��� � ���   ���� � � � ��� � �� � ����  

  أ���ح:

�� ���� � � � �� � �� � � � � � ∅ � � 

�� ���� � � � �� � �� � � � ∅ � ∅ � � 

�� ���� � � � ��� � �� � ���� � � � �∅ � �� � �� � � 

�� ���� � � � �� � �� � � � � � ∅� 

��ئٌ  �َ��خ ��ٔ�ٚخ ن���ٕ�خ ي�ه�خ  �إذا كبَ� ً���ح:  � �. 

�ث����سع ان�����ط، أٌ ا�ث�ه����ى:  � �َ�����خ ��ٔ�ٚ���خ. ����ئٌ  � � � � �ٔ�ٛ���� إٌ  � � � 

�ث�ٛ��  �ي��ٕ�خ ي��ٕ��خ ظ��ٕ�� ���سح ي��ٕ��خ  � � � � � َ���خ  �. ْ��ا ُٚ�ب�غ ك�ٌٕ �

���ٔ�ٚخ، ٔن�ن�  � �. 
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 ر�ٌٕ ي�ه�خ إذا ٔ��ؾ إذا ا��ٕد ك� َ�بؽٓب ان��ٔ�ٚخ. �ان���ٕ�خ ً���ح: 

 ان���ٕ�خ ان���ٕ�خ ْٙ ار�ب� ن��ساد ي��ٕ�خ.ً���ح: 

 ي��بث���خ ي��ٍ ����ساد ي��ٕ���خ ث�ٛ��� ����ي��ٕ���خ ي��ٕ���خ ظ���ٕ��  �، إذا كبَ��� ت�ث���رج أ����ي

� ��� ��. 

����ي��ٕ�خ ي��ٕ�خ ٔي�ه�خ �ئٌ  �إذا كبَ� ً���ح:  � �، أ٘ أٌ ∅ � �. 

 ����ح:

�ان�������  � ٚ�����ٌٕ َ������خ  �

�ا�هٛ��خ ن���ٕ���خ �ٛ��س �بنٛ��خ 

 إذا  �

� )� � � 

 �( رٕ������� �������سح ي��ٕ������خ 2

 ث�ٛ�

� � � � � 

�ان�������  � ٚ�����ٌٕ َ������خ  �

��ٔ�ٚ��خ )أٔ ��ٚ��خ( ن���ٕ���خ 

�، ٔن����ٛط ثبنؼ����سٔزح � �

 �، إذا ن����� �����سح ي��ٕ����خ �

 ٚ���ق �ر�ٕ٘ 

� � � � ∅� � � ��

� �� � ∅ 

�ان�������  � ٚ�����ٌٕ َ������خ  �

، ٔن���ٛط �ر���ساكى ن���ٕ����خ 

�ثبنؼ���سٔزح  � ، إذا ن����� �

 �ر������ٕ٘  ��������سح ي��ٕ������خ 

 ٚ���ق

� � �� � {�}� � ∅ 

 

 (:���Bolzano-Weierstrass Theoremش��اس -ً���ح )ً���ح ت�زاً�

 ن�� ي��ٕ�خ �َٓب�ٛخ ٔي��ٔ�ح رٕ�� َ��خ رساكى.

�ن��ٍ ا�ث�ه�ى:  � ��ي��ٕ�خ �َٓب�ٛخ ٔي��ٔ�ح، ظٕٛ��  � � �  ث�ٛ�  �

� � ��� � �    � � ��� � 

�ٔي��ٍ ���ى  � ��� ��. ث�����ٛى ان����سح �� � ��� ( ��إن��ٗ �����ٍٛ، ���ئٌ أ���� ان�����ٍٛ )ن��ٛ�ٍ  ��

ي��ٕ��خ ي���ٔ�ح، ْٔ��ا ُٚ�ب�غ  �، ��ف ذن�� ر��ٌٕ �ٚ��ٕ٘ �هٗ ��� �َٓب�ٙ يٍ �ُب�س 

ْٙ ان��سح ان���ٛخ ان�ٙ ر���ٕ٘ ان����  ��إنٗ ��سرٍٛ، ٔن��ٍ  ��ان���ٗ. يسح �بَٛخ، ث���ٛى ان��سح 

. ثب�ظ������ساز �����ٙ ْ�����ا ا������ساء َ������� �ه����ٗ ي��بث�����خ ان������ساد �ٙ ي����ٍ �ُب�����س ان�َٓ����ب�

 �ٛ� ����ان�����خ

�� � �� �  �� � � �   ������� �
�

�
����� 

�. ث����ت �ب���ٛخ ان����ساد ان�������خ ٕٚ���� ��رسي��� ن���ٕل ان����سح  ������ٛ���  � ث�ٛ���  �

� � �ن����  �� � ����ئٌ  �ر���ٕ٘  �ا�ٌ ن���� ����سح ي��ٕ���خ . � � ��� � {�}� � ن����  ∅
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� � �)ن��  ��. ٔ�ٛ� إٌ � � �. �ئٌ �( ر��ٕ٘ �هٗ ��� �َٓب�ٙ يٍ �ُب�س � � �� �

{�}� �  . ْٔ�ا ٚ��� ان��هٕة.∅
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 ا���ً� ا����

 REAL SEQUENCES ا������ح ا�����ت��خ

�ان���بث���خ ْ��ٙ �ان��خ ������ف:  � �( ث�ٛ��� �إن��ٗ  �)ي�ٍ�  � � ، أ٘ ر����� ن���� ����� ��

)َٔ���ت  ����ي�ٍ ان���بث��خ  �ٚ��ٗ ثبن�ُ�س ز��ى  ��. ان��� ����� ��ٛ�ٙ ٔ�ٛ�   �ؽ�ٛ�ٙ 

�������ك�ن� 
� ٔ�������(. 

 اي�هخ نه���بث�بدأ���ح: 

�
�

�
� � ���

�

�
�
�

�
� � ��               

������� � {����� ����� � }� 

���� �
�

�
�� � ���� � � ���

�

�
� ���

�

�
� � �� 

��������� � {��� � � ��� �� � ��� �� � � }� 

���� أن وا��� .���� ا��������� �����ر ���و�� ���� {��} ا����و�� م�حظ�: � {��} 

.���� ،���� ���������  ���� � {��} ا������ر ���و��� ������� �  و���������� .{����}

���� � ���� {��} �� ا�����ر ���و�� ��ن ��� � {�}. 

���و�  �إذا ���ت �� ��رة ���و��  �أ��� ����رب إ�� �دد ��ي��  ����ي��� �������� ��ر�ف: 

������و���ب  ا��داء �ن ���ر ��. ��� ���و� ��� ��ي� ����ر ا������� � �� � �

�ا�������� م��ل: 
�

�
�����رب إ�� ا��دد  � � � ��� ��� .� � ا�ذ�  ��يو�د ا��دد ا�ط�ي��  �

ي��ق 
�

��
� �، و�ن �م ���� ��� � � �ج أن  ��

�

�
� ���� . �ذا ي��� أن ا���رة ا����و�� ��

����)ا���ي�ري�(  ���و� ��ي� ا�����ر  ��
�

�
  ���� � �� . 

 ي��ن إ��دة ��ريف ا�������� ا����ر�ي� ��� ي��:

�إذا ���ن ����  �أ��� ����رب إ�� �دد ��ي���  ����ي��� �������� ��ر�ف:  � يو��د ��ط��  �

����يث  ��ا��دد ا�ط�ي��  � �� � �� � � ��   ����� � � . 

�إذا ���ن ����  �أ��� ����رب إ�� �دد ��ي���  ����ي��� �������� ��ر�ف:  � ��ط�� يو��د  �

�����يث  ��ا��دد ا�ط�ي��  � �� � �   ����� � � . 
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و� ���و�  ���و�  �إذا و�دت ��رة ���و��  �� ����رب إ�� ا��دد  ����ا�������� م�حظ�: 

 .���دد ������ �ن ا�����ر 

�ا��ت أن ا�������� م��ل: 
�

���
�

���
�����رب إ�� ا��دد   � �. 

�إذا ��ن ا�حل:  � ������ ���ب ���ي� ارش�يدس يو��د  � � ��ي�ث  �
�

����
� )؟!(.   �

�و����������� �������  � �ي�����ون  ��
�

���
� �� �

�

���
�

�

����
� . و�����ذا ي������ت ا��ط�����وب �

������
�

���
 � �. 

������ا��ت أن  م��ل:
����

�
� �. 

������ : ا�ح��ل � �������ب �����ي� ارش���يدس يو���د  ،�ط��� ����ن� � � ��ي��ث  �
�

��
� �  .

��و�ن �م، ���  � ���د أن  �
����

�
� �� �

�

�
�

�

��
�   . و�ذا ي��ت ا��ط�وب.�

 ا��ت أن :م��ل

���
���

�

�� � �
�

�

�
�     ���

���

�� � �

�� � ��
 � � 

 ���رين.��روك ا�حل: 

�إذا ��ن م��ل:  � � � ����������ت أن  � �� � � . 

�إذا ا�طي�� �ق�ش:  � ���ريد أن  � � �. و�ذا ي���� � �� � � �� �. أو � �
�� �

�� �
 �ن 

 �� � � �. 

������ ا�ح�ل:  � �� � � � � ��ي��ث  �، �����ب �����ي� ارش��يدس يو���د ا����دد ا�ط�ي���� �

� �
�� �

�� �
��و�ن �م   � �. و������� ��� � � ����ن  � � �� � �)�ن  � � � � � .)

�������ذا ي��ت أن  �� � �. 

  ا�حق�ق�� ��م������ت ا������ت �ظر��ت

 ا����ي� ��������، إن و�دت، ��ون و�يدة. �ظر��:
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 ������� �ن أ�داد ��ي�ي�، و��رض أن ����إذا ���ت ا��ره�ن: 

���
���

�� � ��   ���
���

�� � � 

 ������� � � ���يو�د  � �� �  ��يث �

��� � �� �
�

�
     �  � � ���    ��� � �� �

�

�
     � � � ���        ���

�ا�ن ي��ن إي��د  � ���{��� ��}  ��� ����� �  ����ق. و������� ��ن ��� تا�����ي�� �

�� � �� � ���� � �� � ��� � ��� � ��� � �� � ��� � �� � � 

 ���� � ��. و�ن �م ��ن � � �� � �، �ذا ي��� أن � � �. 

����رب إذا و��ط  �������دد ط�ي�� ��ن ا��������  ��������، و��ن  ����إذا ���ت �ظر��: 

����������ر��، وأن  ����إذا ���ت  ���� � ������ ��. 

������( إذا ���ت 1)ا��ره�ن:  �� � � ��� ����� � ���ط� يو�د  � �  ��يث ��� �

 � � ��� ��ن � � �� � �. و������� ��� � � � � �)أو  � � � �  ( ��ن�

����� � �� � �

������و�ذا ي��ت أن  ���� � � � ������ �� � �. 

������إذا ���ت ( �) ���� � � ��� ����� � ���ط� يو�د  � �  ��يث ��� �

 � � �������ن  � � �� � �. و������� ��� � � � � � � � � � �  ��ن �

��� � �� � �

������و�ذا ي��ت أن  �� � � � ������ ���� � �. 

��������� ���ن أ���داد ��ي�ي���  ������������� ���ن أ���داد ��ي�ي���، و�����ت  ����إذا �����ت �ظر����: 

�������و��� ��يث  �� � �، و��ن � � ����دد ��ي�� ��يث  � � �� � � �� ��� 

 � � ��������ن � �� � �. 

���� ا��ره�ن:  � �يو�د  � � ���يث ���  � � ��ي�ون  � �
�

�
�و������� ��� .  � � 

��� � �� � � �� � �
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�������ذا ي��ت أن  �� �  و�و ا��ط�وب. �

�إذا ��ن  م��ل: � ����������ت أن  �
�

��� �
� �. 

���� ا�حل:  � ���ن  � � � � �  . و������� ��ن� �

�

� � � �
�

�

� �
� �

�

�
� �

�

�
��

�و�يث إن  �
�

�
و  

�

�
� ��ن  �

�

��� �
� �. 

�إذا ��ن م��ل:  � � � ����������ت أن  � �� � �. 

�إذا ��ن  ا�حل: � � � ����� يو�د �دد ��ي��  � � ���يث  � �
�

���
.  

�� �ن ����ي�� �ر�و�� � ��� � � � � �  ���� � �و  � �  . و������� ��ن�

�� �
�

�� � ���
�

�

� � � �
� �

�

�
� �

�

�
�

�و�يث إن  �
�

�
و  

�

�
� ����ن  � � �. 

������ا��ت أن م��ل:  �
�

� � �. 

����� ا�حل:  � ����ن  � � �
�

�و��ذ�ك، ����  .� � ��ي�ث  ��يو��د ��دد ��ي��� �و��ب  �

�
�

� � � � ��. و������� �� � �
�

� �  . �ن ��� ���ي�، و��ط�يق �ظري� ذات ا��دين ��ن�

� � �� � ���� � � � � �� �
��� � ��

�
��

� � �

� � �
��� � ��

�
��

�                                         

�� و���� ��ن �
√�

√�
� �

 و�ن �م

���
���

��
�
� � �� � ���

���
�� � � 

 و�ذا ي���� ا��ط�وب.

 أ��� ����ي��� �������� ��ر�ف: 
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����يث  �إذا و�د �دد ��ي�� ( ��دودة �ن أ��� 1) � �  ���� � �. 

���يث  �( ��دودة �ن أ��� إذا و�د �دد ��ي�� �) � ��  ���� � �.

 ( ��دودة إذا ���ت ا�������� ��دودة �ن أ��� و�ن أ���.3)

 �� ������� ���ر�ي� ��ون ��دودة.�ظر��: 

�و������رب إ���� ���������� ����  ���������ن ا��ره���ن:  � �. ������ �����دد � � يو���د ا����دد  �

���ي�����ث ��������  �ا���ي�������  � ���ي������ون  � � �� � �. و������������ �������� � � ي������ون  �

� � � � �� � � � �. 

����ي�ن  � ���{����� ����� � � ������� � � �}  ����� ������� � ����ي���ون  � � � .

 و�ذا ي��ت ا��ط�وب.

���دودة و�ي��ت  ��������يس �� �������� ���دودة ���ون ���ر�ي��، ����� ا��������� م�حظ�: 

 ���ر�ي� )��ذ�ذ��؟!(

�����إذا ������ت  (1) �ظر����: ��������رب ������ ا��ر�ي��ب إ�����  ����������ت �����  ���� �����ن  �

��� ا��������ت ا����ي� ���ر�ي� � ���� ��� � ����  وأن ������

���
���

��� � ��� � ���
���

�� � ���
���

�� � � � �� 

���
���

������ � ���
���

�� � ���
���

�� � � � ��

����ي��ث  ���������� ����  ����( وإذا �����ت �) � �  ������ � ������و�����ت  � �� �

� � �، ��ن ا�������� �
��

��
 ����ر�� وأن  �

���
���

��

��
�

���
���

��

���
���

��
�

�

�
 

 ����� ��ر��ن ��ض ا�����ج ا��ره�ن:

�( ���ي� ������� ا����وع: �ن ا��رض ���� ��� 1) � ���يو�د  � �� �  ��يث  �

��� � �� �
�

�
  � � � ���
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��� � �� �
�

�
  �  � � ���

���� ��� و���� � ���{���  ي�ون {��

���� � ��� � �� � ��� � ��� � �� � ��� � �� �
�

�
�

�

�
� ��

 ( ���ي� ������� ا�����: �� �ذه ا����� �دي�� �)

�
��

��
�

�

�
� �

��� � ��

����
�

������ � ��

�������
                                 ��� 

����������� ����دودة، أ� يو���د  ����ا�ن ���ن ا����رض ����ن  � � ���ي��ث  � � �� � � 

�، وأ�� ��� ����  � ���يو�د  � �� �  ��يث  �

�

�
��� � �� �

�

�
  � � � ���

���

����
��� � �� �

�

�
  �  � � ���

�و������� ���  � ���{���  ي�ون ���، �����دام  {��

�
��

��
�

�

�
� �

��� � ��

����
�

������ � ��

�������
�

�

�
��� � �� �

���

����
��� � ��

�
�

�
�

�

�
� � 

 (.�ط�وب )و�ذا ي��ت ا��

 أم���:

�� ���
���

�� � �

� � �
� ���

���

��� � �� � �

� � �
 

� ���
���

�� �
�

� � �
� � � � � ���

���

�

� � �
� �        

�� ���
���

�

�� � �� � �
� ���

���

�
�

� �
�
�

�
�

��

�
�

� � � � �
� �

�إذا ��ن  �ظر��: � ��  ���� � ��، و��ن � � ���ن  � � �. 

�����رض ا�����س، أن  ا��ره���ن: � ��. و�ي��ث إن � � ������� �����دد  � � � (� ( يو���د �

� �  ��يث �
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��� � �� � �� � � � � 

��و���ن ���م ����د أن  � � � ���� � �. و���ذا ي�����ض ���ون � � ��  ������ � . ���ذا �

�ا�����ض ي���زم أن ي�ون  �  ، و�و ا��ط�وب.�

��إذا ��ن  �ظر��: � ��  ���� � ��، و��ن � � �� �� � ���ن  � � �. 

���� ا��ره�ن:  � ���ن  � � �� �  و�ن �م ��

� � ���
���

��� � ��� � ���
���

�� � ���
���

�� � � � � 

 ي��� ���ق ا��ط�وب.و�ذا 

 �ظر��: 

�إذا ��ن  � �� � �  ���� � ��و��ن  � � ���ن  � � � � ���يث  � � � �. 

����رف ا���������ين ا��ره�ن:  � ��� �� � �� �� � ��� �� � �����ن  � � �� � �� 

 ���� �  �م، ���ب ا��ظري� ا������، ��ن. و�ن �

� � ���
���

�� � ���
���

�� � � � ���
���

�� � �

 و�� �و ا��ط�وب.

�Squeezeظر��: )�ظر�� ا�محصور  Theorem) 

��إذا ������ن  � �� � ��  �������� � ������، و������ن � �� � ������ �� � ������ن  �

������ �� � �. 

���� ا��ره�ن:  � �يو�د �دد ��ي��  � � ���يث ���  � �  ي�ون �

��� � �� � �� ��� � ��� � 

��ن ��� ���ي�، ���� ���  �  �دي�� �

�� � � � �� � � � �� � � 

�� ��� و��ذا ��� � � 

�� � �� � � � �� � � � �� � � � � 

������و�ذا ي��� أن  �� � �. 

������( ا��ت أن 1 أم���:
��� �

�
� � 

����  ا�حل: �  ��ن  �
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�� � ��� � � � �  �
�

�
�

��� �

�
�

�

�
� 

������و�يث إن  ��
�

�
� � ��������ن  �

��� �

�
� �. 

��( ����د�� �ظري� ا����ور ادرس ���رب ا��������ت �
�

��� � �����
�

��. 

�( ��� 1)ا�حل:  �   ��ن �

� � �
�

�� � �
�
� 

 و�������

���
���

�
�
� � � � ���

���
�

�
�� � �� 

 ( �يث إن �)

� � �� � ��   � � � �

 ��ن

� � ����
�

�� � ����
�

�� � �
�
�   � � � � 

 و�ن �م ��ن

���
���

�
�
� � � � ���

���
����

�
�� � �� 

��إذا ��ن �ظر��:  � ������ن  � �  ، وا���س �يس ����رورة ��ي�.���

���� ا��ره�ن:  �  ��ن �

����� � ���� � ��� � �� 

 �ن ذ�ك ي��ن ����رئ ���و�� ا���ت ��� ا��ط�وب.

��، �يث ����ا�������� م�حظ�:  � ����، �ي�ت ���ر�ي� �ي��� ����� � ����� � �  ��

 ������� ���ر�ي�.

������رض أن  � �������رب إ����  ����� � �. ������ �����دد � �  �يو���د ا����دد ا�ط�ي����  �

���يث ���  � ������ ي�ون � � �� � � . 

 ��د أن ��ددا �ردي� أ��ر �ن  �ا�ن �ذ 

������ � �� � ��� � �� � �� � �� � � � �� � � � ��
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 ��ن �زو�� أ��ر �ن  �و �دد ��ن ��� ���ي�، �� 

������ � �� � �� � �� � �� � �� � � � � � � � �� 

���ذا ا�����ض ي��ت أن  �  ������� غير ���ر�ي�. �����

������������� �ن أ�داد ��ي�ي� �و���، و���ن  ����إذا ��ن �ظر��: 
����

��
� � � ���ن  �

���������ر�ي� وأن  ����ا��������  �� � �. 

�يو�د �دد ا��ره�ن:  � ���يث  � � � � � � �، و�ن �م ي�ون � � � � � � . ��ذا �

���يث ���  �يو�د ������� �دد ط�ي��  �ا��دد  � �ي�ون  �
����

��
� �� � � � . و�����، �

 ���� � � 

����

��
� � � �� � �� � � 

�أ� أ�� ���  � � 

���� � � �� � ������ � � � �������� � ����   � � ������ � �� 

�و�يث إن  � � � ����ن  � �  و�ن �م ي���ق ا��ط�وب. �

������( أو�د 1أم���: 
���

��� 

���رف  ا�حل: �
���

���
  ���� � ��. وا�� أن � �  ، وأن����  �

����

��
� �

�������

�������
�

̇ ���

���
�

��

��
�

�

�
� �  

������و�ذ�ك، ��ط�يق �ظري� ا����� ��ن 
���

���
� �. 

�( إذا ��ن � � �� � � � �  �� �ن ا��������ت��درس ���رب  �

� � �����    � � �
��

��
� �    � � �

�

��
�� 

��( �ي�ن 1) ا�حل: � ��  ���� �  ��ن �

�� � ��   
����

��
�

����

��
� � � � 

������و�ن �م ��ن  �� � ������ �� � �. 
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��( �ي�ن �) �
��

��
  ���� �  ��ن �

�� � ��
����

��
� �

�

�
�

���

�
�

�
�

�

�
�

�
 

���ذا ���ت  � � � ���ن ا��������  � � �
�

�
�

�
 ����رب إ�� ا���ر. 

��( �رف 3) �
�

��
  ���� �  ��ن �

�� � ��
����

��
�

� � �

����
 
��

�
�

�

�
�� �

�

�
� �

�

�
� �

������و�ذ�ك ��ن 
�

��
� �. 

������( ا��ب 3
���������

�����
����� ��ن   � � � �. 

���� ا�حل:  �  ��ن �

�� �
���� � ����

�� � ��
�

���� ��
�
�

�
���

� ��

�� ��
�
�

�
�

� ��
� �

���� � �

�� � �
�  

�و�يث إن  �
�

�
� ����ن  � � �� ���� � ��و�ن �م  � �  و�و ا��ط�وب. �

MONOTONE ا�مطردة ا�م������ت SEQUENCES 

����أ��� �زايدي�� إذا ���ن  ���  ����ي��� �������� ( 1) ��ر�ف: � ��  ����� � . وإذا �

������ن  �  أ��� �زايدي� ���ي�. ����ي��� ���������  ��

����أ��� �����ي� إذا ��ن  ���  ����ي��� ��������  (2) � ��  ���� �  . وإذا ��ن�

 ���� �  أ��� �����ي� ���ي�. ����ي��� ���������  ��

����إذا ��ن  (3) � ��  ��� �  ��ون �����. ������ن ا��������  �

 أ��� �طردة إذا ���ت �زايدي� أو �����ي�. ���  �������� ي��� ����( 4)

����ا����������ت أم�����:  ����� �� �
�

�
�

�
��زايدي��� ���ي���، ا����������ت  

�

�
� � �

�

�������ي�  ���

 ���ي�.
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���ن ا�����م أ���ذ ا������� ا����ي��� ���� ���ين اط��راد ��������� و���ر�����  ����د درا���� ا�������م�حظ���: 

��� �طردة )�زايدي� ���ي�( و�ي��ت ���ر�ي��، ا���������  ���ا�����ر. ا�������� 
�����

�
�ي��ت  �

��طردة )�ي�ت �زايدي� و� �����ي�( ����� ����رب إ�� ا���ر، �ي��� ا�������� 
�

�
�� �����ي�  �

����ي� )أ� �طردة( و��دودة )�يث  �
�

�
�  ( و����رب إ�� ا���ر.�

Monotone)�ظري� ا����رب ا��طرد �ظر��:  Convergence Theorem)

 ��ون ���ر�ي� إذا و��ط إذا ������ن �������� �طردة ��  ����إذا ���ت 

�������زايدي������ و�������دودة �������ن أ��������، و��د������ذ ي�������ون  ������������ت  (1) �� �

���{��� � � �}. 

����������������ي� و�������دودة ������ن أ��������، و��د������ذ ي������ون  ������������ت  (�) �� �

���{��� � � �}.

 (.�( و������ ي��ن �ر��ن ا����� )�1ط ا����� )���ر�ن �ا��ره�ن: 

����يث  �������� ��دودة �يو�د �دد ��ي��  ����إذا ���ت  �  . و�ن �م، يو�د����  �

�� � ���{���   � � �}� 

 ������ � ������ن  � � و��������� يو���د  �������يس ���د ��وي��� ����و���� ������ر ا����������  �

����يث  ��ا����ر  � � � �� � �� � �� � �زايدي�� �����  ����. و�يث إن ا�������� �

 ������ � �� ي���ون � � �. و����ذا ������ ����� �� � ��ي��ث �����  �يو���د ا����دد ا�ط�ي����  �

� �  ي�ون �

�� � � � �� � �� � � 

������و�ذا ي��ت أن  �� �  ، و�و ا��ط�وب.��

���يث  ����ادرس ���رب ا��������  :(1) ل�م� � �� �
�

�
�

�
  ���� � �. 

 وا�� أن ا�حل:

�� � �� �� �
�

�
� ��� �� �

��

��
� �� 

����ا���ت أن  ي��ن � Binomial ��� ي��: ��ط�يق �ظري� ذات ا��دين �� Theorem  د��

 أن
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       �� � � �
�

�

�

�
�

��� � ��

��

�

��
�

��� � ���� � ��

��

�

��
� � �

�

��
     ��� 

� � � � �
�

��
�� �

�

�
� �

�

��
 �� �

�

�
� �� �

�

�
� � �

�
�

��
 �� �

�

�
� �� �

�

�
� � �� �

� � �

�
� 

�ي��ون �ن  ��وا�� أن  �  . ������ �دي���د �و�ب �

���� � � � � �
�

��
�� �

�

� � �
� �

�

��
 �� �

�

� � �
� �� �

�

� � �
� � �

�
�

��
 �� �

�

� � �
� �� �

�

� � �
� � �� �

� � �

� � �
�

�
�

�� � ���
 �� �

�

� � �
� �� �

�

� � �
� � �� �

�

�� � ��
� 

�وا���ذ� ي����ون ���ن  � �������د �و���ب. ���ذا ي����� أن  � � ، أ� أن ا���������� ������  ��

 ��د أن ����ن ��� ���ي�، �ن  �زايدي�. ����

�� � � �
�

��
�

�

��
� � �

�

��
                                               

� � �
�

�
�

�

��
� � �

�

��
� � � �� �

�

��
� � � 

���ر�ي��  ����. و��������، ����������� ���دودة ��ن أ���� �����دد  ����، أ� أن ا�������� ���� 

 وأن

���
���

�� � ��� ��� �
�

�
�

�

� � � �� � 

 �ذه ا����ي� �طري�� أ��� ����دم �ي�� أوي�ر ���داد ا���ي�ي� �يث �ي��د

�� � �� �
�

�
�

�

� ��� �� �� �� �
�

�
�� 

 و�ذ�ك ��ن

���
���

�� � ��� � ���
���

� �� �� �
�

�
�� � � � �� 

 �يث �������رب ا��������  ادرس (:2م��ل )

�� � ��    ����  � �� �
�

� � �
� � � � 
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���� ا�حل:  � ��ن  �
�

���
� ����. و������� � �  ، أ� أن ا�������� �زايدي�.����  ��

 �ن ��� ���ي�، �دي��

�� � ��   �� � � �
�

�
�   �� � � �

�

�
�

�

�
 

 �و�� ��م ��ن

�� � � �
�

�
�

�

�
� � �

�

�
                                                                               

� � �
�

�
� �

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� � � � �� �

�

��
�           

� � �
�

�
� �

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� � � � �

�

��
� � �

�

��
�

� � �
�

�
                                                                                                   

��و�يث إن ا���دار  �
�

�
غير ��دودة و�ن ��م ���� �ي��ت  ����غير ��دود ��ن ا��������  �

 ���ر�ي�.

 �يث ����ادرس ���رب ا�������� (: 3م��ل )

�� � ��   ���� �
�

�
{� �� � �}�   � � � 

�وا�� أن  ا�حل: � �� �
�

�
�  . ا�ن ���ت أن��

 (1 )�� � �. �يث إن ا�����ي�� ��ي�� ��د�� ����  � �  ، ��رض ����� ��د���

 � � ��، أ� � � �. �����د�� � � � � ���������د أن  � �
�

�
{� �� � �} �

�

�
� � ،

�أ� أن ا�����ي�� ��ي�� ��د��  � � � �وذ�ك �ن �رض ����� ��د��  � � . �ذا ي��� �

 أن ا�������� ��دودة.

��( ����رة ���ي����، ��������دام ا�������راء ا�ري������ �����ن �)  � ، أ� أن �������  ����

 ا�������� �زايدي� )�طردة(.

���ر�ي�� و��ي�ن إ��� ا���دد ا���ي���  ����و�������، ���ب �ظري� ا����رب ا��طرد ��ن ا��������� 

 ث إن. و�ي�

���
���

�� � ���
���

���� � ���
���

�

�
{��� � �} �

�

�
�� ���

���
�� � ��
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���ن  �
�

�
{�� � �. و���� {� �

�

�
. 

���يث  �����ين ���رب ا�������� (: 4م��ل ) � ����و � � �� ��  ���� � �. 

 ������راء ا�ري��� ي��ن ا���ت أنا�حل: 

�� � ���� � �  �  � � �� 

. ��زايدي�� و���دودة. و�������� ������ ���ر�ي��، و��ي�ن إ��� ا���دد ا���ي���  ����أ� أن ا�������� 

 و�يث إن

���
���

�� � � � ���
���

���� � � 

�������� ���ذ ا����ي� �طر�� ا�����وي�  � �� ��  ��� ����� � �. و���� ��√ � �. 

 �يث  ���� ا��داد ا���ي�ي� �ين ���رب �������(: 5م��ل )

�� � ��   ���� �
�

�
��� �

�

��
� � � � ��   � � �� 

��وا�� أن ا��داد ا���ي�ي� ���ق ا����د��� ا��ر�ي�ي�� ا�حل: 
� � ������� � � � . ��ذ�ك �

���� �(، و��ن ��م ا���ي�ز �د�� ���� ��� ��ي��� )��� ��ذه ا����
� � غي�ر ����ب. و��������  ��

����
� � �  ���� � ��، أ� �

� � �  ���� � �������� ��دودة �ن أ���� . �ذا ي��ت أن ا�

�����دد  � �. 

 �ن ��� ���ي�، ��ن

�� � ���� � �� �
�

�
��� �

�

��
� �

��
� � �

���
� � 

 . �ذا ا��دد ي��ق ا����د������ت أن ا�������� �����ي�. و������� ��ن ا�������� ���ر�ي� و�ي�ن إ�� 

� �
�

�
�� �

�

�
� 

�و���� ��د أن  � √�. 

 SUBSEQUENCES ا�جزئ�� ا�م������ت

��ن ا��������  �������� �زايدي� ���ي� ��  ����، و���ت �������� ��  ����إذا ���ت ��ر�ف: 

����
 .�������� ������� �ز�ي� �ن ا��������  �

��������� �زايدي� ���ي�  �������د ��ن م�حظ�:  � �� � �� � �. 
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��إذا ���ت  أم���: �
�

�
 ������ن ا��������ت ا����ي� �ز�ي� �ن  

� � �
�

��
� � � � �

�

�� � �
� � � � �

�

��
� 

 �����ي��� ا�������� ا����ي� �ي�ت �ز�ي� �ن 

� � �
�

�
� ��

�

�
� ��

�

�
� � ��  

 ������� ��يث  ����وإذا ���ت 

�� � �� �� � �� �� �
�

�
����� � ������ � � � 

 :������ن ا�������� ا����ي� �ز�ي� �ن 

�� � �� �� �
�

�
� � � ����� � � �

�

�
�

�

��
� � �

�

�����
� 

����ن  �������� �زايدي� ���ي� ��  ����إذا ���ت �م��د��:  � �  ���� � �. 

���������دام ا������راء ا�ري����� ����ن ا��ره���ن:  � �� ���دد ط�ي����. ����رض أ���� ����دد ����  �

� � ��أن  � � ���� . ��ن� �  و������� ��

���� � �� � � � � � � 

 ا��ر��ن.و�ذا ي��� 

������ن �� ������� �ز�ي�  �إذا ���ت ������� ����رب إ�� �دد ��ي�� �ظر��: 
�����رب إ���  �

�. 

�، ������ ����� ���������� �����رب إ����  ���������ن ا��ره���ن:  �  �ي�ط��� يو���د ���دد ط�ي����  �

 ��يث

��� � �� � �    �  � � ��                            ���  

� ��ن ا������ ��ن إذا���ب ا����يدي�  � ����د أن  � � � �  ، و�ن �م ي�ون�

����
� �� � � 

����و�ذا ي��ت أن ا�������� ا��ز�ي� 
 .�����رب إ��  �

�( إذا ��ن 1)أم���:  � � � ����������ت أن  � �� � �. 
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�����ن ا���ط���� وا����� أن  ا�ح���ل: � �� � �  ������� � ����������  ����، ����ذا ي������ أن �

����دودة. و�ي�ث إن  � ����  ����� � �و  � � � � �������� ������ي�.  �������ن  �

 ��د أن �����. ��ن ��������� ا��ز�ي� �������� ���ر�ي�، �ي�ن إ��  ����و�������، ��ن 

���
���

��� � ���
���

�� � ��   ���
���

��� � � ���
���

���
�

� �� 

��و�ذ�ك، ��ن  � ���، أو � � �� � �و�ذا ي��� أن  � � � (� �  �ر�وض؟(. �

������( ا��ت أن �) �
�

� � �إذا ��ن  � � �. 

�إذا ���ن ا�حل:  � ������ي��� ������� و� �����ل إ��� �ر���ن. ����  � � ��وا��� ان  �
�

�� 

. ���ن �. ���ذ�ك ����� ���ر�ي���، و���ي�ن إ���� ا����دد ���������� �������ي� و����دودة ���ن أ����� ������دد 

 ا��ظري� ا������ ��ن

���
���

�
�

�� � ���
���

�
�
� � ��   ���

���
�

�
�� � � ���

���
�

�
� � √� 

����ق ا����د��  �و������� ��ن  � �، أ� أن �√ � � (� �  �ر�وض؟(.  �

Divergence)��ي�ر ا�����د �ظر��:  Criteria) 

 ������� ����ق ��� ا�دى ا����ي�ين ا����ي�ين ����� ������� ����دي�. ����إذا ���ت 

������و�د �������ين �ز�ي�ين   (1) ����������ر��ن و��ن  ���� �� � ������ ��.

 غير ��دودة. ����ا��������   (�)

�( ا�������� 1)أم���:  �  ����دي�. �������

��ا�������� ا��ز�ي�  � �������� � ������� �  ، و��ن ا�������� ا��ز�ي������رب إ��  �

 ��� � ���������� � ���� ��� � ب ا��ظري����� ا���������� . و�����������������رب إ������  �

 ������� ����دي�. ������ج أن 

�( ا�������� �) � ���
�

�
� ��

�

�
� �  ����دي�.  �

������������ ا��ز�ي�  � ����� � �
�

��
 . ��ن ا�������� ا��ز�ي������رب إ��  �

  ��� � ������� � ������� � ������� غير ��دودة و�ن  �. �ذا ي��� أن �ي�ت ��دودة �

 �م ����دي�.
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�( ا�������� 3) � ���� �������دي�. �� �ذا ا����� ����ل إ�� �ذ�ر �واص دا�� ��   . 

��يث إن ���  � �

��� �
�

�
� ���� � ��� � ��� �

��

�
� ���� � ��� �

�

�
� 

��� � �
�

�
  �� � �� � �

�

�
� ���� � ���

��

�
� ���� � ����

�و  ��و�يث إن طو� ا���رة 
��

�
�

�

�
�

��

�
� �ددان ط�ي�ي�ن، �ي�ن  ����يو�د �� ا���رة  �

�������ظ أن  ا���ددين. أ�د �� � �������� �زايدي�� ���ي��. و�������� ���ن  ����، أ� ان ��

 ا��������

�� � ���� ����   ��� �� � �
�

�
� ��  � � � �� �� � �

���� . �ن ��� ���ي�، ���� ��ز�ي� �ن ا��������  � �

��� �
��

�
� ���� � ��� � ��� �

���

�
� ���� � ��� � �

�

�
� 

��� � � �
�

�
  �� � �� � �

��

�
� ���� � ���

���

�
� ���� � ����

�و  ��و�يث إن طو� ا���رة 
���

�
�

��

�
�

��

�
� ��ددان ط�ي�ي��ن،  �����يو�د ��� ا����رة  �

���������ظ أن  ا����ددين. أ����د �����ي�ن  � ��������� �زايدي���� ���ي����.  ����، أ� ان ��

 و������� ��ن ا��������

��� � ���� ����   ��� �� � ���� �
�

�
�  � � � �� �� � �

.��ز�ي� �ن ا�������� 

��� ا��� وا�دة �ن ���ين ا��������ين ��� ��ي� ����ر�� ��رل  �ا�ن، ���� �� �دد ��ي�� 

ا���رة 

�� � �� �
�

�
� � � ��

�. و�ي�ث إن �� ي��ون ��ط�� ���ي�� ���������� ���ذا ي���ت أن ا���دد  � ��دد ا��ي��ر� ���ن  �

 ��ون ����دي�. �ا�������� 

��إذا ��ن  ����( ��������� Peakأ�� ��� )ذروة  ��ي��� ���دد ا���ي�� ��ر�ف:  � �� ���
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 � � �. 

Bolzano-Weierstrass ��ر��راس –�ظر�� ��زا�و )�ظر��:  Theorem) 

 ��� ������� ��دودة ������� �ز�ي� ���ر�ي�

��. ��ذا ���ت �������� ��دودة ��  �������ن  ا��ره�ن: � �  ���� � ����ن  � � � .

 ������� غير ����� �يو�د ���������� �دد �ن ا���م، وي�ون �دي�� إ�دى ا�����ين. ����وإذا ���ت 

���إذا ����ن ����������� ���دد �������� ���ن ا�����م، و�����ن  (1)
� ���

� ������� ����ون  �

����������� �ز�ي� 
�طردة و��دودة و�ن �م ���ر�ي�، و�ذا ي��ت ا��ط�وب. �

��� ، و���نإذا ��ن ��������� �دد ����� �ن ا���م (�)
� ���

� � � ���
 .

��������ذا ������ن  � �� � ���، ������ن �
و����������� يو�����د  ���������يس ������� �������������  

���
� ���

���يث   � ���، و�ن �م يو��د  ��
� ���

��و   � ����ون  . و���ذا��

����
�������� �زايدي��  ����، �يث ����������� �زايدي� �ز�ي� �ن ا�������� ا���  �

����. ا�������� ا��ز�ي� ����ي� �� 
�طردة و��دودة، و�ذا، ��� ���ر�ي�. و�ذا ي���  �

 ا����ت.

LIMIT ا�د��� وا������ت ا����� ا������ت SUPERIOR AND LIMIT INFERIOR 

�يرش���راس �و���د -ا���������� ا�����دودة �ي���ت ������رورة ���ر�ي���، و����ن �����ب �ظري��� ��زا���و

����������� )أو ر��� �������ت( �ز�ي� ���� ���ر�ي�. وي��� ����ي� ������� �ز�ي� 
�ن �������  �

subsequentialأ��� ���ي� ����� �ز��� )������دودة limit ���������� )���� ذا ����ت��� .� 

���و�� ���دودة. ���و�� ���ي�ت �� ا��������ت ا��ز�ي� ا����ر�ي� �ن ������� ��دودة، ��ن �

��، �ي������ث �������������� ���������������  � ����� �
�

�
  ���������� � ، �ي������ث �������������ن  �

��� � � � �����، �ي����ث �������. �ي������� �، ����������� �ز�ي����� ��������رب إ������ ��� �

�

����
� �و��������، ���ن  .��، ������� �ز�ي� ����ر�� إ�� � � . ����� خ��ر، �ي�ث {����}

���ون ��������  �����إن ���و�� ا��داد ا�����ي� ������ ����ر�يم ���ن ا���داد ا�����ي� ��� ا����رة 

��و ���ي��  �������� ا����رة  �. و�ن ���ي� ا������ ���داد ا�����ي� ���ن ��� ��دد ��ي��� ����

�� ��ن، و����������ا�������� �������� �ز�ي� �ن � �����. 

 ������� ��دودة، و��ن �������������ت ا���دودة ي��ن ر�د ا����ظ� ا����ي�. إذا ���ت 
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�� � ���{��� � � �}�   �� � ���{��� � � �} �   � � ������ �

���������� إ����� ا������رة   ������������ن ��ي���� �������ر ���������� ا����ذي�  � ���� ���  ������

� � ������ �����شش�، أ� أن  ��، ا���رات � � ����  ���� � ������ ، و������� �

�������ن ا��������ت   �طردة و��دودة، و�ن �م ��� ���ر�ي�.����

��������� ����� ����ق ي����ن ر���د ا����ظ��� ا����ي��� ���ن ����وك ���ي���ت ا����������ت ا��ز�ي��� ���ن 

�����دد ��ي���� ��ي��ث  ���������� ����دودة. إذا ����ن  � ���دد ������� ���ن ���يم ����� ا�����ر � �

� � . ����ف ذ���ك، �������رب إ���� ���دد أ����ر ���ن  ����، ������ � �و���د ��������� �ز�ي��� ���ن �

��دد ��ي��� ��ي�ث  �����رة أ�رى، إذا ��ن  .�أ��ر �ن  ���يو�د �دد ������ �ن ا�����ر 

�� � �  ���� � ��� �ز�ي�� ��يث ي�ون ���ي� ����� �، ���� � يو�د �دد ��ي�� أ��ر �ن �

 . �ذه ا����ظ� �ؤد� إ�� ا���ريف ا����� ����ي� أ��ر �د ��و�.�����ن 

 ������� ��دودة ��ن ����إذا ���ت ��ر�ف: 

���
���

��� �� � ���
���

���
���

�� 

���������� ا����ي� ا���ي� )أو ���ي� أ��ر �د ��و�( وير�ز ��� ���ر�ز  ��. 

 �يو�د �دد �����  ���يث ���  ��ذه ا����ي� ���� أ��ر �د ���� ����و�� ا��داد م�حظ�: 

����ي��ث  � �  ������ � ان ������رب  ����و���� أ����ر ���ي��� ي����ن ���������� �ز�ي��� ���ن  .�

 إ�ي��.

 ������� ��دودة ��ن ����إذا ���ت ��ر�ف: 

���
���

��� �� � ���
���

���
���

�� 

�������ي� )أو ���ي� أ��ر �د ��و�( وير�ز ��� ���ر�ز ���� ا����ي� ا�� ��.  

يو�د �دد �����  ���يث ���  �� ����و�� ا��داد ��و�د  أ��ر�ذه ا����ي� ���� م�حظ�: 

����يث  � � �  ���� � ان ����رب  ����و�� أ��ر ���ي� ي��ن �������� �ز�ي� �ن  .�

إ�ي��.

������( او������د 1): أم�������� ��� �� � ������ ��� ��إذا �������ن  �� � ��� �
��

�
�  ��������

� � �.  

 وا�� أن ����ر ا�������� �� ا�حل:

√�

�
�
√�

�
� �� �

√�

�
� �

√�

�
� ��

√�

�
�
√�

�
� �� �

√�

�
� �

√�

�
� �� �
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 و������� ��ن

���
���

��� ��

� ���
���

��� �
√�

�
�
√�

�
� �� �

√�

�
� �

√�

�
� ��

√�

�
�
√�

�
� �� �

√�

�
� �

√�

�
� �� � �

�
√�

�

 وأن

���
���

��� ��

� ���
���

��� �
√�

�
�
√�

�
� �� �

√�

�
� �

√�

�
� ��

√�

�
�
√�

�
� �� �

√�

�
� �

√�

�
� �� � �

� �
√�

�

������او�د ( �) ��� �� � ������ ��� �، ��� إذا ��ن �� � �

�� � �
�

�
����      � �� ���

 
��              � �� ����

 �رف ا�حل:

�� � ���{��� � � �}�   �� � ���{���    � � �}

 ��ن

���
���

��� �� � ���
���

�� �   ���
���

��� �� � ���
���

�� 

���ا��دو� ا����� يو�� �يم  ������������ ا�ذي�  ��
���يم  � � ������ �

� � � � � � � � � � 

�  
�

�
� �

�
� �

�
� �

�
� �

�
� �

�
� �

�
� 

�� � 

� � � � � � � � �� � 

 و�ن ذ�ك ��د أن 
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�� � �� �� � �
�

�
����      � �� ���

 

�
�

����     � �� ����

 

 و��ذا، ��ن 

���
���

��� �� � ���
���

�� � ��   ���
���

��� �� � ���
���

�� � ��

�مر�ن:

�����إذا �����������ت  ������، ��ي��������ث ���������������ين ����������دود�ين ����������  ���� ��� �� �

������ ��� �� � � � �

������ ����ت ان ������ � ��� � ������ ��� �� � ������ ��� ��. 

 ����ا��������ت ا��ز�ي� �ن �������� �� ���و�� ���ي�ت  ��ن ��� ���ي�، إذا ���ت م�حظ�: 

 ��ن

���
���

��� �� � ��� ��   ���
���

��� �� � ��� � 

������( او������د 1: )أم�������� ��� �� � ������ ��� ��إذا �������ن  �� � �
����

��

�
�

  ��������

� � �. 

 وا�� أن ا�حل:

���� � �����
�
�� ���� �� �

����
��
�

�
� ���� ��� �

����
��
�

�
� � �

� ��� ��
�

�
� �� �� ��

�

�
� �� �� � �             

 ���ر�ي� و�� ��������ت �ز�ي��ن ا����ظ أن �و�د ��ط ��ث ���ي�ت 

���
���

����� � ���
���

�

�� � �
� ��      ���

���
��� � ���

���
� � ��

���
���

����� � ���
���

��� � �� � �� 

����  �����ت ا��ز�ي� ��ن �������� و������� ��ن ���و�� ���ي�ت �� ا������� � {�� �� �} .

������و�ن �م ��ن  ��� �� � ��      ������ ��� �� � �. 

������( او�د �) ��� �� � ������ ���  إذا ��ن ��
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�� �

�
�

�
�

� � �
�       � �� ���

 
�

� � �
�       � �� ����

 

 ����دة ����� ا�������� ��� ا��ورة ا�حل:

{��� ��� ��� � } � �
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
� � �

 ���  �دي�� ا����ي�ين ����و� ��� ���ي�ت ��������ت �زي�

� � ���
���

����� � ���
���

�� � �

��
�   � � ���

���
��� � ���

���

�

�� � �
� 

������و������� ��ن  ��� �� � ��      ������ ��� �� � �. 

������ إذا و��ط إذا���ر�ي�  ��ون ���� ا���������ظر��:  ��� �� � ������ ��� ��. 

��ا�������� م��ل:  �
������

���
 ����دي� �يث 

���
���

��� �� � � � ���
���

��� �� � ���

CAUCHY كو�� م������ت SEQUENCES 

�ا���� �������� �وش�� إذا ���� ����ي��� �������� ��ر�ف:  �  ���ط�� يو��د ��دد ط�ي���  �

����يث ���  � � ���ي�ون  � � ��� � �.  

�������، ا���������� 
�

�
��وش��ي� ����� �����  � � ��ي��ث  �يو���د ���دد ط�ي����  �

�

�
�

�

�
)�����ب  

�����ي� ارش�يدس(. و������� ���  � � ��ن  �
�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
 . و�ن �م ي�ون

�
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �� 

��ي�ت �وشي�، ��ذا ا�طي�� ا��دد  �������و��ن ا��������  � ��� �� ����� �  ��د �

������ � �������� � � � ��

 �� ������� ���ر�ي� �� ������� �وش�.�ظر��: 

��������� ���ر�ي�، و�ي�ن  �������ن  ا��ره�ن: � � ��� ���� ،� � �يو�د �دد ط�ي��  �

 ��يث
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��� � �� �
�

�
�    ��� � �� �

�

�
   �  �� � �  ��

��و������� ���  � �  ��ن �

��� � ��� � ���� � �� � ��� � ��� � ��� � �� � ��� � �� � �

 و�ذا ي��ت ا��ط�وب.

 ������� �وش� �� ������� ��دودة.�م��د��: 

�������� �وشي�، ���� ���  ����إذا ���ت ا��ره�ن:  �  ��يث�يو�د �دد ط�ي�� �

��� � ��� � �  �  �� � �  � 

��و�������، ���دد  �  ��يث  �يو�د ا��دد ا�ط�ي��  �

��� � ��� � �  �  � �  �

 و����

�� � � � �� � �� � �   �  � � �

 ا�ن �ي�ن

� � ���{����� ����� � � ������� ���� � �}

 ��ن

���� � �   �  �

 �� ������� �وشي�. �����ذا ي��ت أن ا�������� ا��وشي� 

 �� ���ر�ي�. ��� ������� �وشي� �� �ظر��: 

������� ��دودة، و�ن �م ��� ��ط� �را�م  ������ن  �������� �وشي� ��  �������ن ا��ره�ن: 

 . �يرش�راس ��� ���و�� ����ر ا��������( -ا�و ز)��ط�يق �ظري� �� �

�و���ء ��� ذ�ك، ���� ���  � ���يو�د ا��ددان ا�ط�ي�ي�ن  �  ��يث ��

��� � ��� �
�

�
    �  �� � � ��                                           ��� 

��� � �� �
�

�
    �   � � ��                                                   ��� 

�ا�ن، �ي�ن  � ���{��� ��}  ��� ����� � ��وا��دد  � �  ��د أن �

��� � �� � ��� � ���
� � ����

� �� �
�

�
�

�

�
� � 

 و�ذا ي��ت ا��ط�وب.
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 ادرس ���رب ا�������� ا����ي�، �م او�د ���ي��� )إن و�دت(: (1) م��ل

�� � ��    �� � ��    �� �
�

�
����� � ����� �    � � �� 

��وا�� أن ا�حل:  � ��� �� �  أ� أن ا�������� ا���ط�ة �ي�ت �طردة. �ن ��� ���ي� ��

��� � ����� � ��� �
�

�
��� � ������ �

�

�
��� � �����                        

                   �
�

��
����� � ����� � � �

�

����
��� � ��� �

�

����
 

�و���� ���� ���  �  ��د أن �

��� � ��� � ��� � ���� � ���� � ���� � ���� � � � ���� � ���    

           � ��� � ����� � ����� � ����� � � � ����� � ���    

                       �
�

����
�

�

����
� � �

�

����

�
�

����
�� �

�

�
� � �

�

������
�

�
�

����
�� �

�

����
� �

�

����
                                    

�و������� إذا ا�طي��  � ���يث ���  ���د ا��دد ا�ط�ي��  � � ��ن  �
�

����
� . و��ن ��م �

 ��� ������ � � �����د أن  � � ��� � �وش�ي�، و��ن  ����ي���ت أن ا��������� ، و�ذا �

، ����ي�� ��������� �ا�ن، ����� ���� إي���د ا���دد  .��م ��� ���ر�ي�، و�ي�ن إ�� ا���دد ا���ي��� 

 �دي��.�ز�ي�

�� � ��   �� � ��   �� � � �
�

�
�   �� � � �

�

�
�

�

��
�   ��   �� � � �

�

�
�

�

��

��� � � �
�

�
�

�

��
� � �

�

���
�   ����� � � �

�

�
�

�

��
� � �

�

�����

 ��ن ���������������� ا��ز�ي� 

����� � � �
�

�
�� �

�

�
�

�

��
� � �

�

����
� � � �

�

�
�� �

�

��
�

 ��نو�ن �م 

� � ���
���

����� � ���
���

�� �
�

�
�� �

�

��
�� � � �

�

�
�

�

�
�
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 ادرس ���رب ا�������� ا����ي�(: 2م��ل )

�� � ��   �� � � �
�

��
�   �� � � �

�

��
�

�

��
� � �

�����

��
�    � � ��

��وا�� أن  ا�حل: � �� �� �
�

�
� �� �

�

�
 . و�ذا ي�ين أن ا�������� �ي�ت �طردة.

 ��� �  �ددان ط�ي�ي�ن ��ن �

�� � �� �
�����

�� � ���
� � �

�������

��
�

��� � ��� �
�

�� � ���
� � �

�

��
�

����و�يث إن  � �� ���� �  )ا��ت ذ�ك ������راء ا�ري���(، ��ن�

��� � ��� �
�

��
�

�

����
� � �

�

����
�

�

����

          �
�

��
�� �

�

�
� � �

�

������
�

        �
�

����
�� �

�

����
� �

�

����

 .�ا����دد  إ����ي�ن ������������ �وش��ي�، و��������� ����� ���ر�ي���، و �������ذا ي����ت أن ا���������� 

 �����دام ���وك ا�دا�� ا��ي� ���ظ أن

���
���

�� � ���
���

�
�

��
�

�

��
� � �

�������

��
�

                                    � ���
���

�
�������

��

�

���

� �
�������

��

�

���

� � �
�

�
 �  
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 ا����ث ا��صل

REAL ا�حق�ق�� ا�م�����ت SERIES

����� ����������  ����ا���و����دة �������������  �����������، �����ن ا�����������  ����إذا ������ت ��ر����ف: 

 �يث ����ا�����ي� ا��ز�ي� 

�� � ��� �� � �� � ��� � � �� � �� � �� � � � �� � � ��

�

���

� �

������، إذا ���ت  �
�

�
 ��ن 

�� � �� �� � � �
�

�
� � � �� � � �

�

�
�

�

�
� � � ��� � �

�

�

�

���

� �

�و������� ��ن ا�������� ا���و�دة ���������� 
�

�
�  ��∑

�

�
�
∑)أو ������ر ���ب  ���

�

�
.) 

������، و����ت ����������� ا�����ي� ا��ز�ي�� ���������  ����إذا ���ت ��ر�ف:  �� � � 

∑ا���������  إني���  ��
�
∑، و����ب ����ر�ي�� إ���  ��� ��

�
��� � . ���ف ذ��ك، إذا ����ت �

∑����دي� �ي��� إن ا��������  ����ا��������  ��
�
 ����دي�. ���

∑ي��� ا��د ا���م )أو ا��و��( ���������  ��ا��دد ( 1م�حظ�: ) ��
�
���. 

∑ي��� ا����وع ا��ز�� ا��و�� ��������� ��( ا��دد �) ��
�
���. 

∑)إن و�د( ي��� ���وع ا��������  �( ا��دد 3) ��
�
���. 

�إذا ��ن ( 1)أم���:  � ∑��درس ���رب ا��������  � ���
��� .

 ا����وع ا��ز�� ا��و�� ��ذه ا�������� �وا�حل: 

�� � � � � � �� � � � �� � �

� � ��            � � �
 

� � ����

� � �
�     � � �

 و�يث إن
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���
���

�� � �� � �� ���
���

�� � �
��     ��� � �
��    ��� � �

 ��ن 

���
���

�� � �

�

� � �
�     ��� � �

 
��            ��� � �

∑و������� ��ن  ���
������ر�ي� إذا ��ن  ��� � ، و��د�ذ ي�ون ���و��� �و�

���
���

������ � �� � ���
���

� � ����

� � �
�

�

� � �
  

 أ� أن

� ��

�

���

�
�

� � �
�    ��� � ��

�و��ون ا�������� ����دي� إذا ��ن  �  ���ذل أ�رى ��������� ا���د�ي�  .���

�

� � �
�

�

�

�

� �
�
�

� �
��

����

�

���

�   ��� � ��

�

� � ��
�

�

�

�

� �
��
�

�
�

�
� �

�

�
�

�

��

�

���

�    ��� �
�

�
�

�

� � ��
�

�

�

�

� �
��
�

�
�

�
� �

�

�
�

�

��

�

���

�   ��� �
�

�
�

∑�ين أن ا�������� ( �) ����� 
 ����دي�. ���

 ا����وع ا��ز�� ا��و�� ��������� �وا�حل: 

�� � ������

�

���

� �
��   � �� ���

��    �  �� ����

∑، و�ن �م ا�������� ����و������� ��ن ا��������  ����� 
 ��ون ����دي�. ���

∑( ا��ت أن 3)
�

������
�
��� � �. 

 ������ي� إ�� ��ور �ز�ي� ��نا�حل: 
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�

��� � ��
�

�

�
�

�

� � �
� � � �

 ��ن ا����وع ا��ز�� ا��و�� �و

�� � �
�

��� � ��

�

���

� �
�

�

�

���

� �
�

� � �

�

���

� � �
�

� � �
� �

∑�ذا ي��ت أن ا�������� 
�

������
�
����و��� وأن  ��� � �. 

∑إذا ���ت  �ظر��: ��
 
������������� ���ر�ي� ��ن  ��� �� � �. 

∑إذا ���ت ا��ره�ن:  ��
 
���������ر�ي� ��ن  ���  �و�ودة. و�������، ��ن ��

���
���

�� � ���
���

�� � ���
���

���� � �� 

������ا��ظري�� ����ون ��ي�دة ����� ا����و ا������. إذا ����ن م�حظ��:  �� � ���ن ا����������  �

∑ ��
 
�������ي�، أ� أن ������ون ����دي������. �������ذر أن �������س ا��ظري������ ������يس ���������رورة  ���

������ �� � ∑� ���� أن ا��������  � ��
 
���������ر�ي�، ����  ���

�

�
� �� �ين  �

∑أن ا�������� 
�

�
�
�و ا�����وع ا��ز��� ا���و�� ���ذه ا���������  ��إذا ��ن �ي�ت ���ر�ي�.  ���

 ��ن

��� � � �
�

�
�

�

�
� � �

�

��
                                                        

� � �
�

�
� �

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� � � �

�

��

� � �
�

�
�

�

�
� � �

�

�
� � �

�

�
� �                        

���ون ����دي��.  ����، و�ن �م ������� ا�����ي� ا��ز�ي� ������ذا ي��� ان ا�������� ا��ز�ي� 

∑و������� ��ن ا�������� 
�

�
�
 ����دي�. ���

Cauchy)��ي�ر �وش� ����رب ا�������ت �ظر��:  Criterion for convergent Series) 

∑ا�������� ا������ي�  ��
 
���ون ���ر�ي� إذا و���ط إذا ���ن ����  ��� � يو��د ��دد ط�ي���  �

 ��يث  ����

��� � ��� � ����� � ���� � � � ��� � �    �  � � � � �����
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�إذا ����ن �ظر����:  � ∑����ن ا����������  �� ��
 
 �����ون ���ر�ي��� إذا و����ط إذا �����ت �������� ���

 ��دودة.����ا�����ي� ا��ز�ي� 

∑إذا ���ت او�ً:  ا��ره�ن: ��
 
 ��ون ���ر�ي� و�ن �م ��دودة. �������ر�ي� ��ن ا��������  ���

��ي��ث إن �������ً:  � ����دودة �������  ����، ����ذا �����ت �زايدي�������ون  ��������ن ا����������  ��

∑��ون ���ر�ي� و�ن �م ��ون  ��
 
 ���ر�ي�. ���

∑ادرس ���رب ا��������  م��ل:
�

��
 
���  ���� � �. 

 �����ر ا����ت ا����ي�.ا�حل: 

�( إذا ���ت 1) �  ��ن �

���
���

�

��
� �

�� � � �
��      � � �

 

∑و������� ���������� 
�

��
 
���ون ����دي� ���  ��� � �. 

�( إذا ���ت �) � � �  ��ن  �

� � � ��    �� � � �
�

��
�

�

�
 

∑و�يث إن ا�������� 
�

�
 
∑����دي� ��ن  ���

�

��
 
�����دي� ���  ��� � � � � . 

�( إذا ���ت 3) �  ��ن ا�������� ��ون ����دي� )ا�ظر ا����ظ� ا��يرة(. �

�( إذا ���ت 4) � ���ن  � �
�

��
� � � �� � . و�������� ���ن �������� ا������ي� ا��ز�ي�� �

 ��ون �طردة �يث ����

���� � � �
�

��
�

�

��
� � �

�

��
�

�

�� � ���

� �� �
�

�� � ���
� �� �  � � �  

�إذا ���ت �ن ��� ���ي�،  � ����ن  � � ��  ���� � ���رف . � � �� �  ��د أن �

�� � ��    ���
� �� � ��

�� � ��    ���
� �� � � �

�

��
�

�

��
� � �

�

����
�
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�� � ��    ���
� �� � � � �

�

��
�

�

��
� � �

�

��
�

�

��
�

�

��
�

�

��
�

� � �
�

����
�

�

����
 

 ي��ن ������راء ا�ري��� ا���ت أن 

���
� � �

�

����
�

�

�������
�

�

�������
� � �

�

�����������
 � � � �� 

�ا����وع ا��ير �و ���وع �ز�� �������� ��د�ي� أ�����  �
�

����
. و�يث إن 

�

����
� � 

 ��ن �ذه ا�������� ����رب إ�� ا��دد

�

� �
�

����

�
����

���� � �
� � �

�

���� � �
� ��

��ذ�ك ��ن  � ���
� �. و�ن �م � � �� � � . 

� ���ر�ي���، و���ن ���م ����ن �ط��ردة و����دودة. و��������� ���� ����أن ا����������  أ�������و����ذا ������� 

∑ا�������� 
�

��
 
���ون ���ر�ي� ���  ��� �  . و�ذا ي��� ا���.�

SERIES ا�م�����ت �ق�رب اخ���رات CONVERGENCE TESTS 

COMPARISON ا�مق�ر�� اخ���ر TEST 

�����إذا �������ت �ظر������:  �، و������������ت ������  ���� � ���ي����ث  � � �� � ��  �������

� �  ��ن �

∑إذا ���ت ا��������  (1) ���ر�ي�. ��∑���ر�ي� ��ن  ��

����دي�. ��∑����دي� ��ن  ��∑إذا ���ت ا��������  (�)

∑( إذا ���ت ا�������� 1)ا��ره�ن:  ����ر�ي� ���� ���  �� � �يو�د  � �  ��يث�

� � ���� � � � �� � �   � � � � � � 

�و�يث إن  � �� � ��  ���� � �  ��� ����� � � � ���{��  ��ن {�

� � ���� � � � �� � ���� � � � �� � �   

 ���ر�ي�. ��∑و�ذا ي��ت أن ا�������� 

����ر�ي��� ������ �����  ��∑����دي���، و����رض ا�����س، أن  ��∑( إذا �����ت ا���������� �) � � 

�يو�د  �  ��يث�
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� � ���� � � � �� � ���� � � � �� � �  � � � � � �  

 ����دي�. ��∑����دي�. و������� ��ن  ��∑و�ذا ي���ض �ون ا�������� 

�����إذا �������ت �ظر������:  �، و������������ت ������  ���� � ���ي����ث  � � �� � ��  �������

� �  و���ت ا����ي� ا����ي� �و�ودة �

� � ���
���

��

��
 

 ��ن

�إذا ���ت  (1) � ���ر�ي�. ��∑����رب إذا و��ط إذا ���ت  ��∑��ن  �

�إذا ���ت  (�) � ���ر�ي�. ��∑����رب إذا ���ت  ��∑��ن  �

 ��رين.ا��ره�ن: 

 ادرس ���رب ا��������م��ل: 

�
�

�� � �

�

���

 

������  ا�ح��ل: � �����ن  � �
�

����
�

�

��
∑. و�ي��ث إن 

�

��
��������� ���ر�ي��� ����ن، ��������ر  

∑ا����ر��، ا�������� 
�

����
 ����رب. 

 ادرس ���رب ا��������م��ل: 

�
�

��

�

���

 

����  ا�حل: � ����ن � � ∑�ن . و������� ��ن ا�������� ���ر�ي�  ��
�

��
 ���ر�ي�. 

∑�ين أن ا�������� م��ل: 
�

������
 ���ر�ي�. 

���� ا�حل:  � ���ن  � �
�

������
�

�

��
∑)؟(. و�ذا ي��ت أن ا��������� ���ر�ي�� �ن  

�

��
 

 ���ر�ي�.

���رف �طر�ق� أخرى:  �
�

������
��و   �

�

��
  ���� � � . 

���د أن  � ��  ���� � ��، �ن � � � � � � �� � ��� � � �  . و�ذ�ك�

 � �  . و�يث إن ��
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���
���

��

��
� ���

���

��

�� � � � �
� � � �

∑��ن  ∑���ر�ي� �ن  ��  ���ر�ي�. ��

∑�ين أن ا��������  م��ل:
�

√���
 ����دي�  

���رف ا�حل:  �
�

√��� 
� �� �

�

√�
  ���� � �. ��ن � � ���  وأن ��

���
���

��

��
� ���

���
�

�

� � �
 � � � � 

∑و�يث إن 
�

√�
∑����دي� )؟( ��ن  

�

√���
 ����دي�.  

∑إذا ����ت  ��ر��ف: ∑��������� ���ر�ي�� �ي���� إن ا����������  ���� ���ر�ي�� ����رب �ط���ق.  ��

∑، إذا �����ت ����ف ذ���ك ∑���ر�ي���، و����ن  �� ∑����دي��� ��د���ذ ����و� إن  ���� ���ر�ي���  ��

 .���رب �شروط

∑ا�������� م��ل: 
�����

∑���ر�ي� ���رب �ط�ق �ن  ����� �
�����

�� ���� � ∑
�

�����  �������

∑���ر�ي�. وا�������� 
�������

∑���ر�ي� ���رب �شروط �ن  ����
�

 ����دي�.  ����

∑ي��ن ا���ت أن 
�������

 ��� ي��. ا���ر ا�����ي� ا��ز�ي� ا����ي� ����

��� � �� �
�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � � � �

�

�� � �
�

�

��
��

����� � � � �
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� � � � �

�

��
�

�

�� � �
�� 

 وا�� أن �ذه ا�����ي� ��رف �������ت �طردة، و��دودة �ن

� � ��� � ��� �
�

�� � �
� ����� � �� 

، و��ن ��م ا��������� ����و�ذ�ك �� �������ت ���ر�ي� و�ذا ي��ت أن �������� ا������ي� ا��ز�ي�� 

∑
�������

 ��ون ���ر�ي�. ����

INTEGRAL ا��ك�مل اخ���ر TEST 

�������� �����ي�، و��ن  ����ذا ���ت إ�ظر��: � ��  ���� �  و��ن�
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� ������

�

�

� ��   ���� � ��

∑ ��ن ا��������  .���ر�ي� �����

∑ا��ت أن  م��ل:
�

 ������� ���ر�ي�. �����

�����رف ا�دا��  ا�حل: �
�

��
  ���� �  ��ن �

� ������

�

�

� �
�

��
��

�

�

� �
�

���
�

���

�

�
�

�
� �

�و�يث ا�������� 
�

 �����ي� و��ي� ����ر�� �و���، ��ن ا�������� ���ر�ي�.���

 ادرس ���رب ا�������� ا����ي� م��ل:

�
�

� ���� � ��

�

���

 

�������درس ���واص ا���������� ا��و���دة  :او�� ا�ح��ل:  � �
�

� �������
�. �ي��ث إن � � � � � 

 �������� � ����������ن  � � �� � ��، و�����ن �����م � � �  �������� � . و�ي����ث إن ا�دا������ �

 �زايدي� ��نا��وغ�ري��ي� 

���� �
�

�� � �� ���� � ��
�

�

� ���� � ��
� ��

 �����ي�.  ����أ� أن ا�������� 

�: ا�ن   ي��ن �ط�يق ا���ر ا������ �درا�� ���رب ا��������. �رف ا�دا�����ي�

���� �
�

� ���� � ��
 � � � ��

 ��ن

� ������

�

�

� �
�

� ���� � ��
��

�

�

� �
�

�� � �� ���� � ��
��

�

�

�

 
�� ���� � ��

 
�

���

�

� �



6�

 . أ� أن ا�������� ����دي�.�أن ا������، و�ن �م ا�������� غير ���ر�ي�ذا ي��� 

ROOT ا�جذر اخ���ر TEST

��������� ا��داد ��ي�ي�� غي�ر ������، أ� أن  ����إذا ���ت  �ظر��: � �� ����� � . وإذا �

 ���ت

���
���

���
� � �

�إذا ��ن  (1) � ∑��ن ا��������  � ��ون ���ر�ي�. �����

�إذا ��ن  (�) � ∑��ن ا��������  � ��ون ����دي�. �����

�إذا ��ن  (3) � ∑��ن ا��������  � �د ��ون ���ر�ي� ور��� � ��ون. �����

�( إذا ���ن 1)ا��ره�ن:  � ���ي�ث  ������ ي���ن ا��ي��ر ��دد ��ي���  � � � � . و��ن ��م �

����يث  �يو�د �دد ط�ي�� 

�

� � � ���� � ��، و���� � � ��  ����� � ������دام  .�

∑ا����ر ا����ر�� ���������� ا���د�ي�  ��
�، و�� ���ر�ي� �ن ��� � � � ، ��ن ا�������� �

∑ �����. 

�( إذا ����ن �) � ����ي��ث �����ن يو���د ���دد ط�ي����  �

�

� � �  ������ � . و��������� ����ن �

�� � ∑. و���ب ا����ر ا��د ا���م ��ن ا�������� �  ��ون ����دي�. �����

∑��������� ا�����دي�� ( �3)
�

����د أن  ���� � ��ي�ث �
�

� � �  ����� � و��ذ�ك يو��د ،�

���يث  ��دد ��ي�� �و�ب 
�

� � � � �، و��ن ��م � � �� � ��� ����� � ��ط�ي�ق  .�

��ظري� ذات ا��دين، ���� ���  � �� � ��� �
������

�
، و���������

� � �
�
� � � � � � � � �

�

� � �
� � 

 و�ذ�ك ��ن

���
���

�
�

�
�

�
�

� � � �
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� ي��ت أنو�ذا  � � �� �������∑
�

�����دي��. ������� ي���ن ا����ت أن ا� ���� � �  ����������

∑ا����ر�ي� 
�

�����  ���� � �.  

 �ين أن ا�������� ا����ي� ���ر�ي�م��ل: 

�
�

��� ���

�

���

���� ا�حل:  � ���ن  � � �� ��، و�ن �م � �
�

��� ���
�  . و�يث إن�

���
���

��

�
� � ���

���

�

�� �
� � � �

 ا�������� ���ر�ي�.��ن 

 �ين أن ا�������� ا����ي� ����دي�م��ل: 

� �� �
�

�
�

��

���

��دي��  ا�حل: � �� �
�

�
�

�
  ���� �  ، وأن�

���
���

��

�
� � ���

���
�� �

�

�
�

 

� � � �

 ��ن ا�������� ����دي�، ���ب ا����ر ا��د ا���م.

 ادرس ���رب �� �ن ا�������ت ا����ي��مر�ن: 

�
��

��

�

���

� � �
�

�
�

��

���

� � �
�

�
�

���

���

RATIO ا����� اخ���ر TESTS

 ������� ا�داد ��ي�ي� �و���، و���ت ����إذا ���ت  �ظر��:

���
���

����

��
� �

�إذا ��ن  (1) � ∑��ن ا��������  � .���ر�ي� �����

�إذا ��ن  (�) � ∑��ن ا��������  � .����دي� �����

�إذا ��ن  (3) � ∑��ن ا��������  � �د ��ون ���ر�ي� و�د ��ون ����دي�. �����
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��يث إن  (1)م�حظ�:  � ���ن  �� � � 

(� ��������� )∑
�

���ن  ����� � �  ����� � ����ن ا��������� ���ون ���ر�ي�� ����  � � � 

 و��ون ����دي� ��ف ذ�ك.

 �ين أن ا�������� ا����ي� ���ر�ي� م��ل:

�
�

���

�

���

 

��وا�� أن  ا�حل: �
�

���
� �  ���� �  ، وأن�

����

��
�

� � �

���
�

�

��
� �

 �ذ�ك، ���������� ���ر�ي�.

 �ين أن ا�������� ا����ي� ���ر�ي�م��ل: 

�
��

��

�

���

����  ا�حل: � ����ن � �
��

��
�  ، وان�

����

��
�

�

� � �
� � � �

 و������� ��ن ا�������� ا���ط�ة ���ر�ي�.

 ا��ت أن ا�������� ا����ي� ���ر�ي�م��ل: 

�
��

����� � ��� � ��

�

���

�رف  ا�حل:

�� �
��

����� � ��� � ��
 � � � �

 ��د أن

�� � ��   
����

��
�

� � �

�� � �
 �    � � �
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 و�������،

���
���

����

��
�

�

�
� �

 �ذ�ك، ���������� ���ر�ي�.

RAABE'S راب اخ���ر TEST 

 ������� �ن أ�داد ��ي�ي� �و���، و���ت ����إذا ���ت  �ظر��:

���
���

�� �� �
����

��
�� � � 

�إذا ��ن  (1) � ∑��ن ا��������  � ��ون ���ر�ي� )���رب �ط�ق(. �����

�إذا ��ن  (�) � ∑��ن ا��������  � ��ون ����دي�. �����

�إذا ��ن  (3) � ∑��ن ا��������  � �د ��ون ���ر�ي� أو ����دي�. �����

 ادرس ���رب ا�������� ا����ي�م��ل: 

�
����� � ����

����� � ��� � ��

�

���

 

 �رف حل:ا�

�� �
����� � ����

����� � ��� � ��
 �   � � � 

 ��د أن

����

��
�

����� � ������� � ��

����� � ��� � ����� � ��
�

����� � ��� � ��

����� � ����
�

�� � �

�� � �
� � 

 �ذا ي��� أن ا����ر ا����� ي�ش� �� �ذه ا�����. ��ط�ق ا����ر راب، �يث

� �� �
����

��
� � � �� �

�� � �

�� � �
� �

��

�� � �
�

�

�
� �

 ا�������� ���ر�ي�.و�ذ�ك 

 ادرس ���رب ا�������� ا����ي�م��ل: 

�
����� � ����

������� � ��� � ��

�

���
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 �رف ا�حل:

�� �
����� � ����

������� � ��� � ��
 �   � � � 

 ��د أن

����

��
�

����� � ������� � ��

������� � ��� � ����� � ��
�

������� � ��� � ��

����� � ����
�

�� � �

�� � �

� � 

 �ذه ا�����. ��ط�ق ا����ر راب، �يث�ذا ي��� أن ا����ر ا����� ي�ش� �� 

� �� �
����

��
� � � �� �

�� � �

�� � �
� �

�

�� � �
�

�

�
� �

 و�ذ�ك ا�������� ����دي�.

 ادرس ���رب �� �ن ا�������ت ا����ي��مر�ن: 

�� �
����� � ����

������� � ��� � ��

�

���

�         �� �
����� � ����

������� � ��� � ��

�

���

 � � � �  

 ����ي�ا�������� ا بادرس ���رم��ل: 

�
�

��� ���

�

���

�   � � � 

 �رف ا�حل:

�� �
�

��� ���
�   � � ��   � � � 

 ��د أن

����

��
� �

�� �

���� � ��
�

�

� � 

 �ذا �ط�ق ا����ر راب

� �� �
����

��
� � � �� � �

�� �

���� � ��
�

�

�                                                     

� �
�� �

���� � ��
�

�

� ��
���� � ��

�� �
�

�

� ��



��

              � �
�� �

���� � ��
�

�

� ��
�� � � �� �� �

�
��

�� �
�

�

� ��

� �
�� �

���� � ��
�

�

� ��� �
�

� �� �
�

�

� ��

                                 � �
�� �

���� � ��
�

�

� �
�

� �� �
� �

�

�� �
�

�� �

���� � ��
�

�

� �

� � 

 و�ذا ي�ين أن ا�������� ����دي�.

 ادرس ���رب ا�������� ا����ي� م��ل:

� ��

�

���

� � �
����� � ��� � ��

����� � ����
�

��

���

�   � � �

 وا�� أن ا�حل:

����

��
� �

�� � �

�� � �
�

�

� � 

 �ذا، ����دم ا����ر راب. ��ظ أن

�
�� � �

�� � �
�

�

� �� �
�

��� � ��
�

�

� � �
�

��� � ��
� �

 و������� ��ن

� �� �
����

��
� � � �� � �

�� � �

�� � �
�

�

� �
��

��� � ��
�

�

�

�����ذا �����ت  � �����ن ا���������� ����ون ���ر�ي���، وإذا �����ت  � � ����ن ا���������� ����ون  �

�����دي�، وإذا ���ت  �  .��ن ا�����ر ي�ش��

 ا�������� ا����ي�ادرس ���رب م��ل: 

� ��

�

���

� � �
����� � ��� � ��

����� � ����
�

��

���

 وا�� أن  ا�حل:
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����

��
� �

�� � �

�� � �
�

�

� � 

 �ذا، ����دم ا����ر راب. ��ظ أن

 و������� ��ن

� �� �
����

��
� � � �� � �

�� � �

�� � �
�

�

� � �
��� � ���

��� � ���
� �� � �

 و�ذ�ك ���������� ����دي�.

�BERTRAND’Sر�را�د اخ���ر TEST

 ������� �ن أ�داد ��ي�ي� �و���، و���ت ����إذا ���ت �ظر��: 

���
���

��� � �� �� �
����

��
� � ��� � � 

�إذا ��ن  (1) � ∑��ن ا��������  � ��ون ���ر�ي� )���رب �ط�ق(. �����

�إذا ��ن  (�) � ∑��ن ا��������  � ��ون ����دي�. �����

�إذا ��ن  (3) � ∑��ن ا��������  � �د ��ون ���ر�ي� أو ����دي�. �����

 ادرس ���رب ا�������� ا����ي� م��ل:

� ��

�

���

� � �
����� � ��� � ��

����� � ����
�

��

���

 وا�� أن ا�حل:

����

��
� �

�� � �

�� � �
�

�

� � 

 ا����ر راب. ��ظ أن ���و� �ط�يق�ذا، 

� �� �
����

��
� � � �� � �

�� � �

�� � �
�

�

� �
���� � ��

��� � ���
� �

 ��ط�يق ���دة �و�ي��� ���� ��� �ط�ق ا����ر �ر�را�د. ي�ش�.راب ��ن ا����ر �ذا، 

�� � �� �� �
����

��

� � �� � �� � �
���� � ��

��� � ���
� �� � �

�� � �

��� � ���
�� � � � � � 

 و������� ���������� ����دي�.
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 ا�را�ع ا��صل

LIMITS ا�حق�ق�� ا�دوال �����ت OF REAL-VALUED FUNCTIONS

�إذا ���ت  ��ر�ف: � ي����   ���ط� �را�م �����و��  ����و�� �ن ا�داد ��ي�ي� و���ت  �

�����و ���ي��� ��دا����  �أن ا����دد ا���ي����  � � �إذا ����� ��ط���  �����د ا���ط���  � � يو���د  �

� � ���يث إذا ���ت  � � �و  � � �� � �� � ���ن  � � ����� � �� � ��د��ذ  .�

���������ب  ���� � �. 

���و ���ي� ا�دا��  �ا��دد ا���ي��  إن، ��و� ����رة أخرى � � )��ط� ��را�م  ���د ا���ط�  �

�و�د ���رة  �)�وار ���وح( �ر�ز�� ا��دد ا���ي��  �����( إذا ��� ��رة ���و�� ������و�� 

 ��يث ��ر�ز�� ا��دد ا���ي��  ��������و�� 

� � ����� �   ���� � ����� 

�و���ب  � � � ���� � ������أو  � ���� � �. 

 

������ا��ت ان  م��ل:
��������

���
� � 

�إذا ا�طي��  ا�حل: � ��ريد إي��د  � �  ��يث  �

�� � �� � � � �
�� � �� � ��

� � �
� �� � �� 

 �يث إن

�� � �� � ��

� � �
� � �

�� � ��� � ��

� � �
� � � �      �  � � � 

����� ����ي�ر  � � ��� ���� 
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�� � �� � � � � � �
�� � �� � ��

� � �
� �� � �� � �� � � 

 و�ذا ي��ت ا��ط�وب.

������ا��ت أن م��ل: 
����

����
�

�

�
 

 �يث إن ا�حل:

�� � �

�� � �
�

�

�
�

��� � ��� � ��

���� � ��
�

���� � �� � ����� � ��

���� � ��
 

��ن ��� ���ي�،  � �، ����ن ��ري�� �در�� ���ي� ��ن  ����� أن  � � � � . ��د��ذ ���د �

 أن

���� � �� � ��� � ��� ��� � �� � � 

 و�ن �م ��ن

�
�� � �

�� � �
�

�

�
� �

�

�
�
��� � �� � ��

�� � �
� �� � �� �

��

��
 �� � �� �

��

�
 �� � ��� 

�و�������، ���  � ���ط� يو�د  � � � � ��� �
���

��
 ��يث �

�� � �� � � �   �
�� � �

�� � �
�

�

�
� � � 

و�ذا ي��ت ا��ط�وب.

 ا�حق�ق�� ا�دا�� و����� ا��ق�ر��� ا�م������ت

��إذا �����ت  �ظر����: � � �و�����ت  � � ، ����ن ا������ ا����ي��� ���ط��� ���را�م �����و����  �

.������� 

(1) ������ ���� � �

����ي��ث  �����  ��������� ���������  (�) � �  ������ � ��و  � � ���������ن  � �

�.

������( إذا ��ن 1)ا��ره�ن:  ���� � � ��� ���� ،� � ���ط� يو�د  � �  ��يث �

� � �� � �� � � � ����� � �� � ��

����ي�ث  ��������� ���  ������ذا ����ت  � �  ����� � ��و  � � يو��د ������ ����دد  �

 ��يث �����دد ط�ي�� 
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� � ���� � ��� � �� � ��

����و�ن �م ���  �  ��ن �

� � ���� � ��� � �� � � � ������ � �� � �

�����(، أ� أن �) ��� �ذا ي��ت � �. 

����يث  ���  ����( إذا، ��� ������� �) � �  ����� � ��و  � � �����، ���ن � �

�( غي�ر ���ي��. ��د��ذ ��يو�د ���1رض أن ) .� � ���ي�ث ���� �� � ���  ��يو��د  �

�ا����و�����  � �� � �� � � �� � �������ي���ث  {�} � �� � �� � � . ����ذا ي���ؤد� ��

�إ������، �������  � ����ي����ث  �������  ��يو�����د  � � ���و � � �� �
�

�
، و������ن  ��������  

������ � �� � ������  ����. ����ذا ي������ أن ا����������� �� � �����ن   ����ر�ي���� إ����� و {�}

( ���ي��. 1(. و���� ذ��ك ���ن )�. ��ذا ي����ض ���� )�� ����رب إ��  �������ا�������� 

 �ذا ي��� ا����ت.

����ن ���ج�:  � ��، و� � � � و���ن، � �  . ������و��  ��ط� �را�م �

(1) ������ ���� � ����ي���ث  ������  ����إذا و����دت ����������  � � � ������� 

��و � �����، و��ن � � �.

������ا����ي�  (�) ����ي�ث  ����  ����غير �و�ودة إذا و�دت �������  ���� � �

��و ����  � غير ���ر�ي�.�������ا�������� ، و��ن�

 ا���دا���.���ط� ��ض ا����� ��� �ذه ا���ي�� �و�� �ي�ي� 

 �ين أن ا����ي� ا����ي� غير �و�ودةا��������ت ا����ر�ي�  م�����دام��ل: 

���
���

�

�
  

��ا���ر ا�������� ا�حل:  �
�

�
  ���� � ��. ��د أن � ��، و ����  � �  ، و��ن�

����� �
�

��
� � � �

 ����دي�. �ذا ي��ت ا��ط�وب. �������أ� أن ا�������� 

 ، أ��دا�� ا�ش�رة ���د ا���ي��  ������إذا ���ت  م��ل:



��

������ � �
��� � � �
  ��           � � �
���          � � �

 

������ا��ت أن   غير �و�ودة. ������

����������� ا�حل:  �
�����

�
  ���� � ����ن   � � ��و ����  � �  ، و��ن�

����� � ������ � � � 

������������� ����دي� )���� ��ذ�ذ��(. �ذا ي��ت أن   غير �و�ودة. ������

 ا��ت أن ا����ي� ا����ي� غير �و�ودةم��ل: 

���
���

��� �
�

�
� 

 ا���ر ا��������ينا�حل: 

�� �
�

��
�    �� � �

�

�
� � ���

��

  �  � � � 

��ي��� أن  � �� �� � ��، وأن ����  � � �� �� �  ، و��ن �

����� � ������� � �� ����� � ��� �
�

�
� � ��� � �

������و���������������������������������ذا ي����������������������������������� أن  � �� ������� � . و���������������������������������ذ�ك �

������ ���� � ������ ��� �
�

�
 غير �و�ودة. �

LIMIT ا������ت �ظر��ت THEOREMS 

��إذا ���ت �ظر��:  � � �، و���ت � � ي��ن أن  �، ��ن ا�دا�� ���ط� �را�م �����و��  �

 .���ون ��� ���ي� وا�دة ��ط ��د ا���ط� 

 ���ي� ا�دا��، إن و�دت ��ون و�يدة.����رة أخرى، 

 ��رين.ا��ره�ن: 

�إذا ���ت  ��ر�ف: � ��، و � � � �، و���ت � � ، ي��� أن ���ط� �را�م �����و��  �

�إذا و��د  ���دودة �� �وار ا���ط�  �ا�دا��  � �و  � � ���ي�ث ����  � � � � �� �

�� � � ������ي�ون  �� � �. 

�إذا ���ت �ظر��:  � ��و��ن ��دا���  � � � ���ون ���دودة  ����ن  ����ي�� ���د ا���ط��  �

 .��� �وار ����ط� 
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 ��رين.��ره�ن: ا

�إذا ���ت �ظر��:  � ��، و � �، و �إ��  �دوا� �ن  � � ، ���ط� ��را�م �����و���  �

�و��ن  � �. 

��������ذا ���ت  (1) ���� � �� ������ ���� � ��ن �

���
���

����� � ����� � � � ��    ���
���

�������� � ���   ���
���

�����

� �� 

��إذا �������ت  (�) � � ���ي����ث  � � ����  �������� � ������، و������ن � ���� �

� � ��ن  �

���
���

�
�

�
� �

�

�
� 

 ��رين.ا��ره�ن: 

 

 أم���:

�� ���
���

� � ��   ���
���

�� � ��� ���
�������

�

�
�

�

�
� 

��  ���
���

��� � ����� � �� � ���

���
���

���� � �� � ���    ���
���

�� � �

�� � �
�

�

�
�  

��������يرة �دود ��ن  ����( إذا ���ت 3 ���� � ����. 

�����( إذا ���ت 4 ������يرات �دود ��يث  ���� � ��������ن  �
����

����
�

����

����
. 

������( ا����ي� 5
�

�
 غير �و�ودة. 

 

����ن �ظر��:  � ��، و � � � �، و���ن � �  . ��ذا ���ط� �را�م �����و��  �

� � ���� � �   �  � � �� � � � 

������وإذا ���ت  ���� � ���ن  � � � � �. 

������إذا ����ن  ا��ره���ن: ���� � ���ي��ث  �����  ���������� ����� ���������  � � ��  �����

� � ��و��ن  � � �������ن  � �  . و�ن �م�

� � ����� � � � � � � � � 
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 و�و ا��ط�وب.
 

Squeeze)�ظر��:  Theorem) 

����ن  � ��، و � �� �� � � �، و���ن � �  . ��ذا ���ط� �را�م �����و��  �

���� � ���� � ����   �  � � ��   � � � 

������وإذا ���ت  ���� � ������ ���� � ��������ن  � ���� � �. 

������ نأ�ين  م��ل: ��� � � �

�����م أن  ا�حل: � ��� � � ������ ا���رة  �. �������� ������� إ�� � �� ��� ���� 

�� � ��� � � �� � � �                      ���

������و�يث إن  �� � ��������ن  � ��� � � �. 

�������، إذا  � �و � � �����ن � � � �. 

�������ين أن  م��ل: ��� � � �

������ ا���رة  �������� إ��  ���������  ا�حل: �� ��� ���� 

�
�

�
�� � � � ��� � �

�

�
��� � � �

������و�يث إن  �
��

�
� ����������ن  � � ��� �� �  و�ذا ي���� ا��ط�وب. .�

��طري�� أ�رى، �يث إن ���  � ��دي��  � �
�

�
�� � ��� � �  ��ن  . �

���
���

��� � � ���
���

�� �
�

�
��� � � 

������ا��ت ان م��ل:  �
��� ���

�
� � � 

 �ن ���وك �ي�ور ��نا�حل: 

��

�
�

��� � � �

�
� ��      � � �

� �
��� � � �

�
� �

�

�
�     � � �� 

 و��ط�يق �ظري� ا����ور ي��ج أن ا��ط�وب.
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������ا��ت أن  م��ل: � ��� �
�

�
� � � 

���� ا�حل:  � ����ن  � � ��� �
�

�
� �  . و������� ��ن�

���� � � ��� �
�

�
� � ����   � � � � {�}

������و�يث إن  ��� �  ، ��ن �ظري� ا����ور �ؤد� إ�� ا��ط�وب.�

��إذا ����������ت �ظر���������:  � � �دا��������� ���������دودة ���������� ا����و���������  � � ، و����������ت �

������ ���� � ��������ن  �، ��ط� �را�م �����و�� ���د  � �������� � �. 

������ن �ظر����:  � ��و، � � � �. و�����ن � � . ����ذا �����ت ���ط��� ���را�م �����و����  �

������ ���� � ���يث  �����ط�  ������يو�د �وار  � � ����  ���� � �����. 

ONE-SIDED واحد ج��ب من ا������ت LIMITS 

∅إذا ���ت ��ر�ف:  � � � ��، و���ت � � � � 

���ط��� ���را�م ����و����  � إذا �����ت (1) � ��� ���و ���ي���  �ي����� أن ا����دد ا���ي����  ��

�إذا ���  ���د  �ي��� ��دا��  � �يو�د  � �  ��يث  �

� � ��    � � � � � � � � ����� � �� � � 

�������و���ب  ���� � �)أو  � � �� � � �� � ���� � � .) 

���ط� �را�م ����و��  � إذا ���ت (�) � ���� ��و ���ي��  �ي���� أن ا���دد ا���ي���  ��

�إذا ���  ���د  �ي�رى ��دا��  � �يو�د  � �  ��يث  �

� � ��    � � � � � � � � ����� � �� � � 

�������و���ب  ���� � �)أو  � � �� � � �� � ���� � � .) 

������ن �ظر����:  � ��و � � � �، و�����ن � � ���ط��� ���را�م �����و����  � � ��� �� .

 ��ن ا���� ا����ي� �������.

(1) ������� ���� � �

���يث  ���  ������� �������  (�) � ��و ����  �� � �������ن  � � �.

����ن �ظر��:  � ��و � � � �، و���ن � � ���ط� �را�م �����و��ت  � � ��� ��  
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�و  � ���� ������. �����������������ن �� ���� � �������إذا و�����������������ط إذا  � ���� � �

������� ����. 

 أم���:

 

INFINITE   ا�����ئ�� ا������ت LIMITS 

����ن ��ر�ف:  � ��، و���ن ���ط� �را�م �����و��  �، و � � � �  

�ي��� أن  (1) � ���د�� ����رب   � � ������، ����ب � ���� � إذا ���� ��دد ، �

��ي��

 � � �يو�د  � �  ��يث �

� � ��   � �  �� � �� � � � ���� � �� 

�ي��� أن  (�) � ����د�� ����رب   �� � ������، ����ب � ���� � إذا ����  ،��

��دد ��ي��  � �يو�د  � �  ��يث �

� � ��   � �  �� � �� � � � ���� � �� 

������ا��ت أن م��ل: 
�

�� � � 

����  ا�حل: � ��ريد إي��د  � �  ��يث  �

� � ��� � � �  
�

��
� �� 

ا�����ي���� ا��ط�و���� �������
�

���
� �. ����ذا ا�طي���� �√ � ������� ي����ن إي����د  � � ��ي��ث  �

� �
�

√�
 . ��د�ذ ��د أن

� � ��� � � �  
�

��
�

�

��
� � 
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 و�ذا ي��ت ا��ط�وب.

�������ا��ت أن م��ل: 
�

�
� � 

���� ا�حل:  � �يو�د  � � ���يث  � �
�

�
�. و������� ���  � � � ��ن  �

�

�
�

�

�
� � 

 و�ذا ي��ت ا��ط�وب.

�������ا��ت أن م��ل: 
�

�
� �� 

�������� ا�ح����ل:  � �يو�����د  � � ���ي����ث  � �
�

�
�. و����������� �������  � �� ��� � ، أ�  �

�� � ��ن  �
�

�
� �

�

�
�  و�ذا ي��ت ا��ط�وب. ��

 

��������ن �ظر������:  � ��، و�������ن ���ط����� �����را�م �����و������  �، و � �� � � ��ي����ث  �

���� � ����  ���� � �و � � � . 

��������ذا ���ت  (1) ���� � ��������ن  � ���� � �.

��������ذا ���ت  (�) ���� � ��������ن  �� ���� � �.

 ��رين.ا��ره�ن: 

LIMITS ا������� ��د ا������ت AT INFINITY 

����و ���ي�� ا�دا��� ا���ي�ي��  �ي���� إن ا���دد ا���ي��� ��ر�ف:  � � ���د ا�����ي�� إذا ����  �

� � ���يث ���  ���ط� يو�د �دد ��ي�� �و�ب  � � �������ن  � � �� � . ��د��ذ �

 ���ب

���
���

���� � �     ��     � � � � ���� � �� 
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�����ن �ظر��:  � ��، و� � � ���. ���ذا ���ن � �� � ���ن ا�����  ����دد ��ي��� ���  �

 ا����ي� �������.

(1 )������ ���� � � 

(� ������� ��� )����  ��� � ��� ����يث  �� � �������ن  � � �. 

������ا��ت أن  م��ل:
��������

����
� � 

����  �دي��ا�حل:  � �

����� � �� � �
��� � �� � �

�� � �
� �� � �

�� � �

�� � �
� �

��� � ��

�� � �

���ذا ���ت  � � �  ��ن  �

� � �

�� � �
�

� �
�
�

� �
�
�

�
� �

�
�

�
�

� �
�
�

�
 

�إذا ا�طي��  و������� � �����ر  � � ��يث  �
��

�

�

�
�

�

�
 . ��د�ذ ��د أن

� � � �   �
��� � �� � �

�� � �
� �� � � 

 و�ذا ي��ت ا��ط�وب.

������ا��ت أن �مر�ن: 
����

���
� �. 

���ن  إذا��ر�ف:  � ��، و � � � �، و���ت � � ���و� أن  ���ط�� ��را�م �����و���  �

�ا�دا��  � ���د�� ، � � �إذا ���   � � �يو�د  � �  ��يث �

� � ��   � � � � ���� � �

������و��د�� ���ب  ���� � �)أو  � � � � ���� � �.) 

�����ن �ظر��:  � ��، و� � � ���. ���ذا ���ن � �� � ���ن ا�����  ����دد ��ي��� ���  �

 ا����ي� �������.

(1 )������ ���� � � 

(� ������� ��� )����  ��� � ��� ����يث  �� � �������ن  � � �. 
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������ا��ت أن  م��ل:
����

���
� � 

 �يث إن  ا�حل:

�� � �

� � �
� � � � �

��

� � �
� � � � �

�� �⁄

� � � �⁄
 

����� ��يم  �  ا���يرة �در�� ���ي� ��د أن �

�� � �

� � �
� � � �

�و�������، إذا أ�طي��  � ��و�د  � � � �  ��د�ذ ��د أن � 

� � � �  
�� � �

� � �
� � � � � � 

 و�و ا��ط�وب.

������ا��ت أن م��ل: 
�������

���
� � 

���� ا�حل:  � ����ن  � � �� � � � ��� � � � �  . و������� ��ن�

�� � �� � �

� � �
� ��� 

���ذا أ�طي��  � ��و�د  � � ����يث  � �  ��د�ذ ��د أن �

� � � �   
�� � �� � �

� � �
� �� � � 

 و�و ا��ط�وب.
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 ا�خ��س ا��صل

CONTINUOUS ا���ص�� ا�دوال FUNCTIONS 

,إذا (:��1ريف) :c A f AÎ Í  e<0إذا ���ل �طى�� cدا�� ��ص��� ���د f. ���ل أن®

->dو ���AxÎث إذا d<�0و�د cx ن��( ) ( ) e<- cfxf. 

 . ���cص�� ��د  ����fل أن  cدا�� ��ص�� ��د  fإذا �م ��ن 

هذا ا��طر�ف ���ن ص��غ�� ��� �� �طر�ف ا������ ��د ��ى� وذ�ك ����خدام ا��وارات. وهذا �� 

 �و��� ا��ظر�� وا���ل ا������ن.

f:ا�دا��� ( :�1ظري�) A ���cث ���cون ��ص��� ���د ��ى�� ® AÎ Í  إذا و���ى وإذا ���ل

)�����وار )( )V f ce ى���������( )cf و�����د �����وار�( )V cd ى���������c ث إذا�������( )cVAx dÇÎ ن������

( ) ( )( )cfVxf eÎ ط����,( )( ) ( )( )cfVcVAf ed ÍÇ. 

           

)"إذا أ�ى�ت �واراً  )( )cfVe  ـ�( )cf  ن ��د�د �وار���( )cVd  ـ�c" 

f:����ن ��Aى��� ���را�م �����و���� AcÎ( إذا��1حظ���ت: A إذا  ����cون ��ص���� ����د  ®

)و��ى إذا  ) ( )xfcf
cx®

= limهذا �ط�� أ�� إذا .AcÎ ى� �را�م �����و����A ن��:f A ® 

 ��ون ��ص�� إذا ����ت ا��روى ا������:

i )f طر�� ��د�c  

ii )f
cx®

lim �� و�ودة�  

iii �� ا������ن )iو )ii.و���ن���� ) 
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)���ت ��ى� �را�م، ���� �و�د �وار AcÎ( إذا� )cVd ى�����c  ث���( ) { }ccVA =Ç d  و��ن

)�م ��ن ) ( ) 0f x f c- )�� ��xل = )A V cdÇ. 

�����ت ��ى��� ���را�م. ����ل ه��ذ� ا���ى��� ������ ��ى���  ��cص���� ����د ���ل ��ى��� fوه��ذا �ط���� أن

 �طزو��.

f:ا�دا�� (:�2ظري�) A ��cث ��cون ��ص�� ��د ا���ى� ® AÎ Í  إذا 

)و��ى إذا ��ل �����ط�  )nx ��A ر�� إ������c ون��( )( )nxf ط� ���ر��� إ�������( )cf. 

)��ن ���رب ���Aت ��ى� �را�م �����و�� cإذاا�بره�ن:  )nx إ��c  ط�� و��ود�k Î  ث����

����knل ����cxnن ³ ))؟(. و���������= ) ( )cfxf n )وه��ذا �ط���� أن  = ) ( )lim n
n

f x f c
®¥

. ���ن =

 ���ت ��ى� �را�م. AcÎ, وهو �� ����ق �������ً �ي��cص�� ��د ���f أخر� ��ن

)����ئ ا��رى  ��cد ��fن ا�ص�ل ا�دا�� ��Aى� �را�م �����و��  cوإذا  ) ( )cfxf
cx

=
®

lim  ,

 و�ن �م ����ئ ا��رى ا��طى� �� ا��ظر��. )و�ح ���ص�ل ذ�ك ا��ره�ن؟(

f:إذا �ث�ل: 0دا�� �طر�� ��ل ® x£ ث���( )f x x= ت أن����f دا��� ��ص��� ���د

x ��0ل x£. 

0: ��لا�حل c£ Î إذا( )nx �� ر�� إ������c 0وnx  ��ن ��nل ³

i0( إذا=c �����0ن®nx �0ط����� أ����� �����ل>e و����د�N Î ������2ث
nx e< ل�����n N³ .

0و��ث أن nx£ ل��n ن��e<nxو������� .lim 0n
n

x
®¥

=. 

iiوإذا ), 0nx c c® �Nو��د e<��0ن ��ل < Î ث����eccxn ���nل -> N³ و��ن .

>�eم
-

£
+

-
=-

c

cx

cx

cx
cx n

n

n

n
 . 

limأي أن n
n

x c
®¥

= 
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0وه�ذا ��ن ��ل c£ Î و���ل( )nx ��� ر��� إ�������c ن ا������ط�����( )nx رب إ��������

c. و������� ��ن( ) ( )lim
x c

f x f c
®

)أي أن = )f x x= 0دا�� ��ص�� ��د �ل c£ Î. 

f:ا�دا��  (:��1يج�) A )إذا و��ى إذا و�دت �����ط� AcÎغ�ر ��ص�� ��د ��ى� ® )nx ��

A ر�� إ������c ث���( )( )nxf رب إ������ �( )cf. 

g:إذا �ث�ل:  ���ث ®

( )
î
í
ì

=

¹
=

1;0

1;2

x

x
xg 

1xغ�ر ��ص�� ��د gأ��ت أن ا�دا�� =. 

): �������ط��������ا�ثب��������ت )nx ث���������
1

n

n
x

n
=

+
����������1nxد أن   ���������nل ¹ Î 1وnx و ®

( ) ( )lim 2 1 0ng x g= ¹ ). و���������� �����ن= ) ( ) 012lim
1

=¹=
®

gxg
x

غ����ر  g. وه���ذا �ط����� أن

 .x=��1ص�� ��د

,�����ل ��دا���� (:��2ري��ف) :A f AÍ B (Bأ����� ��ص���� ����� ���و���� ® AÍإذا )f 

 .��Bص�� ��د �ل ��ى� ��

)(1: أ�ث�� ) bxf ��cدار ���ت. ��ذا ��bث ��ص�� ��� := Î  ن��( ) ( )cfbxf
cx

==
®

lim. 

� )( ) xxg c، ��ث أ�� ��ل��ص�� ��� := Î ون��( ) ( )lim
x c

g x c g c
®

= =. 

3 )( ) 2: xxh c، ��� ��ل��ص�� ��� = Î ق����( ) ( )2lim
x c

h x c h c
®

= =. 

4 ):f  ا��طر�� �ـ دا�� در���ت  ®

( )
1 ;

0 ;

x
f x

x

Îì
= í

Ïî
 

xغ�ر ��ص�� ��د أي ��ى� Î. 

c: ��ل(4حل) Î :د��� ا������ن� 
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 iإذا )c Î ن���( ) 1=cfو���د ������ ���� . و����ث أن� �����( )nx  ���� ط�������c ث�����

cxn ). و�ذ�ك �د���® ) ( ) ( )1 2 3, , ,f x f x f x) ( ) 0nf x ( �����ط� � �����رب إ��� ��nل =

( ) 1=cf. 

 iiإذا )c Ï ن��( ) 0=cfو���ث أن .c ��� ������ و��د� �����( )ny ��� ث �����ط������

cyn ). و������ ����ن® ) ( ) ( )1 2 3, , ,f y f y f y(( ) 1nf y ( �����ط��� غ���ر ���ر����� ����nل =

)إ�� ) 0f c =. 

cوه�ذا ��ل Î و��د �����ط���( )nx ��� ر���� إ������c ������( )( )nxf رب إ�������� �( )cf .

��cل ���cت ��ص�� ��د fو������� Î. 

g:ادرس ا�ص�ل ا�دا��( 5  ��ث ®

( )
;

0 ;

x x
g x

x

Îì
= í

Ïî
 

 ا��ل ��روك ���ر�ن.

}( إذا6 }: : 0A x x= Î h:وإذا < A  �طر�� �ـ ®

( )
0 ;

1
;

x A

h x m
x A

n n

Ï Çì
ï

= í
= Î Çïî

 

)أ�داد ى��ط�� و ,��nmث )gcd , 1m n  Aدا�� ��ص��� ���د ��ل ��دد غ��ر ����� ��� h. ��ن=

 . Aوغ�ر ��ص�� ��د �ل �دد ���� ��

)�دد ���� ��ن a<0( إذاi: ا�حل ) 0h a )وإذا < )nx ��� ط������c ن���( ) 0nh x . ���nل =

��axnذا )��ن ® )( )nh x ط� ����رب إ�� ا�ص�ر و���س إ��������( )h aو�������� ا�دا��� .h  غ��ر

��aل ��aص�� ��د AÎ Ç. 
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ii0( إذاb )�دد غ�ر ���� ��ن < ) 0h b ، ��bص�� ���د ا���ى�� h. ا�ن �ر�د إ���ت أن ا�دا��=

)���ن d<�0و��د e<0أ��� ���ل �طى��أي ��ب إ����ت  ) ( )h x h b e- ����ث  ���AxÎل  >

d<-bx . 

�0nو�د e<��0ث أ�� ��ل Î ث���(e<
0

1

n
)( و�ن �م إذا )ny  ��� ط�������A Ç ث����

byn ����0nnل  byn->����1ن ® ). أي أن³ )1,1 +-Î bbyn ����0لnn . ه��ذا �ط���� أ���� ³

)�و�د �� ا���رة )1,1 +- bb �0دد ��دود �ن ا��داد ا������ ���م أ��ً ����� أ��ل ��نn و�������� .

)ص��ر �در�� أن ا��وار d<���0ن اخ���ر )bVd ى�����b  وي �دداً �����ً ����� أص�ر��� �

)��ن  ���d<-bxث  AxÎ. و������� ��ل �0nن ) ( ) ( ) e<£=-
0

1

n
xhbhxh 

 .bدا�� ��ص�� ��د ا�طدد غ�ر ا�����)ا�خ���ري( hأي أن 

f:�د ��ون ا�دا�� ��حظ�ت: A غ�ر �طر�� ��د هذ�  �fن AcÎغ�ر ��ص�� ��د ��ى� ®

 ا���ى�. �� هذ� ا����� ��ن 

lim( إذا1
x c

f L
®

}�و�ودة ���� ���ن �طر�ف ا���داد = }:F A cÈ  ������دة  ®

( )
( )

î
í
ì

=

Î
=

cxL

Axxf
xF

;

;
 

��ى�� ��دم ا�ص��ل )���ذة(  c. و�� ه�ذ� ا������ �������cص�� ��د Fو��صل �ذ�ك ��� دا�� 

 ���ى� )أو ����� ��زا��(.

f( إذا �
cx®

lim  غ�ر �و�ودة ���� � �و�د ا�طددL  ث ��ون ا���داد��� 

( )
( )

î
í
ì

=

Î
=

cxL

Axxf
xG

;

;
 

. fغ��ر ������ ��زا���( ��دا��� )أ������ ��ى�� ���ذة  c. و�� هذ� ا����� ����cدا�� ��ص�� ��د

 و���ل ��د�ذ أن �دم ا��ص�ل � �����.
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)( ا�دا��1: أ�ث�� )
x

xf
1

sin:= ��� ص����{ }\ ��س ��دا��� ������)؟( و�������� x=0. و��د 0

0=x دا�� )�������( ��ى� ��ذة أ�������f. 

)( ا�دا��� )
x

xxg
1

sin:= 0غ�ر �طر�� ��د=x  0و������� ��� غ�ر ��ص�� ���د=x و���ث .

0أن
1

sinlim
0

=
® x

x
x

F:. ���� ���ن �طر�ف ا���داد   ��ث ®

( )
1

sin ; 0
:

0 ; 0

x x
F x x

x

ì æ ö
¹ï ç ÷= è øí

ï =î

 

 .���صل ��� دا�� ��ص�� ���

COMBINATIONS ا������ ا�دوا� �ر�يب OF CONTINUOUS FUNCTIONS 

,إذا (:�3ظري�) ,f g h دوال ������ �طر�� ��� ���و��A إذا�ز��� �ن ،, ,f g h  ص����

����cد AÎ و( ) 0¹xh ل����AxÎ وإذاb Î  ن����, , , ,bf f g f g fg f h+ دوال  -

 .��cص�� ��د

. و��ذا ���cت ��ى� �را�م ���ن ����� ه�ذ� ا��دوال ���ون ��������ً ��ص��� ���د AcÎ: إذا ا�بره�ن

 .��Aى� �را�م �����و�� cإذا����� ����ج ����ت ا��ظر�� �� ���� 

hgfإذا   ��ن  cدوال ��ص�� ��د ,,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim , lim , lim
x c x c x c

f x f c g x g c h x h c
® ® ®

= = = 

 و������� ���� �ن ا��ظر��ت ا������ ������ت ا�دوال ��صل ���

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) lim lim lim
x c x c x c

i f g x f x g x

f c g c f g c

® ® ®
± = ±

= ± = ±
 

�fط�� أنهذا  g+ وf g- دوال ��ص�� ��دc ذ�ك� ، 
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( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) lim lim lim
x c x c x c

ii fg x f x g x

f c g c fg c

® ® ®
=

= ´ =
 

 ، cدا�� ��ص�� ��د fgأي أن

( )( ) ( ) ( )( ) lim lim
x c x c

iii bf x b f x bf c
® ®

= = 

 , cدا�� ��ص�� ��د bfأي أن

( )
( )

( )
( )
( )

( )
lim

( ) lim
lim
x c

x c

x c

f x f cf f
iv x c

h h x h c h
®

®

®

æ ö æ ö
= = =ç ÷ ç ÷

è ø è ø
 

fو���� ��ن  h دا�� ��ص�� ��دc . 

 ��صل ��� ا������ ا������  Aو����خدام هذ� ا��ظر�� ��د �ل ��ى� �� 

,(: إذا4)�ظري� ,f g h دوال ������ �طر�� ��� ���و��A إذا�ز��� �ن ،, ,f g h  ص����

�����A و( ) 0¹xh ل����AxÎ وإذاb Î  ن����, , , ,bf f g f g fg f h+ دوال ��ص����  -

���A. 

)ا��دود ��يرة دا�� (1:أم��� ) 01
1

1 ..... axaxaxaxP n
n

n
n ++++= -

- ����� 

 ���، ��� ���c Î ن��( ) ( )lim
x c

P x P c
®

=. 

p,��ون ا�دا�� ��ده� �طر��. ��ذا �ل ��ى� ��( ا�دا�� ا������� ��ص�� ��د � q  ر�� �دود���

����1 �و�د �دد ��دود �ن ا����ى �� 2, , , nx x x Î  ث���( ) 0=ixq ��1ل, 2, ,i n=

)���دا���� ا���������. و���ن ���م  ) ( )
( )xq

xp
xr }����ون �طر���� ����ل := }nxxxx ,....,, 21Ï و��������� ����ل

{ }1 2\ , , , nc x x xÎ  ن�� 

( )
( )
( )

( )

( )
( )
( )

( )
lim

lim lim
lim
x c

x c x c

x c

p xp x p c
r x r c

q x q x q c
®

® ®

®

= = = = 

)��ث cدا�� ��ص�� ��د rأي أن ) 0¹cq .وهذا ���ت ا��ى�وب 
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)( ا�دا��3 ) xxf sin:= ��� ل��ص����� .,c x Î د���� 

sin sin 2sin cos
2 2

x c x c
x c

- +æ ö æ ö
- = ç ÷ ç ÷

è ø è ø
 

zzو��ث أن £sin 1وcos £z ل��z Î   ن�� 

cxcxcx -=×-×£- 1
2

1
2sinsin 

cو������� ��ل Î 0و��ل �طى�>e ن��sin sinx c e- ��xل > Î ث��� 

x c e- ). أي أن> ) sinf x x= دا�� ��ص��� ���دc .و���ث أنc ى�� اخ���ر��� ���ن��f  دا���

 .��ص�� ���

f:( إذا4 )���ث ® ) cosf x x= ت أن����f ��� دا�� ��ص��. 

÷���وظ�:
ø

ö
ç
è

æ
+=

2
sincos

p
xx. 

 ( ��ن 4)( ��ب �ظر�� 5

i )
x

x
x

cos

sin
tan )�طر�� و��ص�� ��� = ){ }1

2\ : ,x x n npÎ = + Î 

ii )
x

x
x

sin

cos
cot }�طر�� و��ص�� ��� = }\ : ,x x n npÎ = Î 

iii )
x

x
cos

1
sec )�طر�� و��ص�� ��� = ){ }1

2\ : ,x x n npÎ = + Î 

iv )
x

x
sin

1
cosec }�طر�� و��ص�� ��� = }\ : ,x x n npÎ = Î 

COMPOSITIONا���ص�� ا�دوال �حصيل OF CONTINUOUS FUNCTIONS

:إذا , :g B f A® A,و ® B Í ث��������( )f A BÍ   ن ا�دا��������������:g f A ® 

gfو���� ��ص�ل )�طُرف �ـ , )( ) ( )( )xfgxfg =o 
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f:(: إذا5)�ظري��� A cدا���� ��ص���� ����د ® AÎ Íإذا ،B Í ث�����( )f A BÍ وإذا

:g B )دا�� ��ص�� ��د ® )cfb g:��ن  = f A  .cدا�� ��ص�� ��د ®

)���� ��ل ��وار bدا�� ��ص�� ��د  g: إذاا�بره�ن )( )bgVe ى������( )g b و��د ��وار�( )V bd 

)����ى���� )b f c= ث �����ل������( )y B V bdÎ Ç ن�����( ) ( )( )bgVyg eÎو�����ث أن .f  دا�����

)������وار ��cص������� �������د )V bd ى����������( )b f c= و�د ������وار�������( )V cg ى����������c ث��������

( ) ( )f x V bdÎ ل��x ��( )A V cgÇ. 

)و�������ث أن )f A BÍ ن�������( ) ( )f x B V bdÎ Ç ل�������x �������( )A V cgÇو��������� �������ن .

( )( ) ( )( ) ( )( )bgVxfgxfg eÎ=o ل��x ��( )A V cgÇوه�ذا ����ت أن .fg o  دا��� ��ص���

 .��cد

 

 ��صل ��� ا������ ا������: ,BAا��ظر�� ��د �ل ���ى ��ً �ن ��ى��ق هذ�

f:إذا (:�6ظري���) A Aدا���� ��ص���� ����� ® Í و:g B ��Bص���� �����  ® Í 

)��ث )f A BÍ ن��:g f A  .��Aص�� ��� ®

f:( إذا1: أ�ث�� A ��Aص�� ��� ® Í ت أن����( ) ( )h x f x= ��� دا�� ��ص��A. 

)ا����ت: �رف ) xxg ��xل := Îن�� .( ) ( )g x g c x c- £ x,��ل - c Î 

). و��ث أندا�� ��ص�� ��� gو������� ) ( ) ( )( )h x f x g f x= دا��� ��ص���  ���hن =

��cل ��cد AÎ. 
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f:( إذا� A ��Aص�� ��� ® Í ت أن����( ) ( ):w x f x= دا�� ��ص�� ��د �لAxÎ 

)���ث ) 0³xf. 

)ا����ت: �رف ) xxg ). و��ث أن��0³xل := ) xxg 0دا�� ��ص�� ��د ��ل = c£ Î .

f:��ذا A )( ��ون ����5 ���ب �ظر��) Aدا�� ��ص�� ��� ® ) ( )( ):w x g f x=  دا���

)���ث ��AxÎص�� ��د �ل ) 0³xf. 

f:( إذا3 A )دا�� ��ص�� ��ن ا�دا�� ® ) ( )( ): sins x f x= ��� ص����A. 

): ��ث أنا�حل ) xxg sin:= ل��x Î ��� ذا ه� دا�� ��ص���� .:f A دا�� ��ص��  ®

���A ����0 ��ل>e �0طى� ��و�د>d ث����( ) ( )f x f c e- x,���ل > c ���A ق����

x c d-  . و���� ��ن >

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )sin sins x s x f x f c f x f c e- = - £ - < 

s:أي أن g f= ��� دا�� ��ص��A. 

f:( أ�ى��� ������ً �دا���� 4 xغ���ر ��ص���� ����د ���ل ® Î و����ن( ) ( ):g x f x=  دا����

 .��ص�� ���

f:: ا�طلا�حل  ���ث ®

( )
1 ;

1 ;

x
f x

x

Îì
= í

- Ïî
 

xغ�ر ��ص�� ��د �ل ���fد أن Î؟( وأن(( ) 1f x ��xل = Î .وه� دا�� ��ص�� 

f:( إذا5 )���ث ® ) 1+= xxf ل��x Î وإذا:g  ���ث ®

( )
î
í
ì

=

¹
=

1;0

1;2

x

x
xg 

gأ��ت أن ا�دا�� f 0غ�ر ��ص�� ��د=x. 
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): ا�طلا�حل )nx ��� ����0¹ث �����ط��nx ���0ل,nx n® Î  ����11¹ون+nx ل���

n Î  و�ن �م 

( )( ) ( )( ) ( )lim lim lim 1 lim 2 2n n n
n n n n

g f x g f x g x
®¥ ®¥ ®¥ ®¥

= = + = = 

)و������� ��ن )( ) 2lim
0

=
®

xfg
x

oو��ث أن .( )( ) ( )( ) ( ) 0100 === gfgfg o 

)�إن )( ) ( )( )0lim
0

fgxfg
x

oo ¹
®

fg، أي أن o 0غ�ر م�ص�� ��د=x. 
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CONTINUOUS ��رات ع�ى ا���ص�� ا�دوال FUNCTIONS ON INTERVALS

��دوال ا������� ا���ص�� ���� ���رات ��دد ��ن ا�خ�وا� ا������ ا���� � �����ق ���دوال ا���ص��� 

 �و�� ��م.

f:������ل ��دا����� (:��3ري���ف) A ������ث M<0إذا و����د ا�������ت Aأ������ �����دودة ������ ®

( )f x M< ل��AxÎ. 

ه�و ���و���  �ط��رة أخر� ��ول �دا��� أ���� ���دودة ���� ���و��� إذا ���ن ��د� ا�دا��� ���

f:����دودة. و����ول أن ا�دا���� A �طى��� �و���د M<0إذا ����ل �����Aت ����دودة ����� ®

AxM Î ث���( ) Mxf M >. 

f:: ا�دا�����ث���ل A )�����ث ® ) xxf )����ل =1 )0,x AÎ = �����  �����Aت ����دودة ����� ¥

)�و�د M<��0ل )1 1Mx M= )���ق + ) MMxf M >+= 1 

ا������� �طى�� ا���رى هذا ا����ل �و�ح أن ا�دا�� ا���ص�� ���ت �����رورة ���دودة. وا��ظر��� 

 ا����� ��دا�� ا���ص�� �� ��ون ��دودة.

]إذا (:�7ظري����) ]baI f:�����رة �������� و�����دودة وإذا =:, I  �����fن Iدا����� ��ص����� ������ ®

 .��Iدودة ���

n, ���� ��ل���Iت ��دودة ��� ��fرض أن ا�بره�ن: Î و��د�Ixn Î ث����( ) nxf n ³ .

��Ixnدودة و��ث أن ��Iث أن Î ل��n Î ن ا������ط�����( )nx  دودة. و����ب �ظر������

)��ر��راس �و�د �����ط� �ز��� -��زا�و )
rnx ر��� إ�� �دد���x ��I ن�I  و���ث أن .�����

)���ن ا������ط�� ��xص��� ���د fا�دا��� )( )
rnf x  رب إ��������( )xfو��ن ��م ����ن .( )( )

rnf x 

)�����ط� ��دودة وهذا ����ض �ون )
rnf x n³ ���n Î ا�دا���. ه�ذا ا������ض ���دي إ��� أن

:f I  .��Iدودة ��� ®

��ب ���ظ� أن ��ل �ر���� ��� ا��ظر��� ا������� ه�� ��رى أ����� � �����ق ا������� �دو���. 

 ��و��ح ذ�ك �ط��ر ا����� ا������.
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]( ا�دا����1 )1 : 0,f ¥ )����ث ® ) xxf =1
]ه��� دا���� ��ص���� �����  وغ���ر ����دودة �����ل 0,¥(

0>M ن��[ )¥Î+= ,01MxM
)و  ) Mxf M >1

]��ظ أن   )¥= ,0I .غ�ر ��دودة 

)( ا�دا����� ]2 : 0,1f )����ث ® ) xxf 12 )ه��� دا���� ��ص���� ����� = ]1,0=I  ،وغ���ر ����دودة

�Mnو������د M<�������0ث أ������� �������ل Î ث��������MnM ]و < ]1,0
1

Î
Mn

، و������ن ������م �������ن 

( ) Mnnf MM >=12
 غ�ر �����. I.  ��ظ أن

]( ا�دا��3 ]3 : 0,1f  ��ث ®

( )
( ]

3

1 ; 0,1

1 ; 0

x x
f x

x

ì Îï
= í

=ïî
 

]ه��� دا���� غ���ر ��ص���� ����� ]1,0=Iو��������� �و���د �����ط��� .
1

n

æ ö
ç ÷
è ø

nو  Î �����0ق
1

®
n

و 

3

1
f

n

æ öæ ö
ç ÷ç ÷
è øè ø

�Mnو��د M<����0 ���ل 1غ�ر ���ر��� إ���  Î ����1ثMn M> ، و�������� +

�1Mو�د Mx n= ��[  ���ق 0,1[

( ) ( )3 31 1 1M M Mf x f x n M- ³ - = - > 

)و���� )3 1Mf x M>  .���Iت ��دودة ��� 3f. وهذا ���ن أنM<��0ل +

Aإذا (:��4ري���ف) Í و:f A إذا  �������A �ظ��)�ى������( ������ ������fل أن ��دا����� ®

Axو�دت Î* ث���( ) ( )f x f x* ��xل ³ AÎ و�����*x ى�� ������ �ظ��)�ى����( ��دا�����

f . 

Axإذا و�دت ����A ص�ر�)�ى���( ��� fو���ل أن ��دا�� Î*
)����ث  ) ( )f x f x* ���ل £

x AÎ و����
*x ى� ����� ص�ر�)�ى���( ��دا����f. 

وص�ر� ��د x*���� �ظ�� ��د ���fح �ن ا��طر�ف أ�� إذا ��دا�� 
*x ن�� 

( ) ( ) ( ) Axxfxfxf Î"££ *
* 
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)و�ن �م ��ن ) ( ) ( )* ,f A f x f x *é ùÍ ë û
 . و���ح �ذ�ك أن

( ) ( ) ( ) ( )inf , supf x f A f x f A*
* = = 

و���� ������� ا��صو� )�ظ�� أو ص�ر�( ��دا�� ��� و�دت ��ون و��دة. و��ن ا�دا�� �د ��خذ 

f:����� ا�دا���ً  Aهذ� ا����� ��د أ��ر �ن ��ى� �� )���ث ® ) sinf x x=  ������� خ�ذ��

��2د ا����ى 1ا�طظ��
2

nx n
p

p= ��nل + Î 

��pد �ل ا����ى -1و��خذ ������ ا�ص�ر�
p

nxn 2
2

3
��nل =+ Î. 

����س ������رورة ����� ������  ���� Aا�ن �طى��� أ������ ����� أن ا�دا���� ا���ص���� ����� ���و����

 :�Aصو� ���

)( ا�دا��1 )1 : 0,f ¥ )���ث ® ) xxf 11 )�ظ��� أو ص��ر�( ����  ��س ��� ����� �ص�و� =

)ا����و�� )0,A = ¥  

      a1( ��س ��دا��f ��� ظ��� ����A : 

)�و�د M<���0ل )1 1Mx M= )���ق + )1 1Mf x M M= +  و������� ��ن <

Axغ���ر ����دودة ���ن أ�����. ����ذا و���د 1fا�دا���� Î* ث�����( ) ( )1 1f x f x ����xل £* AÎ  �������

��صل ��� ����ض ����� �دم و�ود ���� �ظ�� ��دا��
1f ���A.

    b��1دا�� ( � �و�د ���� ص�ر�f ���A: 

��������1ث أن 0x ��������0xل < )��������ن < ) ( )1 1inf 0f A f A= Ïذا و�������د�������� .Ax Î*
���������ث 

( ) ( )*³ xfxf 11
)�������ن �������AxÎل  )1 * *1f x x= د ��������� �����و�������������( )1f A و������������

( )11 inf 0x f A* £ x. وهذا �ط�� أن= A* Ï. 

هذا ا�����ض ��د� إ�� أ�� � �و�د ���� ص�ر� ��دا��
1f ���A. 

)( ا�دا��� )2 : 0,1f )��ث ® ) xxf 12 )��س ��� ���� �صو� ��� = )1,0:=A  
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      aث أن�� )( ) ( )¥= ,12 Af و�� غ�ر ��دودة �ن أ���. ��ذا و�د���( )2M f x ��طض =*

Ax Î* ����1نM )، و���ن ���م �و���د< )1 1Mx M= + ����A  و�����ق( )2 Mf x M> وه��ذا .

)����ض �ون )2M f x ���� �ظ�� ��دا�� =*
2f ���A. 

    bإذا و������د )Ax Î*
)��������ث  ) ( )*³ xfxf 22

, أي�������AxÎل 
*

³
xx

11
، �������ن�������AxÎل 

( ) 1inf
1

2 =£
*

Af
x

Axوهذا ����ض ��ون x*1³. و�ن �م Î*
. ه�ذا ا������ض ���د� إ��� أ��� � 

�و�د ���� ص�ر� ��دا��
2f ���A. 

]( ��دا��������3 )3 : 1,f ¥ )��������ث ® ) xxf 13 )���������� �ظ�������� = )*
3 1f x �ن x*=��������1د =

( ) 113 £= xxf ل����[ )¥Î ,1x3. و����س ��دا����f ص���ر�. خ���ف ذ���ك �و���د ������[ )¥Î* ,1x 

)����������ث )3 *1f x x³ ل���������[ )1,x Î 1*. و�������������� ���������ون¥ x د ����������� �����و�����������������

[ )( ) ( ]3 1, 0,1f ¥ )و�ن �م، = ]
1

inf 0,1 0
x *

£ *، أي أن= 0x £ 

]هذا ����ض �ون )¥Î* ,1x3. هذا ا�����ض ��د� إ�� أنf ��� س ��� ���� ص�ر���[ )¥,1. 

]( ��دا��4 ]4 : 1,2f )���ث ® )
x

xf
1

4 و����� ص��ر� x*=���1د �1و��د ����� �ظ��� =
2

1 

)�ن x*=��2د )
1

1
2

f x£ ]��ل £ ]1,2x Î. 

)( ا�دا����5 )1 : 0,1g )����ث ® ) 2
1 xxg �ظ���� أو ص���ر�( �����)����س ����� ������ �ص��و�  =

( )1,0:=Aأ��ت ذ�ك؟   . 

]( ��دا��6 ]2 : 0,1g )��ث ® ) 2
2 xxg و����� ص��ر� ���د x=�1و�د ���� �ظ��� ���د =

0=x ؟6و 5. ��ن ص�� ذ�ك، و�رر ا�خ��ف ��ن ا������ن 

]إذا (:8)�ظري� ],I a b= رة ����� و��دودة وإذا��:f I �صل  ��fن Iدا�� ��ص�� ��� ®

 .Iإ�� ������ ا�طظ��)ا��ى���( وإ�� ������ ا�ص�ر�)ا��ى���( ���
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)( وا����ح أن ا����و���� غ���ر ا�خ��������): ���ن �ظر���� ا�بره���ن ) ( ){ };f I f x x I= Î Í 

)�����دودة. �����ذا )sups f I* )و = )infs f I* ������ث x �����I*و x*�������� �������ن أ����� �و����د =

( )*s f x* )و = )*s f x* = . 

n( ��ل1    Î ن��ns 1-*
)��س �د ��وي �����و��  )Ifأي أ�� ��ل ،n Î و�د�Ixn Î 

)���ث )
1 1

ns f x s s
n n

* * *- < £ < ��nل + Î. 

)��دودة ��ن �ل �����ط� Iو��ث أن )nx ��I ون ��دودة و������� ��� �����ط� �ز�����( )
rnx 

�������Ix ����ن I. و����ث أنx*���ر����� إ���� ��ى��� Î* و���������f ص���� ����د��*x و���ن ���م

( ) ( )
rnf x f x *® . 

)و��ث أن )1 1
rns f x s

n n
* *- < < )��ن + ) ( )lim

rn
n

f x f x s* *

®¥
= =. 

)وه�ذا ��صل ��� ) ( )f x f x* )، أي أن��IxÎل ³ )f x  .����f ���I �ظ�� ��دا�� *

Ix( �����ل ���ن إ����ت أن �و��د �     Î*
)���ده� ����� ص��ر� ه�� ���fون ��دا���   )*xf .

 )���ص�ل ا��ره�ن ��رو�� ���ر�ن(.

 )و�ود �ذر ��دا�� ا���ص��((:9)�ظري�

]إذا ],I a b= و:f I )، وإذاIدا���� ��ص���� ����� ® ) ( ) 0<bfaf و���د� ������( )bac ,Î 

)���ث ) 0=cf. 

): �� ا����� ��د��ا�بره�ن ) ( )0f a f b< ))ا����� ��د�� > ) ( )0f a f b> ����ش ������ل.(  <

������ إ��� ��ل  �cوف ��وم ���و�ن �����ط� �ن ا���رات ا���داخ��، و�ن �م ���ن و��ود ��ى��

)�ن هذ� ا���رات و���ن أن ) 0=cf. 

]ا�طل ]1 1 1,I a b= ��1ث 1,a a b b= وا�طل =
1r ه�� ��ى�� ���ص�ف

1Iذا��� .( ) 01 =rf ن���

1c r= و��و����ف. خ����ف ذ����ك إذا( ) 01 >rf ������2 1 2 1,a a b r= )وإذا .= ) 01 <rf ������
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2 1 2 1,a b br= ]. و��������ن ��������م ا�ط�������ل= ]2 2 2,I a b= ����������2ون 1I IÌ و( ) ( )2 20f a f b< < .

������1رار �� ىر��� ��ص�ف ا��د� ��صل ��� ����ط� ا���رات ا���داخ��� 2 kI I IÊ Ê Ê 

)و���� ) ( )0k kf a f b< ��kل > Î 

����وي �ص�ف ى�ول ا����رة nIو��ث أن هذ� ا���رات ��و�ت ���رار ا���ص�ف ��ن ىول ا����رة

1-nIو������� ��ن ىول ا���رة .nI هو( ) 12n
n nb a b a -- = ��nل - Îو���ث أن .nI  رات���

��cداخ�� ����� و��دودة ���� �و��د Î ث����nIcÎ ل���n Îأي أن .nn bca ، و��ن  ££

�nم ��ل Î ��� صل�� ( ) 10 2n
n n nc a b a b a -£ - £ - = lim. وه�ذا ��ن- n

n
a c

®¥
=. 

)�ذ�ك ) 10 2n
n n nb c b a b a -£ - £ - = ��nل - Îو������� .lim n

n
b c

®¥
= . 

)���ن Iدا��� ��ص��� ���� �fن ��� ����� ���ث أن ) ( )nf a f c® د�����n . و���ث أن¥®

( ) 0<naf ل����n ن����( ) 0<cfو���ذ�ك .( ) ( )nf b f c® و����ث أن( ) 0>nbf ل����n ن����

( ) 0>cfوه�ذا ��ن هذا ����ض ����� أن .( ) 0=cf. 

]: إذا�ث�ل ] [ ]1,01,0: ®f ص�� ����ت و�ود��[ ]1,00 Îx ث���( ) 00 xxf = 

 ���ظ�: ��ل هذ� ا���ى� ���� ��ى� �����. 

): �رفا�حل ) ( ) xxfxg ]����ون =- ] [ ]: 0,1 0,1g ]دا��� ��ص��� ���� ® ). ���ذا0,1[ ) 00 =f 

����������00ن =xوإذا ,( ) 11 =f ����������10ن =x خ���������ف ذ���������ك إذا .( ) ( )1 1, 0 0f f¹ ����������ن ¹

( ) ( )1 1, 0 0f f< ). و�������< ) ( )1 1 1 0g f= - )و > ) ( )0 0 0 0g f= -  0xو��ذ�ك �و��د .<

��[ )���ث 0,1[ )0 0g x )و�ن �م = ) 00 xxf =. 

 ( ا������ ��ق�م� ��زا�و )�ظر��  (:17)�ظري�

f:��رة وإذا Iإذا I Iba. ���ذاIدا�� ��ص�� ���� ® Î, وk Î ث����( ) ( )bfkaf << 

a,��ن ����c ��I �و�د ��ى� b ث���( ) kcf =. 

ba: ��رض أنا�بره�ن ). �رف> ) ( ) kxfxg )���د أن :=- ) ( )bgag << 0 . 
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aو c( ����و�د ��ى����9)و����ب �ظر�����  c b< )�����ث > ) 0g c ). و���������� = ) kcf . وإذا=

ba )���رف < ) ( )xfkxh )������ق :=- ) ( )ahbh << acbو c. و���ن ���م �و���د ��ى��� 0 << 

)���ق ) ( )cfkch )، و�ن �م0==- ) kcf =. 

]: إذا��يج��� ]baI f:����رة ������� و����دودة وإذا =:, I k. ����ذاIدا���� ��ص���� ����� ® Î 

)���ث ) ( )inf supf I k f I£ )���ث  ����c ��I �و�د ��ى� £ ) kcf =. 

)���ن ��Iص��� ���� �����f و���دودة و Iأن: ��ث ا�بره�ن )If دودة، و��ن ��م �ص�ل���f 

Icc، أي �و��������������د ا�����������������ىIإ��������������� ����������������� �ص�������������و� ���������������� Î*
* ����������������ث ,

( ) ( ) ( ) ( )sup , inff c f I f c f I*
*= ). و�������= ) ( )*

* ££ cfkcf 

cو IcÎو�ن �م ��ب �ظر�� ��زا�و ������ ا������ �و�د c c *
* < )���ق > )f c k=. 

f:��رة و Iإذا (:11)�ظري� I )��ن  Iدا�� ��ص�� ��� ® ) ( ){ }IxxfIf Î=  ��رة. ;

)�����ل ا�بره����ن: )IfÎba, ث������ba �����Ibaو�د > Î,  ث������( ) ( ),f a f ba b= = .

)و��ب �ظر�� ��زا�و ������ ا������ ���ل )ba,Îk و�د���IcÎ وbca )����ق >> ) kcf = .

)اخ���ر�� �� kو��ث )ba,  ن��[ ] ( )IfÍba,و���ث أن .,a b ��� ص�ر اخ���ر������( )f I 

)��ن )If .رة�� 

f:�������رة ���������� و�������دودة وإذا Iإذا (:12)�ظري������ I �������ن  Iدا������� ��ص������� �������� ®

( ) ( ){ }IxxfIf Î=  ��رة ����� و��دودة. ;

)( ��ون�)��رة ����� و��دودة ���� و���ب �ظر��  ��Iث أن ا�بره�ن: )If  دودة. و���������

m,��و�د M Î ث���( )supM f I= و( )infm f I=. 

)( ��ن8)و��ب �ظر��  ),m M f IÎو������� .( ) [ ]MmIf ,Í و��ب ا������ ا������ ��ظر�� .

]��زا�و ������� ا������� ����� ���ل ]Mmk ,Î و��د�IcÎ  ث����( ) kcf ). و�����= )Ifk Î  ه�ذا

]�ط�� أن ] ( )IfMm Í, وه�ذا ��ون .( ) [ ]MmIf ,=. 

 ���رين:
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]( إذا1 ]: ,f a b )دا�� ��ص�� ���ث ® ) 0f x ]��ل < ],x a bÎ ����0ت أ��� �و��د a< Î 

)���ث )f xa ]��ل £ ],x a bÎ. 

]ا��ل: ��ث أن ],I a b= دة ��ن��رة ����� و��دو( )f I رة ����� و���دودة. و�������� �و��د��

a �� ث���( )inf f Ia ). و��ث أن= )f I رة ����� ��ن��( )f IaÎ 0و�ن �م a<. 

]( إذا� ], : ,f g a b ]دوال ��ص��������� ���������� ® ],I a b=  وإذا( ) ( ){ };A x I f x g x= Î = 

)����ت أ�� إذا )nx �� ط������A ����0رب إ��x ��0نx AÎ. 

)ا��ل: إذا )nx �� ط������A ����0رب إ���x و���ث أنA IÍ وI رة ������ و���دودة ���ن���

0x IÎو���ث أن .,f g ����� دوال ��ص����I ن���( )( )nf x رب إ����������( )0f x و( )( )ng x 

)������رب إ���� )0g xو����ث أن .nx AÎ ل����n ن����( ) ( )n nf x g x= ل����nو��������� ����ن .

( ) ( )0 0f x g x=0. و�ن �مx AÎ. 

]( إذا3 ]: ,f a b ]دا������ ��ص������ ������� ® ],I a b= وإذا ������لx IÎ و�����د�y IÎ ث�������

( ) ( )
1

2
f y f x£ ت أ�� �و�د����c IÎ ث���( ) 0f c =. 

)ا������������ل: إذا )nx ������������ ط����������������I ث�������������( ) ( )1

1

2
n nf x f x+ ������������ن ������������nل £

( ) ( )1 1

1

2
n n

f x f x+ )و������� ��ن £ ) 0nf x ® . 

��nxدودة و Iو��ث أن IÎ ل��n ن���( )nx ط�� ���دودة و��ن ��م �و��د�����( )
rnx  ط�������

دا������ ��ص������ و ���������f. و������ث أن �Iن �c ������Iز������� ���ر������� إ������
rnx c® ن������

( ) ( )nf x f c® ن. وه�ذا��( ) 0f c =. 

( ��ن أن �ل ���رة �دود �ن در�� �رد�� ذات �ط���ت ������� ���ون ���� ��ذر ������ وا��د 4

 ��� ا��ل.
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): ا�ط��لا�ح��ل ) 1
1 1 0

n n
n n nP x a x a x a x a-

-= + + + ���دد  nو �����nرة ���دود ���ن در���� +

����limردي. و���������� �����ن n

x
x

®±¥
= 0na. �����ذا¥± )�����ن < )lim n

x
P x

®±¥
= 0na. وإذا¥± �����ن >

( )lim n
x

P x
®±¥

= ). و���������� ¥ )nP x-¥ < < �����xل ¥+ Îو�����ث أن .:nP دا�����  ®

a,����و�د ��ص���� ����� b ���� ث�����( ) ( )0n nP a P b-¥< < < < ، و���ن ���م �و���د¥+

( ),c a bÎ ث���( ) 0nP c =. 

f:( إذا5 )وإذا دا����� ��ص����� ������ ® )lim 0
x

f x
®±¥

 �����دودة ������ f. �������ت أن=

. وأ�ى� ���ل ����ن أن ���ل ه�ذ� ا�دا��� � �ظ�� أو ص�ر�( ���)و�صل إ�� ���� �صو� 

 �ظ�� و���� ص�ر�.�صل ����رورة إ�� ���� 

f:: إذاا�حل )���ث ���� ��ل ��ص�� ��� ® )nx �� ث  �����ط����nx ��ن ¥±®

( ) 0nf x ). و�������� ����ن® )( )nf x �����0ط��� ����دودة. وه�ذا �ط���� و���ود ���ددM �����ث <

( )nf x M< ل��nx. 

����x ��ل دا�� ��ص�� ��� fو��ث أن Î 0وe �0dو�د <  ���ث<

( ) ( ) ( ) ( )n nf x f x f x f x M£ - + < 

)�� ا��وار ��nxل )V xd. 

)و����ث أن )lim 0
x

f x
®±¥

������0M ����ل = )�طى��� �و���د ���وار < )0V d ث�����( ) 0f x أو ³

( ) 0f x )�� ا��وار ��xل £ )0V dأي أن ،f ��� صل إ�� ���� �صو��. 

): ا�دا���ث�ل ) 2

1
f x

x
����ق =

2

1
lim 0

x x®±¥
و =

2

1
0

x
���0ل ³ x¹ Î ه�ذ� ا�دا��� �ص�ل ���ى .

 إ�� ���� ص�ر�.

f:( إذا6 bو دا�� ��ص�� ��� ® Î .0ا���ت أ��� إذاx Î ث����( )0f x b<  �����

�0dو�د )���ث < )f x b< ل��x ا��وار( )0V xd. 
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): ���رفا�ح��ل ) ( )g x f xb= g:�����د أن - )وأن دا���� ��ص���� ����� ® )0 0g x > .

)و������ن ������م �������ن ) ( )
0

0lim
x x

g x g x
®

). و������������ ��ط�����دد= )0

1

2
g xe �0dو������د = ��������ث <

( ) ( ) ( )0 0

1

2
g x g x g x- )ا����������وار ����������xل > )0V xd����������� و���������ن ذ���������ك ��ص��������ل .

( ) ( )0

1
0

2
g x g x> )، و�ن �م< )f x b< ل��x ا��وار( )0V xd. 

f:( إذا� )�����ث ® ) 2f x x= ل����x ���� اخ����ر ����ت ������رf  ص��ورة ���ل ����رة

 ���و��)�����(

]( أ�ى�ت8 ]: 0,1f ]دا�� ��ص�� ��� ا����رة ® )و 0,1[ )f x Î ل���[ ]0,1x Î ت أن�����

f .دا�� ����� ا����� 

]( إذا9 ]: ,f a b ])���ت ����رورة ��ص�� ��� ® ],a bوإذا ��ل )x ��[ ],a b و�د ��وار�

( )
x

V xd ث���f ��� دا�� ��دودة( )
x

V xdت أن���� .f ��� دا�� ��دودة[ ],a b. 

]غ���ر ����دودة ���� f: ا���رض ����� ا�ط��س أنا�ح�ل ],I a b= ل���� ������n Î و���د�nx IÎ 

)�����ث )nf x n>و����ث أن .I و����دودة ����ن ا������ط��� �������( )nx دودة و���ن ���م �و���د����

)�����ط� �ز��� )
rnx����0رب إ��x ���I0. ��ن ���� ������ ��ط�ددx  �0و��د

x
d دا���  ����fث <

)�����دودة ������ ا�����وار )0x
V xd .و���������� �و����د, 0N MÎ )������ث < )

rnf x M< ل�����

rn N³وهذا ����ض �ون .( )nf x n> ل��n��� هذا ا�����ض ��دي إ�� أن ��دودة .I. 

)( إذا17 ): ,f a b )دا�� ��ص�� ��� ا���رة ® ),a b وإذا ��ل( ),x a bÎ �0و�دxd ���ث <

f دودة ����� ا����وار����( )
x

V xd  ت ������ل أن������f ت ������رورة ����دودة ����� ا�����رة�����

( ),a b. 

): ا�دا��ا��ل ) 1f x x= ص�� ع�ى ا���رة��( )0,1J )، و�كن= ) ( )1,f J =  غير �حدودة. ¥
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UNIFORM ا����ظم ا��ص�ل CONTINUITY 

Aإذا Í و:f A �0eط���� أ���� ����ل �طى��� c ����Aدا���� ��ص���� ����د ����fن ® �و���د <

( )0 ,cd d e< )���ث = ) ( )f x f c e- ���xق  ��xل > c d-  d. �و�� ��م ���ن ا�ط�دد>

,�ط��د ��� �ل �ن ce دا����� ����( )
1

f x
x

}��ص��� ���� ا����و���  = }: 0A x x= Î ¹ 

)�������������ن c �������������Aو�������������ل ) ( )
c x

f x f c
cx

-
- 0e. و�������������ل �طى������������= �و������������د <

21 1
0 min ,

2 2
c cd e

ì ü
< = í ý

î þ
���xق x. و��ث أ�� ��ل c d- ��ن >

1

2
x c c- و���� ��د  >

أن
1

2
x c> و������� ��ن( ) ( ) 2

2
f x f c x c

c
- < - 

�21ن ��� ����� �د���

2
x c c e- ). وه�ذا ��ن> ) ( ) 2

2

2 1

2
f x f c c

c
e e

æ ö
- < =ç ÷

è ø
 

��xل AÎ  ق���x c d- ). وا�ح �ن هذا ا����ل أ�� ��د درا�� ا�دا��> )
1

f x
x

���د ��ل  =

�c �����دد ������� وا����دة �ص����ح �����ل �����dن ا�ص������ ا��������� ��ط���دد ��Aى���� ����� AÎ  ن�

( ){ }inf , ; 0c c Ad e Î ). ����� ��دا��= )f x x= ���� د أ��� ���ل ا���ص������c Î  و���ل

�0eطى� �dو�د < e= ث���( ) ( )f x f c e- ����xق  ��xل > c d-  d. أي أن ا�ط�دد>

 . هذا �د�ط�� �درا�� هذ� ا����� ��دوال ا���ص��.eهذ� ا��رة �ط��د ��ى ���

Aإذا(: ��5ريف) Í ل ��دا�����:f A إذا ��ل �طى� Aأ��� ��ص�� ا�ص�ل ���ظم ��� ®

0e )�و�د < )0 d e< ث���( ) ( )f x f c e- x,��ل > c ��A  ن�����x c d- <. 

دا�� ��ص�� ����ظ�م ��� ���و�� fا����ظم �طرف ��� ���و��. وأ�� إذا ل���ظ أن ا��ص�

A ن��f �� ص�� ��د �ل ��ى���A و��س ذ�ك ��س ����رورة ص���ح ���� و��� ا�ط��وم ،

)���� ا�دا�� )
1

f x
x

0د��ص�� ��د �ل ��د = x< وه�� غ��ر ��ص��� ����ظ��م ���� ا����و���

{ }: 0A x x= Î  . ا��ظر�� ا������ �و�ح �ط��ر �دم ا��ص�ل ا����ظم.<

f:إذا(: �13ظري�) A  دا�� ��ن ا���ل ا������ ������� ®



17�

 Aغ�ر ��ص�� ����ظ�م ��� ا����و�� fا�دا�� (1

�00و�����د (� e< �������0ث ������ل d< و�����د�,x cd d ������A ن���������x cd d d- و >

( ) ( ) 0f x f cd d e- ³

�00و�د (3 e< و�و�د( )nx و( )nc �� ط��ن�����A  ث���

( )lim 0n n
n

x c
®¥

- )و = ) ( ) 0n nf x f c e- ³.

���00و�د Aغ��ر ��ص��� ����ظ��م ���� f( ���ب ا��طر�ف ��ذا� Ü(1 ا�بره�ن: e<  ث����

��0ل d< و�د�,x cd d ��A ن�����x cd d d- )و > ) ( ) 0f x f cd d e- ³. 

�) Ü 300( �و�د�( ��� �ص�� e< و��لn Î و�د�,n nx c ��A ث���
1

n nx c
n

- و >

( ) ( ) 0n nf x f c e- 00. و������ن ������م �و������د³ e< و( ) ( ),n nx c ������� ط������ت�����A ث��������

( )lim 0n n
n

x c
®¥

- )و = ) ( ) 0n nf x f c e- ³. 

0eو����ل �طى���. ��Aص���� ����ظ���م ����� f( أن1وا�ن ����رض ����� ا�ط���س ���ن  �و���د <

( )0 d d e< )���ث = ) ( )f x f c e- ���xق  ��xل > c d- < . 

�Kو�����د d( ص�������� �������� ��ط����دد������3ذا  Î ث�������n nx c d- ������nل > K³و����������� .

( ) ( )n nf x f c e- ����nل > K³ 0و����ل �طى���e 00. وه��ذا ������ض أ���� �و���د< e< ث�����

( ) ( ) 0n nf x f c e- ��nل ³ Îص�����. 1( ���ون3. ه�ذا ا������ض ���دي إ��� أ��� �ص��� )

 (.Ü 1 (3وه�ذا ��ن

  أ�ث��:

)( ��ن أن ا�دا��1 )
1

f x
x

}غ�ر ��ص�� ����ظ�م ��� ا����و�� = }: 0A x x= Î >. 

: ا�ط����������لا�ح����������ل
1 1

,
1

n nx c
n n

= =
+

������������nل  Î د أن������������,n nx c AÎ ل������������n   وأن

( )
( )

1
lim lim 0

1
n n

n n
x c

n n®¥ ®¥
- = =

+
). ���ذ�ك وا���ح أن ) ( ) 1n nf x f c- . و��������� ����nل =
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)�و��������د )nx و( )nc ��������� ط���������ن�����A ث����������( )lim 0n n
n

x c
®¥

- )و�ي = )0 0,1e Î ن���������

( ) ( ) 0n nf x f c e- ³. 

)( ادرس ا��ص�ل ا����ظم ��دا��� )
1

cosf x
x

)��� ا���رة = )0, ¥. 

)��� ا���رة f: رغم أن ا�دا�� ��ص��ا�حل )0, غ�ر أ��� غ�ر ��ص�� ا�ص�ل ���ظم ��� هذ�  ¥

غ���ر ��ص���� ا�ص���ل �����ظم ����� fا�����رة و���وف ������ش ����ل ه��ذ� ا������� ������. و������ت أن

( )0, )�ط����������������ر ا������ط����������������ن ¥ )
1

2
nx

np

æ ö
= ç ÷
è ø

)و  )
( )

2

2 1
nc

n p

æ ö
= ç ÷ç ÷+è ø

. وا���������������ح أن

( )lim 0n n
n

x c
®¥

- nو����ل = Î ن����( ) ( )1, 0n nf x f c= ). و���������= ) ( ) 1n nf x f c- = ،

0و�ن �م ���ل 1e< )���ن £ ) ( )n nf x f c e- غ��ر ��ص��� ا�ص��ل ����ظم  f. و�������� ���ن³

���( )0, ¥. 

f:( ��ن أن ا�دا��3 )���ث ® ) 2f x x= ل��x Î ��� غ�ر ��ص�� ����ظ�م 

): ����د���ا�ح���ل )nx و( )nc ����� ث �����ط�����ن������
1

,n nc n x n
n

= + �����nل = Î ن��������

( )
1

lim lim 0n n
n n

x c
n®¥ ®¥

- = nو��ل = Î  ن�� 

( ) ( )
2

2

2

1 1
2 2n nf x f c n n

n n

æ ö
- = + - = + >ç ÷

è ø
 

)و�ن �م  ) 2f x x= ��� دا�� غ�ر ��ص�� ����ظ�م. 

f:��رة ����� و��دودة وإذا Iإذا (:�14ظري�) I دا��� ��ص���  ��fن Iدا�� ��ص�� ��� ®

 .Iا�ص�ل ���ظم ���

)��و�د Iغ�ر ��ص�� ����ظ�م ��� ��fرض أن ا�بره�ن: )nx و( )nc �� ط��ن�����I و�و��د

00 e< ث���( ) ( ) 0n nf x f c e- ��nل ³ Î و
1

n nx c
n

- <. 
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)������� و����دودة ����و�د Iو����ث أن )
rnx و( )

knc ���� ط����ن �ز������ن ����ر����ن�����Iذا���� .

rnx z® ن��
2

k k r rn n n nc z c x x z
n

- £ - + - ��nل > Î و�������
knc z® . 

)���ن ��Iص�� ���� fو��ث أن ) ( )( ) ( ) ( )lim 0
r kn n

n
f x f c f z f z

®¥
- = - . ه�ذا �ط��� أ��� =

��0eل �طى�� �0nو��د < Î ث����( ) ( )n nf x f c e- ���0nل > n³وه�ذا �����ض ��ون .

( ) ( ) 0n nf x f c e- ��nل ³ Îدي إ�� أن . هذا ا�����ض��f ��� ص�� ����ظ�م��I. 

]أ�ى�����ت (:�4ث����ل) ]: 0,2f )������ث ® )f x x= ت أن��������f ������� ص����� ����ظ�����م��

[ ]0,2I =. 

��ص�� ����ظ�م  ��fرة ����� و��دودة ��ن I، و��ث أن��Iص�� ��� f: ���� إ���ت أنا�حل

���I. 

Lipschitz"دوال �����ز(: ��6ريف) Functions" 

Aإذا Í ل ��دا�����:f A 0إذا و�د ا����ت ���A ز�����أ��� ���ق �رى  ® K< ث���

( ) ( )f x f c K x c- £ x,��ل - c ��A. 

)( ��ن أن ا�دا��1 أ�ث��: ) 2f x x= ث���[ ]0,x bÎ ��� ق �رى �����ز���[ ]0, b. 

x,: ��لا�حل c ��[ ]0, b ��2نx c b+ 2K. و�ن �م �و�د£ b= ث ���ل���,x c ���[ ]0, b 

)��صل ��� ) ( ) 2 2f x f c x c x c x c K x c- = - = + - £ -. 

)( إذا� )f x x= ��1ل x£ ت أن ا�دا������f ق �رى ���ش���jز ��� ا���رة[ )1, ¥. 

x,: ����لا�ح��ل c ����[ )1, ����2xن ¥ c+ . و��������� �و���د³
1

2
K x,�����ث ����ل = c ����

[ )1, )��ون ¥ ) ( )
x c

f x f c x c K x c
x c

-
- = - = £ -

+
. 

)( ا��ت أن ا�دا��3 )g x x= ث���[ ]0, 2x Î ق �رى ���ش��� �j��� ز[ ]0, 2. 
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): �����رض أنا�ح���ل ) ( )0 0g x g K x- £ �����xن - Kx£و������� .
1

K
x

����� �����xل £

[ ]0, . ��ذا2
2

1
nx

n
]���ن = ]0, 2nx Î ل���n Îو��ن ��م ،n K£ ل���n Î وه�ذا �����ض .

 غ�ر ��دودة �ن أ���.  �ون ا����و��

f:إذا (:�15ظري�) A  ���fن ا��ز���� ��ن ���A ا����و��� زدا�� ���ق �رى ����� ®

 .Aدا�� ��ص�� ا�ص�ل ���ظم ���

��0و�د ز���ق �رى ����� fإذا ا�بره�ن: K< ث����( ) ( )f x f c K x c- £ x,���ل - c 

�������A0. وإذاe �طى������ �������و�د <
K

e
d x,. و�������ل= c �������A  ث��������x c d- �������ن >

( ) ( )f x f c K x c K
K

e
e- £ - <  .Aدا�� ��ص�� ا�ص�ل ���ظم ��� f. أي أن=

)( ا��ت أن ا�دا��1أ�ث��:  )
1

f x
x

]��ص�� ����ظ�م ��� ا���رة = ),A a= �0ي ¥ a<. 

x,: ��لا�حل c ��A ن���,a x a c£ )و £ ) ( ) 2

1
f x f c x c

a
- £ ����ق  f. و�������� ���ن-

����ت ���A ز�رى �����
2

1
K

a
 ��Aص�� ا�ص�ل ���ظم ��� f، و�ن �م ��ن=

f:( أ�ى���ت� )����ث ® ) 2

1

1
f x

x
=

+
����xل  Îت أن������ ،f  دا���� ��ص���� ����ظ���م

���. 

x,: ��لا�حل c �� ن�� 

( ) ( )
( )( )

( )( )

2 2

2 2 2 2

2 2

1 1

1 1 1 1

2
1 1

c x
f x f c

x c x c

x c
x c x c

x c

-
- = - =

+ + + +

+
£ - £ -

+ +

 

2K)����تز�����ق ���رى ������� fوه���ذا ����ن ا�دا���� دا���� ��ص����  f. و��������� ����ن( �����=

 .����ظ�م ���
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)( ادرس ا��ص�ل ا����ظم ��دا��3 )f x x= ا���رة ���[ )0, ¥. 

]: ا�ط�لا�حل ]0,2I ]و = )1,J = ]���ن ¥ )0, I J¥ ). و���ث أن= )f x x=  دا��� ��ص���

���I و��ث أنI رة ����� و��دودة ��ن��f ص�� ����ظ�م�� ���I. 

��1ن x ��Jو��ل x£و������� إذا .,x c ��J ن�� 

( ) ( )
1

2

x c
f x f c x c x c

x c

-
- = - = £ -

+
 

)����تز���ق �رى ����� fأي أن
1

2
K ��ص��� ����ظ��م ���� f. وه��ذا ���نJ( ��� ا���رة=

[ )0, I J¥ =. 

. ���ل ���A ز��������ق �رى  A: ��س �ل دا�� ��ص�� ا�ص�ل ���ظم ��� ���و����حظ�

)ذ�ك ا�دا�� )f x x= ص�� ا�ص�ل ���ظم ��� ا���رة��[ ��� هذ�  زو� ���ق �رى ����� 0,1[

 ا���رة.

CONTINUOUS  ا���صل ا���ديد EXTENSION

)��ون ��ص�� ا�ص�ل ���ظم ��� ا���رة fا�دا��(: 16)�ظري� ),a b  إذا و���ى إذا أ���ن �طر��ف

a,��د ��ى�� ا������ fا�دا�� b ث ��ون ا�دا�� ا������ ��ص�� ��� ا���رة���[ ],a b. 

a,��د ��ى�� ا������ fإذا أ��ن �طر�ف ا�دا��Þا�بره�ن:  b  ث ��ون ا�دا�� ا������ ��ص�����

]��� ا���رة ],a b ���� ون ��ص��� ����ظ��م��� ������[ ],a bو�������� .f دا��� ا��ص�ر ���� ا����رة

( ),a b ��� ون ��ص�� ����ظ�م��( ),a b. 

Ü رض أن��f ���� دا�� ��ص�� ا�ص�ل ����ظم( ),a b ذا���( )nx ��� ط�������( ),a b  رب�����

)��ن aإ�� )( )nf x ط�� ���ر����. ا�ط�ل�����( )lim n a
n

f x L
®¥

���aLث = Î  ذا���( )nc  ط�������

)اخر� �� ),a b رب إ������a ن��( )lim 0n n
n

x c
®¥

- = . 
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)��ص������ ����ظ�����م ������� fو������ث أن ),a b ��������0 ������ل �طى����� e< �0و�����دn Î   ث�������

( ) ( )
2

n nf x f c
e

- ��0nل > n³و������� . 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

n a n n n af c L f x f c f x L
e e

e- £ - + - < + = 

)أي أن )lim n a
n

f c L
®¥

)��ل = )nc �� ط������( ),a b ر��� إ�����a. 

)�����ث ���� �������bLل �و���د )lim n b
n

f x L
®¥

)����ل = )nx ���� ط��������( ),a b ر����� إ�������b .

)و�و�� ) ( ),b af b L f a L= a,��ص�� ��د �ل �ن ��fون = b و��ث أ���� ��ص��� ����ظ��م .

���( ),a b ن��f ��� دا�� ��ص��[ ],a b. 

)( ا�دا��1 أ�ث��: )
1

sinf x x
x

)��ص�� ��� ا����رة = ]0,b ������ ���0ل ��دد b<و���ث أن .

0

1
lim sin 0
x

x
x®

 ��ن ا���د�د =

( )
1

sin ; 0

0 ; 0

x x
F x x

x

ì
>ï

= í
ï =î

 

]��صل ��� ]0, bو������� ��ن .f ��� دا�� ��ص�� ����ظ�م( ]0,b. 

)(  ا�دا������� )
1

sing x
x

)��ص������ ������� ا�������رة = ]0,b ��������� ������0ل �����دد b< و������ث أن .

0

1
lim sin
x x®

]��س ��� ��د�د ��صل ��� gغ�ر �و�ودة ��ن  ]0, b و������� ��نg  ت ��ص�����

)ا�ص�ل ���ظم ��� ]0,b. 

 ���رين:

)( إذا1 ): 0,f ¥ )دا�� �طر�� �������دة ® )
1

sinf x
x

غ��ر  ���fن �ى�ر����ن �خ������ن أن =

)��ص�� ا�ص�ل ���ظم ��� ا���رة )0, ¥. 
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ا�طل (:1ا�حل)
1

2
nx

np
و =

( )
2

2 1
nc

n p
=

+
��nل  Îن�� .( )lim 0n n

n
x c

®¥
-  وأن  =

( ) ( ) ( )
( )2 1

sin 2 sin 1
2

n n

n
f x f c n

p
p

+
- = - = 

)أي أ��� ����ل ]0,1e Î ن����( ) ( )n nf x f c e- �����ت ��ص��� ����ظ���م ����� fو�������� ����ن. ³

( )0, ¥. 

����ث أن (:2ا�ح��ل)
0

1
lim sin
x x®

]غ���ر �و���ودة ������ � �و���د ��د���د ��ص��ل �����   ��fدا���� ¥,0(

)���ت ��ص�� ����ظ�م ��� fو������� ��ن )0, ¥. 

,( أ�ى����ت� :f g A Aدوال ��ص����� ����ظ����م ������� ا����و����� ® Í ت أن دا������������� .

fا����وع g+ ��� ص�� ا�ص�ل ���ظم��A. 

f,: إذاا�حل g ���� دوال ��ص�� ا�ص�ل ���ظمA �����0 ���لe �1و��د < 20, 0d d> ����ث <

( ) ( )
2

f x f c
e

- x,��ل > c ��A ������1نx c d- )و > ) ( )
2

g x g c
e

- x,���ل > c ���

A �����2نx c d- }. ��ذا> }1 2max ,d d d= ل�� ����,x c ��A ن�����x c d-  ��د أن  >

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

f g x f g c f x f c g x g c
e e

e+ - + £ - + - < + = 

fأي أن ا�دا�� g+ ��� ص�� ا�ص�ل ���ظم��A. 

,( إذا3 :f g A ��Aص�� ����ظ�م ��� ا����و�� ® Íوإذا .,f g ���� دوال ���دودةA 

 .��Aص�� ا�ص�ل ���ظم ��� ����fgت أن دا�� ��صل ا��رب

f,: ����ث أن ���ل ���نا�ح��ل g ����� دا���� ����دودةA ����0و�د, 0f gM M> �����ث ���� <

( ) ( ),f gf x M g x M< f,و����ث أن .����x ����Aل > g ����� دوال ��ص���� ����ظ���مA 

������0e ����ل �1و���د < 20, 0d d> )�����ث < ) ( )
2 f

f x f c
M

e
- x,����ل > c ����A ن�������
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1x c d- )و > ) ( )
2 g

g x g c
M

e
- x,�����������ل > c �����������A ��������������2نx c d- . �����������ذا>

{ }1 2max ,d d d= ل�� ����,x c ��A ن�����x c d-  ��د أن  >

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
f g

f g

fg x fg c g x f x f c f x g x g c

M M
M M

e e
e

- £ - + -

< + =
 

 .��Aص�� ا�ص�ل ���ظم ��� fgأن ا�دا��أي 

)( ��ن أن �ل �ن ا�دا���ن4 )f x x= و( ) sing x x= ��� وأن دا�� ��ص�� ا�ص�ل ���ظم .

)ا��رب ) sinfg x x x= ��� غ�ر ��ص�� ا�ص�ل ���ظم. 

0e: ��لا�حل �0و�د < d e< x,و��ل = c �� ن�����x c d-  ��ن >

( ) ( )

( ) ( )

,

sin sin

f x f c x c

g x g c x c x c

d e

d e

- = - < =

- = - £ - < =
 

f,ا�دوالأي أن  g ��� ص�� ا�ص�ل ���ظم�� . 

����0e ��ل ��ص�� ����ظ�م ��� ��fgرض أن ا�دا�� )و��ل < ) ( ),n nx c ��� ط��ن������ 

)������������ن )lim 0n n
n

x c
®¥

- )���������ون = )( ) ( )( )n nfg x fg c e- . ���������ن ���������� ������������� إذا>

1
,n nx n c n

n
= + ��nل = Î ن��( )lim 0n n

n
x c

®¥
-  و��ن =

( )( ) ( )( )
1 1

sin sin

1 1 1
sin sin 1

n nfg x fg c n n n n
n n

n n n
n n n

æ ö æ ö
- = + + -ç ÷ ç ÷

è ø è ø

æ ö
£ + - + £ +ç ÷

è ø

 

)وهذا ����ض �ون )( ) ( )( )n nfg x fg c e- ��nل > Îهذا ا�����ض ��دي إ�� أن ا�دا�� .fg 

 .���ت ��ص�� ا�ص�ل ���ظم ���

,( أ�ى�ت5 :f g ����fت أن دا�� ا���ص��ل. دوال ��ص�� ����ظ�م ��� ® g  ص�����

 .ا�ص�ل ���ظم ���
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��������0eل دا������� ��ص������� ����ظ������م �������� f: �������ث أنا�ح�����ل �0و������د < fd<  ث��������

( ) ( )f y f b e- y,����ل > b Î ن�������fy b d- دا���� ��ص���� ����ظ���م  g. و����ث أن>

������0 ��ط��دد ����� fd< �0و����د d< ث�����( ) ( ) fg x g c d- x,����ل > c ���� ن��������

x c d- 0e. وه���ذا ����ل> �0و���د < d< ث ����ل�����,x c ����  ن�������x c d- ����ون >

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )f g x f g c f g x f g c e- = - f. و������� ��ن دا��� ا���ص��ل> g 

 .��ص�� ا�ص�ل ���ظم ���

f:( إذا6 A )وإذا Aدا���� ��ص���� ����ظ���م ����� ® ) 0f x k³ ����xل < AÎ ت أن������ .

1ا�دا��

f
 .��Aص�� ����ظ�م ��� 

): �رف ا�دا��ا�حل )
1

g x
x

]���ث ��xل = ),x kÎ  ��د أن  ¥

( ) ( ) 2

1
g x g c x c

k
- £ - 

�����ت زدا�� ����ق ��رى ������ gأي أن
2

1

k
]���� ا����رة  ),k ، و��ن ��م ���� دا��� ��ص��� ¥

f:ا�ص�ل ���ظم ���� ه�ذ� ا����رة. ���ذا A Aدا��� ��ص��� ����ظ��م ���� ® Í و���ث أن

( ) 0f x k³ ��xل < AÎ ن��( ) [ ),f A kÍ ¥ . 

و����ث أن
( )

( )( )
1

g f x
f x

����xل = AÎ ن دا���� ا���ص���ل����:g f A ��ص���� ا�ص���ل  ®

 .���Aظم ���

A( إذا� Í و���� ����دودة وإذا���:f A  f. ������ت أنAدا���� ��ص���� ����ظ���م ����� ®

 .Aدا�� ��دودة ���

�����n ���ل Aدا��� غ���ر ���دودة ���� f: ا��رض ا�ط��س ���نا�ح�ل Î و��د�nx AÎ ث�����

( )nf x n³و��ث أن .A و�� ��دودة و���nx AÎ ل��n Î ن��( )nx  ط�� ���دودة�����

)و�ن �م ��� �����ط� �ز��� )
rnx ر���. و��ث أن���f ���� دا�� ��ص�� ا�ص��ل ����ظمA  ن���



116

)ا������ط� )( )
rnf x ر��� و�������� ���� ���دودة. ه�ذا �����ض ��ون���( )nf x n³ ل���n Î .

 .Aدا�� ��دودة ��� fوهذا ا�����ض ��دي إ�� أن

]دا�� ��ص�� ���� ا����رة f( إذا8 ]��ص��� ا�ص��ل ����ظم ���� ا����رة fوإذا ¥,0( ),a ���ل ¥

0 a<ت أن���� .f ��� دا�� ��ص�� ا�ص�ل ���ظم[ )0,¥. 

]دا�� ��ص�� ��� ا���رة f: إذاا�حل ����0 ��ل ¥,0( a< ون��f  ص�� ���� ا����رة ا���������

]وا�����دودة ]0, a و���ن ���م ����� ��ص���� ا�ص���ل �����ظم ����� ه��ذ� ا�����رة. و����ث أنf  ص������

]ا�ص������ل ��������ظم �������� ا��������رة ),a �������0ل ¥ a<ن������� .f �������� ص������� ا�ص������ل ��������ظم��

[ ) [ ] [ )0, 0, ,a a¥ = ¥. 

A( إذا9 Í وإذا:f A 0eدا�� ���ق ا�خ�ص��: ��ل ® g:�و�د < Ae دا�� ��ص��  ®

)���ث ����Aظ�م ��� ) ( )f x g xe e- ��ص��� ا�ص��ل ����ظم  f. �����ت أن��x ��Aل >

���A. 

g: ����ث أنا�ح��ل e ����� دا���� ��ص���� ا�ص���ل �����ظمA ������0 ����لe )�و���د < )0 d e< ن����

( ) ( )
3

g x g ce e

e
- x,��ل > c ��A ن�����x c d- 0e. و��ث أ�� ���ل> ��� xو���ل <

A  د����( ) ( )
3

f x g xe

e
- 0e. و������� ��ل> )�و�د < )0 d e< و���ل,x c ���A ن������

x c d-  ��ن >

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f c f x g x g x g c f c g ce e e e e- £ - + - + - < 

 .Aدا�� ��ص�� ا�ص�ل ���ظم ��� fوهذا �ط�� أن

Aإذا (17 Í و:f A )وإذا Aدا��� ��ص��� ا�ص��ل ����ظم ���� ® )nx  ط�� �و��������

��A ت أن����( )( )nf x �� ط� �و�������. 

�����0e ���ل Aدا�� ��ص�� ا�ص�ل ����ظم ���� ا����و��� f: إذاا�حل �0dو��د < ����ث <

( ) ( )f x f c e- x,��ل > c AÎ ن�����x c d- ). ���ذا> )nx ��� ط�� �و��������A  �����
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��0dطدد )�و�د < ) 0K d ���mث < nx x d- m,��ل > n Î  ث����( ),m n K d³ وه��ذا .

)�����ن ) ( )m nf x f x e- m,�����ل > n ث������( ),m n K d³أي أن ا������ط���� .( )( )nf x  ه����

 �����ط� �و��.

f:( إذا11 دا���� ����دودة و��ص���� ����ظ���م  ������fت أن دا���� دور���� ��ص���� ����� ®

���. 

0: ا�طلا�حل p< دورة ا�دا��f أي أن( ) ( )f x p f x+  ��fن دا�� ��ص�� ��� f. إذا=

]��ون ��ص�� ���� ا����رة ]0, p���� و��ن ��م ���ون ���دودة ،[ ]0, p0. و�������� ���و�د M< 

)���ث )f x M< ل��x ��[ ]0, pو��ث أن .f دا�� دور�� ���� ��لx �� و��د ��دد�

px ��[ ]0, p ث���( ) ( )pf x f x=و������� ��ل .x �� ن��( ) ( )pf x f x M= أي  >

 . دا�� ��دودة ��� fأن

]��ص���� ����� fو����ث أن ]1, 1p- ]��ص���� ����ظ���م ����� ����fن + ]1, 1p-  f. ����رض أن+

����0و�د �����ت ��ص���� ����ظ���م ����� 0e �����0dث ����ل < x,�و���د < cd d ���� ث�����

x cd d d- )و > ) ( ) 0f x f cd d e- ³. 
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 هـ

 ةقدمم
 

الحديثـ    التطبيقيـ  والمجالات العمليـ   يتركز الاهتمام في كثير من 

اوــتادام ا و علــا الحلــلى علــا عتــا يم عدايــ  ؤهــن اوــتق ا ها   ــ لل  

اعتمااهـا  و سنـام  اللـناعات  و ومـ  س ـارا التطـلر العلمـ       . للرة مباش ة

الـ    علا التطبيقات العلميـ   ادااات الحاةـ   ت سطـلي  العـ وا ال يا ـي      

 التحليــم العــدا  مــن مهــه هــ.  العــ وا     و ستعامــم مــ  مثــم هــ.  الحــالات.    

 .البرمج  ال يا ي و

ط ق للحللى  اوتنباطي دف  ت ال.   عله  الهلالتحليم العدا  و

الطــ ق   اوــتادامعلــا ولــلى عدايــ  ر ــا م ريا ــي  يلــع  عــااة ولــ ا        

  ا.تحليلو ه.  الط ق ووصف التحليلي 

 ت اوتادام التحليم  دعلمر ع  موباب س الغال  هناك و في

 وه    العدا 
 

   مثم  ارشهل   الط ق التحليلي يلع  وم عندما -1

   مثم من الدرة  الخام   فما فلق  معاالات ةبري-

56 4 33 1 0x x x x     

  تحتلى عل   عـ  الـدواى ار تروـل      غير خطي  معاالات ةبري-

  مثم

xex x  cos 1 0 

  مثملدواى يَلعُ  سهامل ا  مو سهاملات محدواة -

2
5

0

x
dxe 

0_عناصر%20المحتوى.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf
2_الأخطاء.pdf


 مباائ التحليم العدا 

 و  

ــا صــلر    -2 ــدما سهــلش ارشــهل  معطــاة عل ــتيم مــن    ةعن ةــدوى ريا ــ  ع

  مثـم    ع  ه.  الحال  لا يهلش عندعا  لا مجـ ا مراـام    فتج  ه معينه

ارلصــلف     للدالــ  يجــاا ايمــ  سق يبيــ  للمشــتق  الثاعيــ  عنــد  

  الجدوى التال  

 

0.5 0.4 0.3 0.2 0.1  
0.0625 0.0256 0.0081 0.0016 0.0001  

 

ولهـن    عندما سهلش ارشـهل  مـن ارمهـن ولـ ا  ـالط ق التحليليـ       -3

  عنــد و ــاب ايمتــه عــدايا    بحيــيم ؤثــم مشــهل   عــاسيم الحــم معقــد 

فمثلا ارعاال  التعا لي  الجز ي 
2

2
U U
t x

 
 

 لها وم تحليل 

   2 2

2 2
1

8 1 1
( , ) sin sin exp

2n

U x t n n x n t
n





 
  

 
   


 

2ويـــيم  2, 0x t   . مـــن اللا ـــذ مش هـــ.ا الحـــم يلـــع  و ـــاب  و

x,ايمته  دا  عند ايم  ما لـ  t .  لأش عدا الحدوا في المجملا لا ع ا 

هل ما لا يهـلش  و  كأع ا اا ل  للتطبيق اا ماو  ع  الط ق التحليلي  سبدو-4

  م ـأل  وـم عمــام معـاالات ةبري ــ    مــن ممثلـ  هـ.ا النــلا  و وقيقيـا في اللااـ .  

هـ  طـ ق   و  اوتادام ط يق  المحداات مو ط يق   يجاا ارعهـل      خطي

 متـا  وا ـذ مثم ه.  الط ق سضعف اا  ولللهـا  شـهم   و تحليلي  مع وف   

 عدا معاالاسه(. –كبر وجه النمام )عدا متغيراسه 

  

طرق العددية تعتمد على التقريب، والتقريب يعني وجود خطأ، ولهذا فمن الضروري أن وال

 ندرس الأخطاء.
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 الفصل الأول
 
 

  الأخطــاء
ERRORS  

أي  ،ينصب معظم تركيز التحليل العددي على  لىل اائى عل عىددي      

يعىىد و ر متت بعىىم مىىس اائىى ب د العدديىىم الىىم تعطىى  لىى  م  ىى    يطىى علىى  ت

 الع ليىى د،مىىس هىىلع الع ليىىم لئىى ي أو ت ىىدير ا طىىه النىى ت  مىىس هىىلع  جىىز ا 

؛ ك ى   هل هلا ا طىه اى ت  مىس الع ليى د اائى بيم أم مىس مصى د  أ ىر         و

 سن ضح في هلا الفصل 
 

Errors in Approximation and its Sources 

ك صىىطلح في سىى ن اىىد ن اعض بعىىر التعريفىى د اط مىىم لل طىىه     

 التحليل العددي، ثم ان قش مص د ع 

 

Error Measurements: 

 في ك يم محئ بم بى errorيعرن ا طه 

 

 ال ي م الت ري يم –ال ي م اا ي يم  ا طه 

 

1-%20مقدمة.pdf
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 ك  يى ن جيىد لل طىه    Absolute errorغ ل    م  يتم تعريف ا طه ااطلى   و

 ه :و

 ال ي م ااطل م لل طه ا طه ااطل  

 

في يس ا طه ب لتن سب مى  لمىم ال ي ىم     relative error أم  ا طه النئبي

 اا ي يم

 ال ي م اا ي يم ااطل م \ا طه ااطل   ا طه النئبي 

 

 ، فىنض  AXوال ي ىم الت ري يىم بىى     ، TXوإذا  مزا  لل ي م اا ي يم بى 

 الترتيبا طه وا طه النئبي يك ا ض عل  

Error(XA)=XT -XA ,   Rel(XA)=|XT -XA|/XT 

 إذا ك ات  ،وعل  س يل ااث ل

XT ==3.14159265,   XA=22/7=3.1428571 

 فنض:

Error(XA)=-22/7=3.14159265-3.1428571=-0.00126 

Rel(XA)==-0.00126/3.14159265=-0.000402 
 

الىىلكرفي في يعتىىا ا طىىه النئىىبي أكثىىر م ىى ييس ا طىىه  سىى لفم  و

التع ير عس ا طىه بكىكل دقيى   إض ا طىه  و كىللأ ا طىه ااطلى في قىد         

 ااث ل الت ل  ي ضح ذلأ و يعطين  تص  ا  مضل   في بعر الألي ض،

 

1



 الأ ط   ولئ ي اا سب

 3 

في التىىد يب اايىىداا  لطىى ي لمىىع م اائىى لم ب إعطىى   أ بىى   ىى ي    

 أ ب  مئ ف د مختلفم ل ي سه ، فك ات ات عمهم ك لت ل :

 1 2 3 4 

F 100 20 200 400 

P 104 19 194 390 

 

 هىىى  قيىىى ن الط لىىىب لىىى    Pو هىىى  الطىىى ل الصىىىحيح بىىى لكيل  مىىىتر  F ليىىى 

ب سىىت دام م يىى ن ا طىىه اان سىىب لىىدد أي الطىى ي كىى ض أكثىىر دقىىم في    

 قي س  

 

 م ي ن ا طه النئبي ااطل  ه  عل  الترتيب اال:

4 3 2 1 

0.025 0.03 0.05 0.04 

بنىى  ع علىى  ذلىىأ، ف لط لىىب الرابىى  هىى  الأكثىىر دقىىم  علىى  الىىرغم مىىس أاىى          و

 الأكثر  طئ   مس لي  ا طه ااطل في 
 

 

 
 

112 Error Sources 

تص   أان  بصدد لل مئىهلم عل يىم  ي ضىيم وأض هىلا ااىل يتضى س       

هىىلع اائىى ب د تتضىى س أ طىى  ، فىىنض هىىلع الأ طىى        و  طىى اد لئىى بيم، 

 تند ج تحت ألد ا عين، ه  ، أ ط   أصليم، وأ ط   ت بعم  

 

 الأخطاء الأصلية -أ

 :Modelling Errors   الن لجم  طأ -1
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ع ليم التع ير عس  :ه  Mathematical Modelingالن لجم الري ضيم 

الظ هرة الط يعيم أو ااككلم ااي تيم، أو التط ي  الصىن ع  أو العل ى  في   

  م  ي ضي ممئهلص  ة 

 مم  تعكس الظ اهر اا ي ي -ا د ا -مالري ضي ماائهل مصي غإض 

ت ئىى   الىىمافىىرا الكىىرو   مالظىى اهر الط يعيىى م  فعنىىد د اسىىمدقي ىى ةبصىى  

وقد تتطلب الع ليم إه    لألىد   ،مس الأ ط   ممم  يئ ب اك   سلئل ماائهل

 الع امل، أو تعدي  ع ر لل ص ل إلى الن  ذج الري ض  اا   ل 

 

 :Programming Errors    الامجم طأ -2

 Algorithmفي ع ليىىىىم صىىىىي غم اائىىىىهلم علىىىى  لمىىىىكل   ا  ميىىىىم      

  ط اد متت بعم للحلفي يتم كت بم هىلع ا  ا  ميىم مىس  ى ل إلىد  ل ى د       

 غ ل   م  تحدث بعر الأ ط   عند ذلأ و الامجم،

لك  ائتطي  اكتك ن هلع الأ ط   ف س ااهىم ا ت ى   الااى م     و

م   اتهىى  ب لنتىى ع  الىى ا دة مىىس    و بنعطىى   بي اىى د ا تي  يىىم معل مىىم النتىى ع ،    

ااع ىدة فيمىب ت ئىيم الااى م  إلى     و الىاام  الكى يرة،  في ل لم و الاا م ،

 الم يمكس ا ت    كل عل  لدع و مج  عم مس الاام  الفرعيم اائت لم

 :Observational Errors    ال ي س د طأ -3

هىلع ال ي اى د تتضى س    و ،تحت ي معظم اائ عل عل  بي ا د فيزي عيم

ك يىم فيزي عيىم م  سىم هى      عل  س يل ااثى ل: فىنض ألمىهر    و أ ط   م لظم 

ااعل م أاهى  تئى وي ث ثىم   ن مليى ض كيلى متر في      و سرعم الض   في الفراغ

  الث ايم  لكس اا ي م أاه  تتعين مس
10(2.997925 )10 / sec,

0.000003

C cm 
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ولي  إض ال ي اى د الفيزي عيىم تحتى ي على  أ طى  ، فىنض اائى ب د        

في ال اقى   و ا لظىم تلىأ،  ااعت دة عليه  سى ن تحتى ي على  تىهثير لأ طى   ا     

ولكننىى  على  أيىم لى ل سىى ن     ،فنانى  لىس اىت كس مىىس ت لمى  هىلع الأ طى        

مح ولىىم إدىى د صىىيم يمكىىس مىىس و اىىد ن تىىهثير هىىلع الأ طىى   في اائىى ب د

   ط  ت ليل مج ل ا طه قد  الإمك ض 

 

 :Rounding/chopping Errors   تمثيل اا سب للأعداد  طأ -4

يحدث هلا عند استع  ل اا سب أو اعلم اا س م به طى   تمثيىل    

الأعىىداد ااىىلك  ة في بدايىىم هىىلا الفصىىل، مثىىل اسىىت دام صىىي م الن طىىم         

 ه  ااصد  الرعيئ  لل طه في بعر اائ عل و الع ع م لت ثيل الأعداد،

 

 :Approximation Errors    الت ريب الري ض  طأ -5

 اهىىتم بد اسىىته  في الفصىى ل اا  لىىم   هىى  صىىيم الأ طىى   الىىم سىى ن 

 لك  افهم هلا الن ع مس الأ ط   اد ن التك مل:و

𝐼 = ∫𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

1

0

 

بىىدي   عىىس ذلىىأ سىى ن ا جىىد  و ليىى    ي جىىد لىىل تحليلىى  طىىلا التك مىىل، 

سىى ن ائىىت دم  و ت ري ىى   طىىلا التك مىىل بدالىىم يمكىىس تك ملىىه  بئىىه لم،    

 م  ال ط  بعد أول خمئم لدود:  كثيرة لدود ت يل 

𝑒−𝑥
2
≅ 1 − 𝑥2 +

𝑥4

2!
−
𝑥6

3!
+
𝑥8

4!
 

 عندعل:  
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𝐼 = ∫ [1 − 𝑥2 +
𝑥4

2!
−
𝑥6

3!
+
𝑥8

4!
] 𝑑𝑥

1

0

 

 

 وهلا التك مل يمكس لئ ب  بئه لم 
 

مىس هىلع الع ليىم يئى    طىه الت ريىب الري ضى ،          إض ا طه النى ت 

ويظهىىر هىىلا ا طىىه عنىىدم  يكىى ض لىىدين  مئىىهلم   يمكىىس للىىه  ب لضىى      

 دم ت ري    ط  بمئهلم يمكس لله   فنئت 

أض نجعىىل قي تىى  أقىىل مىى  و ودىىب أض وىى ول ت ىىدير ا طىىه الري ضىى 

 يمكس 

 
 :Consequence errors اء التابعةخطالأ -ب

مىى   -غ ل ىى  -سىى ن اصىىف اعض ث ثىىم أاىى اع مىىس الأ طىى   الىىم       

هىلع  و تحدث في التط ي  د، وه  أ ط   مكت م أو ت بعم للأ ط   الئى ب م  

عس  ري  ا تيى  اد   صىم    -غ ل   -الأا اع مس الأ ط   يمكس ت فيه 

  مس اائ ب د الري ضيم 

 

 

 Loss Of Significance Errors  طه ا ص اا اض  ااعن يم

يمكس أض يعتا ذلىأ مصىد ا لل طىه ا  ى   مىس محدوديىم اسىتيع ي        

 وس ن ا دأ بمث ل للت ضيح: اا سب للأعداد 
 

 في :اعرّن:1  مث ل

𝑓(𝑥) = 𝑥[√𝑥 + 1 − √𝑥]…………………..(1) 
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 xافىىرا أانىى  سىى ن وئىىب قىىيم هىىلع الدالىىم عنىىد قىىيم م ج ىىم متزايىىدة لىىى    و

م اضىىىى  معن يىىىىم مىىىى  اسىىىىت دام الت ريىىىىب  3ب سىىىىت دام ل سىىىى م تئىىىىت عب 

rounding : فنان  وصل عل  الجدول الت ل 

 

 م اض  معن يم   3ب ست دام ل س م تئت عب  𝑓(𝑥)الدالم  قيم: في1-1 جدول 

[√𝑥 + 1 − √𝑥] √𝑥 √𝑥 + 1 𝑥 

0.16 3.16 3.32 10 
0.00 10.0 10.0 100 

 

 3إلى الىىى xيتضىىح مىىس الجىىدول أض ا طىىه يظىىل صىى يرا لتىى  تصىىل       

الت افى  بىين ال ىيم     م اض  وه  ال د ة ا ستيع بيم للح سى م، عنىده  ينعىدم   

 . يص ح ا طه ك يراو المحئ بم للدالم،و اا ي يم

 

م اضىى  معن يىىم، كىى ض الجىىدول   4فىىنذا ك اىىت اا سىى م تئىىت عب  

 ك   يل :

 

 م اض  معن يم  4ب ست دام ل س م تئت عب  𝑓(𝑥)الدالم  قيم: في2-1 جدول 

[√𝑥 + 1 − √𝑥] √𝑥 √𝑥 + 1 𝑥 

0.154 3.162 3.317 10 

0.050 10.00 10.05 100 
0.000 31.62 31.62 1000 

 

 

 4إلى الىىى xيتضىىح مىىس الجىىدول أض ا طىىه يظىىل صىى يرا لتىى  تصىىل       

م اض  وه  ال د ة ا ستيع بيم للح سى م، عنىده  ينعىدم الت افى  بىين ال ىيم       

   يص ح ا طه ك يرا و المحئ بم للدالمو اا ي يم
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 إض براىى م  اا سىىب في هىىلع اا لىىم يعىى ا  مىىس  طىىه قلىىم ااعن يىىم       

 للت لب عل  هلع ااككلم س ن نجري الت ل :و

𝑓(𝑥) = 𝑥[√𝑥 + 1 − √𝑥] 

= 𝑥[√𝑥 + 1 − √𝑥]
√𝑥 + 1 + √𝑥

√𝑥 + 1 + √𝑥
=

𝑥

√𝑥 + 1 + √𝑥
 

 ب لت ل و

𝑓(𝑥) =
𝑥

√𝑥+1+√𝑥
………………………. (2) 

 

 

أض س ب إاتى ج اعلىم طىلا ا طىه الكى ير م   اىم بىدقته          واعض افهم

وبم   اىم   ه  وج د ع ليم الطرح لعىدديس متئى ويين ت ري ى  في صىي م الدالىم      

قيم الدالم بتعريفه  الأصل  وقي ه  بعد التعديل، يص ح الجدو ض الئى ب  ض  

 :ك لت ل 

 

 م اض  معن يم   3ااعدلم ب ست دام ل س م تئت عب  𝑓(𝑥)الدالم  قيم في3-1 جدول 

Error 
𝑥

√𝑥 + 1 + √𝑥
 𝑥[√𝑥 + 1 − √𝑥] 𝑥 

0.13 1.45 1.58 10 
5.00 5.00 0.00 100 

 

 م اض  معن يم  4ااعدلم ب ست دام ل س م تئت عب  𝑓(𝑥)الدالم  قيم في4-1 جدول 

Error 
𝑥

√𝑥 + 1 + √𝑥
 𝑥[√𝑥 + 1 − √𝑥] 𝑥 

0.004 1.543 1.547 10 
0.012 4.988 5.0 100 

15.81 15.81 0.0 1000 
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 تعريف: 

نانىى  اعىى ا  مىىس  طىىه ا ىىص    عنىىدم  اطىىرح عىىدديس متئىى ويين ت ري ىى ، ف   

هىى  في و في اائىى ب د Loss Of Significance Error ااعن يىىمفيالد لىىم  

ولتى  عنىد    ال  لب  طه صعب ا كتك ن ل ىير ا ى ير في هىلا ا.ى ل     

 اكتك ف  ف س الصع بم بمك ض إص ل  

 
 

 Noise In Function Evaluation طه التك يش في قيم الدالم 

عند لئ ي الدالىم يىتم ع ىل ت ريىب أو قطى  في الع ليى د اائى بيم        

 وهىىىلا معنىى ع أض النتيمىىىم المحئىى بم مىىىس اعلىىم سىىىيك ض بهىى  تكىىى يش،     بهىى   

  يمكىس أض يىرثر على     ب لرغم مس أض هلا التك يش يكى ض صى يرا، إ  أاى   و

 دقم اائ ب د الأ ر  الم تعت د عليه  الدالم 

 علىىىىى  سىىىىى يل ااثىىىىى ل، إذا أ ىىىىىلا  في ا عت ىىىىى   لئىىىىى ي الدالىىىىىم     و

2( ) ( 2)f x x      لكىىل الن ىىx     في اطىى  م مىى ، فناىى  إذا ك اىىت الدالىىم

 متصلم فنض منحن  الدالم يك ض متص  

لئىى ي هىىلع الدالىىم ب سىىت دام صىىي م الن طىىم الع ع ىىم، فىىنض     عنىىد و

 الع لي د اائى بيم اا جى دة في صىي م الدالىم تىردي إلى أ طى   في لئى به         

اانحنى    فناهى  تىردي إلى عىدم مم ثلىم     -غ ل ى   - غم ص ر هلع الأ طى   و

في، فيظهر اانحن  1-1  ب لككل المحئ ي لل نحن  ااتصل اات ق  للدالم

 في 2-1  ب لككل مك لم  ك  
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كئىل يمكىس ااصى ل على  الرسىم التى ل   ئى ب د        ومس  ى ل إ 

)2صىىي م الدقىىم ااضىى عفم للدالىىم  ) 4 4f x x x    م   اىىم ب لرسىىم للدالىىم

 في smooth curveاا ي يم   اانحن  الأملس 

 

 
)2اانحن  اا ي   للدالم في1-1  لمكل ) 4 4f x x x    

 

 
)2للدالم اانحن  الن ت  مس اا سب في2-1  لمكل ) 4 4f x x x    

 

 Underflow and Overflow Errors الف ق و  طه الئري ض الدوا 
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مس تعريىف صىي م الن طىم الع ع ىم لت ثيىل الأعىداد، فناى  ي جىد لىد          

  لد أعل  ل يم الأعداد الم يمكس التع ير عنه  بهلع الصي م و أدا 

الىم تىردي إلى يليى  عىدد صى ير جىدا        Computationsاائ ب د و

أص ر مس ااد الأداى  اائى  ح بى  تىردي إلى مى  يئى    طىه سىري ض دواى           

Underflow Errors  

إض ا ي   اللي ب برمجت  في معظم اا س  د ه  اعت ى   العىدد في   

  مثل هلع اا لم ه  الصفر

 س م عىس  ريى    ويمكس ت ليد  طه الئري ض الدوا  ب ست دام اا

لتىى   11، ثىىم تتىى الى قئىى م النىى ت  علىى    11قئىى م ال الىىد الصىىحيح علىى   

 تص ح النتيمم صفرا  عنده  اك ض قد وصلن  إلى  طه الئري ض الدوا  

وفي  لىىم ل سىى م ذاد  ىى ا  م اضىى  معن يىىم سىى ن  ىىد أض قئىى م        

 تعط  صفرا  108ال الد عل  

 

تىىىردي إلى يليىىى  عىىىدد  Computationsأمىىى  إذا ك اىىىت اائىىى ب د 

ك ير جدا أكىا مىس ااىد اائى  ح بى ، فناهى  تىردي إلى مى  يئى  :  طىه           

  Overflow Errors سري ض ف ق 

ب لتىى ل  تت قىىف و وهىىلا ا طىىه   تئىىتطي  اا سىى  د التع مىىل معىى ،

 عند لدوث  م  إظه    س لم  طه Computationsاائ ب د 

ام اا س م عىس  ريى    يمكس ت ليد  طه الئري ض الف ق  ب ست دو

لتى  تظهىر  سى لم ا طىه       11، ثم ت ال  ضري الن ت  في 11في  11ضري 

 عنده  اك ض قد وصلن  إلى  طه الئري ض الف ق  

وفي  لىىم ل سىى م ذاد  ىى ا  م اضىى  معن يىىم سىى ن  ىىد أض  سىى لم        

   108 ا طه س ن تظهر بعد
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 AXعدد م اض  ااعن يم في ت ريىب  و ا طه النئبي،و في الئب ا طه،1 

 للأعداد الت ليم: TXلى 

(a) XT =27.6415, XA=27.6409 

(b) XT =0.00546985, XA=0.00546543 

(c) XT =e, XA=20/7 

(d) XT =, XA=51/13 

 

النى ع مىس    نىب هىلا    بىينس كيىف يمكنىأ   و في عرن  طه ا ص ااعن يم،3 

قري ىم  xفي كىل ااى  د عىدا  يفي اعتىا     (الأ ط   في ااى  د الت ليىم  

 مس الصفرفي  

 )أ(     1 ,  x is largef x log x log x  .  

 )ب(   sin a sin af x x   

)3)ج(  ) 1 1f x x   

4 )د( 2
( )

x

x
f x

 
 

 

لىىىدوث  طىىىه ا ىىىص ااعن يىىىم في   في  نىىىب  تىىى يل في اسىىىت دم متئلئىىىلم 4 

 قري م مس الصفرفي  xاا  د الت ليم اعتا

(a) 1( )
xe

x
f x

  (b) 
/2

3

log(1 )
( )

xx xe

x
f x

 
  

(c) 
3

sin( )
( )

x x

x
f x


 (d) 

sin( )

tan( )
( )

x x

x
f x


  

في الئىىىىىىىب قي ىىىىىىىم  5 
1

( )
x

x
ef x


  0.0195عنىىىىىىىدx   بفىىىىىىىرا أض

قىى  ض النتيمىىم مىى   و اائىى ب د تىىتم ب لت ريىىب إلى أ بعىىم أ قىى م عكىىريم،  

 xوضح ا ذا تعط  هلع الصي م قي   غير دقي ىم لل ىيم    اال ااض    
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)أعىى  صىىي م أ ىىر  للدالىىم    1xليىى   )f x   تصىىلح لإعطىى   اتىى ع

الصى يرة ثىم اسىت دمه  ائى ي قي ىم الدالىم عنىد         xأد  ب لنئ م ل يم 

0195.0x  

 

 اه ل في ا عت    ااتط ب مفي 6 

21 cos

0

sin( )

x
x

x
xt dt


  

س بىين و مىس هىلع ااتط ب ىم ائى ي التك مىل      ا قش است دام الطىرن الأيمىس  

سى ي  للت لىب    اقىترح  مس الصفر  xااككلم الري ضيم الن لمئم عندم  ت تري 

  عل  هلع ااككلم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 الموضوع التالي عناصر المحتوىالعودة إلى  الموضوع السابق

 
 

 الفصل الثالث

 The Operatorsالمؤثرات 

 و غالبا لتبسيط دراسة الصيغ المعقدة ،فكرة المؤثر تستخدم بتوسع في التحليل العددي      

 :يأتيفكار الخاةة بالمؤثرا  التي سسستخدهاا يي مما الا

نفرض ان هجموعة هن السقاط هرتبة بحيث ان المسافة بين اي نقطتين هتتاليتين ثابتة و تساوي 

h   اي ان 

1 0

2 1 0

0

2

, 0,1,2, ,i

x x h

x x h x h

x x ih i n

 

   

  

 

   Forward difference operator  الامامي مؤثر الفروق : المؤثر .1

)و الذي يؤثر على الدالة  يعرف هؤثر الفروق الاهاهي  )y x  :بالعلاقة التالية 

( ) ( ) ( )y x y x h y x     

)هؤثر عسدها نقدم له   و يسظر الي  )y x  معدد هدخل يستج لسا

( ) ( )y x h y x   معدد خارج فاذا استخدهسا الرهز
iy  ليدل على الدالة

( )iy x  فيمكسسا ان نكتب العلاقا  التالية 

0 0 0 1 0

1 1 1 2 1

( ) ( )

( ) ( )

y y x h y x y y

y y x h y x y y

     

     
 

 أي ان

1i i iy y y    

في الصورة  (Second differences)وسسكتب الفروق الاهاهية الثانية 
2 ( )y x  و تعرف

 بالعلاقة 

2_الأخطاء.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf
4_الاستكمال.pdf
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2

1

2 1 1

2 12

i i i i

i i i i

i i i

y y y y

y y y y

y y y



  

 

      

   

  

 

 فمثلا   Higher differences و بسفس الطريقة يمكن تعريف الفروق الاعلى

   

     

3 2

2 1

3 2 2 1 1

3 2 1

2

2

3 3

i i i i i

i i i i i i

i i i i

y y y y y

y y y y y y

y y y y

 

    

  

       

     

   

 

 و عموها

 1 ( ) ( ) , 1,2,n ny x y x n      

 حيث

0 ( ) ( )y x y x   

        اذا اعطيسا هجموعة هن السقاط , , 0,1,2, ,i ix y i n     

,              يمكسسا حساب الفروق المختلفة 1,2,k k   

)حيث  
1   للدالة )( )y x  عسد السقاط المختلفة و وضع تلك القيم في جدول يسمى جدول

حتى الفروق  -الفروق او هخطط الفروق مما يبين الجدول التالي 
5 -  لقيمy  المعطاة. 

 

 

 

 

 

 

 

2_الأخطاء.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf
4_الاستكمال.pdf
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 Forward difference Table جدول هؤثر الفروق الاهاهية

2 3 4 5

0 0

0

2

1 1 0

3

1 0

2 4

2 2 1 0

3 5

2 1 0

2 4

3 3 2 1

3

3 2

2

4 4 3

4

5 5

n n n n n n nx y y y y y y

x y

y

x y y

y y

x y y y

y y y

x y y y

y y

x y y

y

x y

    





 

 

  

 

 





  

  Backward difference operatorمؤثر الفروق الخلفية  المؤثر  .2

)و الذي يؤثر على الدالة    الخلفيةيعرف هؤثر الفروق  )y x  بالعلاقة التالية 

( ) ( ) ( )y x y x y x h     

)أي انه عسدها نقدم له   )y x معدد هدخل يستج لسا ( ) ( )y x y x h   معدد

 خارج و يمكسسا ان نكتب العلاقا  التالية 

1 1 0

2 2 1

y y y

y y y

  

  
 

 أي ان بصورة عاهة

1i i iy y y     

  (Second differences)الثانية هن الرتبةلطريقة يمكن تعريف الفروق و بسفس ا

 فمثلا 

2_الأخطاء.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf
4_الاستكمال.pdf
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2

1

1 1 2

1 22

i i i i

i i i i

i i i

y y y y

y y y y

y y y



  

 

    

   

  

 

 فمثلا   Higher differences و بسفس الطريقة يمكن تعريف الفروق الاعلى

   

     

3 2

1 2

1 1 2 2 3

1 2 3

2

2

3 3

i i i i i

i i i i i i

i i i i

y y y y y

y y y y y y

y y y y

 

    

  

      

     

   

 

 عموهاو 

 1 ( ) ( ) , 1,2,n ny x y x n     

ويلاحظ انه اذا موناً جدول الفروق الخلفية لمجموعة هن السقاط المعطاة فتكون عساةر يذا 

هن مجموعة الالجدول يي نفساا هن حيث القيمة العددية عساةر جدول الفروق الاهاهية لسفس 

فمثلا العسصر   تكون هختلفة او اسماءيا سقاط الا ان رهوز العساةرال
1y  يو نفس العسصر

0y  الخلفية الاهاهية و الفروق الفروق  ياي لام نفس القيمة والشكل التالي يعطي جدول

  .. و هن الشكل نتبين ان العساةر المتقابلة هتساويةنقاط اربعلمجموعة هعطاة هن 

2 3 2 3

0 0 0 0

0 1

2 2

1 1 0 1 1 2

3 3

1 0 2 3

2 2

2 2 1 2 2 3

2 3

3 3 3 3

Forwarddiffernce Table Back warddifferenceTable

n n n n n n n n n nx y y y y x y y y y

x y x y

y y

x y y x y y

y y y y

x y y x y y

y y

x y x y

     

 

 

   

 

 

  

 

 

2_الأخطاء.pdf
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4_الاستكمال.pdf
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 جدول الفروق الخلفية                                                

2 3 4 5

0 0

1

2

1 1 2

3

2 3

2 4

2 2 3 4

3 5

3 4 5

2 4

3 3 4 5

3

4 5

2

4 4 5

5

5 5

n n n n n n nx y y y y y y

x y

y

x y y

y y

x y y y

y y y

x y y y

y y

x y y

y

x y

    





 

 

  

 

 





 

   Central difference operatorالمركزية  الفروقمؤثر  .3

و  هؤثر ثالث يسمي هؤثر الفروق المرمزية  يوجد ماثلةهللتعبير عن الفروق بصورة 

 بالعلاقةيعرف 

( ) ( ) ( )
2 2

h h
y x y x y x      

 او علي الصورة 

1 1

2 2

i
i i

y y y
 

   

 وهساا نحصل على 

2_الأخطاء.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf
4_الاستكمال.pdf
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2

1 1

2 2

1 1

1 12

i i
i i

i i i i

i i i

y y y y

y y y y

y y y

   
 

 

 

 
   

 

   

  

 

 

 جدول هؤثر الفروق المرمزية

2 3 4 5

0 0

1/2

2

1 1 1

3

3/2 3/2

2 4

2 2 2 2

3 5

5/2 5/2 5/2

2 4

3 3 3 3

3

7/2 7/2

2

4 4 4

9/2

5 5

n n n n n n nx y y y y y y

x y

y

x y y

y y

x y y y

y y y

x y y y

y y

x y y

y

x y

    





 

 

  

 

 





 

 ملاحظة 

هن خلال الجداول الثلاثة السابقة للفروق الاهاهية و الفروق الخلفية و الفروق المرمزية نجد ان 

عساةر يذه الجداول يي نفساا هن حيث القيمة العددية ام هسميا  يذه العساةر تختلف هن 

جدول الى اخر فمثلا القيمة العددية للفروق الاهاهية يرهز لاا بالرهز 
0y   و في الفروق

الخلفية يرهز لاا بالرهز 
1y   اها في الفروق المرمزية يرهز لاا بالرهز

1/2y . 

مما نلاحظ  انه في جدول الفروق الاهاهية تكون الادلة ثابتة على خط هسحدر هن اعلى الى اسفل 

الادلة ثابتة على خط هائل ةاعدا هن اسفل الى اعلى. و في  و في جدول الفروق الخلفية تكون

 .جدول الفروق المرمزية تكون الادلة ثابتة على خط افقي
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 E Shifting operatorمؤثر الازاحة  .4

  بالعلاقةهؤثر الازاحة يعرف 

1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )i i i i

Ey x y x h

E y x y x h

Ey Ey x y x y



 

 

 

  

 

 ة عاهة مالتاليو يمكسسا استستاج ةور

2

1 2( ) ( )i i i iE y E Ey E y y    

 يكون p لـ قيمةو بصورة عاهة لاي 

p

i i pE y y  

E,ملا هن    له الخاةية الخطية اي ان 

 

 

1 2 1 2

1 2 1 2

k k k k

k k k k

c y c z c y c z

E c y c z c Ey c Ez

     

  
 

حيث 
1 2,c c .هقداران ثابتان 

   Mean operatorمؤثر  المتوسط  .5

 بانه يعرفهؤثر  المتوسط 

1/2 1/2

2

E E



  

 .و يو الاداة الاساسية التي يمكن باا حذف الادلة الكسرية هن عمليا  الفروق الوسطي

 D Differential operator مؤثر التفاضل .6

 التفاضل يعرف بانههوثر 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
n

n n

n

d
Dy x y x y x

dx

d
D y x y x y x

dx

 

 

 

 خواص المؤثرات 2.2

 حاصل جمع مضاعفات المؤثرات 
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  هؤثريننعتبر 
1 2,L L    يؤثران على العدد

ky   فان الساتج يكون

1 2,k kL y L y  و يكون حاةل جمع يذين المؤثرين 

 1 2 1 2k k kL L y L y L y    

و بصفة عاهة اذا مان   
1 2,c c  لا يعتمدان على ( ثابتينk  فان المؤثر )

1 1 2 2c L c L 1يستج العدد 1 2 2k kc L y c L y   اي ان 

 1 1 2 2 1 1 2 2k k kc L c L y c L y c L y    

  حاصل ضرب مؤثرين 

يعرض حاةل ضرب هؤثرين 
1 2,L L  1بانه المؤثر الذي يخرج 2 kL L y اي ان 

 1 2 1 2k kL L y L L y  

  اتمؤثرالتساوي 

المؤثرين 
1 2,L L  يسمان هؤثران هتساويان اذا مان

1 2k kL y L y  

اي ان 
1 2L L  اذا مان

1 2k kL y L y 

تحت الاعتبار. باذا التعريف لأي ثلاثة هؤثرا    kالادلةلجميع 
1 2 3, ,L L L   يكون 

   

   

 

1 2 2 1

1 1 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 1 3

L L L L

L L L L L L

L L L L L L

L L L L L L L

  

    



  

 

لكن قانون الابدال للضرب ليس ةحيحا دائما اي ان 
1 2 2 1L L L L  اها اذا مان احد

 كونيفان التساوي  cالمؤثرين عددا 
1 1cL L c 

 المؤثرات العكسية 3.2

المؤثران 
1 2,L L ن عكسيين اذا مانييسميان هؤثر 

1 2 2 1L L L L I   

 الحالة نستخدم الرهوزفي هثل يذه 
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1 1

1 2 2 1

2 1

1 1
,L L L L

L L

      

 يعرف بالمؤثر المحايد.  I المؤثر

 العلاقة بين المؤثرات 4.2

هعادلا  بسيطة تربط بين المؤثرا  
1, , , ,E E    

 هن الممكن اثبا  ان 

(1) 1E     

 حيث ان 

1k k ky y y    

 باستخدام هؤثر الازاحةو

1k kEy y   

 التعويض وب

 1k k k ky Ey y E y      

 وبالتالي يكون 

1 1E E       

1(2) 1E    

 حيث ان

1

1 1k k k kEy y y E y

     

 و لكن 

1

1 (1 )k k k ky y y E y

     

 اذن
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1 11 1E E       

2 2(3) 2 1E E   
 

 ان  بما

2

2 12k k k ky y y y    
 

 وحيث ان

p

k k pE y y 
 

 فيكون 

2 2 2k k k ky E y Ey y   
 

2 2( 2 1)k ky E E y   
 

 اذن 

2 2 2 1E E   
 

(4) E E  

  

1

1 2 1

1 2 1

( )k k k

k k k k

k k k k

E y E y y

Ey Ey y y

Ey y y y



  

  

  

   

    

Eاذن                                           E  

 

1/2 1/2(5) E E  

 

 

1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2

1/2 1/2

k k k

k k

k

y y y

E y E y

E E y

E E
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2

2
(6) E






  

 ( 2)هن 

 

 

1

1

1

1

E

E





 

 
 

 ( 1و هن ) 

1E     

 اي ان 

 
1

1 1E


     

 ( 5و هن )

1/2 1E E      

 بالتربيع

2 2E    

2

2
E




  

 اي ان

 
2

1

2
1 1E



 
       

(7) hDE e  

)لدالة لباستخدام هفكوك تايلور  )y x h  نحصل على 
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2 3

2 3
2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1! 2! 3!

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1! 2! 3!

h h h
y x h y x y x y x y x

h h h
Ey x y x Dy x D y x D y x

       

    

 

   

   

2 3

2 3

( ) 1 ( )
1! 2! 3!

1
1! 2! 3!

hD

hD hDhD
Ey x y x

hD hDhD
E

E e

 
     
  

    



 

(8) 2sinh
2

hD


 
  

 
 

 نحصل على( 7، )( 5) ا هن العلاق و

2 2

hD hD

e e


   

2sinh
2

hD


 
  

 
 

(9) cosh
2

hD


 
  

 
 

 ( نحصل علي5العلاقة ) تعريف هؤثر المتوسط و هن

2 2

2

cosh
2

hD hD

e e

hD










 
  

 

 

 (1)مثال 

 للدالة  مون جدول الفروق
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3 22 2 3 1y x x x     

 هن القيمة الابتدائية
0 0x   1 هعتبرا الخطوةh    

 الحل 

 بوضع
0 1 2 30, 1, 2, 3x x x x     عين القيم المساظرة للدالة ن 

0 1 2 31, 2, 13, 44y y y y      

 وهن يسا نحصل على

2 3 4

0 1

3

1 2 8

11 12

2 13 20 0

31 12

3 44 32

63

4 107

x y y y y y   



 

 (2)مثال 

احسب مثيرة الحدود 
3 25 23 5

1
3 2 6

y x x x    عسد قيم x  الصحيحة بين 

1, 4x x   استستج جدول الفروق و.  
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2 3 4

0 1

11

1 10 10

21 6

2 31 4 0

25 6

3 56 2

23

4 79

x y y y y y   





 



 









 

 .القيمة ةفر تأخذمل الفروق الرابعة  لاذا و 6 ةالقيم تأخذلاحظ ان الفروق الثالثة ملاا 

 

 

 الفروق المقسمة  5.2

اي لاا خطوة البعد هتساوية  الدالة قيم هتغيرتكوين جدول الفروق افترضسا حتى الان ان عسد 

أي م للمتغير المستقل غير هتساوية البعد بقيثابتة غير انسا نقابل احيانا في التطبيق العملي جداول 

يا  التجريبية في مثير هن الاحيان هثل يذا معطللفعلى سبيل المثال يكون  ة جداول بخطوة هتغير

وبالتحديد يستعان بما يسمى  هفاوم الفروق المحددةعمم ت لجداول ذا  الخطوة المتغيرة االطابع و

 .بالفروق المقسمة

) دالةن الا ضفرن )y f x ان  ة جدوليا واهعط
0 1 2, , ,x x x قيم المتغير المستقل يي

 وان
0 1 2, , ,y y y  حيث الفروق ة.قيم الدالة المساظريي 

 
1 0 , 0,1,2,i i ix x x i      

 
 

 .هتساوية في ها بيسااليست 

 العلاقا و 

  1
1

1

, ( 0,1,2, )i i
i i

i i

y y
x x i

x x
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 على سبيل المثالفتسمى بالفروق المقسمة هن الرتبة الاولى 

   1 0 2 1
0 1 1 2

1 0 2 1

, , ,
y y y y

x x x x
x x x x

 
 

 
 

 ويكذا وبالمثل تعيين الفروق هن الرتبة الثانية 

 
   1 2 1

1 2

2

, ,
, , , (i 0,1,2, )

i i i i

i i i

i i

x x x x
x x x

x x

  

 




 


 

 على سبيل المثالف

 
   1 2 0 1

0 1 2

2 0

, ,
, ,

x x x x
x x x

x x





 

1nبة تهن الفروق المقسمة هن الر ستجت n الفروق المقسمة هن رتبة انوبوجه عام ف  

 العلاقة السابقة بواسطة 

 
   1 1

1

, , , ,
, , ,

( 1,2, ) , ( 0,1,2, )

i i n i i n

i i i n

i n i

x x x x
x x x

x x

n i

   

 








 

 

دوال  عنتكون عبارة  ير عسد تبديل اوضاع المتغيرا  انشير الى ان الفروق المقسمة لا تتغيو

 فعلى سبيل المثال ، ااهتماثلة في هتغيرات

   1 0 0 1
0 1 1 0

1 0 0 1

, ,
y y y y

x x x x
x x x x

 
  

   

 ة في جدول على السمط التاليوالفروق المقسمة توضع عاد
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0 0

0 1

1 1 0 1 2

1 2 0 1 2 3

2 2 1 2 3 0 1 2 3 4

2 3 1 2 3 4

3 3 2 3 4

3 4

4 4

First order Secondorder Thirdorder Fourth order

,

, ,

, , , ,

, , , , , ,

, , , ,

, ,

,

x y

x y

x x

x y x x x

x x x x x x

x y x x x x x x x x

x x x x x x

x y x x x

x x

x y

   

 (3)مثال 

 مون الفروق المقسمة للدالة بالجدول التالي 

0 0.2 0.3 0.4 0.7 0.9

132.651 148.877 157.964 166.375 195.112 216.000

x

y

  

 

 

 الحل 

 على التوالي نحصل على  (1) بتطبيق العلاقة

 

 

1 0
0 1

1 0

2 1
1 2

2 1

148.877 132.651
, 81.13

0.2 0

157.464 148.877
, 85.87

0.3 0.2

y y
x x

x x

y y
x x

x x
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   1 2 0 1

0 1 2

2 0

, , 85.8 81.13
, , 15.8

0.3 0

x x x x
x x x

x x

 
  

 
 

 :ويكذا يمكن وضع الستائج في الجدول التالي

First order Secondorder Thirdorder Fourth order

0 132.651

81.13

0.2 148.877 15.8

85.87 1

0.3 157.964 16.2 0

89.79 1

0.4 166.375 16.7 0

95.79 1

0.7 195.112 17.3

104.44

0.9 216.000

x y
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 الفصل الرابع

 (Interpolation) الاستكمال

 استبدال الطريقة هذه وهدف الدوال لتقريب العددي التحليل في تستخدم طريقة هو الاستكمال

 .منها ابسط باخري (معينة نقاط عند مهاقي المعلوم) المعطاة الدالة

 و دةمحد نقاط عند قيمتها ةيمعلومب نقطة عند الدالة قيمة تقريب منها عديدة تطبيقات لاستكمالل 

 يةالتكامل للمعادلات العددية الحلولالحصول علي  و الدوال ومشتقات تكامل تقريبايضا 

 في الدالة عن معلومات يكون لدينا خاصةالتجريبي  لعملا في حالة كثيرا كذلك .ليةوالتفاض

) الدالة لهذه العددية لقيمل جدول ورةص )f x للمتغير معينة ملقي المناظرة x ( الابعاد ذات 

) الدالة مقي نحتاج ما وغالبا(  المتساوية )f x  للمتغير قيمة عند الصورة هذهب المعطاة x  

 .المباشر الاستكمال مشكلة وهذه الجدول في عطاةالم القيم من قيمتين بين

 يةالاس ، المثلثية )كثيرات الحدود ، هي ستكماللاا في استخداما البسيطة الدوال اكثر ومن

  .(يةوالكسر

  الاستكمال مسالة صياغة (3)

 الفترة لدينا ان نفرض ,a b الي الفترة هذه و تم تقسيمn النقاط عند الفترات من

0 1, , , nx x x  ما  دالةو قيم   الاستكمال بعقد تسمى التي( )f x  هي طاالنق هذه عند  

0 0 1 1( ) , ( ) , ( ) (1)n nf x y f x y f x y    

) تكوين والمطلوب )F x (الاستكمال دالة) قيم نفس تأخذ التي ( )f x النقاط عند 

0 1, , , nx x x ان اي  

0 0 1 1( ) , ( ) , ( ) (2)n nF x y F x y F x y    

ة من الحلول او لايكون لها اي المسالة بهذه الصياغة العامة يمكن ان يكون لها مجموعة لانهائي

اي دالة ل علي الاطلاق. غير ان هذه المسالة تصبح احادية القيمة اذا ما بحثنا بدلا من ح

)اختيارية  )F x  عن كثيرة حدود( )nP x  من درجة لا تتعديn   و تحقق الشرط في المعادلة

 ( اي ان 2)

0 0 1 1( ) , ( ) , ( )n n n n nP x y P x y P x y  
 

)لحساب التقريبي لقيم الدالة في اجة يستعان بها عادة اتو العلاقة الاستكمالية الن )f x  عند  قيم

 و المختلفة عند عقد الاستكمال. xالمتغير 

3_المؤثرات.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf
5_التفاضل%20العددي.pdf


 الموضوع التالي عناصر المحتوىالعودة إلى  الموضوع السابق

 
 

 

  الامامي ستكمالللا الاول قانون نيوتن( 3

) للدالة ان نفرض )y f x  القيماعطيت ( )i iy f x متساوية المستقل المتغير مقي في 

 بعدال
0 , 0,1,2, ,ix x i h i n   حيث h تكوين والمطلوب خطوة الاستكمال 

) حدود كثيرة )nP x تتعدي لا درجة من n ةالتالي طوالشر تحقق والتي 

  , 0,1,2, ,n i iP x y i n   

 الازاحة مؤثر وكذلك الامامية الفروق وباستخدام

 

1

1

, 0,1,2,

1

1 1

i i i

i i

i i i

i i

y y y i

Ey y

y Ey y

y E y

E E





   



  

  

      

 

0qx ان نفرض x qh   حيث  

0 1 , 0 1x qh x q     

 بالتالي يكون لدينا 

 

0 0

0

( ) ( )

( ) 1

q

q

q

q

y x y x qh E y

y x y

  

  
 

  الحدين ذات نظرية مفكوك استخدامب

2 2

0

( 1) ( 1)( 2)
( ) 1

2! 3!
q

q q q q q
y x q y

   
        
 

 

 ( 1و من المععادلة )

2 2

0 0 0 0

( 1) ( 1)( 2)
( )

2! 3!
n q

q q q q q
P x y q y y y
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  الامامي للاستكمال نيوتن قانون هو وهذا

 

 (1) مثال

  بالجدولالمعطاة  للبيانات الحدود كثيرة كون

1 1.5 2.0 2.5

( ) 4.0 18.25 44.0 84.25

x

y x
 

) قيمة احسب ثم )y x 1.25 عندx .  

  الحل

   q قيمة نحسب وكذلك الامامية الفروق جدول نكون

1 0

0

0

0

1.5 1.0 0.5

1.0 , 1.25

1.25 1.0
0.5

0.5

q

q

q

h x x h

x x

x x
x x qh q

h

     

 

 
     

 

2 3( )

1.0 4.0

14.25

1.5 18.25 11.5

25.75 3.0

2.0 44.0 14.5

40.25

2.5 84.25

x y x y y y  

 

2 3

0 0 0 04.0 , 14.25 , 11.5 , 3.0y y y y        

 
2 2

0 0 0 0

( 1) ( 1)( 2)
( )

2! 3!
q

q q q q q
y x y q y y y

  
         

3_المؤثرات.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf
5_التفاضل%20العددي.pdf


 الموضوع التالي عناصر المحتوىالعودة إلى  الموضوع السابق

 
 

  
  

 

   
 

0.5 0.5
(1.25) 4.0 0.5 14.25 11.5

2!

0.5 0.5 1.5
3 9.875

3!

y


  

 
 

 

 (2) مثال

)الدالة قيمة يعطي الذي التالي الجدول ) siny x x النقاط بعض عند  

0.6 0.7 0.8 0.9 1

sin 0.56464 0.644218 0.717356 0.78332 0.841470

x

x
 

0.63xعند sinxقيمة لتقدير الامامية الفروق صيغة استخدم   

  الحل

2 3 4sin

0.6

0.7 0.644218

0.073338

0.8 0.

0.56464

0.079576

0.006438

0.000792

0717356 0.007167

0.065971 0.00066

0.9 0.783327 0.007827

0.058144

1 0.84147

.001

1

452

x y x y y y y    













 

0 0

0

0.6 , 0.1, , 0.63

0.63 0.6
0.3

0.1

q q

q

x h x x qh x

x x
q

h
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2 2

0 0 0 0

( 1) ( 1)( 2)
( )

2! 3!
q

q q q q q
y x y q y y y

  
       

 

  
  

 

   
 

   
 

0.3 0.7
(0.63) 0.564642 0.3 0.079576 0.006438

2!

0.3 0.7 1.7
0.000729

3!

0.3 0.7 1.7 ( 2.7)
0.00006 0.584145

4!

y


  

 
 

  
 

 

 (3) مثال

  بالجدول طاةالمع للبيانات الحدود كثيرة كون

0 1 2 3 4 5

( ) 5.2 8.0 10.4 12.4 14.0 15.2

x

y x
 

  الحل

  الفروق جدول تكوينب
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2 3 4( )

0 5.2

2.8

1 8.0 0.4

2.4

2 10.4 0.4

2.0 0

3 12.4 0.4 0

1.6 0

4 14.0 0.4

1.2

5 15.2

x y x y y y y   







 

واضح ان 
0 0 , 1x h   

  على نحصل الاولى الاستكمالية نيوتن بعلاقة بالاستعانة

 
0.4

5.2 2.8 ( 1)
2

y x x     

  او

25.2 3 0.2y x x    

  .المطلوبة الحدود كثيرة وهي

  الخلفي للاستكمال الثاني نيوتن قانون( 3)

هذه قانون نيوتن الاول للاستكمال غير مناسب عمليا لاستكمال الدوال قرب نهاية الجدول. في 

 الخلفي و سنقوم باستنتاج هذا القانون تن الثاني للاستكمالالحالة نستخدم عادة قانون نيو

 

1

1

0

1

1

( ) ( )q q

E

E

y y x y x qh





  

 

  

  

3_المؤثرات.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf
5_التفاضل%20العددي.pdf


 الموضوع التالي عناصر المحتوىالعودة إلى  الموضوع السابق

 
 

  نضع

 0 01
qq

qy E y y


    

 و باستخدام نظرية ذات الحدين نحصل علي

2 3

4

0

2 3

0 0 0 0

4

0

( 1) ( 1)( 2)
1

1! 2! 3!

( 1)( 2)( 3)

3!

( 1) ( 1)( 2)

2! 3!

( 1)( 2)( 3)

3!

q

q

q q q q q q
y

q q q q
y

q q q q q
y y q y y y

q q q q
y

  
      


   
   



  
      

  
  

 

  .الخلفي للاستكمال نيوتن صيغة تسمى العلاقة هذه

 (1) مثال

  التالية البيانات باستخدام y(1.457)قيمة احسب

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

( ) 1 1.331 1.728 2.147 2.744 3.375

x

y x
 

 الحل

0 1.4 1.457 0.1

1.457 1.4
0.57

0.1

qx x h

q

  


 

 

  الفروق جدول كونالان ن
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2 3 4 5( )

1 1.000

0.331

1.1 1.331 0.066

0.397 0.044

1.2 1.728 0.022 0.200

0.419 0.156 0.500

1.3 2.147 0.178 0.300

0.597 0.144

1.4 2.744 0.034

0.631

1.5 3.375

x y x     









 

2

0 0 0

3 4

0 0

2.744, 0.597, 0.178

0.156, 0.200

y y y

y y

    

   
  

 على نحصل للاستكمال نيوتن صيغة في بالتعويض

0.57(1.57)
(1.457) 2.744 0.57(0.597) (0.178)

2

0.57(1.57)(2.57) 0.57(1.57)(2.57)(3.57)
(0.156) (0.2)

6 24

y   

 
 

 في صيغتي نيوتن للاستكمال  أالخط( 4)

) ةللاستكمال والذي يستخدم لاستكمال الدال (الامامي)ان قانون نيوتن الاول  )y f x   في

 ةالابتدائي ةجوار القيم
0x  هو 

2

0 0 0

0

( 1)
( )

2!

( 1)( 2) ( 1)

!

n

n

q q
P x y q y y

q q q q n
y

n
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الجدول  ةقرب نهايستكمال الدوال ي يستخدم لاذو الللاستكمال  )الخلفي( اما قانون نيوتن الثاني

 فهو 

2

0 0 0

0

( 1)
( )

2!

( 1)( 2) ( 1)

!

n

n

q q
P x y q y y

q q q q n
y

n


     

   
 

 

 في الاعتبار ان تأخذوهي  ،في هاتين الطريقتين (المتوقع)التقديري  خطأالتحدد  ةالتالي ةالنظري

( ) ( ) ( )n nf x P x R x  حيث( )nR xالتقديري أهو الجزء الباقي او الخط. 

 (1)نظرية  

 تعين من يالاولى  ةحدود نيوتن الاستكمالي ةكثيرالحد الباقي ل

 
1 ( 1)( 1)( )

( ) ( )
1 !

n n

n

q q q n
R x h y

n
  




 

م بين القي يطعدد ما وس حيث 
0 1 2, , , , ,nx x x x x   و

0x x
q

h


. 

 يتعين من  ةالثاني ةالاستكمالينيوتن حدود  ةكثيرل الحد الباقي

 
1 ( 1)( 1)( )

( ) ( )
1 !

n n

n

q q q n
R x h y

n
  




 

م بين القي يطعدد ما وس حيث 
0 1 2, , , , ,nx x x x x   و

nx x
q

h


. 

 المركزي للاستكمال لبس صيغة( 5)

  الصورة في يكتب المركزية الفروق جدول ان سبقنعلم مما 
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2 3 4 5

2 2

3/2

2

1 1 1

3

1/2 1/2

2 4

0 0 0 0

3 5

1/2 1/2 1/2

2 4

1 1 1 1

3

3/2 3/2

2

2 2 2

5/2

3 3

m m m m m m mx f f f f f f

x f

f

x f f

f f

x f f f

f f f

x f f f

f f

x f f

f

x f

    





 

 

  

 

 





 



  

 

 

  الشكل تأخذ للاستكمال المركزي سلب صيغة

 

 

2 2 3

0 1 1/2 2 0 1 3 1/2

4 4

4 0 1 (1)

sf f B f B f f B f

B f f

   

 

    

  
 

 تسمى حيث
1 2, ,B B لاستكمالل بسل معاملات.  

  الاتية اتالعلاق نستخدم المعاملات هذه قيم لإيجاد

1/2 1/2E E    

 في بالضرب
1/2E  

1/2

1/2

2 2

2 2
2

1

(Since 1 )
1

E E

E

E

E
E
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  الصورة في كتابتها يمكن (1) العلاقة  الازاحة مؤثر استخدامب

   

 

1/2 2 2 3 1/2

0 1 0 2 0 3 0

4 4

4 0

sf f B E f B E f B E f

B E f

   

 

    

  
 

 و لكن

 

 

0

1/2 2 2 3 1/2

0 1 2 3

4 4

4 0

1

s

s

s

f E f

E f B E B E B E

B E f

   

 



    


  


 

 على نحصل الطرفين في المؤثرات بمساواة

   

 

 

1/2 2 2 3 1/2 4 4

1 2 3 4

2 2
2

1 2 3

4 4

4 2

1

1 1
1 1

11

s

s

E B E B E B E B E

B B B

B

            

  
          

    

  
   

    

    

    

2 3 4

1 12 2 3

1 2 3

2 14

4

( 1) ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)
1

1! 2! 3! 4!

1 1 1

1 1

s s s s s s s s s s

B B B

B

 

 

     
        

            

        
 

 

 

 

 

2 2 3

1 2

3 2 3

3

4 2 3 2 3

4

1 1 1

1

1 2 3 4 1

B B

B

B

            

        

                 

 

 بمقارنة المعاملات في الطرفين
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 معامل 

     
1B s  

معامل 
2   

 2 2

( 1) ( 1)
2

2 4

s s s s
B B

 
    

معامل 
3  

2 3 3

( 1)( 1 / 2) ( 1)(2 1)

6 2(3!)

s s s s s s
B B B

   
      

معامل 
4  

2 3 4 4

( 1)( 1 / 2)( 3) ( 1)( 1)( 2)
2

4! 2(4!)

s s s s s s s
B B B B

     
    

 

 وهكذا

 ( نحصل علي 1بقيم هذه المعاملات في الصيغة ) بالتعويض

 

 

2 2 3

0 1/2 0 1 1/2

4 4

0 1

( 1) ( 1)( 1/ 2)

2(2!) 2(3!)

( 1)( )( 1)

2(4!)

s

s s s s s
f f s f f f f

s s s
f f

   

 

  
    

 
  

 

 وهذه العلاقة تسمي صيغة بسل للاستكمال المركزي

 (1) مثال

)احسب قيمة  صيغة بسل للاستكمال المركزي باستخدام )f x   0.36عندx   من البيانات

  الاتية.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

( ) 1.172 1.008 0.878 0.828 0.720 0.692

x

f x
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 الحل

0 0.3 , 0.36, 0.1

0.36 0.3
0.6

0.1

sx x h

s

  


 

 

2 3 4
1/2 0 1/2 1

0.05

( )

0.1 1.172

0.164

0.2 1.008 0.034

0.13 0.046

0.3 0.878 0.08 0.184

0.4 0.828 0.058 0.276

0.108 0.138

0.5 0.720 0.08

0.028

0.6 0.692

0.138

x f x f f f f   













 

 

2

0 1/2 0

2 3

1 1/2

0.878, 0.05, 0.08,

0.05, 0.138

f f f

f f

 

 

   

   
 

 بالتعويض

(0.6)( 0.4)
(0.36) 0.878 0.6( 0.05) (0.08 0.058)

4

(0.6)( 0.4)(0.1)
( 0.138) 0.847232

6

f


    


  

 

  يةالاستكمال( صيغة لاجرانج 6)

كون المسافات بين ت عندماة فقط ستكمال تكون مناسبلافي ا ةالقوانين او الصيغ المستخدم ةغالبي

0النقاط 1 2, , , , nx x x x البعد ةمتساوي  1i ix x h   كثر شمولا والتي لاا ةوالصيغ
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ان تكون  يشترط فيهالا ة من النقاط ومجموع لأيتستخدم  ةج الاستكمالينجرالاة تعرف بصيغ

 .ةمتساوي بين النقاط مسافاتال

 زوجين من النقاطالرسم البياني الخاص بها خلال  حدود يمر ةكثير ةبدراس نبدأسوف 

   0 0 1 1, , ,x y x y ان الخط الذي يملا بهاتين النقطتين تمثله كثيرة (1) نظر شكلا  .

 .حدود خطية

 اثبات قانون الاستكمال الخطى 

) ةكان لدينا الداللو  )y f x  قيمتها عند  ةوالمعروف
0 1,x x  اي ان 

0 0 1 1( ), ( )y f x y f x   

 الادنى والذي يمر بالنقطتين  ةان المنحنى من الدرجف 0 0,A x y  و 1 1,B x y هو

 انظر الشكل ادناه  AB الخط المستقيم 

 

 

 

 

 

 

 (1شكل )                                                   

) ةالدال ةونستطيع تقدير قيم )f x بين هاتين النقطتين  ةعند اي نقط(ةمثل النقط C )  من

 . AB الخط المستقيم ةمعادل ةمعرف

  AC ةتقع على نفس الخط المستقيم فان ميل القطع Cو Bو  A  ةنقاط الثلاثالوبما ان 

 اي ان   AB ةيساوي ميل القطع

0 1 0

0 1 0

y y y y

x x x x

 


 
 

 ومنها 

1 1( , )B x y

0 0( , )A x y

( , )C x y

( )f x

x

3_المؤثرات.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf
5_التفاضل%20العددي.pdf


 الموضوع التالي عناصر المحتوىالعودة إلى  الموضوع السابق

 
 

 0
0 1 0

1 0

x x
y y y y

x x


  


 

 اي ان 

 0
1 0 0

1 0

0 0
1 0

1 0 1 0

0 1
1 0

1 0 1 0

1

x x
y y y y

x x

x x x x
y y y

x x x x

x x x x
y y y

x x x x


  



  
   

  

 
 

 

 

 وبالتالي فان 

01
0 1

0 1 1 0

x xx x
y y y

x x x x


 

 
 

 هي  ةالخط المستقيم الذي يصف هذه الدال ةاي ان معادل

01
0 1

0 1 1 0

( )
x xx x

P x y y
x x x x


 

 
 

 هنا ان  لاحظ

0 0 1 1( ) , ( )P x y P x y   

 بالشكل  (1) ةالمعادل ةويمكن كتاب

     

   

0 0 1 1

0 0 1 1( ) ( )

P x L x y L x y

L x f x L x f x

 

 
 

 حيث المعاملات 

    01
0 1

0 1 1 0

,
x xx x

L x L x
x x x x
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,بالرمز  ةيرمز لها بصيغتها العام تسمى معاملات لاجرانج و ( )n kL x حيث n   يشير الى

 يشير الى رقم المعامل  k الحدود و ةكثير ةدرج

 من الواضح ان 

   

   

0 0 0 1

1 0 1 1

1, 0

0, 1

L x L x

L x L x

 

 
 

  (1) مثال

) ةدالالالتي تتوافق مع  ةالخطي ةالاستكمالي ةد الدالجوا )f x عند النقطتين    1,1 , ثم  4,2

3xعند  ةالدال ةاوجد قيم   

 الحل 

 بفرض ان       0 0 1 1, 4,2 , , 1,1x y x y   فان 

   

   

1
0

0 1

0
1

1 0

1 1
1

4 1 3

4 1
4

1 4 3

x x x
L x x

x x

x x x
L x x

x x

 
   

 

 
    

 

 

 وحيث ان 

0 0 1 1( ) 2, ( ) 1f x y f x y     

  ةالمطلوب ةالخطي ةالاستكمالي ةتكون الدالف

     

   

   

0 0 1 1( ) ( )

1 1
1 (2) 4 (1)

3 3

2 1
1 4

3 3

1 2

3 3

P x L x f x L x f x

x x

x x

x

 

   

   

 

 

3x عند ةالدال ةوقيم   منتعين ت 
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1 2 5
(3) (3)

3 3 3
P      

 التربيعي  صيغة لاجرانج للاستكمال

) ةدالاللنفرض الان  )f x هي  ةعند ثلاث نقاط مختلف ةمعرف 

     0 0 1 1 2 2, , , , ,x y x y x y  

 تالي اليمكن ان تعرف ك ةالاستكمال التربيعي دالةفان 

       0 0 1 1 2 2 (1)P x L x y L x y L x y    

 حيث 

 
  

  

 
  

  

 
  

  

1 2

0

0 1 0 2

0 2

1

1 0 1 2

0 1

2

2 0 2 1

x x x x
L x

x x x x

x x x x
L x

x x x x

x x x x
L x

x x x x

 


 

 


 

 


 

 

  .ستكمال التربيعيلال لاجرانج ةصيغ (1) تسمى

  وال دوال

     0 1 2, ,L x L x L x  

 وهي تحقق  لاجرانجتسمى دوال 

   1, 0, , , 0,1,2i i i jL x L x i j i j     

 (2)مثال 

) ةمع الدال ةالمتوافق ةالتربيعي ةالاستكمالي جرانجحدود لا ةكون كثير )y f x ط عند النقا

     0, 1 , 1, 1 , 2,7   (3)د اوجثمf . 

 الحل 
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  تاليالكتم جدولتها  ةطاعالنقاط الم ض انفرن

0 1 2

0 1 2

0 1 7

i

i

i

x

y 

 

 
  

  
  

 
  

  
 

 
  

  
 

0

1

2

1 2 1
1 2

0 1 0 2 2

0 2
2

1 0 1 2

0 1
1

2 0 2 1 2

x x
L x x x

x x
L x x x

x x x
L x x

 
   

 

 
   

 

 
  

 

 

  تاليالك ةحدود لاجرانج التربيعي ةفتصبح كثير

       

      

2 0 0 1 1 2 2

1 7
1 2 2 1

2 2

P x L x y L x y L x y

x x x x x x

  

       
 

      
1 7

(3) 3 1 3 2 3 3 2 3 3 1 23
2 2

f           

 (3)مثال 

 ج للاستكمال من الدرجة الثانية من البيانات الاتية نجرالا صيغةاوجد 

2 0 1

10.75 1.65 1.45

x

y




 

 .f(0.5)ثم اوجد 

 الحل 

 صيغة لاجرانج للاستكمال من الدرجة الثانية تكون في الصورة 
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 لاستكمالصيغة لاجرانج العامة ل 

 قبل البدء في استنتاج صيغة لاجرانج العامة نذكر النظرية التالية

 (2)نظرية 

0اذا كانت  1 2, , , , , 0nx x x x n   1هيn  القيمو  ةمن القيم المختلف 

0 1 2, , , , ny y y y 1يهn   ةلا يشترط ان تكون مختلفو  لها  المناظرةقيم المن 

 ةكثيريوجد  nاقل من او تساوي تها كل كثيرات الحدود التي تكون درج فان من بين ئذعند

)ةحدود واحد )nP x  ان  تحقق  
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  ججرانلا في صيغة الخطأ
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) ةالذي يستخدم لاستكمال الدال ججرانلا ان قانونسبق ان درسنا  )y f x ةعند اي قيم x  
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  ةفي هذه الطريق (المتوقع) يالتقدير الخطأتحدد  ةالتالي النظرية

 (3) نظرية
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اي ان 
 0 nx x . 

0لاحظ انه عند اي نقطة من النقاط  1, , , nx x x نفإ ( ) 0n iR x . 

 (4)مثال 

  المتوقع عند استكمال الدالة الخطأاحسب  ( ) sinf x x  نقطةالعند 
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3
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0 اختيار النقاط ب جلاجرانحدود  باستخدام كثيرة 1 2

1 1
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 ةالاستكمال وذلك عند استكمال الدال خطأ باحس  ( ) sinf x x  ةنقطالعند 
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0  طاختيار النقاب ججرانلا ةباستخدام كثير 1 20, ,
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 (5)مثال 

 النقاط التالية ب اوالذى يمر منحناه لاجرانجحدود  اوجد كثيرة

0 1 2 3

( ) 1 5 7 9

x

f x
 

 الحل 

 هي  لاجرانجحدود  الصيغة العامة ل كثيرة

         3 0 0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )P x L x f x L x f x L x f x L x f x   

 

 (.اربعة هو  ةلان عدد النقاط المعطا من الدرجة الثالثة لاجرانجحدود  لاحظ ان كثيرة)

 حيث 
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 (6)مثال 

)قيمة الدالة  لتقدير لاجرانجاوجد كثيرة حدود  ) 1f x x 
 

في الفترة  0,3  ، استخدم
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 هي  لاجرانجالصيغة العامة الكثيرة حدود 
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 حيث
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 خامسالفصل ال

 يدالتفاضل العد Numerical Differentiation  

)للدالة ةعند حل المسائل العملية كثيرا ما يلزم تعيين المشتقات من رتب معين )y f x 

)الدالة تفاضل  ةان تكون عملي ايضا ومن المحتمل ا  يالمعطاة جدول )f x  معقدة عملية مباشرة 

 .الى التفاضل العددي عادة لجأالحالات ن هذها وفي هل التحليلية الصيغةبسبب تعقيد 

ام  المحدودةما على الفروق هو سوف ندرس مجموعتين من طرق التفاضل تعتمد الاولى من 

 .فتعتمد على صيغ الاستكمال الثانية

 تقريب المشتقات بطريقة الفروق المحدودة 

                                         FiniteDifferenceApproximationof Derivatives 
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 المتسلسلةوبالتالي تصبح 

2 3 4
(3) (4)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2! 3! 4!

(4)

i i i i i i

h h h
f x h f x hf x f x f x f x         

 الثانية الدرجةو بالاكتفاء بالحدود حتى  

2

( ) ( ) ( ) ( ),
2!

i i i i i

h
f x h f x hf x f x h x           

  hوبالقسمة على  
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( ) ( )
( ) ( ), (5)

2

i i
i i i

f x f x h h
f x f x h x

h
 

 
       

 الصورةعلى  اهمكن كتابتي و التي عددياالاولى  المشتقةلحساب  الفروق الخلفية ةصيغ (5)تسمى 

( ) ,

( ) ( )
, ( ),

2

i B

i i
F i i

f x B E

f x f x h h
B E f x h x

h
 

  

 
     

 

النقطة ا تستخدم هالنقطتين حيث ان ذاتمن صيغ الفروق  و الخلفية الامامية صيغتان التعتبر  و

ix  نقطة سابقة. او تالية قطةون 

 (1) مثال 

)للدالة الاولي  للمشتقة تقريبية قيمةاوجد  ) cosf x x   النقطة  عند/ 4x   باستخدام

وضح مدى  كذلك الخطأ المتوقع وو  ،المطلق العددي الخطأثم احسب   الاماميةالفروق  ةصيغ

0.01h)خذ  ماهتوافق  ). 

 الحل

 تتعين من الاماميةالفروق  صيغة

( ) ,i Ff x F E    

 حيث  

( ) ( )
, ( ),

2

i i
F i i

f x h f x h
F E f x x h

h
 

 
       

بالحساب نجد ان و 

( ) ( ) 0.700000476 0.707106781
0.71063051

0.01

i if x h f x
F

h

  
  

 وه الخطأحد  

0.01
( ) cos

2 2
F

h
E f     

cosوحيث ان   1  0.005 إذنFE  
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 اذا اخذنا في الاعتبار  أدقشكل ب الخطأكما يمكن تقدير 
4 4

h
 

   ا يكونهخلال و 

  cos 0.005 0.707107  

 اي ان

 cos 0.0035355    

 وهالعددي  الخطأ

( ) F sin 0.71063051 0.003523729
4

E f



 

      
 

  

 .عشريةارقام  4المتوقع حتى الخطأ  و ي العدد الخطأومن الواضح توافق  

 (2) مثال 

0.2x اوجد قيمة تقريبية للمشتقة الاولي للدالة المعرفة كتالي عند   استخدام صيغتي ب

و وضح مدي  و كذا الخطأ المتوقع المطلق يالعدد الخطأالفروق الامامية والخلفية احسب 

 علما بان توافقهما
4( )f x x . 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

( ) 0.0001 0.0016 0.0081 0.0256 0.0625

x

f x
  

 الحل 

 باستخدام صيغة الفروق الامامية نجد ان

( ) ( ) 0.0081 0.0016
( ) 0.065

0.1

(0.2) 0.032 Error 0.065 0.032 0.033

i i
i

f x h f x
f x

h

f

  
   

    

 

 عين منتصيغة الخلفية فتال اماللصيغة الامامية كان هذا  

1 1( ) ( ) 0.0016 0.0001
( ) 0.015

0.1

0.032 0.015 0.017

i

f x f x h
f x

h

Error

  
   

  

 

 الخلفية يتعين من في صيغة الفروق الامامية و المتوقع الخطأتقدير 
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 2 20.1
Error ( ) 12 0.6

2 2

h
f       

0.2x وباختيار    

   
2

Error 0.6 0.2 0.6 0.04 0.024    

 تقريب المشتقة الاولي للدالة تعتمد على ثلاث نقاط

) لدالةل تايلورباستخدام متسلسلة  )f x  حول النقطة x a  

   

 

2(1) (2)

( )

1
( ) ( ) ( ) ( )

2!

1
( ) (1)

!

n n

f x f a x a f a x a f a

x a f a
n

    

  

 

 خذو بأ
ix a  ،

ix x h   تصبحف 
i ix a x h x h      وبالتالي تصبح

 ( كالتالي1) المتسلسلة 

2 3
(1) (2) (3)

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2! 3!

(2)

i i i i

h h
f x h f x hf x f x f     

 

و بأخذ 
ix a  ،

ix x h    فتصبح
i ix a x h x h       وبالتالي

  ( كالتالي1تصبح المتسلسلة  )

2 3
(1) (2) (3)

2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2! 3!

(3)

i i i i

h h
f x h f x hf x f x f     

 

ل  ثلاث نقاط نستخدم نقطة سابقة ذات لاشتقاق صيغةو 
ix  نطرح المعادلة ا وهلية لتاة و نقط 

 ان ينتج  (3) من (2)
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2 3
(3)

1

2 3
(3)

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2! 3!

( ) ( ) ( ) ( )
2! 3!

i i i i i

i i i

h h
f x h f x h f x hf x f x f

h h
f x hf x f x f





 
        

 

 
     

 
 اذن

3
(3) (3)

1 2( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
6

i i i

h
f x h f x h hf x f f         

2
(3) (3)

1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 12

i i
i

f x h f x h h
f x f f

h
 

  
       

 (باستخدام نظرية القيمة المتوسطة)واذا اخذنا 

 1 2

1
( ) ( ) ( )

2
f f f        

 فان الصيغة المطلوبة تصبح 

2( ) ( )
( ) ( ) (4)

2 6

i i
i

f x h f x h h
f x f

h


  
    

 ويمكن كتابتها علي الصورة روق المركزية للمشتقة الاولىصيغة الف( 4الصيغة )تسمي  

( )i Cf x C E    

 حيث 

2( ) ( )
, ( )

2 6

i i
C

f x h f x h h
C E f

h


  
    

 (1) مثال 

0.2x تالي عندالك ةاوجد قيمة تقريبية للمشتقة الاولي للدالة المجدول  استخدام صيغة ب

ما علما هوضح مدى توافقو المتوقع  الخطأالمطلق وكذا  يالعدد الخطأاحسب  .الفروق المركزية

 بان
4( )f x x  

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

( ) 0.0001 0.0016 0.0081 0.0256 0.0625

x

f x
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 الحل

0.2, ( ) 0.0081, ( ) 0.0001, 0.1i i ix f x h f x h h       

 

( ) ( ) 0.0081 0.0001 0.008
( ) 0.04

2 2 0.1 0.2

i i
i

f x h f x h
f x

h

   
    

   

 
34 3( ) ( ) 4 , (0.2) 4 0.2 0.032ef x x f x x f        

 قريبالت خطأ ناذ 

1 1Error ( ) ( ) 0.04 0.032 0.08e af x f x        

 المتوقع في حساب المشتقة الاولى الخطأو يكون 

 
       

2

22

( ) 12 , ( ) 24

0.1
( ) 24 0.01 4 0.04 0.1 0.004

6 6

f x x f x x

h
R f   

  

    

  

 المشتقة الثانية لدالة تعتمد على ثلاث نقاط 

 نحصل علىفي الجزء السابق، ل(  3) ، ( 2) لمشتقة الثانية نجمع المعادلتين للحساب تقريب  

2 3 4
(3) (4)

2 3 4
(3) (4)

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2! 3! 4!

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2! 3! 4!

i i

i i i i i

i i i i i

f x h f x h

h h h
f x hf x f x f x f x

h h h
f x hf x f x f x f x

  

 
       

 

 
       

 
 نإذ

2

4 6
(4) (4)

( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 2
( ) ( )

4! 6!

i i i i

i i

f x h f x h f x h f x

h h
f x f x

    

  
 

 الحدود حتى الدرجة الرابعة من المتسلسلةو بالاكتفاء ب
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4
2 (4)2

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
4!

i i i i

i i

h
f x h f x h f x h f x f

x h x h





     

   

 

و بالقسمة علي 
2h   

2
(4)

2

( ) 2 ( ) ( )
( ) ( )

12

i i i
i

i i

f x h f x f x h h
f x f

h

x h x h





   
  

   

 

 

 الفروق الثانية باستخدام صيغ ةقللمشتي تقريب هو

 (1) مثال

0.2x التالي عندك ولةالثانية للدالة المجد ةقللمشتاوجد قيمة تقريبية    . باستخدام صيغة

ما علما بان هوضح مدى توافقو المتوقع  الخطأالمطلق وكذا  يالعدد الخطأمناسبة احسب فروق 
4( )f x x  

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

( ) 0.0001 0.0016 0.0081 0.0256 0.0625

x

f x
 

 الحل

 الثانية تتعين من ةقللمشتصيغة الفروق 

2
(4)

2

( ) 2 ( ) ( )
( ) ( )

12

i i i
i

i i

f x h f x f x h h
f x f

h

x h x h





   
  

   

 

 
 

 
2

0.0081 2 0.0016 0.0001
(0.2) 0.5

0.1
f

 
    

 2( ) 12 , (0.2) 12 0.2 0.48ef x x f      

 قريب الت خطأ اذن
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1Error ( ) ( ) 0.48 0.5 0.02e af x f x        

 المتوقع في حساب المشتقة الثانية  الخطأو يكون 

 
 

22
(4)

0.1
( ) 24 0.02

12 12

h
R f      

 

اشتقاق صيغ الاستكمالب كدالة تقريب المشتقات  

) دالةالنفرض ان لدينا  )y f x  نقاط متساوية البعدالمعطاة في ال ix    حيث(

0,1, 2, ,i n  )المغلقة الفترة ي ف  ,a b  مالقيبواسطة ( )i iy f x  

) لتعيين المشتقات  )y f x   ،( )y f x  في الفترة رهالى اخ  ,a b  نستبدل

) الدالة )y f x   ستكمالية المكونة لمجموعة النقاط الإكثيرة الحدود ببالتقريب 

 0 1, , , kx x x k n . 

و سوف ندرس احدى  ابقستكمالية التي درست في الفصل السو يمكن استخدام اي من صيغ الإ

 .الصيغ كنموذجه ذه

 للاستكمال الامامي طريقة نيوتن (4-2-1) 

 لدينا

 

  

2 3

0 0 0 0

4

0

( 1) 2( 1)
( )

2! 3!

( 1) 2 3
(1)

4!

q q qq q
y x y q y y y

q q q q
y

 
      

  
  

 

0
1, , 0,1,2,i i

x x
q h x x i

h



      

 نحصل على  q جراء عملية ضرب الاقواس المحتوية عليبإو 
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2 3 2
2 3

0 0 0 0

4 3 2
4

0

3 2
( )

2! 6

6 11 6

24

q q q q q
y x y q y y y

q q q q
y

  
      

  
  

 

 وحيث ان

1dy dy dq dy

dx dq dx h dq
     

 فان 

2
2 3

0 0 0

3 2
4

0

1 2 1 3 6 2
( )

2 6

4 9 11 3
(2)

12

q q q
y x y y y

h

q q q
y

   
      



  
   



 

 و حيث ان وبالمثل

    1
( )

d y d y dq dy
y x

dx dq dx h dq

  
       

 2 3

0 02

2
4

0

1
( ) 1

6 18 11
(3)

12

y x y q y
h

q q
y

     

 
   



  

) ا يمكن اذا لزم الامر حساب مشتقات الدالةهو بالطريقة نفس )y x  هشير الى انو ن رتبة من اي 

) عند تعيين المشتقات ), ( ),y x y x   ة في نقطة مثبتx   خذنأيجب ان 
0x  قرب بأ

) لدالةلم المتغير المستقل قيمن  جدولية قيمة )y x. 

) ويطلب احيانا تعيين مشتقات الدالة   )y x  في النقاط الاساسية الجدولية 
ix   ه ذفي هو 

ا هاكثر بساطة وحيث ان كل قيمة جدولية يمكن اعتبار يلعدداالحالة تكون علاقات التفاضل 

 بمثابة القيم الابتدائية نضع
0 , 0x x q   نحصل علىئذ عند 
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2 3 4 5

0 0 0 0

0

1 1 1 1 1
( ) (4)

2 3 4 5 q

y x y y y y y
h 

 
            

 

 

2 3 4 5

0 0 0 02

0

1 11 5
( ) (5)

12 6 q

y x y y y y
h 

 
         

 
 

 (1)مثال 

0.1x كالتالي عندة الاولي للدالة المجدول ةقللمشتاوجد قيمة تقريبية    استخدام صيغة نيوتن ب 

0.1 0.2 0.3 0.4

0.01 0.04 0.09 0.16

x

y
 

 الحل 

 نكون جدول الفروق كالتالي

2 3

0.1 0.01

0.3

0.2 0.04 0.2

0.5 0

0.3 0.09 0.2

0.7

0.4 0.16

x y y y y  

  

 يها هعند يحيث ان النقطة المطلوب حساب التفاضل العدد 
0 0.1x x  . علاقة  اذن

 سوف تكون مناسبة وبالتالي فان الاولينيوتن 

2 3 4 5

0 0 0
0

0

1
( )

2 3 4 5
q

y y y y
y x y

h


    
        

 
 

 وبالتعويض من الجدول نجد ان 
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1 0.02 0

( ) 0.03 10 0.02 0.2
0.1 2 3

y x
 

      
 

 

 (2) مثال

y(0.15) الاولى  ةقللمشتاوجد قيمة تقريبية   (0.22) الثانية وy    للدالة في المثال السابق

 باستخدام صيغة نيوتن

 الحل

ا هنستخدم جدول الفروق السابق ونظرا لان قيم المتغير المستقل المطلوب حساب المشتقات عند

فتكون المشتقة الاولي ( 3، ) (2) نستخدم الصيغ الاساسية لذا ليست ضمن نقاط الاستكمال

 التاليك

2
2 3

0 0 0

1 2 1 3 6 2
( )

2 6

q q q
y x y y y

h

   
        

 
 

 حيث

0 0.15 0.1
0.5

0.1

x x
q

h

 
     

 يكون ئذعند 

 
 

2 0.5 11 0.03
(0.15) 0.03 0.02 0 0.3

0.1 2 0.1
y

 
      

 
 

 اما المشتقة الثانية فتكون كالتالي 

 2 3

0 02

1
( ) 1y x y q y

h
         

0 0.22 0.1 0.12
1.2

0.1 0.1

x x
q

h
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2

2

1
(0.22) 0.02 1.2 1 0

0.1

1
0.02 2

0.1

y      

 

 

 (3) مثال

) الثالث للدالة الثاني و فاضل الاول وللتاوجد القيمة التقريبية  )y x  3 عند النقطةx  اذا 

 :البيانات الاتية تعطيا

3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

( ) 14 10.032 5.296 0.256 6.672 14

x

y x   
  

 الحل

 كون جدول الفروق الامامية التالين

2 3 4 5

3 14

3.968

3.2 10.032 0.768

4.736 0.048

3.4 5.296 0.816 0

5.552 0.048 0

3.6 0.256 0.814 0

6.416 0.048

3.8 6.672 0.912

7.328

4 14

x y y y y y y    
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2 3 4

0 0 0
0 0

0

1
( )

2 3 4

1 0.768 0.048
(3) 3.986 0 0 18

0.2 2 3

q

y y y
y x y

h

y



   
       

 

 
       

 

   

2 3 4

0 0 0 02

0

1 11
( )

12 q

y x y y y
h 

 
       

 
 

 
 2

1
(3) 0.768 0.048 0 0 18

0.2
y        

 
3 4

0 0 03

0

1 3
( )

2 q

y x y y
h 

 
      

 
 

 
 0 3

1
( ) 0.048 0 0 6

0.2
y x    

 
 

 

 (4) مثال

1.7x حساب قيمة المشتقة الاولى عندلاستخدام البيانات في الجدول الاتي     مستخدما صيغة

 نيوتن

1.5 1.7 1.9 2.1 2.3 2.5

( ) 4.482 5.474 6.686 8.166 8.974 12.182

x

y x
  

 الحل

 نكون جدول الفروق
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2 3 4 5

1.5 4.482

0.992

1.7 5.474 0.220

1.212 0.048

1.9 6.686 0.268 0.12

1.48 0.06 0

2.1 8.165 0.328 0.12

1.808 0.072

2.3 8.974 0.4

2.208

2.5 12.182

x y y y y y y    

 

1 1.7 , 0.2x h    

2 3 4

0 0 0
0 0

0

1
( )

2 3 4

1 0.268 0.06 0.012
(1.7) 1.212 6.845

0.2 2 3 4

q

y y y
y x y

h

y



   
       

 

 
      

 

 

2 3 4

1 0 0 02

0

1 11
( )

12 q

y x y y y
h 

 
       

 
 

 
   2

1 11
(1.7) 0.268 0.06 0.012

120.2

8.475

y
 

    
 



 

 ( 5) مثال

4x الثانية عند النقاطالجدول لحساب قيمة المشتقة الاولي و ب الاتية بياناتالاستخدم    ،

4.5x  .مستخدما صيغة نيوتن 
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(i)  4 نقطةالحيثx    خذ بأنقطة من نقاط الجدول 
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(ii)  4.5النقطةx   4 يهبالجدول  لها ةنقطليست من نقاط الجدول ولكن اقربx   
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 ذلكوك 
1 1

(4.5) 0, (4.5) 4
8 2

y y   . 

 ملحوظة

)اذا كانت  )kP x هي كثيرة حدود نيوتن الإستكمالية المحتوية على الفروق 

 
2

0 0 0, , , ky y y     

 وكان

 ( ) ( ) ( )k kR x y x P x     

 هو الخطأ المناظر فان الخطأ في تعيين المشتقة هو 

( ) ( ) ( )k kR x y x P x     

 نعلم ان الحد الباقي ل كثيرة حدود نيوتن الاستكمالية

    

 
1 ( 1)

1 2
( ) ( )

1 !

k k

k

q q q q k
R x h y
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 دساالفصل الس

التكامل العددي NumericalInetgration  

 يستخدم لحساب التكاملات التي يصعب حسابها بالطرق العادية مثل التكاملاتالتكامل العددي  

3 4 5
1 1 1

0 0 0

, ,x x xxe dx xe dx xe dx     

 حساب التكاملولالتي لا يمكن ايجادها بالطرق العادية للتكامل 

b

a

ydx  

) تحت علامة التكامل هي ةدالالحيث  )y f x   جدول بالقيم صورة في معطاة 

  0, , 1,2, , , ,i i nx y i n a x b x     

) قرب الدالة نفي طرق التكامل العددي  و  )f x  حدى الطرق بإعلى صورة كثيرة حدود

a, الحدود بين الحدينجري عملية التكامل على كثيرة نيب ثم التقر b . 

 .السابق لتقريب التكامل عامة سوف نستنتج معادلة تربيعية

 المعادلة التربيعية العامة  

 بعدال ةفي هذا الفصل سوف نستنتج معادلة تربيعية عامة عند مجموعة من النقاط متساوي

 اننفرض 

b

a

I ydx   حيث ( )y f x   خذ القيم تأالدالة تحت علامة التكامل 

0 1, , , ny y y التي تناظر القيم  و 
0 1, , , nx x x نانفرض اننا قسم .على الترتيب 

 الفترة ,a b   اليn طول كل منها من الفترات الصغيرة التي h   

 لذلك فان

0 1 0 2 0 0, , 2 , , na x x x h x x h x x nh b          

0

0

( )
x nh

x

I f x dx
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و باعتبار ان 
0x x Ph    0)حيث 1P ). 

 

 (1-5شكل )                                                     

   xبدلا من   P في التكامل السابق وتحويل التكامل بدلالةبالتعويض 

 0

0 0

n n

PI h f x Ph dP h y dP      

 ثم التعويض عن 
Py بكثيرة حدود نيوتن الاستكمالية الاولى نحصل على 

    

   

2 3

0 0 0 0

0

4

0

1 1 2

2! 3!

1 2 3

4!

n

P P P P P
I h y P y y y

P P P P
y dP






  
      



   
   



  

 بمكاملة حد بحد نحصل علىثم 
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 كوتس التربيعية ـ هي معادلة نيوتن (1)المعادلة  

 طريقة شبه المنحرف (2 -5)

1n بوضع   الثالثة  بة الثانية والرتمع اهمال الحدود التي تحتوي علي فروق  (1)في المعادلة

 وهكذا نحصل على
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0 0 0 1 0
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 بالمثل
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f x dx y y
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2 3

2
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x h
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f x dx y y





   

 وهكذا

  

 
0

0

1

( 1)

( )
2

x nh

n n

x n h

h
f x dx y y





 

  

 التكامل السابقة نحصل على  nال  معبجثم  
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0 0 0 0

0 0 0 0

2

( 1)

( ) ( ) ( ) ( )
x nh x h x h x nh

x x x h x n h

f x dx f x dx f x dx f x dx
   

  

        

   0 1 2 12
2

n n

h
y y y y y           

 .هذه القاعدة تسمى قاعده شبه المنحرف

 (1) مثال

 استخدم طريقة شبه المنحرف في ايجاد قيمة التكامل المحدود

5.2

4

ln , 0.2x dx h   

 الحل

lny حسب قيم الدالةن ثم  0.2 اقسام متساوية طول كلا منها 6دي التكامل الى مقسم ن x  

 النقاطعند 

0 1 2 64 , 4.2 , 4.4, , 5.2x x x x     

 التاليفنحصل على الجدول 

ln

4 1.386294

4.2 1.435085

4.4 1.481604

4.6 1.526056

4.8 1.568620

5 1.609435

5.2 1.648659

x x

 

 على الصورة و يصبح التكامل 
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5.2

4

0.2
ln 1.386294 1.648659 2 1.435085 1.481604

2

1.526056 1.568620 1.609438

0.1 3.034953 2 7.620803 1.8276559

xdx    

   

    



 

لهذا التكامل تساوي علما بان القيمة المضبوطة 
5.2

4

ln 1.827847x dx  

 سيمبسونـ ل علاقة الثلث (3ـ  5)

2n بوضع    و التيمع اهمال الحدود التي تشتمل علي فروق الرتبة الثالثة  (1)في المعادلة 

 اعلى منها نحصل على
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 بالمثل
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 وهكذا
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( ) 4
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x n h

h
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  عدد زوجي n حيث

 السابقة نحصل على تالتكاملا  كلثم بجمع 
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 سمبسون ـتسمى هذه العلاقة علاقة الثلث ل

 (2)مثال 

 سمبسون احسب قيمة التكاملـ ل الثلثبواسطة العلاقة 
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سيمبسون  ـان لاثمقة الثلاث علا (4ـ  5)
3

8

 
 
 

 

3nبوضع    بة الرابعة الرتمع اهمال الحدود التي تحتوي على الفروق من  (1)في المعادلة

 والاعلى منها نحصل على

0

0

3
2

0 0 0

3

0

9 1 27 9
( ) 3

2 2 3 2

1 81
27 9

6 4

x h

x

f x dx h y y y

y

   
      

 

 
     

  


 

   

 

 

0 1 0 2 1 0

3 2 1 0

0 1 2 3

9 9
3 2

2 4

3
3 3

8

3
3 3

8

h y y y y y y

y y y y

h
y y y y


     




    



   

 

 بالمثل
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  3يقبل القسمة علي  nحيث 
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 تكاملات السابقة نحصل علىالمع بجثم 
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 (1) مثال

 ان ل سيمبسوناثماحسب قيمة التكامل باستخدام علاقة الثلاث  

 
2 /2

3

1 0

(1) 1 (2) sinx dx x dx


    

 الحل

3nباختيار  (1)    فيكون 
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 بالتالي
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3nباختيار  (2)    فيكون 

5_التفاضل%20العددي.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf
7_المعادلات%20الغير%20خطية.pdf


 الموضوع التالي عناصر المحتوىالعودة إلى  الموضوع السابق

 
 

 
/2

1 2

0

3
sin ( ) 3 ( ) 3 ( ) ( )

8

h
x dx f a f x f x f b



      

0

1

2

3

/ 2 0
,

3 3 6

0,

0 ,
6 6

2
2 0 ,

6 3

2

b a
h

x a

x a h

x a h

x b

 

 

 



 
  

 

    

    

 

  

 بالتالي
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sin (0) 3 ( ) 3 ( ) ( )
16 6 3 2

0 2.121312 2.79181 1 1.16104
16

x dx f f f f
    



 
    

 

    


 

 في علاقة شبه المنحرف أالخط (5ـ  5)

)الدالة بفك  )y f x  بجوار النقطة
0x x باستخدام مفكوك تايلور نحصل على 

 
 

2

0

0 0 0 0 (1)
2!

x x
y y x x y y


       

 حيث 

   
0 0

0 0( ) , ( )
x x x x

y y x y y x
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0 0
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0 0 0 0

2 3

0 0 0

2!

(2)
2! 3!

x hx

x x

x x
ydx y x x y y dx

h h
hy y y

  
      

  

    

 
   

 الان بتطبيق قاعدة شبه المنحرف في الفترة  و 0 1,x x نحصل على 

 1 0 1 (3)
2

h
A y y   

 بوضع  
1y y  ،

0x x h    علي نحصل (1)في المعادلة 

2

1 0 0 0 (4)
2!

h
y y hy y     

 نحصل على ( 4( ، )3)من المعادلتين 

 

2

1 0 0 0 0

2

0 0 0

2 2!

(5)
2 2 2!

h h
A y y hy y

h h
hy y y

 
      

 

    

  

 ةفي الفتر الخطأنحصل على  ( 5)في  (2)بالتعويض من  0 1,x x  تاليكال 

 

1

0

3
3

1 0 0

1 1

3! 2 2! 12

x

x

h
ydx A h y y

 
       

 
   

 .وذلك بسبب اهمال باقي الحدود 

  ةفي الفتر الخطأبالمثل  1 2,x x  يكون 

2

1
12

h
y  ةفي الفتر الخطأ وهكذا و  1,n nx x  

 يكون

2

1
12

n

h
y 
   عن مجموع الاخطاء على الفترات  ةيكون عبار يالكل الخطأولذلك فان

 ةالجزئي
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 ان و بفرض  y    ،a b   ي اكبر ما في القيمه 

0 1 1, , , ny y y 
     

  فإن 

   
3 2( )

, where .
12 12

nh b a h
E y y b a nh 


        

  ةبالرتشبه المنحرف هو من  ةفي طريق الخطأ 
2h. 

 سمبسون ــل الثلث ةفي طريق الخطأ (6ـ  5) 

) ةبفك الدال )y f x النقطة  حول
0x x  باستخدام مفكوك تايلور نحصل على 
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في الفترة   سمبسون  ــالثلث لو الان بتطبيق قاعدة  0 2,x x نحصل على 

 1 0 1 24 (3)
3

h
A y y y    

بوضع   
1y y  ،

0x x h   ( نحصل علي1في المعادلة ) 

2 3

1 0 0 0 0 (4)
2! 3!

h h
y y hy y y       

2yثم بوضع  y   ،2 0 2x x x h    ( نحصل علي1المعادلة )ايضا في 
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4 8
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 نحصل على (3في المعادلة )( 5( ، )4من المعادلتين )بالتعويض 

3 4 5
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4 2 5
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3 3 18

ivh h h
A hy h y y y y          

و الان الخطأ علي الفترة  0 2,x x   يعطي بالمعادلة 
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5
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4 5

15 18

x
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  ةرالفتعلى  الخطأبالتالي يمكن القول ان  و 0 2,x x يساوي 

5

0
90

ivh
y  

 ةعلى الفتر الخطأبالمثل  2 4,x x   يساوي

5

2
90

ivh
y  الكلي هو  الخطأوهكذا وبالتالي يكون

 يعني ةمجموع الاخطاء على الفترات الصغير

5

0 2 4 2
90

iv iv iv iv

n

h
E y y y y 

          

بفرض ان   ivy  من بين القيم ةاكبر قيم هي 
0 2 4 2, , , ,iv iv iv iv

ny y y y 
   

 فان

   
5 4( )

90 180

iv ivh b a h
E y y 


      

رتبة من  خطأسمبسون تحتوي على  ــعلاقة الثلث لوبالتالي يمكن القول بان  
4h. 

 سيمبسون ــان لاثمالثلاث  ةفي علاقالخطأ  (7ـ  5)

 ةفي علاق الخطأسمبسون يمكن الوصول الى ان  لـلث الث علاقةكما في  ةبعمل الحسابات اللازم

 سمبسون يساوي  ـثلاث اثمان لال

5

0

3

80

ivh
y ةفي الفتر  0 3,x x  
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 (1) مثال

التكامل  ةاحسب قيم
10

2
0 1

dx

x
  باستخدام 

 شبه المنحرف ةعلاق .1

 سيمبسون ـلالثلث  علاقة  .2

 سمبسون ـان لاثمالثلاث  ةعلاق .3

  الحل

1hبأخذ    10يكونn   ةالدال ةحساب قيمبثم 
2

1
( )

1
f x

x



من نقاط  ةعند كل نقط 

 التقسيم نحصل على الجدول التالي

0 1

1 0.5

2 0.2

3 0.1

4 0.0588

5 0.0384

6 0.027

7 0.02

8 0.0153

9 0.0121

10 0.009

x y

 

 شبه المنحرف نحصل على ةباستخدام علاق .1
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 سيمبسون ــالثلث ل ةعلاقبواسطة  .2
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2 4 6 8

3

1

1

4
3

2

1
1 9.9009990 10 4 0.5 0.1 0.0384615

3

0.02 0.0121951

2 0.2 0.0588235 0.027027 0.0153846

1.4316659

dx
x

h
y y y y y y y

y y y y





      

    

     


 

    





 

 حصل علىنسيمبسون  ــثمان لا الثلاث ةعلاق ةبواسط  .3
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 ملاحظات

) ةشبه المنحرف الدال ةفي علاق .1 )f x  ةفي الصور ةخطي دالةتكون 

( )f x ax b    و اقلها دقة علاقةوهي ابسط. 

) سيمبسون  ـــل الثلث ةعلاق .2 )f x يعني ةالثاني ةحدود من الدرج ةتكون كثير 

2( )f x ax bx c     

 .لابد ان يكون عدد زوجي  n عدد التقسيمات ةفي هذه الطريق و

) تكون سمبسون  ــل اثمانالثلاث  ةفي علاق .3 )f x  ةالثالث ةحدود من الدرج ةهي كثير 

 يعني   x في
3 2( )f x ax bx cx d      

 .3على  ةيقبل القسم  n لابد ان يكون عدد التقسيمات ةصيغو عند تطبيق هذه ال
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 الفصل السابع

 غير الخطيةالجبرية للمعادلات  ةالعددي ولالحل

Numerical Solutionsof Nonlinear AlgebraicEquations  

 الغير الخطية الجبرية مدخل لإيجاد حل المعادلات 

) لمعادلات غير الخطية التي على الصورةل (رجذ)ايجاد حل يمكن  ) 0f x   دالة ال اذا كانت

( )f x  بمجرد خطوة بسيطة يمكن ايجاد  .4كثيرة حدود من درجة اقل من او تساوي عبارة عن

 عادلات الدرجة الثانية ومكذلك نعلم انه يوجد القانون العام لحل  ر معادلة الدرجة الاولى وجذ

يمكن حلها فمعادلات الدرجة الرابعة  اام ،هناك ايضا طريقة كاردان لحل معادلات الدرجة الثالثة

 .ديكارت بطريقة فيراري او

الحل  لإيجاد عامةاما بالنسبة للمعادلات التي تكون درجاتها اكبر من الرابعة فانه لا توجد طريقة 

) اما المعادلات المتسامية والتي تتضمن فيها الدالة )f x   ثلثية او اسية او مدوال

 مثل لوغاريتمية،...الخ،

( ) 2 5sin 0f x x x     

2( ) 4 6log 0xf x e x x      

 .او طريقة تحليلية محددة لحلها صيغة عامةانه لا يوجد ف 

ورها جذمتسامية و صعبة بدرجة كافية فانه يصعب تعيين  عموما اذا كانت المعادلة جبرية او

 على معاملات معلومة فقط بالتقريب و المعادلة و علاوة على ذلك في بعض الحالات تحتوي ةبدق

لذلك تكتسب الطرق التقريبية لتعيين  من ثم فان مسالة تعيين جذور المعادلة بدقة تفقد معناها و

 .و تقدير درجات دقتها اهمية خاصة الجبرية جذور المعادلات

 غير خطية ريةجب فكرة ايجاد جذر معادلات( 6-2)

 معطاة على الصورةالمطلوب إيجاد جذورها نفرض ان المعادلة 

( ) 0 (1)f x  

)حيث الدالة  )f x متصلة في فترة ما محدودة  معرفة وa x b  فيما يلي و  .ائيةهاو لا ن

)الاولي اتصال المشتقة  و سنحتاج في بعض الاحيان الى وجود )f x   او حتى المشتقة الثانية

( )f x وهو ما سنذكره في حينه.  

)أي الدالة مساوية للصفر  التي تجعل ان القيمة  ) 0f     او ( 1)تسمى جذرا للمعادلة

) صفرا للدالة )f x. 
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 (1) حل المعادلة غير الخطيةلوفي هذه الفصل سوف ندرس بعض الطرق العددية المختلفة 

 .في الاعتبار بعض الصعوبات التي تواجه الدارس عند استخدام هذه الطرق وبرمجتها اخذين

 طرق الفترة المغلقة( 6-3) Closed IntervalMethods  

نيوتن طريقة  و و طريقة النقطة الثابتة يف الفترةتنصطريقة  هم هذه الطرق وسوف ندرس ابسط 

 .رافسون

 يف الفترةتنصطريقة ( 6-3-1) Bisection method  

) سوف نضع في الاعتبار ان )f x قية ومتصلة على الفترةحقي دالة  ,a b  ان و( )f x  

 ان  تحققياي  الفترة داخل هذا   oxتمر بمحور

( ) ( ) 0 (2)f a f b  

) وهذا الشرط يعني ان الدالة )f x  مما يدل  تغير اشارتها اثناء مرورها في النطاق المعطي

 .النطاقهذا وجود جذر واحد على الاقل داخل  علي

 

 ( طريقة تنصيف الفترة1-6شكل)

النطاق المعطي مع احتفاظ  تنصيفيجاد الجذر المطلوب هو تتابع لإان ابسط الطرق العددية 

خاصية تغيير اشارتها اثناء مرورها في النطاق الجديد في كل مرة ويسمى هذا الاسلوب بالدالة 

الفترات المتتابعة نحو الجذر  منصفاتمن المتوقع ان تتقارب نقاط  و . الفترة تنصيفبطريقة 
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ة هذه المفاهيم على شكل خطوات متتابعة نحصل على الخوارزمية صياغ بإعادة المطلوب و

 .التالية

 (صورة اولية)يف الفترة تنصطريقة ية خوارزم 

 فترة  :المدخلات ,I a b   فيهايتحقق ( ) ( ) 0f a f b   

 احسب :1خطوة 
2

a b
c


  

) احسب :2خطوة  )f c  . 

a,اذا اختلفت اشارة الدالة عند             c اي تحقق ( ) ( ) 0f a f c   

)                  خذنأ             ) ( )b c f b f c     

)           خذنألا إ و             ) ( )a c f a f c    

) حتى نحصل على 2 و 1 نكرر الخطوتين  :3خطوة  ) 0f c  . 

كيفية توقف الخوارزمية فربما طال الامد حتى يحدد حتاج الخوارزمية لتعديل بسيط تو سوف 

) ر اي تحققالجذنحصل على نقطة المنتصف التي تحقق  ) 0f c   ذلك سوف نستبدل هذا ل

) هو و مخففخر بآالشرط  )f c    مثلا  مقدار صغير جدا   حيث (0.0001) و 

b لضمان تحقق شرط التوقف اكثر سوف نضيف شرط اخر وهو  c   لضمان عدم و

وبذلك تصبح الخوارزمية   n الدوران اللانهائي نضيف شرط  يحدد حد اقصى لعدد التتابعات

 تاليكال

 (ائيةهصورة ن)يف الفترة تنصطريقة  خوارزمية 

 المدخلات: 

   فترة ,I a b   يتحقق فيها( ) ( ) 0f a f b   

  مقدار صغير جدا  

  عدد التتابعاتn    

احسب  :1خطوة 
2

a b
c


  

bا كان ذا :2 خطوة c    مقدار صغير جدا اعتبر  حيثc ر ثم توقف.ذهي الج 
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)احسب   :3خطوة  )f c  . اذا كان( )f c    اعتبرc .هي الجذر ثم توقف 

a,اذا اختلفت اشارة الدالة عند  :4 خطوة c   أي( ) ( ) 0f a f c    

 نأخذ             

 ( ) ( )b c f b f c     

 و الا نأخذ               

( ) ( )a c f a f c  . 

 .nالتتابعات  عدد حتي نهاية 4الي  1نكرر الخطوات  :5خطو 

  الخطأتقدير Error Estimation  

, رض انفن ,n n na b c   م لقيترمز, ,a b c  المحسوبة عند تكرار رقمn على الترتيب .

 الخطوة التالية  كتبالسهل ان نكون من ي عندئذ

   1 1 1 1

1 1 1

2 2 2
n n n n n nb a b a b a   

 
     

 
  

 نحصل علي لةالمسأطاق ناذا استمر ذلك حتى نصل الى القيم الابتدائية لحدود  و

 1 1

1
, 1

2
n n n

b a b a n      

 اذن

 
1

1
(3)

2
n n n

b a b a


    

 يقع اما في منتصف النطاق الحالي   رالجذحيث ان  و ,n na c  او  ,n nc b  يمكنناف 

 كتابة

 
1

2
n nc b a      

باستخدام  و 
1

1

2
n n n

b a b a
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 اذن

 
1

2n
c b a     

 تعني ان التكرارات وهذه العلاقة
nc   الي تتقارب عند n  . 

 . المطلوبة هيالدقة للوصول الى دقة معينة نفترض ان  ةو لمعرفة عدد التكرارات المطلوب

 
1

2

2 log 2 log

log

log 2

n

n

c b a

b a b a
n

b a

n

     

  
    

 

 
 
 

  

 (1) مثال

مواضع عشرية عند تطبيق خوارزمية  ةقة لثلاثلداللازمة للوصول  nاوجد عدد التتابعات 

 لحساب جذر الدالة و ذلكالفترة  تنصيف
6( ) 1 0f x x x     داخل النطاق  0,2  

 الحل

 قة ثلاث مواضع عشرية نضع لدللوصول 

 
1

0.001
2n

c b a      

 أي

1

1

2.0 0.0 1
0.001 0.001 2 1000

2 2

n

n n






       

حيث ان 
102 1024   1فإن 10n     11أيn  تابعا سوف أحد عشر  ت بالتالي فإن

 .المطلوبة ةيعطي الدق

 طريقة النقطة الثابتة( 6-3-2) TheFixed-Point Method  
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) البسيط يتم كتابة المعادلة التكرارطريقة بالتي تسمى ايضا  في هذه الطريقة و ) 0f x   

) بالصيغة )x g x  ول في تؤبحيث ان هذه الصيغة تكون مناسبة لبناء سلسلة من القيم

) النهاية الى جذر المعادلة ) 0f x  . 

  طريقة النقطة الثابتةخوارزمية 

)اكتب المعادلة  : 1خطوة  ) 0f x  بالصيغة ( )x g x  

) اوجد قيمة تقريبية لجذر المعادلة : 2خطوة  ) 0f x   الطرق التي احدي ذلك باستخدام  و  

 تم شرحها سابقا لتكن هذه القيمة             
0x مثلا 

) القيمة بالطرف الايمن من المعادلةعوض عن هذه  : 3خطوة  )x g x  د القيمة اجلإي  

 التقريبية التالية               
1x اي ان 

1 0( )x g x 

 هذه القيمةب عوض : 4خطوة 
1x   مرة اخرى بالطرف الايمن من المعادلة( )x g x لتجد   

)القيمة  جذر المعادلةلالقيمة التقريبية التالية              
2x ) اي ان 

2 1( )x g x 

  4 الخطوة استمر بتكرار : 5خطوة 

3 2

4 3

1

( )

( )

( )n n

x g x

x g x

x g x







  

 .رالجذحتى الوصول الى الدقة المطلوبة بقيمة 

 ملحوظة
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 يجب ذكره ان القيمة  مما
0x  ا في الدالةصورتهالتي ( )g x   أي تساويها

0 0( )x g x  

) ثابتة للدالة ةتسمى نقط )g x فمثلا للدالة  ( ) sing x x x    فان
0 0x   هي

 نقطة ثابتة لهذه الدالة لان

(0) 0g   

 أي ان 

0 0( )x g x  

كذلك  
1 1x   ايضا نقطة ثابتة لهذه الدالة لانهي 

(1) 1 sin 1g      

 ايضا انهاي  

1 1( )x g x   

) من المعروف انه يمكن كتابة المعادلة و  ) 0f x   مختلفة للصيغة بصور ( )x g x  

 مثلا المعادلة cos 2 0x x    امنها بالعديد من الصيغ كتابتهيمكن 

 

 

1cos ( )

2

cos 2

cos 2

2

x
x

x x

x x
x










  

) ول نهايتها الى جذر المعادلةتؤلكن ليس كل هذه الصيغ يمكن ان تنتج سلاسل  و ) 0f x  . 

ول نهايتها تؤاذا كانت صيغة معينة من الصيغ تنتج سلسلة  مالاحقا على كيفية الحكم في سنتعرف

)الى جذر المعادلة ) 0f x  . 

 (1) مثال

 النقطة الثابتة اوجد جذر المعادلةاستخدام طريقة ب

  cos 2 0x x    
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 في الفترة 0.5,0.75. 

 الحل

 ستنتاج ان امن المعادلة يمكن 

 

 

 

1

1

cos 2

2 cos

cos

2

x x

x x

x
x











  

 ة التكرار التي سيتم استخدامها للوصول الى الجذر المطلوب هيصيغاي ان 

 1

1

cos
, 0,1,2,

2

n

n

x
x n



     

 يمكن اختيار اي قيمة مبدئية من داخل الفترة التي يوجد بها جذر المعادلة فمثلا عند اختيار و

0 0.6x    التالية على المتتالية نحصل فإنناوتكرار استخدام الصيغة السابقة: 

   

   

   

0

1 1

0

1

1 1

1

2

1 1

2

3

0.6

cos cos 0.6
0.46365

2 2

cos cos 0.46365
0.54434

2 2

cos cos 0.54434
0.4976

2 2

x

x
x

x
x

x
x
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1 1

3

4

1 1

4

5

1 1

5

6

1 1

6

7

cos cos 0.4976
0.52499

2 2

cos cos 0.52499
0.50905

2 2

cos cos 0.50905
0.51836

2 2

cos cos 0.51836
0.51293

2 2

x
x

x
x

x
x

x
x

 

 

 

 

  

  

  

  

 

   

   

   

   

   

   

1 1

7

8

1 1

8

9

1 1

9

10

1 1

10

11

1 1

11

12

1 1

12

13

cos cos 0.51293
0.5161

2 2

cos cos 0.5161
0.51425

2 2

cos cos 0.51425
0.51533

2 2

cos cos 0.51533
0.5147

2 2

cos cos 0.5147
0.51507

2 2

cos cos 0.51507
0.5148

2 2

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

   5
  

 يجاد القيم التالية الى الدقة التي تريدهالإستطيع الاستمرار نو 

 (2) مثال

 المثال السابق يمكن كتابتها بالصيغةالمعادلة في  cos 2x x   اي ان صيغة التكرار التي

 يمكن استخدامها للوصول الى الجذر المطلوب هي

 1 cos 2n nx x    

حصل على السلسلة سن نانفإاستخدام نفس القيمة الابتدائية التي تم استخدامها في المثال السابق و ب

 التالية
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0

1

2

3

4

5

6

0.6

cos 2 0.6 0.3624

cos 2 0.3624 0.7468

cos 2 0.7468 0.0735

cos 2 0.0735 0.9892

cos 2 0.9892 0.3964

cos 2 0.3964 0.7019

x

x

x

x

x

x

x



   

   

   

   

    

    

  

ستطيع الوصول الى القيمة نلن  فإنناباستخدام الصيغة اعلاه  استمريناانه حتى لو  من الواضح 

 المعادلةالدقيقة لجذر  cos 2 0x x   

قيمته الذي  و 
50.51494 3 10  . 

) من هذين المثالين يصبح واضحا انه ليست كل الصيغ )x g x   التي يتم تحويل المعادلة

( ) 0f x  رالجذول الى قيمة تؤمتتالية  قيم انتاج اليها تؤدي الي.  

 تكرار استخدام صيغة معينة أن كد منالتأيمكن و
1 ( )n nx g x    يؤدي في النهاية الى

 .شرط ليبنز باستخدام الجذر المطلوب 

 مما سبق يمكن ان نستنتج نظرية النقطة الثابتة التالية

 )شرط ليبنز( (1-6نظرية )

) كانت الدالةاذا  )g x   متصلة في الفترة  ,a b  كانت قيم هذه الدالة دائما موجودة في  و

الفترة  ,a b  لكل قيمx  لدالةلن فإالموجودة في هذه الفترة ( )g x   نقطة ثابتة واحدة في

 الفترة ,a b  اذا كانت ( ) 1g x    لكل قيم محققةx  داخل هذه الفترة. 

) فان الصيغة لذا )x g x   التي يؤدي تكرار استخدامها الى الوصول الى جذر هذه المعادلة

 الموجود في الفترة ,a b تحقق الصيغة التي تلك هي ( ) 1g x   هذه لكل النقاط داخل 

 .الفترة

 (3) مثال

 ر الواقع في المجالالجذاوجد  0.7,1  للمعادلة الغير خطية 
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3 0xx e    

 .ةالثابتبطريقة النقطة 

 الحل

 المعادلة بتحويل
3 0xx e   الى الصيغة ( )x g x  كالاتي 

3 /3x xx e x e      

 :زليبنكد من تحقق شرط التأيبقي لنا  

 /31 1
( ) 1 , 0.7,1

3 3

xg x e x          

 .هي تحقق شرط ليبنزف و بالتالي 

 صيغة التكرار التي سيتم استخدامها للوصول الي الجذر المطلوب هي  لذلك فان

1

/3

1

( ) , 0,1,2,

e , 0,1,2,n

n n

x

n

x g x n

x n







 

 
  

  وهكذا نجد ان القيم المتتالية هي

0

1

2

3

4

5

0.7

0.7918895

0.7918897

0.7741418

0.7725527

0.7729665

x

x

x

x

x

x













  

1ا فاذا كان ذو هك  0.000407n nx x    نعتبر ان  ننا نتوقف وفإ
1nx 

هو الجذر   

وبالتالي يمكن اعتبار ان . المطلوب
5x .هو الجذر المطلوب 

 (4) مثال

 جذر المعادلة اوجدق خمس تكرارات بطريقة النقطة الثابتة يطببت

 0.5 sinx x     
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 حيث
0 1x   

 الحل 

1 ( ), 0,1,2,n nx g x n     

1 0.5 sin , 0,1,2,n nx x n     

   

 

 

 

 

0

1 0

2 1

3 2

4 3

5 4

1

0.5 sin 0.5 sin 1 1.341470985

0.5 sin 1.495381998

0.5 sin 1.4953015

0.5 sin 1.4971517

0.5 sin 1.49712899

x

x x

x x

x x

x x

x x



    

  

  

  

  

  

 سونراف –ين طريقة نيو( 6-3-3) Newton-Raphson method  

) يجاد جذر المعادلةلإهذه الطريقة تعتبر من اشهر الطرق العددية المستخدمة  ) 0f x   و 

ي حالة خاصة من طريقة النقطة الثابتة التي تم شرحها ههذه الطريقة  قيمة معينة والقريب من 

 .سابقا

 يجاد جذر المعادلةلإلازمة اليمكن اشتقاق صيغة التكرار المستخدمة في هذه الطريقة و و

( ) 0f x   باستخدام متسلسلة تايلور. 

اذا فرضنا ان 
0x معروفة لجذر المعادلة  ابتدائية هي قيمة تقريبية( ) 0f x   و

1x  هي

 ، أي ان  hر و كان الفرق بين القيمتين هو الجذلهذا التقربية التالية القيمة 

1 0 (1)x x h    

 يلور نستطيع التعبير عن القيم الدقيقةامتسلسلة تباستخدام  وفإننا 
1x  بدلالة القيمة التقريبية 

 المعروفة
0x  كما يلي 

2

1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) (2)
2!

h
f x f x hf x f        

قيمة واقعة بين القيمتين هي  حيث  
0 1,x x. 
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 حيث انو 
1x جذر المعادلةل تقربية اكثر دقة ةقيم هي ( ) 0f x   فان 

2

0 0( ) ( ) ( ) 0 (3)
2!

h
f x hf x f      

 الحد المتبقي بإهمال

2

( )
2!

h
f    مقدارالذلك كون  و (3)في المعادلة 

2h   لان )صغير جدا

 القيمتين
0 ,x x  نانستنتج  فإننا (قريبتين من بعضهما 

0 0( ) ( ) 0f x hf x    

 نفإهذه المعادلة من 

0

0

( )

( )

f x
h

f x
 


  

 نستنتج ان (1) المعادلة في h تعويض عن قيمة بال

0
1 0

0

( )

( )

f x
x x

f x
  


  

 اي ان 

0
1 0

0

( )

( )

f x
x x

f x
 


 

 اي ان صيغة التكرار التي تستخدم للوصول الى الجذر المطلوب هي

1
2 1

1

2
3 2

2

1

( )

( )

( )

( )

( )
, 0,1,2,

( )

n
n n

n

f x
x x

f x

f x
x x

f x

f x
x x n

f x
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) قيمة الدقيقة لجذر المعادلةالنستطيع ايجاد  الاخيرة من هذه المعادلة و ) 0f x  من معرفة 

 القيمة الابتدائية الجيدة .تقريبيةال قيمته
0x  هي التي تحقق المتباينة 

0 0( ) ( ) 0f x f x    

 (1) مثال 

 لمعادلةل السالب جذرالرافسون  –طريقة نيوتن احسب ب

4 2( ) 3 75 10000 0f x x x x      

 الحل 

( 100) 99952500 , ( 10) 1050f f      

 في يقع في الفترة  x رالجذبالتالي في  و  100, 10  جة حيث انالنات نضيق الفترة 

( 11) 3453f    

 في تقع في الفترة  x فان  11, 10   ويمكن اخذ
0 11x    

0
1 0

0

1
2 1

1

2
3 2

2

( ) 3453
11 10.3

( ) 5183

( ) 134.3
10.3 10.27

( ) 4234

( ) 37.8
10.27 10.621

( ) 4196

f x
x x

f x

f x
x x

f x

f x
x x

f x

      
 

      
 

      
 

 

   10.621الجذر  

 (2) مثال

في استخدم طريقة نيوتن رافسون في ايجاد جذر المعادلة الواقع  0,1  

4 3 2( ) 4 3 0f x x x x      

 الحل

3 2( ) 4 3 8 3f x x x x      
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 بالقيمة نبدأ
0 1x 

 

0
1 0

0

1
2 1

1

2

( ) 2
1 0.5

( ) 4

( ) 0.6875
0.5 0.6196

( ) 5.75

( ) 0.0089

f x
x x

f x

f x
x x

f x

f x


    

 

    
 



 

نلاحظ ان  
2( )f x فرقريبة من الص 

اذن 
2 0.6196x  هي تقريبا الجذر المطلوب 

 (3) مثال

  7 طريقة نيوتن رافسون في ايجاد قيمة تقريبية للمقدار استخدم 

 الحل

 نفرض ان

2 27 7 7 0x x x       

 ينتج ان و 
2 7 0x  هي المعادلة ( ) 0f x   جذر لهذه المعادلةالالان نبحث عن  و 

 رافسون -باستخدام طريقة نيوتن 

1
1

1

2 2

1 1
1

1 1

1

1

( )

( )

7 7

2 2

1 7

2

n
n n

n

n n
n n

n n

n n

n

f x
x x

f x

x x
x x

x x

x x
x






 


 





 


 
  

 
  

 

 

  الابتدائية نستخدم القيمة
0 0.25x  نحصل علي 
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1 0

0

2 1

1

1 7 1 7
2.5 2.65

2 2 2.5

1 7 1 7
2.65 2.64576

2 2 2.65

x x
x

x x
x

   
       

  

   
       

  

 

 بالتكرار نحصل على و

3

4

2.64575

2.6457

x

x




 

 هاتين القيمتين 
3 4,x x متطابقتين بخمس علامات عشرية. 

 (4) مثال

 رقمين عشريين للمعادلة لأقربيجاد الجذر لإرافسون  - استخدم طريقة نيوتن 

3 0xe x   

 في الفترة  0,1. 

 الحل

( ) 3xf x e x   

( ) 3xf x e    

1

( )
, 0,1,2,

( )

n
n n

n

f x
x x n

f x
   


 

 خذأب
0 0x   
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0
1 0

0

1 1

1
2 1

1

2 2

2
3 2

2

3

( ) 1
0 0.5

( ) 2

( ) 0.15 , ( ) 1.35

( ) 0.15
0.5 0.61

( ) 1.35

( ) 0.01 , ( ) 1.16

( ) 0.01
0.61 0.62

( ) 1.16

( ) 0.0

f x
x x

f x

f x f x

f x
x x

f x

f x f x

f x
x x

f x

f x


    

 

  

    


  

    




 

 3x    الجذر المطلوب.هو 

 (5)مثال 

 ارقام عشرية للمعادلة ربعا لأقربالجذر  لإيجادطريقة نيوتن رافسون استخدم 

4 10x x   

2x بالقرب  . 

 الحل 

4( ) 10f x x x    

3( ) 4 1f x x     

(2) 4 , (2) 31f f     

0
1 0

0

( ) 4
2 1.871

( ) 31

f x
x x

f x
    


  

1( ) (1.871) 0.383487f x f    

1( ) (1.871) 6.54969f x f    

 التالية  هكذا و بتطبيق هذه الصيغة عدة مرات متتالية نحصل على القيم و
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1

2

3

4

1.871

1.85578

1.85585

1.855584

x

x

x

x









  

 و حيث ان 

5

4 3 0.00000474 5 10x x    
 

 بذلك يكون الجذر هو 
4 1.855584x  

 (6) مثال

 باستخدام طريقة نيوتن رافسون اوجد جذر المعادلة cos 2 0x x  ةاذا علمت ان القيم 

ر هي الجذية لهذا التقريب
0 0.6x   

 الحل

  المعادلة هذه من

 

 

( ) cos 2

( ) 2sin 2 1

f x x x

f x x

 

   
  

 ان صيغة التكرار هياي 

 

 
1

cos 2

2sin 2 1

n n

n n

n

x x
x x

x



 


 

 اي ان 
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0

0 0

1 0

0

1 1

2 1

1

2 2

3 2

2

0.6

cos 2 0.6 0.6cos 2
0.6 0.51703

2sin 2 1 2sin 2 0.6 1

cos 2 0.51703 0.51703cos 2
0.51703

2sin 2 1 2sin 2 0.51703 1

0.51493

cos 2 0.51439cos 2
0.51493

2sin 2 1

x

x x
x x

x

x x
x x

x

x x
x x

x



   
    

   

   
   

   



 
   

  

0.51493

2sin 2 0.51493 1

0.51493



  



 

 .تكرار الصيغة اعلاه ثلاث مرات فقطب للجذر  دقيقةاللاحظ انه تم الحصول على القيمة 

  (7) مثال

 التقريبية للجذرالقيمة باستخدام اعد حل المثال السابق 
0 0.75x   

 الحل

 التقريبية ةباستخدام القيم
0 0.75x   نحصل على 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0

0 0

1 0

0

1 1

2 1

1

2 2

3 2

2

0.75

cos 2 0.75 0.75cos 2
0.75 0.5232

2sin 2 1 2sin 2 0.75 1

cos 2 0.5232 0.5232cos 2
0.5232 0.51496

2sin 2 1 2sin 2 0.5232 1

cos 2 0.51496cos 2
0.51496

2sin 2 1

x

x x
x x

x

x x
x x

x

x x
x x
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3 3

4 3

3

0.51496
0.51493

2sin 2 0.51496 1

cos 2 0.51496 0.51496cos 2
0.51496 0.51493

2sin 2 1 2sin 2 0.51496 1

x x
x x
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لاحظ ان عدد مرات التكرار اللازمة للحصول على القيمة الدقيقة للجذر قد زاد عن عدد مرات 

 الفرق بين القيمتين التقريبية والدقيقة قد زاد عن ذلك في مثال وذلك لانالسابق مثال الالتكرار في 

(7) 

 (8) مثال

 اعد حل المثال السابق باستخدام القيمة التقريبية للجذر
0 2x    

 الحل

 باستخدام القيمة التقريبية
0 2x   نحصل على 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0

0 0

1 0

0

1 1

2 1

1

2 2

3 2

2

2

cos 2 2 2cos 2
2 7.1667

2sin 2 1 2sin 2 2 1

cos 2 7.1667 7.1667cos 2
7.1667 4.861

2sin 2 1 2sin 2 7.1667 1

cos 2 4.861 4.861cos 2
4.861

2sin 2 1 2sin 2 4.861

x

x x
x x

x

x x
x x

x

x x
x x

x



   
    

   

   
    

   

   
   

  

0.3649
1

 


 

ستطيع الوصول الى القيمة نلن  فإنناباستخدام الصيغة اعلاه  استمريناحتى لو  هانمن الواضح 

 الدقيقة لجذر المعادلة cos 2 0x x  الذي قيمته و 
50.51494 3 10   وذلك

 .نسبيادقيقة للجذر كبيرة الالقيمة  واها ضنرافتلان الفرق بين القيمة التقريبية التي 

 السابقة نستنتج انه من الامثلة

 استخدام طريقة نيوتن رافسون يمكن الوصول الى القيمة الدقيقة لجذر المعادلةب .1

( ) 0f x   بعدد قليل من مرات تكرار صيغة هذه الطريقة. 

ر تعتمد على الفرق بين القيمة التقريبية للجذر للجذالحصول على القيمة الدقيقة سرعة  .2

كلما كان هذا الفرق قليلا كلما كان الوصول الى القيمة  الدقيقة له و ةفرضها والقيمنالتي 

 .دقيقة للجذر اسرعال

الدقيقة له كبيرا فانك قد لا تستطيع  ةر والقيمللجذاذا كان الفرق بين القيمة التقريبية   .3

 .الدقيقة للجذر ةالوصول الى القيم

  تقارب طريقة نيوتن رافسون 

 اذا فرضنا ان     
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( )
( ) (1)

( )

f x
g x x

f x
 


 

 فلابد و ان 

( ) 1g x   

 ( نجد ان 1و هو شرط التقارب. ومن المعادلة )

 

 

 

 

2

2

2

2

( ) ( ) ( )
( ) 1

( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( ) 1

( )

f x f x f x
g x

f x

f x f x
g x

f x

f x f x
g x

f x

 
  




 




  



 

 رافسون تقاربية عندما  - بذلك تكون طريقة نيوتن و

 
2

( ) ( ) ( )f x f x f x   

 تطبيقات على طريقة نيوتن رافسون 

  Nللعدد  Pايجاد الجذر  اولا:    

Pفي هذه الحالة فان المطلوب هو ايجاد      N  

    
PPx N x N    

 نفرض ان    

( ) Pf x x N   

1

( )

( )

P

n n

P

n n

f x x N

f x P x 

 

 
  

 و بتطبيق طريقة نيوتن رافسون نحصل علي    

6_التكامل%20العددي.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf
8_المعادلات%20الجبرية%20الخطية.pdf


 ع التاليالموضو عناصر المحتوىالعودة إلى  الموضوع السابق

 

1

1

1

( )

( )

n
n n

n

P

n
n P

n

P P

n n

P

n

f x
x x

f x

x N
x

P x

P x x N

P x







 



 

 


 

 
1 1

1 P

n

n P

n

P x N
x

P x
 

 
  

 ظةحملا

 كالاتي السابق القانون يتحوليا اذا كان الجذر تربيع

1

1

2
n n

n

N
x x

x


 
  

 
 

 (1) مثال

   28اوجد قيمة 

 الحل

 لإيجاد الجذر التربيعي هي صيغة نيوتن رافسون التكرارية 

1

1

2
n n

n

N
x x

x


 
  

 
 

بوضع 
0 5x   

1 0

0

1 1 28
5 5.3

2 2 5

N
x x

x

   
       

  
 

2 1

1

1 1 28
5.3 5.292

2 2 5.3

N
x x

x
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3 2

2

1 1 28
5.292 5.2915

2 2 5.292

N
x x

x

   
       

  
  

4 3

3

1 1 28
5.2915 5.291502

2 2 5.2915

N
x x

x

   
       

  
 

4 3 0.00002x x    

 (2)مثال 

   40استخدم الصيغة التكرارية للجذر التربيعي لإيجاد قيمة 

 الحل

 حيث ان 

1

1

2
n n

n

N
x x

x


 
  

 
  

بأخذ 
0 6.5x  نجد ان 

1 0

0

1 1 40
6.5 6.32692

2 2 6.5

N
x x

x

   
       

  
 

2 1

1

1 1 40
6.32692 6.324557

2 2 6.32692

N
x x

x

   
       

  
  

3 2

2

1 1 40
6.324557 6.324555

2 2 6.324557

N
x x

x

   
       

  
  

 و حيث أن

3 2 0.000002x x 
 

 و بالتالي يكون 

40 6.324555   
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ثانيا: ايجاد مقلوب الاعداد الحقيقية 
1

N
  

 نفرض ان        

1 1
0x N

N x
     

1
( )f x N

x
    

2

1
( )f x

x
     

 

 

1

1 2

( )

( )

1 /

1 /

n
n n

n

n

n n

n

f x
x x

f x

x N
x x

x





 



 



   

 1 2 , 0,1,2,n n nx x Nx n     

 (3) مثال

باستخدام قيمة ابتدائية  3اوجد مقلوب العدد 
0 0.3x   

 الحل

 1 2 , 0,1,2,n n nx x Nx n     

0 0.3x    

 

 

1 0 02

0.3 2 3 0.3 0.33

x x Nx 

    

 

 

   

2 1 12

0.33 2 3 0.33 0.3333

x x Nx 
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3 2 22

0.3333 2 3 0.3333 0.33333

x x Nx 

      

 طريقة القاطع( 6-3-4)  Secant Method  

) جذر المعادلة لا يجادان طريقة نيوتن رافسون  لاحظنا  ) 0f x   ايجاد مشتقة الدالة تتطلب 

( )f x    أي (( )f x ) . 

) عندما تكون مشتقة الدالة في بعض الحالات و )f x   مكونة من عدد كبير من الحدود فان

اجراء عدد  يتطلبسعند كل خطوة من خطوات طريقة نيوتن رافسون  حساب قيمة هذه المشتقة و

 من العمليات الحسابية الاضافية مثلا الدالة 2( ) cos 2xf x x e x نفإ 

   2 2( ) 2 cos 2 2 sin 2x x xf x xe x x e x e x     

لاحظ العدد الكبير للعمليات الحسابية اللازمة لحساب قيمة هذه المشتقة عند كل خطوة من  

 .خطوات طريقة نيوتن رافسون

) امكانية ايجاد جذر المعادلة اطينتعفان طريقة القاطع في مثل هذه الحالات  ) 0f x    دون

) الحاجة لحساب قيمة المشتقة )f x   في صيغة التكرار المستخدمة في طريقة نيوتن رافسون

 هي و

1

( )
, 0,1,2,

( )

n
n n

n

f x
x x n

f x
   


 

) لو تم استبدال المشتقة  )nf x بقيمتها التقريبية 

1

1

( ) ( )
( ) n n

n

n n

f x f x
f x

x x






 


 

 علي صيغة التكرار بطريقة القاطع وهي لحصلنا

 1

1

1

( )
, 1,2,3,

( ) ( )

n n n

n n

n n

f x x x
x x n

f x f x








  


 

 لاحظ من هذه الصيغة بان حساب القيمةن 
1nx 

يتطلب معرفة قيمة الدالة عند نقطة نقطتين  

)أي سابقتين  )nf x  ،
1( )nf x 

 . 
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 (1) مثال 

 باستخدام طريقة القاطع اوجد قيمة جذر المعادلة 2 cos 2 0xx e x  الموجود في الفترة 

 0.7,0.8
.

 

 الحل

 ي هالتكرار بهذه الطريقة   صيغة

 1

1

1

( )
, 1,2,3,

( ) ( )

n n n

n n

n n

f x x x
x x n

f x f x








  


 

 حيث

 2( ) cos 2xf x x e x  

 فإننا بيتين معروفتين لجذر المعادلةتقري تينمكقير الجذي الفترة التي يوجد فيها طرفاستخدام ب

 :نحصل على الجدول التالي

1 1 1

4

( ) ( )

1 0.8 0.7 0.0416 0.1677 0.7801

2 0.7801 0.8 0.0141 0.0416 0.7851

3 0.7851 0.7801 0.0008 0.0141 0.7854

4 0.7854 0.7851 5 10 0.0008 0.7854

n n n n nn x x f x f x x  







 

 

 (2) مثال

  .رافسون –السابق باستخدام طريقة نيوتن  المثالعد حل أ

 الحل 

 صيغة التكرار باستخدام طريقة نيوتن رافسون هي 

1

( )
, 0,1,2,

( )

n
n n

n

f x
x x n

f x
   


 

 حيث

 2( ) cos 2xf x x e x  
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   2 2( ) 2 cos 2 2 sin 2x x xf x xe x x e x e x   
 

 استخدام القيمة
0 0.75x  (منتصف الفترة التي يوجد بها جذر المعادلة) ولية اقيمة تقريبية ك

 نحصل على الجدول التالي فإننا

( ) ( )

0 0.75 0.0842 2.0668

1 0.7907 0.0146 2.8085

2 0.7855 0.0003 2.7078

3 0.7854 0.000005 2.7059

4 0.7854 0.000005

n n nn x f x f x



 

 

 



 

 المختلفة مقارنة الطرق 

)تعرفنا سابقا على طرق مختلفة لإيجاد جذر معادلة المتغير الواحد  ) 0f x   إن اختيار.

طريقة او اخرى لحل مسالة معينة يعتمد على فهم و امكانيات ومزايا كل طريقة من الطرق التي 

 .قطرتم شرحها سابقا و فيما يلي ملخص لمزايا و امكانيات كلا من هذه ال

  طريقة تنصيف الفترة: حيث ان الفترة التي يوجد فيها الجذر يتم تقليصها بعد كل خطوة

)من خطوات هذه الطريقة فإن الوصول الى قيمة جذر المعادلة  ) 0f x    و بالدقة

المطلوبة باستخدام هذه الطريقة مضمون ولكن هذه الطريقة تعتبر بطيئة اذا ما قورنت 

بالطرق الاخرى، أي ان ايجاد قيمة الجذر يتطلب تكرار تنصيف الفترة التي يوجد فيها 

 الجذر عدد كبير من المرات.

 طريقة النقطة الثابتة: في هذه الطريقة تتم كتابة المعادلة بالصيغة ( )x g x   و فيما

)اذا كان استخدام صيغة معينة من الصيغ  )x g x  التي يمكن كتابة الدالة بها يؤدي

)الى الوصول الى قيمة الجذر او لا فإن هذا يعتمد على اختيار الدالة  )g x   و كذلك

للجذر و حتى تضمن الوصول الى القيمة الدقيقة للجذر باستخدام  القيم التقريبية الابتدائية

)هذه الطريقة يجب التحقق من صحة الشرط  ) 1g x    لكل نقاط الفترة التي يتم

 البحث عن الجذر فيها. 

  طريقة نيوتن رافسون: وهي من اكثر الطرق استخداما واسرعها في إيجاد القيمة الدقيقة

)معادلة لجذر ال ) 0f x    و هي حالة خاصة من طريقة النقطة الثابتة و الشرط

الضروري للوصول الى القيمة الدقيقة للجذر باستخدام هذه الطريقة هو ان تكون القيمة 

 التقريبية الاولية للجذر قريبة بدرجة كافية من قيمته الدقيقة. 
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 لا من طريقة نيوتن رافسون و ذلك باستبدال طريقة القاطع: هذه الطريقة مشتقة اص

)المشتقة  )f x  بقيمتها التقريبية و يفضل استخدام هذه الطريقة اذا كانت صيغة

)المشتقة  )f x   معقدة نسبيا و سرعة الوصول الى القيم الدقيقة للجذر باستخدام هذه

 عة الوصول الى الجذر باستخدام طريقة نيوتن رافسون.الطريقة تساوي تقريبا سر

)مما فإنه عند البحث عن القيمة الدقيقة لجذر معادلة المتغير الواحد  ) 0f x    فإننا ننصح

 :باتباع الخطوات التالية

أوجد أقصر فترة يمكن ان يوجد بها جذر المعادلة )أدق قيمة تقريبية ممكنة( باستخدام  .1

  .الفصل اتم شرحها في البند السابق من هذ احدي الطرق التي

اذا كانت الفترة التي يوجد فيها جذر المعادلة واسعة نسبيا استخدم طريقة تنصيف الفترة  .2

مرات عديدة وذلك للوصول الى دقة معينة تضمن الوصول الى القيمة الدقيقة للجذر 

 باستخدام الطرق الاخرى. 

نيوتن رافسون او طريقة القاطع )في حال كون في صيغة المشتقة  استخدم بعد ذلك طريقة

( )f x .معقدة نسبيا( مرات عديدة للوصول الى الدقة المطلوبة 
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 الفصل الثامن

 المعادلات الجبرية الخطية لأنظمةالحل العددي 

 ةمن المعادلات الخطي ةالى مجموع ةتتحول المسال ةمن النماذج الرياضيالعديد   ةعند معالج

باستخدام  ةاو الجزئي ةالعادي ةسبيل المثال عند حل المعادلات التفاضليو علي  المطلوب حلها 

توفيق المنحنيات  سائلمنظام معادلات خطي وكذلك عند حل  تجينانه ف ةطرق الفروق المنتهي

ون نظام معادلات خطي واستخدام كي تج ايضاالناان فالمربعات الصغرى  ةباستخدام طريق

  .ةوفات في هذا المجال ليس فقط مناسبا و لكنه فعال في استنتاج العلاقات الاساسيفالمص

  ةالتالي ةالمعادلات الخطي ةكتاب نايمكن

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

  

  

  

 

 التالي كباستخدام المصفوفات  ةمبسط ةفي صور

(1)AX B  

 حيث 

11 1

1

n

n nn

a a

A

a a

 
 


 
 
 

 ,  

1

2

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 

 ,    

1

2

n

b

b
B

b

 
 
 
 
 
 

    

2 1

2 3

3

2

1 3

2 2

1 1
0

2 2

x x

x x

x

  

   

 

 

 يصبح نظام المعادلات الجديد ف
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1 2 3 1

2 3 2

2 2

2 3

x x x E

x x E

  

  
 

3 3

1 1

2 2
x E  

  ةالثاني ةالخطو

 .حل النظام المثلثي بالتعويض الخلفي

ة دلالمعامن 
3E  نجد ان 

3 1x   وبالتعويض في 
2E   نجد ان 

22 1 3x  وبالتالي 

2 1x    وبالتعويض في 
1E   نجد ان 

 

وفيا ولهذا فاذا تم وصفها مص ةفي المثال السابق تكون اكثر سهول ةان عمليات الحذف المذكور

 الغرض سوف ندرس المثال التالي 

 (1) مثال

 جاوس للحذف لحل النظام الخطي  ةطريقل ةاستخدم الشكل المصفوف

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3

2 0

2 2 3 3

3 2

x x x E

x x x E

x x E

  

  

  

 

 الحل 

 النظام  ةنكتب مصفوف

 

1 2 1 0

/ 2 2 3 3

1 3 0 2

A B

 
 

  
   

 

مساويا  ةالمعادل صف فييكافئ جعل معامل هذا المتغير  ةونلاحظ ان حذف متغير من معادل

للصفر وعلى سبيل المثال فان حذف 
1x  من

2 3,E E عن طريق 

3 1 3

2 1 22

E E E

E E E

 

 
 

7_المعادلات%20الغير%20خطية.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf


 الموضوع التالي عناصر المحتوىالعودة إلى  الموضوع السابق

 

 

 يعطى الشكل المصفوفي

1 2 1 0

0 2 1 3

0 1 1 2

 
 

 
  

  

عند حذف
2x  من 

3E   عن طريق 

3 2 3

1

2
E E E   

 وفي صفالمالشكل يصبح 

1 2 1 0

0 2 1 3

1 1
0 0

2 2

 
 
 

 
 
 
 

 

 يصبح شكل نظام المعادلات  ئذخطوات الحذف وعند ةوهذه هي نهاي

1

2

3

1 2 1 0

0 2 1 3

0 0 1/ 2 1/ 2

x

x

x

     
     

 
     
          

 

  ةعلوي يتم حله بالتعويض الخلفي لنحصل على نفس النتيج يو هو نظام مثلث

1 2 31, 1 , 1x x x    

 حيث  (1) ةفيفوالمص ةفي الصور ةالحل سنكتب المسال ةمن صح للتأكد

1 2 1

0 2 1

0 0 1/ 2

A

 
 

 
 
  

 ,  

0

3

1/ 2

B

 
 


 
  

 

 تغيير العنصر المحوري 

7_المعادلات%20الغير%20خطية.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf
0_عناصر%20المحتوى.pdf


 الموضوع التالي عناصر المحتوىالعودة إلى  الموضوع السابق

 

 

الحذف افترضنا ان  ةطريقفي 
( ) 0k

kka  ةعند كل خطو k  خلال القيم

1,2, , 1k n .  

هذا الافتراض الذي قد لا يتحقق دائما بالرغم من ان النظام يكون قابلا للحل وسوف  لغا ولإ

  ةفي حال)نظر ن
( ) 0k

kka  ) معامل  جد انوسني لاتالالى الصف 
kx  مختلف عن الصفر

وعندما نجد  .له وهكذاالتالي الصف  في ناثبحاذا لم يكن كذلك  (كان النظام قابلا للحل )طالما

الصف الذي يكون فيه معامل 
kx تبديل بين هذا الصف والصف  ةمختلف عن الصفر نقوم بعملي

  طللشريصبح نظام المعادلات الجديد محققا لالحالي 
( ) 0k

kka  ( يسمى
( )k

kka  العنصر

  (.k رقم صفالالمحوري في 

 مثال 

 جاوس للحذف في حل نظام المعادلات  ةاستخدم طريق

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 2 2 2

2 1
2 1

3 3

3 0

x x x

x x x

x x x

   

  

  

 

 الحل 

  ةفيصفوالم ةورصالسوف نستخدم 

6 2 2 2

2 2 / 3 1/ 3 1

1 2 1 0

 
 
 
  

 

21 31

1 1
,

3 6
m m    

3 31 1 3E m E E    

2 21 1 2E m E E   

 فنحصل على 
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6 2 2 2

1 5
0 0

3 3

5 4 1
0

3 3 3

 
 
 
 
 
 
 
  

 

 في هذا النظام
(2)

22 0a    وحيث ان الصف الثاني يحمل المعامل
5

3
في نفس الموضع فسنقوم  

  .بتبديل الصف الثاني والثالث

 بعيةتاالطرق الت

فانه يفضل  ةريصفالاي تحتوي على عدد كبير من العناصر  ةهش  A ةاذا كانت المصفوف

وتعتمد هذه الطرق على البد  من تخمين ابتدائي للحل  ةاستخدام الطرق التتابعي
0X  والتعويض

 تعتمد على نظام المعادلات موضع الحل للوصول الى تتابعات من التقريبات ةتتابعي ةفي صيغ

1 2, ,X X  تتقارب نحو الحل الصحيح X.  ةاليعقوبي ةالطريق ةبدراس نبدأو سوف. 

  اليعقوبية ةالطريق

 في الاعتبار نظام المعادلات  نأخذل

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

31 1 32 2 33 3 3 3

a x a x a x b E

a x a x a x b E

a x a x a x b E

  

  

  

 

ايجاد ةعلى فكر ةاليعقوبي ةتعتمد الطريق
kx  1,2,3رقم  ةفي المعادل kk ،E باقي  ةبدلال

 التالي ك (1) صبح المعادلاتلتالمجاهيل 

 

 

 

1 1 12 2 13 3

11

2 2 21 1 23 3

22

1 3 31 1 32 2

33

1

1

1

x b a x a x
a

x b a x a x
a

x b a x a x
a
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0kkaوذلك بشرط ان   . 

باختيار ثم
(0) (0) (0) (0)

1 2 2, ,
T

X x x x    العلاقات  ةثم كتاب .ابتدائي للحل (نميخت)تقريب ك

 التالي ك (2) اعتمادا على المعادلات ةبعيتاالت

( 1) ( ) ( )

1 1 12 2 13 3

11

( 1) ( ) ( )

2 2 21 1 23 3

22

( 1) ( ) ( )

3 3 31 1 32 2

33

1

1

1

k k k

k k k

k k k

x b a x a x
a

x b a x a x
a

x b a x a x
a







    

    

    

 

1,2,3kحيث  . 

  ةالاستبدالات المتماثل ةاو طريق ةاليعقوبي ةتسمى الطريق ةهذه الطريق

 مثال 

  ةلحل النظام التالي للمعادلات الخطي ةاليعقوبي ةاستخدم الطريق

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

9 10

2 10 3 19

3 4 11 0

x x x E

x x x E

x x x E

  

  

  

 

من التخمين الابتدائي اتتابعين متتاليين مبتدئلوذلك  (0) 0,0,0
T

X . 

 الاقصى في كل تتابع اذا علمت ان  الخطأاحسب و 

 * 1,2, 1
T

X    

 الحل 

0kوضع و  (3) باستخدام المعادلات   نجد ان 
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(1) (0) (0)

1 1 12 2 13 3

11

(1) (0) (0)

2 2 21 1 23 3

22

(1) (0) (0)

3 3 31 1 32 2

33

1

1

1

x b a x a x
a

x b a x a x
a

x b a x a x
a

    

    

    

 

  الدينعطي المولكن من نظام المعادلات 

(0) (0)

11 1 2 39 , 10 , 0a b x x     

 وبالتالي يكون 

 

 

 

(1)

1

(1)

2

(1)

3

1 10
10 0 0 1.111

9 9

1 19
19 0 0 1.9

10 10

1
0 0 0 0

11

x

x

x

    

    

   

 

  يطعحل الصحيح المالوباستخدام 

(1)

1 1 1

(1)

2 2 2

(1)

3 3 3

1.0 1.111 0.111

2.0 1.9 0.1

1.0 0.0 1.0

e x x

e x x

e x x

     

    

      

 

 الاقصى  الخطأيكون و

(1)

1 3
0.111,0.1,1.0 1.0k

k
e Max e Max

 
    

1k التتابع الثاني بالمثل يكون بوضع    نجد ان 
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(2) (1) (1)

1 1 12 2 13 3

11

(2) (1) (1)

2 2 21 1 23 3

22

(2) (1) (1)

3 3 31 1 32 2

33

1 1
10 1.9 0 0.9

9

1 1
19 2 1.111 3 0

10

1.6778

1 1
0 3 1.111 4 1.9

11

0.99

x b a x a x
a

x b a x a x
a

x b a x a x
a

        

         



         

 

 

 الحل الصحيح المعطي  و باستخدام

(2)

1 1 1

(2)

2 2 2

(2)

3 3 3

1.0 0.9 0.1

2.0 1.6778 0.322

1.0 0.99 0.01

e x x

e x x

e x x

    

    

      

 

 الاقصى  أويكون الخط

(2)

1 3
0.1,0.322, 0.01 0.322k

k
e Max e Max

 
     

 طريقة جاوس سيدال 

 في الاعتبار نظام المعادلات  نأخذل

11 1 12 2 13 3 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

31 1 32 2 33 3 3 3

a x a x a x b E

a x a x a x b E

a x a x a x b E

  

  

  

 

  ةوالتي هي على الصور ةاليعقوبي ةللطريق ةبعيتاجاوس سيدال بنفس العلاقات الت ةستعين طريقت
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( 1) ( ) ( )

1 1 12 2 13 3

11

( 1) ( ) ( )

2 2 21 1 23 3

22

( 1) ( ) ( )

3 3 31 1 32 2

33

1

1

1

k k k

k k k

k k k

x b a x a x
a

x b a x a x
a

x b a x a x
a







    

    

    

 

فمثلا  ةعلى استخدام كل المعلومات التي حصلنا عليها قبل حساب كل مركب ةالجديد ةوتعتمد الفكر

عند حساب 
( 1)

2

kx 
 نجد ان لدينا تقريبا جديدا ل 

1x  هو
( 1)

1

kx 
 ةحسابه في الخطوقد تم  

 احدث من ريبوهو تق ،ةمباشر ةالسابق
( )

1

kx ونفس الشي  عند حساب 
( 1)

3

kx 
ن اقريبتلدينا  

ن حديثا
( 1)

2

kx 
  ،

( 1)

1

kx 
  ةالجديد ةيمكن استخدامهما لتصبح العلاقات التتابعي 

( 1) ( ) ( )

1 1 12 2 13 3

11

( 1) ( 1) ( )

2 2 21 1 23 3

22

( 1) ( 1) ( 1)

3 3 31 1 32 2

33

1

1

1

k k k

k k k

k k k

x b a x a x
a

x b a x a x
a

x b a x a x
a



 

  

    

    

    

 

 جاوس سيدال هي  ةطريقل ةبعيتاالت فان الصيغةوبشكل عام 

1
( 1) ( 1) ( )

1 1

1 i n
m m m

i i ij j ij j
j j iii

x b a x a x
a


 

  

 
   

 
   

,1,2لكل  ,i n  ،n عدد المعادلات.  

 مثال

 حل نظام المعادلات ابعين متتاليين لتلت لجاوس سيدا ةستخدم طريقا

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

9 10

2 10 3 19

3 4 11 0

x x x E

x x x E

x x x E
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الابتدائي  بتدئا من التخمينم (0) 0,0,0
T

X  

الاقصى في كل تتابع اذا علمت ان الحل الصحيح هو  الخطأحسب ا * 1,2, 1
T

X  . 

 الحل

0kو بوضع ( 3) استخدام المعادلاتب   نجد ان 

(1) (0) (0)

1 1 12 2 13 3

11

1
x b a x a x

a
      

 انه من نظام المعادلات لدينا حيث 

(0) (0)

11 1 2 39, 10, 0a b x x     

  ناذ

 (1)

1

1
10 0 0 1.111

9
x      

 وكذلك فان 

(1) (1) (0)

2 2 21 1 23 3

22

1
x b a x a x

a
      

   (1)

2

1
19 2 1.11 3 0 1.6778

10
x        

 وكذلك 

(1) (1) (1)

3 3 31 1 32 2

33

1
x b a x a x

a
      

33 3 31 3211, 0, 3 , 4a b a a     

   (1)

3

1
0 3 1.111 4 1.6778 0.9131

11
x         

 الاقصى لدينا  الخطأحساب و ل
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(1)

1 1 1

(1)

2 2 2

(1)

3 3 3

1.0 1.111 0.111

2.0 1.6778 0.322

1.0 0.9131 0.0869

e x x

e x x

e x x

     

    

      

 

 الاقصى  الخطأويكون 

(1)

1 3
0.111,0.322, 0.0869 0.322k

k
e Max e Max

 
      

1kالتتابع الثاني   فتصبح 

(2) (1) (1)

1 1 12 2 13 3

11

(2) (2) (1)

2 2 21 1 23 3

22

(2) (2) (2)

3 3 31 1 32 2

33

1

1

1

x b a x a x
a

x b a x a x
a

x b a x a x
a

    

    

    

 

 اذن 

   (2)

1

1
10 1 1.678 1 0.9131 1.0262

9
x        

   (2)

2

1
19 2 1.0262 3 0.9131 1.9687

10
x         

   (2)

3

1
0 3 1.0262 4 1.9687 0.9958

11
x         

 الاقصى يكون  الخطأحساب ول

(2)

1 1 1

(2)

2 2 2

(2)

3 3 3

1.0 1.0262 0.0262

2.0 1.9687 0.0313

1.0 0.9958 0.00421

e x x

e x x

e x x

     

    

      

 

 الاقصىالخطأ ويكون 
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(2)

1 3
0.0262,0.0313, 0.0042 0.0042k

k
e Max e Max
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