
 انميكانيكا انكميت

 -مقدمت:

ح اٌري أظشيد ٌذساع ئْ فشٚع اٌفيضياء إٌظشيح اٌري ذىٛٔد وٕريعح ٌرؼّيُ إٌرائط

خٛاص الأؼغاَ راخ الأتؼاد اٌىثيشج ٚذأشيشاذٙا اٌّرثادٌح ٚأرماٌٙا في اٌفشاؽ ذىْٛ 

اٌٙٛائيح اٌذيٕاِيىا  –فيّا تيٕٙا ِا يؼشف تاٌفيضياء اٌىلاعىيح ِصً ِيىأيىا ٔيٛذٓ 

  .ح ٚٔظشيح اٌّشٚٔٗ ٚاٌؽشاسيح ٚاٌىٙشِٚغٕاؽيغي

ظٍد دساعح اٌفيضياء إٌظشيح ِمرظشج ػٍي ٘زٖ اٌفشٚع ؼري ٔٙايح اٌمشْ اٌراعغ 

الأشؼاػاخ إٌشطح ٚأذؼػ لظٛس ٘زٖ اٌفشٚع في ػشش ؼيس أورشفد الاٌىرشٚٔاخ ٚ

تذأخ اٌّيىأيىا اٌّٛظيح )اٌىّيح(  ِؼاٌعح ٘زٖ الأظغاَ راخ الأتؼاد اٌظغيشج ٚػٕذئز

 .في اٌظٙٛس ٌٍرؼاًِ ِغ ٘زٖ الأظغاَ 

فؼٕذ دساعح ششٚؽ أذضاْ اٌّٛاد ٚالاشؼاػاخ اٌىٙشِٚغٕاؽيغيح )ِاوظ تلأه 

( أفرشع أْ 0015( ٚظا٘شج اٌرأشيش اٌىٙشٚػٛئي )اٌثشخ أيٕشريٓ 0011

ٛظيح ٚذثيٓ أْ تعأة خٛاطٙا اٌّ ٌلاشؼاػاخ اٌىٙشِٚغٕاؽيغيح اٌخٛاص اٌّغاٚيح

الاشؼاػاخ اٌىٙشِٚغٕاؽيغيح ذّرض ٚذشغ في وّياخ ِرفشدج ذؼشف تاعُ اٌفٛذٛٔاخ 

)اٌرشدد اٌضاٚي (  𝜔 ضتاٌشِ        زتاتاخ اٌىٙشِٚغٕاؽيغيح فيفارا سِضٔا ٌؼذد اٌ

             ذغاٚي  𝜀فاْ ؽالح اٌفٛذْٛ   

𝜀   𝜔 

يغّي شاتد        ٚاٌصاتد اٌؼاَ  (صِٓ × ِمذاس شاتد ٚأتؼادٖ )ؽالح   ؼيس 

                   ٚيرؽشن اٌفٛذْٛ في اٌفشاؽ تغشػح ذغاٚي عشػح اٌؼٛء .تلأه 

 ذغاٚي                   ػٕذئز Mٚوّيح ؼشورٗ                       

               
 

 
    

  ؼيس 
 

 
 

  

 
  

 .ٗ اٌّٛظي عاٌّر   ، حؽٛي اٌّٛظ    ،يطٍك ػٍيٗ اٌؼذد اٌّٛظي 

 .عٛف ٕٔالش ٘زٖ اٌّفا٘يُ فيّا تؼذ

 



 انباب الأول

  wave packet -1                                                -انحزمت انضوئيت: -0

عٛف ٕٔالش في ٘زا اٌعضء ؼشوح اٌعغيّاخ )ِصً الاٌىرشٚٔاخ ٚاٌفٛذٛٔاخ 

 ( ٚيرطٍة رٌه ئٌي أْ ٔشيش ٌثؼغ اٌّفا٘يُ الاعاعيح اٌٙاِح .…ٚإٌيٛذشٚٔاخ ٚ

  -ذىرة ػٍي اٌظٛسج :   اٌّٛظح اٌؼلالح تيٓ وّيح اٌؽشوح لأي ظغيُ ٚؽٛي 

   
 

 
                                                             

ِٓ إٌاؼيح ٚ٘زٖ اٌؼلالح طؽيؽح تإٌغثح ٌٍفٛذٛٔاخ ٚاٌعغيّاخ اٌذليمح ِٚؼشٚفح 

ħه أٚ شاتد تلأيطٍك ػٍيٗ اعُ اٌصاتد اٌؼاَ    ٚؼيس أْ   .اٌؼٍّيح  
 

  
  

ِٚمذاس٘ا وثيش      ⃗  Ѱٌٚٛطف عٍٛن اٌعغيّاخ يعة اخرياس اٌذاٌح اٌّٛظيح   

في إٌّاؽك ؼيس أؼرّاي ذأشيش اٌعغيّاخ يىْٛ وثيش ٚذىرة اٌذاٌح اٌّٛظيح في 

 طٛسج ِثغطح ٘ي

    ( ⃗⃗  ⃗  𝜔 )                                                                   

  ٚيرؼػ أْ ؽٌٛٙا اٌّٛظي  
  

 ⃗⃗
 ⃗⃗ ٚذرؽشن في أذعاٖ اٌّرعٗ اٌّٛظي       

تٛاعطح اٌغشػح اٌصاترٗ  
 

 
   . 

ٌٍعغيُ   ِٕغٛتح ئٌي اٌطالح اٌىٍيح  𝜔ارا ٚطفٕا أرشاس اٌّٛظح اٌري يىْٛ ذشدد٘ا 

  -ح الأذيح:تاٌّؼادٌ

(1.3                                                                         )  ħ𝜔    

                      

ارْ وّيح اٌؽشوح ٘ي ػثاسج ػٓ ؼاطً ػشب     يظٌٚىٓ ِٓ ذؼشيف اٌؼذد اٌّٛ

 اٚ في طٛسج أذعا٘يح     ħ  اٌؼذد اٌّٛظي في اٌصاتد اٌؼاَ    

 ⃗  ħ ⃗⃗                                                                                  

اٌّٛظيح ؽضِح أٌمرظش إٌّالشح الأْ في ؼاٌح تؼذ ٚاؼذ ٚعٛف ٔىْٛ عٛف 

 -تٛاعطح أطثاق اٌّٛاػغ ٌٍّٛظاخ اٌّغرٛيح ٚذٛطف سياػيا ػٍي اٌظٛسج:



 

Ѱ      
 

√  
∫        [     𝜔  ]                          

 

  

 

 ٚاٌرؽٛيً اٌؼىغي يؼطي تاٌؼلالح 

          𝜔   
 

√  
∫ Ѱ        [      ]    

 

  

              

or 

     
 

√  
∫ Ѱ     

 

  

   [      𝜔  ]                             

 

 (0اٌظٛسج اٌّطاتمح ٌٍؽضِح اٌّٛظيح ِٛػؽح في شىً )

 

 

 



 

     لا يظٙش ئلا في اٌطشف الأيّٓ ٚأْ    tأْ اٌضِٓ  (1.7 )ٚٔلاؼع في اٌّؼادٌح 

 ٌزٌه   .لا ذؼرّذ طشاؼح ػٍي اٌضِٓ 

            
     

  
                                                                              

 ٚتزٌه يٕرط أْ  

∫  
 Ѱ

  

 

  

  𝜔Ѱ    [      𝜔  ]     

 Ѱٚ٘زٖ اٌؼلالح طؽيؽح ٌعّيغ ليُ 

 ِٕٚٙا ٔؽظً ػٍي 

 Ѱ

  
  𝜔Ѱ                                                                                   

 ِؼادٌح ششٚدٔعش في تؼذ ٚاؼذ -2

2- The one- dimensional Schrodinger equation 

 ػٍي اٌظٛسج  (1.5)ٚٔىرة اٌّؼادٌح  (1.4),(1.3) ٔغرخذَ اٌّؼادٌراْ

Ѱ      
 

√   
∫        [          ⁄ ]                       

 

  

 

 :  تاٌؼلالح اٌّراِصٍح pاٌري ذٕاظش وّيح اٌؽشوح      ٚٔؼثش ػٓ اٌغؼٗ 

     
 

√   
∫ Ѱ        [           ⁄ ]                    

 

  

 

ٚفي ؼاٌح اٌعغيُ اٌؽش يؼثش ػٓ اٌطالح اٌىٍيح تذلاٌح وّيح اٌؽشوح فمؾ تاٌظيغح 

 اٌراٌيح : 

  
  

  
                                                                                        

  -ٔؽظً ػٍي اٌؼلالاخ الاذيح: (1.10) تاٌرفاػً اٌّرراٌي ٌٍّؼادٌح 



  
 Ѱ

  
 

 

√   
∫          [          ⁄ ]                  

 

  

 

   
 Ѱ

  
 

 

√   
∫          [          ⁄ ]                  

 

  

 

   
  Ѱ

   
 

 

√   
∫           [          ⁄ ]             

 

  

 

 ٔؽظً ػٍي  (1.12)ٚتاعرخذاَ اٌّؼادٌح  

  
 Ѱ

  
 

   

  

  Ѱ

   
                                                                      

تالاػافح  .ٚذغّي ٘زٖ اٌّؼادٌح تّؼادٌح ششٚدٔعش في تؼذ ٚاؼذ تإٌغثح ٌٍعغيُ اٌؽش

 ئٌي رٌه تإٌغثح ٌٍّٛظح اٌّغرٛيح 

Ѱ     [        ⁄ ]                                                             

And 

  
 Ѱ

  
  Ѱ                                                                                         

   
 Ѱ

  
  Ѱ                                                                                      

   
  Ѱ

   
   Ѱ                                                                                 

يّىٓ اٌرؼثيش ػٓ اٌطالح ٚوّيح  .في ؼاٌح اٌعغيُ اٌؽشاٌّؼادلاخ اٌغاتمح ذرؽمك فمؾ 

  -: Ѱاٌؽشوح تذلاٌح اٌّإششاخ اٌرفاػٍيح اٌري ذإشش ػٍي اٌذاٌح اٌّٛظيح 

    
 Ѱ

  
            

 

  
                                                            

 

 



Extension to three dimensions 

ٚالاْ ٔؼثش ػٓ اٌؽضِح اٌّٛظيح في  .عثك ذؼشيف اٌؽضِح اٌّٛظيح في تؼذ ٚاؼذ

  -شلاز اتؼاد تاٌؼلالاخ اٌراٌيح:

Ѱ  ⃗    
 

    
 

 ⁄
∭ ( ⃗⃗)    [    ⃗⃗  ⃗  𝜔  ]   

 

  

                  

  ⃗⃗ ذّصً ػٕظش اٌؽعُ في فشاؽ                ؼيس

 (1.16),(1.15),(1.14),(1.13),(1.12) ,(1.11) ,(1.10)ٌٍّؼادلاخ ٚؽثما 

  -:ش٘ا ئٌي اٌّؼادلاخ الاذيٗ لي ؼاٌح اٌصلاز أتؼاد ػٍي اٌرشذيةيّىٓ ذطٛي

Ѱ  ⃗    
 

     
 

 ⁄
∭       [   ⃗  ⃗      ⁄ ]   

 

  

             

Where                    represent the volume element in 

the momentum space.   

     
 

     
 

 ⁄
∭ Ѱ  ⃗      [    ⃗  ⃗      ⁄ ]   

 

  

          

Where                represent the volume element in the 

coordinate space. 

  
  

  
 

 

  
(  

    
    

 )                                                

  
 Ѱ

  
 

 

     
 

 ⁄
∭         [   ⃗  ⃗      ⁄ ]   

 

  

           

    Ѱ

 
 

     
 

 ⁄
∭         [   ⃗  ⃗      ⁄ ]   

 

  

                           



     Ѱ

 
 

     
 

 ⁄
∭          [   ⃗  ⃗      ⁄ ]   

 

  

                           

And  

  
 Ѱ

  
 

   

  
  Ѱ                                                 

ٚتاٌّصً يّىٓ اٌؽظٛي  .ٚ٘زٖ ٘ي ِؼادٌح ششٚدٔعش ٌٍعغيُ اٌؽش في شلاز أتؼاد

 .اٌّإششاخ اٌرفاػٍيح ٌٍطالح ٚوّيح اٌؽشوح في ؼاٌح اٌصلاز اتؼاد

    
 Ѱ

  
            

 

  
                                                

 .ٚعثك اٌؽظٛي ػٍي ِؼادٌح ششٚدٔعش تإٌغثح ٌٍعغيُ اٌؽش في ؼاٌح شلاز أتؼاد

اٌمٛج يح ػٍي ؼشوح اٌؽغيُ فّا ٘ي ِؼادٌح ششٚدٔعش في ٚظٛد ظٚئرا اششخ لٛج خاس

 ؟ اٌخاسظيح

 ػٍي اٌظٛسج    ⃗   ذشرك ِٓ داٌح اٌعٙذ   ⃗ ٔفشع أْ اٌمٛج اٌخاسظيح 

 ⃗        ⃗                                                 

 ارْ اٌطالح اٌىٍيح يؼثش ػٕٙا ؼشوح اٌعغيُ ِؼافا اٌيٙا داٌح اٌعٙذ ػٍي إٌؽٛ اٌراٌي 

  
  

  
    ⃗                                    

 ػٍي  ٔؽظً (1.32),(1.28),(1.26)ٚتاعرخذاَ اٌّؼادلاخ 

  
 Ѱ

  
 

   

  
  Ѱ     ⃗   Ѱ  ⃗                               

اي اٌمٛج عٍي ٘زٖ اٌّؼادٌح تّؼادٌح ششٚدٔؽش ٌٛطف ؼشوح اٌعغيُ في ِٚيطٍك ػ

.(1.31) 

 

 



 وشرط انمعايرة     Ѱانمعني انفيزيائي نهدانت انموجيت 

)ٚطف عٍٛن اٌعغيُ( ِمذاس٘ا يىْٛ وثيش في     ⃗  Ѱ اٌذاٌح اٌّٛظيحٌذساعح  

تيّٕا في ِٕاؽك اخشي يىْٛ اؼرّاي  .اؼرّاي ذاشيش اٌعغيُ يىْٛ وثيشإٌّاؽك ؼيس 

 .طغيش Ѱ ذاشيش اٌعغيُ يىْٛ طغيش ٚتاٌراٌي ِمذاس

ٌٚٙزا فاْ اٌذاٌح اٌّٛظيح ذذخً في ػٍّيح لياط اؼرّاي ٚظٛد اٌعغيُ ؼٛي اٌّٛػغ 

 .داٌح ِشوثح ػِّٛا Ѱتيّٕا  .ٚيعة أْ يىْٛ الاؼرّاي اٌؽميمي  .اٌخاص

تأٙا ؼاطً ػشب اٌذاٌح اٌّٛظيح       ⃗   ٚػٍي رٌه يّىٓ ذؼشيف وصافح الاؼرّاي 

Ѱ   في اٌّشافك ٌٙزٖ اٌذاٌحѰ  :- 

   ⃗     ѰѰ  |Ѱ  ⃗   |
 
                                    

٘زا يؼٕي أْ أؼرّاي ٚظٛد ظغيّاخ في ػٕظش          اٌّؼٕي اٌفيضيائي   

 ] ⃗ +  ⃗ t ] dاٌفرشج اٌضِٕيح ػٕذ ⃗ ؼٛي إٌمطح         اٌؽعُ  

 أي أْ  .ٚششؽ اؼرّاي ٚظٛد اٌؽغيُ في أي ِٕطمح يعة أْ ذىْٛ اٌٛؼذج

∭|Ѱ  ⃗   |
 
                          

 .       ذّصً ػٕظش اٌؽعُ في شلاز أتؼاد     ؼيس

في ٘زٖ اٌؽاٌح   Ѱاعُ ششؽ اٌّؼايشج ٚذغّي اٌذاٌح    (1.35)ٚيطٍك ػٍي  اٌّؼادٌح

 .اٌذاٌح اٌّرطثؼح

لا ذؼرّذ ػٍي اٌضِٓ ٚ٘زٖ اٌذاٌح ذؽمك  Ѱ ٚيرؼػ أْ اٌّؼاًِ اٌؼذدي ٌٍذاٌح اٌّرطثؼح

 -ٚلاشثاخ طعح ٘زا ٔرثغ الاذي:   (1.33)ِؼادٌح ششٚدٔعش 

 (1.33)ٔىرة اٌّؼادٌح 

  
 Ѱ  ⃗   

  
 

   

  
  Ѱ   Ѱ                                             

 ِٚشافك ٘زٖ اٌّؼادٌح ٘ي 

   
 Ѱ   ⃗   

  
 

   

  
  Ѱ   Ѱ                                   



 في   (1.37)ٚاٌّؼادٌح   Ѱِٓ ٔاؼيح اٌيغاس في   (1.36)ٚتؼشب ؽشفي اٌّؼادٌح 

Ѱ    شُ اٌطشغ ٔؽظً ػٍي 

  [Ѱ 
 Ѱ

  
 Ѱ

 Ѱ 

  
]  

   

  
[Ѱ   Ѱ  Ѱ  Ѱ ]                      

   ٚٔؼٍُ أْ 
  

    
  

    
  

    

 في اٌظٛسج اٌراٌيح    (1.38)ِٚٓ اٌغًٙ وراتح اٌّؼادٌح 

 

  
 ѰѰ   

  

  
  ⃗⃗⃗  Ѱ Ѱ  Ѱ  Ѱ    

Or 

  

  
      ⃗                          

Where 

                                                  ѰѰ                               

     ⃗   ⃗⃗⃗  ⃗  
   
  

 
   

  
 

   
  

                                    

   
  

  
[Ѱ

 Ѱ 

  
 Ѱ 

 Ѱ

  
] 

    
  

  
[Ѱ

 Ѱ 

  
 Ѱ 

 Ѱ

  
] 

   
  

  
[Ѱ

 Ѱ 

  
 Ѱ 

 Ѱ

  
] 

Thus, we may write  

 ⃗  
  

  
  Ѱ Ѱ  Ѱ  Ѱ                                 

 ػٍي وً اٌفشاؽ ٔعذ أْ     ⃗   الاْ اٌّشرمح الاٌٚي ٌرىاًِ وصافح الاؼرّاي 



 

  
∫ѰѰ     ∫

 

  
 ѰѰ       ∫    ⃗    

  ∫  ⃗  ⃗⃗      ∫                                                

ٔلاؼع في اٌخطٛج الاخيشج اعرخذِٕا ٔظشيح ظاٚط ٚاعرثذاي اٌرىاًِ اٌؽعّي ئٌي 

ذشِض ئٌي ِرعٗ اٌٛؼذج اٌؼّٛدي ػٍي اٌغطػ ٚاذعاٖ ئٌي خاسض اٌغطػ  nعطؽي،  

ذٕؼذَ ػٕذ  Ѱ أْ اٌذاٌح اٌّٛظيح ٚيرؼػ   .⃗ ذشِض اٌي اٌّشوثح اٌؼّٛديح ٌٍّرعٗ    ٚ

 الأٙايح فاْ اٌرىاًِ اٌغطؽي يٕؼذَ ٚتزٌه فاْ اٌؽضِح اٌّٛظيح 

 

  
∫|Ѱ  ⃗   |

 
                             

 اٌّرطثؼح لا يؼرّذ ػٍي اٌضِٓ Ѱ اٌذاٌح ٚ٘زا يفغش أْ ِؼاًِ 

 -وصافح اؼرّاي اٌرياس:

 .في الاٌىرشٚديٕاِيىا اٌىلاعىيح تّؼادٌح الاعرّشاس  (1.39) ح يطٍك ػٍي اٌّؼادٌ

اٌري ذّصً    ٚاٌرفغيش اٌفيضيائي ٌٙزٖ اٌّؼادٌح ػٕذِا ػٕذِا ٔؼرثش ؼشوح غاص تىصافح 

 ٌٚٙزا فاْ   .ذّصً وصافح اٌرياس ⃗ ػذد اٌعغيّاخ ٚؼذج اٌؽعُ ، 

                                ѰѰ                                                           

 ٚيطٍك ػٍيٙا اعُ وصافح اؼرّاي اٌشؽٕح ، 

 ⃗  
  

  
  Ѱ Ѱ  Ѱ  Ѱ                                              

             [Ѱ 
 

  
 ⃗⃗⃗ Ѱ]                                              

 ي اٌرياسٚ٘ي ذّصً وصافح اؼرّا

Ex.1 

Consider the plane wave Ѱ  ⃗       [   ⃗  ⃗      ⁄ ]  

The current density for which is given by  



 ⃗

                [    ⃗  ⃗      ⁄ ]
 

  
 
 

 
  ⃗     [   ⃗  ⃗      ] ⁄

 
 ⃗

 
                                                                                               

 

 -:انقيم انمتوسطت نهكمياث انفيزيائيت -6

-quantities: Expectation values of dynamical  

 . Ѱيح ظتاٌذاٌح اٌٌّٛؽغاب اٌميّح اٌّرٛعطح ٌلاؼذاشياخ  في إٌّضٌح اٌّٛطٛفح 

تذلاٌح اٌذاٌح اٌّٛظيح  ⃗ ٚٔؼٍُ أْ وصافح اؼرّاي اٌميُ اٌّؽذدج ٌّرعٗ ِٛػغ اٌعغيّاخ 

Ѱ  : ٘ي 

 ⃗  Ѱ  ⃗   Ѱ        

 -ػٍي اٌظٛسج : ⃗ ٚالاْ ٔىرة اٌميّح اٌّرٛعطح ٌٍّرعٗ 

  ⃗   
∫  ⃗ Ѱ      Ѱ  ⃗       

Ѱ      Ѱ  ⃗      
                              

 ذظثػ   (1.50)فاْ اٌّؼادٌح   (1.35)ِرطثؼح ٚؽثما ٌٍّؼادٌح  Ѱٚارا وأد 

  ⃗   ∫Ѱ        ⃗ Ѱ  ⃗                                    

  -ٚ٘زٖ ذىافي شلاز ِؼادلاخ اٌراٌيح:

    ∫Ѱ         Ѱ  ⃗        

    ∫Ѱ         Ѱ  ⃗        

    ∫Ѱ         Ѱ  ⃗        



ٚذىْٛ داٌح في الاؼذاشياخ ذاخز   ⃗   اٌميّح اٌّرٛعطح لاي داٌح  .ٚفي اٌؽاٌح اٌؼاِح

 -اٌظٛسج :

    ⃗   ∫Ѱ          ⃗  Ѱ  ⃗                                         

  ذاخز اٌظٛسج  ِٚٓ شُ فاْ اٌميّح اٌّرٛعطح ٌطالح اٌعٙذ

    ∫Ѱ         Ѱ  ⃗                                                        

ؽالري  ّيىأيىا اٌىلاعىيح ذىْٛ اٌطالح اٌىٍيح ٘ي ػثاسج ػٓ ِعّٛعٚتاٌشظٛع ئٌي اٌ

   -اٌؽشوح ٚاٌعٙذ ٚػٕذِا ٔؼثش ػٓ اٌميّح اٌّرٛعطح ٌٍطالح اٌىٍيح ذأخز اٌظٛسج:

      
  

  
                    

 (1.55)ٚتاعرخذاَ اٌّإششاخ اٌرفاػٍيح تإٌغثح ٌٍطالح ٚوّيح اٌؽشوح ذظثػ اٌّؼادٌح 

   
 

  
     

   

  
                                

اظشاء شُ    Ѱ ِٓ ٔاؼيح اٌيغاس تاٌذاٌح   (1.33)ششٚدٔعش  ي ِؼادٌحفٚتؼشب ؽش

 ٔعذ اْ  .اٌرىاًِ تإٌغثح ٌىً اٌفشاؽ

∫Ѱ    
 Ѱ

  
     ∫Ѱ  

   

  
  Ѱ      ∫Ѱ   Ѱ              

ِٚٓ شُ يّىٓ ذؼشيف اٌميّح اٌّرٛعطح تإٌغثح ٌٍطالح اٌىٍيح تاعرخذاَ اٌّإشش 

  -اٌرفاػٍي ػٍي إٌؽٛ اٌراٌي:

     ∫Ѱ    
 Ѱ

  
                                     

 .ٚوزٌه تإٌغثح ٌىّيح اٌؽشوح

     ∫Ѱ        ⃗⃗⃗ Ѱ                                                 

 -ٚ٘زٖ اٌّؼادٌح ذىافي شلاز ِؼادلاخ ػٍي إٌؽٛ اٌراٌي :



         ∫Ѱ 
 Ѱ     

  
                                           

         ∫Ѱ 
 Ѱ     

  
                                           

         ∫Ѱ 
 Ѱ     

  
                                           

 :  (1.10)تإٌغثح ٌٍؽضِح اٌّٛظيح في تؼذ ٚاؼذ 

         ∫ Ѱ 
 Ѱ
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Thus 

     ∫                
 

  

  ∫   |    | 
 

  

                  

يّصً الاؼرّاي تإٌغثح   |    |ٚاٌّمذاس  .  (1.52)ِغ  (1.63)ئرا لاسٔا اٌّؼادٌح 

 ِٚٓ اٌغًٙ أْ ٔصثد أْ        ٌىّيح اٌؽشوح اٌري ذمغ تيٓ 

      ∫    |    | 
 

  

                                      

 (Parseval's theorem) ٚػٍي رٌه ِٓ ٔظشيح تشعفً

∫    |    | 
 

  

                                



اٌّرٛعطح ٌىّيح اٌري ذشاتٗ ششؽ اٌّؼايشج  ِٚٓ اٌغًٙ الاْ اٌرؼثيش ػٓ اٌميّح 

 اٌؽشوح في ؼاٌح اٌصلاز الاتؼاد: 

     ∫                 
 

  

                            

ذشيش    ⃗  Ѱ ئٌي  شىً اٌذاٌح اٌّٛظيح في فشاؽ وّيح اٌؽشوح ٚ      ٚػادج ٔشيش

 .أٌي شىً اٌذاٌح اٌّٛظيح في فشاؽ الاؼذاشياخ

 

   Ehrenfest's theorem: جفسنظريت ارن

 الاْ عٛف ٔصثد اٌؼلالح

 

  
     

 

 
                         

لاشثاخ ٘زٖ اٌؼلالح ٔرثغ الاذي: أرا وأد ِرعٙاخ اٌّٛػغ ٚوّيح اٌؽشوح ٌٍؽضِح 

ىا طٛسج اٌميُ اٌّرٛعطح ٌٙزٖ اٌّراتيٕح، ارْ ِيىأيذفغيش٘ا في اٌّٛظيح اٌري يّىٓ 

 الاْ  .اٌىُ ذرفك ِغ اٌّيىأيىا اٌىلاعىيح

 

  
     

 

  
∫Ѱ         Ѱ  ⃗       

 ∫Ѱ    
 Ѱ

  
    ∫

 Ѱ 

  
   Ѱ     

 ٔؽظً ػٍي  (1.37) ,(1.36)ئرا اعرخذِٕا اٌّؼادٌراْ 

 

  
     

 

   
*∫Ѱ     

   

  
  Ѱ   Ѱ )    

 ∫(
   

  
  Ѱ   Ѱ

 
)    Ѱ    ] 

 
  

  
∫[Ѱ     Ѱ     Ѱ     Ѱ]                             

Now,  



∫    Ѱ    Ѱ    

 ∫[      Ѱ  Ѱ
 
 ]   

 ∫( Ѱ
 
)   (  Ѱ)                   

اٌرىاًِ الاٚي في اٌطشف الايّٓ في ٘زٖ اٌّؼادٌح يّىٓ ذؽٛيٍٙا اٌي ذىاًِ عطؽي 

 أي اْ   .ٔظشيح ظاٚطتاعرخذاَ 

    ∫   Ѱ  Ѱ
 
ذشِض اٌي اٌّشوثح     ػٕظش ِٓ اٌغطػ ،  dsأي اْ       

يإؤي اٌي اٌظفش لاْ اٌؽضِح اٌّٛظيح  اٌؼّٛديح ٚاذعاٖ خاسض اٌغطػ ٚ٘زا اٌرىاًِ

 ارْ  .ذٕؼذَ ػٕذ الأٙايح

∫    Ѱ    Ѱ      ∫( Ѱ
 
)   (  Ѱ)    

  [∫    Ѱ
 
    Ѱ      ∫Ѱ      Ѱ    ] 

ِٚشج اخشي يّىٓ ذؽٛيً اٌرىاًِ الاٚي في اٌطشف الايّٓ في ٘زٖ اٌؼلالح ِٓ ذىاًِ 

 ٚاٌرىاًِ اٌغطؽي يٕؼذَ وّا عثك ٌٚٙزا فاْ  .اٌي ذىاًِ عطؽي ؼعّي 

∫    Ѱ    Ѱ     ∫Ѱ      Ѱ                          

 ٔؽظً ػٍي  (1.68)ٚتاٌرؼٛيغ تٙزٖ إٌريعح في اٌّؼادٌح 

 

  
     

  

  
∫[Ѱ      Ѱ     ( Ѱ) ]    

                           
  

 
∫Ѱ  

 Ѱ

  
    

 

 
                          

 يعة أْ ذىْٛ ؼميمي      دائّا ذىْٛ ػذد ؼميمي ٚتاٌراٌي      تّا أْ 

 ٚتٕفظ اٌطشيمح يّىٓ اشثاخ أْ

 

  
        

   

  
  



 الاشثاخ 
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 Ѱ
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 Ѱ 

  
 
 Ѱ

  
    ∫Ѱ 
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    ∫ Ѱ
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 ∫ Ѱ
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  ∫ Ѱ
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Eqs. (1.71) and (1.72) along with their other components 

constitute Ehrenfest's theorem. 

 -في اٌّيىأيىا اٌىلاعىيح ٔعذ أْ ِؼادلاخ اٌؽشوح ٘ي:

 

  
 ⃗  

 

 
 ⃗                 

 

  
 ⃗   ⃗                       

 ػلالح ػذَ اٌرؽذيذ تإٌغثح ٌٍؽضِح اٌّٛظيح

The uncertainly principle for wave packets 

اٌّرٛعطح وّا أٔٗ  تميّرٙا ِٓ اٌّؼشٚف في ِيىأيىا اٌىُ أْ اٌىّياخ اٌفيضيائيح ذرؽذد

ِٓ اٌّؼشٚف أيؼا أْ اٌىّياخ اٌفيضيائيح اٌّماتٍح ٌّإششاخ غيش ِرثادٌح لا يّىٓ 

ؼغاتٙا تذلح في ٚلد ٚاؼذ ٌزا يؽة اٌثؽس ػٓ ِذي أٔؽشاف اٌميُ اٌّرٛعطح 

 ٘ٛ  أي أْ    ػٓ ِرٛعطٙا  fفارا واْ أؽشاف اٌىّيح  .ٌٍىّياخ اٌفيضيائيح 

          

 شِيٕي إٌّاظش ٌٙا ٘ٛ ٚاٌّإشش اٌٙ

            



  .فاْ ِرٛعطي الأؽشاف ِٚشتؼٗ يغاٚي ػٍي اٌرشذية

       ∫ Ѱ
 
        Ѱ                        

          ∫ Ѱ
 
        Ѱ                                     

  تاٌؼلالاخ اٌراٌيح p , xِٚٓ اٌغًٙ الاْ اٌرؼثيش ػٓ ِشتؼي أؽشاف 

             
 
  [         ]

 
  

             
 
  [         ]

 
                      

We must remember that (see Eqs .(1.52)       ) 

      ∫ Ѱ
 
        Ѱ                                

       ∫ Ѱ
 
         Ѱ                                

      ∫ Ѱ
 
        Ѱ        

    ∫ Ѱ
  Ѱ

  
                         

       ∫ Ѱ
 
         Ѱ        

    ∫ Ѱ
   Ѱ

   
                           

 ٚلاشثاخ ػلالح ػذَ اٌرؽذيذ الاعاعيح ٚذشرك ِٓ اٌّرثايٕح 

∫        ∫           
 

 
[∫            ]

 

             

 ٚلاشثاخ ٘زٖ اٌّرثايٕح يعة اٚلا أْ ٔؼشف شلاز ذىاِلاخ  .ؼيس   دٚاي دٚسيح

  ∫              ∫                ∫                   



 ٔؼرثش اٌرىاًِ .اٌخطٛج اٌراٌيح 

∫                                             

 .تفشع أْ ليّرٗ ؼميميٗ . تاساِرش   ؼيس 

 ح ٌٚٙزا ٔعذ أْ اٌطشف الايغش ِٓ ٘زٖ اٌّؼادٌح ذىْٛ ِٛؼثٚاٌرىاًِ ػٍي 

                                     

                فاْ اٌّؼادٌح   .  تإٌغثح ٌعّيغ ليُ 

Can't have any real any roots and therefore we must have  

   
 

 
                              

 (1.81)ٔؽظً ػٍي اٌّراتيٕح  (1.85)في  A,B,C   ِٓ(1.82)تاٌرؼٛيغ ػٓ 

 ٚالاْ عٛف ٔصثد ػلالح ػذَ اٌرؽذيذ الاعاعيح تإٌغثح ٌٍذاٌح اٌّٛظيح اٌري ذعؼً 

p=0 , x=0  ٚتادخاي اٌذٚاي اٌذٚسيح الاذيح 

   Ѱ      
 Ѱ

  
                   

And 

    Ѱ                                 

Eq.(1.81) then yields  

∫    
 Ѱ 

  
     

 Ѱ

  
     ∫     Ѱ       Ѱ     
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 Ѱ 

  
     Ѱ     
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      Ѱ   }]

 

  

Or 

∫  
 Ѱ 

  
 
 Ѱ

  
     ∫Ѱ    Ѱ       
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 Ѱ    Ѱ      ∫Ѱ   Ѱ     ]

 

                 

Now 

  ∫
 Ѱ 

  
 
 Ѱ

  
        ∬      ∫

 Ѱ 

  

 Ѱ

  
   

 

  

 

   ∬      [Ѱ 
 Ѱ

  
 Ѱ 

  Ѱ

   
   ]  ∫Ѱ     

  Ѱ

   
      

Ѱ  Ѱيلاؼع أْ اٌّمذاس 

  
 ٌٚٙزا فاْ      يٕؼذَ ػٕذِا   

  ∫
 Ѱ 

  
 
 Ѱ

  
      ∫Ѱ    Ѱ              

ٚ    ػٕذِا  لا ذٕؼذَ عٛف ٔغرخذَ اٌذٚاي        

          Ѱ 

And 

                                                     Ѱ      

 ٚتاٌّصً ٔعذ أْ 

∫
 

  
 Ѱ    Ѱ         

 ػٍي اٌؼلالح اٌٙاِح اٌراٌيح   (1.88)ٚفي إٌٙايح ٔؽظً ِٓ اٌّؼادٌح 

             
  

 
                      

Or 

       
 

 
                                           

 ٘زٖ ٘ي ػلالح ػذَ اٌرؽذيذ ٌٙيضٔثشض



 

 مسائم محهونت

Ѱ        اشثد أْ  pتاعرخذاَ ِإشش وّيح اٌؽشوح  -0    Ѱ  ؼيسѰ 

  .دٚاي اخرياسيح

       Ѱ        
 

  
 

 

  
   Ѱ 

                                                [ 
 Ѱ

  
 

 

  
  Ѱ ] 

                                                              Ѱ                     

 تاٌشِض  A,Bٚعٛف ٔشِض ئٌي اٌرأشيش اٌّرثادي تيٓ اٌّإششيٓ 

[   ]         [   ] 

 ٚتزٌه يّىٓ ذؼشيف اٌّإششاخ اٌّرثادٌح ػٍي إٌؽٛ اٌراٌي 

[   ]Ѱ    

ٚوزٌه ِشوثاخ وّيح  (x ,y ,z)ِٚٓ اِصٍح اٌّإششاخ اٌّرثادٌح ِصً الاؼذاشياخ 

 اٌؽشوح  

      
 

  
           

 

  
                 

 

  
 

 -:ِرثادٌح ٚٔىرة ػٍي اٌظٛسج ٚوزٌه يّىٓ اٌرؼثيش ػٓ اٌّإششاخ اٌفيضيائيح اٌغيش 

[   ]Ѱ     Ѱ 

  .ِإشش ٘شِيري ايؼا Dؼيس 

 ِصلا ٚتزٌه ذظثػ اٌّؼادٌح      اٌغيش ِرثادٌح ٘ي  اٌّإششاخ اٌفيضيائيحِٚٓ أِصٍح 

[   ]        والاذي  (1)                                               

 

 



يّىٓ ٚػؼٙا ػٍي اٌظٛسج       أشثد أْ اٌّإششاخ اٌغيشاٌّرثادٌح تيٓ  -2

[     ]                                                    

[   ] (  ٔعذ أْ 2ِٓ اٌّؼادٌح )     

                     

                        

                 ٚترىشاس ٔفظ اٌؼٍّيح ٔؽظً ػٍي 

ذؽمك   (x ,y, z)اٌري ذؼرّذ ػٍي الاؼذاشياخ   ⃗   ٚوزٌه يّىٓ أشثاخ اْ اي داٌح  

 اٌؼلالح اٌراٌيح 

[   ⃗   ]    
    ⃗   

  
                          

 الاشثاخ

 ارْ   ⃗   خرياسيح ٌٚرىٓ ٔخراس أي داٌح أ

[   ⃗   ]    ⃗          ⃗ 
 

  
 

 

  
    ⃗     ⃗  

         ⃗ 
    ⃗ 

  
 

 

  
    ⃗    ⃗   

 (   
    

  
)    ⃗  

ً ػٍي اٌّطٍٛب ٚايؼا يّىٓ اشثاخ طؽح اٌؼلالح ارْ ٔؽظ .ٚتّا أْ  داٌح أخرياسيح

 يح اٌراٌ

[   ⃗   ]       
    

  
  

    

  
    

      ( 
    

  
     

     

   
)                  

 



    أشثد أْ ٌٍعغيّاخ اٌؽشج اٌغيشٔغثيح ارا وأد اٌذاٌح اٌّٛظيح ِؼشفح ػٕذ  -3

 ذأخز اٌظٛسج  tفاْ اٌذاٌح اٌّٛظيح ػٕذ أي صِٓ اخرياسي 

Ѱ      ∫ Ѱ  ́   
 

  

   ́       ́                       

Where  

   ́      √
 

     
   *     ́  

 

   
+                             

  ٕغثح ٌٍعغيّاخ اٌؽشج اٌغيش ٔغثيح  تاٌ
  

  
 

 ٔعذ أْ  (1.10)في اٌّؼادٌح  Eتاٌرؼٛيغ ػٓ 
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 ٔعذ أْ  (1.11)تالاعرؼأٗ تاٌّؼادٌح 
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Thus 

Ψ      ∫ Ψ  ́        ́       ́
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 اعرخذِٕا ذىاًِ ظاٚطٚفي ٘زٖ اٌؽاٌح 

 



 أشثد أْ  -4
 

  
 ( ⃗⃗⃗)    ⃗⃗                                      

⃗⃗⃗ ؼيس    ⃗ ⃗⃗ ٘ي ػضَ وّيح اٌؽشوح،  ⃗     ⃗   ⃗ ٘ي ػضَ        ⃗  

 في شلاز اتؼاداٌمٛج ؼٛي إٌمطح الاطً ٚوزٌه أشثد أٔٗ تإٌغثح ٌٍؽضِح اٌّٛظيح 
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 الباب الثاني

 الحلول البسيطت لمعادلت شرودنجر

Simple solutions of Schrodinger Equation 

 Stationary states  - 1-   المستقرةالمنازل:  

 

ػْذٍب رنُ٘ داىخ ٕبٍٞيزُ٘ ىيَجَ٘ػخ لا رؼزَذ ػيٚ اىضٍِ َٝنِ رجغٞػ اىذو اىؼبً ىَؼبدىخ ششدّٗجش ٗٝؼجش ػْٖب 

ب داىخ فٜ الادذاصٞبد ٗالأخشٙ داىخ فٜ اىضٍِ , ٗع٘ف ّجذأ ثبىَؼبدىخ اىَؼزَذح ػيٚ ثذبصو ظشة داىزِٞ , ادذَٕ

 اىضٍِ 

  
       

  
  

  

  
                        

 , داىخ لا رؼزَذ ػيٚ اىضٍِ , ّفشض أُ اىذو ػيٚ اىص٘سح  Vثفشض أُ غبقخ اىجٖذ 

                                         

 ّجذ أُ    ٗاىقغَخ ػيٚ   (1.2) ٗثبىزؼ٘ٝط فٜ اىَؼبدىخ

  

 

  

  
 
 

 
  
  

  
                         

ٗمو ٍَْٖب اىضٍِ فقػ ثَْٞب اىطشف الأَِٝ رنُ٘ داىخ اىفشاؽ فقػ  ٜرنُ٘ داىخ ف       ّلادع أُ اىطشف الأٝغش ٍِ اىَؼبدىخ 

 ٍضلا أٛ أُ  Eٝغبٗٛ ٍقذاس صبثذ ٗىٞنِ 

      
    
  

                 
  

  
                                                 

 ٗثنزت اىذو ػيٚ اىص٘سح :

            
    
                                  

 ٗرنُ٘ مضبفخ الادزَبه 

𝜌  |      |
 
 |    |

 
                        

 َٝنِ مزبثزٖب ػيٚ اىص٘سح       رجِٞ أُ مضبفخ الادزَبه لا رؼزَذ ػيٚ اىضٍِ, ٗأمضش ٍِ رىل اىَؼبدىخ       اىَؼبدىخ 

                                        

 .ٕ٘ ػذد Eٕ٘ ٍؤشش ٕبٍٞيزُ٘ ٗ  Hدٞش 

ٗمضبفخ الادزَبه رنُ٘ لا رؼزَذ ػيٚ       ٕ٘ اىؼذد اىََٞض , اىذاىخ اىَ٘جٞخ  Eٕٜ ٍؼبدىخ اىؼذد اىََٞض ارُ       اىَؼبدىخ

 رؼشف اىَْبصه فٜ ٕزٓ اىذبىخ ثبىَْبصه اىَغزقشح اىضٍِ.

 ػيٚ اىضٍِ رذقق اىَؼبدىخ : لا رؼزَذ     ثبىْغجخ ىيَْبصه اىَغزقشح اىذاىخ اىَ٘جٞخ  
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(      )                                 

 رغَٚ ثَؼبدىخ ششٗدّجش اىزٜ لا رؼزَذ ػيٚ اىضٍِ       اىَؼبدىخ 

 

  One-dimensional problemsمسائل في بعذ واحذ  -2 

ٍضلا ٗفٜ ٕزٓ اىذبىخ َٝنِ اىزؼجٞش ػِ   Xؼزَذ ػيٚ ادذاصٜ ٗادذ فقػ ٗىٞنِ اثغػ اىَغبئو ػْذٍب ٝنُ٘ غبقخ اىجٖذ ىيجغٌٞ ٝ

 غبقخ اىجٖذ فٜ ص٘سح ٍجَ٘ع 

                                                         

 :   (2.8 ٗرصجخ ٍؼبدىخ ششٗدّجش )

(
  

   
 
  

   
 
  

   
)         

  

  
                                                    

 

                                                          

 اىٚ صلاس ٍؼبدلاد       َٗٝنِ فصو اىَؼبدىخ 

       

   
 
  

  
                                                 

       

   
 
  

  
                                                 

 

        

   
 
  

  
                                                   

 ٍغ اػزجبس أُ اىطبقخ : 

                                              

 2ٕٗزا ٝزعخ أُ مو ٍؼبدىخ رذز٘ٛ ػيٚ ثؼذ ٗادذ فقػ ٗأثغػ ٍضبه ّؼزجش اىجؼذ اىجئشٛ  شنو 
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{ 
                         

                              | |   
                                    

 ثنزبثخ ٍؼبدىخ ششٗدّجش ػيٚ اىص٘سح 

 

      

   
 
  

  
                                                              

 

      

   
 
  

  
                                                         

 

| |ّٗز٘قغ دشمخ اىجغٌٞ اىَ٘ج٘د فٜ اىَْطقخ      ٗع٘ف ّْظش اىٚ دي٘ه ٕزِٝ اىَؼبدىزِٞ ػْذٍب       ٍِٗ

 صٌ ّجذ أُ:

                                  

                                          

                                          

ٕٗزا ٝنُ٘  | |اىنجٞشح ه  دٞش ٝزجبػذ اىذو ثبىْغجخ ىيقٌٞ   | |     قذ إَٔو اىذو        ٗ        فٜ اىَؼبدىزِٞ 

ٗ         ٍخبىف ىيششٗغ اىذذٝخ ثَغبٗاح 
  

  
 ّذصو ػيٚ أسثغ ٍؼبدلاد             ػْذ 

                      

                        

                      

                                     

 ٍِٗ ْٕب ّذصو ػيٚ

(2.22)    
                  

                     
} 

(2.23)    
                  

                   
} 

 رصجخ  2.22)فئُ )        ,       ٍبىٌ 

                                                

 رصجخ  2.23)فئُ )         ,       ٗثبىَضو ٍبىٌ 

                                   

 ّذصو ػيٚ اىَطي٘ة    K( ٝزذقق فٜ آُ ٗادذ ٗثذزف     ( , )    ٕٗزا الادزَبه ثبىْغجخ ىيَؼبدىزِٞ )
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   A,B,C,Dٗػلاٗح ػيٚ رىل لا ّشٝذ أُ رْؼذً 

 ٕٗزا اىذو َٝنِ رقغَٞٔ اىٚ جضئِٞ مبلارٜ :

               

               

   √
| |

   | |
    (

 

 
√      | | )             

  xٗرْبظش اىذٗاه اىَ٘جٞخ اىَزَبصيخ فٜ 

                 

                

   √
| |

   | |
     (

 

 
√      | | )             

  xٍزَبصيخ فٜ اىغٞش  ٗرْبظش اىذٗاه اىَ٘جٞخ

( ثبعزخذاً اىزذيٞو اىؼذدٛ ّٗذصو ػيٚ ٍغز٘ٝبد اىطبقخ.     )ٗ (     َٝنِ دو اىَؼبدىزِٞ )      ,m, aٗػْذ ٍؼشفخ قٌٞ 

جزس اىَؼبدىخ  Eّذ فَضلا ارا مب  (    ( ٗ )    ثبعزخذاً اىَؼبدىزِٞ )       َٝنِ رؼِٞٞ    Eٗفٜ دبىخ ٍؼشفخ قَٞخ 

 ( ارُ      )

     
 

 
         

 

 
             

 َٝنِ رؼْٖٞٞب ٍِ ششغ اىَؼبٝشح.  Aٗاىقٌٞ اىقٞبعٞخ ه 

 

طيلخالمتذبذب التوافقي ا -3  

3-The linear Harmonic oscillator 

 ٍِ الإَٔٞخ ىيَجَ٘ػخ اىذْٝبٍٞنٞخ ٗٝؼزجش قبػذح ىْظشٝبد الاشؼبع. اىَززثزة اىز٘افقٜ فٜ ثؼذ ٗادذ ٍشنيخ راد جبّت مجٞشَٝضو 

 ارا ّظشّب الاُ اىٚ اىَشنيخ ٍِ خلاه ٍٞنبّٞنب اىنٌ فئّٔ ٝيضٍْب مزبثخ داىخ ٕبٍٞيزُ٘ ىيَززثزة اىز٘افقٜ ػيٚ اىص٘سح: 

  
  

  
 
 

 
               

 فٜ ٍٞنبّٞنب اىنٌ رصجخ: 

  
 

  
(   

  

   
       )           
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 ( 2.7 )اّظش ٕٜ صاٗٝخ اىزشدد ىيَززثزة اىنلاعٞنٜ ٗثنزبثخ ٍؼبدىخ ششٗدّجش   دٞش 

 
  

  

   

   
 
 

 
                      

 ٍِٗ اىَْبعت ادخبه الاثؼبد اىَزغٞشح

  √
  

 
           

  

  
              

 ٍؼبدىخ ششٗدّجش رصجخ 

   

   
                       

ػْذ اىَغبفبد اىنجٞشح ع٘ف رنُ٘ غبقخ اىجٖذ أمجش ٍِ اىطبقخ اىنيٞخ ّٗبدٞخ اىنلاعٞنٞخ اىذشمخ ىيَجَ٘ػخ ٝأخز ٍنبُ قشٝت فٜ 

 اىَْطقخ أٛ أُ اىنلاعٞنٜ 

 

 
       

             

     

 ّلادع أُ      ( فٜ اىَْطقخ 2.32ارا ّظشّب اىٚ عي٘ك اىَؼبدىخ )

      
 
 
              

 ( ػيٚ اىص٘سح 2.32ٕٗزا الاقزشاح َٝنِ إٝجبد اىذو اىَعج٘غ ىيَؼبدىخ )

         ( 
 

 
  )            . 

 بلإشبسح اىغبىجخ ىنٜ رنُ٘ اىذاىخ اىَ٘جٞخ ٍذذٗدح ػِ اىلاّٖبٝخ( )ٗعْنزفٜ ث

 ( ّذصو ػيٚ 2.32( فٜ )2.33ٗثبىزؼ٘ٝط ٍِ )

   

   
   

  

  
                       

 ع٘ف ّجذش ػِ دو ٕزٓ اىَؼبدىخ فٜ ص٘سح ٍزغيغيخ اىق٘ٙ 

               
                         

 ّجذ أُ  2.35)ّفبظو ٕزٓ اىغيغيخ صٌ اىزؼ٘ٝط فٜ اىَؼبدىخ )

                
               

            
   ]                

 

 ثبىصفش ّجذ أُ    ٗثَغبٗاح ٍؼبٍلاد ق٘ٙ 
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 ( ّذصو ػيٚ 2.37ٍِ اىَؼبدىخ )     ٗدٞش أُ 

                                  

 يٚ اىص٘سح ( ػ2.39َٗٝنِ مزبثخ اىَؼبدىخ )

    
  

 
           

              
            

 ّجذ أُ   ( (1.40خيٗلاخزجبس رجبػذ ٗرقبسة اىَزغيغ

   
   

 
    
  

 
 

 
                          

( ٍذذٗدح ثذسجخ مجٞشح جذا فئُ اىذاىخ اىَ٘جٞخ رؤٗه اىٚ 2.39, مَب ٝلادع أّٔ ارا ىٌ رنِ اىَزغيغيخ ) ّجذ أُ اىَزغيغيخ رقبسثٞخ

)   اىذو 
 

 
,      فئُ جَٞغ ٍؼبٍلاد ( 2.40ٕٗزا اىذو قذ إَٔو قجو رىل , ّٗشٙ ٍِ اىَؼبدىخ ) ∞  ػْذٍب  (  

 ........ اىخ ع٘ف رْؼذً. ارُ     

                          

 ّجذ أُ      ٗأ       ٗىنِ

                              

         (  
 

 
)                       

 

ٗٝزعخ أُ الاػذاد اىََٞضح ىيطبقخ ٕٜ      
 

 
   

 

 
   

 

 
      

 اىََنْٔٗثزىل ّذصو ػيٚ ٍغز٘ٝبد اىطبقخ 

( ٕٜ the ground stateاىقَٞخ اىَذذٗدح ىَغز٘ٙ اىطبقخ لادّٚ ٍْضىخ )
 

 
ٗرغَٚ ثبىطبقخ اىصفشٝخ , ٗثبعزخذاً    

 ( ػيٚ اىص٘سح 2.35( َٝنِ مزبثخ اىَؼبدىخ )2.43)

   

   
   

  

  
                  

 -, ٕٗزٓ اىذاىخ رؼشف مبٟرٜ:  nداىخ ٕشٍْٞٞخ مضشح اىذذٗد ٍِ اىذسجخ       ٗىٖزٓ اىَؼبدىخ دو ٕ٘ 

           
        

  

   
                 2 46  

 ٗرنُ٘ اىذاىخ اىَ٘جٞخ اىَزطجؼخ ىيَززثزة اىز٘افقٜ رأخز اىص٘سح 
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            ( 
 

 
    )      

   [  √    
   ]

 
 

     √
  

 
                         2 44 

 

 ٗرذقق ششغ اىَؼبٝشح اىؼَ٘دٛ 

∫  
∞

 ∞

     
                                                                       

      

 ٜ ػيٜ اىْذ٘ اىزبى   ٗع٘ف ّزمش ثؼط اىخ٘اص ىيذاىخ اىٖشٍٞزٞخ 

                        
             

                           

 ٗىيذص٘ه ػيٚ ػلاقخ ػذً اىزضجٞذ أٗ اىزذذٝذ

 اصجبد ٕزٓ اىؼلاقخ ػيٚ اىص٘سح  اىغٖوثبىْغجخ ىَْبصه اىَززثزة اىز٘افقٜ ٍِ 
 

     (  
 

 
)                   

 َٝنِ اصجبد أُ  ىخ اىز٘ىٞذ ىنضٞشح اىذذٗد اىٖشٍٞزٞخثبعزخذاً دا

∫  
∞

 ∞

  
              |  |

 ∫  
 

  

  
                     

⟨  ⟩            

          

⟨ ⟩  ∫  
 

  

     [
 

 
     ]        

 
 

 
(  

 

 
)    

 

 
  

       

 

⟨
  

  
⟩

 

 ⟨ ⟩  ⟨ ⟩  
 

 
  

 ⟨  ⟩     
    

 ⟨ ⟩         ⟨ ⟩   

       ⟨  ⟩⟨  ⟩]
 
  (  

 

 
)  

 

 ٝذ ىيَْبصه اىَززثزة اىز٘افقٜٕٗزٓ ٕٜ ػلاقخ ػذً اىزذذ

 



[DOCUMENT TITLE]  

8 | P a g e  
 

 الذوال الموجيت المتعامذة تناظر مستوياث الطاقت المختلفت -4

Orthogonality of wave functions corresponding to different energy levels  

 

َزؼبٍذح ثبىْغجخ اىٚ ٍْضىزِٞ , فئُ فئّٖب رْبظش اىذٗاه اىَ٘جٞخ اى       مبُرنُ٘ دقٞقٜٞ ٗارا    ع٘ف ّضجذ أُ مو قٌٞ 

 ٍؼبدىخ ششٗدّجش رؼطٚ ث٘اعطخ

  

  
      ( )                

  

  
                           

  ( فٜ 2.51ثعشة اىَؼبدىخ )
 صٌ اىطشح ّذصو ػيٚ :     فٜ (2.25) ٗثعشة ٍشافق اىَؼبدىخ       

  

  
   

         
   

         
    

               

    
  

  
        

          
     (     

     
      

 ذ٘ٝو اىزنبٍو فٜ اىطشف الأٝغش اىٚ رنبٍو عطذٜ ٕٗزا اىزنبٍو ْٝؼذً ارا مبُ اىزنبٍو اىذجَٜ ػيٚ اىفشاؽ اىنيٜ, فئُ َٗٝنِ ر

(     
     

        

             ّجذ أُ n=kٗػْذٍب 
   

      ٕٗزا ٝضجذ أُ الاػذاد اىََٞضح ٝجت أُ رنُ٘ دقٞقخ ثبىْغجخ اىٚ 

    
                        

 ٕٗزا ٝذقق ششغ اىزؼبٍذ.

ُ ىزباخطٞبُ ٍْٗغ٘ثزبُ اىٚ ّفظ ٍغز٘ٙ اىطبقخ ٗىٞظ ثبىعشٗسح أُ ٝنُ٘ اىذ لا ٝؼزَذ   ٗ    فئُ        ارا مبّذ 

 زبُ ٍزؼبٍذربُ.ٞاىَ٘ج

 شة اىذاىخ اىََٞضح ثأٛ صبثذ اخزٞبسٛ ثذٞش أُ ٗػلاٗح ػيٚ رىل َٝنِ دائَب ظ

 |  |
                      

 ( ثبىؼلاقخ الارٞخ 2.54( ٗ)2.55ٕٗزا ٕ٘ ششغ اىَؼبٝشح َٗٝنِ مزبثخ اىَؼبدىزِٞ )

   
                         

               {
      
             

 

 ( رؼشف ثششغ اىَؼبٝشح اىؼَ٘دٛ 2.56ٗاىَؼبدىخ )
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5- Expansion theorem 

 ٕٗ٘ ػجبسح ػِ ٍؤشش خطٜ دقٞقٜ Hٍؤصشٕب ٕبٍٞيزُ٘ 

ٗاىذٗاه اىََٞضح ىَؤصش ٕبٍٞيزُ٘ فٜ اىص٘سح اىنبٍيخ رذقق ششغ اىَؼبٝشح ٗاىزؼبٍذ , أٛ أُ َٝنِ اىزؼجٞش ػِ اىذاىخ الاخزٞبسٝخ 

 ػيٚ اىص٘سح :     اىََٞضح  ثبىذٗاه      

 ( )  ∑  

 

    ( )                 

  ٍِ اىغٖو إٝجبد قَٞزٖب ثعشة اىَؼبدىخ اىغبثقخ فٜ    دٞش اىَؼبٍلاد اىضبثزخ 
( ّذصو 2.56صٌ اىزنبٍو ٗاعزخذاً اىششغ )  

 ػيٚ 

      
 ( ) ( )                

 ( ّجذ أُ 2.57( فٜ )2.58)ٝط ٍِ ٘ٗثبىزؼ

 ( )    (  ) (∑  
 (  )  ( )

 

 )                       

 ّٗلادع أُ      ٕٗزٓ اىَؼبدىخ رذز٘ٛ ػيٚ اىذاىخ الاخزٞبسٝخ 

∑ 

 

  
 (  )       (   

 )                 
 

(    ) دٞش                           

 ( )  رصف اىخبصٞخ اىَقفيخ ىششغ اىَؼبٝشح اٗ اىزؼبٍذ ىيذٗاه  (2.60)خ ٕٜ داىخ دىزب فٜ صلاس اثؼبد. ٗاىَؼبدى

( فئُ اىذٗاه اىََٞضح اىنبٍيخ      ٘جذ أٛ أػذاد ٍَٞضح ٝ)لا  اىطٞف فقػاىزٛ ٝصف  ثبىْغجخ اىٚ اىَززثزة اىز٘افقٜ اىخطٜ 

  رأخز اىص٘س

                 ( 
 

 
    )                             

∑  

 

         

|  |
      

    
 
 
            

 
 
 
                          

|  |ارُ      ( ٗىٖب رفغٞش فٞضٝبئٜ ثغٞػ. ارا مبّذ اىَجَ٘ػخ ٍؼشفخ فٜ اىَْضىخ 2.57)    اىَؼبٍلاد 
 ٕٜ مضبفخ  

 الادزَبه 

|  |      ّجِٞ نِ أَُٗٝ      ث٘اعطخ اىذاىخ اىَ٘جٞخ    لاٝجبد ٍْضىخ اىطبقخ اىخبصخ اىََٞضح 
ٍٗجَ٘ػٖب     

 ٝغبٗٛ اى٘دذح

∑ 

 

|  |
  ∑  

 

[       
       ][   

 (  ) (  )   ] 

               (  ) (    ) 
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 (.2.60دٞش اعزخذٍذ اىؼلاقخ )

∑ 

 

|  |
                                    

 اُٟ ع٘ف ّذغت اىقَٞخ اىَز٘عطخ ىيطبقخ ٍِ داىخ الادزَبه : 

⟨ ⟩             
    

 ∑  

 

     ( 
 )  (  )  

 ( ) ( )        

But 

∫    
 ( ) ( )         * 

  

  
       +    

        

    
 ( ) * 

  

  
    ( )+ ( )    

     

⟨ ⟩           [   ( 
 )  

 ( )]  (  ) * 
  

  
    ( )+ 

            (    )  (  ) * 
  

  
    ( )+ ( ) 

    ( ) * 
  

  
    ( )+ ( )                  

اىقَٞخ        ّٗلادع أُ       ٗ      اعطخ اىزأصٞش ػيٚ اىَؤصش ثِٞ ٕٗزٓ ٕٜ اىقَٞخ اىَز٘عطخ ىيَؤصش ٗدغت ث٘

 اىَؼزَذح ػيٚ اىضٍِ رؼطٚ ث٘اعطخ اىؼلاقخ اىزبىٞخ

 (   )       ( )   ( 
    

 
)                              

 .  بىْغجخ اىٚ رزؼِٞ ٍِ اىششٗغ الاثزذائٞخ ث   دٞش أُ 

 الحواجس في بعذ واحذ : -6

6- one-dimensional barriers: 

 َٗٝنِ مزبثخ شؼبع الاىنزشّٗبد اىغبقطخ ٍِ اىٞغبس ثبىذاىخ اىَ٘جٞخ  Eّفشض أُ شؼبع ٍِ اىجغَٞبد ٗىٖب اىطبقخ اىنيٞخ 

                                    

 ( رزَضو ث٘اعطخ اىذاىخ 3ّٗؼزجش خط٘ح اىجٖذ )شنو 

     {
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مَٞخ رخٞيٞخ ٗاىْبدٞخ اىنلاعٞنٞخ ىيجغٌٞ ىٌ ٝنِ ىٔ غبقخ مبفٞخ فٜ اىَْطقخ          √ارُ اىَقذاس      ارا مبّذ 

    

ٗمزىل فٜ     مَٞخ دقٞقٞخ ٗاىجغٌٞ ٝنُ٘ ىٔ غبقخ مبفٞخ فٜ اىَْطقخ          √فئُ اىَقذاس      ثَْٞب 

     اىَْطقخ 

 

 

      أٗلا: ّؼزجش اىذبىخ 

 َٗٝنِ اىزؼجٞش ػِ ٍؼبدىخ ششٗدّجش فٜ اىَْطقزِٞ 

    
   

   
                  

  
 
                        

    
   

   
             

  

  
      

 
                                 

 اىذيِٞ َٕب 

     
                                                                                

     
                                                                                     

 ص٘اثذ اخزٞبسٝخ.  A,B,C and Dدٞش 

    )ػْذٍب ّعشثٖب فٜ اىَؼبٍو          ,      اىذاىزِٞ 
     

 
اّزشبس اىَ٘جزِٞ فٜ ارجبٓ رَضو  (2.5)خ , اّظش اىَؼبدى 

اىزٜ  (incident wave) َٝضو اىَ٘جخ اىغبقطخ  , ٗاىذذ اىزٛ ٝذز٘ٛ ػيٚ اىضبثذ الاخزٞبسٛ ػيٚ اىزشرٞت    ٗالارجبٓ    

ٕٗ٘ اىذذ اىزٛ ٝذز٘ٛ  (reflected wave)رصف دشمخ اىجغٌٞ ٗجضء ٍْٖب ٝشرذ ػْذ دبجض اىجٖذ ٗٝغَٚ ثبىَ٘جخ اىَْؼنغخ 

 transmitted)ٗرغَٚ ثبىَ٘جخ اىْبفزح     , ٗجضء ٍْٖب ْٝزقو أٗ ٝؼجش صٌ ْٝزشش فٜ اىَْطقخ    لاخزٞبسٛ ػيٚ اىضجبد ا

wave)  َٛٝضو الاىنزشُٗ   الاخزٞبسٛ , ثَْٞب اىذذ اىزٛ ٝشزَو ػيٚ اىضبثذ    ٕٗ٘ اىذذ اىزٛ ٝذز٘ٛ ػيٚ اىضبثذ الاخزٞبس
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, فٜ ٕزٓ اىذبىخ ٗاىذيِٞ فٜ اىَْطقزِٞ ٝجت أُ ٝذقق اىششٗغ اىذذٝخ    اىغبقػ ٍِ ّبدٞخ اىَِٞٞ ٍِٗ اىَْبعت ٗظغ 

 َٕب     ّلادع ٍِ ششغ الاعزقشاس ىيذاىخ اىَ٘جٞخ ٍٗشزقزٖب ػْذ 

            

      

  
 
      

  
                    

 ٍِٗ ٕزِٝ اىششغِٞ ّجذ أُ

      

                                

 اىذيِٞ ثذلاىخ

  
     
     

  

  
   

     
                   

 ؼطٚ ثبىؼلاقخ ( ر1.48مضبفخ اىزٞبس )اّظش اىَؼبدىخ )

    (  
 

  

  

  
) 

 َٝنِ رؼْٖٞٞب    فئُ مضبفخ اىزٞبس فٜ اىَْطقخ 

        
 

  
(                )   (  

            ) 

 
   
 
 | |  | |   

  
 
 | |  | |                                 

ٗاىذذِٝ 
  

 
| |    ,

  

 
َٝضلاُ مضبفزٜ اىزٞبس اىغبقطخ ٗاىَْؼنغخ ػيٚ اىزشرٞت ٗثبىَضو َٝنِ اىذص٘ه ػيٚ مضبفخ اىزٞبس    | |

 اىْبفزح

     
   
 
| |  

 
  
 
| |                           

ثأّٔ  R ٗرؼشف ٍؼبٍو الاسرذاد     ٗاىغبقطخ       ثأّٔ اىقَٞخ اىَطيقخ ىيْغجخ ثِٞ مضبفزٜ اىزٞبس اىْبفزح Tٗٝؼشف ٍؼبٍو اىْفبرٝخ 

     ٗاىغبقطخ     اىَْؼنغخ  اىقَٞخ اىَطيقخ ىيْغجخ ثِٞ مضبفزٜ اىزٞبس

  
           

          
 

  
 
| | 

  
 | |
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 | | 

   
 | | 

 
     

        
                

        ٗثزىل ٝزذقق اىششغ 

 ٞضرِٞ , َزِٞ اىَزٗالاُ ّؼزجش الاّؼنبط ٗاىْفبرٝخ ىيذضٍخ اىَ٘جٞخ , ٗرنُ٘ اىذضٍخ اىَ٘جٞخ فٜ دذِٝ ىيَْضى

 ػيٚ اىص٘سح:  (1.10)خ ّنزت اىَؼبدىخ )اّظش اىَؼبدى      ٗثبىْغجخ اىٚ

       
 

√   
 ∫  

 

 

       [ 
     

 
⁄  (

     
     

)   
     

 
⁄ ]   

    
 ⁄             

 رنُ٘     ثبىْغجخ اىٚ 

       
 

√   
 ∫  

 

 

      (
   

     
)   

    
 
⁄            ⁄              

 ّجذ أُ اىذضٍخ اىَ٘ججخ رزنُ٘ ٍِ دضٍزِٞ , أٛ أُ      ٗفٜ اىَْطقخ 

              

                  ∫  
 

 

  

√   
        *

         

 
+                

              ∫  
 

 

  

√   
    (

     
     

)     * 
         

 
+                  

 جبد اىزٜ رغبدس اىٚ اىطشف الأَِٝ.ٗىٖزا فئُ اىَ٘جخ اىغبقطخ ع٘ف رذز٘ٛ فقػ ػيٚ اىَشم     اىٚ  0ٗدذٗد اىزنبٍلاد ٍِ 

 

 فبُ دو ٍؼبدىخ ششٗدّجش فٜ اىَْطقزِٞ رأخزا اىؼلاقزِٞ اىزبىٞزِٞ:      : ػْذٍب اىذبىخ اىضبّٞخ

     {  
             
        

                

(  (
  

  
      )

 
 

) 

     ( لاّٖب رجبػذٝخ ػْذ     )فٜ اىَْطقخ  [       َيْب اىذو دٞش أّْب إ

 ٗثبعزخذاً اىششٗغ اىذذٝخ ّذصو ػيٚ 
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  3ٗاىْفبرٝخ ىيذضٍخ اىَ٘جٞخ ث٘اعطخ دبجض اىجٖذ فٜ اىشنو : الاعقبغ ٗالاّؼنبط  4اىشنو 

  
     

     
 

  
   
     

 
}
 

 

       

ثبىزؼ٘ٝط ػِ     . ٗىيذص٘ه ػيٚ اىذاىخ اىَ٘جٞخ فٜ اىَْطقخ      .(2.73ٍِٗ اىغٖو إٝجبد ٍؼبٍو الاسرذاد )اّظش )

B  ُّجذ أ 

      
 

     
[        

              
     ] 

      𝜌ً الادذاصٞبد اىقطجٞخ ثبعزخذا        ع٘ف ّؼجش ػِ اىنَٞخ اىَشمجخ 
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 ٍغ ٍلادظخ أُ 

𝜌    
           

                 

 ٍِٗ صٌ ّذصو ػيٚ 

      
              

 رنُ٘ اىذاىخ اىَ٘جٞخ     ثبىَضو فٜ اىَْطقخ 

    
  
𝜌
           

    ثغؼخ جذٝذح        صبثذ اخزٞبسٛ ٍِٗ اىغٖو اىزؼجٞش ػِ اىَقذاس  Aِ ٗىن

    
            

         
 
        

}        

 ( ٝفغش عي٘ك اىذاىزِٞ اىَ٘جٞزِٞ 5شنو )

 صغٞشح فئُ   ارا مبّذ 

      
 

  
 (
    

 
)
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  ٝجت أّٜ ٝنُ٘ اىجؼذ اىذاخيٜ     ّلادع أُ ىنٜ ّشاقت اىجغٌٞ فٜ اىَْطقخ 
 

 
 

 ٍِٗ صٌ فئُ مَٞخ اىذشمخ )ٍِ ػلاقخ ػذً اىزذذٝذ( رصجخ

   
 

  
    √                           

 فئُ ػذً اىزذذٝذ فٜ غبقخ اىذشمخ رقشٝجب ٕٜ 

     

  
        

 حركت الجسيماث في مجال مركسي متماثل -7

7- motion in a spherically field 

 ٗرؼزجش ٍِ اىَشبمو اىٖبٍخ فٜ اىضلاس اثؼبد ٗٝنُ٘ دشمخ اىجغٌٞ فٜ اىجٖذ اىزٛ ٝؼزَذ فقػ ػيٚ ٍقذاس اىَغبفخ ٍِ ّقطخ صبثزخ

 ( )                       

 جخ ىٖزا اىجٖذ ٕٜ: ٍؼبدىخ ششٗدّجش ثبىْغ

    
  

  
(      ) ( )                                

 ٗفٜ دبىخ الادذاصٞبد اىقطجٞخ ّجذ أُ 

 
 
  

 

 

  

   
     

 

  
[
 

    

 

  
(    

 

  
)  

 

     

  

   
]                

ؼجش ػْٖب ثٖزٓ ّ. ٗفٜ ٕزٓ اىذبىخ رنُ٘ اىذاىخ اىَ٘جٞخ داىخ فٜ الادذاصٞبد اىنشٗٝخ ٗ ّشٍض اىٚ اىَؤشش داخو اىق٘ط ثبىشٍض 

 اىؼلاقخ 

                                    

فٜ جضء صاٗٛ )ٝؼزَذ ػيٚ ( rػيٚ  )ٝؼزَذٕٜٗ فٜ ص٘سح دبصو ظشة جضء قطشٛ  )  ٗثبىزؼ٘ٝط ػِ اىذاىخ اىَ٘جٞخ 

 ( ّجذ أُ 2.83اىضٗاٝب( فٜ )

*
 

 

  

   
     

  

  
      +       

 

  
                     

 ّذصو ػيٚ       ثبىقغَخ ػيٚ 

  *
 

     

  

   
     

  

 
       

       

      
               

ٍضلا دٞش أُ ملا ٌٍْٖ ٝؼزَذ ػيٚ   ( لا رزذقق الا ارا مبُ مو ٍِ غشفٖٞب ٝغبٗٛ ٍقذاس صبثذ 2.87ٗٝزعخ أُ اىؼلاقخ )

 ٍزغٞشاد لا ٝؼزَذ ػيٖٞب الاخش ٍِٗ اىَْبعت ادخبه رؼشٝف جذٝذ ىيذاىخ اىقطشٝخ 
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 صو ػيٚ ٗثٖزا ّذ

      

   
 
  

  
(    

   

    
)                    

                                          

ٗثزىل  rاىَؼبدىخ لا رؼزَذ ػيٚ اىَزغٞش ( لا ٝؼزَذ ػيٚ ص٘سح داىخ اىجٖذ دٞش أُ ٕزٓ 2.90دو اىَؼبدىخ ) Yٝجت ٍلادظخ أُ 

ٝخ. ّٗشٙ أُ ٍؤصش ػضً مَٞخ ضاٗٝنُ٘ ٍْغ٘ة اىٚ مَٞخ اىذشمخ اى  ىذو صبىخ ىجَٞغ اىذبلاد اىَشمضٝخ . ٗاىَؤصش ائُ ٕزا ف

 اىذشمخ فٜ ٍٞنبّٞنب اىنٌ ٝأخز اىص٘سح 

         (   )                

 ٚ ثبىؼلاقبد اىزبىٞخ :رؼط  فئُ ٍشمجبد         ثبىَؤصش     ٍغ ٍلادظخ اعزجذاه 

              ( 
 

  
  

 

  
)

              ( 
 

  
  

 

  
)

              ( 
 

  
  

 

  
)
}
  
 

  
 

 2 22  

 ثبىؼلاقبد :َٝنِ رذ٘ٝو ٕزٓ اىَؼبدلاد ثبعزخذاً الادذاصٞبد اىنشٗٝخ ٗرؼطٚ 

     (     
 

  
          

 

  
)               

     (      
 

  
         

 

  
)             

      
 

  
                                                           

                     
    

    
     *

 

    

 

  
     

 

  
  

 

     

  

   
+ 

                                

 ٍِٗ اىَْبعت ادخبه اىَؤصشِٝ 

 

                
  
 

  
          

 

  
)
 

             (   
   

 

  
         

 

  
)                          

 فٜ اىص٘سح  Yٗرىل ث٘ظغ       ( ّغزخذً غشٝقخ فصو اىَزغٞشاد 2.90ٗىيذص٘ه ػيٚ اىص٘سح اىصشٝذخ ىذو اىَؼبدىخ )
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 ( 2.22ٞشاد فٜ اىَؼبدىخ )ّجذ أُ ثؼذ فصو اىَزغ

 
 

 
 
   

   
     

 
[
 

    

 

  
(    

 

  
)   ]                 

ٗاىذو ثبىْغجخ اىٚ   ع٘ف لا  رنُ٘ دٗسٝخ ٗرؼزَذ ػيٚ   ٗخلاف رىل    ّٗلادع أُ مو دذ ٝغبٗٛ ٍقذاس صبثذ ٍ٘جت 

  : ٕ٘ 

  
 

√  
                        

 ٗدٞذح اىقَٞخ فٞجت أُ رذقق ششغ اىذٗسٝخ.  ٕٗزا ىنٜ رنُ٘ اىذاىخ           ٕٜ  mٗٝجت أُ رنُ٘ قٌٞ 

                                 

 ٍْٗٔ ّجذ أُ 

                 أُ أٛ                  

اىَؼبٍو 
 

√  
 ( ٗجذ ٍِ ششٗغ اىَؼبٝشح 2.100خ )فٜ اىَؼبدى 

∫  
  

 

|    |                     

*      ∫  
 

 

       ∫  
 

 

         ∫  
  

 

       + 

 ىنزشُٗ ٝذٗس ثبّزظبً ا ٍضلا فزْبظش ( َٝضو ٍ٘جخ رْزشش فٜ دائشح2.122فبىذو )

The   equation is (from Eq. (2.29))  

 

    

 

  
(    

  

  
)    

  

     
)                     

 ّجذ أُ                       ث٘ظغ 

 

  
[      

  

  
]  *  

  

    
+                           

ٜ دبىخ  زٓ,       ٗف ؼبدىخ لاجْذس  فٖ  ٍٚ             رزذ٘ه اى

      
   

   
   

  

  
                         

 ٗديٖب َٝنِ ٗظؼٔ فٜ ص٘سح ٍزغيغيخ ٕٗزٓ اىذبىخ رشجٔ دبىخ اىَززثزة اىز٘افقٜ اىخطٜ 

     ∑  
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عشٗسٛ اىَغزقو , ٗثزىل رنُ٘ و اىٕ٘ اىذ  s = 0ٗػْذٍب رنُ٘   s = 0  ,s = 1يْب فٜ اىَززثزة اىز٘افقٜ ثأُ ٗعجق أُ دص

 اىؼلاقخ اىزنشاسٝخ ٕٜ

     
        

          
                    

,        , أٛ أُ  ىؼذد اىنَٜ(ٕ٘ ا  )دٞش     ٗىنٜ رنُ٘ ٕزٓ اىؼلاقخ ٍذذٗدح ٝجت أُ رْزٖٜ ػْذ دسجخ ػظَٚ 

 ٍْٖٗب ّجذ أُ       

                                           

 ّٗلادع أُ        ّٗزبئج مضٞشح اىذذٗد رنُ٘ مضٞشح اىذذٗد ىلاجْذس 

                          
 

 
                        

 رؼطٚ ثبىؼلاقخ الارٞخ         ( ػْذٍب 2.103دو اىَؼبدىخ ) فئُ

                            

 ٍِ اىَشاد ّجذ أُ  m( 2.105, ّلادع أُ ارا فبظيْب اىَؼبدىخ )      ( ػْذٍب 2.104رذصو ػيٚ دو اىَؼبدىخ )

(1   )
      

   
       

     

  
 (                            

                    
   

   
 

 ( ارا اعزخذٍْب اىزؼ٘ٝط2.104ٍ٘ججخ , ٗصٌ فٜ اىَؼبدىخ )   mٗثبىطجغ رنُ٘ 

                   

( رنُ٘ ٍقزشّخ 2.104فئُ دو اىَؼبدىخ )      ٍب  ٗىٖزا ػْذ         رذقق ّفظ اىَؼبدىخ ٍضو      ع٘ف ّجذ أُ 

 ثنضٞشح اىذذٗد ىلاجْذس 

            
 
 
  

   
                     

 the sphericalٗرغَٚ           ٍِٗ اىَْبعجخ ادخبه اىذاىخ      ٗرؼشف فقػ ثبىْغجخ ىلاػذاد اىغٞش عبىجخ 

harmonic   

             
 *
    

  
 
      

      
+

 
 

   
                              

and 

              
    

         

                                          

 ز اىص٘سح ٗششغ اىَؼبٝشح اىؼَ٘دٛ ىٖزٓ اىذاىخ رأخ
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∫  
 

   

∫  
  

   

   
                                                   

 :    ( َٝنِ اىذص٘ه ػيٚ الاػذاد اىََٞضح ثبىْغجخ اه 2.96( , )2.90ٍِ اىَؼبدىزِٞ )

             
             

                      

 ( ّجذ أُ: 2.113( , )2.95ٗأٝعب ٍِ اىَؼبدىزِٞ )

                                          

    m  ٍْفصيخ فٜ اىَجبه اىَغْبغٞغٜ اىَْزظٌ اىَؼزَذ ػيٚٝغَٚ ثبىؼذد اىنَٜ اىَغْبغٞغٜ دٞش رنُ٘ اىَغز٘ٝبد    mاىؼذد 

    ,    ىٖب اػذاد ٍَٞضح فٜ آُ ٗادذ ثبىْغجخ اىٚ           ٗىٖزا فئُ اىذاىخ 

   ,      ٍِٗ اىغٖو اصجبد اُ ىٞظ ىٖب اػذاد ٍَٞضح ثبىْغجخ اىٚ 

 غٞش ٍزجبدىخ   ,     ,    ع٘ف ّضجذ اُٟ 

 ٍضبه ػيٚ رىل 

[     ]            

 (       )            𝜌      (       ) 

                           

              ]                           

 [     ]      

[     ]      
      ]      

}         

 مسائل محلولت

    ) ٍٗؤصش مَٞخ اىذشمخ   xأٗجذ اىذٗاه اىََٞضح ىيَؤصش  -1
 

  
رنبٍيٞخ , ٗأٗجذ ػذد اىطٞف  خص٘سح اىَجَ٘ػ (

 اىََٞض

                               

.    ٍْغ٘ثخ اىٚ اىؼذد اىََٞض  xٕٜ اىذاىخ اىََٞضح ىيَؤصش         رجِٞ أُ اىذاىخ  , ٕٜ داىخ دىزب دساك         دٞش 

 اىَزجبْٝخ         ٍغزَش ىلاػذاد اىََٞضح اىذقٞقٞخ ف ٗىٖزا فئُ ىٖب غٞ

∫  
  

  

                                          

 ٕٗزٓ ر٘ظخ أُ اىذٗاه اىََٞضح ىٖب ص٘سح اىَؼبٝشح اىؼَ٘دٝخ ٗػلاٗح ػيٚ رىل اىَؼبدىخ 

     ∫  
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 يذٗاه اىََٞضح َٝنِ اىزؼجٞش ػْٖب فٜ ص٘سح الاسرجبغ اىخطٜ ى     ٗٝزعخ أُ اىذاىخ الاخزٞبسٝخ 

 ٗثبىَضو اىذٗاه اىََٞضح ىنَٞخ اىذشمخ ٕٜ دي٘ه ىَؼبدىخ اىؼذد اىَزَٞض

   
  

  
                

 دٞش اػزجشّب مَٞخ اىذشمخ فٜ دبىخ ثؼذ ٗادذ, ٗاىذٗاه اىََٞضح رؼطٚ ثبىؼلاقخ اىزبىٞخ

   
 

√   
   

 

 
                 

          ب أٝعب اىطٞف اىَغزَش ىلاػذاد اىََٞضح اىذقٞقٞخ ىٖ  Pدٞش 

 ٗىٖزا فئُ 

∫  
 

  

  
                  

                  

 اىزٜ رَضو ششغ اىَؼبٝشح اىؼَ٘دٝخ , ٍؼبدىخ ف٘سٝش 

     ∫  
 

  

    
 

√   
   [

 𝜌 
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 اىؼَ٘دٝخ ٗاىؼلاقبد اىنبٍيخ ػيٚ اىزشرٞت ٝشحاىزٜ رَضو اىَؼب

 



 اٌثاب اٌثاٌث 

 اٌفشاؽ الاذدا٘ي ٚاٌّؤثشاخ اٌخطيح

Vector space and linear operators: - 

 -ح :ذّثيً إٌّاصي اٌّرد -1

في اٌّيىأيىا اٌىلاسيىيح يّىٓ ٚصف إٌّضٌح ٌٍّدّٛػح تاٌّٛاظغ ٚوّياخ حشورٙا 

ّٛػح ػٕذ اي ٌحظح ، أِا في اٌّيىأيىا دتإٌسثح ٌٍدسيّاخ تّماسٔرٙا تاٌّاٌّؼطاٖ 

اٌىُ لا يّىٓ ذحذيذ إٌّضٌح تٕفس اٌطشيمح حيث لا يّىٓ ذؼييٓ خّيغ اٌّرغيشاخ 

طح ذحذيذ ٚإٌّضٌح في اٌّيىأيىا اٌىُ ذرؼيٓ تٛاس .ٌٍّدّٛػح ػٕذ أي ٌحظحاٌذيٕاِيىيح 

ِثً دسان ٌٚمذ   .اٌميُ اٌؼذيذج ٌٍّرغيشاخ اٌذيٕاِيىيح ٚاٌري ذؼطي في اْ ٚاحذ

أٚ في صٛسج       a ket vectorٚيسّي  ا٘يدإٌّضٌح تٛاسطح اٌّؤثش الاذ (1551)

| ٚيشِض ٌٗ تاٌشِض a ketِخرصشج      .⟨ |تاٌشِض   ket Aٚيّىٓ ذّثيً   . ⟨

 -: اٌفشاؽ الاذدا٘ي اٌخطي

 . ket vectorsيىْٛ ايعا   ket vectorsأي أسذثاغ خطي ٌؼذديٓ  

        ٚٔفشض أْ  .⟨ | ⟨ | ,ّ٘ا ketsي اثٕيٓ ِٓ أْ أِثاي ػٍي رٌه ٔفشض 

 ِٚٓ ثُ يىْٛ الاسذثاغ اٌخطي  .ػذداْ اخرياسياْ ِشوثاْ

   | ⟩ ِٕضٌح  ٌٚٙزا فاْ ٌىً the ket spaceفي  يىْٛ ِردٗ  ⟨ |    

ٚ٘زا اٌرٕاظش  .  a ket vectorٌٍّدّٛػاخ اٌذيٕاِيىيح ػٕذ اٌٍحظح اٌخاصح ذٕاظش 

 .ارا واْ ليُ إٌّاصي ِٓ أطثاق اٌّٛاظغ ٌرأثيش ػٍي إٌّاصي الاخشي

تيٓ إٌّاصي ٌٍّدّٛػاخ  (one-to-one-corresponding)تيّٕا اٌرٕاظش الاحادي 

ػذد  Cحيث  ⟨ |      ⟨ |  ,ٌٚٙزا فاْ  . ket vectorsاٌذيٕاِيىيح ٚاذدا٘اخ 

تيٓ أطثاق اٌّٛاظغ الاساسيح ٚ٘زا يؼطي اخرلاف  .، ذٕاظش ٔفس إٌّضٌحِشوة

  .ىيحيٌٍٕظشياخ اٌىّيح ٚأي ٔٛع لا ٔطثك اٌّٛاظغ اٌىلاس

ٚالاْ ٔؼشف اٌدثش اٌخطي ٌىً فشاؽ اذدا٘ي ِغ اػرثاس أْ ٘زا اٌفشاؽ الاذدا٘ي 

ٚاٌفشاؽ  .ػٍي حاصً اٌعشب اٌمياسي ٌّردٙي اٌفشاؽِضدٚج تششغ أْ ٔحصً 

أٚ   bra vectorsٚالاخشي يسّي  ket vectorsالاذدا٘ي اٌّضدٚج يرىْٛ ِٓ 

⟩ٚيشِض ٌٗ تاٌشِض . brasتصٛسج ِخرصشج   ٚيشِض ٌحاصً اٌعشب اٌمياسي . |

ٚ٘زا ٘ٛ حاصً اٌعشب ٚيىْٛ ػذد  . ⟨ | ⟩ تاٌشِض    | ⟩ ٚ  ⟨ |  تإٌسثح اٌي 

  .ِشوة



واْ حاصً اٌعشب اٌمياسي ِٕؼذَ ٌدّيغ ليُ  إرا  bra| ⟩ذؼشيف في حاٌح أؼذاَ 

 أي أْ    ⟨ | ketليُ 

⟨ |        ⟨ | ⟩               | ⟩                             

 أي اْ brasٚتاٌّثً ارا ذساٚي اثٕيٓ ِٓ 

 ⟨  |  ⟨  |          ⟨  | ⟩  ⟨  | ⟩                 | ⟩                 

 -اٌشياظيح يىفي أْ ٔفشض اْ :ٌثٕاء إٌظشياخ 

ّٛػح اٌذيٕاِيىيح ػٕذ دفاْ أي ِٕضٌح ٌٍّ  kets , bras( يٛحذ ذٕاظش احادي تيٓ 1)

 ketٚ٘زا يؤوذ اذداٖ   a bra vectorاٌٍحظح اٌخاصح ستّا يحذد تٛاسطح اذداٖ 

vector. 

(I )  | ⟩    | ⟩  ⟨ |  | ⟩  

And 

 | ⟩   ⟨ |                 

    ػذد ِشوة ِٚشافمٙا ٘ٛ  Cحيث 

(II) ⟨ | ⟩  ⟨ | ⟩ 

⟨ | تٛظغ ٚتٙزا   .يىضْ حميمي يحة أْ ⟨ | ⟩أْ اٌؼذد ٕٚ٘ا ٔدذ  ⟨ | 

 أْ الافرشاض ٔدذ

 ⟨ | ⟩ ⟨ |ٚاشاسج اٌّرثايٕح ذحسة فمػ ػٕذِا                                    

⟨ | ⟩أرا وأد   the ⟨ |أٙا ػّٛدي ػٍي   bra vector | ⟩ارْ يماي ػٓ    

ket vector  

سٛف يماي ػّٕٙا ِرؼاِذاْ ارا واْ حاصً   ketsأٚ اثٕيٓ ِٓ  brasأي أثٕيٓ ِٓ 

 اٌعشب اٌمياسي لاحذاّ٘ا ِغ ِشافك الاخش اٌّساٚي ٌٍصفش ٌٚٙزا أرا واْ اٌّردٙاْ 

⟨  |  ⟩أرا واْ يىٛٔاْ ِرؼاِذاْ ⟨  |  , ⟨  |ٌٚٙزا ارا واْ اٌّردٙاْ     

ٚػلاٚج ػٍي رٌه إٌّضٌراْ ٌٍّدّٛػح اٌذيٕاِيىيح سٛف يماي أّٙا ِرؼاِذاْ ارا واْ 

 اٌّردٙاْ ذٕاظشاْ ٘اذاْ إٌّضٌراْ اٌّرؼاِذاْ 



⟨ | ⟩أٙا ِرطثؼح ارا وأد ket | ⟩   aيماي ػٓ                                     

  -:اٌّؤثشاخ اٌخطيح -2

ٚسٛف ٔشِض  ⟨ | ketٌٍفشاؽ الاذدا٘ي ٌٙا ٔظيش ِؤثش  ⟨ | ketٔفشض أْ وً 

 أي أْ  𝛼ٌٍّؤثش اٌخطي تاٌشِض 

| ⟩  𝛼| ⟩                                 

⟨ |ارا واْ  𝛼 (the null operator) يٕؼذَ اٌّؤثش اٌششغ  . ⟨ |ٌدّيغ ليُ    

 ٘ٛ  𝛼في حاٌح أؼذاَ اٌّؤثش  ⟨ |اٌعشٚسي ٚاٌىافي ٌدّيغ ليُ 

⟨ |𝛼| ⟩                                    

 ٘ٛ:  ⟨ |ٚاٌىافي ٌدّيغ ليُ فاْ اٌششغ اٌعشٚسي    𝛼ّؤثشاْ ارا ذساٚي اٌ

⟨ |𝛼| ⟩  ⟨ | | ⟩                                      

𝛼 ٚفي حاٌح خّغ اٌّؤثشاخ   ٔدذ أْ     

 𝛼    | ⟩  𝛼| ⟩   | ⟩                            | ⟩             

 ٔدذ أْ    𝛼حاصً ظشب اٌّؤثشيٓ 

{𝛼  }| ⟩  𝛼{ | ⟩}                     | ⟩                          

 ٔدذ أْ  لح ػذَ اٌرثذيًح ػلاٚفي حاٌ

𝛼 | ⟩   𝛼 | ⟩                               | ⟩                          

 𝛼   𝛼يرثادلاْ ، اي أْ    𝛼في ٘زج اٌحاٌح ٔدذ أْ 

ٚإٌاذح يىرة ػٍي صٛسج حاصً ظشب  bra Aػٍي  𝛼ارا اثش اٌّؤثش اٌخطي 

⟨ |𝛼  ْٚتٙزا اٌفشض ٔدذ أ 

{⟨ |𝛼}| ⟩  ⟨ |{𝛼 | ⟩}                                  | ⟩                  

اٌري  | ⟩ ⟨ |ٚٔؼثش ػٓ حاصً ظشتُٙ تاٌصٛسج   | ⟩    ⟨ |    ارا اػطي 

 يّىٓ ذفسيشٖ تٛاسطح لأْٛ ذشذية اٌحذٚد

{| ⟩⟨ |}| ⟩  | ⟩{⟨ | ⟩}   | ⟩                                | ⟩         



 ⟨ |    ػٍي   | ⟩⟨ |ٚيرعح أْ ذاثيش .ػذد ِشوةيىْٛ  ⟨ | ⟩  حيث 

  .اخش اٌزي يؼرّذ ػٍي اٌّؤثش اٌخطي ِٚٓ ثُ ٘ٛ ِؤثش خطي ketيؼطي 

ٚفي اٌحاٌح اٌؼاِح اٌّؤثشاخ اٌخطيح يّىٓ  . ⟨ |    ػٍي   | ⟩⟨ |ٚتاٌّثً اٌّؤثش

 𝛼يىْٛ ٌٙا ِؤثش خطي ِشافك   𝛼 خطي اػرثاس٘ا ِشوثح ارا اػطي أي ِؤثش

    ٚيؼشف والاذي

⟨ |𝛼| ⟩  ⟨  |𝛼|  ⟩                              

 ٚالاْ  ⟨  |𝛼|  ⟩ذىْٛ ِشافك ٌٍؼذد اٌّشوة  ⟨  |𝛼|  ⟩حيث 

⟨ |𝛼| ⟩  ⟨ | | ⟩            𝛼  

 ⟨  | |  ⟩ 

                                                      ⟨  |𝛼|  ⟩    

 ⟨  |𝛼|  ⟩ 

 ⟨ |𝛼| ⟩ 

 تٛظغ    𝛼ٌٍحصٛي ػٍي اٌّشافك ٌحاصً ظشب اٌّؤثشيٓ اٌخطييٓ 

𝛼| ⟩  | ⟩ 

Thus  

⟨ |𝛼| ⟩  ⟨  |𝛼|  ⟩  ⟨ | ⟩  ⟨ | ⟩ 

𝛼| ⟩ وزٌه     ⟨ |    ٚ٘زٖ اٌّؼادٌح ذؼرثش ٌدّيغ ليُ    ⟨ |𝛼٘ي ِشافك | ⟩ 

  ⟨ | 𝛼يىْٛ ِشافك   𝛼| ⟩ٔدذ أْ    𝛼ٚاٌخطٛج اٌراٌيح: تإٌسثح إٌي اٌّؤثشاْ 

 ٌٚىٓ

             𝛼 | ⟩               | ⟩   ⟨ |𝛼 

Where | ⟩   | ⟩  



 ⟨ |  𝛼   

 ٚتاٌّثً أرا واْ اوثش ِٓ ِؤثشاْ ٔدذ اْ  . 𝛼    𝛼ٌٚزٌه فاْ 

𝛼            𝛼                                

 ِؤثش ِشافك ٌٕفسٗ ػٕذِا  𝛼ٚفي تؼط الاحياْ يماي ػٓ اٌّؤثش اٌخطي 

𝛼  𝛼                                                  

 ٙاخ اٌّّيضجدالاػذاد اٌّّيضج ٚاٌّر -3

Eigen values and Eigen vectors -3 

 ٔؼرثش اٌّؼادٌح

                𝛼| ⟩   | ⟩                                                       

⟨ |ػذد ٚ  aِؤثش خطي،   𝛼حيث  تاٌؼذد اٌّّيض  aٚفي ٘زٖ اٌحاٌح ذؼشف     

ِٚٓ  .إٌّسٛتح إٌي اٌؼذد اٌّّيض  . 𝛼ٌٍّؤثش  eigen ketذىْٛ   ⟨ |،  𝛼ٌٍّؤثش 

ارا واْ ٌذيٕا اثٕيٓ ِٓ  . the ketي أذداٖ ذىْٛ ِؼرّذج فمػ ػٍ  eigen ketخاصيح 

eigen kets   ِْٕٛسٛتح إٌي ٔفس اٌؼذد اٌّّيض، ٚاي أسذثاغ خطي ٌُٙ سٛف يى

  : إرا واْ ٔفس اٌؼذد اٌّّيضِٕسٛتح إٌي   eigen ketايعا 

| ⟩    |  ⟩    |  ⟩ 

 ِشوثاْ ِغ أػرثاس أْ ػذداْ       حيث 

𝛼|  ⟩   |  ⟩                  𝛼|  ⟩   |  ⟩ 

Then 

𝛼| ⟩  𝛼[  |  ⟩    |  ⟩] 

                                                [  |  ⟩    |  ⟩] 

  | ⟩ 

، سٛف ٔؼرثش أيعا ِؼادٌح  kets, brasتّا أْ اٌصيغح ذىْٛ ِرّاثٍح تإٌسثح إٌي 

 اٌؼذد اٌّّيض



⟨ |𝛼   ⟨ | 

| ⟩حيث  عدد و ي مؤثر خطي يوجد نوعان للعددان المميزان لأ لديناوكذلك    

 .علي الترتيب kets, brasالمصاحبان إلي 

𝛼يكون حقيقي  𝛼نفرض أن   𝛼   ونفرض أن𝛼| ⟩   | ⟩  

 نحصل علي  | ⟩وبضرب طرفيها بواسطة 

⟨ |𝛼| ⟩   ⟨ | ⟩ 

 يكون حقيقي ولا يساوي الصفر وبما أن  ⟨ | ⟩الان 

⟨ |𝛼| ⟩  ⟨ |𝛼| ⟩  ⟨ |𝛼| ⟩ 

 .يجب أن يكون حقيقي aيكون أيضا حقيقي ، 

 خطي الحقيقي يكون اعداد حقيقة ذلك فان الاعداد المميزة للمؤثر الل

 المعادلة المرافقة هي 

⟨ |𝛼   ⟨ |                   ⟨ |𝛼   ⟨ |   

يكون لها  eigen ketsلذلك فان العددان المميزان واحد بالنسبة لكلا النوعين و 

 eigen brasمرافقات هي 

اذا كان لدينا عددان  .سوف نثبت الان شرط التعامد بالنسبة للمؤثرات الخطية

 اذن   ⟨ |    ⟨ |مع   (  ) a , bمميزان 

𝛼| ⟩   | ⟩ 

𝛼| ⟩   | ⟩ 

𝛼| ⟩  بأخذ مرافق للمعادلة التانية   وبعد اجراء عملية الضرب   | ⟩  

⟨ |𝛼| ⟩   ⟨ | ⟩   ⟨ | ⟩                                  

⟨ | ⟩ ،      كانتومن ثم اذا  للمتغيرات فان المتجهان المميزان  .  

الديناميكية القياسية منسوبة إلي العددان المميزان المختلفان يكونان متعامدان وهذا 

 .هو شرط التعامد



 يحقق الشروط الاتية  الخطي القياسيللمؤثر  ⟨ |   eigen ketsنعتبر

(i لهم صورة المجموع الكاملة أي )ن لكلأ| ⟩ ket   يمكن التعبير عنها بالارتباط

 the eigen ketsالخطي ل 

| ⟩  ∑  | ⟩                                                      

 

 

(ii يكون لهم شرط المعايرة العمودية  ) 

⟨ | ⟩                                                      

(iii يكون لهم الاستقلال الخطي أي أن ) 

∑  | ⟩   

 

                                                              

                            أن ذن لكل حد يحب ان يساوي الصفر لذلك فا

∑| ⟩⟨ |                                                           

 

 

يمكن   (ii) ,( i)من الشرطان السابقانونلاحظ  .يكون مؤثر الوحدة الخطي   1حيث

 نجد أن  | ⟩( بواسطة 3.21بضرب العلاقة ) .اناشتقاق علاقتان هامت

  ∑  ⟨ | ⟩  ∑         
 

 

⟨ |الخطوة التالية بضرب   ∑  نحصل علي  | ⟩في   ⟨ |  

⟨ | ⟩  ∑  ⟨ | ⟩  ∑         
 

 

 انلذلك ف

| ⟩  ∑{⟨ | ⟩}| ⟩

 

 

Or 



| ⟩  [∑| ⟩⟨ |

 

] | ⟩                           | ⟩                    

∑وعلي ذلك فان  يمكن التعبير عنها بدلالة  ⟨ |      ن اي الا .    | ⟩⟨ |

بالمثل  . ⟨ |وهذه المعاملات تكون احداثيات  . ⟨ | ⟩مع المعاملات  ⟨ |    

التي تكون  ⟨ | ⟩مع المعاملات   | ⟩    يمكن التعبيرعنها بدلالة  | ⟩   

  | ⟩    هذه احداثيات 

 ⟨ |𝛼| ⟩هي اي مؤثر خطي اذن يكون لها نظام مزدوج للاحداثيات   𝛼 اذا كانت

 -:التي يمكن كتابتها في صورة مصفوفة مربعة

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ⟨ |𝛼| ⟩ ⟨ |𝛼| ⟩ ⟨ |𝛼| ⟩      
⟨ |𝛼| ⟩ ⟨ |𝛼| ⟩ ⟨ |𝛼| ⟩     

             

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                  

𝛼تمثل المتغير الديناميكي هو   𝛼والشرط الذي يحقق ان   𝛼  ولهذا فان 

⟨ |𝛼| ⟩  ⟨  |𝛼|  ⟩ 

 دوال الموجيةوال ketالعلاقة بين  -4

Relationship between kets and wave functions-4 

للجسيم بدلالة دوال شرودنجر الان نوجد العلاقة المتطورة بين وصف المنازل 

وتخصص دراستنا في حالة  .المتطورة في هذا الباب ket,braالموجية ومتجهات 

 .بعد واحد

التي تناظر المناظر الموصوفة بالدوال الموجية  ketsتمثل  ⟨ |و ⟨ |نعتبر ان 

Ѱ         القياسي يعرف بالعلاقة الاتية: اي ضربهما  علي الترتيب ، حاصل

 أن 



⟨ |Ѱ⟩  ∫   Ѱ       ⟨ | ⟩                                                    

والتي تناظر الدالة  ́ تمثل المنزلة ويكون الجسيم مرتكزعند النقطة  ⟨́ |نعتبر 

 لذلك فان   ́́     المميزة 

⟨ ́|Ѱ⟩  ∫ (   ́)          ́              

Or 

     ⟨ |Ѱ⟩                                                 

Now  

⟨ |Ѱ⟩  ∫ 
 
          ∫   ⟨ | ⟩   ⟨ |Ѱ⟩            

⟨ |Ѱ⟩  ∫   ⟨ | ⟩   ⟨ |Ѱ⟩ 

 ∫⟨ |{∫   | ⟩  ⟨ |} | ⟩ 

 أي أن  .ومن هذه العلاقة يتضح أن الكمية داخل القوس يحب أن يكون مؤثر الوحدة 

∫   | ⟩  ⟨ |                                                   

Or 

| ⟩  ∫   | ⟩  ⟨ |Ѱ⟩  ∫       | ⟩ 

 ولذلك فان  ⟨  | ketبدلالة  ⟨ | ketالتي تمثل التعبير 

Ѱ    ⟨ |Ѱ⟩  ∫  ⟨ | ⟩      

 أختيارية نجد أن     Ѱحيث أن 

  ⟨ | ́⟩   (   ́)                                                          



 نعمم المعادلات السابقة في حالة الثلاث ابعاد علي النحو التالي 

Ѱ  ⃗  ⟨  ⃗⃗⃗ |Ѱ⟩                                                         

∫    |  ⃗⃗⃗⟩  ⟨  ⃗⃗⃗|                                                                

 ⟨  ⃗⃗⃗|  ́⃗⃗⃗⟩       ́                                                                       

 :  ⃗  Ѱالخطوة التالية ، نعتبر تحويل فورير بالنسبة إلي 

    ⃗⃗⃗ ⃗  
 

     
 
 

∫      ( 
 

 
   ⃗⃗⃗ ⃗   ⃗⃗⃗)     ⃗⃗⃗                       

 علاقة وعكس هذا التحويل يعطي بال

    ⃗⃗⃗  
 

     
 
 

∫      (
 

 
   ⃗⃗⃗ ⃗   ⃗⃗⃗)                            

 لكمية حركة المنازل المميزة يكون لها ارتباط خطي التي تؤدي الي أي منزلة  

   (
 

 
   ⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗  |نعتبر  (⃗⃗⃗   ⃗ التي تناظر الدالة الموجية   ket vectorالي  ز ترم ⟨⃗

 المستوية 
 

     
 
 

   (
 

 
   ⃗⃗⃗  اذن  (⃗⃗⃗   ⃗

⟨  ⃗⃗⃗|  ⃗⃗⃗ ⃗⟩  
 

     
 
 

   (
 

 
   ⃗⃗⃗ ⃗   ⃗⃗⃗)                              

    ⃗⃗⃗ ⃗  ∫   ⟨  ⃗⃗⃗ ⃗|  ⃗⃗⃗⟩⟨  ⃗⃗⃗| ⟩  ⟨  ⃗⃗⃗ ⃗| ⟩                          

يمكن كتابتها   (3.34)فان المعادلة  (3.28) (3.29),حيث استخدمنا المعادلتان 

 علي الصورة 

⟨  ⃗⃗⃗| ⟩      ⃗⃗⃗  ∫   ⟨  ⃗⃗⃗| ⃗⟩⟨ ⃗| ⟩ 

Or 



⟨  ⃗⃗⃗| ⟩  ⟨  ⃗⃗⃗|{∫    |  ⃗⃗⃗ ⃗⟩  ⟨  ⃗⃗⃗ ⃗|}|  ⟩                             

 التي تؤؤل الي 

| ⟩  ∫    |  ⃗⃗⃗ ⃗⟩⟨  ⃗⃗⃗ ⃗| ⟩                                                      

وبما  ⟨⃗⃗⃗  |في القاعدة  (3.38)تعطي مركبات المعادلة الاتجاهية  (3.37)المعادلة  

 تكون  تكون اختيارية  ⟨ |ان 

 نجد ان 

∫    |  ⃗⃗⃗ ⃗⟩⟨  ⃗⃗⃗ ⃗|                                                  

 باخذ .حيث ان الطرف الايمن من هذه المعادلة يرمز الي مؤثر الوحدة 

 | ⟩  نحصل علي  (3.38)في المعادلة  ⟨⃗⃗⃗  | 

|  ⃗⃗⃗⟩  ∫    |  ⃗⃗⃗ ⃗⟩  ⟨  ⃗⃗⃗ ⃗|  ⃗⃗⃗⟩                          

Or 

⟨  ́⃗⃗⃗|  ⃗⃗⃗⟩  ∫    ⟨  ́⃗⃗⃗|  ⃗⃗⃗ ⃗⟩⟨  ⃗⃗⃗ ⃗|  ⃗⃗⃗⟩

  ( ⃗    ⃗⃗⃗́)                                                                     

 لهذا نجد أن  (3.32)حيث استخدمنا المعادلة 

 

      
∫   [

 

 
    ( ⃗    ́⃗⃗⃗)]      ( ⃗    ⃗⃗⃗́)                          

 المتذبذب التوافقي الخطي -5

 -The linear Harmonic Oscillator:  -5 

وبما أن دالة  .سوف نوضح استخدام ملاحظات دراك لحل اهم مسألة للمتذبذب 

 هاميلتون تعطي بالعلاقة التالية



                                      

 والهدف الان هو حل معادلة العدد المميز 

 | ́⟩   ́ | ́⟩                                  

 تي تحقق العلاقة الغير متبادلة ال p,xمع المتغيرات الديناميكية 

[   ]                                        

 ́ منسوب اليه العدد المميز Hللمؤثر   eigen ketهي  ⟨́ |،  (3.44)في المعادلة 

 من المناسب ادخال المتغير الديناميكي المركب 

  
 

√      
                                      

 ومرافقتها هو 

  
 

√      
                                                

 -بدلالة المؤثرات السابقة نجد أن :

 

     
 

  
                 

     
 

  
[                    ] 

   
 

 
                                                   

 بالمثل   (3.45) ,(3.43)حيث استخدمنا المعادلتان

       
 

 
                              

Thus 



  
 

 
                                         

And 

        [   ]                                          

For Eq. (3.48)   

        
 

 
                             

And from Eq.(3.49) 

         
 

 
                                 

Thus  

      [   ]                                  

Similarly 

      [   ]                                         

Let 

| ⟩  𝛼| ́⟩ 

  Hالي المؤثر  ́ وينسب العدد المميز  Hللمؤثر  eigen ketيكون  ⟨́ |حيث 

 ( اذن  3.44)انظرالمعادلة 

  ⟨ | ⟩    ⟨ ́ |  | ́⟩ 

 ⟨ ́|  
 

 
  | ́⟩                                                           

 ( ́  
 

 
  ) ⟨ ́| ́⟩                             

 ( ولذلك نجد أن 3.4 ية )انظر المعادلة جيكونان اعداد مو ⟨́ |́ ⟩و  ⟨ | ⟩ولكن 



 ́  
 

 
                    

⟨́ | حالة تحدث فقط اذا كانت والمتابينة علي هذه ال    

  ⟨́ |علي يؤثر Haنعتبر ان المؤثر الخطوة التالية، 

  | ́⟩  [      ]| ́⟩                        

 (   ́     )| ́⟩ 

 ( ́    ) | ́⟩ 

́ ولهذا أذا كانت         ، | ́⟩  اذن هي  (3.57) وطبقا ألي المعادلة     

eigen ket     للمؤثرH منسوب اليه العدد المميز ́  ́ ولهذا اذا كانت  .    

لا تساوي  Hهي لاي عدد مميز للمؤثر 
 

 
    ، ́ هي العدد المميز       

́ ويمكن تكرار هذه المناظرة، واذا كانت  . Hالاخر للمؤثر      
 

 
اذن    

 ́ ، نحصل علي وباستمرار هذه الطريقة  . Hتكون ايضا المميز للمؤثر    

 متسلسلة الاعداد المميزة

 ́   ́      ́       ́              

التي لا يمكن قكها الي الانهاية والسبب انها تحتوي علي الاعداد المميزة المخالفة 

يمكن تعيينها بالقيمة ولهذا  (3.56)الي المعادلة 
 

 
 (3.55)من المعادلة     

  | ́⟩  [       ] 

      ́      | ́⟩ 

  ( ́    ) | ́⟩                        

́  ينتج أن   eigenهي  ⟨́ | ، مع Hهي العدد المميز الاخير للمؤثر      

ket  منسوبة ألي العدد المميز ، ما لم | ́⟩ لا يمكن أن تساوي  ⟨́ |بينما    

 الصفر أي أن

       | ́⟩  (  
 

 
  ) | ́⟩                         



   ́  
 

 
   | ́⟩          

́ وهذه تعطينا   
 

 
 ́ ولهذا اذا كانت  (3.56)،والتي تخالف المعادلة      

́ هي العدد المميز، اذن  وكذلك  Hهي دائما العدد المميز الاخر للمؤثر     

́ تكون        ́       ́            

 وهكذا ولهذا فان الاعداد المميزة لمؤثر هامليتون بالنسبة الي المتذبذب التوافقي هي 

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
                

 .ويمكن فكها الي الانهاية 

التي ترمز الي الدالة المميزة  ⟨ |، فان  nوالن نعبر عن الدوال المميزة بالدليل 

   تناظر العدد المميز 
 

 
     

 | ⟩  (  
 

 
)   | ⟩                   

⟨ | ⟩اي ان  .تحقق شرط المعايرة العمودي ⟨ |نفرض أن المنازل       

  )منسوب اليه العدد المميز  Hللمؤثر  eigen ketهي  ⟨ | والان 
 

 
)    

 ( اي ان3.57)انظر المعادلة )

 | ⟩    |   ⟩                       

    والمطلوب الان تعيين 

      ⟨ |   | ⟩  |  |
 ⟨   |   ⟩  |  |

             

But 

  ⟨ |   | ⟩  ⟨ |   
 

 
  | ⟩                          

 ⟨ | (  
 

 
)    

 

 
  | ⟩ 

    ⟨ | ⟩      



Thus 

|  |
    

And therefore 

 | ⟩  √  |   ⟩                             

Similarly 

 | ⟩  √    |   ⟩                                          

 يطلق عليه مؤثر اخفاء او امتصاص للجسيمات (3.64)طبقا للمعادلة   aالمؤثر 

Annihilation or destruction operator 

مؤثر اظهار أو توليد الجسيمات يطلق عليه  (3.65)طبقا للمعادلة   بالمثل المؤثر

Greation operator  ترمز الي ادني منزلة   ⟨ |ولهذا فان(ground state) 

 اذن

| ⟩  
 

√ 
| ⟩         | ⟩  

   

√ √ 
| ⟩  

| ⟩  
     

√  
| ⟩       | ⟩  

     

√  
| ⟩  

And in general ,  

| ⟩  
 𝛼  

√  
| ⟩                                        

  ⟨ | ⟩ والان المطلوب تعيين الدالة الموحية للمتذبذب المعطي بواسطة

 (3.28)انظرالمعادلة 

⟨ |  بحيث ان    ⟨ |هي  the eigen ketادني منزلة   لكلذ   

⟨ | | ⟩  
 

√    
⟨ |      | ⟩                          



 (√
  

  
  √

 

   
 
 

  
) ⟨ | ⟩                  

⟨ | | ⟩حيث استخدمنا  العلاقة       
 

  
 ⟨ | ⟩                      

Thus 

 

  
 ⟨ | ⟩  

  

 
  ⟨ | ⟩    

 وحل هذه المعادلة تعطي بالعلاقة 

⟨ | ⟩   
  

  
 
 
    ( 

    

  
)                          

 حيث عين الثابت باستخدام شرط المعايرة

⟨ | ⟩  ∫    |⟨ | ⟩| 
 

  

   

 موجية بالنسبة الي المنازل المثارة سوف ندخل الاشكال التالية:لكي نحسب الدوال ال

⟨ | ⟩  ⟨ | | ⟩  *√
  

  
  √

 

   

 

  
+ ⟨ | ⟩ 

 √
   

 
  *
  

  
+

 
 
   ( 

    

  
) 

In general, 

⟨ | ⟩  *
  

  
+

 
  

√    
  (√

  

 
  )    ( 

    

  
)              

 .هرميتية كثيرة الحدودحيث  هي الدوال ال

 -عمودية :لشرط المعايرة ال موحية تخضعلدوال الوهذه ا



⟨ | ⟩  ∫⟨ | ⟩⟨ | ⟩                       

 :صور شرودنجر وهيزنبرج -6

6- the Schrodinger and Heisenberg pictures: - 

ويمكن التعبير عن الاختياري الذي يعتمد علي الزمن ،  ketسوف نحصل اولا علي 

بالارتباط  eigen ketsالتي يمكن دائما التعبير عن  ketمنزلة المجموعة بواسطة 

اي  . Hللمؤثر هامليتون  eigen kets (t = 0)وباختيار  .الخطي للمحموعة الكاملة

⟨ |   ان   | ⟩                                                                           

 بالعلاقة الاتية ⟨ |اذن يعبر عن اي 

| ⟩  ∑  
 

| ⟩                                        

ونستخدم شرط المعايرة  ⟨́ |بضرب هذه العلاقة من ناحية اليسار بواسطة 

⟨ |́ ⟩العمودي، نجد ان      ́                                               

 تكتب علي الصورة  (3.73)فان 

| ⟩  ∑| ⟩

 

⟨ | ⟩                               

،  t=0عند الزمن   eigen ket ⟨ |الكاملة للمجموعة حيث الصورة  توضح وهي

ولهذا تكتب علي     تكزن صحيحة ايضا بالنسبة الي الزمن  (3.57)والمعادلة 

 الصورة

 

 |    ⟩  ∑ | ⟩ ⟨ |    ⟩                                                   

 معادلة شرودنجر التي تعتمد علي الزمن هي 

  
 

  
|    ⟩   |    ⟩                      

يمكن اجراء التكامل علي  .علي الزمن اذا كانت دالة هامليتون لا تعتمد صراحة 

 المعادلة السابقة نحصل علي 



|    ⟩   
     
 |    ⟩                                 

نجد  (3.75)وباستخدام المعادلة  (3.77)وهذه المعادلة هي حل المعادلة التفاضلية 

 ان 

|    ⟩   
     
 ∑| ⟩

 

⟨ |    ⟩                                

Or 

|    ⟩  ∑ 
     
 

 

| ⟩⟨ |    ⟩                     

 هي دالة هرميتية ، نحصل علي  Hوبما أن 

⟨    |  ⟨    | 
     
                                  

 .تصف منزلة المجموعة التي تعتمد صراحة علي الزمن the ket (3.80)اذن 

 يةتالالمتوسطة للمؤثرات علي الصورة القيم الان سوف نعبر عن ال

〈 〉  ⟨    | 
    
     

     
  |    ⟩ 

Or 

〈 〉  ⟨    |      |    ⟩                          

 تعرف بالمعادلة الاتية       حيث المؤثر 

       
    
     

     
                                  

تدل علي نفس القيمتان المتوسطتان واذا كان المؤثر  (3.83) ,(3.82)المعادلتان 

تكون غير معتمدة علي   ketsيعتمد بالكامل علي الزمن ولكن نفرض أن       

ومن ثم تكتب    Heisenberg pictureالزمن ولذلك يطلق عليها صورة هيزنبرج 

H  من اسفل المؤثرO (( والصورة العادية في الدالة الموحية 3.83انظر المعادلة ))

يطلق عليها صورة  (3.80)التي تعتمد علي الزمن المعبر عنها في المعادلة 

 نحصل علي  (3.83)من المعادلة  .  the Schrodinger pictureشرودنجر 



      

  
  

    
  
  

  
  
     
  

 

 
  
    
  [     ] 

     
  

حيث 
  

  
يعتمد صراحة علي الزمن، واذا كان المؤثر  Oيدخل في اعتباران المؤثر  

O  لا يعتمد صراحة علي الزمن(
  

  
 فان المعادلة السابقة تصبح  (  

    
      

  
 [  

    
     

     
 ]    [  

    
     

     
 ]  

                 

Or 

    
      

  
 [       ]                     

 .وهي معادلة هيزنبرج للحركة

وبكتابة دالة هامليتون علي  الكاملوالان سوف نحصل ايضا علي صورة التفاعل 

 -النحو التالي:

      ́                          

بينهما تمثل دالة هامليتون للجزء من المجموعة يكون التفاعل     تكون حيثب

 تمثل التفاعل ذاته نبدأ بصورة شرودنجر، نحصل علي  ́ منعدم بينما 

   
 |  ⟩

  
 (  ́   ́)|  ⟩                           

 the)، ندخل صورة التفاعل رسلوكه مع صورة شرودنج ز اليترم sحيث 

interaction picture)  

|    ⟩   
     
  |  ⟩ 

Or 

|  ⟩   
      
  |    ⟩                             

 نحصل علي  (3.86)وبالتعويض في 



    
      
 

 

  
|    ⟩   ́   

      
    |    ⟩                               

 بضرب طرفي هذه المعادلة من ناحية اليسار في 
     

 وتكتب  

 ́     
     
   ́  

      
                             

 نحصل علي معادلة الحركة في صورة التفاعل هي 

   
 

  
 |    ⟩   ́    |    ⟩                           

 اي ان  (3.89)تتغير طبقا للعلاقة  Oفي الحقيقة كل المؤثرات 

      
     
     

      
                            

تنسيق للوسط بين صورتي شرودنجر  ويتضح أن صورة التفاعل هي حالة

بالنسبة الي اي مؤثر الذي يتبادل  (3.82),(3.83)وهيزنبرج ونري من المعادلتان 

 مع هاميلتون هو مؤثر صورة شرودنجر الذي يطابق صورة هيزنبرجز

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 مسائل محلولة

 هو المؤثر الذي يناظر كمية الحركة أثبت أن     نعتبر ان  -1

(i)      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗  ∫  
     |  ⃗⃗⃗ ⃗⟩⟨  ⃗⃗⃗ ⃗|                                                        

(ii) ⟨  ⃗⃗⃗|    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗|  ⃗⃗⃗ ⃗⟩  
 

 
   ⟨  ⃗⃗⃗|  ⃗⃗⃗ ⃗⟩                                                    

(iii) ⟨  ⃗⃗⃗|    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗| ⟩  
 

 
   ⟨  ⃗⃗⃗| ⟩                                                            

(iv) ⟨ |    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗| ⟩  ⟨ |    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗| ⟩                                                       

⃗⃗    ماذا يكون المؤثر ⃗⃗  الذي يناظر كمية الحركة ؟  ⃗⃗⃗

⃗⃗    يم الذي يكون في المنزلة ولها القيمة الكاملة لكمية الحركة نعتبر الجس ⃗⃗ الدالة  .⃗⃗⃗

الموحية بدلا من المنزلة هي الموجه المستوية 
 

     
 
 

          ⃗⃗⃗ تناظر   ⁄    ⃗⃗⃗    ⃗

ket vector  للمنزلة ويرمز لها بالرمز|   ⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗   |ويتضح أن  ⟨⃗ ⃗⟩ eigen ket   للمؤثر

    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗   مع العدد المميز  ⃗⃗⃗ ⃗ 

    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ |  ⃗⃗⃗ ⃗⟩    ⃗⃗⃗ ⃗ |   ⃗⃗⃗ ⃗⟩                                                   

⃗⃗    اذا اثر  ⃗⃗  نحصل علي  ⟨  |الاختياري  (ket ) علي الكات ⃗⃗⃗

    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ | ⟩  ∫ 
     ⃗⃗⃗ ⃗ |   ⃗⃗⃗ ⃗⟩ ⟨  ⃗⃗⃗ ⃗| ⟩             

  (3.38)حيث استخدمنا المعادلة 

⃗⃗    تكون كات أختيارية يمكن تمثيل  ⟨ |وبما ان  ⃗⃗  بالمعادلة الاتية ⃗⃗⃗

    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗  ∫ 
     ⃗⃗⃗ ⃗ |   ⃗⃗⃗ ⃗⟩⟨  ⃗⃗⃗ ⃗|                                                   

) ⟨  ⃗⃗⃗|    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗|  ⃗⃗⃗ ⃗⟩    ⃗⃗⃗ ⃗ ⟨  ⃗⃗⃗|  ⃗⃗⃗ ⃗⟩  (ii) 

                               ⃗⃗⃗ ⃗  
 

     
 
 

          ⃗⃗⃗ ⃗    ⃗⃗⃗                        ⁄   



 
 

 
  ⃗⃗⃗ ⟨  ⃗⃗⃗|  ⃗⃗⃗ ⃗⟩                             

(iii) ⟨  ⃗⃗⃗|    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗| ⟩   
 

     
 
 

∫               ⃗⃗⃗ ⃗    ⃗⃗⃗    ⁄ ⟨  ⃗⃗⃗ ⃗| ⟩  

Using Eq.(2) 

 
 

 
  ⃗⃗⃗  ∫     ⟨  ⃗⃗⃗|  ⃗⃗⃗ ⃗⟩ ⟨  ⃗⃗⃗ ⃗| ⟩ 

 
 

 
  ⃗⃗⃗ ⟨  ⃗⃗⃗| ⟩                                      

(iv) we can always expand |  ⟩ in terms of |   ⃗⃗⃗⟩  (see Eq.(3.28))    

|    ⃗⃗⃗⃗⃗⟩  ∫    |   ⃗⃗⃗⟩       ⃗⃗⃗  

⟨ |  ∫    ⟨  ⃗⃗⃗|      ⃗⃗⃗ ⟩ 

Thus  

⟨ |    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗| ⟩  ∫ 
     ⟨  ⃗⃗⃗|    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗| ⟩  

 

 ∫         ⃗⃗⃗ 
 

 
  ⃗⃗⃗       ⃗⃗⃗  

 (3.94) ,(3.30)حيث استخدمنا المعادلتان 

 بالتكامل بالتجزى نجد ان 

⟨ |    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗| ⟩  ∫ 
  [ 

 

 
  ⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗ ]      ⃗⃗⃗  

⟨ |    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗| ⟩  ∫ 
  [ 

 

 
  ⃗⃗⃗      ⃗⃗⃗ ]      ⃗⃗⃗  



 ⟨ |    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗| ⟩ 

Thus  

    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ 

احسب عناصر     , aبدلالة  p, xفي مسألة المتذبذب التوافقي عبر عن  -2

 المصفوفات الاتية 

⟨ | | ⟩ ⟨ | | ⟩ ⟨ |  | ⟩ ⟨ |  | ⟩     ⟨ | | ⟩ 

 نجد أن  (3.46),(3.47)من المعادلتان 

  √
 

   
                 √

   

 
           

Now  

⟨ | | ⟩  √  ⟨ |   ⟩                                 

 √         

Similarly 

⟨ | | ⟩  √           

⟨ | | ⟩  √
 

   
[√           √        ] 

⟨ | | ⟩   √
   

 
[√           √        ] 

Further  

⟨ | | ⟩  (  
 

 
)         

The matrices which represent these operators are 



  √
 

   
 

[
 
 
 
 
 
 

.
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......................
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.........3000

.........3020

.........0201

.........0010

]
 
 
 
 
 
 

 

And 

  √
   

 
 

[
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...........................

......................

..........0300

..........3020

.........0201

..............0010

i

ii

ii

i







]
 
 
 
 
 
 

 

     

[
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......................

..........
2

7
000

..........0
2

5
00

.........00
2

3
0

..............000
2

1

]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

يّىٓ ذّثيٍٙا تّصفٛفح  Hٔلاحع اْ وً اٌّصفٛفاخ ذىْٛ ٘شِيريح ٚداٌح ٘اٍِيرْٛ 

 .لطشيح

 حيث    ٚ    حساب ػٕاصش ِصفٛفح ٚتٕفس اٌطشيمح يّىٓ 

     [
 

      
          ]      

  )       ساتمح أثثد أْتاسرخذاَ ٔرائح اٌّسأٌح اٌ -3
 

 
)              



  اٌساتمح ٔدذ أْ  ئح اٌّسأٌحِٓ ٔرا

〈 〉  ⟨ | | ⟩    

〈 〉  ⟨ | | ⟩    

Now  

〈  〉  ⟨ |  | ⟩  
 

      
⟨ |          | ⟩ 

 
 

      
{⟨ |   | ⟩  ⟨ |   | ⟩  ⟨ |   | ⟩  ⟨ |   | ⟩} 

 
 

      
        

(By repeated application of Eq.(3.64) and (3.65) 

 
 

   
   

 

 
  

Similarly  

〈  〉          
 

 
  

Therefore 

     [〈  〉  〈 〉 ]
 
  [〈  〉  〈 〉 ]

 
  

   
 

 
   

  أثثد أْ  -4
 
  

 
    

    
 

 ِٓ ٔاحيح اٌيساس ٚيرحمك صحح إٌظشيح(  )اسشاد: تعشتٙا تٛاسطح 

 تيٓ اْ داٌح ٘اٍِيرْٛ يّىٓ وراترٙا تذلاٌح اٌثؼذيٓ ٌٍّرزتزب في اٌصٛسج  -5

                                                   



Where 

    
 

√      
                                   

    
 

√      
(        )                            

سٛف       ٚاٌؼذد اٌّّيض          تيٓ أْ الاػذاد اٌّّيضج يدة أْ ذىْٛ 

 (degenerate)يىْٛ ِٕحً 

 يؼشف ػٍي اٌصٛسج اٌراٌيح  Lتيٓ أْ ِؤثش ػضَ وّيح اٌحشوح  -6

  (         )                                           

 ِشوثاذٙا ثاترحٚذىْٛ 

                         اثثد أْ -7
 

  
〈  〉  〈

  

   
〉        

 

  
〈  〉   〈

  

   
〉         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 


