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 ذغُ الله جٌشقّٓ جٌشق١ُ

 

 ِمذِس ػٓ جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس
 

 

 جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس 

 ضؼش٠ف :

   
ٚذر١ٓ جٌّترطمحش ّح ِطغ١رش ضرحذغ ٚجلا رش ِطغ١رش ِغرطمً ٟ٘٘ ِؼحدٌس ضشذػ ذ١ٓ ِطغ١رش٠ٓ جقرذج

 .ضفحظ١ٍس ش جٌّغطمً ِٚٓ جٜ سضرس ضغّٝ ِؼحدٌس جٌطفحظ١ٍس ٌٍّطغ١ش جٌطحذغ ذحٌٕغرس ٌٍّطغ١
 ضكطٜٛ ػٍٝ ِتطمحش .ٝ ج ش جٌّؼحدٌس جٌطفحظ١ٍس ٘ٝ ِؼحدٌس جٚ ذّؼٕ
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 ضؼش٠ف : 

 
 سضرس ذحٌّؼحدٌس .سضرس جٌّؼحدٌس ٘ٝ سضرس جػٍٝ ِتطمس ذٙح , ذ١ّٕح دسؾس جٌّؼحدٌس جٌطفحظ١ٍس ٘ٝ دسؾس جٌّتطمس جلاػٍٝ 

  

 ِػحي
   

 .( ٘ٝ ِؼبدٌخ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ ٚاٌذسعخ الاٌٚٝ 1ضبي )ّ( ِٓ ا1ٌاٌّغبٌخ )      

 ( ٘ٝ ِؼبدٌخ ِٓ اٌشرجخاٌضب١ٔخ ٚاٌذسعخ الاٌٚٝ.1( ِٓ اٌّضبي )2اٌّغبٌخ )      

 ( ٘ٝ ِؼبدٌخ ِٓ اٌشرجخ اٌضبٌضخ ٚاٌذسعخ اٌضب١ٔخ.1( ِٓ اٌّضبي )3اٌّغبٌخ )      
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ْ ؽً اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ لاثذ اْ ٠ؾزٜٛ بدٌخ اٌزفبم١ٍخ عٛف ٔغشٜ ػ١ٍّخ اٌزىبًِ ػ١ٍٙب ٚػٍٝ رٌه فلا٠غبد اٌؾً ٌٍّؼب

. فّضلا ػٕذ ؽً اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌزىٝ ِىٓ اٌشرجىخ الاٌٚىٝ فغىٕغشٜ ػٍٝ ػذد ِٓ اٌضٛاثذ ٠غبٜٚ سرجخ اٌّؼبدٌخ ٔفغٙب 

 ٚ٘ىزا .ٚػٍٝ رٌه ٠ؾزٜٛ اٌؾً ػٍٝ صبثذ ٚاؽذ فمو اٌزىبًِ ِشح ٚاؽذح 

اٌّغىبفخ ٘ىٝ xٚعىٕؼزجش اٌّزي١ىش ٚعٛف ٔذسط ف١ّب ٠ٍٝ ؽً ٌجؼل اٌّؼىبدلاد اٌزفبمى١ٍخ اٌزىٝ عىزمبثٍٕب اصٕىبس دساعىزٕب 

  tاٌّزي١ش اٌزبثغ اِب اٌّزي١ش اٌّغزمً ٔؼزجشٖ اٌضِٓ 

 

 جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس ِٓ جٌشضرس جلاٌٚٝ :-1

 
 زٖ اٌّؼبدلاد فٝ ف١غ وض١شح عٕٛسد ِٕٙب ِب عٛف ٠مبثٍٕب اصٕبس دساعزٕب فّضلا .ٚرظٙش ٘

)()( tg
dt

dx
xf  (1                                                                                                                  )  

)(ٚ  tداٌخ فٝ  tg)(ؽ١ش  xf  داٌخ فٝ اٌّزي١شx . 

)ار أٙب رؾزٜٛ ػٍٝ الاٌٚٝ  شرجخٚ٘زٖ ِؼبدٌخ ِٓ اٌ
dt

dx
ؽ١ش فمو ( ِٚٓ اٌذسعخ الاٌٚٝ  

dt

dx
  ط ٚاؽذ ِشفٛع اٌٝ الا 

txلاد ِجبؽشح ثطش٠مخ ِب رؼىشف ثطش٠مىخ فقىً اٌّزي١ىشاد فى١ّىٓ اٌفقىً ثى١ٓ ِزي١ىش٠ٓ ٠ّٚىٓ ؽً ِضً ٘زٖ اٌّؼبد , 

 ثبٌقٛسح 

 

dttgdxxf )()(     

  ٚثغشاس اٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

cdttgdxxf   )()(    

( ػٍىٝ 1. ِٚىٓ اٌّّىىٓ ا٠غىبد اٌّؼبدٌىخ ) tثذلاٌىخ اٌّزي١ىش اٌّغىزمً  xصبثذ اٌزىبًِ . ِٚىٓ رٌىه ٠ّىىٓ ا٠غىبد  cؽ١ش 

 اٌقٛسح 

dt

dx
tgxf )()(                                                                                                                    (2) 

                                                                                                                       

 اٌزٝ ٠ّىٓ ا٠نب ؽٍٙب ثٕفظ هش٠مخ فقً اٌّزي١شاد ٚرٌه ػٍٝ اٌقٛسح 

  c
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 صبثذ اٌزىبًِ . cؽ١ش 
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 ِػحي :  
 قً جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس جلاض١س         

t
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xi 3sin)(          

32
)( x

dt

dx
tii      

 جٌكً :   

 
 ثبعزخذاَ هش٠مخ فقً اٌّزي١شاد اٌغبثمخ .
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    جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس ِٓ جٌشضرس جٌػح١ٔس -2

 

 ِب ٠ّىٓ رؾ٠ٍٛخ اٌٝ ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ فبرا وبٔذ اٌّؼبدٌخ ػٍٝ اٌقٛسح  ٚعٕؼزجش فمو    
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 ( اٌٝ اٌقٛسح 3ي اٌّؼبدٌخ )ٚٚػٍٝ رٌه رؤ

)(2)(2 xgyxf
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ٚاٌزٝ عٕٛسد ثؼذ رٌه ؽىً  yٚاٌّزي١ش اٌزبثغ ٘ٛ  xاٌّغزمً ٘ٛ ٚ٘ٝ ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ ِٕٙب اٌّزي١ش  

  د . وزٌه اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌزٝ ػٍٝ اٌقٛسح ِضً ٘زٖ اٌّؼبدلا
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 ( ػٍٝ اٌقٛسح 4ٚرقجؼ اٌّؼبدٌخ )

dxxfydy )(    

ٚثىزٌه yٚاٌّزي١ىش اٌزىبثغ  xٚرٌه ثؼذ فقً اٌّزي١شاد فٝ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ ف١ٙب اٌّزي١ش اٌّغىزمً 

 وّب عجك ٠ّىٓ ؽً اٌّؼبدٌخ ثغٌٙٛخ 
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 جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس جٌخط١س   -3

 
 اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌزٝ ػٍٝ اٌقٛسح                   
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  ًدٚاي فىٝ اٌّزي١ىش اٌّغىزمt  ِٓضىً ٘ىزح اٌّؼىبدلاد رغىّٝ ِؼبدٌىخ رفبمى١ٍخ نط١ىخ ِى

 راد اٌّؼبِلاد اٌّزي١شح .   nسرجخ 

 .رغبٜٚ اٌقفش لبْ ٘زح اٌّؼبدٌخ رغّٝ ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ ِزغبٔغخ t)()ا(  ارا وبٔذ  
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ٚراد ِؼبِلاد صبثزخ nصٛاثذ رغّٝ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ نط١خ ِٓ سرجخ 

. 

 ٔؼزجش الاْ اٌّؼبدلاد اٌزفبم١ٍخ اٌخط١خ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ ٚاٌزٝ ٠ّىٓ ٚمؼٙب ػٍٝ اٌقٛسح 
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tF ( فٝ  اٌقٛسح 6ٔؾقً ػٍٝ ف١يخ اٌّؼبدٌخ ) 
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),()(ٚ٘ٝ اٌقٛسح اٌم١بع١خ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌخط١خ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ ؽ١ش  tgtF  دٚاي فٝ اٌّزي١شt . 

اٌّزي١ش اٌّغزمً ٚٔؾبٚي ٚمغ اٌطشف الا٠غىش  tاٌضِٓداٌخ فٝ  t)(( ٔنشة هشف١ٙب فٝ داٌخ ِب 7ً اٌّؼبدٌخ )ٌٚؾ

ٔفغىٗ  xٔفغٙب ٚاٌضب١ٔخ ٘ىٝ اٌّزي١ىش اٌزىبثغ  اؽذّ٘ب ٘ٝ ( ػٍٝ فٛسح رفبمً ربَ ٌؾبفً مشة داٌز١ٓ 7ٌٍّؼبدٌخ )
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  ٚثبٌزىبًِ ٠ّىٓ اٌؾقٛي ػٍٝ ػٍٝ اٌذاٌخ 
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( فٝ اٌذاٌخ 7)ٚلا داػٝ ٌىزبثخ صبثذ اٌزىبًِ ار ١ٌظ ٌٗ اٜ ل١ّخ ٕ٘ب ( ٚثزٌه ارا مشة هشفٝ اٌّؼبدٌخ )
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 ِػحي :

 
 قً جٌّؼحدٌس جٌطفحظ١ٍس 
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 فٝ ِؼبًِ اٌزىبًِ i)(ثنشة هشفٝ اٌّؼبدٌخ 
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 .i)(ٚ٘ٛ ؽً ٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ 
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  ii)(ٚ٘ٛ ؽً ٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ 

 

صبثذ اٌؾً اٌغبثك ٠غّٝ ثبٌؾً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌخط١خ ٚٔلاؽع أٗ ٠ٕفغُ اٌٝ و١ّز١ٓ الاٌٚٝ لا رؾزٛٞ ػٍٝ 

 . ٚالانشٜ رؾزٜٛ ػٍٝ ػذد ِٓ اٌضٛاثذ ٠غبٜٚ سرجخ اٌّؼبدٌخ 

ٌّؼبدٌخ ا ؽً٘ٛنش الأٚاٌغضس  اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ. رؾمكاٌغضس الاٚي ٠غّٝ ثبٌؾً اٌخبؿ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ 

)(0اٌّزغبٔغخ اٜ ػٕذِب ٠ىْٛ اٌطشف الا٠ّٓ اٌزفبم١ٍخ  tyاٌؾً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ ٘ٛ بٜٚ ففشا ٚػٍٝ رٌه ٠ىْٛ غ٠



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 8 

٠ّٚىٓ رؼ١ُّ ٘زٖ اٌخبف١خ فٝ ؽً اٜ ِؼبدٌخ رفبم١ٍخ ِٓ ٘ٛ ِغّٛع اٌؾ١ٍٓ اٌؾً اٌخبؿ ٚؽً اٌّؼبدٌخ اٌّزغبٔغخ .

 . فبٌؾً اٌؼبَ ثزٌه ٠زىْٛ ِٓ عضئ١ٓ .سرجخ اوجش ِٓ الاٌٚٝ 

 ؽً نبؿ  ٚ٘ٛ اٜ  ؽً ٠ؾمك اٌّؼبدٌخ ٚنبٌٝ ِٓ اٌضٛاثذ . ( أ)

 ػذد ِٓ اٌضٛاثذ الانزجبس٠خ رغبٜٚ سرجخ اٌّؼبدٌخ .٠ٚؾزٜٛ ػٍٝ  ٍّؼبدٌخ اٌّزغبٔغخؽً ٌ   ( ة)

  

tt: ٔغذ اْ اٌؾً اٌخبؿ ٘ٛ  ففٝ جٌّػحي جلاٚي cos5  ٠ؾمك اٌّؼبدٌخ الاٌٚىٝ ٚؽىً انىش ٛ٘ٚtcos ٚمىشة

0tanبٔغخ ٠ّٚىٓ اٌزأوذ ِٓ أٗ ؽً ٌٍّؼبدٌخ اٌّزغ cفٝ صبثذ   tx
dt

dx
. 

 

3ٔغذ اْ  : فٝ جٌّػحي جٌػحٔٝ
23 t  ْ23٘ٛ ؽً نبؿ ٚا

t  . ؽً اٌّؼبدٌخ اٌّزغبٔغخ ٛ٘ 

 

 

 جٌّؼحدٌس جٌطفحظ١ٍس جٌخط١س ِٓ جٌشضرس جٌػح١ٔس : ( 4)

 
 ٌضبثزخ ٠ّٚىٓ ٚمؼٙب ػٍٝ اٌقٛسح عٕؼزجش فمو ؽً اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌخط١خ راد اٌّؼبِلاد ا
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2
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txw
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k
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 (9                                                                                               )  

ً ٚػٍٝ رٌه عٛف ٔؾوّب عجك ٔؼزجش اٚلا اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌّزغبٔغخ ٚٔٛعذ ؽٍٙب اٌزٜ ٠غت اْ ٠ؾزٜٛ ػٍٝ صبثز١ٓ 

 اٌّؼبدٌخ اٌّزغبٔغخ .

02
2

2

2

 xw
dt

dx
k

dt

xd
    (11       )                                                                                         

 

 ػٍٝ اٌقٛسح  ٌٙبٔفشك ؽً ٌؾً ٘زٖ اٌّؼبدٌخ 
t

ecx


   (11                                   )                                                                                      

 

 ( ف١غت اْ ٠ؾممٙب (11( ؽً ٌٍّؼبدٌخ  )11( فٝ اٌقٛسح )ار اْ اٌّؼبدٌخ )11ٚثبٌزؼ٠ٛل ٔؾقً ػٍٝ اٌّؼبدٌخ )

 

 tt
ecxecx


  ,   

  

 (11ثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼبدٌخ )

  
ttt

ecwekcec



22

2,     

0ٚثبٌمغّخ ػٍٝ 
t

ec
  ٍٝٔؾقً ػ 
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02
22
 wk   (12                                                                                                        )  

 س٠ٙب زٌزٝ ٠ّىٓ ؽٍٙب ٚا٠غبد عٚاٚ٘ٝ ِؼبدٌخ عجش٠خ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ فٝ 
22

2
,1 wkk     (13                                                                                              )

       

 ْ ٌٍّؼبدٌخ ٚ٘ٝ لاٚػٍٝ رٌه ٠ىْٛ ٕ٘بن ؽ
tt

ecec
21

21
,


   

 

٠ؾزٛٞ ػٍٟ صبثز١ٓ انز١بس٠ٓ لأٙب ِؼبدٌخ ٘ٛ ػجبسح ػٓ ِغّٛع اٌؾ١ٍٓ ار ٠غت اْ ( 11ٌٍّؼبدٌخ )٠ٚىْٛ اٌؾً اٌؼبَ 

 رفبم١ٍخ ِٓ اٌشرجخ اٌضب١ٔخ.
tt

ececx 21

21


                                                                                                        (14) 

 

ؽ١ش 
21

,( ٚاٌزٟ رغ12ّّٟ٘ب عزسٞ اٌّؼبدٌخ ) فٝ اٌؾقٛي ػٍٝ اٌؾً ( )اٜ اٌزٝ رغبػذ  ذحٌّؼحدٌس جٌّغحػذز

 ( .11ِٓ اٌغٌٙٛخ اٌؾقٛي ػ١ٍٙب ِجبؽشح ِٓ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ الاف١ٍخ )

( اٌزٝ رؼ١ٓ اٌغزس٠ٓ 13ِٓ اٌّؼبدٌخ )
21

, زس٠ٓ٠زنؼ اْ ٕ٘بن صلاس اؽزّبلاد ٌٙز٠ٓ اٌغ.  

 

 ْ قم١م١ٓ ِٚخطٍف١ٓججرج وحْ جٌؿزس ( أ)

 

22اٜ                                         
wk   ٝ( 14(٘ٛ )11ٌخ ع١ىْٛ ؽً اٌّؼبدٌخ )بزٖ اٌؾ٘ٚف 

   

  ْ قم١م١ٓ ِٚطغح١٠ٚٓججرج وحْ جٌؿزس  ( ة)

  

22اٜ ارا وبٔذ                  
wk  ْٛف١ى

21
, ِٕٙ ب ِغب٠ٚب ١ٌّىٓ ولا   ف١قجؼ اٌؾً فٝ اٌقٛسح ِضلا 

 
tt

ececx


21
  

  

  tt
ececcx



21

     

  

( 11ٌٚىٓ اٌؾً اٌؼبَ لاثذ اْ ٠ؾزٜٛ ػٍٝ صبثز١ٓ ٚػٍٝ رٌه فبْ ٘زا اٌؾً ٌٓ ٠ىْٛ ٘ٛ اٌؾً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ )

 ٚلذ ٚعذ فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ اْ اٌؾً عٛف ٠بنز اٌقٛسح . 

 

  t
etccx


21
 (15                                                                                                               )
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    )ؼ(جرج وحْ جٌؿزسجْ ضخ١ٍ١ٓ ِخطٍف١ٓ

22اٜ ارا وبْ                                              
wk   22فجٛمغ

kw   ٍٝٔؾقً ػ 

 ikik 
21

,    

 ( فٝ اٌقٛسح   ٠ٚ14قجؼ اٌؾً اٌؼبَ )

  

)(
21

titikt
ececex

 
        (16                                                               )                            

                

 

 ٚثبعزخذاَ اٌؼلالبد الار١خ 

tite

tite

ti

ti









sincos

sincos






        

 ( عٛف رؤٚي اٌٝ  16فبْ اٌّؼبدٌخ )

 

 tccitccex
kt

 sin)(cos)(
2121


       

 اٚ ٔنغ اٌخً فٝ اٌقٛسح 

 

 tBtAex
kt

 sincos 
     

   (17                                )                                                      

 ِػحي 

 
 قً جٌّؼحدلاش جٌطفحظ١ٍس جٌخط١س جلاض١س  

x
dt

dx

dt

xd
ii

x
dt

dx

dt

xd
i

44)(

34)(

2

2

2

2





    

x
dt

dx

dt

xd
iii 134)(

2

2

     

034)(  xxxiv      

 جٌكً 
 اٌّؼبدٌخ اٌّغبػذح رىْٛ ػٍٝ اٌقٛسح 

034
2
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1,312,

2

44

2

12164
,

21

21












    

    اٜ اْ اٌغزساْ ِخزٍفبْ ٚؽم١م١بْ ٠ٚىْٛ اٌؾً ػٍٝ اٌقٛسح 
tt

eBeAx 
3       

 

044)(  xxxiv     

 اٌّؼبدٌخ اٌّغبػذح رىْٛ ػٍٝ اٌقٛسح 

044
2

     

 

2
2

4.13164
,

21



   

 ٌؾً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ ٘ٛ اٜ اْ اٌغزس٠ٓ ِزغب٠ٚبْ ٚػٍٝ رٌه ٠ىْٛ ا
t

etccx
2

21
)(     

 

0134)(  xxxiii     

 اٌّؼبدٌخ اٌّغبػذح رىْٛ ػٍٝ اٌقٛسح 

0134
2

     

 

i32
2

4.13164
,

21



       

 ٚػٝ رٌه ٠ىْٛ اٌؾً اٌؼبَ ٌٍّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ٘ٛ 
ittitt

ececx
32

1

32

1


   

 

   .3sin3cos
23

2

3

1

2
tBtAeecece

tititt


   

 

----------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------- 

----------------------------------- 
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 جٌرحخ جلاٚي

 
 

 رحي جٌػم١ٍس جٌّؼٍمس ضكص ضحغ١ش جٌؿحرذ١س جلاسظ١س كجضضجْ جٌغلاعً ٚجٌ
   

 د٠س جٌىط١ٕس جٌؼح ( أ)
جٌىط١ٕس  فبْ إٌّؾٕٝ اٌزٜ رزخزٖ ٠غّٝ  ز١ٓطث١ٓ ٔمارا ػٍمذ عٍغٍخ صم١ٍخ ِٕزظّخ لبثٍخ ٌٍضٕٝ ثغٌٙٛخ 

 جٌؼحِس جٚ جٌىط١ٕس جٌؼحد٠س 
 

 : جٌؼحد٠سئ٠ؿحد جٌّؼحدٌس جٌزجض١س ٌّٕكٕٝ جٌىط١ٕس 
 

BAٔفشك عٍغٍخ صم١ٍخ ِؼٍمخ ث١ٓ إٌمطز١ٓ  )رغّٝ فٝ اٌغٍغٍخ  vافمٝ . ٔبنز اعفً ٔمطخ  ABؽ١ش  ,

. ٔبنز الافمٝ وئرغبٖ ٌم١بط صا٠ٚخ ١ًِ اٌّّبط ٚثبنز اٜ ٔمطخ اٌزار١خ  ثشاط اٌىز١ٕخ( وٕمطخ افً ٌلاؽذاص١بد

),(١برٙب ِٓ ٔمبه اٌغٍغٍخ ٌٚزىٓ إؽذاصpٌٚزىٓ اٌزمو انز١بس٠خ  s   ْٚثفشك اw ِٓ ٚصْ ٚؽذح الاهٛاي

 ٚاٌزٝ رؤصش ػ١ٍٗ اٌمٜٛ الار١خ  sهٌٛخ  pvٚٔذسط إرضاْ اٌغضس  اٌغٍغٍخ
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pvٚصْ اٌغضس(1(


 . لاعف٠ٚwsًغبٜٚ   

اٌؾذ (2)
0

T  ػٕذv  افمٝ لاْ إٌمطخ ٛ٘ٚv  اٌىز١ٕخاعفً ٔمطخ ِٓ 

 .  pفٝ ارغبٖ اٌّّبط ٌٍّٕؾٕٝ ػٕذ  pػٕذ  Tاٌؾذ ( 3) 

ٚثفشك .فبٔٗ ٠غت اْ رزلالٝ فٝ ٔمطخ ٚاؽذح وّب ثبٌؾىً ِزضْ رؾذ رأص١ش صلاصخ لٜٛ  vpضس ِٓ اٌؾجًغٚؽ١ش اْ اٌ

 ٔغذ اْ ِغ الافمٝ فبٔٗ ثبٌزؾ١ًٍ فٝ الارغب١٘ٓ الافمٝ ٚاٌشاعٝ  صا٠ٚخ .٠قٕغ  pاْ اٌّّبط ٌٍّٕؾٕٝ ػٕذ 

 

 

0
cos TT                                                                                                                   (1.1.1)  

 

wsT sin                                                                                                                 (1.1.2)  

   

وجخ الافم١خ ٌٍؾذ ػٕىذ اٜ ٔمطىخ ِىٓ ٔمىبه اٌغٍغىٍخ ش( رج١ٓ إؽذٜ اٌخٛاؿ ا١ٌّّضح ٌٍىز١جخ , ٚ٘ٝ اْ ا1.1.2ٌّاٌّؼبدٌخ )

 صبثزخ اٌّمذاس ٚرغبٜٚ اٌؾذ ػٕذ ساط اٌىز١ٕخ .  رىْٛ

ٚثفشك اْ اٌؾذ 
0

T هٌٛخ  اٌغٍغٍخِٓ  ٠ّضً ٚصْ عضسc  ْاٜ ا 

wcT 
0

                                                                                                                       (1.1.3) 

       

( ٔؾقً ػٍٝ 1.1.1( فٝ )1.1.3ٚثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )  

wcT cos                                                                                                                   (1.4) 

               

  ( ٔؾقً ػ1.1.4ٍٝ( ػٍٝ )1.1.2ثمغّخ )

c

s
tan       

 اٜ اْ 

tancs                                                                                                                    (1.1.5)  

 

 

),(( رشثو ث١ٓ الاؽذاص١بد اٌزار١خ 1.1.5ٚؽ١ش اْ اٌّؼبدٌخ ) sّٝاْ  ؽ١ىشٚ.   جٌّؼحدٌس جٌزجض١س ٌٍىط١ٕرس  فبٔٙب رغ

 .  ذحسجِطش جٌىط١ٕس غ٠ّٝ c, فبْ c٘ٛاٌضبثذ اٌٛؽ١ذ ف١ٙب 

 

 جٌّؼحدٌطحْ جٌرحسِطش٠طحْ ٌٍىط١ٕس 
 

),(ّ٘ىب  pٌٍٕمطىخ  ب١ْض٠ىالاؽىذاص١١ٓ اٌىشرثفشك اْ  yx  ٜعىٕٛعذ الاْ اٌّؼىبدٌز١ٓ اٌشاِزىش٠ز١ٓ ٌٍىز١ٕىخ , ا

),(ولا ِٓ عٕٛعذ  yx  ِٓ وذاٌخ فٝ ثبساِزش ٚعٕشٜ أٗ ٠ّىٓ ا٠غبد ولا),( yx  وذاٌخ فٝ اٌضا٠ٚخ . 
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 d

ds

ds

dx

d

dx
                                                                                                              (1.1.6)  

 

 

 ٔؾقً ػٍٝ  ( ثبٌٕغجخ ا1.1.5ٌٝثزفبمً اٌّؼبدٌخ )




2
secc

d

ds
                                                                                                             (1.1.7)  

                                                                                             

 ا٠نب ٚامؼ اْ 

cos
ds

dx
                                                                                                                   (1.1.8 )

  

                                                                                                                     ( ٔؾقً ػٍٝ  1.1.6( فٝ )1.1.8, ) (1.1.7ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )






sec

cossec
2

c

c
d

dx




                                                                                       

                                            

  ٚثفقً اٌّزي١شاد ٚاٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

 
1

tansecln ccx     

 

ؽ١ىىش 
1

c  ٝصبثىىذ . ٚثبنز١ىىبس اٌّؾىىٛس اٌشأعىىvy  ِىىبسا ثبعىىفً ٔمطىىخ ِىىٓ اٌىز١ٕىىخ فئٔىىٗ ػٕىىذv ْٛ0,0 ٠ىىى  x 

0ٚثبٌزؼ٠ٛل ٔغذ اْ ل١ّخ اٌضبثذ 
1
c  . 

  tansecln  cx (1.1.9                                                                                                )

    

 

 

 . وذاٌخ فٝ اٌجبساِزش  x( رؼط١ٕب 1.1.9اٌّؼبدٌخ )

 فئْ  وذاٌخ فٝ  yثبٌٕغجخ اٌٝ اٌّؼبدٌخ اٌجبساِزش٠خ الانشٜ اٌخبفخ ثبلاؽذاصٝ 
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 d

ds

dx

dy

d

dy
.  (1.1.11)                                                                                                          

           

 ٚؽ١ش اْ 

sin
ds

dy
   (1.1.11)                                                                                                              

     

 ٔؾقً ػٍٝ ( 1.1.11( فٝ )1.1.11( , )1.1.7ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )




tansecsecsin
2

cc
d

dy
      

 ثبٌزىبًِ ٔغذ اْ 

2
sec ccy        

 

ؽ١ش 
2

c  صبثذ اٌزىبًِ . ٚثبنز١بس اٌّؾٛسx  ِٕخفنىب ِغىبفخc   ػىٓ اعىفً ٔمطىخ ِىٓ اٌىز١ٕىخv فبٔىٗ ػٕىذ إٌمطىخv 

,٠0ىْٛ    cy  ْٛ0ثبٌزبٌٝ ٠ى
2
c . 

seccy  (1.1.12                                                                                                             )

         

  ( ّ٘ب اٌّؼبدٌزبْ اٌجبساِزش٠زبْ ٌّٕؾٕٝ اٌىز١ٕخ 1.1.9(,)1.1.12اٌّؼبدٌزبْ )

 

 

 جٌّؼحدٌس جٌىحسض١ض٠س ٌّٕكٕٝ جٌىط١ٕس :
 

yx( ٔؾقىىً ػٍىىٝ ػلالىىخ ثىى١ٓ الاؽىىذاص١١ٓ 1.9(,)1.12ثىى١ٓ اٌّؼىىبدٌز١ٓ ) ثؾىىزف اٌجىىبسِزش  ٝ ٘ىىٚرىىىْٛ  ,

 ( فبْ 9اٌىبسر١ض٠خ ٌٍىز١ٕخ ِٓ اٌّؼبدٌخ ) اٌّؼبدٌخ

1tansec

tansec

22







cx

e
(1.1.13 )                                                                                                  

             

 

 ٚؽ١ش اْ 

  cx

cx
e

e







1

tansec

1
tansec


    

 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 16 

cx
e


  tansec (1.1.14 )                                                                                             

    

 

 

 

 ( ٔؾقً ػٍٝ 1.1.13(, )1.1.14ثغّغ )
cxcx

ee


sec2      

 ( ٔؾقً ػٍٝ 1.1.12ثبعزخذاَ اٌؼلالخ )

 cxcy cosh    (1.1.15                           )                                                                           

                

ٚ٘ٝ ػلالخ ث١ٓ  yx  ٚ٘ٝ اٌّؼبدٌخ اٌىبسر١ض٠خ ٌّٕؾٕٝ اٌىز١ٕخ .  ,

 

 : جٌتذ ػٕذ ج٠ٗ ٔمطس 
 ( فئْ 1.1.4ِٓ اٌّؼبدٌخ )

secwcT       

 ( ٔغذ اْ 1.1.12اٌّؼبدٌخ )ٚثبعزخذاَ 

wyT  (1.1.16                                                                                                                       )

      

 

 

 رؼ١ٓ اٌؾذ ػٕذ اٜ ٔمطخ ِٓ ٔمبه اٌغٍغٍخ .( 1.1.16اٌّؼبدٌخ )

 

 جلا شٜ ٌٍىط١ٕس : ذؼط جٌؼلالحش 
 

 sec,tan cycS       


22222

sec,tan2 cycS                  

  22222222
sec,1sec2 cyccScS     

222
cSy                                                                                                            (1.1.17)      

    

 

 ِٓ اٌىز١ٕخ . ٚالاؽذاصٝ اٌشإعٝ ػٕذ اٜ ٔمطخ  S( رشثو ث١ٓ 1.1.17اٌؼلالخ )

 رقجؼ ( 1.1.17فبْ اٌّؼبدٌخ ) xثذلاٌخ  y( ػٓ ل١ّخ 1.1.15ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ اٌؼلالخ )
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 cxc

cxcS

22

222

sinh

1cosh




     

 اٜ اْ 











c

x
cS sinh (1.1.18                                                                                                         )

          

 

 ىز١ٕخ. ػٕذ اٜ ٔمطخ ػٍٝ ِٕؾٕٝ اٌ xٚالاؽذاصٝ الافمٝ  S( رشثو ث١ٓ 1.1.18اٌؼلالخ )

 

 sec,tan cycS    

cy
c

s
  sec,tan   

)tanln(sec   cx    

  








 


c

Sy
cx ln   (1.1.19                                                                                                    )

      

 

 

),(ٚالاؽذاصٝ  S( رشثو ث1.1.19ٓ١اٌؼلالخ ) yx  ػٕذ اٜ ٔمطخ ػٍٝ إٌّؾٕٝ اٌىز١ٕخ 

 

 ٍِكٛظس 

اٚ  ثفزؾخ٠غّٝ فئْ اٌجؼذ ث١ّٕٙب ٚارا وبٔذ ٔمطزٝ اٌزؼ١ٍك رمؼبْ ػٍٝ ٔفظ اٌخو الافمٝ  د١ًٌ اٌىز١ٕخ٠غّٟ  xٌّؾٛسا

 . وّب اْ إٌّؾٕٝ فٝ ٘زح اٌؾبٌخ  ٠غّٝ ثغُٙ اٌىز١ٕخ  ABػٓ vػّك اٌشأط  فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ فبْ ثؾش اٌىز١ٕخ.

),(٠ّىٓ إ٠غبد٘ب ثّؼ١ٍِٛخ  فئْ  l2فئرا وبْ هٛي اٌغٍغٍخ  ٠yىْٛ ِزّبصلا ؽٛي اٌّؾٛس  cl.ٝوبلار 

   ( ػٕذ إؽذٜ رمطزٝ اٌزؼ١ٍك ٠ىْٛ 1.1.17ثزطج١ك اٌؼلالخ )

 

22

222

clc

clc








   

 
22

clc                                                                                                     (1.1.20)    
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 جعلان جٌط١ٍفْٛ ٚجٌطٍغشجف    (2) 
 

فبٔٗ ٠زُ ؽذ اٌغٍه ػٕذ ٔمبه اٌزؼ١ٍك ِٓ اٌّؼشٚف أٗ ػٕذ رشو١ت اعلان اٌز١ٍفْٛ اٚ اٌز١ٍيشاف ث١ٓ الاػّذح 

ِٓ ٔمبه ٠ّىٓ ٌٍغٍه اْ ٠زؾٍّٙب ,. ٚاٌٙذف ِٓ رٌه ٘ٛ اْ رقً اعفً ٔمطخ ثؾ١ش ٠قً اٌؾذ ػٕذ٘ب اٌٝ افقٝ ل١ّخ 

اٜ اْ اٌض٠بدح فٝ اٌؾذ ػٕذ ٔمبه اٌزؼ١ٍك ٠ؤدٜ اٌٝ ص٠بدح اٌجبسِزش سك اٌٝ القٝ اسرفبع ِّىٓ ٌٙب ػٍٝ الااٌغٍه 

c ٚثبٌزبٌٝ ٠زٕبلـ اٌّمذاس
c

x
  . 

ػٍٝ ٌٍّمذاس ٚالافبرا فشمٕب اْ اٌؾذ لذ رضا٠ذ ؽزٝ ٚفً اٌٝ ل١ّخ ػٕذ٘ب ٠ّىٓ ٠ّىٓ اّ٘بي اٌمٜٛ اٌشاثؼخ 
c

x
فبْ  

 اٌّفىٛن 

 cxcx
ee

c

c

x
cy




2
cosh    
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c
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2

42

c

x

c

xc
y     

 

 ٠ّٚىٓ وزبثزٙب فٝ اٌقٛسح 























 ........2

2

2

c

xc
y    

c

x
cy

2

2

   

)(2
2

cycx   (1.1.21)                                                                                                       
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)0,(ٚ٘ٝ ِؼبدٌخ لطغ ِىبفئ ساعخ ػٕذ إٌمطخ  c ٌؤسٜ اٌؼّٛدٜ ٠غبٜٚ جٚهٛي ٚرشح اc2. 

 

 (  جٌىٛذشٜ جٌّؼٍك :3)

 

BAصْ ث١ٓ ٔمطز١ٓ ًٛ ًِّٙ اٌج٘ٛ ػجبسح ػٓ و ٠ؾًّ لٛائُ ساع١خ ٍِّٙخ اٌٛصْ ا٠نب ٚرؾًّ ثذٚس٘ب  ,

١ُّ اٌىٛثشٜ اٌّؼٍك ثؾ١ش ٠ىْٛ ٚصْ اٌطش٠ك ِٚب ٠ّش قٚ٘ٛ اٌؾًّ الاعبعٟ ػٍٝ اٌىٛثشٜ . ٠ٚزُ رDEاٌطش٠ك 

 ِٓ اٌطش٠ك ٠ىْٛ صبثذ .  اٜ ٚصْ ٚؽذح الاهٛاي ّب ػ١ٍخ ِٛصػب رٛص٠ؼب افم١ب ِٕزظ

 
 

 

ض٠خ ٚاٌزار١خ ػٕذ اعفً ٔمطخ ١ٌٍّؾبٚس اٌىشر 0فٝ ٘زح اٌؾبٌخ ٔبنز ٔمطخ الافً  ٠ABبنز اٌىجً لا٠غبد إٌّؾٕٝ اٌزٜ 

 pساع١ب اٌٝ اػٍٝ ٠ٚبنز اٜ ٔمطخ انز١بس٠خ  oyافم١ب ٚاٌّؾٛس  oxٚاٌّؾٛس ب ( ِٓ اٌىجً )اٌّّبط ػٕذ٘ب ٠ىْٛ افم١

),(ِٓ ٔمبه اٌىجً ٌٚزىٓ اؽذاص١برٙب  yx  ٚدساعخ ارضاْ اٌغضسop ّ٘بصخ لٜٛ ِٓ اٌىجً رؾذ ربص١ش صلا 
o

TT , 

 . xٚاٌٛصْ 

 

 

 
0

cos TT  (1.1.22                                                                                                            )
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wxT sin  (1.1.23      )                                                                                                      

          

 ُ فبْ  ِٓ صٚ

0
T

x
Tan


     

 ٚثزٌه ٠ّىٓ وزبثزٙب ػٍٝ اٌقٛسح  

0
T

x

dx

dy 
   

 ٚثبٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

1

0

2

2
c

T

x
y 


  

),(ٙب ٠زلاؽٝ اٌزىبًِ ٚف١ yx  0ػٕذ إٌمطخ . 

0

2

2T

x
y


  (1.1.24                                                                                                               )

        

اٌجؤسٜ اٌؼّٛدٜ ٠غبٜٚ  ٖٚرشِؾٛسٖ ساعٝ ٚساعخ اٌٝ اعمً ٚهٛي  دٌخ لطغ ِىبفئ ( رّضً ِؼب1.1.24اٌّؼبدٌخ )



0
2T

 . 

 ف١ّىٓ اٌؾقٛي ػ١ٍٗ ِجبؽشح ِٓ ِؼبدلاد الارضاْ وبلارٝ  pِب اٌؾذ فٝ اٌىجً ػٕذ إٌمطخ الانز١بس٠خ ا
222

0

2
xTT     

 

2

0

22

0
1

T

x
TT


     (1.1.25                                                                                                  )

                   

 جٌىط١ٕس ِطغ١شز جٌىػحفس جٌط١ٌٛس:  (4)
BAغ١ش ِٕزظّخ ِؼٍمخ ث١ٓ ٔمطز١ٓ  صم١ٍخٚ٘ٝ ػجبسح ػٓ عٍغٍخ  ِٓ  mٖ اٌؾبٌخ فبْ وزٍخ ٚؽذح الاهٛاي فٝ ٘ز ,

qmاٌغٍغٍخ لا رغبٜٚ ِمذاسا صبثزب . فبرا فشمٕب اْ    ؽجش  اٌىضبفخ اٌؾغ١ّخ ٌٍّبدح اٌّقٕٛع ِٕٙب اٌغٍغٍخ ٝ٘

q ِْغبؽخ اٌّمطغ  فب ٝ٘m ِْٛزي١شح إِب ثزي١ش عزى  اٚ ثزي١شq ٚثزي١ش ولاّ٘ب . أ 

 ٔمطخ افً الاؽذاص١بد اٌزار١خ ٚدساعخ 0ِٓ ٔمبه اٌغٍغٍخ ٚثأؽز اعفً ٔمطخ فٝ اٌغٍغٍخ  pثأنز ٔمطخ إنز١بس٠خ 

 ِٓ اٌغٍغٍخ ٔغذ اْ  opإرضاْ اٌغضس 
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0
cos TT  (1.1.26                                                                                                              )

                



s

mgdsT

0

sin  (1.1.27       )                                                                                                

           

 

  ( ٔغذ اْ 1.1.26( ػٍٝ اٌّؼبدٌخ )1.1.27ثمغّخ اٌّؼبدٌخ )

          



s

mds
T

g

00

tan    (1.1.28                                                  )                                                   

             

 

 

   Sٚثزفبمً هشفٝ ٘زٖ اٌّؼبدٌخ ثبٌٕغجخ اٌٝ 

m
T

g

ds

d

0

2
sec 


   

 اٜ اْ 
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t
g

T

d

ds
m coscos

02



 (1.1.29                                                              )                           

        

أِب ارا اٌّؼبدٌخ اٌزار١خ ٌٍّٕؾٕٝ اٌزٜ ربنزح اٌغٍغٍخ .  ّىٕٕب اٌؾقٛي ػ٠ٍٝٚرىبًِ ٘زٖ اٌؼلالخ mفبرا اػط١ٕب ل١ّخ  

   اٌزٜ ربنزح اٌغٍغٍخ ِؼٍِٛب فبْ ٘زٖ اٌؼلالخ رؼطٝ وزٍخ ٚؽذح الاهٛاي ِٓ اٌغٍغٍخ . ٕؾّٕٝوبْ اٌ

 

  

 

 جٌىط١ٕس ِٕطظّس جٌّطحٔس: (4)

 
(.Constِقٕٛػخ ِٓ ِبدح ِٕزظّخ ٚ٘ٝ ػجبسح ػٓ عٍغٍخ صم١ٍخ   ( ِٚؼٍمخ رؼ١ٍمب ؽشا   

BAرؾذ ربص١ش اٌغبرث١خ الاسم١خ ث١ٓ ٔمطز١ٓ  ػٕذ  Tِغ اٌؾذ  pػٕذ اٜ ٔمطخ  qثؾ١ش رزٕبعت ِغبؽخ اٌّمطغ  ,

 ٔفظ إٌمطخ اٜ اْ 

qT   (1.1.31                                                                                                                     )

                       

 .صبثذ اٌزٕبعت  ؽ١ش 

 ٠ىْٛ  p٘ٝ ٚصْ ٚؽذح الاهٛاي ِٓ اٌغٍغٍخ ػٕذ ٚثفشك اْ 

gqgm   (1.1.31                                                                                              )           

                    

 ٚثبٌزبٌٝ ٠ىْٛ 






g
T  , (1.1.32                                                                                                     )

                 

 ٔغذ اْ  opإرضاْ اٌغضس ٚثبنز اٌّؾبٚس وّب فٝ اٌىز١ٕخ ِزي١شح اٌىضبفخ اٌط١ٌٛخ . ٚدساعخ 

0
cos TT  (1.1.33                                                                                                               )

                  



s

o

dsT sin (1.1.34)                                                                                                         

               

 ِٓ اٌّؼبدٌز١ٓ اٌغبثمز١ٓ ٚثبعزخذاَ اٌؼلالخ 

sec
0

TT    

 ٔغذ اْ 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 23 















d

ds
T

ds
T

s

o

s

o

sec
1

11
tan

00

  

 ٚثبٌزفبمً ٔؾقً ػٍٝ 





 sec

1
sec

2


ds

d
   

 اٜ اْ 

ds

dx

ds

d






 1
cos

1
    

 ِٕٚٙب ٠ىْٛ 

 

dxd    

 ٚثبٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

 

1
cx     

ؽ١ش ٠زلاؽٝ اٌضبثذ 
1

c  ٝٚرٌه اٌزلاؽ,x  ػٕذ إٌمطخo  ْٛٚثبٌزبٌٝ ٠ى 

x                                                                                                                       (1.1.35) 

 ٚثبٌزبٌٝ فبْ

















x

dx

dy
tantan    

 ٚثبٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

 

 
2

secln cxy     

 

ؽ١ش ٠زلاؽٝ اٌضبثذ 
2

c  ٝٚرٌه اٌزلاؽyx  ٚثزٌه رقجؼ اٌّؼبدٌخ اٌغبثمخ فٝ اٌقٛسح  oػٕذ إٌمطخ  ,

 

















x
y secln (1.1.36                                          )                                                              

                

 . yٌٍّؾٛس ً ثبٌٕغجخ اْ إٌّؾٕٝ ِزّبص٘زٖ اٌّؼبدٌخ اٌىشر١ض٠خ ٌٍّٕؾٕٝ اٌزٜ ربنزح اٌغٍغٍخ ِٕٚٙب ٠زنؼ اْ 

 ِٕٚٙب ٠زنؼ اْ ػٕذِب 
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2
x ػٕذِب   y    

 ساع١ٓ ػٕذ اٜ اْ ٕ٘بن نطٝ رمبسة 




2,
2

 xx    

  . ٚثبٌزبٌٝ فبْ اوجش ثؼذ افمٝ ث١ٓ ٔمطزٝ اٌزؼ١ٍك 

 جِػٍس ِكٌٍٛس

 

  :1ِػحي

ذك١ع وحٔص سجط جٌىط١ٕس  lغٌٛس ِٓ عطف جلاسض ذٛجعطس  ١ػ  hضط١ش غحتشز ِٓ ٚسق ػٍٝ جسضفحع 

ػٕذ جٌطحتشز ػٍٝ جلافمٝ ضغحٜٚ  ػٍٝ جلاسض . أغرص جْ صج٠ٚس ١ًِ جٌخ١ػ








l

h1
tan2 ٝئغرص ج٠عح جْ جٌتذ ف .

  جٌخ١ػ ػٕذ جٌطحتشز ٚػٍٝ جلاسض ٠غحٜٚ ػٍٝ جٌطشض١د  22

2
hl

h

w
,  22

2
hl

h

w
 ١ع قw  ٚصْ ٚقذز

  جلاغٛجي ِٓ جٌخ١ػ

 . 

 

 جٌكً

 
 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 25 

 ؽ١ش اْ
222

cSy  (1                                                                                                                    )  

 

  فئْ Aػٕذ اٌطبئشح 

chyls
AA

 ,   

 ٔغذ اْ A( ػٕذ إٌمطخ 1ثزطج١ك اٌؼلالخ )

  222
clch    

 ٠ٚغبٜٚ  cِٕٚٙب رؼ١ٓ ثبسِزش اٌىز١ٕخ

h

hl
c

2

22


  (2                                    )                                                                                   

    

 ؽ١ش اْ 

tancS    

 ػٕذ اٌطبئشحA ْفئ 

 

c

l

lcS

A

AA









tan

tan

(3                       )                                                                                    

       

 ( ٔغذ اْ 3فٝ ) c ( ِٓ2)ٚثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّخ 

22

2
tan

hl

hl
A


    

 

 
2

1

2
tan

lh

lh
A


   (4                                               )                                                           

         

 ٚٔؼٍُ اْ 






















2
tan1

2
tan2

tan

2 A

A

A




  

 ( ٔؾقً ػٍٝ 5(ٚ)4ثّمبسٔخ )

l

h
A










2
tan
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 اٜ اْ 













l

h
A

1
tan2    

ٝ ثضا٠ٚخ رغبٜٚ ١ّ٠ً ػٍٝ الافم Aاٜ اْ اٌّّبط ٌٍخ١و ػٕذ اٌطبئشح 








l

h1
tan2  ٚلا٠غبد اٌؾذ ػٕذ اٌطبئشحA 

 ٔغزخذَ اٌؼلالخ  Bٚػٕذ الاسك 

 chwwyT
AA

 (7                                                                                           )               

  

 ( ٔغذ اْ اٌؾذ ػٕذ اٌطبئشح ٠زؼ١ٓ ِٓ 2ِٓ ) cٚثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّخ 













 


h

hl
hwT

A
2

22

  

 22

2
hl

h

w
    (8                                                                                                      )         

             

 اٌؾذ ػٕذ الاسك ٠زؼ١ٓ ِٓ 

wcwyT
BB
   

 22

2
hl

h

w
T

B
 (9                                                                                                               )

             

 

 :2ِػحي
ط١ٓ ػٍٝ جسضفحػ١ٓ ِخطٍف١ٓ فحرج ٠ٍِغحٚفٛق ذىشض١ٓ صغ١شض١ٓ  ذٛصس ِغٍك 90ٌس غم١ً ِٕطظُ غٛ قرً         

غُ جٚؾذ   4:5وٍس ذٕغرس  كرًذٛصس . فحغرص جْ سجط جٌىط١ٕس ٠مغُ جٌ 30,33 ّ٘حوحْ غٛي جٌؿضت١ٓ جٌّطذ١١ٌٓ 

 .  جٌّغحفس جلافم١س ذ١ٓ جٌرىشض١ٓ

 جٌكً
wyTش ثّشٚسٖ ػٍٝ اٜ ِّٕٙب . ٌٚىٓ ِٓ اٌؼلالخ لا٠زي١ ؾجًؽ١ش اْ اٌجىشر١ٓ ٍِغب٠ٚز١ٓ فبْ اٌؾذ فٝ اٌ   ٠زنؼ

ػٕذ اٌزمبئخ ثبٌجىشر١ٓ ٠غبٜٚ  ؾجًاْ اٌؾذ فٝ اٌغضس إٌّؾٕٝ ِٓ اٌ
2211

, wyTwyT  ؽ١ش
21

, yy  ّ٘ب

ر١ٓ فىً ِّٕٙب ٠غبٜٚ ٚصْ اٌغضس إٌّبظش ٌٗ إٌزمبئٙب ثبٌجىشػٕذ  ؾجًاسرفبػٝ اٌجىشر١ٓ اِب اٌؾذ فٝ الاعضاس اٌشأع١خ ٌٍ

 هٛي ٘زا اٌغضس ِٚٓ ٘زا ٠زنؼ اْ  ِنشٚثب فٟ wاٜ ٠غبٜٚ 
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 33,30

21
 wywy   

33,30
21
 yy                                                                                       (1) 

  . ٠xغت اْ ٠مؼب ػٍٝ ِؾٛس  ؾجًٜ اْ هشفب اٌا

 

 ثزطج١ك اٌؼلالخ 

 
222

cSy    

 ػٕذ وً ِٓ اٌجىشر١ٓ ٔؾقً ػٍٝ 

 
222

)30( cS    (2                                                                                           )                    
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2

2
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 ( ٔؾقً ػٍٝ 3( ِٓ )2طشػ اٌّؼبدٌخ )ث
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2
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2733306521  SS (5                                                                                              )

          

 ( ٔغذ اْ 4( فٝ )5ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ)

7
12
 SS  (6                                                                                                                       )

       

 ( ٔغذ اْ 6( ٚ)5ٚالاْ ِٓ )

17,10
21
 SS      (7                                                            )                                           

             

 ٚثبٌزبٌٝ فبْ اٌشاط رمغُ اٌخ١و وٍٗ ثٕغجخ 

5

4

50

40

33

30

2

1






S

S
  

 ( ٔؾقً ػٍٝ ثبساِزش اٌىز١ٕخ 3( اٚ )2(فٝ )7ٚالاْ ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

220c (8                                               )                                                                            

             

 ثزطج١ك اٌؼلالخ 
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 ػٕذ وً ِٓ اٌجىشر١ٓ ٔؾقً ػٍٝ 
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 ٚثبٌزبٌٝ فئْ اٌّغبفخ الافم١خ ث١ٓ اٌجىشر١ٓ رغبٜٚ 
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  92.2525ln220 x    

 

 :3ِػحي
جلً  ١ٗح ذك١ع وحْ جٌتذ فٝ ٔٙح٠طِّٓ ذؼعٙ hٓ ػٍٝ ذؼذ ٠غحٜٚ ١ذ١ٓ ػّٛد٠ lػٍك عٍه ضٍغشجف غٌٛس 

ئغرص جْ  .ِح ٠ّىٓ


sinh
h

l  ق١ع  1ضكمك جٌّؼحدٌسtanh    

 جٌكً

 
 

 ِٓ  ؼ٠ٓ١زBاٚ Aػٕذ إٌٙب٠خ Tاٌؾذ 

 











c

x
wcyT

B

BB
cosh (1                                                                                                )

            

ٚرٌه ثبعزخذاَ اٌّؼبدٌخ اٌىش٠ز١ض٠خ ٌّٕؾٕٝ اٌىز١ٕخ 
c

x
cy cosh ػٕذ إٌمطخB١2ش اْ ٚؽhx

B
  ْفئ 
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c

h
wcTT

B
2

cosh (2                                                                                                     )

  

٠ٚ0ىْٛ اٌؾذ الً ِب ٠ّىٓ ػٕذِب c( ٠ؼزّذ ػٍٝ ثبسِزشاد اٌىز١ٕخ 2فٝ )Tاٌؾذ 
dc

dT
 ؽ١ش  

 

0
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22

cosh 
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h
w
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 ِٕٚٙب 

h
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c

h 2

2
tanh 








(3                                                                                                                 )

         

 ٔنغ 

c

h

2
 (4                                                                                                                            )  

           




1
tanh    

 رؾمك اٌؼلالخ  اٜ اْ 

1tanh  (5                                                                                                                       )

             

 ٚؽ١ش اْ 

c

x
cS

B

B
sinh    











c

h
c

l

2
sinh

2
 

sinh
2

c
l
    




 sinhsinh
2

hc
l                                                                                                       (6)  

 (.4ٚرٌه ثبعزخذاَ اٌؼلالخ )
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 : 4ِػحي

تٕس ِٓ ِٕعذز جفم١س  ft5غرص جقذ غشف١ٙح فٝ ٔمطس ػٍٝ جسضفحع  ft13عٍغٍس غم١ٍس ِٕطظّس غٌٛٙح 

ذ١ّٕٙح ٠غحٜٚ  ٕعذز جٌختٕس . ئغرص جْ ِؼحًِ جلاقطىحنّػٍٝ جft6ٌلٝ جٌغٍغٍس ٚغٌٛس ذحٚضشن 
5

2
. 

 جٌكً

 
 ٔغذ اْ ِٓ إرضاْ اٌغضس اٌّٛمٛع ػٍٝ إٌّنذح 

wR 6  (1                                              )                                                                               

     

0
TR  (2                                                                                                                            )

    

 ٚصْ ٚؽذح الاهٛاي ِٓ اٌغٍغٍخ . wؽ١ش 

 ( ٔغذ اْ 2( ٚ)1ِٓ )

wT 6
0

 (3                                                                                                                          )

        

 طٝ ِٓٚؽ١ش ٌٓ اٌؾذ ػٕذ اعفً ٔمطخ ِٓ اٌغٍغٍخ ٠ؼ
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wcT 
0

(4                                                                                                                            ) 

  
wwc   

c (5                                            )                                                                                  

          

222ثزطج١ك اٌؼلالخ 
cSy    ػٕذ إٌمطخD  ٔغذ اْ ِٓ اٌغٍغٍخ 

  222

22

1

2

)7(5 cc

cSy
D




    

 ِٕٚٙب ٠زظ اْ 

2410 c  

4.2c (7                                                                                                                            )   

    

 ( ٠ٕزظ اْ 5ثبٌزؼ٠ٛل فٝ )

5

2
    

 

 :5ِػحي
 ش جلأجٌٝ ٔمطس غحذطس ٚسذػ غشفس Aذٛجعطس ِفصً ػٕذ غشفس l2غٌٛس ABٚصً لع١د ِٕطظُ 

B ذطشف عٍغٍس ِٕطظّس غُ غرص غشفٙح جلا ش فٝ ٔمطسD ِٓ ًذك١ع وحْ وAD جٌّّحط ػٕذB  فارج وحْ –جفم١ح

 ٠غحٜٚٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٓ جٌمع١د ٚجٌغٍغٍس ِطغح١٠ٚٓ . ئغرص جْ غٛي جٌغٍغٍس 

 cossin2
2

l   ق١عDAB ˆ  

 جٌكً

 
 ِزضْ رؾذ رأص١ش صلاس لٜٛ ٘ٝ  ABاٌمن١ت 

 

ٚصْ ٚؽذح اٌطٛي ٌىً ِٓ اٌمن١ت ٠ٚwؤصش فٝ ِٕزقف اٌمن١ت ؽ١ش  ساع١ب اٌٝ اعفً wl2ٚصٔٗ  (1)

 ٚاٌغٍغٍخ .

اٌؾذ  (2)
0

T  ػٕذB . ٠ٚىْٛ افم١ب 

 ػٕذ اٌّفقً . Rسد فؼً  (3)

 لاس فٝ ٔمطخ ٚاؽذح وّب فٝ اٌؾىً .٠غت اْ رزلالٝ ٘زٖ اٌمٜٛ اٌض 
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 ِضٍش اٌمٜٛ ٚٔغذ اْ  AFEٚامؼ اْ اٌّضٍش 

FA

T

FE

wl 02
 (1                                                                                                                         )

      

 ؽ١ش اْ 

wcT

lFA

lFE







0

cos

sin2





   

 (ٔغذ اْ 1ثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼٍذٌخ )

 cossin2

2

l

wc

l

wl
   

cotlc  (2                                                                                                                      )

   

 ٚثبعزخذاَ اٌؼلالخ  
222

cSy     
222

cSy
DD
 (3                                                                                                                  )

        

ؽ١ش 
D

S هٛي اٌغٍغٍخ اٌّطٍٛة ٝ٘ 
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sin2
   

 ( ٠ٕزظ اْ 3ثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼبدٌخ )

  22
sin2 cScl

D
   

 sin4sin4
222

lclS
D

   

 ( ٔغذ اْ 2ِٓ ) cٚثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّخ ثبسِزشاٌىز١ٕخ 

 

 cos4sin4
2222

llS
D

   

 cossin2
2

 lS
D

  

 ٚ٘ٛ هٛي اٌغٍغٍخ اٌّطٍٛة .

  

 

 

 

 :6ِػحي
ٍغٍس غم١ٍس غ١ش ِٕطظّس ِؼٍمس ضؼ١ٍمح قشج ضكص ضأغ١ش جٌؿحرذ١س جلاسظ١س ذ١ٓ ٔمطط١ٓ . فحرج وحٔص جٌّؼحدٌس ع

sin4aSجٌزجض١س ٌٍّٕكٕٝ جٌزٜ ضح زٖ جٌغٍغٍس ٘ٝ   ق١ع جعفً ٔمطس فٝ جٌغٍغٍس ٘ٝ ٔمطس جلاصً ٌلاقذجغ١حش

 . ٚجٌضج٠ٚس جٌغٍغٍس  جٌزجض١س . جٚؾذ جٌؼلالس ذ١ٓ وطٍس ٚقذز جلاغٛجي ِٓ

 جٌكً      
 ٔغذ اْ  opثذساعخ إرضاْ اٌغضس 

o
TT cos (1                                                                                                                       )



S

o

dsmgT sin (2                                                                                                               )

       

 ( ٠ٕزظ ا1ْ( ػٍٝ ِؼبدٌخ )2ثمغّخ ِؼبدٌخ )



S

oo

mdS
T

g
tan (3                                                   )                                                             



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 35 

 
 

 

 ٔؾقً ػٍٝ     S( ثبٌٕغجخ اٌٝ 3ثزفبمً اٌّؼبدٌخ )

m
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2   (4                                                                                              )             

           

 ٌٚىٓ ِٓ ِؼبدٌخ إٌّؾٕٝ ٠ىْٛ 
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dS
    




sec
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adS
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 (5                                                                                                                  )

           

 ً ػٍٝ ( ٔؾق4( فٝ )5ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )


3

sec
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T
m

o
 (6                                                                                                                )  

 ٠ّٚىٓ وزبثزٙب ثبٌقٛسح   m,( رؼطٝ اٌؼلالخ ث١ٓ 6اٌّؼبدٌخ )
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 :7ِػحي
BAِؼٍمس ضؼ١ٍمح قشج ذ١ٓ ٔمطط١ٓ ٘ٝ جعفً ٔمطس ِٓ ٔمحغ عٍغٍس غم١ٍس oجرج وحٔص   ح ّٙئقذجغ١حض,

(6,18, ))8,4(  ق١عo  ٔمطس جلاصً ٚجٌّكٛس ٝ٘x  جفمٝ ٚجٌّكٛسy  سأعٟ لاػٍٝ ٚوحْ ٚصْ وً ؾضء ِٓ

جٌىٍٝ طس جلافمٝ . فأغرص جْ جٌغٍغٍس ضح ز شىً ِٕكٕٝ جٌمطغ جٌّىحفة . جرج وحْ جٌٛصْ ِغمجٌغٍغٍس ٠طٕحعد ِغ 

 ١ك .ٚجؾذ وزٌه جٌتذ ػٕذ وً ِٓ ٔمططٝ جٌطؼٍ,ذحٚٔذ فأٚؾذ جلً ل١ّس ٌٍتذ  100ٌٍغٍغٍس ٘ٛ 

  

 جٌكً

 
 

 ٔغذ اْ  opثبػزجبس ارضاْ اٌغضس 

o
TT cos (1                                                                                                                       )

          

xT  sin (2        )                                                                                                             

     

 ( ٔؾقً ػٍٝ 1( ػٍٝ اٌّؼبدٌخ )2ثمغّخ اٌّؼبدٌخ )

o
T

x
 tan  

 اٜ اْ
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o
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dx
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 ٔغذ اْ  oػٕذ إٌمطخ ٚثبٌزىبًِ ٚثبعزخذاَ اٌؾشٚه الاثزذائ١خ 
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 (3                                                                                                                         )

   

 ٚ٘ٝ ِؼبدٌخ لطغ ِىبفئ . 

BAٚؽ١ش اْ ٘زا اٌمطغ ٠ّش ثبٌٕمبه   ٌزا فبٔٙب رؾمك ِؼبدٌزٗ  ,
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 ِٕٚٙب ٠ٕزظ اْ 
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64

100



 

o
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 ٚ٘ٝ الً ل١ّخ ٌٍؾذ . 

 ( ٔغذ اْ 5(, )2(, )1ِٓ)
22222

1101 xxxTT
o

     

  .Aاٌؾذ ػٕذ إٌمطخ 
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 .Bاٌؾذ ػٕذ إٌمطخ 
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 :8ِػحي
ػس ِٓ ِحدز ِٕطظّس ِؼٍمس ضؼ١ٍمح قشج ضكص ضأغ١ش جٌؿحرذ١س جلاسظ١س فارج وحٔص ِغحقس عٍغٍس غم١ٍس ِصٕٛ 

فأغرص جْ جٌغٍغٍس ضح ز شىً لطغ , جٌغٍغٍس ػٕذ جٜ ٔمطس ضطٕحعد ضٕحعرح ػىغ١ح ِغ جٌتذ ػٕذ ٔفظ جٌٕمطس ِمطغ 

 . ِىحفة ِكٛسٖ سأعٝ ٚسأعس جٌٝ جعفً 

 جٌكً
 (( ٔغذ اْ 6ٔظش اٌؾىً فٝ اٌّضبي سلُ )أ)opثذساعخ إرضاْ اٌغضس 

o
TT cos (1                                                                                                                       )

          



S

o

mdSgT sin  (2                               )                                                                              

         

 

 ( ٔؾقً ػٍٝ 1( ػٍٝ اٌّؼبدٌخ )2ثمغّخ اٌّؼبدٌخ ) 



S

oo

mdS
T

g
tan (3                                                                                               )                

   

 p  ٝ٘qٚاْ ِغبؽخ اٌّمطغ ػٕذ   stconثفشك اْ اٌىضبفخ اٌؾغ١ّخ ٌٍّبدح اٌّقٕٛع ِٕٙب اٌغٍغٍخ ٘ٝ  

 ٠ىْٛ 

qm  (4                                                    )                                                                          

     

 ٚؽ١ش اْ 

T
q

1
  

 ِمذاس صبثذ  )ؽ١ش  

T
q


 (5                                                                            )                                                 

  

T
m


    

  ( 1ٚثبعزخذاَ اٌؼلالخ )







cos

sec
oo

TT
m    
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dx
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 cos (4                                                                                       )

            

 ( ِغ ِلانظخ اْ ػٕذِب ٠ٛ3ل فٝ اٌّؼبدٌخ )ثبٌزؼ

xxSforx  ,00  for SS    

dxdx
T

g
x

 
0

2

0

tan


     

tؽ١ش 
T

g
cos

2

0




  

x
dx

dy
   

 ٚثفقً اٌّزي١شاد ٚاٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

1

2

2
cxy 


  

٠ٚyxزلاؽٝ صبثذ اٌزىبًِ    ِؼبدٌخ لطغ اٌّىبفئ.  ٘ٝ ٚ٘زٖ o ػٕذ ,
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 غح١ٔح : ئضضجْ جٌكرحي ٚجٌغلاعً ػٍٝ جعطف  تٕس:

 
 

فٝ اٌغٍغٍخ  اٌؾذ. wؽذح اٌطٛي فٝ اٌغٍغٍخ ٚاْ ٚصْ ٚ. ABٔؼزجش عبعبح لبثٍخ ٌٍضٕٝ ثغٌٙٛٗ ِٕٚزظّخ 

ّبط ِغ ر. ٚثفشك اْ ٘زٖ اٌغٍغٍخ ِٛمٛػخ فٝ ٠ىْٛ دائّب  فٝ إرغبٖ اٌّّبط ٌٙب هبٌّب أٙب لا رجذٜ ا٠خ ِمبِٚخ ٌٍؾذ

 . ِؼبًِ الاؽزىبن ٌٗ عطؼ نؾٓ 

٘ٛ  Aٔفشك اْ اٌؾذ ػٕذ 
1

T ٕٚغ صا٠ٚخ ٠ق   ٔفشك اْ اٌؾذ ػٕذ ِغ الافمٝ ٚوزٌهB  ٛ٘
2

T ٚغ صا٠ٚخ  ق٠ٕ        

 ِٖغ الافمٝ . وّب ٔفشك اْ اٌغٍغٍخ ػٍٝ ٚؽه الأضلاق فٝ الارغبABٍغٍخ . ٔؼزجش إرضاْ عضس ِٓ اٌغ

PQ ٌٗٛهds  ؽ١شS  هٛي اٌمٛطAP . 

 رؾذ رأص١ش : ٠PQزضْ اٌغضس

 ِغ الافمٝ . غ صا٠ٚخ ٠قٕٚ P  ٛ٘Tاٌؾذ ػٕذ  (1)

Q ٛ٘dTTاٌؾذ ػٕذ  (2)  ٕٚغ صا٠ٚخ ٠ق d . ِٝغ الافم 
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 لاعفً . ٠ٚwdsىْٛ ِغب٠ٚب  dsٚصْ اٌؼٕقش  (3)

 .  سد اٌفؼً ٌٛؽذح الاهٛاي ِٓ اٌغٍغٍخ Rؽ١ش  Rds د اٌفؼً اٌؼّٛدٜ س (4)

ٚرقٕغ صا٠ٚخ  Rdsلٛح الاؽزىبن  (5)
2




d
 . ِٝغ الافم  

 ٔؾقً ػٍٝ  Vثبٌزؾ١ًٍ فٝ إرغبٖ اٌّّبط ػٕذ 

  



























2
cos

2
sin

2
cos




 d
T

d
wdsRds

d
dTT    

 ّزٕب١٘خ اٌقيش ٔغذ اْ : ٚثبّ٘بي ِشثؼبد اٌى١ّبد اٌ

 

 sinwdsRdsdT    

 sinwR
ds

dT
 (1.2.1                                                                                                     )

           

 ٔؾقً ػٍٝ  Vثبٌزؾ١ًٍ فٝ الإرغبٖ اٌؼّٛدٜ ػٍٝ  اٌّّبط ػٕذ 

  

  



























2
cos

2
sin

2
sin




 d
wdsRds

d
T

d
dTT   

 

 ٚثبّ٘بي اٌى١ّبد اٌّزٕب١٘خ اٌقيش ٔغذ اْ : 

 

 coswdsRdsTd  (1.2.2                                                                                              )

                              




coswR
ds

d
T  (1.2.3                                                                                                    )

          

 ( ٔؾقً ػٍٝ : 1.2.2(ٚ)1.2.1ث١ٓ ) Rٚثؾزف 

 


 cossin 







 w

ds

d
T

ds

dT
  

 ٚثّب اْ 



 1


ds

d
   

 ط فئْ . مٛٔقف لطش اٌز ؽ١ش 
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)cos(sin 


 wT
d

dT
(1.2.4                                                                                 )

      

 

 ٘زٖ إٌمطخ .  ػٕذ اٜ ٔمطخ ٚصا٠ٚخ ١ًِ اٌّّبط ػٕذT٘زٖ اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ اٌزٝ رش٠و ث١ٓ اٌؾذ 

ة هشف١ٙب فٝ اٌؼبًِ اٌّىبًِ مشزح اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ثٛاعطخ ٠ٚ٘غشٜ رىبًِ 
e    ْفٕغذ ا 

 

   



cossin 


weTe

d

d
  

 ثبعشاس رىبًِ اٌطشف١ٓ ٔؾقً ػٍٝ 

  cdweTe  





cossin (1.2.5                                                )                 

                  

 قحلاش  حصس : 
 

 قرً  ف١ف ػٍٝ عطف جٍِظ: -1

  

 
0,0فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ   w  ٠ٕزظ اْ  (1)ثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼبدٌخ: 
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constT

dT



 0
  

 .  ؾجًٔمو اٌ صبثذ اٌم١ّخ ػٕذ ع١ّغٚ٘زا ٠ؼٕٝ اْ اٌؾذ فٝ اٌؾجً اٌخف١ف اٌّلاِظ ٌغطؼ اٍِظ ٠ىْٛ 

0,0( ػٓ 2وزٌه ٠ىْٛ ثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼبدٌخ )  w ٍٝٔؾقً ػ 

 





const
RR

T

dsRdT





,
   

٘زا ٠ؼٕٝ اْ سد اٌفؼً اٌؼّٛدٜ ػٍٝ اٌغطؼ ٠زٕبعت رٕبعجب ػىغ١ب ِغ ٔقف لطش اٌزمٛط 














1
R 

 

 ػٍٝ عطف جٍِظ: غم١ًقرً -2
 

 ف١ٕزظ اْ 0فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ 

 

 
 

 

 

 

cwyT

wdywdsdT



 sin
   

ثفشك اْ 
0

TT   ػٕذ
0

yy   ْفٕغذ ا 

00
wyTc     
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)(
00

yywTT    (1.2.6)                                                                                                 

                       

 ؾجًن١و صم١ً عطؾب اٍِغب وبْ اٌفشق ث١ٓ اٌؾذ٠ٓ ػٕذ ٔمطز١ٓ ِٕٗ ِغب٠ٚب ٌٛصْ عضس ِٓ اٌ لاِظ٘زا ٠ؼٕٝ أٗ إرا 

 هٌٛخ ٠غبٜٚ اٌّغبفخ اٌشاع١خ ث١ٓ إٌمطز١ٓ .

 

 أِب سد اٌفؼً اٌؼّٛدٜ ػٍٝ اٌؾجً ف١زؼجٓ ِٓ 

 




cosw
T

R   (1.2.7                                                                                                        )

           

 قرً  ف١ف ػٍٝ عطف  تٓ: -3

  

 
 

 ف١ٕزظ اْ:  0wفٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ 

T
d

dT



  

 d
T

dT
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cT lnln     

 

 اٌزٝ ٠ّىٓ وزبثزٙب ػٍٝ اٌقٛسح 

 


ecT  (1.2.8                                                                                                                    )

        

٘ٛ  Aبرا وبْ اٌؾذ ػٕذ صبثذ . ف cؽ١ش 
1

T  اٌؾذ ػٕذ ٚB  ٛ٘
2

T ٚوبٔذ   ػٕذA,   ػٕذB ْفب 

 

 

 








eTT

ecTecT

12

21
,

(1.2.9                                                                                                  )

              

ؽ١ش  ز١ٓ٘ٝ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ اٌّّبع١ٓ ػٕذ إٌمط BA  .ٚ٘زٖ اٌؼلالخ لا رزٛلف ػٍٝ ؽىً اٌغطؼ ,

 ٚسد اٌفؼً ٠زؼ١ٓ ِٓ 



T
R  (1.2.11                                                                                                                       )
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 -:أِػٍس ِكٌٍٛس

  
  :1ِػحي

ٚظغ ؾضء ِٕٗ ػٍٝ ِٕعذز جفم١س  تٕس ِؼحًِ جلاقطىحن ذ١ّٕٙح ٠غحٜٚ  l4 ١ػ غم١ً غٌٛس  
2

1
٠ّٚش  

٠ٚطذٌٝ ذحلٝ جٌخ١ػ سأع١ح لأعفً .  lجٌخ١ػ ػٍٝ قحفس جٌّٕعذز جٌٍّغحء جٌطٝ ضح ز شىً سذغ دجتشز ٔصف لطش٘ح 

)4(ضضجْ ٠غحٜٚ أغرص جْ جورش غٛي ٌٍؿضء جٌّطذٌٝ ٌكفع جلا
6


l

 . 

 جٌكً
 

 ٚصْ ٚؽذح الاهٛاي ِٓ اٌغٍغٍخ w٘ٛ هٛي اٌغضس اٌّؼٍك ٚأْ  Aٔفشك اْ 

 
wlTT 

0
                                                                                                                       (1) 

 

 ِٚٓ ارضاْ اٌغضس اٌّؼٍك 

  

wAT 
0

(2                                                                                                                            ) 
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 ِٚٓ ارضاْ اٌغضس اٌّٛمٛع ػٍٝ إٌّنذح اٌخؾٕخ : 









 A

l
lwR

4
4


(3 )                                                                                                         

   

RT                                                                                                                               (4) 

 

 

 









 A

l
lwRT

4
4

2

1

2

1 
   

  ( ٠ٕزظ ا2ْ(ٚ)1ِٚٓ )

 
 

 

 ِٕٚٙب ٠ٕزظ اْ

  4
6

l
A    . 

 

   :2ِػحي

CBA غلاظ ذىشجش  تٕس ِطغح٠ٚس ِؼحًِ جلاقطىحن ٌٙح  ,.
321

.,   ػٍٝ جٌطشض١د ذك١ع ضىْٛ ِػٍع

فٝ غشف  w. فحرج ِش قرً  ف١ف قٛي جٌرىشجش ٚػٍك غمً ACجلافمٝ  ؼٗفٛق ظٍ Bِطغحٜٚ جلاظلاع سأعس 

ػٍٝ ٚشه  جٌطٟ ضؿؼً جٌكرً cػٕذ   ش ٌٍكرًلأفحغرص جٌمٛز جٌشجع١س جٌطٝ ضإغش فٝ جٌطشف ج Aػٕذ جٌرىشز  كرًجٌ

جٌكشوس ضغحٜٚ 
 321 4

6





ew  . 

 

 اٌؾً
  c ٝ٘fٔفشك اْ اٌمٛح اٌشأع١خ ػٕذ 

WT
o
  

,
6

1

1 
eTT

o
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,6

4

12

2




eTT   

,6

4

6

2

21







eeTT
o

   
6

23

3
eTT    

6

4

66

3

213 

eeeTT
o

   
)4(6 123  

 eT
o

  

fweT 
 )4(

6

3

123 
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  :3ِػحي
ِكٛس٘ح سأعٝ ٚسجعٙح  ضغطمش عٍغٍس ِٕطظّس غم١ٍس فٝ ٚظغ ضّحغً ػٍٝ عٍه جٍِظ ػٍٝ ١٘ثس وط١ٕس  

ػٕذ جٞ ٔمطس ٠طٕحعد ػىغ١ح ِغ ِشذغ ذؼذ٘ح ٚجغرص جْ جٌعغػ ػٍٝ جٌغٍه جٌتذ ػٕذ جٜ ٔمطس جٚؾذ . ٝجٌٝ جػٍ

 جٌشجعٝ ػٓ د١ًٌ جٌىط١ٕس . 

 

 جٌكً

 
 

  .
2

cossin
2

cos 





















 d
Twds

d
dTT   

  









2
sincos




d
dTTwdsRds   

 اٜ اْ 

sinw
ds

dT
 (1                                                                                                                  )

  




T
wR  cos  (2                          )                                                                                     

    

 ( ٔؾقً ػٍٝ 1ثزىبًِ اٌّؼبدٌخ )
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 dswT sin     

 

 ٝ٘ اٌّؼبدٌخ اٌزار١خ ٌّٕؾٕٝ اٌىز١ٕخ 

 

tancS    





2

secc
d

dS
  (3                                                                                                           )

  

 dcdS
2

sec   





dcw

dcwT









tansec

secsin
2

  

 
1

sec ccwT     

  صا٠ٚخ ١ًِ اٌّّبط  ٚرزلاؽٝ T ٠زلاؽٝ اٌؾذ  oإٌمطخ ػٕذ 

 

wcc 
1

  

 sec1  wcT (4                                                                                              )   

 

 ( ٔغذ ا2ْ( فٝ )4( , )3ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

  


22

2

secc

wc
R   (5                                                                                                                  )  

 ٌٚىٓ ِٓ اٌّؼبدلاد اٌجبسِزش٠خ ٌٍىز١ٕخ 
seccy    

22

2
.

y

const

y

wc
R    

2

1

y
R   

2ؽ١ش 
c.ِمذاس صبثذ  
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 :4ِػحي

ٚسجعس جٌٝ جعفً لطغ ِىحفة ِكٛسز سأعٝ س ِٕطظّس ِٛظٛػس دج ً جٔرٛذس ٍِغحء ػٍٝ ١٘ثس ٍعٍغٍس غم١  

ذذلاٌس صج٠ٚس ١ًِ جٌّّحط ػٕذ٘ح ػٍٝ ضىحد ضٍّظ جلأرٛذس ػٕذ جٌشجط . جٚؾذ سد جٌفؼً ػٕذ جٜ ٔمطس ٚوحٔص جٌغٍغٍس 

 جلافمٝ . 

 جٌكً
  لارضاْ ِٓ ِؼبدلاد ا

 sindsdT  (1                                                                                                    )  




cos
T

R (2              )                                                                                         

dsdy sin (3                                                                                                         )  

 
dydT     

 ثبٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 

1
cyT                                            )*(                                                                      

 ( 2ٚثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼبدٌخ )0Rٚوبٔذ 0ٌٚىٓ ػٕذ 

oo

o

o
T

T
o 


 (4                                                                        )       

ؽ١ش 
o

T  . اٌؾذ ػٕذ سأط اٌىز١ٕخ 

 اٌمطغ اٌّىبفئ فٝ ؽبٌخ ارا وبْ سأط اٌمطغ ػٕذ ٔمطخ الافً. ِٚٓ ِؼبدٌخ 

ayx 4
2
 (5                                                                                                       )               
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.
2

tan
a

x

dx

dy
y   (6                                                                                                 )  

  xثبٌزفبمً ِشح انشٜ ثبٌٕغجخ اٌٝ 

a
y

2

1
   

 ( ٔؾقً ػٍٝ 6ِٓ اٌّؼبدٌخ )

tan2ax    

 ثبٌزؼ٠ٛل فٝ ِؼبدٌخ اٌمطغ اٌّىبفئ ٔؾقً ػٍٝ 


2

tanay  (7                                                                                                                  )  

    

 

 

tan
dx

dy
y   

dx

ds

ds

d

dx

d

dx

yd
y







22
secsec 


   




1
sec

3
y      

 
yy 







2323
tan1sec 

   

 

   





3

2322/32

sec2

2

1

tan11
a

a

y

y








  

   

وبٔذ  0ٚػٕذ 
o

   

 a
o

2  (9                                                                                          )                               

 ( فٝ )*( ٔؾقً ػٍٝ 7ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

1

2
tan caT      

ػٕذِب 
o

TT   0وبٔذ   

o
Tc 

1
  

ثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّخ 
1

c  ْٔغذ ا 

)1(sec
2

 ay
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2

tanaTT
o
 (11    )                                                                                                    

  

ف١ّخ ثبٌزؼ٠ٛل ػٓ 
o

T ( ِٓ4( ,)9 ٍٝٔؾقً ػ ) 

aT
o

2   

 ( ٔؾقً ػٍٝ  11ثبٌزؼ٠ٛل فٝ )

 2tan
2

  aT  (11          )                                                                                            

 ( ٔؾقً ػٍٝ  2( فٝ ِؼبدٌخ )3( فٝ )11ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

.cossin
2

2



R    

 

  :5ِػحي
ذك١ع  aدجتش٠س  تٕس ٔصف لطش٘ح جقغد جٌمذسز جٌّٕمٌٛس ذٛجعطس ع١ش  ف١ف ٍِففٛف ػٍٝ ػؿٍس  

  ػٕذ جٌّشوض . جٚؾذ وزٌه جٌغشػس جٌطٝ ضؼطٝ جورش لذسز. ٜ ِٓ جٌغ١ش ػٍٝ جٌؼؿٍس صج٠ٚس ٠ٛكصش جٌؿضء جٌّط

 

 جٌكً
 

اْ اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػٍٝ ػٕقش هٌٛخ ِٓ اٌّؾ١و aٚػٍٝ هٛي  aٔفشك اْ اٌغ١ش ٠ذٚس ػٍٝ ثىشح ٔقف لطش٘ب 

ds  اٌؾذ٠ٓ  ّ٘بِٓ اٌغ١شdTTT ,  ٚاٌمٛح اٌطبسدح اٌّشوض٠خ


d
g

v
2

فٝ ارغبٖ ٔقف اٌمطش اٌٝ اٌخبسط  

ػٝ عشػخ vٚصْ ٚؽذح الاهٛاي  لاسم١خ ,ػغٍخ اٌغبرث١خ اgؽ١ش ٚاٌزٝ رؼًّ ػٍٝ ؽشوخ اٌغ١ش ػٍٝ اٌؼغٍخ 

 Rds ٚلٛح الاؽزىبن Rdsٚسد اٌفؼً اٌؼّٛدٜ ٚرىْٛ فٝ ارغبٖ اٌّّبط )عشػخ ِٕزظّخ(  Bاٌغ١ش ػٕذ إٌمطخ 

 فٝ ارغبٖ اٌّّبط ٘ٝ :  dsهٛي ػٕقش ِٓ اٌغ١ش ؽشوخ اٌؼٕقش dsؽ١ش 

  0cos   RadTddTT  (1                                                                               )  

  

 لا رٛعذ ؽشوخ فٝ الارغبٖ اٌؼّٛدٜ ٔغذ اْ

  0sin

2

 


 d
g

v
RadddTT (2                                                                              )  

 صا٠ٚخ في١شح رفزشة ِٓ اٌقفش ف١ىْٛ  dٚؽ١ش اْ 

1cos,sin   ddd   

 ( فٝ اٌقٛسح  1(ٚ)2ٚرقجؼ اٌّؼبدٌز١ٓ )

 dRadT  (3                     )                                                                                               
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g

v
RaT

2


 (4                                                                                                                  )  

 ( فبْ 3(ٚ)4ث١ٓ اٌّؼبدٌز١ٓ ) Rثؾزف سد اٌفؼً  dTdٌقيجشح ِٓ اٌضب١ٔخ ٚرٌه ثبّ٘بي اٌى١ّخ ا

g

v
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 (5                                                                                                        )  

   ؼبدٌخ رفبم١ٍخ نط١خ ِٓ اٌشرجخ الاٌٚٝ ٠ّىٓ ؽٍٙب ثنشة هشفٝ اٌّؼبدٌخ فٝ اٌؼبًِ اٌّىبًِ ( ٘ٝ 5ِاٌّؼبدٌخ )


e ٍٝفٕؾقً ػ 
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 ثبٌزىبًِ ٔغذ اْ 
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٠غبٜٚ  Aثزذائ١خ فٝ اٌّغبٌخ اٌؾذ ػٕذ صبثذ اٌزىبًِ ٠ّىٓ رؼ١ٕخ ِٓ اٌؾشٚه الا cؽ١ش 
o

T  0ػٕذِب  ْاٜ ا 
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g
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 (6                                                                                    )     

 ( رؼ١ٓ اٌؾذ ػٕذ اٜ ٔمطخ ِٓ اٌغ١ش.6اٌّؼبدٌخ )

فبْ  Bػٕذ إٌمطخ 
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. TT    ْٚٔغذ ا 
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 ٚرىْٛ اٌمذسح ِغب٠ٚخ 

 vTTP
o


1

    

 















g

v
vTeP

3

0
1


 (7       )                                                                                          

 ٚ٘زٖ ٘ٝ اٌمذسح اٌّطٍٛثخ . 

 ٌٍٚؾقٛي ػٍٝ اوجش لذسح ٔٛعذ  vداٌخ فٝ اٌغشػخ  ٌمذسح ٚامؼ اْ ا
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(8       )                                                                                         

0ٔنغ 
dv

dP
 فٕغذ اْ اٌغشػخ اٌزٝ رؼطٝ اوجش لذسح رؾمك اٌّؼبدٌخ.  
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 ضّحس٠ٓ 
 

. فحغرص جْ ذحسِطش جٌىط١ٕس L2ٚجرج وحْ غٛي جٌىط١ٕس  dجٌطؼ١ٍك ٘ٛ جرج وحْ ػّك سجط جٌىط١ٕس ػٕذ ٔمطس  (1)

c   ٠طؼ١ٓ ِٓ جٌؼلالس 

d

dL
c

2

22


  

 

جورش ِٓ  aجرج وحْ  a2ط١ٓ فٝ ٔفظ جٌّغطٜٛ جلافمٝ ػٍٝ ذؼذ طِػرص غشفٙح فٝ ٔمL2عٍغٍس غٌٛٙح  (2)

L ١ػ ٘ٛ فحغرص جْ جٌتذ فٝ جٌخ 
)(6

3

aL

a


جٔخفحض جعفً ٔمطس ِٓ غشفٙح ٘ٛ ٚجْ  

)(6
2

1
aLa  . 

 

ذحعطخحَ جٌطمش٠د جٌػحٔٝ ِٓ جٌّؼحدٌس  L2ضٍغشجف ِططح١١ٌٓ ٘ٝ جرج وحٔص جٌّغحفس جلافم١س ذ١ٓ ػّٛد٠ٓ  (3)

dLٓ جٌؼّٛد٠ٓ ذذلاٌس ضٛص١ٍس ذ١جٌىشض١ض٠س ٌٍىط١ٕس . جٚؾذ غٛي جٌغٍه جٌلاصَ  ضّػً ػّك سجط  dق١ع  ,

 جٌىط١ٕس ػٓ جٌّغطٜٛ جٌّحس ذٕمططٝ جٌطؼ١ٍك. 

 

. جغرص h2 ػ جفمٝ ٚجقذ جٌّغحفس ذ١ّٕٙح  ط١ٓ ػٍٝؼضّش عٍغٍس غم١ٍس ِٕطظّس ػٍٝ ذىشض١ٓ ٍِغحٚض١ٓ ٚجل (4)

 . he2س فٝ قحٌس جلاضضجْ ٠غحٜٚ جْ جلً غٛي ٌٍغٍغٍ

 

.   تٓ ِؼحًِ جلاقطىحن ذ١ُٕٙ ٠ٕطٙٝ غشفحٖ ذكٍمط١ٓ  ف١فط١ٓ ضٕضٌمحْ ػٍٝ لع١د جفمٝ  Lعٍه غٌٛٗ  (5)

 ضغحٜٚ فحغرص جْ جورش ِغحفس ذ١ٓ جٌكٍمط١ٓ فٝ ٚظغ جلاضضجْ 

 















 






2
11

lnL  

جلافمٝ  ٖذؼذغمً ذحٚٔذ ِٛصػس ضٛص٠ؼح جفم١ح ِٕطظّح ػٍٝ  200جرج وحْ جٌٛصْ جٌىٍٝ ٌىٛذشٜ ِؼٍك ٠غحٜٚ  (6)

. جغرص جْ جٌتذ٠ٓ فٝ جعفً ٔمطس ٚٔمططٝ جٌطؼ١ٍك لذَ 20َ. ٚوحْ جسضفحع جٌىٛذشٜ لذ150جٌزٜ ٠غحٜٚ 

حٜٚ ضغ
2

1
187,

6

1
 غمً ذحٚٔذ ػٍٝ جٌطشض١د.  214
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جٌتذ ػٕذ ٚغٛي  ١طٙح ٠غحٜٚ ١ٍ١ِٓ . ذش٘ٓ جْ ٚجقذ ١ًِ غحتشز ِٓ جٌٛسق جلصٝ جسضفحع ٌٙح ٠غحٜٚ  (7)

١ًِ ٚجْ ؾزخ جٌطحتشز ٠غحٜٚ 23جعفً ٔمطس ٠غحٜٚ ٚصْ ؾضء ِٓ جٌخ١ػ غٌٛس 
2

1
ِٓ جٌخ١ػ ١ًِ  2

ٚجٔٗ فٝ جضؿحٖ ٠صٕغ صج٠ٚس  43tan
1  . ِٝغ جٌشجع 

. ل١ظ جٌتذ ػٕذ ج١ٌذ ذٛجعطس صٔرشن فٛؾذ لذَ  600غحتشز ِٓ جٌٛسق غٛي جٌخ١ػ ِٕٙح جٌٝ ج١ٌذ ٠غحٜٚ  (8)

فٝ جضؿحٖ ٠صٕغ صج٠ٚس ٚؾذ جٔٗ  لذَ ِٓ جٌخ١ػ وّح100  ٠غحٚٞ ٚصْ جٔٗ 
ِغ جلافمٝ . جٚؾذ جٌرؼذ  30

 ٌٍطحتشز ػٕذ ج١ٌذ.  جٌشجعٝ

 

ػٍٝ ِٕعذض١ٓ جفم١ط١ٓ  تٕط١ٓ ِؼحًِ عٍغٍس فٝ قحٌس جلاضضجْ جٌٕٙحتٝ ػٕذ غشف١ٙح جٌّٛصػ١ٓ ضغطمش  (9)

ahجٌّٕعذض١ٓ جٌمش٠رط١ٓ ّ٘ح فم١س ٚجٌشجع١س ذ١ٓ غشفٝ ٚوحٔص جٌّغحفط١ٓ جلا جلاقطىحن  ػٍٝ  ,2

ٚجْ جٌطٛي جٌىٍٝ ٌٍغٍغٍس ٘ٛ  Dجٌطشض١د. جغرص جْ جٌؿضء جٌّؼٍك ِٓ جٌغٍغٍس ٘ٛ 
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2222
sinh4 ق١ع .c  ٜذحسِطش جٌىط١ٕس. جٌّغطٜٛ جٌزٜ ضمغ ف١س جٌغٍغٍس ػّٛد

 شفٝ جٌّٕعذض١ٓ. ػٍٝ ق

 

 

فحرج وحْ وط١ٕس رجش وػحفس ِطغ١شز ػٍمص ِٓ غشف١ٙح ( 10)
321

,, TTT ضّػً جٌتذ ػٕذ غلاظ ٔمحغCBA ,,  ٝ٘

ػٍٝ جٌطٛجٌٝ   ٚوحْ ,,
21

,  ٠ّػلاْ جلاٚصجْ ٌلاغٛجيBCAB  غرص جْ     ج ,

 

2

3

1

1

231

,
cos211





TT

TTT





     

 

EAِػرطس ػٕذ غشف١ٙح  AEعٍغٍس  (11)  DCBغمً ذحٚٔذ ػٕذ جٌٕمػ  400,300,200ضكًّ جلاغمحي , فحرج ,,

ftAEٚوحْ غٛي  ft30,20,10وحٔص جلاقذجغ١حش جٌغ١ٕ١س ٌٙزٖ جٌٕمػ ػٍٝ جٌطٛجٌٝ  40  ٝٚوحْ جٌرؼذ جٌشجع

DBٚوزٌه جٌرؼذ جٌشجعٝ ٌىً ِٓ Aجٚؾذ ِشورحش جٌفؼً ػٕذ  AE ٛ٘ft6ػٓ Cٌٍٕمطس  غُ  AEػٓ  ,

 جٚؾذ جورش شذ ٌٍغٍغٍس. 

 

BCAB ْعٍغٍطح (12) ذك١ع جْ جٌّشورس جلافم١س ٌشد  Bِٓ ٔفظ جٌٕٛع سذطص ذرشؼ ئسعحي ػٕذ جٌٕمطس ,

حش جلافم١س جٌفؼً ػٍٝ جٌغلاعً ػٕذ جٌرشؼ ِٕؼذِس ٚذفشض جْ جٌغلاعً ػٍٝ ١٘ثس لطغ ِىحفة ٚوحٔص جٌّغحف

ftBcftAB 200,300  ٚوحْ عُٙ جٌغٍغٍسBC  ٛ٘ft10  جٚؾذ عُٙ جٌغٍغٍسAB . 
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عٍغٍس ِٕطظّس غٌٛٙح  (13) 12 a ػٍمص ِٓ غشف١ٙح ذك١ع وحٔص فٝ ٔفظ جٌّٕغٛخ جلافمٝ ٚجٌّغحفس

صغ١شز ؾذج ذك١ع ٠ّىٓ جّ٘حي لٛج٘ح جلاػٍٝ ِٓ جٌمٜٛ جٌػح١ٔس جغرص جْ عُٙ جٌغٍغٍس  فحرج وحٔص a2ذ١ّٕٙح 

٠غحٜٚ 







 

20

7
16

2

1
a. 

 

ذغ ِغطٛجٖ سأع١ح ش( ِٛظٛػس ػٕذ سؤٚط ِ)ِؼحًِ جلاقطىحنجسذؼس ذىشجش ِطغح٠ٚس جٌختٛٔس ( 14)

ذ١ّٕح ػمذش جلاغشجف  ٠ٚكًّ فٝ غشفس غمً ٚجظلاػس جفم١س ٚسجع١س . ٚػٍٝ وً ذىشز ٠ّش  ١ػ  ف١ف 

ػٕذ ِشوض جٌّشذغ فٝ قحٌس . جغرص جْ جورش غمً ٠ّىٓ جْ ٠ؼٍك فٝ ٘زٖ جٌؼمذز ذك١ع ضظً جٌؼمذز جلاسذؼس جلا شٜ 

جضضجْ ٘ٛ 








2
sinh22 4







e . 

 

ٚٔصف   تٕس ِؼحًِ جلاقطىحنجٌٕٙحتٝ ػٍٝ دجتشز سجع١س ٠غطمش  ١ػ ِٕطظُ غم١ً فٝ قحٌس جضضجْ ( 15)

٠ىْٛ حْ غٛي جٌؿضء جٌّطذٌٝ فجػٍٝ ٔمطس ٠ٚطذٌٝ ؾضء ِٕٙح سجع١ح . جغرص جٔس جرج وحٔص جقذ غشف١ٙح  aلطش٘ح 

ِغح٠ٚح     1/12
222
 


eaa . 

 

 فٝ قحٌس جلاضضجْ جٌٕٙحتٝ ػٍٝ جعطٛجٔس دجتش٠س  تٕس ِؼحًِ جلاقطىحن ٠lغطمش  ١ػ ِٕطظُ غم١ً غٌٛس ( 16)

ٛ جغرص جْ غٛي جٌؿحٔد جلاورش ِٓ جٌؿحٔر١ٓ جٌشجع١١ٓ ِ٘ٚكٛس٘ح جفمٝ .  aٚٔصف لطش٘ح 

2
1

2

1 













a

e

al
  . 

 

٠ABّش  ١ػ  ف١ف ػٍٝ ٚضذ٠ٓ  ت١ٕٓ ( 17) سذػ  .a2ٚجلؼ١ٓ فٝ ٔفظ جٌّغطم١ُ جلافمٝ جٌّغحفس ذ١ّٕٙح ,

. جغرص جْ جٌّغحفس  ٠Cكصش صج٠ٚس لحتّس ػٕذ  AB. ٚفٝ قحٌس جلاضضجْ جٌٕٙحتٝ وحْ Cجٌطشفحْ فٝ غمً ػٕذ 

فٝ ٘زج جٌّٛظغ ٘ٝ  ABِٕٚطصف  Cجلافم١س ذ١ٓ 








2

3
tanh


a  ق١ع  ِؼحًِ جلاقطىحن ذ١ٓ جٌخ١ػ

 ٚجٌٛضذ. 

 

-------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------- 

------------
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 جٌرحخ جٌػحٟٔ
 

 ِرحدب جٌّشٚٔس
 

٠ؼشف ذأٔس رٌه جٌؿغُ جٌزٞ لا ضطغ١ش جٌّغحفحش ذ١ٓ ؾض٠ثحضٗ ٔط١ؿس ٌٍّإغشجش  جٌؿغُ جٌصٍدوّب ٔؼٍُ أْ 
. إلا أٔخ ِٓ اٌٛامؼ  أٞ أٔس رٌه جٌؿغُ جٌزٞ لا ٠طغ١ش شىٍٗ ٔط١ؿس ٌٍّإغشجش جٌخحسؾ١س. ؾ١س ( جٌخحسؾ١س )جٌمٛز جٌخحس

 لا ٠ٛعذ فٟ اٌطج١ؼخ ػٍٟ الإهلاق عغُ ٚاؽذ ٠زّزغ ثٙزٖ اٌخبف١خ اٌّضب١ٌخ. 

 إرا وبْ اٌٙذف ِٓ اٌذساعخ ٟ٘ دساعخ ؽشوخ الأعغبَ اٌقٍجخ ٚوبٔذ اٌمٛٞ اٌخبسع١خ اٌّؤصشح ػٍٝ اٌغغُ اٌقٍت

ّبي اٌزي١ش فٟ إ٘في١شٖ ثؾشه أْ رىْٛ اٌزي١ش فٟ ؽىً الأعغبَ في١شٖ عذا ثبٌّمبسٔخ ثأثؼبد٘ب الأف١ٍخ فأٔخ ٠ّىٓ 

 اٌؾىً . ٚػٍٟ رٌه ٠ىْٛ اٌزؼش٠ف اٌغبثك روشٖ ٌلأعغبَ اٌقٍجخ رؼش٠فب ِٕبعجب لأعشاس ٘زٖ اٌذساعخ . 

خزٍفخ ٌلأؽّبي اٌٛالؼخ ػ١ٍٙب . فأٔخ ثبٌشغُ ِٓ أْ أِب إرا وبْ اٌٙذف ِٓ اٌذساعخ ِضلا دساعخ رؾًّ الإٔؾبساد اٌّ

٠ّىٕٕب إّ٘بٌٗ ػٍٟ الإهلاق ثً  لاإلا أٔخ –ا ذاٌزي١ش فٟ أؽىبي الأعغبَ اٌّىٛٔخ ٌٙزٖ الإٔؾبساد رىْٛ ػبدح في١شح ع

 ِٓ اٌنشٚسٞ أنزح فٟ اٌؾغبة ػٕذ اٌم١بَ ثٙزٖ اٌذساعخ .

د اٌّخزٍفخ . ٚرخزٍف الأعغبَ ػٓ ثؼنٙب اٌجؼل ِٓ ؽ١ش ِٚضبي ػٍٟ رٌه رؾذ٠ذ ألقٟ ؽٌّٛخ ٌٍىجبسٞ ٚالإٔؾبسا

و١ف١خ اعزغبثزٙب ٌٍزي١ش فٟ أؽىبٌٙب رؾذ رأص١ش اٌّؤصشاد اٌخبسع١خ. فٕٙبن أعغبَ ) ِضً اٌؾذ٠ذ اٌقٍت ٚاٌجلاعز١ه ٚ 

بَ الأ١ٕ١ٌَِٛٛ  ٚغ١ش٘ب ( رؼٛد إٌٟ ؽىٍٙب الأفٍٟ إرا أص٠ٍذ اٌمٛٞ اٌخبسع١خ . ِضً ٘زٖ الأعغبَ رغّٝ  ثبلأعغ

( Elasticity( ٚرغّٟ نبف١خ اٌشعٛع إٌٟ اٌؾبٌخ الأٌٚٝ )لجً اٌزؾى١ً(ثبٌخبف١خ اٌّشٔخ )Elastic Bodiesاٌّشٔخ)

. وّب أٔخ ٕ٘بن أعغبَ آنشٞ )ِضً اٌؾذ٠ذ اٌض٘ش ٚلأعّٕذ ٚغ١ش٘ب ( لا رؼٛد إٌٝ ؽىٍٙب الأفٍٟ ثؼذ إصاٌخ اٌمٜٛ 

 اٌخبسع١خ ٚ٘زٖ رغّٝ ثبلأعغبَ اٌي١ش ِشٔخ . 

 سط فمو الأعغبَ اٌّشٔخ .ٚعٛف ٔذ

   

   ٛس٠سِكجٌطتى١ً فٟ جلأؾغحَ ضكص ضأغ١ش لٛٞ  حسؾ١س :  أٚلا 
 

٘ٛ اٌزّبصً ؽٛي  –فٛس الأزظبَ  فٟ اٌؾىً  أثغوفٟ اٌؾ١بح اٌؼ١ٍّخ ٔزؼبًِ ػبدح ِغ الأعغبَ ِٕزظّخ اٌؾىً 

 –ٕ٘ذع١ب  –ِؾٛس٘ب ٚ٘زا ٠ؼٕٝ  ......( ٟ٘ أؽىبي ِزّبصٍخ ؽٛي-ِخشٚه لبئُ  –لن١ت ِٕزظُ  –) اعطٛأخ  ِؾٛس٘ب

٠ؼشف ثّؾٛس اٌغغ١ُ . فئرا وبٔذ اٌمٛٞ اٌخبسع١خ  –ٚ٘ٛ نو ِغزم١ُ  ٗأْ اٌّؾً إٌٙذعٟ ٌّشوض ِمبهؼٙب ِزٛاص٠

 اٌّؤصشح ػٍٟ اٌغغُ فٟ ارغبٖ ٘زا اٌّؾٛس فئْ ٘زٖ اٌمٛٞ رغّٝ ثبٌمٛٞ اٌّؾٛس٠خ .  

 

 جٌطّذد ) جلأىّحػ ( فٟ جلأعطٛجٔحش: ِؼحًِ ٠ٕؽ : -1
 

 ( ِؾٛس٠ٗ . p) أٚ ميو ١Tٓ اٌزّذد )الأىّبػ ( فٟ أعطٛأخ ِٕزظّخ ٔز١غخ ٌمٛٞ ؽذ ؼز٠

   (Hook's Law)  نِٓ لبْٔٛ ٘ٛ
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0

0

l

ll
T                                                                                                                   (2.1)    

 أٚ













 


0

0

l

ll
p                                                                                                                   (2.2) 

 ٟ٘ ِؼبًِ اٌّشٚٔخ ٌّبدح الأعطٛأخ .  ؽ١ش

0
l . اسرفبع الأعطٛأخ لجً رأص١ش اٌمٛح اٌّؾٛس٠خ ٛ٘ 

l . اسرفبع الأعطٛأخ ثؼذ رأص١ش اٌمٛح اٌّؾٛس٠خ ٛ٘ 

 إلا أٔخ فٟ اٌؼبدح  رغشٞ فٟ اٌؼلالبد اٌغبثمخ ثؼل اٌزؼ٠ٛنبد اٌزب١ٌخ . 

 
0

0

l

ll 
                                                                                                                        (2.3)  

  فٟ ؽبٌخ ٚعٛد ؽذ  

A

T
                                                                                                                              (2.4)  

 أِب فٟ ؽبٌخ ٚعٛد ميو فئٕٔب ٔأنز  

0

0

l

ll 
                                                                                                                      (2.5)  

 

A

T
                                                                                                                              (2.6)   

 ٚرىْٛ   

EA                                                                                                                            (2.7)  

 

 (  ٌّبدح الأعطٛأخ  . Young's Modulusِمذاس صبثذ ٠ؼشف ثّؼبًِ ٠ٕظ ٌٍّشٚٔخ )Eؽ١ش 

A ِغبؽخ ِمطغ الاعطٛأخ اٌؼّٛدٞ ػٍٝ ِؾٛس٘ب 

   )الإعٙبد ٌٛؽذح اٌّغبؽبد )الإعٙبد ٛ٘ 

الأفؼبي(   ٘ٛ الأفؼبي ٌٛؽذح الأهٛاي( 

   :اٌقٛسح ا٢ر١خ (2.2),(2.1)ٚثزٌه ٔأنز اٌؼلالخ 

 E                                                                                                                            (2.8)  

 جو ثزٛافش اٌؾشٚه ا٢ر١خ  ررش (2.8)٠ٚلاؽع أْ فؾخ اٌؼلالخ 

 ٟ٘ لٜٛ ِؾٛس٠خ   (P or T)اٌمٛٞ اٌخبسع١خ اٌّؤصشح  -أ

أٞ أٔخ إرا أص٠ٍذ اٌمٜٛ اٌخبسع١خ فئْ الاعطٛأخ رؼٛد إٌٝ ؽىٍٙب الأفٍٟ  –الاعطٛأخ ِقٕٛػخ ِٓ ِبدح ِشٔخ -ة

 )لجً رأص١ش ٘زٖ اٌمٜٛ ( 

 مئ١ً ثؾ١ش ٠ّىٓ إ٘بٌخ .  Aخ ِمطغ الاعطٛأخ اٌزي١ش فٟ ِغبؽ-ط
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  جلإؾٙحد ٚجلأفؼحي ضكص ضأغ١ش جٌٛصْ :-2
 

ِٚضجذ فٟ ٚمغ سأعٟ ِٓ ٔٙب٠زٗ اٌؼ١ٍب ٚرؤصش ػ١ٍخ   ٚٚصْ ٚؽذح اٌؾغَٛ Aٔأنز لن١جب ِغبؽخ ِمطؼخ 

 ػٕذ ٔٙب٠زٗ اٌغفٍٟ .   Tلٛح ؽذ 

 
ِنبفب إ١ٌخ الإعٙبد إٌبؽئ ػٓ ٚصْ اٌغضس  Tِٓ اٌٛامؼ أْ الإعٙبد ػٕذ أٞ ِمطغ ٠غبٜٚ الإعٙبد إٌبؽئ ػٓ 

 اٌٛالغ أعفً ٘زا اٌّمطغ . ٚثبٌزبٌٟ فئْ ألقٟ إعٙبد ٠ىْٛ ػٕذ إٌٙب٠خ اٌؼ١ٍب ٠ٚغبٜٚ   

A

AlT 





max
   

l
A

T
 

max
                                                                                                                  (2.9)  

)(ؽ١ش اٌؾذ اٌضبٟٔ فٟ اٌطشف الأ٠ّٓ ٠ّضً الإعٙبد إٌبؽئ ػٓ اٌٛصْ لإ٠غبد الإعٙبد  xٕذ ِمطغ ػٍٟ ثؼذ ػx ِٓ

 اٌطشف اٌغفٍٟ وّب ثبٌؾىً . 

 . أٞ أْ   pٚلٛح ؽذ اٌغغُ اٌؼٍٛٞ ٌٗ ٌٚزىٓ  Tٔلاؽع أْ اٌغضس اٌغفٍٟ ِزضْ رؾذ رأص١ش ٚصٔخ ٚاٌمٛح 

 

AxTp                                                                                                                    (2.10)  

 ٌٚىٓ   

)( xAp     

 ٌزا فئْ   

x
A

T

A

p
x  )(                                                                                                        (2.11)   

 ٌٚىٓ  
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)(
max

l     

 ٌزا فئْ  

ll

T
A

 


)(
                                                                                                                (2.12)  

 .  عزؤٚي إٌٟ Aفئْ l)(إٌٟ اٌم١ّخ lِٓ ٘زٖ اٌؼلالخ ٔغذ أٔخ ػٕذِب رؤٚي 

٠قً إٌٝ lٚ٘زا ٠ؼٕٟ أٔخ لا ٠ّىٓ رق١ُّ لن١ت أٚ ٚفٍخ ِٕزظّخ اٌّمطغ هٌٛٙب 


 )(l
 َٚ٘زا ٠فغش اعزخذا

 غ فٟ ثؼل الأؽ١بْ .ٚفلاد  ِزي١شٖ اٌّمط

  

 ٌكغحخ جلأفؼحي فٟ  جٌمع١د ضكص ضأغ١ش ٚصٔس . 
 

فأٔخ ٠ّىٕٕب اػزجبس أْ الإعٙبد  ,. ٚؽ١ش أْ هٛي اٌؼٕقش في١ش dxػٕقشا عّىخ mnٔأنز ػٕذ اٌّمطغ 

 ئْ اٌض٠بدح فٟ  هٛي اٌؼٕقش ٠غبٚٞ  ف (2.8)ٚثبعزخذاَ اٌؼلالخ (2.11) ٠ٚزؾذد ِٓ اٌؼلالخ  ف١ٗ صبثذ

dx
E

x
x

)(
     

 

dx
E

x

EA

T
)(


   

 ؽ١ش  lاٌض٠بدح اٌى١ٍخ فٟ اٌمن١ت ٟ٘ 

 

l

dx
E

x

EA

T
l

0

)(


 

 
E

l

EA

Tl
l

2

2


                                                                                                              (2.13) 

 ِٓ اٌٛامؼ أْ اٌؾذ اٌضبٟٔ ِٓ اٌطشف الأ٠ّٓ ٠ؼجش ػٓ اٌض٠بدح فٟ اٌطٛي إٌبؽئخ ِٓ ٚصْ اٌمن١ت . 

 ِٓ  فئْاٌغفٍٟ ثمٛح رغبٚٞ ٔقف ٚصْ اٌمن١ت . فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ  ٗثفشك أْ اٌمن١ت ًِّٙ اٌٛصْ ِٚؾذٚد ِٓ هشف

 رىْٛ اٌض٠بدح فٟ هٛي اٌمن١ت ٟ٘  (2.3),(2.8) 

l
E

l


      

2

2

11

2

1
l

E
l

AE

Al



                                                                                                   (2.14) 

إٌبؽئخ ِٓ ٚصْ اٌمن١ت رغبٚٞ اٌض٠بدح فٟ هٛي اٌمن١ت  ٔغذ أْ اٌض٠بدح فٟ هٛي اٌمن١ت (2.13)ٚثبٌّمبسٔخ ِغ 

 إرا إٍّٔ٘ب ٚصْ اٌمن١ت ٚػٍمٕب ف١ٗ صملا ِغب٠ٚب ٌٕقف ٚصٔخ . 
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  Elastic Energyجٌطحلس جٌذج ١ٍس جٌّشٔس -3

 
 

ػٍٟ اٌطشف ا٢نش ثمٛٞ  ٚأصشٔبٌطشف١ٓ إرا صجزٕب أؽذ ا Aِٚغبؽخ ِمطؼخ  lٔأنز لن١جب ًِّٙ اٌٛصْ هٌٛٗ

 .   Fرقً إٌٟ اٌم١ّخ  ؽزٟرجذأ ِٓ اٌقفش ٚرزضا٠ذ رذس٠غ١ب 

)(فئْ اٌمٖٛ وبٔذ  xٌٕٚفشك إٔٗ ػٕذِب اعزطبي اٌمن١ت ثّمذاس  xf ً٘زٖ اٌمٛح فٟ إصاؽخ  اٌّجزٚي ثٛاعطخ اٌؾي

dx   ٞٚ٠غب 

dxxfd )(                                                                                                                 (2.15)  

 ٔؼٍُ أْ  (2.3),(2.8)ٌٚىٓ ِٓ

l

x
E

A

xf


)(
                                                                                                                  (2.16)  

dx
l

EAx
d      

)(ثفشك أْ ػٕذِب ٔقً  xf إٌٟ اٌم١ّخF ٟ٘ فئْ اٌض٠بدح اٌى١ٍخ فٟ اٌمن١تl  ٔغذ أْ اٌؾىً اٌىٍٟ اٌّجزٚي إصٕبس

 ٘زٖ اٌض٠بدح ٠غبٚٞ 







ll

xdx
l

EA
dw

00

    

2
)(

2
l

l

EA
w                                                                                                          (2.17)  

 

 ٔؼٍُ أْ  (2.3),(2.8)ٌٚىٓ ِٓ  

l

l
EAF


   

 ٌزا فئْ  

lFw  .
2

1
                                                                                                                (2.18) 

 ٠ّىٓ وزبثزٙب فٟ اٌقٛسح .  (2.18)ٌّشٔخ اٌؼلالخ ٘زا اٌؾىً ٠زؾٛي إٌٟ هبلخ دان١ٍخ رؼشف ثبٌطبلخ اٌذان١ٍخ ا
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lAw  .
2

1
  

vw 
2

1
                                                                                                                      (2.19)  

Alvؽ١ش  لاثزذائٟ ٌٍمن١ت . ِٓ ٕ٘ب ٔغذ أْ اٌطبلخ اٌذان١ٍخ اٌّشٔخ ٌٛؽذٖ اٌؾغَٛ رغبٚٞ  ٘ٛ اٌؾغُ ا 


2

1


v

w
                                                                                                                      (2.20)  

 

 س جٌمعرحْ جٌّشٔس:جٔىّحػ جٌّمحغغ ٔط١ؿس لاعططحٌ-4
   

فٟ اٌمن١ت ٔز١غخ ٌزأص١ش لٛٞ اٌؾذ ػ١ٍخ , ٚرٌه ثفشك إْ ِغبؽخ ِمطغ  خدسعٕب ف١ّب عجك الاعزطبٌخ إٌبؽئ

ٙب أىّبػ فٟ ِمبهؼخ جاٌمن١ت رظً صبثزخ إصٕبس رٌه . ٌٚىٓ صجذ ِٓ اٌزغشثخ إْ الاعزطبٌخ فٟ إ٠ٗ  لن١ت ٠قؾ

 ؼبد اٌؼشم١خ ٚاٌض٠بدح إٌغج١خ فٟ اٌطٛي صبثزخ ٌٍّبدح اٌٛاؽذح . اٌؼشم١خ ٚإْ  إٌغجخ ث١ٓ الأىّبػ فٟ الإث

 .   ٠ٚغّٝ ٘زا اٌضبثذ ثّؼبًِ ثٛاعْٛ ٠ٚشِض ٌٗ ثبٌشِض 

ٚثبٌذساعخ إٌظش٠خ ٌٍزى٠ٛٓ اٌىش٠غزبٌٝ ٌٍّبدح رّىٓ ثٛاعْٛ ِٓ ؽغبة ٘زا اٌؼبًِ ٚٚعذ أٔخ  ٠غبٚٞ 
4

1
صجذ ِٓ  . ٚلذ

)0(اٌزغشثخ أٔٗ ثبعزضٕبس ثؼل اٌّٛاد ِضً اٌف١ٍٓ   ٓ5.0(ٚاٌىبٚرؾٛن ٚاٌجشاف١(  ِٓ ّٟفئٔٗ ٌٍيبٌج١خ اٌؼظ

 ( .  3.0لش٠جخ ِٓ ل١ّخ ثٛاعْٛ )ِضلا ٌٍقٍت اٌّٛاد رىْٛ 

عْٛ ٌٍّبدح اٌّقٕٛع ِٕٙب اٌمن١ت فئٔٗ ٠ّىٓ ؽغبة اٌزي١ش إٌغجٟ فٟ ؽغّٗ ٔز١غخ ٌزأص١ش لٛٞ اٌؾذ اإرا ػٍُ ِؼبًِ ثٛ

 أٞ إٌغجخ ث١ٓ هٌٛٗ ثؼذ رأص١ش اٌؾذ ٚهٌٛٗ الأفٍٟ  ػ١ٍخ . ٌزا ٔفشك إْ الإٔفؼبي اٌطٌٟٛ ٌٍمن١ت ٘ٛ 

1:1      

 ّؼ ثٕغجخ  ٚأْ إثؼبدٖ اٌؼشم١خ رٕى

1:1    

 أٞ إٌغجخ ث١ٓ ِغبؽخ اٌّمطغ ثؼذ رأص١ش اٌؾذ ِٚغبؽخ الأف١ٍخ ٟ٘  

1:)1(
2

    

 ِٓ ٕ٘ب ٔغذ أْ إٌغجخ ث١ٓ اٌؾغُ ثؼذ رأص١ش اٌؾذ ٚاٌؾغُ الأفٍٟ ٟ٘  

1:)1()1(
2

       

 ١ش ٠ّىٓ إّ٘بي ِشثؼبرٙب فئْ إٌغجخ ث١ٓ ؽغُ اٌمن١ت ثؼذ اٌزؾى١ً ٚؽغّٗ لجً اٌزؾى١ً ٟ٘  في١شح ؽ٠ٚفشك إْ 

1:21      

)21(أٞ أْ اٌزي١ش إٌغجٟ فٟ ؽغُ اٌمن١ت ٘ٛ   ٌٚمذ صجذ ِٓ اٌزغبسة اٌؼ١ٍّخ أْ ؽغَٛ اٌمنجبْ رضداد .

 .  5.0ب ٠ٕزظ أْ ٔز١غخ ٌزأص١ش لٛٞ اٌؾذ ػ١ٍٙب ِٚٓ ٕ٘
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 أِػٍس ِكٌٍٛس  
 

 :1ِػحي 

ئرج وحٔرص جٌض٠رحدز جٌٕغرر١س فرٟ غٌٛٙررح cm1أقغرد لرٛٞ جٌترذ جٌّرإغشز ػٍرٟ جعرطٛجٔس ِرٓ جٌصرٍد لطش٘رح  
3

107.0


ِٞٚٚؼحًِ ٠ٕؽ ٌٍصٍد ٠غح         

 

 

        

 جٌكً
  

 , ٔغذ أْ الإعٙبد ٠غبٚٞ  ِٓ لبْٔٛ ٘ٛن 

 E   
36

107.0101.2


     
23

/.1047.1 cmkg      

 ٚثبٌزبٌٟ , فئْ لٛٞ اٌؾذ رغبٚٞ  

5.05.014.31047.1
3

T    

.95.1153 kg    

 

 

 :2ِػحي 
ٚضإغش ػٍٟ لحػذضٗ جلأ شٜ لٛز  أقغد ِغحقس ِمطغ لع١د ِٓ جٌصٍد ِؼٍك سأع١ح ِٓ جقذٞ لحػذض١ٗ 

tonpشذ ِكٛس٠س  30   ئرج وحْ غٛي جٌمع١د ,cm200  ٛ٘ 2ٚجلإؾٙحد جٌّغّٛـ ذس
/700 cmkg ْٚٚص

8.7.جٌغٕط١ّطش جٌّىؼد ِٓ جٌصٍد ٠غحٚٞ  gr   ٞٚ26ِٚؼحًِ ٠ٕؽ ٌٍصٍد ٠غح
/101.2 cmkg أقغد .

 ز جٌى١ٍس فٟ غٛي جٌمع١د .دجٌض٠ح

   

 جٌكً  
 ٚصْ ٚؽذح اٌؾغَٛ ِٕخ .   ,ِغبؽخ ِمطؼخ  A,هٛي اٌمن١ت  lٔفشك أْ 

  خاٌمبػذح اٌغف١ٍ ِٓ xػٍٟ ثؼذ  mnثأنز ِمطغ ػّٛدٞ 

)(ٚثفشك إْ الإعٙبد ػٕذ ٘زا اٌّمطغ ٘ٛ  x  فئٔٗ ِٓ ارضاْ عضس اٌمن١ت اٌٛالغ أعفً اٌّمطغmn  ْٔغذ أ 

x
A

p
xAxpxA   )(,)(                                                                                        (1)  

, ٠ٚأنز ل١ّزٗ اٌمقٜٛ x( ٠زنؼ أْ الإعٙبد ٠زضا٠ذ 1ِٓ)
max

   ػٕذ اٌمبػذح اٌؼ١ٍبlx   ْٛٚثبٌزبٌٟ ٠ى 

26
/1012 cmkgE 
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200108.7700

1030
3

3

max









l

p
A


  

.29.42
2

cm                                                                                             (2) 

. إرا وبٔذ اٌض٠بدح إٌغج١خ فٟ هٛي mnأػٍٟ اٌّمطغ dxٌؾغبة اٌض٠بدح فٟ هٛي اٌمن١ت ,ٔأنز ػٕقشا في١شا 

)(( ٟ٘ اٌقي١ش)     اٌؼٕقش xح فٟ هٛي اٌؼٕقش رغبٚٞ , فئْ اٌض٠بدdxx )(ٌرىْٛ اٌض٠بدح اٌى١ٍخ  ٟ, ٚثبٌزب

l  ٟ٘ فٟ هٛي اٌمن١ت 

 

 

 

 

l l

dx
E

x
dxxl

0 0

)(
)(


                                                                                                   (3)  

 ٔغذ أْ   (3)فٟ ِؼبدٌخ (1)ػٓ ِؼبدٌخثبٌزؼ٠ٛل 

 

l
l

A

p

E

l
dxx

A

p

E
l

0

)
2

()(
1 

                                                                                      (4)  

)
2

1
(

max
l

E

l
l       
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)200108.7
2

1
700(

101.2

200 3

6





    

.10659.6
2

cml


    

  :3ِػحي 

, ٚرٌه ذاّ٘حي ٚصٔس . ئرج ػٍك pلع١د ِؼذٟٔ , جٌٕحشثس ِٓ لٛز شذ ِكٛس٠س جقغد جٌض٠حدز فٟ قؿُ 

 فحقغد جٌض٠حدز فٟ قؿّٗ , جٌٕحشثس ِٓ ٚصٔٗ . لحسْ ذ١ٓ جٌٕط١ؿط١ٓ .   0pٔفظ جٌمع١د سأع١ح , ٚوحٔص 

    

 جٌكً

 فٟ اٌغُ رغبٚٞ    حٔؼٍُ أْ اٌض٠بد

vv )21(                                                                                                                   (1)  

فٟ اٌؾبٌخ الأٌٟٚ ) إّ٘بي اٌٛصْ (  ٠ىْٛ الأفؼبي اٌطٌٟٛ ٔٛعذ
1

    ٌٍمن١ت ِغب٠ٚب 

 
EA

P


1
                                                                                                                             (2)  

 ٌزا فئْ  

)21(
1


EA

PV
v                                                                                                             (3)  

( ٚلإ٠غبد الأفؼبي اٌطٌٟٛ  Pأِب فٟ اٌؾبٌخ اٌضب١ٔخ )إّ٘بي لٛٞ اٌؾذ 
2

  ٔأنز ػٕقشا في١شاdx ػٍٟ ثؼذx  ِٓ

 اٌطشف اٌغفٍٟ .   
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 رضاْ اٌغضس أعفً اٌؼٕقش ٔغذ أْ ِٓ دساعخ ا

 

  

AXxA  )(    

)()( xExx                                                                                                            (4)  

 ٟ٘   dxٌزا فئْ اعزطبٌخ اٌؼٕقش 

dxx
E

dxx )()(


     

 رغبٚٞ   lٚالاعزطبٌخ اٌى١ٍخ 



l

dxx
E

l

0

)(


   

E

l

2

2


                                                                                                                             (5)  

   ٚثبٌزبٌٟ ٠ىْٛ

l

l


2
    

EA

V

E

l

22


                                                                                                                  (6)  

 ٔؾقً ػٍٟ    (1)فٟ  (6)ٚثبٌزؼ٠ٛل ِٓ

)21(
2

2

2


EA

v
v


                                                                                                          (7)  

 ٔغذ أْ   (3),(7)ِٓ 

v

P

v

v



2

2

1 



                                                                                                                          (8)  

اػزجشٔب إْ الأفؼبي اٌطٌٟٛ ٚالأفؼبي اٌؼشمٟ ٠ؾذصبْ وً ِغزمً ػٓ ا٢نش , ِّب أدٞ إٌٟ  –ٌٍغٌٙٛخ  –ؽع إٕٔب ٠لا

 إٔٗ ػٕذ ؽغبة الأفؼبي اٌطٌٟٛ إٍّٔ٘ب اٌزي١ش فٟ ِغبؽخ اٌّمطغ  . 
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 ضّحس٠ٓ ػٍٟ جٌرحخ جٌػحٟٔ

 
CBAB( ج١ٌٙىً جٌّر١ٓ ذحٌتىً ٠طىْٛ ِٓ لع١ر١ٓ ِٓ جٌصٍد ٍِّٟٙ جٌٛصْ 1) ٌٙح ٔفظ ِغحقس جٌّمطغ ٚغٛي ,

 B, فحقغد ِغحقس جٌّمطغ جٌلاصِس ٌكفع جٌطٛجصْ ػٕذ جٌٕمطس Bفٟ جٌّفصٍس ػٕذ  p. فارج ػٍك غمً  lوً ِٕٙح 

 . ئرج وحٔص  

 

 

.5.4,30

/102

2

/500

0

26

2

max

ml

cmkgE

tonP

cmkg
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 (جٌؼّٛد جٌّٛظف ذحٌتىً ٠طىْٛ ِٓ ؾضت١ٓ ٌّٙح ٔفظ جلاسضفحع ِٚصٕٛػ١ٓ ِٓ ٔفظ جٌّحدز  . 2) 

ٚأورش ئؾٙحد  , ٚوحْ ٚصْ ٚقذز جٌكؿَٛ ٌّحدز جٌؼّٛد ٘ٛ Pفارج أغشٔح ػٍٟ جٌمحػذز جٌؼ١ٍح ٌٍؼّٛد ذمٛز ظغػ 

غػ ٠طكٍّٗ ٘ٛ ظ
max

    فأقغد قؿُ جٌؼّٛد وٍٗ ق١ع 

./2,28

,240

,/10

3

2

max

mtoncml

tonp

cmkg











   

 لحسْ ذ١ٓ قؿُ ٘زج جٌرٕحء ٚقؿُ ػّٛد ٚجقذ ٠كمك ٔفظ جٌتشٚغ .

 
 

أٚؾذ شىً جٌؼّٛد ذك١ع ٠ىْٛ جلإؾٙحد ف١ٗ غحذطح ٠ٚغحٚٞ   (4)
max

ّش٠ٓ جٌط ٟٚذحعطخذجَ جٌم١ُ جٌّؼطحز ف

جٌكصٛي ػ١ٍُٙ جٌٍطٝ ضُ جٌغحذك أٚؾذ قؿُ جٌؼّٛد غُ لحسْ ذ١ٓ قؿّٗ ٚقؿُ جٌرٕحء ٚقؿُ جٌؼّٛد جٌغحذك 

 فٟ جٌطّش٠ٓ جٌغحذك .   
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ػٍٟ لع١د ِٓ جٌصٍد )ِؼحًِ ٠ٕؽ ٌٍصٍد ٠غحٚٞ p( أغشش لٛز شذ 4)
6

101.2  ذك١ع ضغ١ش لطش ِمطؼس )

 .  cm998.9ئٌٟ  cm1جٌذجتشٞ ِٓ 

 .   3.0ئرج وحْ ِؼحًِ ذٛجعْٛ ٌٍصٍد ٘ٛ Pجقغد 

ططحٌس فٟ ( ِخشٚغ دجتشٞ لحتُ ِصّص ِػرص ِٓ لحػذضٗ ذك١ع وحْ ِكٛسٖ سأع١ح ٚسأعٗ ئٌٟ أعفً . جقغد جلاع5)

 ضكص ضأغ١ش ٚصٔس  .   غجسضفحع جٌّخشٚ

 

 

------------------------------------------------------------ 

------------------------------------------------ 

-----------------------------------
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 جٌرحخ جٌػحٌع

 

 جضضجْ جٌمعرحْ جٌشف١ؼس ضكص ضأغ١ش لٛٞ غ١ش ِكٛس٠س

   

 جٌمٛٞ جٌمحصس ٚػضَ جلأكٕحءأٚلا:
   
دسعٕب ف١ّب عجك ارضاْ اٌمنجبْ اٌشف١ؼخ رؾذ رأص١ش لٛٞ ِؾٛس٠خ , أٞ أْ اٌمٛٞ رؤصش فٟ ارغبٖ ِؾٛس   

 اٌمن١ت ٚػشفٕب إٔٗ ٠ىْٛ فٟ اٌمنجبْ لٛٞ أٚ إعٙبداد دان١ٍخ .

لٛٞ غ١ش ِؾٛس٠ٗ . فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ ٚعٛف ٔذسط فٟ ٘زا اٌجبة دساعخ ارضاْ اٌمنجبْ  اٌشف١ؼخ ػٕذِب رؤصش ػ١ٍٙب  

  .َ أؾٕبسٚٚػض ٛٞ لبفخ ػّٛد٠خ ػٍٟ ِؾبٚس اٌمنجبْ لٚرظٙش ػٕذ اٌّمبهغ  رٕؾأ إعٙبداد دان١ٍخ فٟ اٌمنجبْ

َ الأؾٕبس . ٚفٟ ثؼل اٌّغبلاد ِضً اٌّجبٟٔ ٚالإٔؾبساد إٌٙذع١خ ٠ىْٛ ِٓ اٌُّٙ ؽغبة ٘زٖ اٌمٛٞ اٌمبفخ ٚػض

٘زا اٌّٛمٛع ِٓ اٌّٛمٛػبد اٌزٟ رُٙ إٌّٙذع١ٓ ٠ٚذسعٗ هلاة و١ٍخ إٌٙذعخ ٚرٌه  ٠ٚغت الإؽبسح ٕ٘ب   إٌٟ أْ

لأ١ّ٘خ دساعخ اٌزأص١شاد إٌبرغخ ِٓ لٛٞ اٌزؾ١ًّ اٌّخزٍفخ ٚػلالزٙب ثبلإعٙبداد اٌذان١ٍخ ِٓ ؽذ أٚ ميو ٚلٛٞ لبفخ 

 .  اٌّخزٍفخٚوزٌه ػضَٚ الأؾٕبس ٚرٌه فٟ الإٔؾبساد إٌٙذع١خ 

ؼزجش ارضاْ لن١ت أفمٟ نف١ف ٔٚػضَٚ أؾٕبس  لبفخ ٘زٖ اٌمٛٞ اٌذان١ٍخ ِٓ ؽذ أٚ ميو ٚلٌٛٞٚىٟ ٍّٔظ ٚعٛد 
AB   ِضجذ أؽذ هشف١خA  فٟ ؽبئو سأعٟ ٠ٚؤصش فٟ اٌطشف اٌؾشB  ٌٍمن١ت لٛح ِمذاس٘بF  ٖقٕغ ٠فٟ ارغب

 ِغ الأفمٟ )وّب ثبٌؾىً (   صا٠ٚخ

 
 

لٛربْ  Cِٓ اٌمن١ت فئٔٗ ٠غت أْ رظٙش ػٕذ اٌّمطغ  CB.  ٌىٟ ٠زضْ اٌغضس  Cؼزجش ِمطغ ٌٍمن١ت ػٕذ ٔ

 فٟ ارغبٖ ِؾٛس اٌمن١ت  Fبٖ ِؾٛس اٌمن١ت ٚرغبٚٞ ِشوجخ اٌمٖٛ فٟ ارغ Tإؽذاّ٘ب 
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 أٞ أْ  

cosFT                                                                                                                   (3.1.1)  

 فٟ ارغبٖ اٌؼّٛدٞ ػٍٟ ِؾٛس اٌمن١ت أٞ أْ Fِشوجخ اٌمٛح  ٚرغبٜٚ فٟ ارغبٖ اٌؼّٛدٞ ػٍٟ اٌمن١ت Nٚاٌضب١ٔخ 

  

sinFN                                                                                                                   (3.1.2) 

  

وّب ٘ٛ ِج١ٓ ثبٌؾىً أٞ فٟ ارغبٖ دٚساْ ػمبسة اٌغبػخ ٠ٚغبٚٞ  Mالاصدٚاط Cٚوزٌه ٠ظٙش ػٕذ اٌّمطغ 

,sinالاصدٚاط اٌّىْٛ ِٓ اٌمٛر١ٓ اٌّزغب٠ٚز١ٓ  FN   ْفٟ اٌّمذاس ٚػىغٗ فٟ الارغبٖ أٞ أ 

sin.FCBM                                                                                                             (3.1.3) 

  

فٟ ارغبٖ ِؾٛس  Tثبٌمٛر١ٓ ٠CBؤصش ػٍٟ اٌغضس الأ٠ّٓ ACأْ اٌغضس الأ٠غش ِٓ اٌمن١ت  خلاؽظ٠ِٚغت 

ثٕفظ ٠ACؤصش ػٍٟ اٌغضس الأ٠غش  CBٚوزٌه فئْ اٌغضس الأMّٓ٠ٚػضَ الأؾٕبس Nاٌمن١ت ٚاٌمٛٞ اٌمبفخ 

    اٌّنبدح اٌمٛر١ٓ اٌغبثمز١ٓ ٚػضَ الأؾٕبس ٌٚىٓ فٟ الارغب٘بد

٠ٛاصٞ ٠ٚغبٚٞ فٟ اٌّمذاس ٠Rؤصش سد اٌفؼً Aفئٔٗ ػٕذ ِٛمغ اٌزضج١ذ   ABٔلاؽع أٗ ثبػزجبس ارضاْ اٌمن١ت وٍٗ 

 بٌف .  ٌٚىٓ فٟ ارغبٖ ِخBػٕذ اٌطشف Fاٌمٖٛ 

FRأٞ أْ    وزٌه ٠ؤصش ػٕذ اٌطشف اٌّضجذA اصدٚاطS ٓ٠غبٚٞ فٟ اٌّمذاس الاصدٚاط اٌّىْٛ ِٓ اٌمٛر١

FR  ٚػىغٗ فٟ الارغبٖ أٞ أْ  ,

  

sin.FABS     

 

ل الأِضٍخ ٌزٛم١ؼ و١ف١خ رؼ١١ٓ اٌمٛٞ اٌمبفخ ٚػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ِمبهغ اٌمن١ت اٌّخزٍفخ ٚف١ّب ٠ٍٟ ٔؼطٟ ثؼ

 ٚعٛف ٔمَٛ ثشعُ إٌّؾ١ٕبد اٌزٟ رّضً اٌمٛٞ اٌمبفخ , ػضَٚ الأؾٕبس 
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 أِػٍس ِكٌٍٛس

   :1ِػحي

ِػرص ِٓ أقذ جٌطشف١ٓ فٟ lػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ أٞ ِمطغ ٌمع١د  ف١ف أفمٟ غٌٛٗ ٚأٚؾذ جٌمٛٞ جٌمحصس 

 ػٕذ جٌطشف جٌكش ٌٍمع١د.ئرج ٚظغ غمً  قحتػ سأعٟ 

   

 جٌكً

 
xACؽ١ش   Cٚٔأنز ِمطغ ٌٍمن١ت ػٕذ    Aٚإٔٗ ِضجذ ػٕذ اٌطشف   ABٔفشك أْ اٌمن١ت ٘ٛ   .   

 .Cػٕذ اٌّمطغ  Mٚػضَٚ الأؾٕبس    Nلإ٠غبد اٌمٖٛ اٌمبفخ 

      . CBأٚ  ACٔذسط ارضاْ أؽذ اٌغضئ١١ٓ  

 

   

 
 ٚرٌه ٌٛعٛد سد ACعًٙ ِٓ دساعخ ارضاْ اٌغضس الأ٠غش أ CBضس الأ٠ّٓ ِٓ اٌمن١ت ٔلاؽع أْ دساعخ ارضاْ اٌغ

 .  Sٚاصدٚاط  Rفؼً 

 Nلٛح لبفخ   Cْ ٘زا اٌغضس ٠غت أْ ٠ىْٛ ػٕذ ٔلاؽع إٔٗ ٌىٟ ٠زض CBثبػزجبس ارضاْ اٌغضس الأ٠ّٓ ِٓ اٌمن١ت 

 وّب ثبٌؾىً ؽ١ش    Mىٓ ١ساع١ب لأػٍٟ ٚاصدٚاط ِٛعت ) أٞ فٟ ارغبٖ ِنبد ٌذٚساْ ػمبسة اٌغبػخ ( ٌٚ
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N                                                                                                                                 (1)  

)( xlM                                                                                                                        (2)  

 

٘ٛ اٌّؾٛس  ABرٛمؼ ٌٕب أْ اٌمٛح اٌمبفخ صبثزخ ػٕذ ع١ّغ ِمبهغ اٌمن١ت ٚثبػزجبس ِؾٛس اٌمن١ت   (1)خ اٌّؼبدٌ

 وّب ثبٌؾىً .  بفخ رغبٜٚ ِغ٠xىْٛ نطب ِغزم١ّب أفم١ب ٠جؼذ ػٓ اٌّؾٛس  Nفئْ ِٕؾٕٟ اٌمٛح اٌمبفخ  xالأفمٟ 

 
. أٞ ٠زي١ش ٠xؼزّذ ػٍٟ   ٚٚامؼ أْ ػضَٚ الأؾٕبس Cػٕذ اٌّمطغ   Mرؼط١ٕب ػضَٚ الأؾٕبس  (2)أِب اٌّؼبدٌخ 

 ِٓ ِمطغ ٢نش .  

ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ اٌّمبهغ اٌّخزٍفخ ٌٍمن١ت ٔغذ أٔٗ ٠ّضً نطب ِغزم١ّب ٠ّش ثبٌٕمطز١ٓ  ٚثشعُ إٌّؾٕٟ اٌزٞ ٠ّضً

),(),,( lool    

٠ٕؼذَ ػضَٚ ث١ّٕب  l( ٠ٚغبٚٞ A)أٞ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ 0xٔلاؽع أْ ػضَٚ الأؾٕبس أوجش ِب ٠ّىٓ ػٕذِب 

lxالأؾٕبس ػٕذ  أٞ ػٕذ اٌطشف اٌؾش(B. ) 

   

 .   Sٚالاصدٚاط Rفئٕٔب ٔؼ١ٓ سد اٌفؼً AB: ٔلاؽع أٗ ثذساعخ ارضاْ اٌمن١ت وٍٗ ٍِكٛظس

 

 أْ   ِٓ الارضاْ ٔغذ

lSR   ,     
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 ٚارغب١٘ٙب وّب ثبٌؾىً اٌّٛمؼ 

 

  :2ِػحي

ِٚكًّ ضك١ّلا  Aِػرص ِٓ غشفس  lغٌٛٗ   ABأٚؾذ جٌمٛٞ جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء ٌمع١د أفمٟ  

 ٌٛقذٖ جلأغٛجي . ِٕطظّح لذسز 

  

 جٌكً
 .    Aػٓ اٌطشف اٌّضجذ  ٠xجؼذ ِغبفخ  Cٔفشك ِمطغ ػٕذ 
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 .    Bcفئٕٔب ٔذسط ارضاْ cلإ٠غبد اٌمٛٞ اٌمبفخ ٚػضَٚ  الأؾٕبس ػٕذ اٌّمطغ 

)(٠غبٚٞ  CBٔلاؽع أْ اٌزؾ١ًّ اٌٛالغ ػٍٟ اٌغضس  xl   ٔمطخ ػٕذ ٠ٚؤصش ػٕذ ِٕزقفخDDBCB )(  

 ٚثبٌزبٌٟ فئٔٗ ِٓ ارضاْ ٘زا اٌغضس ٔغذ أْ

    

)( xlN                                                                                                                         (1)  

)(
2

1
)( xlxlM      

2
)(

2
xlM 


                                                                                                                   (2) 

  

رؼ١ٓ اٌمٛٞ اٌمبفخ ػٕذ أٞ ِمطغ ٌٍمن١ت ٚٔلاؽع أٔٙب رزي١ش ِٓ ِمطغ ٢نش ٠ّٚضٍٙب نو ِغزم١ُ ِبس  ( 1)دٌخ اٌّؼب

),,(),(ثبٌٕمطز١ٓ  lool  ًوّب ثبٌؾى.    

)0(ٔلاؽع أ٠نب أْ أوجش لٛح لبفخ رىْٛ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ ٌٍمن١ت  x ٞٚٚرغبl ٟٚأْ اٌمٛح اٌمبفخ رزلاؽ 

lxػٕذ اٌطشف اٌؾش ٌٍمن١ت    . 
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رؼ١ٓ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ِمبهغ اٌمن١ت اٌّخزٍفخ ٚٔغذ إٔٙب رزي١ش ِٓ ِمطغ ٢نش . ٚثزّض١ً ِٕؾٕٟ  (2)اٌّؼبدٌخ

),(ػضَٚ الأؾٕبس ٔغذ أٔخ لطغ ِىبفئ سأعٗ إٌمطخ  ol  ٛػ لأػٍٟ ٚهٛي ٚرشٖ اٌجؤسٞ اٌؼّٛدٞ ٠غبٚٞ ِفز


2
    . 

ٚأوجش ػضَٚ أؾٕبس ٠ىْٛ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ ٌٍمن١ت ٠ٚغبٚٞ 
2

2
l

٠ٚىْٛ ِغب٠ٚب اٌقفش ػٕذ اٌطشف اٌؾش  

)(ٌٍمن١ت  lx    . 
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  :3ِػحي

 ٚٚصْ ٚقذٖ جلأغٛجي ِٕس  lغٌٛٗ ABٛٞ جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء ٌمع١د غم١ً ِٕطظُ أٚؾذ جٌم 

 ٠ٓ فٟ ِغطٛٞ أفمٟ.   ذ٠ٚشضىض ذطشف١ٗ ػٍٝ ٚض

    

 جٌكً
 

 ABٍٗثبػزجبس ارضاْ اٌمن١ت و

    

lRR 
21

  

  

 ِٚٓ اٌزّبصً فٟ اٌؾىً   

 
 ٔغذ أْ   

 

lRR 
2

1
21
                                                                              

      

xAcؽ١ش    cٔؼزجش ِمطغ ٌٍمن١ت ػٕذ    ٚثبػزجبس ارضاْ اٌغضسAc  ْٛفئٔٗ فٟ الارغبٖ اٌشأعٟ ٠ى 

  
Nxl

NxR









2

1

1
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)
2

( xlN                                                                                                                     (1)   

 
 

 ٔؾقً ػٍٟ   ٠cأنز اٌؼضَٚ ؽٛي 

xR
x

xM
1

)
2

(       

)(
222

1 2

2

lxx
x

lxM 


                                                                                        (2)  

 ٟ٘ نو ِغزم١ُ وّب ثبٌؾىً    (1)اٌّؼبدٌخ 
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Axلٛح لبفخ ػٕذ هشف اٌمن١ت ٚٚامؼ إْ أوجش  )0(   ٞٚٚرغبl
2

1
رزٕبلـ اٌمٛح اٌمبفخ إٌٟ أْ  xزضا٠ذ ثٚ

2lxرٕؼذَ ػٕذ ِٕزقف اٌمن١ت ػٕذِب   صُ رؼىظ ارغب٘ٙب فٟ إٌقف الأ٠ّٓ ِٓ اٌمن١تAB .  

 رّضً ِؼبدٌخ لطغ ِىبفئ  (2)اٌّؼبدٌخ 

,0ٚٚامؼ أْ ػضَ الأؾٕبس ٠ٕؼذَ ػٕذ هشفٟ اٌمن١ت أٞ ػٕذِب   xlx ٠ٚ2أنز أوجش ل١ّخ ػٕذِبlx ٕذػ 

 ِٕزقف اٌمن١ت   
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   ضّش٠ٓ 
٠ADشضىض ػٕذ غشف١س  l( لع١د  ف١ف أفمٟ غٌٛٗ 1) ػٍٟ قح١ٍِٓ ٚظف غم١ٍٓ ِطغح١٠ٚٓ وً ِّٕٙح  ,

 ٓػٕذ جٌٕمطط١BC )21(ق١ع ,  aaCDAB أٚؾذ جٌمٛز جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ أٞ ِمطغ  .

   ٌٍمع١د.

 

 :4ِػحي
BAػٕذ غشف١س ِشضىض ABلع١د  ف١ف    10.غٌٛٗ , ft  ِكًّ ذطك١ًّ ِٕطظُ ق١ع ٚصْ ٚقذٖ جلأغٛجي

 . Aِٓ جٌطشف x. ػ١ٓ جٌمٛز جٌمحصس ٚوزٌه ػضَٚ جلأكٕحء ٚجٌطّػ١ً جٌٕٙذعٟ ٌٙح ػٍٟ ذؼذ  Ib120ضغحٚٞ 

  

 جٌكً
 اٌمن١ت ٠ىْٛ ِغب٠ٚب  ٟاٌؾًّ اٌىٍٟ اٌزٞ ٠ؤصش ػٍ

  

IbP 120010120    

   

 
 ِٚٓ اٌزّبصً فٟ اٌؾىً ٔغذ أْ 

IbRR 600
21
    

ِٓ  xِٓ اٌمن١ت ػٍٟ ثؼذ  ٔمطخ أفً ٚثبػزجبس ِمطغ Aفٟ ارغبٖ ِؾٛس اٌمن١ت ٠ٚأنز ٔمطخ  xرؼزجش اٌّؾٛس 

 ٚدساعخ ارضاْ ٔغذ أْ   Aإٌمطخ 

 ٠ىْٛ ِغب٠ٚبcاٌمٛح اٌمبفخ ػٕذ 

    

xRN 120
1
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xN 120600                                                                                                                   (1)  

رّضً ٕ٘ب اٌمٛح اٌمبفخ ػٕذ أٞ  Nغ١ش اٌؾًّ اٌّٛصع رٛص٠غ ِٕزظُ فئْ  تٚؽ١ش إٔٗ لا رٛعذ رؾ١ًّ آنش ػٍٟ اٌمن١

 ٔمطخ ػٍٟ اٌمن١ت   

 

 
 ْٛ ِغب٠ٚب  ٠ى cٚػضَ الأؾٕبس ػٕذ 

2
.120

1

x
xxRM      

2
60600 xx                                                                                                                (2)  

 

 ٕٟٞ ٚاٌؼّٛد١اٌغٚرٕؼذَ ػٕذ ِٕزقف اٌمن١ت ٚثأنز اٌمن١ت ٘ٛ اٌّؾٛس  xٟ٘ داٌخ نط١خ فٟ Nٔلاؽع أْ 

 ػ١ٍخ ٠ّضً اٌمٛح اٌمبفخ ػٕذ أٞ ٔمطخ ػٍٟ اٌمن١ت ٔغذ أْ اٌزّض١ً إٌٙذعٟ ٌٍمٛح اٌمبفخ وّب ٘ٛ ِٛمؼ ثبٌشعُ .

    
 ٠ىْٛ ِغب٠ٚب     Aػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ
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0
A

M     

 ٠ىْٛ ِغب٠ٚب   Bػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ 

0
B

M    

 

   ٠ىْٛ ِغب٠ٚب   cػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ 

25605600 
c

M  

..150015003000 ftIb    

 رّضً ِؼبدٌخ لطغ ِىبفئ      (2)ؽع أْ اٌّؼبدٌخ ٚٔلا

 

 :5ِػحي
BAِشضىض ػٕذ غشف١س  ABلع١د  ف١ف   ضإغش ػ١ٍس غلاغس أقّحي  حسؾ١س ٟ٘ ػٍٟ  ft11غٌٛٗ,

2500,1500,2000جٌطٛجٌٟ Ib  ػٕذ جٌٕمػ جٌطٟ ضرؼذft7,4,2 جٌطشف ِٓA  أٚؾذ جٌمٛٞ جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء

 ٚوزٌه جٌطّػ١ً جٌٕٙذعٟ ٌىً ِٕٙح .  

 

 جٌكً
 

 ٔغذ أْ   ABثذساعخ ارضاْ اٌمن١ت  

6000
21
 RR                                                                                                                   (1)  

 ٔؾقً ػٍٟ   Bٚثأنز اٌؼضَٚ ؽٛي 
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42500715009200011

1

1







R

R

   

.3500
1

IbR                                                                                                                        (2)  

 

 ٔغذ أْ    (1)فٟ  (2)ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ 

IbR 2500
2
    

  

 ٕٟ فٟ ارغبٖ اٌمن١ت .   غ١ٔؼزجش اٌّؾٛس اٌ

 ٌزؼ١ٓ اٌمٛح اٌمبفخ ٚػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ أٞ ٔمطخ رؼزجش ارضاْ اٌّمبهغ اٌزٟ رجذأ ِٓ اٌطشف الأ٠غش  

20ػٕذِب رىْٛ  :أٚلا  x    

 
IbRN 3500

11
    

ftIbxxRM .35001
11
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42ػٕذِب رىْٛ : غح١ٔح  x   

 

)2(20003500
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xxM
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74: ػٕذِب رىْٛ  غحٌػح  x   
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117ػٕذِب رىْٛ  : سجذؼح  x   
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x

xxM
 

 

 

  جٌطّػ١ً جٌٕٙذعٟ ٌٍمٛز جٌمحصس . 
   

ٟ٘ ٔمطٗ الأفً أػٍٟ اٌمن١ت ٠ّضىً اٌمى١ُ اٌّٛعجىخ ٌٍمىٖٛ اٌمبفىخ Aٔأنز ارغبٖ اٌمن١ت ٌّؾٛس ع١ٕٟ ٔمطٗ 

 م١ُ اٌغبٌجخ ٌٍمٛح اٌمبفخ  .  ٚأعفً اٌمن١ت ٠ّضً اٌ

3500ٚثبٌزبٌٟ ثبٌٕغجخ إٌٟ 
1
N  ػجبسح ػٓ ِغزم١ُ ٠ٛاصٞ اٌّؾٛسox  لأػٍىٟ .  3500ٚوىً ٔمطىخ ػ١ٍىخ ػٍىٟ ثؼىذ

ٚثبٌّضً 
2

N  ْ0ٚٔلاؽىع  أ
3
N ٛس أٞ اٌّؾىox  ٔفغىٗ ٘ىٛ اٌّّضىً ٌٍمىٛح اٌمبفىخ

3
N  ٟأِىب ثبٌٕغىجخ إٌى

4
N  ٟفٙى

عىٟ ٌٍمىٛح ٚثزاٌه رىْٛ لذ سعّٕب اٌزّض١ىً إٌٙذ ٠ٚ2500ٕخفل ِغبفخ ِمذاس٘ب  oxعبٌجخ ٚثزٌه ٔشعُ ِغزم١ُ ٠ٛاصٞ 

 اٌمبفخ وّب ٘ٛ ِج١ٓ ثبٌشعُ اٌزبٌٟ   
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 :   جٌطّػ١ً جٌٕٙذعٟ ٌؼضَٚ جلأكٕحء
ٌىٟ ٠ّىٓ رّض١ً وً ِٓ 

4321
,,, MMMM ٕ٘ذع١ب ٠غت ِؼشفخ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ٔمو رأص١ش

321
,, ppp ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ

1
p  ٟ٠ؼط 

ftIbMftIbM

ftIbM

xx

x

.10000)(,.10000)(

.700023500)(

7342
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BAؽ١ش أْ اٌمن١ت ِشرىض ػٓ  فئْ ػىضَٚ الأؾٕىبس ػٕىذ ٔمىو الاسرىىبص ٚامىؼ ِىٓ اٌّؼىبدلاد اٌزىٟ رؼطىٟ ػىضَٚ ,

 أٞ ٠ّىٓ رّضٍٙب ثخو ِغزم١ُ .   xالأؾٕبس أٔٙب فمو داٌخ نط١خ فٟ 
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 :6ِػحي

hlhغٌٛرٗ ٠ٚABكًّ غمرً ِطكرشن  ١ِٗشضىض ػٕذ ٔٙح٠ط l2غٌٛٗ  abلع١د  ف١ف أفمٟ    2)(   ْٚٚص

. أٚؾذ أورش ػضَ جٔكٕحء ػٕذ ٔمطس ِح ػٍٟ جٌمع١د ٚأغرص أٔٗ فٟ ٘زٖ جٌكحٌرس ضمغرُ ٘رزٖ جٌٕمطرس  ٚقذز جٌطٛي ِٕٗ

  abذٕفظ جٌٕغرس جٌطٟ ضمغُ ذٙح جٌّغطم١ُ ABجٌّغطم١ُ 

  

 جٌكً

 
caA)وّب ثبٌؾىً( ثؾ١ش ٠ىْٛ  abثأنز ٚمؼب ٌٍمن١ت    ٔٛعذ ل١ّخc   ثؾ١ش ٠ىْٛ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذd جش أو

 وٍٗ ٔغذ أْ   abِب ٠ّىٓ ٌزٌه ثبػزجبس ارضاْ اٌمن١ت 

 
hRR 2

21
    

 ٔغذ أْ    bٚثأنز اٌؼضَٚ ؽٛي إٌمطخ 

     

)2(22
1

hclllR      
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1
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l

h
R 


                                              (2)  
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xapؽ١ش pٚثأنز ِمطغ ٌٍمن١ت ػٕذ   ْٚثؾشه أcx   فٟ ؽبٌخcx    
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                                                                                                    (3)  

xhcl
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h
xRM )2(

1



                                                                                               (4)  

 

xadؾ١ش رىْٛ ث aِٓ إٌمطخ  x ػٍٟ ثؼذ dٚأنز ِمطغ ػٕذ إٌمطخ   ْأٞ أcx    . 

 اٌمٛح اٌمبفخ ٚػضَٚ الأؾٕبس فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ رىْٛ
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                                                                                  (6)  

 .   ٠cزي١ش ثزي١ش  Mٚامؼ أْ ػضَٚ الأؾٕبس 

 

  M ٔٙب٠خ ػظّٟ ػٕذِب رؾمكc  ٟاٌؾشه ا٢ر 
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                                                                                                                             (7)  
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 ِٕٚٙب  

x
l

h
c )1(                                                                                                                         (8)  

 فئٕٔب ٔؾقً ػٍٟ أوجش ػضَٚ أؾٕبس ثبٌقٛسح   cٚثبٌزؼ٠ٛل ثٙزٖ اٌم١ّخ 
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ٚفٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ فئْ إٌغجخ 
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 ٔأنز اٌقٛسح      
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                                                                                                            (10)  

 ٠ٕزظ أْ    (8)ِٓ اٌّؼبدٌخ cثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّخ 

db

ad

xl

x

xl
l

h

xlh

x
l

h
h

l

h

dB

Ad














2

)2(

)(

2    

ٕفظ إٌغجخ اٌزٟ رمغُ ثٙب ثABاٌزٟ ػٕذ٘ب ػضَٚ الأؾٕبس أوجش ِب ٠ّىٓ رمغُ اٌضمً اٌّزؾشن dأٞ أْ إٌمطخ 

 .   abاٌمن١ت 

 

 :7ِػحي

ِٛصع  ط١ح ػٍٟ غٛي جٌمع١د Wفٟ قحتػ سأعٟ ِٚكًّ ذػمً Bِػرص غشفٗ  lغABٌٗٛلع١د أفمٟ  

 . أٚؾذ جٌمٛز جٌمحصس ٚػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ أٞ ِمطغ ٌٍمع١د .Aجٌصفش ػٕذ جٌطشف جٌكش  ذحصد٠حد ِٕطظُ ٠رذأ ِٓ

     

 جٌكً
 

)(ؽ١ىىش أْ وضبفىىخ اٌزؾ١ّىىً  x ػٕىىذ اٌّمطىىغc ػٍىىٟ ثؼىىذx ِىىٓ اٌطىىشف اٌؾىىشA ِٛصػىىب رٛص٠ؼىىب نط١ىىب ػٍىىٟ هىىٛي

,)(فئْ ٘زا اٌخو اٌّغزم١ُ ٠غت أْ ٠ّش ثٕمطخ الأفً ٌزا فئْ اٌؼلالخ ث١ٓ تاٌمن١ xx    ٟ٘ 

  xx  )(                                                                                                                         (1)  

 ٟ٘ ١ًِ اٌخو اٌّغزم١ُ .   ؽ١ش
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)(وضبفخ رؾ١ًّ  x  ػٕذ اٌّمطغc  رؼجش ػٓ الاسرفبعDC  ٗ٠ٚىْٛ اٌضمً اٌٛالغ ػٍىٟ ػٕقىش فىي١ش هٌٛىdx  ِٓى

dxxت ٠غبٚٞ اٌمن١ )(  ٚػٍٟ رٌه ٠ىْٛ اٌزؾ١ًّ اٌىٍٟ اٌٛالغ ػٍٟ اٌمن١تAB    ِٓ ٓ٠زؼ١ 

 

 

 









l

l

xdxW

dxxW

0

0

)(





   

2

2
l

W


                                                                                                                             (2)  
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 ٚرغبٚٞ     ِٕٚٙب ٔؼ١ٓ ل١ّخ 

2

2

l

W
                                                                                                                              (3)  

)(أٞ أْ وضبفخ اٌزؾ١ًّ  x   رىْٛ فٟ اٌقٛسح 

x
l

W
x

2

2
)(                                                                                                                       (4)  

 

 أٞ أْ,Acاٌٛالغ ػٍٟ اٌغضس pرغبٚٞ اٌضمً Nِٓ اٌمن١ت ٔغذ أْ اٌمٛح اٌمبفخ Acثبػزجبس ارضاْ اٌغضس 

     

 

xx

dxx
l

W
dxxpN

0

2

0

2
)(     

2

2

l

Wx
N                                                                                                                             (5)   

 
 

 أٞ أْ    ,1:2ثٕغجخ  Acاٌّغبفخ pؽ١ش ٠مغُ اٌضمً

2

2
2

x
EcAE     

ٍمن١ت ٚٚامؼ أ٠نب أٔٙب رّضً لطغ ِىبفئ سأعٗ ػٕذ ٔمطخ رؼ١ٓ اٌمٛح اٌمبفخ ػٕذ أٞ ِمطغ ٌ (5)ٚامؼ أْ اٌؼلالخ 

( ٚأْ أوجش ل١ّخ ٌٍمٛح A)أٞ ػٕذ اٌطشف اٌؾش 0xالأفً )وّب ثبٌؾىً( ٚأْ اٌمٛح اٌمبفخ رغبٚٞ ففش ػٕذِب 

lxاٌمبفخ ػٕذِب   أٞ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ فٟ اٌؾبئوB ٞٚٚرغبW   

    ٔغذ أcْٚثأنز اٌؼضَٚ ؽٛي اٌّمطغ 
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2

3

2

2

333 l

Wxx

l

Wxx
p                                                                                                     (6)  

 
 ػٕذِب 0ٚٔلاؽع أْ  xٟ ػلالٗ ِٓ اٌذسعخ اٌضبٌضخ فٟ ٘ؼطٟ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ أٞ ِمطغ ٚر(6) اٌّؼبدٌخ 

0x أٞ ػٕذ اٌطشف اٌؾش(A   . ) ٠زلاؽٟ ػضَٚ الأؾٕبس 

lxٕذِب أ٠نب ػضَٚ الأؾٕبس ٠ىْٛ أوجش ِب ٠ّىٓ ػ  أٞ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ(B ٞٚ٠ٚغب )Wl
2

1
ٚفٟ الارغبٖ 

 اٌّٛعت أٞ فٟ ارغبٖ ػىظ دٚساْ ػمبسة اٌغبػخ .  

  

  :ٍِكٛظس

   

فٕغذ ABٚرٌه ثبػزجبس الارضاْ اٌمن١ت وٍٗ Bاٌطشف اٌّضجذ ػٕذ Sٚالاصدٚاط ٠Rّىٓ إ٠غبد سد اٌفؼً 

 أْ   

WlS

WR

3

1




   

 أٞ أْ    2:1ثٕغجخ  ٠ABؤصش فٟ ٔمطخ رمغُ اٌمن١ت  Wٚرٌه لأْ اٌضمً 

lFBAF
3

2
2     
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 ِؼحدلاش جلاضضجْ ٌمع١د سف١غ ِٕكٕٟ : -غح١ٔح:
   

اٌمٛح فٟ ارغبٖ ِؾٛس اٌمن١ت  Tِٓ لن١ت سف١غ ِٕؾٕٟ ٚٔفشك أْ  dSثفشك ارضاْ ػٕقش هٌٛٗ

 ػضَٚ الأؾٕبس ػٍٟ اٌّمطغ الأ٠غش .  ,خ ػٍٟ ِؾٛس اٌمن١ت اٌمٛح اٌمبفخ اٌؼّٛد٠ N,(A)اٌّّبط ػٕذ 

dTTٚٔفشك أْ   اٌّّبط ػٕذ( اٌمٛح فٟ ارغبٖ ِؾٛس اٌمن١تB ٚ )dNN   ٍٟاٌمٛح اٌمبفخ اٌؼّٛد٠خ ػ ٟ٘

Bdِؾٛس اٌمن١ت ػٕذ  , ٔؾٕبس ػٍٟ اٌّمطغ الأ٠ّٓ .ٟ٘ ػضَٚ الا 

( ٚاٌؼّٛدٞ Aٚٔفشك أْ ِشوجزٟ اٌمٛح اٌخبسع١خ اٌّؤصشح ػٍٟ اٌؼٕقش فٟ ارغبٟ٘ ِؾٛس اٌمن١ت )اٌّّبط ػٕذ  

dSFdSFػ١ٍخ ّ٘ب 
12

 وّب ثبٌؾىً .  ,

 
 فئAْ( ٚاٌؼّٛدٞ ػ١ٍخ ٚأنز اٌؼضَٚ ؽٛي Aثىزبثخ ِؼبدلاد الارضاْ فٟ ارغبٟ٘ ِؾٛس اٌمن١ت )اٌّّبط ػٕذ 

    

0sin)(cos)(
1

  ddNNTdSFddTT                                                  (3.2.1)  

0cos)(sin)(
2

 NdSFddNNddTT                                                      (3.2.2)  

0)()(  dSdNNd                                                                                (3.2.3) 

  

 صا٠ٚخ في١شٖ عذا فئْ   dٚؽ١ش أْ 

 

1cos,sin   ddd    
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 ّؼبدلاد اٌغبثمخ رأنز اٌقٛسح ٚثئّ٘بي اٌى١ّبد اٌقي١شح ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ فئْ اٌ

   

0
1

 NddSFdT                                                                                               (3.2.4)    

0
2

 dSFTddN                                                                                                   (3.2.5)  

0 NdSd                                                                                                              (3.2.6) 

 

 

 فٝ اٌقٛسح   (3.2.6-3.2.4)رقجؼ اٌّؼبدلاد  dSػٍٝ  ٚثبٌمغّخ    

0
1
 F

dS

d
N

dS

dT 
                                                                                                   (3.2.7)  

0
2
 F

dS

d
T

dS

dN 
                                                                                                   (3.2.8) 

 

 

                                                                           (3.2.9) 

ؽ١ش 



d

dS
)9.2.37.2.3(٘ٛ ٔقف لطش الأؾٕبس لطش الأؾٕبس )إٌمٛط( ٌّؾٛس اٌمن١ت اٌّؼبدلاد     ٟ٘

 ِؼبدلاد الارضاْ ٌمن١ت سف١غ ِٕؾٕٝ. 

 قحٌس  حصس:
ػٕىىىىذِب ٠ىىىىىْٛ اٌمنىىىى١ت ِغىىىىزم١ّب فىىىىبْ ٔقىىىىف لطىىىىش الأؾٕىىىىبس ٠ىىىىىْٛ ِبلأٙب٠ىىىىٗ 

  ٚٔأنز ِؼبدلاد الارضاْ ٌمن١ت ِغزم١ُ اٌقٛسح 

 

0
1
 F

dx

dT
                                                                                                               (3.2.10)  

0 N
dS

dM
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0
2
 F

dx

dN
                                                                                                              (3.2.11)  

 

0 N
dx

dM
                                                                                                              (3.2.12)  

 ٍِكٛظس : 
 (3.2.12)ٚرٌىىه ثزفبمىىً اٌّؼبدٌىىخ  (3.2.11),(3.2.12)ثىى١ٓ اٌّؼىىبدٌز١ٓ  ٠Nّىىىٓ ؽىىزف اٌمىىٛح اٌفبفىىٍخ 

ٜ ثّشوجىىخ اٌمىىٛ Mِىىٓ إٌىىبرظ ٔؾقىىً ػٍىىٝ ِؼبدٌىىخ رفبمىى١ٍخ رىىشثو ػىىضَ الأؾٕىىبس  (3.2.11)ٚهىىشػ xثبٌٕغىىجخ إٌىىٝ 

اٌخبسع١خ 
2

F  فٟ اٌقٛسح 

22

2

F
dx

Md
                                                                                                                   (3.2.13)  

 

 (1)ِػحي 

 .١غ ِغطم١ُجٌغحذمس ِغطخذِح ِؼحدلاش جلاضضجْ ٌمع١د سف (7)قً ِػحي  

 

 جٌكً

 

)(فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ وضبفخ اٌزؾ١ًّ   x ٜٚرغبx
l

W
2

2
 ٠ٚىْٛ  

x
l

W
xF

22

2
)(    

 ػٕذ اٜ ِمطغ رىْٛ  Nفبْ اٌمٛح اٌمبفخ  (11)ٚثبعزخذاَ اٌؼلالخ 

 

 

x

o

xdx
l

W
dxFN

22

2
  

2

2

2l

Wx
N        
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 فٟ اٌقٛسح  Mٔؾقً ػٍٝ ػضَ الأؾٕبس  (12)ٚثبعزخذاَ اٌّؼبدٌخ 

 

x

o

dxx
l

W
NdxM

2

2 2

3

3l

Wx
  

 

 .  (7)ٚ٘ٝ ٔفظ إٌزبئظ اٌزٝ ؽقٍٕب ػ١ٍٙب فٝ اٌؾً اٌغبثك ٌّضبي 
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 ػٍٝ جٌرحخ جٌػحٌع ضّحس٠ٓ

 
ػٍٝ قحتػ سأعٟ أٍِظ. جغرص جْ ػضَ ٠ٚBشضىض ذطشفس ج٢ ش ٠Aّىٕٗ جٌذٚسجْ قٛي غشفٗ ABلع١د   (1)

CBCAػٍٝ جٌمع١د ٠طٕحعد ِغ  cجلأكٕحء ػٕذ ٔمطس  . . 

 

٠ٚس ِطصٍس ػٕذ ٔٙح٠طٙح جٌؼ١ٍح ِٚشضىضز ػٕذ ٔٙح٠طٙح جٌغفٍٝ ػٍٝ ِغطٜٛ جفمٝ ٚضكًّ ػٕذ غلاظ لعرحْ ِطغح (2)

ٚصْ ٚقذز  ِغ جٌشأعٟ ٚجْ  ٠ٚصٕغ صج٠ٚس  l2. جرج وحْ غٛي جٜ لع١د ٠غحٜٚ Fأػٍٝ ٔمطس غمً 

 . Fٛي ٌىً ِٕٙح . فحٚؾذ ػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ٔمطس ِٓ جٌمع١د ٚجغرص جٔٗ لا ٠ؼطّذ ػٍٝ جٌػمًجٌط

 

ٚظغ غٛق جٌذجتشٞ ػٍٝ ِغطٜٛ جفمٝ ذك١ع وحْ ِغطٛجٖ سجع١ح . جغرص أْ ػضَ جلأكٕحء جٌٕحشة ػٓ جٌطٛق  (3)

 ػٓ أػٍٝ ٔمطس ِٓ جٌطٛق ٠طؼ١ٓ ِٓ ٠ىْٛ جورش ِح ٠ّىٓ ػٕذ ٔمطس ذؼذ٘ح جٌضجٚٞ 

0tan     

 

 p. ٚصع ضٛص٠ؼح ِطصلا ػٍٝ جٌػٍع جلأٚعػ ِٕٗ ذىػحفس ٚصٔٙح ٚٚصْ ٚقذز جلأغٛجي ِٕٗ  l3لع١د غٌٛٗ  (4)

ٚػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ ِمحغغ جٌمع١د جٌّخطٍفس ػٕذِح ٠شضىض جٌمع١د ػٕذ ٌٛقذز جلأغٛجي. جدسط جٌمٜٛ جٌمحصس 

 س ػٍٝ ٚضذ٠ٓ أٍِغ١ٓ. ط١ٔٙح٠

 

لذَ ئرج أًّ٘ ٚصْ جٌىٛذشٞ فحغرص أْ جورش  lشٞ غٌٛٗ ذء ػٍٝ و٠ٝٛطكشن ذرطغٓ ٌىً لذَ  غمً ِغطّش  (5)

ِٓ جٌطشف جلألشخ ضغحٜٚ ضغحٜٚ ػٍٝ ذؼذ  pػٕذ ٔمطس  لٛز لحصس 
2

2



l

l
  . 

 

ذذْٚ أْ ٠ٕىغش . ئرج غرص  lٚغٌٛٗ  ٚصٔٗ  ٠ٗ١ّىٕٗ أْ ٠ؼرش لع١د ِشضىض ػٕذ ٔٙح٠طسؾً ٚصٔٗ  (6)

ٍشؾً أْ ٠طكشوٙح ػٍٝ ٌس ٠ّىٓ ففحغرص أْ ألصٝ ِغح جفم١ح ٗ ذك١ع وحْ جٌّّحط ػٕذ٘ح١١د ِٓ جقذ ٔٙح٠طجٌمع

جٌمع١د ضغحٜٚ 







 

2

3
1

4

1
l . 

 

ِٓ جٌصفش ٗ ػٍٝ قح١ٍِٓ فٟ ِغطٜٛ جفمٝ ٠ٚكًّ غملا ٠ض٠ذ ذحٔطظحَ ٠١شضىض ػٕذ ٔٙح٠ط ft12غٌٛٗ ABلع١د  (7)

ftIbقطٝ جورش ل١ّس  Aػٕذ جٌطشف جلأ٠غش س ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ صحم. جٚؾذ جٌمٛز جBٌػٕذ جٌطشف  600/

 جٜ ِمطغ . 

 

 

ظّح وػحفطٗ طكًّ ٔصفٗ جلأ٠ّٓ ضك١ّلا ِِٕٚ Bٗ ج١ٌّٕٝ ١ِػرص ػٕذ ٔٙح٠ط lغABٌٗٛلع١د  ف١ف (8)
0

  ٌٛقذز

س ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ٔمطس ِٓ صحٌمفحٚؾذ جٌمٛز ج Aػٕذ جٌطشف جٌكش  جلأغٛجي . فارج ٚظغ غمً 

 جٌمع١د . 
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ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٌطشف جٌّػرص ٚػٕذ جٌمحصس ِػرص ػٍٝ جسض أفم١س. جٚؾذ جٌمٛز  ft3لع١د سجعٟ غٌٛٗ  (9)

 . Ib200ٌمع١د ئرج أغشش ػٍٟ جٌطشف جٌؼٍٛٞ ٌٍمع١د لٛز أفم١س ِمذجس٘ح ج ضػ١ٍعٔمططٟ 

 

ftABoAذك١ع ٠ىْٛ  oِػرص أفم١ح ػٕذ غشفس  oABلع١د  (10) 22  ٓٚظغ غم١ٍ 

IbIb ABػٕذ 200,300 ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٌٕمطط١ٓ جٌٍط١ٓ جٌمحصس ػٍٝ جٌطشض١د. جٚؾذ جٌمٛز ,

oAABحْفضٕص ,  . 

 

طّحغً ػٍٝ قح١ٍِٓ فٟ ٔفظ جٌّغطٜٛ جلافمٝ جٌّغحفس ٠شضىض فٟ ٚظغ ِ l2لع١د ِٕطظُ غٌٛٗ  (11)

hl. ئرج وحْ h2ذ١ّٕٙح 2ٌحًِ أٚ فٟ جٌّٕطصف قغرّح كفحغرص ئْ ػضَ جلأكٕحء ٠ىْٛ ٔٙح٠س ػظّٝ ػٕذ ج

٠ىْٛ  hl 222 


hlٚئرج وحْ  2 ٔكٕحء ػٕذ جٌكحًِ ٠ىْٛ ٔٙح٠س ػظّٝ ػٕذ جٌكحًِ فحغرص ئْ ػضَ جلا

 ٚجٚؾذ ل١ّطٗ. 

 

ًّ ذك١ع ٠طٕحعد ػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ٔمطس ِغ ٚصْ ِكٗ ١ِٚشضىض ػٕذ ٔٙح٠طlلع١د  ف١ف أفمٟ غٌٛٗ  (12)

ٚقذز جٌطٛي ػٕذ ٔفظ جٌٕمطس . جغرص جْ جٌٛصْ ػٕذ جٜ ٔمطس ٠طٕحعد ِغ 








l

x
sin ق١عx ٓذؼذ جٌٕمطس ػ

 جقذ غشفٟ جٌمع١د .

  

ِٓ ٠lشضىض ػٍٝ قح١ٍِٓ جٍِغ١١ٓ جقذّ٘ح ػٕذ غشفس ٚجلأ ش ػٍٝ ذؼذ l3ٚغٌٛٗ  Wلع١د غم١ً ٚصٔٗ  (13)

ضٛص٠ؼح ِٕطظّح ػٍٟ جٌّغحفس جٌّكصٛسز ذ١ٓ جٌٛضذ٠ٓ ِٓ جٌمع١د .  lp2جٌطشف جلأ ش . ٚصع غملا ِمذجسٖ 

 ٚػضَٚ جلأكٕحء. جٌمحصس جدسط ِٕك١ٕحش جٌمٜٛ 

 

 

ًّ ضك١ّلا وػحفطٗ ٌٛقذز جلأغٛي ػٕذ جٜ ٔمطس ضؼطٝ ِٓ ِكٗ ػٍٝ قح١ٍِٓ ١ٚلع١د ٠شضىض ػٕذ ٔٙح٠ط (14)

)()(جٌؼلالس 
0

bxax   ق١عab ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ٔمطس ٚجعطٕطؽ جٌمحصس جٚؾذ جٌمٛز . ١ٓغحذط,

 . 0aغُ 0bجٌكحلاش جٌخحصس جٌطٟ ف١ٙح 

 

 ( ئرج وحْ جٌمع١د ِػرص ػٕذ جٌطشف١ٓ . 14) ذكقً جٌطّش٠ٓ جٌغح (15)

فٟ قحتػ سجعٟ ٚقًّ جٌٕصف جلأ٠غش ِٓ جٌمع١د Bِػرص غشفس جلأ٠ّٓ  ft8غٌٛٗ ABلع١د جفمٝ  (16)

ftIbذحٔطظحَ ذىػحفس   ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ جٜ ِمطغ ِٓ ِمحغغ جٌمع١د جٌّخطٍفس. جٌمحصس . جٚؾذ جٌمٛز 100/

 

---------------------------------------------------------- 

----------------------------------------------- 
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 الرابعالباب 

 بان قليلة القابلية للانحناءضالق

 
ف١ّب عجك وٕب ٔفزشك دائّب ٚعٛد اعغبَ فٍجخ راد ؽىً صبثذ لا ٠زي١ش ِّٙب وبٔذ اٌمٛح اٌّؤصشح ػ١ٍخ . اٚ 

د فٝ هج١ؼزٙب رخزٍف ػٓ رٌه فغ١ّغ الاعغبَ ٔفزشك ٚعٛد ن١ٛه هٌٛٙب صبثذ لا ٠ض٠ذ رؾذ ربص١ش ا٠ٗ ؽذ . ٌٚىٓ اٌّٛا

رزي١ش رؾذ رأص١ش اٌمٜٛ اٌّؤصشح ري١١شا ٠زٛلف ِٓ ؽ١ش اٌّمذاس ٚإٌٛع رجؼب ٌّبدح اٌغغُ ٚؽىٍخ ِٚمذاس ٘زح اٌمٛح. 

ٚعٛف ٔمزقش فٝ ٘زا اٌجبة ػٍٝ دساعخ ٘زح اٌزي١شاد فىبٌمنجبْ اٌشف١ؼخ ٚفٝ اثغو اٌؾبلاد فٝ رٍه اٌزٝ ٠ّىٓ 

 ١ٙب رجؼب ٌمبْٔٛ ٘ٛن.  ؽغبة اٌؾذ ف

 انحناء القضبان:   اولا: 
را ؽًّ لن١ت ثطش٠مخ ِب فبٔٗ ٠ٕؾٕٝ ٔز١١غخ ٌٙزا اٌؾًّ . ٠ٚجذٚ اْ ٕ٘بن ػلالخ ِب ث١ٓ ؽىً اٌمن١ت ٚػضَ ا 

جْ ػضَ جلاضكٕحء ػٕذ ج٠س ٔمطس ػٍٝ لع١د  Eulerا٠ٍش  ,Bernoulliالأؾٕبس ٚػٓ هش٠مخ اٌزغشثخ رٛفً ثشٌٍٔٛٝ 
. ٚف١ّب ٠ٍٝ ثش٘بٔب ٌٙزح اٌؼلالخ فٝ ؽبلاد نبفخ د ضٕحعرح ػىغ١ح ِغ ٔصف لطش جلأكٕحء ػٕذ ٘زز جٌٕمطس سف١غ ٠طٕحع

 ٚثبعزخذاَ فشٚك ١ٌغذ فؾ١ؾخ رّبِب. 

ٔؼزجش لن١جب ِغزم١ّب اصشد ػ١ٍخ ِغّٛػخ ِٓ اٌمٜٛ اٌخبسع١خ ٠نّٙب ِغزٜٛ ٚاؽذ ثمغُ اٌمن١ت اٌٝ لغ١ّٓ 

 . ِزّبص١ٍٓ

 

 ؽىً )أ(

٘ٛ ِمطغ اٌمن١ت ثٛاعطخ ِغزٜٛ اٌمٜٛ ٚفٝ اٌؾىً )ة( ٔفظ اٌّمطغ ثؼذ أؾٕبس اٌمن١ت رؾذ  AB( أفٝ اٌؾىً )

اٌزٝ ٠زىْٛ ِٕٙب اٌمن١ت ٠ضاد هٌٛٙب ارا وبٔذ الشة اٌٝ اٌغطؼ  فب١ربص١ش ٘زح اٌمٜٛ ٔز١غخ ٌٙزا الأؾٕبس فبْ الاٌ

وبٔذ الشة اٌٝ اٌغطؼ اٌغفٍٝ ٚثزٌه رىْٛ فٝ ؽبٌخ ميو اِب  اٌؼٍٜٛ ٚثزٌه رىْٛ فٝ ؽبٌخ ؽذ ٠ٚمً هٌٛٙب ارا

فٝ   Neutral Linesالا١ٌبف اٌزٝ رفقً ث١ٓ ٘زٖ ٚرٍه فٍٓ ثزي١ش هٌٛٙب ثبلأؾٕبس ٚرؼشف ثبعُ نطٛه اٌزؼبدي 

اثؼبد اٌمن١ت  ٘ٛ نو اٌزؼبدي فٝ ِمطغ اٌمن١ت ثٛاعطخ ِغزٜٛ اٌمٜٛ ٠ٚؼشف ثّؾٛس اٌمن١ت . اِب GG'اٌؾىً 

ظشا ٌقيشٖ . وزٌه ٔنشٜ ٔز١غخ لأؾٕبس اٌمن١ت الاإٕٔب عٛف ًّٔٙ ٘زا اٌزي١ش اٌؼشم١خ فئٔٙب عٛف رزي١ش ٘ٝ الا

عٛف  ٔفزشك اْ ا٠خ ِمطغ ػشمٝ ٌٍمن١ت ٚ٘ٛ ِغزم١ّب ٠ظً ِمطؼب ػشم١ب ٌخ ٚ٘ٛ ِٕؾٕٝ ِٚؾز٠ٛب ػٍٝ ٔفظ 

GGؼزجش ِمطؼ١ٓ ػشم١١ٓ ػٕذ ٔاٌغض٠ئبد .  ,  ث١ّٕٙب ِغبفخ في١شحL ٙٔب ػٕذ الأؾٕبس رمبثلا فٝ ّٚٔفزشك اO . 
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 فبْ    1ػٕذ  GG'اٌضا٠ٚخ اٌزٝ ٠ؾقش٘ب  ,٘ٝ ٔقف لطش إٔؾٕبس ِؾٛس اٌمن١ت  فبرا وبٔذ

l                                                                                                                           (4.1.1)  

pp فب١الاٌوزٌه ٔؼزجش   ػٕذ ا٠خ ٔمطخP  ػٍٝ اٌّمطغ ػٕذG  ٚرجؼذ ِغبفخy  فب١الاٌافجؼ هٛي ٘زح ػٕٙب فئرا 

hlثؼذ إٔؾٕبس اٌمن١ت     ْفئ 

 

 

 

 

 ؽىً )ة(   

 )( yhl            

yh                                                                                                                       (4.1.2)   

 

 ( ٠ٕزظ اْ   4.1.2( , )4.1.1ِٚٓ اٌؼلالخ )
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l

y

h
                                                                                                                         (4.1.3)   

ppٚثغزخذاَ لبْٔٛ ٘ٛن فبْ اٌؾذ فٟ   

                              




y
AE

l

h
AE                                                                                                            (4.1.4)    

ppٟ٘ ِغبؽخ ِمطغ الا١ٌبف Aؽ١ش    ٚE . ِؼبًِ ٠ٕظ ٌّبدح اٌمنت 

 ِؾقٍخ اٌؾذ اٌزٝ رؤصش ػٍٝ اٌّمطغ ػٕذG  ٠ؼطٝ ِٓ اٌؼلالخ 

 ydA
E

T


                                                                                                               (4.1.5) 

 ٠ٚؾغت ٘زا اٌزىبًِ ػٍٝ ٘زا اٌّمطغ 

Ay
E

T


                                                                                                                     (4.1.6)    

خ رؾذد ٚمغ ِؾٛس اٌمن١ت ثبٌٕغجخ ٌّشاوض صمً ل٘زح اٌؼلا G ثؼذ ِشوض صمٍخ ػٓ yطغ ٘ٝ ِغبؽخ اٌّمAٚف١ٙب 

رغبٜٚ ففش ػٕذ ا٠ٗ ِمطغ  Tٕؾٕٝ ف١ٙب اٌمن١ت ٔز١غخ ٌمٜٛ ػّٛد٠خ ػ١ٍٗ فئْ ٠خ . ٚفٝ رٍه اٌؾبلاد اٌزٝ ؼِمبه

 س اٌمن١ت فٝ ٘زح اٌؾبلاد ٠ّش ثّشاوض صمً ِمبهغ اٌمن١ت اٌؼشم١خ .ٛففش اٜ اْ ِؾ ٠غبٜٚ yِٕٚٙب  

 XGXٚرٌه ثبنز ػضَٚ اٌؾذ فٝ الا١ٌبف ؽٛي اٌّؾٛس  Gػٕذ اٌّمطغ ػٕذ  Mوزٌه ٠ّىٓ ؽغبة ػضَ الأؾٕبس  

 ٜ اٌخبسع١خ اٌؼّٛدٜ ػٍٝ ِغزٜٛ اٌمٛ

 dAy
E

M
2


                                                                                                     (4.1.7)   

 ؽ١ش 

 dAyI
2

                                                                                                               (4.1.8) 

   

 .XGX'٘ٝ ػضَٚ اٌمقٛس اٌزارٝ ٌّغبؽخ ِمطغ اٌمن١ت ؽٛي 
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EI
M                                                                                                                    (4.1.9)  

  ٠ٚKشِض ٌٗ ػبدح ثبٌشِض  ٠Rigidity Flexuralؼشف ثّؼبًِ اٌّشٚٔخ اٌؾغّٝ  EIاٌّمذاس 



K
M                                                                                                                    (4.1.10)   

 

هشفٝ لن١ت  فٟا٠نب صبثزخ . اٜ أٗ ارا اصش ٌغ١ّغ ٔمو لن١ت ِٕزظُ فبْ   خصبثز Mرذي اٌؼلالخ اٌغبثمخ ارا وبٔذ 

٠بْ ٚفٝ ِغزٜٛ ٚاؽذ ٠نُ اٌمن١ت عٛف ٠ٕؾٕٝ ِزخزا نف١ف ِٕزظُ اصدٚاع١ٓ ِزنبد٠ٓ, ِٚمذاس ػضِٙب ِزغبٚ

 ؽىً  دائشح . 

 فبْ  xثبنز ِؾٛس اٌمن١ت ٚ٘ٛ ِغزم١ّب وّؾٛس 
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23
2

2

2

1




























dx

dy

dx

yd
K

K
M


                                                                                       (4.1.11)  

ِٓ ِؾٛس اٌمن١ت ػٓ ِٛمؼٙب ػٕذِب وبْ اٌمن١ت ِغزم١ّب . ٚػٕذِب ٠ىْٛ اٌمن١ت  xرّضً اصاؽخ إٌمطخ  yؽ١ش 

وج١شح . اِب Kل١ًٍ اٌّشٚٔخ فبْ 
dx

dy
,y ( 4.1.11رٙب ٚثزٌه ٠ّىٓ رمش٠ت اٌّؼبدٌخ )فى١ّبد في١شح ٠ّىٓ اّ٘بي ِشثؼب

 اٌٝ 

2

2

dx

yd
KM                                                                                                                (4.12)  

. فبرا وبٔذ اٌمٜٛ اٌّؤصشح فٝ ِغزٜٛ ( ٌٙب ٔفظ الاؽبسح 4.1.12.ٚرؤنز الاؽبسح إٌّبعجخ اٌزٝ رغؼً هشفٝ اٌؼلالخ )

فبٔٗ ثبرجبع اٌمبػذح اٌّزفك ػ١ٍٙب فٝ رؾذ٠ذ اؽبسح  yساعٝ ِضلا ٚارخزٔب اٌشاعٝ اٌٝ اعفً ٘ٛ الارغبٖ اٌّٛعت ٌّؾٛس 

ِٛعجخ فبْ  Mب  ػضَ الأؾٕبس ٔشٜ اْ الاؽبسح اٌّٛعجخ ٘ٝ اٌٛاعت اعزؼّبٌٙب . رٌه لأٗ فٝ الاعضاس اٌزٝ رىْٛ ف١ٙ

اٌمن١ت عٛف ثٕؾٕٝ اٌٝ اػٍٝ وّب فٝ اٌؾىً )أ( ٚف١خ رض٠ذ 
dx

dy
اٜ اْ  xثض٠بدح 

2

2

dx

yd
ِٛعجخ ٌٚزا ربنز الاؽبسح  

 عبٌجخ فئْ اٌمن١ت عٛف ٠ٕؾٕٝ اٌٝ اعفً وّب ثبٌؾىً )ة( ٚف١ٗ  Mاٌّٛعجخ فٝ رٍه الاعضاس اٌزٝ رىْٛ ف١ٙب 

 

 ؽىً )أ(
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 ؽىً )ة(

 

رزٕبلـ 
dx

dy
اٜ اْ xثض٠بدح  

2

2

dx

yd
رىْٛ عبٌجخ ػٍٝ رٌه رغزخذَ الاؽبسح اٌّٛعجخ ؽزٝ ٠ىْٛ هشفب اٌؼلالخ اٌغبثمخ  

 عبٌجز١ٓ .

 بان المثبتة :  ضروط تتحقق عند نقط خاصة فى القش

 

0,0ضَ الأؾٕبس ٚلٖٛ اٌمـ أٞ اْ ػجبْ ٠زلاؽٝ ولا ِٓ نػٕذ الاهشاف اٌؾشح ٌٍم ( أ)  yy  ٖػٕذ ٘ز

 الاهشاف 

ٔمطخ  ػٕذ 0yارا اسرىض اٌمن١ت اسرىبصا ثغ١طب ِفق١ٍب فبْ ػضَ الأؾٕبس ٠غبٚٞ ففش أٞ اْ   ( ة)

 فزىْٛ ِؼٍِٛخ ػٕذ٘ب . yىبص ٘زٖ اِب رالاس

yفبْ لا)ط( اٌمنجبْ اٌّضجزخ رضج١زب وبِ
dx

dy
 ِؼٍِٛزبْ ػٕذ اٌطشف اٌّضجذ. ,

 ؾً اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ٔلا٠غبد ؽىً اٌمن١ت أؾٕٝ ٔز١غخ ٌؾًّ ِؼ١ٓ 

M
dx

yd
EI 

2

2

 

 ؾشه إٌّبعت رجؼب ٌٕٛع اٌزضج١ذ وّب فٝ الاِضٍخ اٌزب١ٌخ : ِغ اعزخذاَ اٌ
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 :(1مثال)

 xٔفظ جٌّغطٜٛ جلافمٝ . أغرص جْ جلأخفحض ػٕذ ِغرحفس  فٟػٍٝ ٚضذ٠ٓ  ٠ط١ٗجسضىض لع١د ِٕطظُ ػٕذ ٔٙح

))((٠غحٜٚ  ١ِٗٓ ئقذٜ ٔٙح٠ط
24

22
xaxaxa

EI

x



 ٚصٔس .aجٌمع١د , ٚ غٛي aق١ع  

 

 الحل

 

 ٠غبٜٚ  Aػٓ اٌطشف xػضَ الأؾٕبس ػٕذ ا٠ٗ ٔمطخ رجؼذ ِغبفخ 

22

2
x

x
a

M


                                                                                                           (1)   

 ؽ١ش اْ 

M
dx

yd
EI 

2

2

                                                                                                                     (2)  

22

2
xax

yEI


                                                                                                      (3)  

 ثبٌزىبًِ 

c
xax

yEI 
64

32


                                                                                                    (4)  

1

43

2412
cxc

xax
EIy 


                                                                                         (5)  

1الا٠غبد اٌضٛاثذ 
, cc رزطجك اٌؾشٚه الاثزذائ١خ فٝ اٌّغأٌخ 
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 : Aػٕذ اٌطشف 

0,0,0
1
 cyx    

 : Bػٕذ اٌطشف 

24
,0,

3
a

cyax


  

1ػٓ  ثبٌزؼ٠ٛل
, cc ( 5فٝ اٌّؼبدٌخ اٌغبثمخ ) 

 233
2

24
axxa

x
EIy 


  

  22

24
xaxaxa

EI

x
y 


  

 

 (:2مثال)

ػٕذئقذٜ ٔٙح٠ط١ٗ فحٔكٕٝ ضكص ضأغ١ش ٚصٔٗ . ئغرص جْ جلأخفحض ػٕذ ٔٙح٠طٗ  حغرص لع١د ِٕطظُ ضػر١طح جفم١

٠غحٜٚ 
8

3
  .جرج جػطرش جٌمع١د  ف١فح ٚػٍك ِٓ ٔٙح٠طٗ غملا ِغحٜٚ ٌٛصٔٗ  جلأخفحض جٌزٜ ٠كذظ

 الحل
 ٚصْ ٚؽذح الاهٛاي .l,ٔفشك اْ هٛي اٌمن١ت 
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 :  الحالة الاولى

xlاٌمن١ت صم١ً .ػضَ الأؾٕبس ػٕذ اٜ ٔمطخ ِٓ اٌمن١ت رجؼذ ِغبفخ    ٜٚػٓ اٌطشف اٌؾش ٠غب 

 
2

2
xlM 


                                                                                                                   (1)   

 22
2

2
xlxlyK 


                                                                                                     (2)  

 ثبٌزىبًِ 

c
x

lxxlKy 










32
'

3
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 Aتطبق الشرط الابتدائى عند نقطه التثبيت  cلايجاد 

000
1

 cyx     












32
'

3

22 x
lxxlKy


                                                                                                (3)  

 ِشٖ انشٜ ثبٌزىبًِ

1

43

22

1232

1

2
c

xlx
xlKy 












                                                                                       (4) 

لا٠غبد 
1

c 

000
1
 cxy                                                                                           

lxلايجاد الانخفاض عند الطرق الحر نضع   ( تجد ان 4في المعادلة ) 

k

l
y

8

4

1


                                                                                                                            (5)    

 الحالة الثانية:
xlػٕذ هشفٗ اٌؾش . ػضَ الأؾٕبس ػٕذ أٞ ٔمطٗ رجؼذ ِغبفٗ lاٌمن١ت نف١ف ِٚؼٍك صملا   ٓاٌطشف اٌؾش  ػ

 ٠غبٚٞ
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 xllM                                                                                                                      (1)  

 

 xllyK                                                                                                                    (2)  

 ثبٌزىبًِ

c
x

xllKy 















2
.'

2

                                                                                                       (3) 

00صبثذ اٌزىبًِ ٠غبٚٞ ففش لاْ 
1

 xaty  ٜٚثبٌزؼ٠ٛل ػٓ اٌضبثذ ٚاٌزىبًِ ِشح انش 

1

32

62
c

xlx
lKy 














                                                                                                   (4) 

 صبثذ اٌزىبًِ ٠غبٚٞ ففش لاْ ػٕذ 

00  yx     
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32
xlx

lKy                                                                                                         (5)  

lxyyٚػٕذ :  ,
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y
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                                                                                                                           (6)  
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 إٌغجٗ ث١ٓ الأخفبم١ٓ 

8

3

2

1


Ky

Ky
 

.
8

3
21

yy                                                                                                                         (7)  

 ملاحظة: 
اٌّؼبدٌخ اٌزفبم١ٍخ ٚاٌؾشٚه اٌؾذ٠خ اٌّغزخذِخ فٝ ؽٍٙب ٠ىْٛ  ؾًارا اصش اٌٛصْ ٚاٌضمً ِؼب فئْ ٔز١غخ ٌ

 شف اٌؾش إٔخفبك اٌط

.
24

11

3

1

8

1
44

K

l

K

l
y











  

 (:3مثال)

. جرج وحٔرص  aٚٔصف لطش غشفس جٌّػرص  lوحذٌٛٝ ِٓ ِحدز ِطؿحٔغس ػٍٝ شىً لطغ ِىحفة دٚسجٔٝ غٌٛٗ  

 ْجفم١ح . أٚؾذ جٔخفحض جٌطشف جٌكش . قذز جٌكؿَٛ ِٓ جٌىحذٌٛٝ ٚوحْ ِكٛسٖ ػٕذ جٌطشف جٌّػرصٚ٘ٝ ٚص 

 

 الحل
اٌؾىً اٌّمبثً ٘ٛ ِمطغ اٌىبثٌٛٝ ثٛاعطخ اٌّغزٜٛ اٌشأعٝ اٌّبس ثّؾٛسٖ .  ٔفشك اْ ِؼبدٌخ اٌّمطغ ثبٌٕغجخ 

 ٌٍّؾبٚس اٌّج١ٕخ 

BAxy 2                                                                                                                    (1)   

ayٚوبٔذ  0xػٕذ    2ِٕٚٙب
aB   ٚوزٌه ػٕذlx   0وبٔذy ِٕٚٙبlaA

2
 

 ٝ٘ ِؼبدٌخ اٌّمطغ 











l

x
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z
1

2                                                                                                                   (2)  

  .
2

dtxty

l

x

    

   x ِٓ0ػٍٝ ثؼذ  pػضَ الأؾٕبس ػٕذ ا٠خ
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                                                                                                         (3)  

 خ(٠غبٜٚ ؽؽٛي ِؾٛس افمٝ )ِمطغ اٌىبثٌٛٝ اٌؼشمٝ ٌٍّغب pػضَ اٌمقٛس اٌزارٝ ٌّمطغ اٌىبثٌٛٝ ػٕذ 
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2
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                                                                                                          (5)  
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2
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00,0  cyx ٚثبٌزؼ٠ٛل ػٓ اٌضبثذ 
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                                                                                                          (6)  

 ثبٌزىبًِ ِشح انشٜ 

1

32

2
623

2
c

xlx

Ea

l
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                                                                                                  (7)  
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1
 cyatx  

lxثٛمغ   ٓ0ٚاٌزؼ٠ٛل ػ
1
c  ٠ٕزظ أخفبك اٌطشف اٌؾش ٠غبٜٚ  )7(فٝ ِؼبدٌخ

2

4

9

2

Ea

l
  

 (:4مثال )

)(غٌٛس  ABلع١د  ف١ف   ba  فمٝ ٚجقذ ٠ٚكًّ ٠شضىض ذطشف١ٗ ػٍٝ ٚضذ٠ٓ سأع١١ٓ فٝ ِغطٜٛ ج

 ػٓ جٌطشف جٌكش . أٚؾذ شىً جٌمع١د ٚػ١ٓ جلصٝ جٔخفحض ٌٗ.  aِغحفس  س ضرؼذػٕذ ٔمطW   غملا 

 

 جٌكً
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ABسدا اٌفؼً ػٕذ   ػٍٝ اٌزشر١ت ,

ba

Wb
R

A
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 لقضيب يتعين من المعادلتين شكل ا

abxaax 0   

 axwx
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wb
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  cax
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2
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yوحيث ان    متصلة عندax  فإنcc   
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6
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axخ ػٕذ ِزقٍ yٚؽ١ش اْ   ْ1فب
DD   ػٕذ اٌطشفA : 

000  Dyx   

 : Bػٕذ اٌطشف 

0,  ybax  

ba

bawba
C






2

6
  

axa اى ان شكل القضيب هو المنحنى فى حالة   
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bawbax
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2
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yٚلذ رغبٚد صٛاثذ اٌزىبًِ فٝ عضأٜ اٌمن١ت لارقبي 
dx

dy
axػٕذ  ,  اٌض٠بدح فٝ اٌغضس   ٚلإْ اٌؾذٚد

baxa   وزجذ ٚوٍِٛذ ثذلاٌخ)( ax   ؽزٝ رزلاؽٝ ػٕذax   ٚفٝ ٘زح اٌؾبٌخ لا داػٝ ٌزىشاس اٌؾذٚد

ٍغضس اٌضبٔٝ ِٓ اٌمن١ت . ٚرؼشف هش٠مخ اٌزىبًِ ٘زح ثطش٠مخ ِبوٌٛٝ اٌّزؾبثٙخ ٚٔىزفٝ فمو ثئمبفخ اٌؾذٚد الاصِخ ٌ

(Macaullay,s Method)  . 

 لا٠غبد القٝ إٔخفبك ٔجؾش ػٓ الاٚمبع اٌزٝ رزلاؽٝ ػٕذ٘ب ١ًِ اٌمن١ت ِٓ اٌّؼبدلاد اٌغبثمخ . 

 

axa                                       baxa    

 
2

2
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2

62
ax
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bawbax
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dx

dy








      

 وهذان يتلاشى عند 

)2(
3

1
,)2(

3

1
21

abbbaxbaax     

 

ٚرًّٙ الاؽبسح اٌغبٌجخ فٝ 
1

x ٝٚاٌّٛعجخ ف
2

x ار أٙب رؼط١بْ ٔمطب نبسط اٌمن١ت ٚارا وبٔذba   ِٓ فبْ ولا

21
, xx  ِٓ ًالa  ْٚػٍٝ رٌه فب

dx

dy
)2(رغبٜٚ اٌقفشػٕذ ٔمطخ ػٍٝ اٌمن١ت رجؼذ ِغبفخ  

3

1
abb   ِٓ

ax( ٌٍغضس 1اٌطشف اٌؾش. ٚثبٌزؼ٠ٛل فٟ ) 0  ٠ّىٓ اٌؾقٛي ػٍٟ ألقٟ أخفبك . ٚثبٌّضً ارا وبٔذ

ab   ْ0فب
dx

dy
)2(ػٕذ ٔمطخ ػٍٟ اٌمن١ت رجؼذ ِغبفخ  

3

1
abb   ِٓB اٜ ِغبفخ

)2(
3

1
)( abbba   ِٓA . 
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 (:5مثال )

cbaغٌٛس ABلع١د  ف١ف    س ٠ٚكّرً غمٍر١ٓ ١ٝ ػٍٝ ٚضذ٠ٓ سأع١١ٓ ػٕذ غشف٠شضىض فٝ ٚظغ جفم

12
, ww  ػٕذ ٔمطط١ٓ ضرؼذجْ ِغحفسaba ,  جٌطشف ِٓA  . ػٍٝ جٌطشض١د أٚؾذ شىً جٌمع١د 

 الحل

 

 زظ اْ Bٕ٠صُ ؽٛي  Aثبنز اٌؼضَٚ ؽٛي 

.
)(

,
)(

21

21

cba

baWaW
R

cba

cWcbW
R

B

A











  

 ؽىً اٌمن١ت ٠زؼ١ٓ ِٓ : 

cbaxbabaxaaxa    

)()(
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baxWaxWxRyK
A

   

2

2
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1

2
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1
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2
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2
baxWaxW

x
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A
   

yyٚلذ رغبٚد صٛاثذ اٌزىبًِ فٟ إٌطبق اٌضلاس لاْ   , .ْداٌزبْ ِزقٍزب 
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 الحالات غير المحددة إستاتيكيا:
ٙح ِؼحدلاش جلاضضجْ جٌؼحد٠س ٌكغحخ سدٚد جلافؼحي ف١ٕ٘حن ذؼط قحلاش جٌمعرحْ جٌّشضىضز جٚ جٌّػرطس لاضىفٝ 
ٚٔٗ ٘زٖ جٌمعرحْ فٝ جٌكغرحْ فحٔٗ جضخزٔح ِش جرج ف١ٙح . ٠ٚطٍك ػٍٝ ِػً ٘زٖ جٌكحلاش ئٔٙح غ١ش ِكذدز جعطحض١ى١ح , جِح

MyKذحعطخذجَ جٌمحْٔٛ   . 

 فٝ الاِضٍخ اٌزب١ٌخ: ٠زنؼ ٠ّىٓ ؽغبة سدٚد الافؼبي ٘زٖ. ٚ٘زا 

 (:1مثال )

٠شضىرض ػٍرٝ ٚضرذ سأعرٝ ذك١رع ورحْ جٌطشفرحْ Bِػرص أفم١ح ٚغشفس Aغشفس  a2غٌٛسABلع١د  ف١ف  

ABػررٓ جٌطررشف١ٓ Wأٚؾررذ جٔخفررحض جٌػمررً  Wفررٝ ِغررطٜٛ جفمررٝ ٚجقررذ . فررحرج ػٍررك ِررٓ ِٕطصررف جٌمعرر١د غمررلا  , 

 . ٚجسعُ ِٕكٕٝ ػضَ جلأكٕحء

 الحل

ABذ ٔفشك اْ سدٜ اٌفؼً ػٕ ّ٘ب ,
AB

RR  . A ٛ٘Gٚاْ ػضَ اٌزضج١ذ ,

 

WRR
BA
                                                                                                                      (1) 

 

WaGaR
A

2                                                                                                                  (2)  

 

 فبْ y٘ٛ ِؾٛس Aٚاٌشاعٝ اٌٝ اٌٝ اعفً ػٕذ xِؾٛس ABٚثبرخبر الافمٝ 
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                  axaax 20   
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RGxyEI
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1
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RGxEIy
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yy( ٌزلاؽٝ 5( ٚ)4ٚلذ رلاؽٝ صبثزب اٌزىبًِ فٝ ) ,   0ػٕذx . 

axػٕذ  0yْ ٚؽ١ش ا 2  

0
63

4
2 

Wa
aRG

A
                                                                                                    (6)  

 ( ٠ٕزظ اْ 6( ٚ )2( ٚ)1ثؾً اٌّؼبدلاد )

.
8

3
,

16

5
,

16

11
WaGWRWR

BA
   

 القضيب ياخذ شكل المنحنى  وعلى ذلك فإن

.0)1118(
96

2

axxa
Wx

EIy     

axaax
W

xa
Wx

EIy 2)(
6

)1118(
96

3

2

   

axثٛمغ    ً٠ٕزظ اْ إٔخفبك اٌضمW ٓػٓ اٌطشف١AB ٠غبٜٚ ,
EI

Wa
3

96

7
. 
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 ؽىً )أ(

 دٌزبْ ٚوزٌه فبْ ػضَ الأؾٕبس رؼط١خ اٌّؼب

axaax
W

M

axxa
W

M

2)2(
16

5

0)116(
16





  

 ٚاٌؾىً )أ( ٠ج١ٓ ٘زا إٌّؾٕٝ . 

 (:2مثال )

ABِػرص ِٓ غشف١رس  a2غٌٛس ABلع١د  ف١ف   ذك١رع ورحْ جٌطشفرحْ فرٝ ِغرطٜٛ جفمرٝ ٚجقرذ. فرارج  ,

ABػٕذ جٌطشف١ٓ Wجٚؾذ جٔخفحض جٌػمً  Wػٍك ِٓ ِٕطصف جٌمع١د غملا   ٚجسعُ ػضَ جلأكٕحء.  ,

 الحل
 فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ ٠قجؼ اٌمن١ت ِزّبصلا ؽٛي اٌضمً اٌّؼٍك ٠ٕٚزظ ػٓ رٌه اْ : 
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 ؽىً )ة(

2

W
RR

BA
                                                                                                                     (1)  

.ٔز١غخ ٌٍزّبصً فٝ اٌؾىً ٠ىفٝ اػزجبس ٔقف اٌمن١ت الا٠غش ِضلا. Gػٕذ اٌطشف١ٓ  اؽذٚ ٚاْ ِمذاس اٌؼضَ )اٌزضج١ذ(

  ؽىً ٘زا إٌقف ٠زؾذد ِٓ اٌؼلالخ .
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2                                                   (4)  

yyؽٝ ٚلذ رلاؽٝ صبثزب اٌزىبًِ ٌزلا ,  0ػٕذx ً0ِٓ اٌزّبصy ػٕذax  ِْٕٚٙب ٠ٕزظ ا 

4

Wa
G                                                                                                                               (5)  

  معادلة النصف الايسر للقضيب هى 

)23(
24

2

xa
Wx

EIy                                                                                                           (6)  

axثٛمغ   ً٠ٕزظ اْ أخفبك اٌضمw ٜٚػٓ اٌطشف١ٓ ٠غب 

EI

Wa
y

24

3

1
                                                                                                                          (7)  

 ؼط١خ اٌّؼبدٌزبْ ػضَ الأؾٕبس ػٕذ ا٠خ ٔمطخ ػٍٝ اٌمن١ت ر

axxa
W

M  0)2(
4
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 ٚاٌؾىً )ة( ٠ج١ٓ ِٕؾٕٝ ػضَ الأؾٕبس .  
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  :(3مثال )

ػٍٝ ٚضذ سأعٟ  Bأفم١ح ٚجسضىض جٌطشف Aٌىً ٚقذز غٛي. غرص غشفس  ٚٚصٔٗ  l غٌٛسABلع١د  

ABذك١ع وحْ جٌطشفحْ   . Aفٝ ِغطٜٛ جفمٝ ٚجقذ. ػ١ٓ سد جٌفؼً ٚجلاصدٚجؼ جٌطػرص ػٕذ,

ئغرص جْ جلأخفحض ِٕطصف جٌمع١د ػٓ جٌطشف١ٓ 
EI

l

192

4


 ٚجسعُ ِٕكٕٝ ػضَ جلإٔكٕحء.  

 الحل

ABٔفشك اْ سد اٌفؼً ػٕذ  ّ٘ب ,
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RR  . A  ٛ٘Gٚاْ ػضَ اٌزضج١ذ ػٕذ ,
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 . Aثئرخبر ِؾٛس٠ٓ إؽذاّ٘ب أفمٝ ٚالأنش سأعٝ ػٕذ 
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 ( ٠ٕزظ اْ  7(ٚ)2(ٚ)1ثؾً اٌّؼبدلاد )
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 ؽىً اٌمن١ت ٠زؾذد ثبٌّؼبدٌخ 
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 ػضَ الأؾٕبس ػٕذ اٜ ٔمطخ ػٍٝ اٌمن١ت رؼط١خ اٌّؼبدٌخ . 
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 ٚاٌؾىً )ط( ٠ج١ٓ ِٕؾٕٝ ػضَ الأؾٕبس. 

 

 (:4مثال )

جٌررٝ جػٍررٝ ذمررٛز ِغررحفس  ٗس. جرج سفررغ جٌمعرر١د ِررٓ ِٕطصررف١ررلعرر١د ِٕررطظُ ِػرررص جفم١ررح ػٕررذ وررً ِررٓ ٔٙح٠ط

ئغررررررص جْ جٌمرررررٛز ضغرررررحٜٚ فرررررٛق جٌٕٙرررررح٠ط١ٓ .  ِمرررررذجس٘ح
2

24

3

W

a

K



ٚجْ جٌؼرررررضَ ػٕرررررذ جٌٕٙرررررح٠ط١ٓ ٠غرررررحٜٚ  
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EIKٚصٔس ٚ Wغٛي جٌمع١د ٚ a2ق١ع    . 

 الحل

ٔفشك اْ اٌمٛح اٌّىؤصشح ػٕىذ ِٕزقىف اٌمنى١ت  Gٚوزٌه ػضَ الأؾٕبس  ٚاؽذ ػٕذ اٌطشف١ٓ Rِٓ اٌزّبصً سد اٌفؼً 

 ٝ٘F . 

 ِؼبدٌخ الارضاْ رؼطٝ ِٓ : 
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 للعزوم الثلاثة: Clapeyron,sمعادلة كلابيرون ثانيا: 

 لأحمال المركزة :    معادلة كلابيرون للعزوم الثلاثة-اولا
AAAAرؼزجش عضئ١ٓ 

12
ِٓ لن١ت نف١ف ِٕزظُ هٌٛٙب ,

12
, aaٌٕٚاٌغضسا شك أْ اٌمن١ت ارضْف ْ 

AAAA
12

ِؾّلاْ ثضم١ٍٓ ,
12

, ww ِغبفز١ٓ  رجؼذاْػٕذ ٔمطز١ٓ ِٕٙب
12

, xxٓػ
12

, AA ػٍٝ اٌزشر١ت فئرا وبٔذ

12
,, MMM ػضَٚ الأٔؾٕبس ػٕذ ٝ٘

12
,, AAA ٚوبٔذ

12
, ِمذاس إٔخفبك ٝ٘Aالأفمٝ ػٓ  ٓػ

12
, AA   ْفئ 
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 لإصجبد رٌه:  

ٔفشك أْ لٜٛ اٌمـ ػٕذ 
12

,, AAA وّب ٘ٝ ِج١ٕخ ثبٌؾىً ٚإرا وبٔذ إؽذٜ إٌمو اٌضلاس فمو ٔمو إسرىبص ٌٍمن١ت

)(فئْ لٖٛ اٌمـ رىْٛ غ١ش ِزقٍخ ثّمذاس  –ٔمطخ اسرىبص Aٚفٝ اٌؾىً إرخزد  –
1

SS سد اٌفؼً ػٕذ٘ب ٠غب ٜٚ

AAAAثئػزجبس إرضاْ 
12

AAوً ػٍٝ ؽذٖ ٚانز اٌؼضَٚ ؽٛي , ,
2

 ػٍٝ اٌزشر١ت ٔؾقً ػٍٝ . 

0)(
1111

1

11
 MMxawSa                                                                              (4.2.1)  

0
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1  MMxwSa                                                                                      (4.2.2) 

سٜ الاؽذص١بد ػٕذ ٛإرا أنزٔب ِؾ
1

A  ًفئْ ؽىAA
1

 ٠زؼ١ٓ ِٓ اٌؼلالبد الار١خ 
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وزٌه ١ًِ 
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AA ػٕذA  ًٔفغخ ١ِ ٛ٘
2

AA  ػٕذ إٌمطخA  
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ثؾزف 
1

, cc( ٔؾقً ػٍٝ: 4.2.5(ٚ)2.4.4(ٚ)4.2.3ِٓ اٌّؼبدلاد ) 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 128 


















2

2

1

12

2

2

2

11

2

11

1

12

2

12

1

1

1211

6
)2(

)(
66

1

3

1

2

1

2

1

aa
EIx

a

w
xax

xa
a

w
aSaSMaaM


   

بالتعويض فى هذة العلاقة عن 
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, SS ( ينتج ان  2( و)1من ) 
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    (4.2.6) 

ػٓ Aؾذ الان١ش ٠ؼطٝ رأص١ش أخفبك ٌٚا
12

, AA . ػٍٝ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ٘زٖ اٌّٛامغ 

AAAA٘زٖ اٌؼلالخ ٠ّىٓ رؼ١ّ١ّٙب لاوضش ِٓ صمً ػٍٝ اٌغضئ١ٓ 
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 ٚرىْٛ إٌز١غخ ػٍٝ اٌقٛسح :,

)(6
)()(

)(2

2

2

1

1

2

22

2

1

22

1

222111
aa

EI
a

xaxw

a

xaxw
aMaaMaM

jjjiii 









  (4.2.7)                                  

             

ٚف١ٙب 
i

x اثؼبد ٝ٘
i

w ٓػ
1

A  , 

j
x  اثؼبد ٝ٘

j
w ٓػ

2
A  . 

 

   ِؼحدٌس جٌؼضَٚ جٌػلاغس ٌمع١د ِكًّ ذأطظحَ:  ١ح: غحٔ
 

فشك أٔخ ثذلا ِٓ الأؽّبي اٌّشوضح فٝ اٌجٕذ اٌغبثك ٕ٘بن ؽّلا ٔ
1

w  ٌىً ٚؽذح هٛي ػٕذ ا٠خ ٔمطخ ِٓ عضس

AAاٌمن١ت 
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, ِٓ ٌىً ٚؽذح هٛي ػٕذ ا٠ٗ ٔمطخ
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AA ٓثبٌزؼ٠ٛل ػ
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ww ثبٌى١ّز١ٓ ,
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, xx  ٍٝػ

 اٌزشر١ت ٚاعزجذاي ػ١ٍّخ اٌغّغ ثؼ١ٍّخ رىبًِ ٠ٕزظ اْ 
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 الاؽّبي إٌّزظّخ رؼطٝ ٚ٘ذٖ 
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 ثالثا: المعادلة العامة للعزوم الثلاثة: 
AAارا وبْ اٌغضساْ 

1
ٚ

2
AA  اٌمن١ت ِؾ١ٍّٓ أؽّبلا ِٛصػخ رٛص٠ؼب ِٕزظّب ٚانشٜ ِشوضح ث١ّٕب ِٓ

إٌمو 
12

,, AAA   :ْ١ٌغذ فٝ ِغزٜٛ افمٝ ٚاؽذ فئ 
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                               (4.2.9)  

ِٓ لجً. رؼشف ٘زٖ اٌؼلالخ ثّؼبدٌخ ولاث١شْٚ  ف١ٗٚاٌشِٛص فٝ ٘زٖ اٌؼلالخ رؾًّ ٔفظ اٌّؼٕٝ اٌزٜ اعزخذِذ 

 ٚاٌقٛس اٌغبثمخ ؽبلاد نبفٗ ِٕٙب. 

 أمثلة:     

   (:1مثال)

CA ٠ٗشضىض ػٕذ غشفAC١لع١د  ف١ف  فٝ ِغطٜٛ أفمٝ ٚجقذ .  دػٍٝ غلاظ أٚضحB ٗٚػٕذ ِٕطصف,

ABBCٚقًّ ػٕذ ِٕطصف  WW ذك١ٍّٓ, ػٍٝ جٌطشض١د  . جقغد سدٚد جلافؼحي ػٍٝ جلاٚضحد . ٚجغرص أْ 3,

 .Aجٌمع١د أفمٝ ػٕذ غشفس 

 الحل
ACَ الأؾٕبس ػٕذ اٌطشف١ٓػض  . B  ٛ٘Mٔفشك اْ ػضَ الأؾٕبس ػٕذ  .ا٠غبٜٚ ففش ,

ABCاٌّشوضح ػٍٝ ٔمو الاسرىبص  ثزطج١ك ِؼبدٌخ ولاث١شْٚ ٌٍؼضَٚ اٌضلاصخ ٌلاٚصاْ  ٔؾقً ػٍٝ :  ,,
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0,2ػٕذ 0yٌٚىٓ   xax ْ٠0ٕزظ اD . 

 . أٜ جْ جٌمع١د جفمٝ فٝ ٘زج جٌطشف٠غبٜٚ ففشا. Aٚ٘زا ٠ؼٕٝ اْ ١ًِ اٌمن١ت ػٕذ 0cٚا٠نب 
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 -:(2مثال )

ػٍٝ ٚضرذ ٠شضفرغ ِغرحفس  cٚجسضىض ِٕطصفس  أفم١ح, Aغرص غشفس a2غٌٛس  ABلع١د  ف١ف  
EI

wa
2

6

1
 

Ac. وزٌه أٚؾذ سدٚد جلافؼحي ػٕذ Aػٓ B. أقغد جٔخفحض جٌطشف Bِٓ جٌطشف جٌكش  w غملا فحرج ػٍك , . 

 جٌكً

 

Acٔفشك اْ سدٜ اٌفؼً ػٕذ  ّ٘ب ,
Ac

RR . c  ٛ٘waأِب ػضَ الأؾٕبس ػٕذ  A ٛ٘Gٚاْ ػضَ الأؾٕبس ػٕذ  ,

Aٚالانشٜ    ٠Aّىٓ اػزجبسٖ رشو١ضا ػٕذ ٔمطز١ٓ إؽذاّ٘ب Aاٌزضجذ ػٕذ    ِٓ لش٠جٗ عذاA ثؾ١ش ٠ّىٓ إػزجبس

AA  0=ففش
1
 وزٌه فبْ إٌغجخ

1

1

a


AAرؤٚي اٌٝ اٌقفش ؽ١ش أٙب رؼطٝ ١ًِ اٌغضس    ػٍٝ الافمٝ ٚ٘زا

٠غبٜٚ ففشا لاْ ٘زا اٌطشف ٌٍمن١ت ِضجذ أفم١ب ثزطج١ك ِؼبدٌخ ولاث١شْٚ ٌٍؼضَٚ اٌضلاصخ لاؽّبي اٌّشوضح ػٕذ 
1

,, AAc ْ٠ٕزظ ا 
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EIawaaG
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waGei .   
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AcBوبتطبيق معادلة كلابيرون عند النقط  ,,  
















aEIa

wa
EIwaaaG



6
64.

3

  

EI

wa
ei

3

3

1
.    

ِغبفخ  Bرؼٍٛ cاٜ اْ 
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wa
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ِغبفخ  Aٚرؼٍٛ  
EI

wa
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6

1
ِغبفخ Aاعفً B. ارْ 

EI

wa

6

3

. 

  A.  ثبنز اٌؼضَٚ ؽٛي BAٌؾغبة سدٚد الافؼبي ٔؼزجش إرضاْ  

wR
c

3   

 ومنها 

wR
A

2   

  :(3مثال )

  .ذحعطخذجَ ِؼحدٌس ولاذ١شْٚ قً ٘زٖ جٌّغحٌس 

لع١د ِٕطظُ ِػرص جفم١ح ػٕذ ولآِ ٔٙح٠طس. جرج سفغ جٌمع١د ِٓ ِٕطصرفس جٌرٝ جػٍرٝ ذمرٛز ِغرحفس ِمرذجس٘ح 

 ٜٚفررٛق جٌٕٙررح٠ط١ٓ. جغرررص جْ جٌمررٛز ضغررح
2

24

2

w
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ٚجْ جٌؼررضَ ػٕررذ جٌٕٙررح٠ط١ٓ ٠غررحٜٚ  

24

6

2

w

a

K



ق١ررع 

a2 غٛي جٌمع١دw, ٗٔٚصEIK  . 

 الحل

1ٚالأنشٜ  ١Aٓ عذا اؽذّ٘ب زرشو١ضا ػٕذ ٔمطز١ٓ ِزمبسثAثبػزجبس ٔمو اٌزضج١ذ ػٕذ
A  ثؾ١ش ٠ّىٓ اػزجبس 
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 )وّب اٚمؾٕب فٝ اٌّضبي اٌغبثك( 

BAAثزطج١ك ِؼبدٌخ ولاث١شْٚ ٌٍؼضَٚ اٌضلاصخ ػٕذ إٌمو  ,,
 ِغ ِلاؽظخ اْ  1
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 نحصل على 
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                                                                                         (1)  

cBAبتطبيق معادلة كلابيرون للعزوم الثلاثة عند النقط   مع ملاحظة ان  ,,
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                                                                                              (2) 

 ( ٔغذ اْ 2(ٚ)1ثؾً اٌّؼبدٌز١ٓ )

,
6

24
,

6

24
22

a

kwa
G
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 . Bفبْ ػضَٚ الأؾٕبس ػٕذ ABثبػزجبس اٌغضس 

4
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RaGM

B
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12

4 a

KGw
R    

 من اتزان القضيب كله 

3

24
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RWF






. 

 طاقة جهد قضيب نتيجه لانحنائه:  -ثالثا:
1٘ٛ ِمطغ اٌمن١ت ثٛاعطخ اٌّغزٜٛ اٌزٜ ٠نُ اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػ١ٍخ ٚاْ ABٔفشك اْ 

GGش عضس في١

١GGٓ اٌّمطؼ١ٓ اٌؼشم١١ٓ ٌٗ ث . ٚٔؼزجش عضس اٌمن١ت اٌّؾقٛس Sِٓ ِؾٛس اٌمن١ت هٌٛٗ  ,
1 . 

 

 

ٚػٍٝ ثؼذ Gغ ػٕذ ػٍٝ اٌّمط pالا١ٌبف ػٕذ ا٠ٗ ٔمو  oٔفشك أٗ ػٕذ إٔؾٕبس اٌمن١ت رمبهغ ٘زاْ اٌّمطؼبْ فٝ 

y   .ِٕٙب رزي١ش هٌٛٙب ثبلأؾٕبس 

hSٔفشك أٗ افجؼ   فبرا وبٔذ ٔقف لطش أؾٕبس ِؾٛس اٌمن١ت ػٕذ ٝ٘G ْفئ 



 S

y

h
                                                                                                                       (4.3.1)  



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 135 

          . فبْ هبلخ عٙذ ٘زٖ الا١ٌبف ٔز١غخ لاعزطبٌزٙب رغبٜٚ p٘ٝ ِغبفخ ِمطغ الا١ٌبف ػٕذ Aارا وبٔذ 

2

2

1
h

S

AE




                                                                                                                    (4.3.2) 
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y
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1
   

 هبلخ عٙذ عضس هٌٛخS اٌمن١ت ِٓ 

 dAy
SE 2

2
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1




                                                                                                         (4.3.3)  

ؽىٛي Gٌّمطىغ اٌمنى١ت ػٕىذ  Iٚ٘ىزا ٠غىبٜٚ ػىضَ اٌمقىٛس اٌىزارٝ  ٠ٚpؾغت اٌزىبِىً ػٍىٝ ِمطىغ اٌمنى١ت ػٕىذ 

 ِؾٛس ػٕذ٘ب ػّٛدٜ ػٍٝ ِغزٜٛ اٌمٜٛ. 

 ٘ٝ هبلخ عٙذ اٌمن١ت ٔز١غخ لأؾٕبئخ فبْ  Vارا وبٔذ 

 ds
EI

U
2

2

1


                                                                                                            (4.3.4)  

 ٚ٘زا اٌزىبًِ ِؾغٛثب ػٍٝ ِؾٛس اٌمن١ت. 

 Uػٕذِب ٠ىْٛ اٌمن١ت فٝ ؽبٌزٗ اٌطج١ؼ١خ ػٍٝ ؽىً ِٕؾٕٝ صىُ ري١ىش ٘ىزا الأؾٕىبس فىبْ ٠ّىىٓ اصجىبد اْ هبلىخ اٌغٙىذ 

 اٌّخضٚٔخ ٔز١غخ ٌٙزا الأؾٕبس رؼط١ٙب اٌؼلالخ 

 












 dsEIU

2

0

11

2

1


                                                                                              (4.3.5)  

ِؾغٛثب ػٍٝ ِؾٛس اٌمن١ت 
0

,   ذ ا٠ىخ ٔمطىخ ف١ىٗ لجىً ٚثؼىذ اٌزي١ىش فىٝ قفب لطش الأؾٕبس ٌّؾٛس اٌمن١ت ػّٕٔ٘ب

 أؾٕبئخ . 



EI
M                                                                                                                  (4.3.6)  

 ٠ٕزظ اْ  (4.3.4فٝ ) (4.3.6ٚرٌه ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ ) Mس ٠ّىٓ وزبثخ هبلخ عٙذ اٌمن١ت ثذلاٌخ ػضَ الأؾٕب

 ds
EI

M
U

2

2

1
                                                                                                            (4.3.7)  

 ٚ٘زا اٌزىبًِ ِؾغٛثب ػٍٝ ِؾٛس اٌمن١ت 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 136 

 أمثلة:

 -(:1ثال)م

جقذ غشف١س ػٕذ سجعٙح جٔكٕٝ جٌمع١د ذؼذ رٌره ١ٌح رز  ١aٕس رجش ذحسجِطشطشىٍس جٌطر١ؼٝ و aلع١د غٌٛس  

)310(: أغرص جْ جٌطحلس جٌّخضٚٔس ف١ٗ ضغحٜٚ  aشىً دجتشز ٔصف لطش٘ح 
16


a

EI
  

 الحل

 

 اٌّؼبدٌخ اٌزار١خ ٌّٕؾٕٝ اٌىز١ٕخ ٘ٝ 

tanaS                                                                                                                          (1)  

 صا٠ٚخ ١ًِ اٌّّبط ػٕذ اٜ ٔمطخ ػٍٝ ِٕؾٕٝ اٌىزجٕخ ػٍٝ الافمٝ .  ِمبعخ ِٓ ساط اٌىز١ٕخ ,  Sؽ١ش 

  ٔقف لطش أؾٕبس اٌمن١ت ػٕذ ا٠خ ٔمطخ ف١خ لجً أؾٕبئخ 





2

0
seca

d

dS
  (2  )                                                                                                        

                                                        

 ٔقف لطش أؾٕبس اٌمن١ت ثؼذ أؾٕبئخ 

a                                                                                                                                  (3)  
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 الطاقة المخزونة فى القضيب نتيجة إنحنائة 
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cos2sec
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a

EI
                                                                                                                (4)  

  -(:2مثال)

 ٌىً ٚقذز قؿَٛ .  ٚٚصٔٗ   aٚٔصف لطش لحػذضس جٌّػرطس  aوحذٌٛٝ ػٍٝ شىً ِخشٚغ , جسضفحػس 

 ئقغد جٌطحلس جٌّخضٚٔس ف١س ٔط١ؿٗ لإٔكٕحٔٗ ضكص ضأغ١ش غمٍٗ. 

 الحل

 

٘ٝ  rفبرا وبٔذ   xِٚؾٛس اٌىبثٌٛٝ لجً أؾٕبئخ ِؾٛس  oضجزخ وٕمطخ افً ٌلاؽذاص١بد ثبنز ِشوض اٌمبػذح اٌّ

 فبْ  x   ِٓoؼذثٔقف لطش اٌّمطغ ػٕذ ا٠خ ٔمطخ ػٍٝ 
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                                                                                                                           (1)  

  ٠ٚpىْٛ ٚصْ ٚؽذح اٌطٛي ػٕذ 
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                                                                                                              (2)  

  قوة القص تعطى من العلاقة 


dx
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 ثبٌزىبًِ 

  cxl
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lxػٕذ اٌطشف اٌؾش 0Sٌٚىٓ    

  0cارْ 

 
3

2

2

3
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a
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                                                                                                         (3)  

 رؼطٝ ِٓ اٌؼلالخ  Mوزٌه فبْ ػضَ الأؾٕبس 

S
dx

dM
                                                                                                                           (4)  
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dx
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                                                                                                       (5)  
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                                                                                                         (6)  

lxػٕذ اٌطشف اٌؾش  ٠ٚMزلاؽٝ صبثذ اٌزىبًِ ٌزلاؽٝ   . 

  ػضَ اٌمقٛس اٌزارٝ ٌّمطغ اٌىبثٌٛٝ ػٕذp . 
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                                                                                                  (7)  
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   الطاقة المخزونة فى الكابولى نتيجة لانحنائة 
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                                                                                                                     (8)  

 (:3مثال )

٠شضىض ػٍٝ ِغطٜٛ جفمٝ. جغشش ػٍٝ ِٕطصفس لٛز سجع١س سفؼطس جٌٝ جْ  Wٚصٔٗ a2لع١د ِٕطظُ غٌٛٗ 

غً جٌّرزٚي ضشن غشفحٖ جٌّغطٜٛ. أغرص جْ جٌت
EI

aW
32

20
 . 

 الحل
ٗ إٌٙبئٝ ٔبنز ِؾٛس٠ٓ اؽذاّ٘ب افمٝ ٚالانش ساعٝ اٌٝ أعفً ػٕذ اؽذ هشفٝ اٌمن١ت مؼلا٠غبد ؽىً اٌمن١ت فٝ ٚ

 .  ١ٌٚoىٓ اٌطشف الا٠غش 

 

 ؽىً إٌقف الا٠ّٓ ِٓ اٌمن١ت رؾذدح اٌؼلالخ 
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4
x
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yEI                                                                                                                       (1)  
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3

                                                                                                                  (2)  

 ٚؽ١ش اْ اٌمن١ت ِزّبصً ؽٛي اٌشأعٝ ػٕذ ِٕزقف اٌمن١ت .  
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 ز١غخ ٌٛمؼخ ثبرخبر اٌّغزٜٛ الافمٝ ِٛمغ ل١بعٝ فبْ هبلخ عٙذ اٌمن١ت ٔ
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                                                                                   (5)  

 هبلخ عٙذ اٌمن١ت ٔز١غخ لأؾٕبئخ  
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                                                                                                   (6)  

  اٌؾيً اٌّجزٚي ثٛاعطخ اٌمٛح اٌشأع١خ ٠غبٜٚ ِغّٛع هبلزٝ اٌغٙذ اٌٍز١ٓ اوزغجٙب ٔز١غخ ٌّٛمؼخ ٚٔز١غخ لأؾٕبئخ

 اٜ رغبٜٚ 

.
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EI
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                                                                                                                             (7)  
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 ػٍٝ جٌرحخ جٌشجذغ ضّحس٠ٓ

 
ِشضىض فٝ ٚظغ جفمٝ ػٕذ ٔٙح٠طٗ . أٚؾذ ٘رٛغ جٜ  ٚٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٕٗ  lلع١د ِٕطظُ غٌٛس  .1

 ٔمطس ِٓ ٔمحغ جٌمع١د .

  

ِٚشضىض فٝ ٚظغ جفمٝ ػٕذ ٔٙح٠طس . ٚلف سؾً غمٍٗ  لع١د ِٕطظُ ٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٕٗ ضغحٜٚ  .2

W  ػٕذ ٔمطس ػٍٝ ذؼذa  غشف ِٓ,b  جٌطشف جلا ش . أغرص جْ جٔخفحض جٌٕمطس جٌطٝ ٠مف ػ١ٍٙح ِٓ

 جٌشؾً ػٓ ِغطٜٛ جٌكح١ٍِٓ ٠غحٜٚ 












 W

ba

ab
baba

EI

ab 8
)3(

24

22
  

    

BAغٍػ١ٗلع١د ِٕطظُ ِشضىض ػٕذ ٔمططٝ  .3 جفم١ح. أغرص جْ جٌٕغرس ذ١ٓ جسضفحع ِٕطصف جٌمع١د ػٓ ,

AB ٓجٌٝ جٔخفحض ٔٙح٠س جٌمع١د ػAB ٜٚ128:19ضغح . 

 

  lػٕذ ِٕطصفٗ ِٚشضىض جفم١ح ػٕذ ٔمطط١ٓ ػٍٝ ذؼذ٠ٓ ِطغح١٠ٚٓ  Wٚظغ غمً  l4لع١د ِٕطظُ غٌٛس  .4

ضغحٜٚ  Wجرج وحْ جٌمع١د ػٕذ وً ِٓ ٔمططٝ جلاسضىحص . فحغرص جْ  ِٓ ِٕطصفس )ِشوضٖ(.
6

1
ٚصْ 

 جٌمع١د.

  

ح ِّٓ ذؼعٙ lِشضىض ػٕذ  ّظ ٔمحغ ػٍٝ ٔفظ جٌخػ جلافمٝ ٌٚٝ جذؼحد ِطغح٠ٚس  l4لع١د ِٕطظُ غٌٛس  .5

جغ١ص ج٠عح جْ ػضَ جلأكٕحء ػٕذ  32:26:11جْ سدٚد جلافؼحي ػٕذ ٔمحغ جلاسضىحص ضطٕحعد ِغ  . ئغرص

ؿحٚسٖ ٌٗ ِّٕ٘ٛطصف جٌمع١د ٚػٕذ وً ِٓ ٔمططٝ جٌشضىحص جٌ
56

,
112

3 wlwl
 ٚصْ جٌمع١د. wق١ع  

 

  

ِػرص ػٕذ غشف١ٗ ذك١ع وحْ جٌّّحط ٌٍمع١د ػٕذ  l3ٚغٌٛٗ  لع١د ِٕطظُ ٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٕٗ  .6

ػٓ جقذ جٌطشف١ٓ . فحرج وحْ غشفح جٌمع١د  lوً ِّٕٙح أفم١ح . جسضىض أ٠عح ػٕذ ٔمطس ِٕٗ ضرؼذ ِغحفس 

 ٚػضَٚ جلأكٕحء ػٕذ جٌطشف١ٓ ٚٔمطس جلاسضىحص. ػٍٝ  ػ جفمٝ ٚجقذ . فأٚؾذ سدٚد جلافؼحي ٚٔمطس جلاسضىحص

 

٠DCBAشضىض ػٕذ جٌٕمػ  l3 ٚغٌٛٗ  ٚصْ ٚقذز جلاغٛجي ِٕٗ ABCDلع١د ِٕطظُ  .7 ق١ع  ,,,

CDBCAB َٚجلأكٕحء ػٕذ وً ِٓ  ذك١ع وحْ جٌخػ جٌٛجصً ذ١ٓ جٌٕمحغ جلاسذغ أفم١ح . جٚؾذ ػض

CB  ٚسد جٌفؼً ػٕذ وً ِٓ جٌٕمحغ جلاسذغ. ,
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. a2جلافمٝ جٌّغحفس ذ١ّٕٙح  ٠شضىض فٝ ٚظغ ِطّحغً ػٍٝ قح١ٍِٓ ػٍٝ ٔفظ جٌخػ  l2لع١د ِٕطظُ غٌٛس  .8

alجرج وحٔص  2جلأكٕحء ٠ىْٛ ٔٙح٠ٗ ػظّٝ ػٕذ جٌكحًِ جٚ ػٕذ جٌّٕطصف قغرّح , فأضرص جْ ػض َ

al )22(2   جرج وحٔصal 2 . ًِفحْ ػضَ جلأكٕحء ٠ىْٛ ٔٙح٠س ػظّٝ ػٕذ جٌكح 

  

ٕطصف جٌمع١د غملا ِٕطظُ ِػرص ِٓ جقذ غشف١ٗ ذك١ع وحْ جفم١ح ػٕذ٘ح . فحرج ػٍك ػٕذ ِلع١د ِشْ  .9

 ٌٛصٔٗ . فأٚؾذ جٔخفحض جٌٕٙح٠س جٌكشز ٌٍمع١د.ِغحٚ 

 

  

ِٚشضىض فٝ ٚظغ ِطّحغً ػٍٝ قح١ٍِٓ ػٍٝ ٔفظ جٌخػ جلافمٝ وً ِّٕٙح ٠رؼذ  l5لع١د ِٕطظُ غٌٛٗ   .10

ض ػٓ جٌطشف . أٚؾذ جٌٕغرس ذ١ٓ جسضفحع ِٕطصف جٌمع١د ػٓ ِغطٜٛ جٌكح١ٍِٓ جٌٝ جٔخفحl2ِغحفس 

 جٌٕٙح٠ٗ جٌكشز ػٕٙح. 

 

غشف١س ِػرطحْ فٝ قحتط١ٓ سجع١١ٓ ذك١ع وحْ  l2ٚغٌٛٗ EI, صلاذطٗ  ABلع١د ًِّٙ جٌٛصْ -  .11

وّح قًّ  , ١cد ِٓ ِٕطصف جٌمعl4جٌّّحط ٌٍمع١د ػٕذ وً ِٓ جٌطشف١ٓ جفم١ح. ػٍك غمً ِمذجسٖ 

  ,2ضك١ّلا ِٕطظّح وػحفطس جٌط١ٌٛس  CB, ٚقًّ جٌؿضء ضك١ّلا ِٕطظّح وػحفطس جٌط١ٌٛس  ACجٌؿضء 

BAجٚؾذ سدٚد جلافؼحي ٚػضَ جلأكٕحء ػٕذ وً ِٓ   .C. جٚؾذ ج٠عح جٌٙرٛغ ػٕذ جٌّٕطصف ,

 

 

ٚجلا ش ػٕذ  Aػٍٝ قح١ٍِٓ , جقذّ٘ح ػٕذ جٌطشف lغٌٛس  ABجغرص جٔٗ جرج جسضىض لع١د سف١غ ِٕطظُ  .12

ضرؼذ ِغحفس  Cجٌطشف  32 l ٓػA  فحْ جٌّّحط ٌٍمع١د ػٕذC  .٠ىْٛ جفم١ح 

 

لع١د غم١ً ِٕطظُ ٠شضىض ػٍٝ أسذؼس جٚضحد فٝ ٔفظ جٌّغطٜٛ ذك١ع وحٔص جٌّغحفس ذ١ٓ وً ٚضذ٠ٓ ِططح١١ٌٓ   .13

ft100 ٚ ٗقذز جلاغٛجي ِٓ جٌمع١د ٚوحٔص وطٍطfts /tan2  ُجقغد سدٚد جلافؼحي ػٕذ جلاٚضحد ٚجسع

 ِٕكٕٝ ػضَ جلأكٕحء ٌٍمع١د وٍس .

 

  

 ft15لع١د ِٕطظُ ِشضىض ػٍٝ جسذؼس جٚضحد فٝ  ػ جفمٝ ٚجقذ جرج وحٔص جٌّغحفس جٌٛعطٝ ضغحٜٚ   .14

ftIbٚوحْ جٌمع١د ٠كًّ غملا لذسز  ft10حٜٚٚجٌّغحفطحْ جلا ش٠طحْ وً ِٓ ِّٕٙح ضغ ِٛصع 200/

جٚؾذ جلأخفحض ػٕذ ج٠س ضٛص٠ؼح ِٕطظّح ػٍٝ جٌمع١د. جسعُ ػضَ جلأكٕحء ػٕذ ج٠س ٔمطس ِٓ جٌمع١د . ٚ

 ٔمػ ِٕٗ .

 

٘ٛ  ١ٌaىْٛ شىً دجتشز ٔصف لطش٘ح  a2ذ١ٓ جْ جٌتغً جٌّرزٚي فٝ جٔكٕحء عٍه ِغطم١ُ غٌٛس   .15

a

EI
. 

------------------------------------------------------------------- 
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 جٌخحِظجٌرحخ 

 عطحض١ىح( جئعطحض١ىح جٌّٛجتغ )ج١ٌٙذسٚ
 

 ِمذِس 
رؾذ ربص١ش اٌمٜٛ اٌخبسع١خ ٚ٘زا اٌزؾ٠ٛٗ  (deformation)ِٓ اٌّؼشٚف اْ ع١ّغ اٌّٛاد رزؾًّ رؾ٠ٛٙبد 

ارا اؽزفع ثٕفغخ ثؼذ اصاٌخ اٌمٜٛ  (plastic)ارا انزفٝ ثؼذ اصاٌخ ربص١ش اٌمٜٛ ٠ٚغّٝ فٍت  (Elastic)٠غّٝ ِشْ 

 ؾ٠ٛخ ٠ضداد ثذْٚ ؽذ رؾذ ربص١ش اٌمٜٛ ِّٙب وبٔذ في١شح. زارا اعزّش اٌ ٠ٚFlowغّٝ أغ١بة 

ِٛاد لبثٍخ ٌلأغ١بة ٚػٍٝ اٌزؾىً ثؾىً الاٚػ١خ اٌّؾز٠ٛخ ٌٙب ٚلا رظً اٌّٛائغ عبوٕخ ثبٔٙب  Fluidsٚرؼشف اٌّٛائغ 

 ارا اصشد ػ١ٍٙب لٛح ِّبع١خ. 

 ٚرٕمغُ اٌّٛائغ اٌٝ عٛائً ٚغبصاد: 

 

 جٌغٛجتً:  
ش ٠زوش فٝ ؽغّٙب ٚوضبفزٙب )اٜ أٙب غ١ش لبثٍخ ١ارا ميطذ فٝ ؽ١ض فبٔٙب رزؾًّ ميٛهب ػب١ٌخ دْٚ ري١

 ثؼىظ اٌيبصاد فبٔٙب لبثٍخ ٌلأنيبه ٠ٚزي١ش ؽغّٙب ٚوضبفزٙب.  ٌلأنيبه(

ٚاٌّٛائغ ؽم١م١خ لا رّلا رّبِب اٌؾ١ض اٌزٜ ٠ؾيٍخ فٙٝ ػجبسح ػٓ عضئ١بد اٌّغبفخ ث١ّٕٙب فٝ اٌغٛائً افيش وض١شا ِٕٙب 

 فٝ اٌيبصاد ٚأنيبه اٌّٛائغ ِب ٘ٛ إلا ٔمقبْ فٝ ؽغُ اٌفشغبد اٌّٛعٛدح ث١ٓ اٌغض٠ئبد . 

اٌّٛائغ ثٙزٖ اٌقٛسٖ نبسعخ ػٓ ٔطبق ٘زا اٌجبة ٚفٟ ٚالغ الأِش ١ٌظ ٕ٘بن ِب٠ذػٛ لإػزجبس اٌّبئغ  ٚدساعخ

اٌٙذف  ٍٗ في١شح اٌىضبفخ ٌٚٙزا ٍخؽزٟ اٌيبصاد ِب داِذ غ١ش ِخثٙزحاٌقٛسح إرا الزقشٔب فٝ دساعزٕب ػٍٝ اٌغٛائً أٚ

ِٓ ٘زا  يٍخ ثّؼٕٝ أْ أ٠خ ػٕقش ؽغّخ فزشك أْ اٌّبئغ ِٕزؾش أزؾبسا ِزقلا فٝ اٌؾ١ضاٌزٜ ٠ؾ٠ّٔىٓ أْ 

 اٌؾ١ض ٠ؾيٍخ رّبِب عضس ِٓ ٘زا اٌّبئغ . 

 

 جٌمٜٛ فٝ جٌّٛجتغ:  
 ّٙب إٌٝ ٔٛػ١ٓ : ١اٌمٜٛ اٌزٝ رؤصش فٝ اٌّٛائغ عٛاس ػٕذ إرضأٙب أٚ ؽشوزٙب ٠ّىٓ رمغ   

 :)Body or Valume Forces) لٜٛ قؿ١ّس-1 

 شاد نبسع١خ ػٓ اٌّبئغ ٚرؤصش ػٍٝ ع١ّغ عض٠ئبرخ ِضً لٜٛ اٌغبرث١خ . ٚ٘زٖ ٔبرغخ ِٓ ِؤص

Fب ػٍٝ اٌقٛسٖ ِٙٓ اٌّبئغ ػٕذ ٔمطخ ِب فئْ لٛح ِٓ ٘زا إٌٛع رؤصش ػ١ٍخ ٠ّىٓ وزبثزٌٚؼٕقش 


 Fٚف١ٙب 

 . ٗػٕذ ٘زٖ إٌمط٘ٝ اٌمٛح ٌىً ٚؽذح وزً ِٓ اٌّٛائغ 

 :surface forces  لٜٛ عطك١س-2

ٚ٘ٝ رّضً ربص١ش عضس ِٓ اٌّبئغ الانش )اٚ ػٍٝ عذاس اٌغطؼ اٌّؾزٜٛ( فٙٝ ٔٛع ِٓ لٜٛ اٌفؼً ٚسد  

 اٌفؼً. 
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رؤصش ػٍٝ عضئ١برٗ ػٍٝ اٌغبٔت Sدانً اٌّبئغ. عضئ١بد اٌّبئغ ػٍٝ اؽذ عبٔجAٝػٕذ ٔمطخ Sثفشك اْ عطؾب 

غض٠ئبد الان١شح رؤصش ػٍٝ الاٌٚٝ ثٕفظ اٌمٛح ٌٚىٓ فٝ الارغبٖ ٌٚا SFالانش ثمٛح ٠ّىٓ وزبثزٙب ػٍٝ اٌقٛسح 

 .Aالاعٙبد ػٕذ اٜ  Aارْ ٘ٝ اٌمٛح ٌىً ٚؽذح ِغبؽبد ػٕذ  Fاٌّنبد 

 

BAارا لغّٕب اٌّبئغ اٌٝ عضئ١ٓ  ٚثفشك اْ ,


F اٌمٛح اٌّؾقٍخ اٌزٝ ٠ؤصش ثٙب اٌغضس ٝ٘B  ػٍٝ ِغبؽخS ؽٛي

٘ٛ ٔٙب٠خ  cعٙبد ػٕذ فبْ الا cإٌمطخ 
S

F


 اٌٝ اٌقفش ٠ّٚىٓ رؾ١ًٍ الاعٙبد ػٕذ ا٠خ ٔمطخ  Sػٕذِب رؤٚي  

 
٠ٚمبَٚ ٠ٚغّٝ الاعٙبد اٌمبؿ  Sثبٌٕغجخ اٌٝ ِغزٜٛ ِؼٍَٛ اٌٝ ِشوجز١ٓ ِشوجخ فٝ ارغبٖ اٌّّبط ٌٍغطؼ 

اٌّغز٠ٛبد اٌّخزٍفخ ِٓ الأضلاق ثغٌٙٛخ ػٍٝ ثؼنٙب ؽزٝ ٠ّٕغ ري١ش اٌؾىً ِٚشوجخ انشٜ ػّٛد٠خ ٚرغّٝ ثبلاعٙبد 

 اٌؼّٛدٜ. ٔلاؽع اْ اٌّشوجخ الاٌٚٝ رىْٛ وج١شح ٔغج١ب ٌٍغٛائً اٌٍضعخ.
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 جٌعغػ فٝ جٌّحتغ  
اٌمبؿ ػٕذ اٜ ٔمطخ ثبٌٕغجخ لاٜ ِغزٜٛ ػٕذِب ٠ىْٛ اٌغبئً فٝ ؽبٌخ عىْٛ )ؽبٌخ ارضاْ(٠زلاؽٝ الاعٙبد 

ِبس ثٙب ٚارا رؾشن اٌّبئغ فبْ الاعٙبد اٌمبؿ ٠جذا ثبٌظٙٛس ٠ٚؼزّذ ػٍٝ عشػخ اٌؾشوخ. ٚفٝ ؽبٌخ اٌغٛائً اٌّزضٔخ 

ٚ٘ٝ ِٛمٛع دساعزٕب فبْ عٕؼزجش فمو الاعٙبد اٌؼّٛدٜ ػٍٝ اٌّغزٜٛ اٌفبفً . ٚػٍٝ ٘زا فبْ اٌنيو ٌّبئغ فٝ 

 ػٍٝ اٜ عطؼ ِبس ثٕمطخ ِؼ١ٕخ رىْٛ ػّٛد٠ب ػٍٝ رٌه اٌغطؼ . ؽبٌخ عىْٛ اٌٛالغ 

 Pشذز جٌعغػ 
 فبْ اٌؼلالخ Aػٕذ  S٘ٝ ِمذاس اٌمٛح إٌبرغخ ِٓ ميو اٌّبئغ ػٍٝ اٌّغبؽخ  Nارا وبٔذ 

S

N
P




                                                                                                                          (5.1)  

 اٌٝ اٌقفش فبْ اٌؼلالخ  Sٚثبنز إٌٙب٠خ ػٕذِب رؤي  Sػٍٝ اٌّغبؽخ Pرؼطٝ ِزٛعو ؽذح اٌنيو 

S

N
P

S 






lim
0

                                                                                                                (5.2)  

 .  Aرؼطٝ ؽذح ميو اٌّبئغ ػٕذ إٌمو 

فٝ اٌّبئغ ٌٚىٓ Sثً ا٠نب ػٍٝ ارغبٖ  Aرزٛلف ١ٌظ فمو ػٍٝ ِٛمغ P( اْ 5.2(اٚ )5.1ٔلاؽع ِٓ اٌؼلالخ )

 ٘زا غ١ش فؾ١ؼ فٝ اٌّٛائغ اٌّزضٔخ ػِّٛب. ٠ّٚىٓ اصجبد رٌه وّب ٠ٍٝ

ػّٛد٠خ ػٍٝ ِؾٛس  Aػٕذ إٌمطخ Sٚلبػذرٙب  lاٌّبئغ ػٍٝ ؽىً اعطٛأخ هٌٛٙب  ِٓ اػزجش إرضاْ عضس

 .  ً ػٍٝ اٌّؾٛس ثضا٠ٚخ ١فزّ Sالاعطٛأخ اِب اٌمبػذح الانشٜ 

 اٜ اْ  

cos'SS    

 
 ٘زٖ الاعطٛأخ ِزضٔخ رؾذ ربص١ش 

SlXاٌمٜٛ اٌخبسع١خ. ثفشك اْ ِشوجزٙب فٝ ارغبٖ اٌّؾٛس ٘ٝ -1   . 

 ؾ١ٕخ ٚ٘زٖ ٌزؼبِذ٘ب ػٍٝ ٘زٖ اٌغٛأت ١ٌظ ٌٙب ِشوجخ فٝ ارغبٖ اٌّؾٛس. ٕميو اٌّبئغ ػٍٝ اٌغٛأت اٌّ-2

SPSPميو اٌّبئغ ػٍٝ اٌمبػذر١ٓ ِمذاسح -3  ,'' . 

  ِٝؼبدٌخ الارضاْ فٝ ارغبٖ ِؾٛس الاعطٛأخ رؼط 

0cos''  SPSPSlX    

lXPP '                                                                                                                    (5.3)  

 ارا أىّؼ اٌؼٕقش ؽزٝ أطجمذ اٌمبػذربْ ػٕذ Al 0   ْ٠ٕزظ ا 

PP '   
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 اٜ اْ ؽذح اٌنيو لارزٛلف ػٍٝ ارغبح اٌّغبؽخ. 

 داٌخ ل١بع١خ رزٛلف ػٍٝ اٌّٛمغ فمو Pارْ ؽذح اٌنيو 

 

 حدلاش جٌؼحِس لاضضجْ ِحتغ: ّؼجٌ
فٝ ا٠خ ارغبٖ ١ٌٚىْٛ فٝ ارغبٖ اٌّؾٛس ABس٘ب ٔؼزجش إرضاْ عضس ِٓ اٌّبئغ ػٍٝ ؽىً اعطٛأخ لبئّخ ِؾٛ

x  ٔفشك اْ ِغبؽخ لبػذح الاعطٛأخS  ٚهٛي ِؾٛس٘بx. 

  
 وّب فٝ اٌجٕذ اٌغبثك ٠ّىٕٕب وزبثخ ِؼبدٌخ الارضاْ فٝ ارغبٖ اٌّؾٛس ػٍٝ اٌقٛسح 

xXPP  .'                                                                                                                  (5.4)  

ّٕطمخ ٌا, Aٍٚٛس ٌٙزٖ اٌذاٌخ فؾ١ؼ ػٕذ ١ٚؽ١ش اْ ؽذح اٌنيو داٌخ فٝ اٌّٛمغ فمو ٚارا إفزشمٕب اْ ِفىٛن ر

 ؽٌٛٙب فئْ 

x
x

P
PPPP 




'                                                                                                 (5.5)  

 ٠ٕزظ اْ  0xثبٌزؼ٠ٛل فٝ اٌّؼبدٌخ الارضاْ ٚانز إٌٙب٠خ ػٕذِب 

   X
x

P





                                                                                                                    (5.6)  

zyٚثبٌّضً فٝ الارغب١٘ٓ   ٔؾقً ػٍٝ   ,

Y
y

P





                                                                                                                     (5.7)  

  Z
z

P





                                                                                                                      (5.8)  

  خّبٔغ ٠ّىٓ وزبثزٙب فٝ اٌقٛسٖ الارغب١٘اٜ اْ ِؼبدلاد الارضاْ ٌ

FP


                                                                                                                       (5.9)  
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 ئضضجْ عحتً ِطؿحٔظ:
   

فٝ اٌغبئً ِٓ ِؼبدلاد الارضاْ Aػٕذ ا٠خ ِٛمغ  pذ ٠ٚزؼ١ٓ ؽذح اٌنيو ِمذاس صبث فٝ اٌؾبٌخ رىْٛ 

 داٌخ ٌٍّٛمغ ٚٚؽ١ذح اٌم١ّخ ِٚزقٍخ فبْ  pٌّٚب وبٔذ 

 ZdzYdyXdx

dz
z

p
dy

y

p
dx

x

p
dp




















                                                                                        (5.10)  

 إرْ اٌى١ّخ ث١ٓ اٌمٛع١ٓ ٠غت اْ رىْٛ رفبمً ربَ ٚوّب ٘ٛ ِؼٍِٛخ فبْ ٘زا ٠زؾمك ارا وبٔذ 

z

X

x

Z

y

Z

z

Y

x

Y

y

X



























,,  

 اٜ اْ  

0 F


                                                                                                                    (5.11)  

Fؽزٝ ٠ّىٓ ٌٍغبئً أْ ٠زضْ رؾذ ربص١ش ِغبي اٌمٜٛ   ٗ٘زٖ اٌّؼبدٌخ رؼطٝ اٌؾشه الاصَ رؾمم


 

 ( ٔؾقً ػٍٝ 5.11ثزىبًِ اٌّؼبدٌخ )

 

A

o

o
ZdzdyYXdxPP )(                                                                                  (5.12) 

ؽ١ش 
o

p   ؽذح اٌنيو ػٕذ ٔمطخ ِب ٝ٘o   . 

٠ٚoAؾغت اٌزىبًِ ػٍٝ  اٜ ِٕؾٕٝ ٠قً ث١ٓ  ( فبٕٔب ٔؾقً ػٍٝ ٔفظ اٌذاٌخ ٌؾذح اٌنيو 5.11ٚٔز١غخ ٌٍؾشه ) ,

 ٌّٕؾٕٝ اٌزىبًِ .  ِّٙب وبْ انز١بسٔب

),,(ػٕذِب ٠ىْٛ اٌّبئغ ِزضٔب رؾذ ربص١ش اٌغبرث١خ فبْ  gooF   ٚرٌه ػٕذ إرخبر اٌّؾٛسz . ًساع١ب اٌٝ اعف 

 ( رؼطٝ 5.12فبْ اٌّؼبدٌخ ) oٚارا وبٔذ ٔمطخ الافً ػٕذ 

zg

dzgpp

z

o

o







   

zgpp
o

                                                                                                           (5.13)  

ػٕذ اٌغطؼ اٌؾش ٌٍغبئً فبْ  oِٓ اٌٛامؼ أٗ ارا وبٔذ 
o

p  . ٜٛرىْٛ ِغب٠ٚخ ٌٍنيو اٌغ 

)اٜ اْ اٌغطٛػ اٌزٝ ٠زغبٜٚ ػ١ٍٙب ؽذح اٌنيو ػٕذ وً ٔمطخ  ( ٔشٜ اْ اٌغطٛػ ِزغب٠ٚخ اٌنيو 5.13ِٓ اٌؼلالخ )

 ِٕٙب( ٘ٝ اٌّغز٠ٛبد الافم١خ 

tZ tancos   

و ػ١ٍٙب ِغب٠ٚخ ٌٍنيو ٚػٍٝ رٌه فبْ اٌغطؼ اٌؾش ٌٍغبئً ٘ٛ الأنش افمٝ ارْ ٘ٛ اؽذ ٘زٖ اٌّغز٠ٛبد ؽذح اٌني

 اٌغٜٛ. 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 148 

 ِػحي:  
ذٙح و١ّس ِٓ عحتً ِطؿحٔظ , ٚظؼص جلاعطٛجٔس  h ٙحٚجسضفحػ aس ٔصف لطش٘ح ٠ئعطٛجٔس دجتش

rِٚكٛس٘ح سجعٝ فٝ ِؿحي ٌٍمٜٛ جغش ػٍٝ جٌغحتً ذمٛز غحسدز ػّٛد٠س ػٍٝ ِكٛس جلاعطٛجٔس ِٚمذجس٘ح 
c

hg

2

2
   

٘ٝ جٌرؼذ ػٓ ِكٛس جلاعطٛجٔس . جٚؾذ شذز جٌعغػ ػٕذ ج٠س ٔمػ ِٓ جٌغحتً جرج وحٔص  rٌىً ٚقذز وطً , 
o

p  ٛ٘

 جٌعغػ جٌؿٜٛ. جٚؾذ ج٠عح قؿُ جورش و١ّس ِٓ جٌغحتً ٠ّىٓ جْ ضكط٠ٛٙح جلاعطٛجٔس. 

 

 جٌكً
ساع١ب اٌٝ اعفً ِٕطجمب ػٍٝ ِؾٛس الاعطٛأخ فبْ اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػٍٝ اٌغبئً فٝ ارغبٖ ِؾبٚس  ozثبرخبر اٌّؾٛس 

),,( ٗالاؽذاص١بد ػٕذ إٌمط zyx ٝ٘ 

x
c

gh
X

r
c

gh
X

2

2

2

sin
2
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2
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gh
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 بئً ِٚٓ ِؼبدٌخ الارضاْ ٌٍغ
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ػٕذ ِشوض ؽبفخ الاعطٛأخ فبْ  oفبرا ارخزٔب ٔمطخ الافً 
o

pp   0ػٕذ,  zar  ْاٜ ا 
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 gzar
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22

2
   

ػٕذ اٌغطؼ اٌؾش ٌٍغبئً 
o

pp  فزىْٛ ِؼبدٌزخ 

 22

2
ra

c

h
z    

٠ّىٓ اْ رؾز٠ٛٙب الاعطٛأخ ػٕذِب ٠ّش ٘زا  ٚ٘ٛ لطغ ِىبفئ دٚسأٝ ؽٛي ِؾٛس الاعطٛأخ اوجش و١ّخ ِٓ اٌغبئً

 اٌمطغ ثؾبفخ الاعطٛأخ. 

 ٠ىْٛ اسرفبع اٌمطغ  0rثٛمغ 

h
c

a
oA

2

2

   

 ػٕذ إ٠غبد ؽغُ اٌغبئً ٕ٘بن ؽبٌزبْ ٠ٕجيٝ اٌزؼ٠ٛل ٌٙب. 

cahoA)أ(     Vوّب ثبٌؾىً )أ( اٚ)ة(اٌؾغُ اٌّطٍٛة ,
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 ئضضجْ غحص: 
٠ٍضِٕب ِؼبدٌخ أنشٜ ثبلامبفخ اٌٝ  pو١ّخ ِزي١شح فبْ ٌؾغبة  ٌّب وبْ اٌيبص لبثلا ٌلأنيبه اٜ اْ 

ِؼبدٌخ الارضاْ . ٘زٖ اٌّؼبدٌخ ٔغزّذ٘ب فٝ وض١ش ِٓ الاؽ١بْ ِٓ ِؼبدلاد ػٍُ اٌذ٠ٕب١ِىب اٌؾشاس٠خ اٌّؼشٚف ثّؼبدلاد 

 ؽبٌخ اٌيبص ِضً 

kp   (5.13  )                                                                                                                     

 ػٕذِب رظً دسعخ اٌؾشاسح صبثزخ ٌٍيبص

 اٚ  


kp   

 ِؼٍِٛخ وذاٌخ فٝ اٌّٛمغ .  ؽ١بْ انشٜ رىْٛ ِمذاس صبثذ ( ػٕذِب رظً و١ّخ اٌؾشاسح صبثزخ ٚفٝ أ)ؽ١ش 

 ٔؾقً ػٍٝ  ثنشة هشفٝ ِؼبدٌخ الارضاْ فٝ 

Fp    

Fo                                                                                                                    (5.14)  

AAA     

 ( فٝ اٌقٛسح 5.14و١ّخ ِزغٙخ ٚثزٌه ٠ّىٓ وزبثخ اٌّؼبدٌخ )Aو١ّخ ل١بع١خ ٚؽ١ش 

FFo                                                                                                    (5.15)  

  Fٚثنشة ٘زٖ اٌّؼبدٌخ ل١بع١ب فٝ 

FFFFo  .  

  ٚثبٌمغّخ ػٍٝ 

0.  FF                                                                                                             (5.16)  

 .  Fٚ٘زا ٘ٛ اٌؾشه اٌلاصَ رؾممٗ ؽزٝ ٠ّىٓ ٌٍيبص اْ ٠زضْ رؾذ ربص١ش ِغبي اٌمٜٛ 

 ً اٌّؼبدٌخ ِضلا رزؼ١ٓ ثزىبAِػٕذ ا٠خ ٔمطخ pوّب اصجزٕب فٝ اٌغٛائً فئْ ؽذح اٌنيو 

 

)( ZdzYdyXdxdp                                                                                                (5.17)  

 

 ارا إرضْ اٌيبص رؾذ ربص١ش اٌغبرث١خ الاسم١خ فئْ 
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z
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x

p















,0,0                                                                                       (5.18)  

   zداٌخ ٌٍّزي١ش  pسأع١ب اٌٝ أػٍٝ ارْ ozٚفٝ ٘زٖ اٌّؼبدلاد ارخزٔب اٌّؾٛس 

 ِؼطبٖ فٝ اٌقٛسٖ   p,ٚثفشك اْ اٌؼلالخ ث١ٓ 
n

kp                                                                                                                          (5.19)  
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 صبثذ . إرْ  kؽ١ش 
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                                                                                                               (5.20)  

 ثفنً اٌّزي١شاد ٚاٌزىبًِ ٔؾقً ػٍٝ 
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                                                                                       (5.21)  

 ػٕذِب  k( ٠ّىٓ ا٠غبد اٌضبثذ 5.19ِٚٓ ِؼبدٌخ )
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                                                                                                                          (5.22)  
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                                                                                          (5.23)                                                                   

 5   

ارا اْ 
ooo

RTp  1وّب ٘ٛ ِؼشٚف ِٓ اٌمبْٔٛ اٌؼبَ ٌٍيبصاد ٌٍٚم١ّخ اٌخبفخn  

o

o

o

p
RTK

p


   

 ٚرؼطٝ ِؼبدلاد الارضاْ اٌؼلالخ 



o
RT
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dz
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oo

expexp                                                                            (5.24)  

 

 ٌزقجؾب ػٍٝ اٌقٛسح    5.24) (,)٠5.23ّىٓ رمش٠ت اٌّؼبدٌز١ٓ ) اٌقي١شح فبٔٗ ثبعزخذاَ ِفىٛن ر١ٍٛسzٌٚم١ُ 

gzpp
oo

                                                                                                             (5.25)  

اٌقي١شح اٜ فٝ إٌّطمخ  zئً ٠ّٕٕب اٌمٛي أخ ٌم١ُ فٝ اٌجٕذ اٌغبثك ٌٍغٛا 5.13) ٚثمبسٔخ ٘زٖ اٌؼلالخ ثبٌؼلالخ )

 . بئؼب راد وضبفخ صبثزخ ٠ِّىٓ ِؼبٍِخ اٌيبص وّب ٌٛ وبْ  oاٌّؾ١طخ ثبٌٕمطخ 

n٘زٖ إٌزبئظ ٌٙب ا١ّ٘خ نبفخ ػٕذ دساعخ اٌيلاف اٌغٜٛ فبٌؼلالخ 
kp   فؾ١ؾخ ٌٍٙٛاس ٚربنزn  ف١ّب رخزٍف

 32ؽزٝ اسرفبع  1و١ٍٛ ِزش صُ ٔبنز اٌم١ّخ  11ؽزٝ اسرفبع 238.1ثبنزلاف الاسرفبع ػٓ عطؼ الاسك فٙٝ رغبٜٚ 

  و١ٍٛ ِزش ػٓ عطؼ الاسك.   
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   ِػحي:
ٚػٕذ عطف جلاسض وحٔص  p ٗٚشذز ظغط ِٓ عطف جلاسض وحٔص وػحفس جٌٙٛجء  zػٍٝ جسضفحع 

ل١ّطٙح 
oo

p,جرج وحٔص
z

e






0

 . zػٕذ ج٠ٗ جسضفحع  pغحذص ٚجػطرشش جٌؿحرذ١س جلاسظ١س غحذطس جٚؾذ ق١ع  

 hػٕذِح وحْ جسضفحع ِشوضٖ ػٓ عطف جلاسض   aجرج جضضْ فٝ ٘زج جٌؿٛ ذحٌْٛ وشدٜ ٔصف لطشز 

 أٚؾذ ٚصْ جٌرحٌْٛ.

  

 جٌكً

yxٓ ١ِؼبدٌزب ارضاْ اٌٙٛاس فٝ الارغب١٘ٓ الافم١  ّ٘ب ,

0,0 
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 . yاٚ xلا ٠زٛلف ػٍٝ  pاٜ اْ 

  ِؼبدٌخ إرضاْ اٌٙٛاس فٝ الارغبح اٌشاعٝ رقجؼ 
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dp z
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          (3)  

 .  Spِٓ عطؼ اٌجبٌْٛ ػّٛدٜ ػ١ٍخ ٠ٚغبٜٚ  Sميو اٌٙٛاس ػٍٝ اٌؼٕقش 

 مذاس٘ب ميو اٌيبص ػٍٝ عطؼ اٌجبٌْٛ وٍٗ ساع١ب ِٚ اٌمٜٛ إٌبرغٗ ِٓ  ِٓ اٌزّبصً ِؾقٍخ
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  Pِٚؾقٍخ ميو اٌٙٛاس  Wاٌجبٌْٛ ِزضْ رؾذ ربص١ش ٚصٔخ 
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 ٔظش٠حش: 

 (:1ٔظش٠س )
 ذص ذحٌٕغرس ٌؿ١ّغ جٌّغط٠ٛحش جٌّحسز ذٙح . جٌعغػ ػٕذ جٜ ٔمطس غح

 

اٌزٜ اهٛاٌٗ ABCِٚمبهؼخ وّب ثبٌؾىً ِّضً ثبٌّضٍش  lلاصجبد ٘زٖ إٌظش٠خ . ٔؼزجش ِٕؾٛس صلاصٝ ِٓ اٌّبٔغ هٌٛخ 

cba  فٝ ؽبٌخ الارضاْ.  ,,

 
الاملاع إٌّؾٛس ٘ٝ ٔفشك اْ اٌنيو اٌّؤصش ػٍٝ 

321
,, ppp ٚعٗ اٌضلاصخ اعٙبداد ػّٛد٠خ ٚرؤصش ػٍٝ الا 

bl

F
p

1

2
    الاعٙبد اٌؼّٛدٜ اٌّؤصش ػٍٝ اٌنٍغ(Ac ) 

al

F
p

2

1
    الاعٙبد اٌؼّٛدٜ اٌّؤصش ػٍٝ اٌٛعٗ اٌّّضً  ثبٌنٍغ(Ac ) 

 

cl

F
p

3

3
    الاعٙبد اٌّؤصش ػٍٝ اٌٛعٗ اٌّّضً  ثبٌنٍغ(AB ) 

blpFalpFclpFارْ 
221133

,,   

  



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 158 

 ٘زا إٌّؾٛس ِٓ اٌّبٔغ ِزضْ رؾذ ربص١ش ٚصٔخ ساع١ب لاعفً ٚ٘زٖ اٌمٜٛ اٌضلاصخ. 

 

 فبْ ِؼبدٌزٝ الارضاْ ّ٘ب  ثزؾ١ًٍ اٌمٜٛ فٝ الارغب١٘ٓ الافمٝ ٚاٌشاعٝ

 cos
23
lbplcp                                                                                                          (5.26)  

 

acllbplap
2

1
sin

21
                                                                                           (5.27)  

 ٘ٝ اٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍّبئغ ٚٚؽذارٙب ٘ٝ لٛح ػٍٝ ٚؽذح اٌؾغُ. ؽ١ش 

 ِٓ ٕ٘ذعخ اٌؾىً ٔلاؽع اْ 

b

a

b

c
 sin,cos                                                                                                    (5.28)  

 ( ٔؾقً ػٍٝ .275(,)5.26( فٝ )5.28ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

,
23

pp                                                                                                                         (5.29)  

cpp
2

1
21
                                                                                                             (5.30)  

 ( فؾ١ؾخ لاٜ اثؼبد ٌٍّٕؾٛس. 5.30اٌؼلالخ )

 ( رؼطٝ 5.30ارا وبٔذ أثؼبد إٌّؾٛس في١شح عذا رؤٚي اٌٝ اٌقفش فبْ اٌّؼبدٌخ )

21
pp                                                                                                                  (5.31)  

 ٔؾقً ػٍٝ  5.31),)5.29)ِٓ اٌّؼبدلاد )

321
ppp    

 

 ئٔطمحي جٌعغػ:
  

جرج جغش ظغػ جظحفٝ ػٕذ جٜ ؾضء ِٓ ِحتغ فٝ قحٌس عىْٛ فحْ ٘زج جٌعغػ ٠ٕطمً جٌٝ ؾ١ّغ 
 . ٌّحتغ ذٕفظ جٌم١ّسجؾضجء ج

 ٚلاصجبد رٌه ٔؼزجش اعطٛأخ ِٓ اٌّبئغ وّب ثبٌؾىً  

BAٚاٌمٜٛ إٌبرغخ ِٓ اٌنيط١ٓ ػٍٝ اٌّمطؼ١ٓ ػٕذ  lSالاعطٛأخ فٝ ؽبٌخ ارضاْ رؾذ ربص١ش ٚصٔٙب  ّٚ٘ب  ,

SpSp
21

 اٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍّبئغ. هٌٛٙب ,  lِغبؽخ ِمطغ الاعطٛأخ,  Sػٍٝ اٌزشر١ت. ؽ١ش  ,

  

 فبْ ABِٓ ؽشٚه الارضاْ ٔغذ أٗ ثبٌزؾ١ًٍ فٝ ارغبٖ ِؾٛس الاعطٛأخ 

0sin
21

 SpSlSp                                                                                             (5.36) 
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1فٝ اٌنيو ١ٌٚىٓ ِمذاسٖ Aثفشك ؽذٚس إمبفخ ػٕذ 

1
p  ٚاْ اٌنيو الامبفٝ إٌبرظB ٛ٘1

2
p  ؽشٚه ِٓ

 ٔغذ اْ  ABفٝ ارغبٖ  الارضاْ ٚاٌزؾ١ًٍ

    0sin
1

22

1

11
 slSppSpp                                                                        (5.37)  

 ( ٔؾقً ػٍٝ 5.37(ِٓ)5.36ثطشػ )
1

2

1

1
PP                                                                                                                          (5.38)  

 رؼٕٝ اْ اٌنيو الامبفٝ  (5.38إٌز١غخ )
1

1
p ػٕذA ٠ٕزمً وّب ٘ٛ ػٕذB ٍٝٚؽ١ش اْ إٌز١غخ اٌغبثمخ لا رؼزّذ ػ .

يو الامبفٝ هٛي الاعطٛأخ فبْ اٌن
1

1
p ػٕذA  . ً٠ٕزمً ػٍٝ اٌفٛس اٌٝ ع١ّغ ٔمو اٌغبئ 

 

 :  ٍِكٛظس

 ( ٔؾقً ػٍٝ 1ِؼبدٌخ ) ِٓ فبْ 0, اٜ اْ  ٔلاؽع أخ ارا اػزجشٔب الاعطٛأخ افم١خ

 

21
pp   

 ٓ فٝ ِغزٜٛ افمٝ ٚاؽذ ٠ىْٛ  ِزغبٜٚ. اٜ اْ اٌنيو ػٕذ ٔمطز١

 

 

 

 

 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 160 

 جٌعغػ ػٍٝ جٌغطٛـ جٌّغط٠ٛس: 
اٌنيو اٌّؾقً ػٍٝ ٘زا  اٌمٜٛ إٌبرغخ ِٓ ٔفشك عطؼ ِغزٜٛ ِيّٛس فٝ عبئً. ٚاٌّطٍٛة إ٠غبد

 اٌغطؼ اٌّغزٜٛ.  

اٌّيّٛسح فٝ اٌنيو اٌّؾقً ػٍٝ اٌقفبئؼ اٌّغز٠ٛخ  اٌمٜٛ إٌبرغخ ِٓ إٌظش٠خ اٌزب١ٌخ رٛمؼ ٌٕب و١ف١خ ؽغبة

 عٛائً. 

 (: 2ٔظش٠س)

 
جٌعغػ جٌّكصً ػٍٝ صف١كس ِغط٠ٛس ِغّٛسز فٝ عحتً ٠غحٜٚ قحصً جٌمٜٛ جٌٕحضؿس ِٓ 

 ِغحقس جٌصك١فس. xظشخ جٌعغػ ػٕذ ِشوض وطٍٝ جٌصك١فس 

ػٍٝ ػّك Aػٕذ  Sلاصجبد ٘زح إٌظش٠خ ٔفشك إٔب لغّٕب اٌقؾ١فخ اٌٝ ػٕبفش في١شح ٚرؼزجش ػٕقش ِغبؽخ 

z  .ًعطؼ اٌغبئ ِٓ 

  

Spاٌمٜٛ اٌٛالؼخ ػٍٝ ٘زا اٌؼٕقش إٌبرغخ ِٓ اٌنيو ٘ٝ  A  ٛ٘pؽذح اٌنيو ػٕذ    ٍٝٚرىْٛ ػّٛد٠خ ػ

ٕقش ٚؽ١ش اْ اٌمٜٛ ػٍٝ اٌؼٕبفش اٌّخزٍفخ اٌّىٛٔخ ٌٍغطؼ ِزٛاص٠خ , فّؾقٍزٙب ارْ رٛاص٠ٙب اٜ ػّٛد٠خ ػٍٝ اٌؼ

 ِغزٜٛ اٌغطؼ ِٚمذاس٘ب 

 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 161 







0

lim

S

S

SdpSpP



                                                                                           (5.39)  

 ئً ِزضٔب رؾذ ربص١ش اٌغبرث١خ فبْ ٌّٚب وبْ اٌغب

gzpP
o

   

zp
o

                                                                                                                  (5.40)  

gؽ١ش    ًاٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍغبئ 

  

S

o
dSzpP    



S

o
zdSSp                                                                                                       (5.41)  

 ِغبؽخ اٌقؾ١فخ اٌّغز٠ٛخ Sؽ١ش 

 ِشوض وزٍخ اٌقؾ١فخ فبْ Bؽ١ش اْ 






dS

zdS
Z   

SZzdS                                                                                                                     (5.42)  

 ( ٠ٕزظ اْ 5.41( فٝ )5.42ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

SZSpP
o

   

 SZpP
o

                                                                                                            (5.43)  

٠Zpىْٛ ِغب٠ٚب  Bاٌنيو ػٕذ  Bٚؽ١ش اْ ِشوض وزٍخ اٌقؾ١فخ ػٕذ 
o

 ( رؼ5.43ٕٝفبْ اٌّؼبدٌخ ) ْا 

اٌنيو اٌّؾقً ٌغبئً ػٍٝ فؾ١فخ ِغز٠ٛخ ٠غبٜٚ ؽبفً مشة اٌنيو ػٕذ ِشوض وزٍخ  اٌمٜٛ إٌبرغخ ِٓ

 اٌقؾ١فخ فٝ ِغبؽخ اٌقؾ١فخ .

 ػٕذ اّ٘بي اٌنيو اٌغٜٛ فبْ 

SZP   

SZgP                                                                                                                     (5.44)  

 (: 1ِػحي )
٠غحٜٚ ظؼف ٚصْ وشز ِٓ  aس دجتش٠س سجع١س ٔصف لطش٘ح ف١كجرج وحْ جٌعغػ جٌّكصً ٌغحتً ػٍٝ ص

سجع١ح. فحغرص جْ ظغػ جٌغحتً جٌؿذ٠ذ ػٍٝ a2ِغحفس تً . فحدج  فعص جٌذجتشز فٝ جٌغح aٔصف لطش٘ح  ٔفظ جٌغحتً

كس ٠غحٜٚ ف١جٌص
4

7
 ِٓ جٌعغػ جلاٚي ِغ جّ٘حي جٌعغػ جٌؿٜٛ.  

 جٌكً
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ؾخ اٌذائش٠خ فٝ اٌٛامغ الاٚي ٠غبٜٚ ف١ٔفشك اْ اٌنيو اٌٛالغ ػٍٝ اٌق
1

p  ْٚا
2

P  اٌنيو اٌغذ٠ذ اٌٛالغ ٛ٘

 . a2ؾخ ثؼذ اْ نفنذ ِغبفخ ساع١خ ف١ػٍٝ اٌق

 ٠غبٜٚ  aٚصْ وشح ِٓ اٌغبئً ٔقف لطش٘ب 


3

3

4
aW    

   اٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍغبئً اٚ ٚصْ ٚؽذح اٌؾغَٛ ِٓ اٌغبئً ؽ١ش 

zap 
2

1
                                                                                                                (1)  

 ؾخ اٌذائش٠خ ػٓ عطؼ اٌغبئً ٚؽ١ش اْ ف١ثؼذ ِشوض صمً اٌق zؽ١ش 

WP 2
1
   

 


33

3

8
aza    
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aZ
3

8
                                                                                                                           (2)  

 ٚؽ١ش اْ 

)2(
2

2
azaP                                                                                                              (3)  

 ٔغذ اْ zثبٌزؼ٠ٛل ػٓ 


3

2
3

14
ap                                                                                                                     (4)  


3

1
3

8
ap                                                                                                                       (5)  

 ( ٔغذ ا4ْ( ػٍٝ )5ثمغّخ )

7

4

3

14

3

8

3

3

2

1






a

a

P

p
   

 اٜ اْ 

12
4

7
pp   

 

 ( 2ِػحي)
كس سجع١ح فٝ عحتً ذك١ع وحْ سجط ف١غّشش جٌص lع غٛي ظٍؼس صف١كس ػٍٝ شىً ِػٍع ِطغحٜٚ جلاظلا

كس ذّغطم١ُ ٠ٛجصٜ جٌمحػذز جٌٝ ف١جٌّػٍع ػٕذ عطف جٌغحتً ٚلحػذضس جٌّٕحظشز ٌٙزج جٌشجط جفم١س . فحرج لغّص جٌص

١ٓ ذك١ع وحٔص ٔغرس جٌعغػ ػٍٝ جٌؿضء جٌؼٍٜٛ جٌٝ جٌعغػ ػٍٝ جٌؿضء جٌغفٍٝ وٕغرس ١ؾضت فحغرص جْ  :

3جٌّغطم١ُ ٠رؼذ ػٓ عطف جٌغحتً ِغحفس 

2

3






l  . ِٜٛغ ئّ٘حي جٌعغػ جٌؿ 

 جٌكً
ٔفشك اْ 

123
,, ppp اٌنيٛه ػٍٝ اٌّضٍش ٝ٘ADE ٚؽجخ إٌّؾشف ,BECB اٌّضٍش ,ABC  ػٍٝ اٌزشر١ت

 )أظش اٌؾىً( ٚؽ١ش اْ 






2

1

p

p
                                                                                                                             (1)  











21

1

pp

p
  

 اٜ اْ
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3

1

p

p
                                                                                                                    (2)  

 
ؽ١ش اْ 

13
, pp  ِٓ ْ٠زؼ١ٕب 

















 hDEhp

3

2

2

1
1

                                                                                                       (3)  




























 lllp

2

3

3

2

2

3

2

1
3                                                                                                 (4)  

 DEظش ٌٍمبػذحإٌّب DE٘ٛ اسرفبع اٌّضٍش  hؽ١ش 

 ( ٔغذ اْ 4(ػٍٝ )3ثمغّخ )

3

2

3

1

3

.4

l

hDE

p

p
                                                                                                                    (5)  

 ِٓ ٕ٘ذعخ اٌؾىً ٔغذ اْ 

3

2
30tan2

h
hDE                                                                                                          (6)  

   
3

3

3

1

33

8

l

h

p

p
                                                                                                                    (7)  

 ( ٔؾقً ػ7ٍٝ(, )2ِٓ )
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 ِشوض جٌعغػ:  
ِٓ  ؾخ ِغز٠ٛخ ِيّٛسح فٝ عبئً ٘ٛ ِؾقٍخ ميٛه ػّٛد٠خ ِزٛاص٠خ ػٕذ وً ٔمطخف١اٌنيو ػٍٝ اٜ ف

 .  ضؼشف ذّشوض جٌعغػ ٗاٌقف١ؾخ  ٚرؤصش ٘زٖ اٌّؾقٍخ فٝ ٔمط

 

 ٌطؼ١ٓ ِشوض جٌعغػ:  
ٚاْ اٌؼّٛدٜ  oxؾخ ِغز٠ٛخ ِيّٛسح فٝ عبئً ِغ عطؼ اٌغبئً ٘ٛ اٌّؾٛس ف١ٔفشك اْ نو رمبهغ ف

 ٠زؼ١ٓ ِٓ  dSػٕقش ِٓ اٌقف١ؾخ ػٍٝ  dpاٌنيو oyؾخ ٘ٛ اٌّؾٛس ف١ػ١ٍخ فٝ ِغزٜٛ اٌق

 

dsydp  cos                                                                                                          (5.45)  

 صا٠ٚخ ١ًِ اٌقف١ؾخ ػٍٟ اٌشأعٟ .   ِغ إّ٘بي اٌنيو اٌغٛٞ ٚؽ١ش 

 
 ٠غبٚٞ    Pاٌنيو اٌىٍٟ ػٍٟ اٌقف١ؾخ 
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s

ydSdpP cos                                                                                                  (5.46)  

 فئْ    oxثأنز اٌؼضَٚ ؽٛي اٌّؾٛس 

 ydpPy
p

                                                                                                                (5.47)  

ؽ١ش 
p

y ٟالأؽذاص ٛ٘y    ٌّشوض اٌنيو 

 ( فئْ  5.47( فٟ )5.54ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

  dSyyPy
p

cos    

 dSy
z

cos    

x
I cos                                                                                                          (5.48)  

ؽ١ش 
x

I  ػضَٚ اٌمقٛس اٌزارٟ ٌٍقف١ؾخ ؽٛي اٌّؾٛسox  




ydS

I
y

x

p

cos

cos




   




ydS

I
y

x

p
                                                                                                                 (5.49)  

 

yxثفشك أْ ِشوض وزٍخ اٌقف١ؾخ ػٕذ   فئْ    ,

S

ydS

dS

ydS
y






                                                                                                        (5.50)  

 ِغبؽخ اٌقف١ؾخ   Sؽ١ش 

   (5.49)فٟ  (5.50)ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ

Sy

I
y

x

p
                                                                                                                       (5.51)  

٠ّىٓ وزبثخ ػضَ اٌمقٛس اٌزارٟ 
x

I   ٖفٟ اٌقٛس 

SkI
xx

2
                                                                                                                       (5.52)  

ؽ١ش 
x

k  ٔقف لطش اٌمقٛس اٌزارٟ ٌٍقف١ؾخ ؽٛي اٌّؾٛسox   

 ٔؾقً ػٍٟ   (5.51),(5.52)ِٓ 

y

k
y

x

p

2

                                                                                                                        (5.53) 

 ثئعزخذاَ ٔظش٠خ اٌّؾبٚس اٌّزٛاص٠خ ٌؼضَ اٌمقٛس اٌزارٝ فبْ 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 167 

222
dkk

xx
                                                                                                                 (5.54)  

ؽ١ش 
x

k ٔقف لطش اٌمقٛس اٌزارٝ ؽٛي ِؾٛس ِٛاصٜ ٌٍّؾٛسox , ِٚبس ثّشوض اٌىزٍخd  ٓاٌّغبفخ ث١ٓ اٌّؾٛس٠

ydاٌّزٛاص١٠ٓ فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ    ْٚٔغذ ا 

y

yk
y

x

p

2
2



  

y

k
yy

x

p

2


                                                                                                                 (5.55)  

 اٜ اْ 
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 ٔلاؽع ِب ٠ٍٝ  ٚ اٜ اْ ِشوض اٌنيو ٠مغ اعفً ِشوض اٌىزٍخ

ٚ٘زا ٠ؼٕٝ اْ ٘زا اٌّشوض ٌٓ ٠زي١ش ارا داس اٌغطؼ ؽٛي نو  ِشوض اٌنيو لا ٠زٛلف ِىبٔٗ ػٍٝ اٌضا٠ٚخ  -1

 رمبهؼخ ِغ اٌغطؼ اٌؾش 

اٌّؾٛس اٌشئ١غٝ ٌمقٛس اٌغطؼ اٌّيّٛس اٌؼّٛدٜ ػٍٝ نو اٌزمبهغ اعفً ِشوض  ِشوض اٌنيو ٠مغ ػٍٝ -2

اٌضمً ثّغبفخ 
y

k
2

1 . 

ثؾ١ش ٠ىْٛ اٌغطؼ اٌّيّٛس ِٛاص ٌٍغطؼ اٌؾش فبْ ِشوض اٌنيو ٠ٕطجك ػٍٝ ِشوض  0ارا وبٔذ  -3

 ح ػٕذ ع١ّغ إٌمو اٌّغبؽخ اٌّيّٛسح. اٌضمً ار اْ ؽذح اٌنيو فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ رىْٛ ٚاؽذ

 

    -أِػٍس:

  

  -(:1ِػحي)
صف١كس ػٍٝ شىً لطغ ٔحلص ِغّٛسز فٝ عحتً ِٚكٛس٘ح جلاورش سجع١ح ٚٔٙح٠س جٌّكٛس جلاورش ػٓ   

جٌغطف جٌغحتً فحرج جٔطرك ِشوض جٌعغػ ػٍٝ جٌرإسز. جغرص جْ جلا طلاف جٌّشوضٜ ٌٍمطغ ٠غحٜٚ 
4

1
 . 

 جٌكً
 ٔفشك اْ 

MM ,
1

  

 ّ٘ب ِشوض اٌىزٍخ ِٚشوض اٌنيو ػٍٝ اٌزشر١ت ؽ١ش اْ 
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 زارٝ ؽٛي ِؾٛس ٠ّش ثّشوض صمً اٌمطغ إٌبلـ ٚؽ١ش اْ ػضَ اٌمقٛس اٌ
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 ٌىٓ ِٓ نٛاؿ اٌمطغ إٌبلـ ٔؼٍُ اْ 

aeMM 
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 الانزلاف اٌّشوضٜ إٌبلـ  eؽ١ش 

aae
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 (:2ِػحي )
ِغط١ً ِغّٛس فٝ عحتً ٚجقذ جظلاػس ػٕذ عطف جٌغحتً. ئغرص جْ جٌخػ جلافمٝ جٌّحس ذّشوض جٌعغػ ٠مغُ 

 ِغ ئّ٘حي جٌعغػ جٌؿٜٛ.  5:4ٓ جٌعغػ ػ١ٍّٙح ٠ىْٛ ذٕغرس ١جٌّغطط١ً جٌٝ ؾضت١

 

 جٌكً
lbٔفشك اْ اٌّغزط١ً اثؼبدح ّ٘ب  lABbBcاٜ اْ  2,  ,2 . 

 
ِشوض اٌنيو ػٕذ  ْثفشك ا

1
M  ِٚشوض اٌىزٍخ ػٕذM ْٚثفشك ا  .FE٘ اٌخو الافمٝ اٌّبس ثّشوض اٌنيو ٛ

1
M . 

٠2غبٜٚ  ٠ٚMّش ثّشوض وزٍزخ  oxؽٛي ِؾٛس ٠ٛاصٜ اٌّؾٛس  ABCDػضَ اٌمقٛس اٌزارٝ ٌٍّغزط١ً 

3

1
mb 

 ٍخ اٌّغزط١ً وز mؽ١ش 

b
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ٚؽ١ش اْ 
21

, pp اٌّغزط١ٍ١ٓ( ١ّ٘ب اٌنيط١ٓ ػٍٝ اٌغضئ١( ٓFECDABEF  ػٍٝ اٌزشر١ت  ,

Szp 
1
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 ( ٔؾقً ػٍٝ 2( ػٍٝ )1ثمغّخ )
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 (:3ِػحي )
 aس سجع١ح ػٍٝ شىً شرس ِٕكشف فٝ عحتً ذك١ع وحْ جقذ جٌعٍؼ١ٓ جٌّطٛجص١٠ٓ جٌزٜ غٌٛٗ كف١غّشش ص

 . hٚجٌّغحفس ذ١ّٕٙح  bػٕذ عطف جٌغحتً ٚوحْ غٛي جٌعٍغ جلا ش 

ئغرص جْ ِشوض جٌعغػ ٠مغ ػٍٝ ػّك ٠غحٜٚ 
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 ِٓ عطف جٌغحتً.  

 جٌكً
ِشوض اٌنيو ٠مغ ػٍٝ ػّك 

p
y  عطؼ اٌغبئً ؽ١ش ِٓ 
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axxِٓ عطؼ اٌغبئً ٠غبٜٚ  yهٛي اٌؼٕقش اٌزٜ ػٍٝ ػّك  
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 رغبٜٚ   dsٚرىْٛ ِغبؽخ اٌؼٕقش
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 (:4ِػحي )
ACABف١س  ABCٝ شىً ِػٍع صف١كس ِغط٠ٛس ػٍ   ِٓ ٚجسضفحػسA  ٛ٘h ٖفحرج غّشش ٘ز .

ذ١ٓ ذؼذٜ ِشوضٜ جٌعغػ فحغرص جْ جٌفشق  ِٓ عطف جٌغحتh2ًػٍٝ ػّك  Aذك١ع وحْ  جٌصف١كس سجع١ح فٝ عحتً

٠غحٜٚ  Aجٚ جفم١ح جعفً  Aجفم١ح فٛق  BCفٝ جٌكحٌط١ٓ جٌطٝ ٠ىْٛ ف١ٙح  Aػٕذ 
16

h
 . 
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 جٌكً
oyoxثبنز اٌّؾٛس٠ٓ  ؾخ. ٌزا ف١فٝ ولا اٌؾبٌز١ٓ ٠ّش ثّشوض صمً اٌق ١ٍoyٓ, فبْ ِٓ اٌٛامؼ اْ ِؾٛس وّب ثبٌؾى ,

oxاٌؾبٌز١ٓ  ٗ فٝ ولافبٔ
p
  

ٔٛعذ الاْ 
p

y  ٓفٝ ولا اٌؾبٌز١ 

 
 فبْ  Aفٛق  BCػٕذِب ٠ىْٛ  ( أ)
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                                                                                                                            (1)  

 ِٓ اٌٛامؼ اْ 

hy
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4
                                                                                                                               (2)  

 وّب أٗ ثبعزخذاَ ٔظش٠خ اٌّؾبٚس اٌّزٛاص٠خ ٔغذ اْ 
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 ( ٔؾقً ػٍٝ 1(فٝ )3(,)2ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )
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 ؽ١ش  lِغبفخ Aٚثبٌزبٌٟ فئْ ِشوض اٌنيو ٠جؼذ ػٓ 
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 ٌٚىٓ ِٓ اٌٛامؼ اْ 

hhy
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                                                                                                                              (7)  

 ٚثبعزخذاَ ٔظش٠خ اٌّؾبٚس اٌّزٛاص٠خ ٔغذ اْ 
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 ( ٔغذ اْ 6( فٝ )8(, )7) ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ
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lِغبفخ  Aٚثبٌزبٌٝ فبْ اٌنيو ٠جؼذػٓ  ش ؽ١ 
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  ٓاٌفشق ث١ٓ ثؼذٜ ِشوضٜ اٌنيو ػA فٝ اٌؾبٌز١ٓ ٠ىْٛ ِغب٠ٚب 

.
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 (:5ِػحي )
ػٕذ عطف جٌغحتً  Aوحْ جٌشجط  ذك١ع فٝ عحتً ABCDجرج غّشش صف١كس ِغط٠ٛس ػٍٝ شىً ِشذغ 

 . 7:5ٚذمغّس ذٕغرس ACأفم١ح , فحغرص جْ ِشوض جٌعغػ ٠مغ ػٍٝ جٌمطش BDٚجٌمطش 

 جٌكً
٠ّش ثّشوض صمً اٌقؾ١فخ, ٌزا فبْ إؽذاص١بد ِشوض اٌضمً  oyثبنز اٌّؾبٚس وّب ثبٌؾىً فبٔخ ِٓ اٌٛامؼ اْ اٌّؾٛس 

0?  xy ْٚامؼ ا 

ly 2                                                                                                                              (1)  

 هٛي مٍغ اٌّشثغ .  lؽ١ش 
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 ّؾبٚس اٌّزٛاص٠خ ٌفبٔٗ ِٓ ٔظش٠خ ا BDEٚثبٌٕغجخ ٌٍّضٍش 
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 جٌّٕك١١ٕس جٌّغّٛسز فٝ عحتً ِح: جٌعغػ جٌىٍٝ ػٍٝ جٌغطٛـ 
ارا ٌُ ٠ىٓ اٌغطؼ اٌّيّٛس فٝ اٌغبئً ِغز٠ٛب فبْ اٌنيٛه ػٕذ ٔمبهخ اٌّخزٍفخ ٌٓ رىْٛ ِزٛاص٠خ , ٚثبٌزبٌٝ 

ٌمٜٛ غ١ش ِزٛاص٠خ . ٌزا فبٕٔب ٔٛعذ ِشوجبد ٘زا اٌنيو اٌّؾقً فٝ إرغبٖ افبْ اٌنيو اٌّؾقً ع١ىْٛ ِؾقٍخ 

 عٝ . اٜ اْ اٌنيو اٌّؾقً ٘ٛ ِؾقٍخ ٌٍمٜٛ اٌضلاس اٌّزؼبِذح الار١خ : صلاس ِؾبٚس ِزؼبِذح اؽذّ٘ب سا

 ظغػ ِكصً سأعٝ :  -1
ػٍٝ ِغزٜٛ عطؼ اٌغبئً فزشعُ ٘زٖ  ABCDلا٠غبدح ٔغمو اػّذح ِٓ ٔمبه اٌغطؼ إٌّؾٕٝ اٌّيّٛسح 

DCBAِٕؾٕٝالاػّذح  . ًعطٛأخ راد اٌّمطغ اٌؼّٛدٜ ِٓ دساعخ إرضاْ اػٍٝ عطؼ اٌغبئDCBA    ٝٚاٌز

ؼطٝ ٔغذ اْ ٚصْ اعطٛأخ اٌغبئً ٘ذٖ ٠غت اْ ٠زؼبدي ِغ ٠ؾذ٘ب ِٓ اػٍٝ عطؼ اٌغبئً ِٚٓ اعفً اٌغطؼ اٌّ

 .  ِؾقٍخ اٌنيو ػٍٝ اٌغطؼ إٌّؾٕٝ فٝ الارغبٖ اٌشأعٝ

 اٜ اْ 

اٌّمبَ ػٍٝ ٘زا اٌغطؼ ٠ّٚش ثّشوض صمً ٘زا اٌؼّٛد ِٓ ٚصْ ػّٛد اٌغبئً  اٌّشوجخ اٌشاع١خ ٌٍنيو اٌّؾقً =

 اٌغبئً

 
 

 . 

 ظغػ ِكصً فٝ جضؿحٖ جفمٝ:   -2
 

لا٠غبدٖ ٔغمو اٌغطؼ إٌّؾٕٟ اٌّؼطٟ ػٍٟ ِغزٛٞ ساعٟ ثٛاعطخ نطٛه افم١خ فٕؾقً ػٍٟ ِٕؾٕٟ ِب 

DCBA  ٍخ اٌنيو ػٍٟ اٌغطؼ إٌّؾٕٟ فٟ ارغبٖ ِٓ ارضاْ اعطٛأخ اٌّؾىٍخ ِٓ اٌخطٛه الافم١خ ٔغذ اْ ِؾق

DCBAاٌخطٛه الافم١خ ٠غت اْ ٠زؼبدي ِغ اٌنيو الافمٟ ػٍٟ اٌّغبؽخ اٌّغز٠ٛخ اٌشاع١خ   . 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 178 

أٞ اْ ِشوجخ اٌنيو اٌّؾقً فٟ ارغبٖ افمٟ ِب =ِؾقٍخ اٌنيو ػٍٟ ِغمو اٌغطؼ إٌّؾٕٟ اٌّؼطٝ ػٍٟ ِغزٜٛ 

 ٖ الافمٟ ٚرؤصش فٟ ِشوض ميو ٘زا اٌّغمو .ساعٝ ػّٛدٞ ػٍٟ ٘زا الارغب

  

 ظغػ ِكصً فٟ جضؿحٖ جفمٟ ػّٛدٞ ػٍٟ جلاضؿحٖ جٌغحذك :   . 4
 ٠ّٚىٓ ا٠غبدٖ ٠ٕفظ اٌطش٠مخ اٌزٟ اٚعذٔب ثٙب اٌنيو الافمٟ اٌّؾقً اٌغبثك .

   جٌعغػ جٌّكصً ػٍٟ جٌغطٛـ جٌّمفٍٗ ) لحػذز جسش١ّذط ( . ِشوض جٌطفٛ   
طح ِٓ جعفً غٍٟ جٔس جرج غّش ؾغُ فٟ عحتً عحوٓ فحٔس ٠ؼحٟٔ ظضٕص لحػذز جسش١ّذط ػ

 جٌٟ جػٍٟ ِمذجسٖ ٠غحٚٞ ٚصْ جٌغحتً جٌّضجـ ٚ ػ ػٍّس ٠ّش ذّشوض غمً جٌغحتً جٌّضجـ . 
 

 
ٚلاصجبد رٌه ٔفزشك اْ اٌؾ١ض اٌزٞ ٠ؾيٍخ اٌغغُ لذ ؽيً ثؾغُ ِّبصً ِٓ اٌغبئً . ٘زا اٌؾغُ ِٓ اٌغبئً ٠ىْٛ ِزضٔب 

صٔخ لاعفً ِٚؾقٍخ اٌنيٛه ِٓ اٌغبئً اٌخبسعٝ . اٜ اْ اٌّشوجخ اٌشاع١خ ٌّؾقٍخ اٌنيٛه رغبٜٚ رؾذ  ربص١ش ٚ

 رؤصش فٝ الارغبٖ ِٓ اعفً لاػٍٝ )ػىظ ارغبٖ  ٚصْ اٌغبئً اٌّضاػ ( .  ٚفٝ اٌّمذاس ٚصْ اٌغبئً اٌّضاػ 

٠غبٜٚ اٌٛصْ اٌىٍٝ اٌغبئً اٌّضاػ فٟ ؽبٌخ عىْٛ فبٔخ ٚصْ فٛق عبئً ٚوبْ اٌغغُ هفب اٌغغُ  آِ ٘زا ٔغزٕزظ أخ ار

 ) اٌزٞ ٠غّٝ ِشوض اٌطفٛ ( ػٍٟ اٌخو اٌشاعٟ اٌّبس ثّشوض صمً اٌغغُ . ٌٍغغُ ٠ٚمغ ِشوض اٌغبئً اٌّضاػ 

 

   -جِػٍس :

 -( :1ِػحي )
رج وحْ ػّك جٌّحء ػٍٝ ؾحٔرٝ ذٛجذس ٘ح٠ٚظ ٘ٛ ج 

12
, hh  ق١ع

21
hh  ْجٌعغػ جٌّكصً ػٍٝ  فحغرص ج

ؾحٔرٟ ٘زٖ جٌرٛجذس ٠غحٜٚ  2

2

2

1
2

1
hha  ق١ع .  جٌٛصْ جٌٕٛػٝ ٌٍّحء ٛ٘,a . ػشض جٌرٛجذس 

 ِٓ جٌغطف جٌّطٛعػ ق١ع  cجغرص وزٌه جْ ٔمطس ضحغ١ش جٌعغػ جٌّكصً ضمغ ػٍٝ ػّك 
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)(6

4

21

21

2

2

1

2

hh

hhhh
c




   

 جٌكً
اٌجٛاثخ ,  ABثبنز ِمطغ ساعٝ ػّٛدٜ ػٍٝ اٌجٛاثخ ِٚبس ثّشوض صمٍٙب , فٕٕب ٔؾقً ػٍٝ اٌؾىً اٌّج١ٓ ؽ١ش 

ED  عطؼ اٌّبس ػٍٝ عبٔج١ٙب .  ,

٘ٛ  BDفبرا فشك اْ اٌنيو ػٍٝ 
1

p  ٍٝٚاٌنيو ػBE ٛ٘
2

p 

SZp 
1

  

 ٚثبّ٘بي اٌنيو اٌغٜٛ 

1

1
2

1

ahS

hZ




  

 











111
2

1
hahp   
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2

11
2

1
hap                                                                                                                       (1)  

 ٚثبٌّضً 

2

22
2

1
hap                                                                                                                      (2)  

 ٠ٚىْٛ اٌنيو اٌّؾقً 

21
ppp    

 2

2

2

1
2

1
hha                                                                                                                (3)  

ثفشك اْ 
21

, ff  ربص١ش  ٔمطزّٝ٘ب
21

, pp  ػٍٝ اٌزشر١ت 

ys

Sk

Sy

Ix
DF

x

2

1
   

1

1

2

1

3

2

2

1

2

1

3

4

h

h

h












                                                                                                    (4)  

 ٚثبٌّضً 

2

2

2

2

2
3

2

2

1

2

1

3

4

h

h

h

DF 










  

 ٚثبٌزبٌٝ فبْ 

3
,

3

2

2

1

1

h
BF

h
BF                                                                                                       (5)  

 ف١ىْٛ Bَٚ ؽٛي ؼضٔبنز اٌ pٌٍنيو اٌّؾقً  Fلا٠غبد ٔمطخ ربص١ش 

2211
xBFpxBFppxBF    

 2

2

2

1

2

2

21

2

1

2

1

3

1

2

1

3

1

2

1

hha

hxahhxah

BF











  

 
  

  
2121

2

221

2

121

2

2

2

1

3

2

3

1

33 hhhh

hhhhhh

hh

hh
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21

2

221

2

1

3 hh

hhhh




   

 
21

2

221

2

121

3

2

2 hh

hhhhhh
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21

2

221

2

1

2

221

2

1

6

2223

hh

hhhhhhhh




   

 
21

2

221

2

1

6

2

hh

hhhh
C




   

 (: 2ِػحي )
ِغّٛس فٝ  ِٓ جٌّكٛس٠hطفٛ جٔحء ِخشٚغٝ فٝ جٌّحء ذك١ع وحْ ِكٛسٖ سجع١ح ٚسجعٗ جٌٝ جعفً ٚؾضء 

صرف فٛ٘طٗ ػٕذ عطف جٌغحتً . ضفحْ جلأحء ٠غٛص قطٝ  hجٌّحء. جرج عىد ِحء دج ً جٌّخشٚغ قطٝ جصرف جسضفحػس 

جغرص جْ 
3

2

l
h   ق١عl  . جسضفحع جٌّخشٚغ 

 جٌكً
 فٟ اٌؾبٌخ الاٌٟٚ :

ػٍٟ ٚاٌزٞ ٠غبٚٞ ٚصْ فغ اٌغبئً سأع١ب إٌٟ ادسأع١ب أٌٟ اعفً ٚ رؾذ رأص١ش ٚصٔخ  ْاٌّخشٚه ٠زض 

 اٌغبئً اٌّضاػ ؽغت لبػذح اسؽ١ّذط .

 
    


1

vW                                                                                                                           (1)  

وضبفخ اٌّبس ,ؽ١ش 
1

v ؽغُ اٌّخشٚه )اٌغضس اٌّيّٛس( اٌزٞ اسرفبػخh  

 

 فٟ اٌؾبٌخ اٌضب١ٔخ: 

( فئْ ِٓ الارضاْ ٠ىْٛ ِغّٛع ٚصٟٔ hلاْ اسرفبع اٌّبس دانً الأبس اسرفبػخ ) Wػٕذ إمبفخ ِبس ٚصٔخ 

 ٌّغىٛة دانٍخ ٚاٌّؤصش سأع١ب لاعفً ِغب٠ٚب دفغ اٌّبس لاػٍٟ ٚاٌّؤصش سأع١ب لاػٍٟ  اٌّخشٚه ٚاٌّبس ا
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2

vWW                                                                                                                     (2)  

ؽ١ش 
2

V ُاٌّخشٚه اٌزٞ اسرفبع ٘ٛ ؽغl. 

 ٔؾقً ػٍٟ   (2)ػٍٟ  (1)ثمغّخ 

2

1

2

1

V

V
                                                                                                                               (3)  

 ؽ١ش أْ 

3

3

2

1

l

h

V

V
                                                                                                                             (4)  

 

 

 
 

 ٔغذ أْ  (4),(3)ِٓ

3

3

3

2

2

1

l
h

l

h





   

   (:3ِػحي )
ِغّٛسٖ  aٔصف لطش٘ح  أٚؾذ ِمذجس ٚجضؿحٖ جٌعغػ جٌّكصً ػٍٟ جٌغطف جٌّٕكٕٟ ٌٕصف وشٖ ِصّطٗ

  .ِٓ عطف جٌغحتaًذك١ع ضىْٛ لحػذضٙح جٌّغط٠ٛس سأع١ح ِٚشوض ٘زٖ جٌمحػذز ػٍٟ ػّك فٟ عحتً ٚصٔس جٌٕٛػٟ 

 جٌكً
 فٕؾقً ػٍٝ اٌؾىً اٌّج١ٓ . ٌٕبنز ِمطؼب ساع١ب فٝ ِغزٜٛ ػّٛدٜ ػٍٝ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ ِٚبسا ثّشوض٘ب 
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 ػٍٝ اٌغطؼ إٌّؾٕٝ ٠ٕؾب ِٓ  pّؾقً اٌاٌنيو 

ميو ِؾقً افمٝ  -1
1

p  ْ٠زؼبدي ِغ اٌنيو الافمٝ اٌٛالغ ػٍٝ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ , ِٓ ٘زا ٠زنؼ ا 

szp 
1

  

 ٚرٌه ثبّ٘بي اٌنيو اٌغٜٛ 

)(1
2

aap    

     3
a                                                                                                                         (1)  

ٚنو ػًّ 
1

p  افمٝ ٠مطغ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ فٝ ِشوض اٌنيو ٌٙبc ْاٜ ا , 

.
4

14

1 2

a
a

a

oc                                                                                                                  (2)  

ميو ِؾقً سأعٝ  -2
2

p   :ْثزؼبدي ِغ ٚصْ اٌغبئً اٌّضاػ ثٕقف اٌىشح اٜ ا 

 


3

2
3

2
ap                                                                                                                      (3)  

 اٜ اْ  Gٚنو ػًّ سأعٝ ٠ّش ثّشوض صمً ٔقف اٌىشح 

.
3

a
g

oG    

 ِٚٓ ٘زا ٠زنؼ اْ 

 
2

323

2

2

2

1

3

2












 aa

ppp
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33

39

4
1 a

B
ap                                                                                            (5)  

١ّ٠ًٚ ػٍٝ 
2

p  ثضا٠ٚخ  ؽ١ش 

2

1
tan

p

p
   

oc

Go

a

a


2

3

3

2 3

3




  

 . ٠oّش ثّشوض اٌىشح  pاٜ اْ 

 

 (: 4ِػحي )
ذك١ع وحْ جعفً سأعٝ جفم١ح فحرج وحْ جٌّخشٚغ ِفشغح  2ٚظغ ِخشٚغ دجتشٜ لحتُ صج٠ٚس سأعٗ 

ٝ ٠غحٜٚ ً جٌٛصْ ٍِّٚٛء ذغحتً فحغرص جْ جٌعغػ جٌّكصً ػٍٝ عطكس جٌّٕكِّٕٙٚ
2

sin151  ِٓ

 .  جٌّشجش ِٓ ٚصْ جٌغحتً

 جٌكً

 
 فٕؾقً ػٍٝ اٌؾىً اٌّج١ٓ .  oٌٕبنز ِمطؼب ساع١ب ِبسا ثّشوض اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ 

 o٘ٛ اٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍغبئً . ٔغذ اْ ػّك  ٚاْ  hٚاسرفبػخ  aثفشك اْ ٔقف لطش لبػذح اٌّخشٚه ٘ٛ 

 ؽ١ش  pٚثبٌزبٌٝ فبْ اٌنيو اٌّؾقً ػٍٝ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ ٘ٛ ٠cosaغبٜٚ  cاعفً 

 coscos.
22
 aaap  (1     )                                                                                 

 ٠ٚؤصش ػّٛد٠ب ػٍٝ ٘زٖ اٌمبػذح . 
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1اٌنيو اٌّؾقً 

p  1ػٍٝ اٌغطؼ إٌّؾٕٝ ٌٗ ِشوجزبْ اؽذّ٘ب افم١خ

1
p ٚرزؼبدي ِغ اٌّشوجخ الافم١خ يp  ْاٜ ا , 


231

1
coscos  app                                                                                              (2)  

1ٚالانشٜ 

2
p ساع١خ ٚرزؼبدي ِغ ٚصْ اٌغبئً ٚاٌّشوجخ اٌشاع١خ يp ْاٜ ا , 

 sincos
13

1 321

2
 ahap                                                                                 (3)  

1ٚثبٌزبٌٝ فبْ اٌنيو اٌّؾقً 
p  ٜٚػٍٝ اٌغطؼ إٌّؾٕٝ ٠غب 

2
1

2

21

1

1
ppp    

2

1

2

43
cossincot

3

1
cos






















  ap   

 2

1

22223
)sin31(cossin9

3

1
cot   a   

 2

1

42223
sin9sin61cossin9cot

3

1
  a   


23

sin151cot
3

1
 a   


2

sin151Wp                                                                                                         (4)  

 ؽ١ش 

 cot
3

1 3
 aW    
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.
3

1 3
 ha                                                                                                                    (5)  

w ًٚصْ اٌغبئ ٛ٘ 

 

 ئضضجْ جلاؾغحَ فٝ جٌغٛجتً: 

 
ؤصش ػٕذ ِشوض ػٕذِب ٠زضْ عغُ فٝ عبئً عٛاس وبْ ِيّٛسا ف١ٗ اٚ هبف١ب فبْ اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػ١ٍخ ٘ٝ ٚصْ اٌغغُ ٚر 

ٜ شِٚؾقٍخ اٌنيو اٌغبئً ػ١ٍخ ٚرؤصش ػٕذ ِشوض صمً اٌغبئً اٌّضاػ ثبلامبفخ اٌٝ ا٠ٗ لٛح نبسع١خ ان Gصمٍٗ 

 رىْٛ ِٛعٛدح . 

ساع١خ ٘ٝ  Fاٌخبسع١خ ؾزُ اْ رىْٛ ِؾقٍخ اٌمٜٛ ز١ٓ فبْ ٔز١غخ ٌلارضاْ ٠زٌّٚب وبٔذ اٌمٛح الاٌٚٝ ٚاٌضب١ٔخ سأع١

١GGٓ ٌلارضاْ.  فٝ اؽذّ٘ب رىْٛ اٌمٜٛ اٌضلاصخ ػٍٝ نو سأعٝ ٚاؽذ اٜ اْمؼالانشٜ ٚ٘زا ػبدح ٠ٕزظ ٌٍغغُ ٚ   

GGخ اٜ اْجم(( ٚفٝ الانش رىْٛ اٌمٜٛ اٌضلاس غ١ش ِٕط1سأعٝ )ؽىً )   ً( ِٚٓ 2ِبئً ػٍٝ اٌشاعٝ )ؽى

)0(إٔٗ فٝ ؽبٌخ ػذَ ٚعٛد لٜٛ نبسع١خ غ١ش اٌٛصْ اٌٛامؼ  F ً(3لا ٠زضْ اٌغغُ الا فٝ اٌٛامؼ الاٚي )ؽى 

 

 -جِػٍس :

 

 -(:1ِػحي)

ftوشز ٔصف لطش٘ح 
2

1
ٚوػحفطٙح جٌٕٛػ١س  

2

3
٠ftشذطٙح  ١ػ  ف١ف جٌٝ وشز ج شٜ ٔصف لطش٘ح   

2

1
 

ٚوػحفطٙح جٌٕٛػ١س  
3

2
. ضشوص جٌىشضحْ ّٚ٘ح ِغّٛسضحْ فٝ  ضجْ ػ١ّك ١ٌٍّحٖ . جغرص جٔٗ فٝ ٚظغ جلاضضجْ ضشضىض  

 جٌىشز جلاٌٚٝ ػٍٝ لحع جٌخضجْ. غُ جقغد جٌتذ فٝ جٌخ١ػ فٝ ٘زج جٌّٛظغ. 
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 جٌكً

 ٘ٝ  ٔؼزجش أٚلا اٌىشر١ٓ ِؼب . اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػ١ٍّٙب

 
 ٚصْ اٌىشح الاٌٚٝ  ( أ)

gaW 
2

3

3

4 3

1
                                                                                                             (1)  

  وضبفخ اٌّبسgl . ػغٍخ اٌغبرث١خ الاسم١خ 

 

 اٌضب١ٔخ ٚصْ اٌىشح  ( ة)

gaW 
2

3

3

4 3

2
                                                                                                            (2)  

 

 ٚ٘ٛ ٚاؽذ ػٍٝ اٌىشر١ٓ ٌزغبٜٚ ؽغّٙب .  W)ط( ِؾقٍخ ميو اٌّبس 

 

gaW 
3

3

4
                                                                                                                    (3)  

gaWW 
6

13
.

3

4 3

21
   

WWW 2
21
                                                                                                                    (4)  
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  ٙب. ٔؼزجش ارضاْ اٌىشح اٌؼ١ٍب لٛفرٙجو اٌىشربْ ؽزٝ رشرىض الاٌٚٝ ػٍٝ لبع اٌخضاْ ٚػٕذ الارضاْ رىْٛ اٌىشح اٌضب١ٔخ

. اٌّؤصشح ػ١ٍٙب 
12

,WW  ٚرّشاْ ثّشوض اٌىشح ٚاٌؾذ فٝ اٌخ١وT.  

  .ٓاٌخ١و فٝ ٚمغ الارضاْ ساعٝ ِبسا ثّشوض اٌىشر١ 

 ِؼبدٌخ الارضاْ رؼطٝ ِٓ 

gaWWT 
3

1

3

4 3

2
                                                                                                  (5)  

poundalsgT
2

125
.

3

1
.

8

1
.

3

4
  

wtIbT .
36

125
   

 ِػحي )2(:- 
٠ّىٕٙح جٌطكشن ذغٌٙٛس فٝ ِغطٜٛ سجعٝ ِكٛس جفمٝ ِػرص  ABCDصف١كس ِٕطظّس ع١ّىس ػٍٝ شىً ِغطط١ً 

ح جٌٕٛػ١س ِغّٛس فٝ ِحء . جغرص جْ وػحفطٙ BCDٙح جلاعفً ٔصفجرج جضضٔص جٌصف١كس ٚ .Aػٕذ جٌشجط 
3

2
 . 

 

 جٌكً
 ٚاٌمٜٛ اٌّؤصشح ػٍٝ اٌقف١ؾخ ٘ٝ  Vٚؽغّٙب  Sؾخ ف١ٚاٌىضبفخ إٌٛػ١خ ٌٍق pٔفشك اْ وضبفخ اٌّبس إٌٛػ١خ 

 سأع١ب اٌٝ اعفً .  Gف١ؾخ ٚرؤصش ػٕذ ِشوض صمً اٌقVSpgٚصٔٙب  ( أ)

Vpgِؾقٍخ اٌنيو اٌّبس  ( ة)
2

1
GcGEساع١ب اٌٝ اػٍٝ ؽ١ش  ٠ٚEؤصش ػٕذ  

3

1
 . 

 ٠ٕزظ اْ  Aٚ٘زا ِٓ ؽشه الارضاْ ساعٝ اٌٝ اػٍٝ ثبنز اٌؼضَٚ ؽٛي  Aسد اٌفؼً ػٕذ  ( د)

32

3

4

2

1
.

2

1
.





S

AGpgAEVpgAGVSpg
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 جعطمشجس جلاؾغحَ جٌطحف١س :  
 ارا هفب عغُ فٝ عبئً فبٔٗ ٠مغ رؾذ ربص١ش 

 . Gٚصٔٗ ٠ّٚش ثّشوض صمٍخ  ( أ)

.  H ِؾقٍخ ميو اٌغبئً ٚ٘ٝ لٛح سأع١خ اٌٝ اػٍٝ رغبٜٚ ٚصْ اٌغبئً اٌّضاػ ٚرّش ثّشوض صمٍخ  ( ة)

 Hػٍٝ نو ساعٝ ٚاؽذ . ٔؼشف  G,Hٚاٌغغُ ٠زضْ فٝ ٚمغ رىْٛ ف١ٗ ٘بربْ اٌمٛربْ ِزغب٠ٚز١ٓ ٚرمغ 

 طفٛ .٠ُٛ( أِب ِمطغ اٌغغُ ثٛاعطخ ِغزٜٛ عطؼ اٌغبئً ف١ؼشف ثّغزٜٛ اٌؼثّشوض اٌطفٛ )اٌز
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عزمشاس اْ اٌغغُ ٠ؼٛد ٔؾٛ ِٛمغ ارضأخ ارا ٚف١ّب ٠ٍٝ عٛف ٔزؼشك ٌذساعخ اعزمشاس ٘زا الارضاْ ٚاٌّمقٛد ثبلا

 اػطٝ اصاؽخ في١شح ِٓ ٘زا اٌّٛمغ . 

ِٓ اصاؽز١ٓ وٕمطخ اعبط فبْ ا٠خ اصاؽخ رؼطٝ ٌٍغغُ ٠ّىٓ اػزجبس٘ب ِىٛٔخ  oثبرخبر ِشوض صمً ِغزٜٛ اٌطفٛ 

ٌّٚب وبٔذ ٘زٖ الاصاؽبد في١شح فبٔخ ٠ّىٓ دساعخ  oدٚسا١ٔخ ؽٛي ِؾٛس ػٕذ  ٜٚالانش oاؽذاّ٘ب أزمب١ٌخ ِغ 

 الاعزمشاس ٌىً اصاؽخ ػٍٝ ؽذٖ. 

 

 -ئعطمشجس جلاضضجْ ٌلاصجقحش جلأطمح١ٌٗ:
 

 اٌٝ اصاؽز١ٓ اؽذاّ٘ب أفم١خ ٚالانشٜ ساع١خ ا٠خ اصاؽخ أزمب١ٌخ ٠ّىٓ  رؾ١ٍٍٙب 

 ٌلاصجقس جلافم١س :  ( أ)
اٌغذ٠ذ اٜ  مؼٗؽ١ش اْ ِشوجخ ميو اٌّبس فٝ الارغبٖ الافمٝ ثؼذ الاصاؽخ رغبٜٚ ففش فبْ اٌغغُ ٠زضْ فٝ ٚ

 اْ الارضاْ ثبٌٕغجخ ٌلاصاؽبد الافم١خ ٌٍغغُ اٌطبفٝ ٠ىْٛ ارضأب ِزؼبدلا 

 جلاصجقس جٌشجع١س:   ( خ)
صاؽخ اٌٝ اعفً فبْ ِؾقٍخ ميو اٌّبس رضداد ٚثزٌه رىْٛ ِؾقٍخ اٌٛصْ ٚميو اٌّبس لٛح ساع١خ ارا وبٔذ الا

اٌٝ اػٍٝ رؼًّ ػٍٝ اػبدح اٌغغُ اٌٝ ٚمغ الارضاْ ِشح انشٜ . ٚارا وبٔذ الاصاؽخ اٌٝ اػٍٝ فبْ ميو اٌّبس ٠مً 

دح  اٌغغُ اٌٝ ٚمغ الارضاْ اٜ اْ ٚثزٌه رىْٛ ِؾقٍخ ٚصْ اٌغغُ ٚميو اٌّبس لٛح ساع١خ اٌٝ اعفً رؼًّ ػٍٝ اػب

ٚػٍٝ دٌه فبْ ارضاْ الاعغبَ اٌطبف١خ ٠ىْٛ ِغزمشا ثبٌٕغجخ  – اٌشاع١خ الارضاْ ٠ىْٛ ِغزمشا ثبٌٕغجخ ٌلاصاؽبد

 .بِلأزمب١ٌخ ػٌّٛلاصاؽبد ا

ح ذضج٠ٚس صغ١شز ذك١ع ٠مغّس دجتّح جٌٝ قؿ١ّٓ غحذط١ٓ ٘زج جٌّكٛس ِجرج لطغ ِغطٜٛ ؾغُ ٚدجس قٛي ِكٛس
 ذّشوض جٌّمطغ.  ٠ّش
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فٛالغ فٝ اٌّغزٜٛ  xأِب ِؾٛس  yٚٔبنز نو اٌزمبهغ ِؾٛسا ٌلاؽذاصٝ   ١ٓ ٌٍّغزٜٛ ث١ّٕٙب صا٠ٚخ مؼٔبنز اٜ ٚ

 . oxyص١بد ٘ٛ ِغزٜٛ الاؽذا١Aٓ فٝ اٌشعُ اٌّغزٜٛ مؼػٕذ اؽذ اٌٛ

),(ٔفشك اْ ػٕقش ػٕذ  yx  ِٗغبؽزA ػٕذ دٚساْ اٌّغزٜٛ ٘زا اٌؼٕقش ٠ؼطٝ ؽغّبSAxAx  

  ٜٚاٌض٠بدح اٌى١ٍخ فٝ اٌؾغُ رغب xdA ففش= 

0 xA  

 اٜ ِؾٛس اٌذٚساْ.  ٠yمغ ػٍٝ اٌّؾٛس Aاٜ اْ ِشوض صمً اٌّغبؽخ 

 

 ئ٠ؿحد ششغ جلاضضجْ جٌّغطمش ٌلاصجقس جٌذٚسج١ٔس ٌلاؾغحَ جٌطحف١س:  
اْ ٠ىْٛ ِغزٜٛ اٌزّبصً ساعٝ. ٔأنز ِشوض وزٍخ ٔؼزجش اٌغغُ اٌطبفٝ ِزّبصً ؽٛي ِغزٜٛ ٚفٝ ؽٍخ الارض

 ِغزٜٛ اٌطفٛ )رمبهغ اٌغغُ ِغ عطؼ اٌغبئً( رمغ فٝ ِغزٜٛ اٌزّبصً.  



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 192 

 
٠ُٛ )اٜ ِشوض وزٍخ اٌغبئً اٌّضاػ( ٔفشك اصاؽخ ؼ٘ٝ ِشوض اٌز H٘ٝ ِشوض وزٍخ اٌغغُ ٚاْ  Gٔفشك اْ 

Hش ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ ٚا١ْح ٌٍغغُ ثذْٚ ري١دٚسا١ٔخ في١ش ٌ ٠ُٛ . ٔفشك اْ ؼشوض اٌزّ٘ٛ اٌّٛمغ اٌغذ٠ذ

Hاٌّغزم١ُ اٌشأعٝ اٌّبس ثبٌٕمطخ    ً٠مبثHG فٝ ٔمطخ  ٖاٚ اِزذادN ٝػٕذ دٚساْ . ٚاٌزٝ رغّٝ ثبٌّشوض الافم

ساع١ب لاعفً ٠ٚؤصش فٝ ِشوض  Wِغ اٌشأعٝ فبْ اٌغغُ ٠مغ رؾذ ربص١ش لٛر١ٓ ّ٘ب ٚصٔخ اٌغغُ ثضا٠ٚخ في١شح 

٠ٛHُ ؼاػ ٌُ ٠زي١ش( ٠ٚؤصش فٝ ِشوض اٌزا٠نب ساع١ب لاػٍٝ )ؽغُ اٌغبئً اٌّض Wٚلٛح دفغ اٌغبئً Gاٌىزٍخ   

فبْ ٘زا الاصدٚاط ٠ؼًّ ػٍٝ دٚساْ  Gرمغ اػٍٝ اٌّغزٜٛ الافمٝ اٌّبس ثبٌٕمو Nفزىٛٔبْ إصدٚاط. ارا وبٔذ إٌمو 

 N. ارا أطجمذ جلاضضجْ غ١ش جٌّغطمشخ ٠ىْٛ اٌغغُ ٚاثؼبدح ػٓ ِٛمغ الارضاْ الافٍٝ ٚفٝ ٘زٖ اٌؾبٌ

 ٌّؼشفخ ٔٛع الارضاْ.  Nٌزٌه ٠غت رؼ١ٓ اٌّشوض الالقٝ جلاضضجْ ٠ىْٛ ِطؼحديفبْ  Gػٍٝ 

GH٘ٛ اٌؼّٛدٜ ػٍٝ ٘زا اٌّغزٜٛ اٌزٜ رمغ  oyٚاْ zoxٔفشك اْ ِغزٜٛ اٌطفٛ ٘ٛ اٌّغزٜٛ  ػ١ٍخ فٝ  ,

 ٚمغ الارضاْ الافٍٝ. 
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ydSdVٔؼزجش ػٕقش ؽغُ ِٓ اٌغبئً اٌّضاػ لجً اٌذٚساْ ٠ىْٛ ؽغّخ    2,(ٚاؽذاص١بد ِشوض وزٍخ,( zyx 

ف١ىْٛ ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ  ydSV  ٚثؼذ الاصاؽخ اٌذٚسا١ٔخ اٌقي١شح  فبْ ؽغُ اٌؼٕقش

dSxydV )(   ٠ٚىْٛ ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ  dSxyV )(   ؽ١ش اْ ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ ٌُ ٠زي١ش ثؼذ

VVالاصاؽخ اٌذٚسا١ٔخ اٌقي١شح فبْ    

 اْ  اٜ

VdSxyydSV   )(                                                                                             (1)  
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  0xdS                                                                                                                         (2)  

٠ٛHُ ؼٔفشك اْ ِشوض اٌز   ٜٛفٝ اٌّغزxoy ّ٘بyx oyoxٚثبنز اٌؼضَٚ ؽٛي اٌّؾٛس٠ٓ  ,  ٔغذ اْ  ,










dSxy

xdSxy
x

)(

.)(




 



 














dSxy

x
dSxyydS

y
)(

2
2.






                                                                                       (4)  

2( ٚاّ٘بي اٌؾذ اٌزٜ ٠ؾزٜٛ ػٍٝ 2ِٓ اٌزّبصً ٚاعزخذاَ اٌّؼبدٌخ )
  ٍٝٔؾقً ػ 






dSy

dSx
x

2


                                                                                                                     (5) 






dSy

dSy
y

2

                                                                                                                       (6) 
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V

I
xHH


                                                                                                                 (7) 

ozVػضَ اٌمقٛس اٌزارٝ ٌّغزٜٛ اٌطفٛ ؽٛي ِؾٛس اٌزّبصً Iؽ١ش   ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ.  ,

 ٌىٓ 

 
.

1
HNHH    

V

IHH
HN 



1

                                                                                                               (8)  

 ( ؽ١ش اْ 7ٚرٌه ثبعزخذاَ )

GNHGHN    

HG
V

I
GN                                                                                                                    (9)  

 . اٜ اْ 0GNٌىٝ ٠ىْٛ الارضاْ ِغزمشا ٠غت اْ ٠ىْٛ 

0 HG
V

I
  

V

I
HG                                                                                                                            (10)  

 ٚ٘زا ٘ٛ ؽشه اٌىبفٝ ٌىٝ ٠ىْٛ الارضاْ ِغزمشا.
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 (: 1ِػحي)
. جرج غفح aفٝ ٔٙح٠طٙح ٔصف وشز ِصّطس ٔصف لطش٘ح  lؾغُ ِىْٛ ِٓ جعطٛجٔٗ ِصّطس جسضفحػٙح 

حتً فحغرص جْ جلاضضجْ ٠ىْٛ ِغطمشج جرج وحْ ٚؾضء ِٓ ٔصف جٌىشز ِغّٛس فٝ ع  جٌؿغُ
2

a
l  . 

 جٌكً
 

ثبنز اٌؼضَٚ  G٘ٛ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ ٌٕقف اٌىشح ٔؼ١ٓ ِشوض صمً اٌغغُ اٌطبفٝ Nٚامؼ اْ اٌّشوض الالقٝ 

 فٕغذ اْ  ABؽٛي اٌمطش 

GNlaallaaa 


















2323

3

2

2

1
.

8

3
.

3

2
  

laa

laa

GN
23

224

3

2

2

1

4

1









   

 



د/ سِعحْ ػرذالله ِكّذ                                       ِكحظشجش فٟ جلاعطحض١ىح ٚج١ٌٙذسٚجعطحض١ىح   

 197 

la

la







3

2

2

1

4

1 22

  

 ٠ىْٛ الارضاْ ِغزمشا ارا وبْ 

0GN   

 اٜ ارا وبْ 

22

22

21

0
2

1

4

1

al

la




 

2

a
l    

 اٜ اْ الارضاْ ِغزمشا ارا وبْ 

2

a
l    
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  ٝ جٌرحخ جٌخحِظػٍ ضّحس٠ٓ

 
جِػحي  غلاغس غّش ِػٍع فٝ عحتً . جغرص جْ ِؿّٛع جٌعغٛغ ػٕذ جٌعغٛغ ػٕذ سؤٚط جٌّػٍع ٠غحٜٚ -1

 جٌعغػ ػٕذ ِشوض وطٍس جٌّػٍع. 

 

جٔرٛذس سف١ؼس ِٕطظّس فٝ ِغطٜٛ سجعٝ ضكطٜٛ ػٍٝ جسذؼس عٛجتً ِخطٍفس ِطغح٠ٚس جلاقؿحَ ٚلا ضخطٍػ  -2

صج٠ٚس ١ًِ جٌمطش ذ١ٓ ٔمػ جٔفصحي جٌغٛجتً جلاسذؼس  جْ جغرص 3:4:2:1جٌغٛجتً ذرؼعٙح ٚوػحفطٙح وٕغرس 

ِغ جٌشأعٝ ضغحٜٚ 
2

1
tan,2tan

11 . 

 

 

صف١كس ػٍٝ شىً ٔصف دجتشز ِغّٛسز سأع١ح فٝ عحتً ٚلطش٘ح ػٕذ عطف جٌغحتً . جغرص جْ ِشوض جٌعغػ  -3

٠رؼذ ِغحفس 
16

3 a
 ٔصف لطش ٔصف جٌذجتشز.  aع ػٓ عطف جٌغحتً ق١ 

 

ػٍٝ ذؼذ  aٚجٌٕمػ  ٠hغحٜٚ  aغحذطس ٚجسضفحع جٌّػٍع ِٓ  aف١س جٌٕمطس  abcِػٍع ِطغحٜٚ جٌغحل١ٓ  -4

h2  ٓعطف جٌغحتً. جغرص جْ جٌفشق ذ١ٓ ِشوض جٌعغػ ػ ِٓa  ْٛػٕذِح ٠ىbc  جفمٝ فٛقa  جٚ ضكص

a  ٜٚ٠غح
16

h
 . 

 

 

ّش ذحٌّكٛس ٚجٌّكٛس سأعٝ . جغرص جْ جٌعغػ جٌّكصً ِخشٚغ دجتشٜ لحتُ لغُ جٌٝ ؾضت١ٓ ذّغطٜٛ ٠ -5

ػٍٝ جٌغطف جٌّٕكٕٝ ٌٍّخشٚغ ٠غحٜٚ 
223

cot4cot
6

1
 ga  فٝ جضؿحٖ ٠صٕغ صج٠ٚس  ِغ

جلافمٝ ق١ع 


 tan
2

tan   ق١ع2  .صج٠ٚس سجط جٌّخشٚغ 

 

ِٓ جقذ سؤٚعٙح ػٕذ جٌغطف جٌكش ٌغحتً ِطؿحٔظ وػحفطس  a2غٛي ظٍؼٙح  ػٍمص صف١كس ِشذؼس جٌتىً -6

 . ػ١ٓ ِكصٍس جٌعغػ ِٚشوضز . 

 

 

ذك١ع وحْ ِغطٛجٖ سأعٟ ٚلحػذضٗ ػٕذ  غّش فٝ ِحء وػحفطٗ  hٚجسضفحػس a2ٌٛـ ِػٍع جٌتىً لحػذضٗ  -7

 عطف جٌكش ٌٍّحء. أٚؾذ ِكصٍس ظغػ جٌّحء ٚػ١ٓ ِشوضٖ. 
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غّشش فٝ عحتً ذك١ع وحْ ِغطٛجز سأعٟ ٚجقذ قذ٠س  aٌٛـ ػٍٝ شىً سذغ دجتشز ٔصف لطش٘ح  -8

 ٘ح . جٌّغطم١ّ١ٓ ػٕذ جٌغطف جٌكش ٌٍغحتً. جٚؾذ ِكصٍس جٌعغػ ػٍٝ جٌٍٛـ ٚٔمطس ضحغ١ش

 

أعفً جٌغطف جٌكش  ٠hمغ ػٍٝ ػّك Gسأع١ح فٝ عحتً ٚوحْ ِشوض غمٍٙح Sغّشش صف١كس ِغحقطٙح  -9

GxGyٌٍغحتً. جرج وحْ   Gّ٘ح جٌّكٛسجْ جٌشجع١حْ ٌمصٛس جٌصف١كس ػٕذ  ,

),(جغرص جْ جٌّكً جٌٕٙذعٝ ٌّشوض جٌعغػ  YX ػٍٝ جٌصف١كس ذحٌٕغرس ٌٙز٠ٓ جٌّكٛس٠ٓ ػٕذِح

 ٘ٛ جٌمطغ جٌٕحلص.  Gح قٛي ِشوض غمٍٙح ٠ّٙضذٚسجٌصف١كس فٝ ِغطٛ

 

.
1

24

2

4

2

hb

Y

a

X
   

 

ذك١ع وحْ جقذ جٚؾٙس جٌّغط٠ٛس ػٕذ عطف  غّش فٝ عحتً وػحفطس  aوشز ِصّطس ٔصف لطش٘ح  غّٓ -10

 ػ١ٓ ضّحِح ِكصٍس جٌعغػ ػٍٝ عطف جٌّٕكٕٝ. .جٌغحتً 

 

 جٌتىً ٠ٛظف ِمطغ جٌؿغُ غّش ضّحِح فٝ عحتً وػحفطس  aوشٚٞ ِصّص ٔصف لطشٖ  ٔصف ؾغُ-11

٘ٛ جٔخفحض ِشوض جٌغطف جٌىشٜٚ ٌٍؿغُ ػٓ جٌغطف جٌكش ٌٍغحتً,  hذٛجعطس ِغطٜٛ جٌطّحغً جٌشأعٟ ف١ٗ 

  ٜٚجٌضج٠ٚس جٌطٝ ٠صٕؼٙح جٌمحػذز جٌّغط٠ٛس ِغ جلافمٝ . جٚؾذ ِكصٍس ظغػ جٌغحتً ػٍٝ جٌغطف جٌىش

 ٌٍؿغُ.
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ٚصج٠ٚس سأعسa2فحػس ِخشٚغ جؾٛف  ف١ف جسض -12








2

1
tan2

غُ ػٍك ِٓ  Wٍِة ضّحِح ذغحتً ٚصٔس   1

 ٔمطس غحذطس ػٍٝ لحػذضٗ . ػ١ٓ ضّحِح ِكصٍس ظغػ جٌغحتً ػٍٝ عطف جٌّٕكٕٝ ٌٍّخشٚغ . 

 

ذضٙح جفم١ط١ٓ . جغرص جْ ِكصٍس ؾغُ ػٍٝ شىً جعطٛجٔس ِحتٍس غّشش ضّحِح فٝ عحتً ذك١ع وحٔص لحػ -13

ػّك  d٘ٛ ٚصْ جٌغحتً جٌّضجـ ,  Wق١ع  tanWdجٌعغػ ػٍٝ جٌغطف جٌّٕكٕٝ جصدٚجؼ ػضِس 

 ١ًِ سٚجعُ جٌؿغُ ػٍٝ جٌشجط. ِشوض غمٍس , 

 

ح ذك١ع ٠ىٛٔحْ ّصً ِٓ ٔمطس ػٍٝ قحفط١ٙفسذػ ذرؼعّٙح ذّ .ح ِطغح٠ٚحْلتشضحْ ٔصف وش٠ٚطحْ لطشّ٘ -14

شخ جٌّحء ػٕذ جٌكحفط١ٓ دٕ٘ص ٘حض١ٓ غِؼح وشز ٍِثص ضّحِح ذحٌّحء ِٓ فطكس ذؿحٔد جٌّفصً ٚقطٝ لا ٠ط

جٌكحفط١ٓ ذّحدز د١ٕ٘س ٚػٍمص جٌىشز ِٓ جٌّفصً . جغرص جْ ٔصفٝ جٌىشز ٌٓ ٠ٕفصلا جرج وحْ ٚصْ جٌمتشض١ٓ 

 ش ِٓ غلاغس جِػحي ٚصْ جٌّحء ذحٌذج ً . ِؼح جوػ

 

 

ضطفٛ فٛق ِحء ذك١ع وحْ ِكٛس جلاعطٛجٔس  Sٚوػحفطٙح جٌٕٛػ١س  aٚٔصف لطش٘ح   hجعطٛجٔس جسضفحػٙح -15

 سجعٟ . جٚؾذ ششغ جلاضضجْ جٌّغطمش . 

 

babaِٚمطؼٙح لطغ ٔحلص غٛي ِكٛس٠س   h2ػٙحجعطٛجٔس ِصّطس ِٕطظّس جسضفح -16 2,2)(   ٚوػحفطٙح

جٌٕٛػ١س 
2

1
ج ش. ضطفٛ جلاعطٛجٔس فٛق ِحء ذك١ع وحْ جسضفحػٙح سجع١ح . جغرص جْ جلاضضجْ ٠ىْٛ دجتّح ِغطم

bhجرج وحٔص  2 . 

 

 

ػٕذ عطف جٌغحتً Aِغط٠ٛس ػٍٝ شىً ِطٛجصٜ جظلاع فٝ عحتً ذك١ع وحْ جٌشأط جرج غّشش صف١كس -17

 . ٠ٚ5:7مغّس ذٕغرس  ACجفم١ح , فحغرص جْ ِشوض جٌعغػ ٠مغ ػٍٝ جٌمطش BDٚجٌمطش 

 

فٝ عحتً ذك١ع وحْ جٌشأط ػٕذ عطف جٌغحتً . جٚؾذ  ABCغّشش صف١كس ِغط٠ٛس ػٍٝ شىً ِػٍع  -18

ٚجٌزٜ ٠مغُ جٌصف١كس جٌٝ ؾضت١ٓ ذك١ع ٠ىْٛ جٌعغػ ػٍٝ جٌّغحقس BCجٌّٛجصٜ يDEِٛظغ جٌخػ 

ADE  ِغح٠ٚح ٌٍعغػ ػٍٝ جٌّغحقسDBCE غُ ذ١ٓ جْ ِٛظغ ٘زج جٌخػ ,DE  ًلا ٠ؼطّذ ػٍٝ ١ِ

 ِغطٜٛ جٌصف١كس ػٍٝ جٌشجط . 

 

4.جٔحء ػٍٝ شىً ِطٛجصٜ ِغطط١لاش غٌٛس -19 ft  4.ٚػشظس ft  ٗ3.ٚػّم ft  ِٚفطٛـ ِٓ جػٍٝ . فحرج

2.حء ِحء قطٝ جصرف ػّمٗعىد فٝ ٘زج جلأ ft   غُ دجس جلأحء قٛي جقذ جقشف لحػذضٗ جٌغفٍٝ قطٝ جصرف

جٌّحء ػٍٝ ٚشه جلأغىحخ ِٓ جلأحء فحٚؾذ جٌٕغرس جٌطٝ ٠طغ١ش ذٙح جٌعغػ ػٍٝ جٌمحػذز جٌغفٍٝ ٚوزٌه ػٍٝ 

 وً ِٓ ؾٛجٔرس جٌغ١ش سجع١س . 
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 جٌرحخ جٌغحدط  

 

 جٌّؿحي ٚجٌؿٙذ 

 
ABاْ ٔمطز١ٓ ِبد٠ز١ٓ ػٕذ  ٔفشك mmوزٍزّٙب  , ,

فزىْٛ لٛح اٌغزة  rػٍٝ اٌزشر١ت ٚاٌّغبفخ ث١ّٕٙب  1

 رزؼ١ٓ ِٓ لبْٔٛ اٌغزة اٌؼبَ ١ٌٕٛرٓ  Fث١ّٕٙب 

 

2

1

r

rmm
F                                                                                                                        (6.1)  

 صبثذ اٌغبرث١خ ١ٌٕٛرٓ . ؽ١ش 

اٜ Bثبٔٗ اٌمٛح اٌزٝ رؤصش ػٍٝ ٚؽذح اٌىزً ػٕذ Aػٕذ  mرظ ِٓ ٚعٛد اٌىزٍخ إٌب Bػٕذ إٌمطخ  E  جٌّؿحي ٠ؼشف

 اْ 

2
r

m
E


                                                                                                                          (6.2)  

 ِٓ اٌؼلالخ Bػٕذ  v جٌؿٙذ . ٠ؼشفBAرؼ١ٓ ِمذاس اٌّغبي ٚارغب٘خ ٠ىْٛ فٝ الارغبٖ  (6.2)اٌؼلالخ

r

m
v


                                                                                                                           (6.3)  

 جٌؿزخ ذ١ٓ عٍه سف١غ ٚٔمطس ِحد٠س:

  
ػّٛد٠ب  oxٔبنز اٌّؾٛس  ABػٓ  hاٌزٝ رجؼذ  oة ا٠غبد اٌغزة ػٕذ ٔمطخ ٛٚاٌّطٍ ABٔفشك عٍه 

oAoBِٚٛاص٠ب ٌٍغٍه ؽ١ش  AB,oyػٍٝ اٌغٍه ٠قٕؼبْ صا٠ٚز١ٓ  ,  .  oxِغ اٌّؾٛس  ,
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opoQؽ١ش  pQٔبنز ػٕقش ِٓ اٌغٍه  ٠قٕؼبْ صا٠ٚز١ٓ , ,d  ِغ اٌّؾٛسox .ػٍٝ اٌزشر١ت 

 ٠زؼ١ٓ ِمذاسٖ ِٓ pQثغجت اٌؼٕقش  oاٌّغبي ػٕذ 

2
)(

.

op

pQ
dE


                                                                                                                   (6.4)  

 وزٍخ ٚؽذح اٌطٛي ِٓ اٌغٍه . ؽ١ش 

 ٚٔغذ اْ  ِغب٠ٚخ  NpQفزىْٛ اٌضا٠ٚخ  oQػٍٝ pNٔضي اٌؼّٛد 

sec.pNpQ                                                                                                                 (6.5)  

 ؽ١ش اْ 

doppN .                                                                                                                     (6.6)  

 ٔغذ اْ  (6.5)فٝ  (6.6)ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ 

 doppQ sec.                                                                                                            (6.7)  

 ٠ٚىضْ ِمذاس ِغبي اٌؼٕقش ِغب٠ٚب 

op

d

op

dop
dE





sec

)(

sec..

2





   




d
h

                                                                                                                         (6.8)  
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sechopٚرٌه لاْ   . 

ِشوجزب اٌّغبي
xy

dEdE oxoyفٝ ارغب٘ٝ  ,  ٠زؼ١ٕبْ ِٓ  ,

,cos 


d
h

dE
y
                                                                                                        (6.9)  

,sin 


d
h

dE
x
                                                                                                       (6.10)  

 ٚٔغذ اْ  (6.9)ٔؾقً ػ١ٍٙب ثزىبًِ  oxفٝ ارغبٖ  ABِشوجخ اٌّغبي ٌٍغٍه 

,cos








d
h

E
x

 

 


sinsin 
h

E
x

                                                                                           (6.11)  

ثبٌّضً ِشوجخ اٌّغبي 
y

E ٌٍغٍهAB ٖفٝ ارغبoy  ِٓ ٓ٠زؼ١ 

,sin








d
h

E
y

 

 


coscos 
h

E
y

  

٘ٛ ِؾقٍخ اٌّشوجز١ٓ Eٌّغبي ٠ٚىْٛ ِمذاس ا
xy

EE  اٜ اْ ,

22

xy
EEE                                                                                                               (6.13)  

ثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّزٝ 
xy

EE  ٔغذ اْ  (6.13)فٝ   (6.11)(6.12)ِٓ  ,

  22
)cos(cossinsin 




h
E   

 


sinsincoscos22 
h

  

 


 cos22
h

  

















 


2
sin22

2 

h
E   








 


2
sin

2 

h
                                                                                               (6.14)  

 بد اٌّضٍض١خ مثبٚرٌه ثبعزخذاَ اٌّزط
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1sincos
22

   

,sinsincoscos)cos(    


2

sin212cos    

 ؽ١ش  oxِغ ارغبٖ اٌّغبي ٠قٕغ صا٠ٚخ 

x

y

E

E
tan                                                                                                                    (6.15)  

ثبٌزؼ٠ٛل ػٓ ل١ّزٝ 
xy

EE  ٔغذ اْ  (6.15)فٝ  (6.11)(6.12)ِٓ,






sinsin

coscos
tan




                                                                                                   (6.16)  

 ثبعزخذاَ اٌّزطبثمز١ٓ اٌّضٍض١خ 

,
2

sin
2

sin2coscos 






 







 



   

,
2

cos
2

cos2sinsin 






 







 



   

 رقجؼ ػٍٝ اٌقٛسح  (6.16)فبْ 








 


2
tantan


                                                                                                      (6.17)  

 اٜ اْ 

2





                                                                                                                     (6.18)  

  ثبٌؾىً.وّب ٠AoBىْٛ فٝ ارغبٖ ِٕقف اٌضا٠ٚخ Eرؼٕٝ اْ اٌّغبي  (6.18)اٌّؼبدٌخ 

 

 ٔطحتؽ 

ٓ فبْ فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ ١ِٓ وٍزب ٔٙب٠ز ( ارا اِزذ اٌغٍه اٌٝ 1)
2

,
2





   ْٚٔغذ ا 
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1
sin
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h
E  

2

2

2
sin

2

2 
                                                                                                 (6.19)  

 . oxٚارغب٘ٗ فٝ ارغبٖ 
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oAoBٚٔفشك أٙب رمطغ اٌّغزم١ّ١ٓ  hٔشعُ دائشح ٔقف لطش٘ب ٠غبٜٚ o( ِٓ ٔمطخ الافً 2) CDفٝ , ػٍٝ ,

 .اٌزٛاٌٝ

 
 . 

 
QPف١ىْٛ ِغبي اٌؼٕقش ٠ّضً عٍىب سف١ؼب وضبفزٗ   CDٔزقٛس اْ اٌمٛط     اٌزٜ هٌٛخhd  .ِغب٠ٚب 
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d
hh

hd
dE 

2

.
  

 . ABِٓ اٌغٍه pQٚاٌزٝ رؼ١ٓ ِغبي اٌؼٕقش  (6.8)خ اٌّؼبدٌخ الان١شح ٘ٝ ٔفغٙب اٌّؼبدٌ

QPاٜ اْ ِغبي اٌؼٕقش     اٌمٛط ِٓCD  ٠غبٜٚ ِغبي اٌؼٕقشpQ  ُاٌغٍه اٌّغزم١ ِٓAB  . 

ٚاٌزٜ  AB٘ٛ ٔفغٗ ِغبي اٌغٍه اٌّغزم١ُ CDرٌه ٔغزٕزظ اْ ِغبي اٌغٍه اٌزٜ ػٍٝ ؽىً لٛط ِٓ دائشح ِٚٓ 

 ػٍٝ اٌزشر١ت .  )  ,(6.18) (6.14 عجك اٌؾقٛي ػ١ٍٗ ٚرؼ١١ٕٗ ِمذاسا ٚارغب٘ب ثبٌّؼبدٌز١ٓ

 

oEفبْ  ABاِزذاد اٌغٍه  ػٍٝ o( ارا وبٔذ 3)
x
  ْفٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ فب 

 

 

)cos(cos 



h

EE
y

                                                                                       (6.20)  

 ٔلاؽع اْ 

oB

h

oA

h
  cos,cos                                                                                                (6.21)  

 فٝ اٌقٛسح  (6.21)ثبعزخذاَ (6.20)ٚثبٌزبٌٝ ٠ّىٓ وزبثخ 











oBoA
EE

y

11
  

oBoA

oAoB

.
.
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oBoA

AB

.

.
                                                                                                          (5.22) 

  

 جٌؿزخ جٌّطرحدي ذ١ٓ عٍى١ٓ سف١ؼ١ٓ ػٍٝ جعطمحِس ٚجقذز 

 
 

 بٌؾىً ٠زؼ١ٓ ِٓ ( وّب ثbِٓ اٌغٍه اٌضبٔٝ )هٌٛخ ds( ٌؼٕقش هٌٛٗ aعزة اٌغٍه الاٚي )هٌٛٗ 

)(

.

ass

dspa
dE





                                                                                                            (6.23)  

ؽ١ش )22.6(ٚرٌه ثبعزخذاَ إٌز١غخ   ضبٔٝ ػٍٝ اٌزشر١ت. ّ٘ب وضبفزٝ اٌغٍى١ٓ الاٚي ٚاٌ ,

 ثبٌزىبًِ ٔغذ اْ لٛح اٌغزة اٌّزجبدي ث١ٓ اٌغٍى١ٓ رغبٜٚ 








bc

c
ass

ds
aE

)(
                                                                                                   (6.24)  

 ثبعزخذاَ اٌىغٛس اٌغضئ١خ فبْ 














 assaass

111

)(

1
                                                                                              (6.25)  

 ٔغذ اْ   (6.24)فٝ  (6.25)ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ 

ds
ass

E

bc

c
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bacc

acbc
E ln                                                                                       (6.26)  

 

 ٍِكٛظس 
ٚاٌزٝ رؼ١ٓ  (6.22)ثطش٠مخ ِجبؽشح ٚدْٚ الاعزؼبٔٗ ثبٌٕز١غخ اٌغبثمخ  (6.26)٠ّىٓ اٌؾقٛي ػٍٝ إٌز١غخ 

 ٌزىبًِ اٌضٕبئٝ وبلارٝ عزة عٍه سف١غ ٌٕمطخ ِبد٠خ ػٍٝ اِزذادٖ ٚرٌه ثبعزخذاَ ا

 
drdsاٌغزة اٌّزجبدي ث١ٓ ػٕقش٠ٓ ه١ٌّٛٙب   ِٓ اٌغٍى١ٓ ٠زؼ١ٓ ِٓ  ,

2
)(

.

sr

dsdr
dE





  

 ٠ٚىْٛ اٌغزة اٌّزجبدي ث١ٓ اٌغٍى١ٓ ِغب٠ٚب 

 












bcs

cs

ar

r
sr

dsdr
E

0

2
)(

                                                                                              (6.27)  

 ٔغذ اْ  rثبعشاس اٌزىبًِ ثبٌٕغجخ اٌٝ 
























bcs

cs

ar

r

ds
sr

E

0

1
   

ds
ss

bc

c

















1

11
    

 غبثمخ. ٘ٛ ٔفغٗ اٌزىبًِ اٌزٜ عجك ؽغبثٗ ٚٔؾقً ػٍٝ ٔفظ إٌز١غخ اٌ sٔلاؽع اْ اٌزىبًِ ثبٌٕغجخ اٌٝ 

 

 ٔط١ؿس  
ارا وبْ اؽذ اٌغٍى١ٓ لا ٔٙبئ١ب فبْ اٌغزة اٌّزجبدي ٠ظً ِؾذٚدا فّضلا ارا وبْ اٌغٍه الاٚي لا ٔٙبئ١ب , اٜ اْ 

a   ْفب 

  















 cbaa

bcbc
E

a (
lnlim    
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c

bc
ln                                                                                                    (6.28)  

 جٌؿزخ ذ١ٓ لشص دجتشٜ ٚٔمطس ِحد٠س ػٍٝ ِكٛسٖ. 

 
ِٓ اٌزّبصً ٠زنؼ اْ اٌغزة ٠ىْٛ  drٚعّىٙب  rٔمغُ اٌمشؿ اٌٝ ؽٍمبد ٚٔؼزجش اؽذّ٘ب ٔقف لطش٘ب 

 ٠ٚزؼ١ٓ ِٓ  ocِؾٛس٠ب اٜ فٝ ارغبٖ 




cos
22

ly

dm
dE


                                                                                                        (6.29)  

 وزٍخ اٌؾٍمخ ٚرغبٜٚ  dmؽ١ش 

drrdm 2                                                                                                               (6.30)  

 ٔغذ اْ  (6.29)فٝ  (6.30)ثبٌزؼ٠ٛل ػٓ وزٍخ اٌؼٕقش ِٓ 

2322
)(

2

lr

rdrl
dE





                                                                                                         (6.31)  

 ٚرٌه ثبعزخذاَ 

22

1
cos

lr 

                                                                                                           (6.32)  

 ٠ٚىْٛ عزة اٌمشؿ ٌٍٕمطخ اٌّبد٠خ ِغب٠ٚب 
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a

o
lr

rdr
lE

2322
)(

2                                                                                               (6.33)  

 ٔغذ أْ  )33.6(ثئعشاس اٌزىبًِ فٟ 
a

o

lrlE 2

1

22
)(2


     















lla

l
11

2
22

     












22

12

la

l
                                                                                                (6.34)  

 جٌضج٠ٚس جٌّؿغّس 

 
. اٌضا٠ٚىىخ اٌّغغىىّخ ٌٍّخىشٚه ٘ىىٝ اٌّغىىبؽخ اٌزىىٝ ٠مطؼٙىىب اٌّخىىشٚه ػٍىىٝ oٔفىشك اْ ِخىىشٚه ساعىىٗ ػٕىىذ 

 .oعطؼ وشح ٔقف لطش٘ب اٌٛؽذح ِٚشوض٘ب ٠مغ ػٕذ ساط اٌّخشٚه 

 ٠ٚؼّىً صا٠ٚىخ ؽىبدح  dsٚاْ اٌؼّىٛدٞ ػٍىٝ اٌّغىبؽخ  ٠dwمبثً اٌضا٠ٚخ اٌّغغىّخ  dsٔفشك اْ ػٕقش ِغبؽخ 

 وّب ثبٌؾىً . opِغ 

 ِٓ ٕ٘ذعخ اٌؾىً فبْ 
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1

cos
2

r

dw

ds



  

2

cos

r

ds
dw


                                                                                                             (6.35)  

ٌطبل١ىٗ اٌزىٝ اسرفبػٙىب رغىبٜٚ ِغىبؽخ ا 2ػٍىزٌه رىْٛ اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ ٌٍّخشٚه اٌذائشٜ اٌمبئُ اٌزٜ صا٠ٚخ ساعخ 

cos1  . 

 اٜ أْ 

)cos1(2                                                                                                            (6.36)  

 جٌٕمطس جٌؼىغ١س 
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bفبٔىٗ رٛعىذ ٔمطىخ  cِٚشوض٘ىب  rقىف لطش٘ىب ٔمطخ نبسط وىشح ٔ bارا وبٔذ    رغىّٝ إٌمطىخ اٌؼىغى١خ ٌٍٕمطىخb 

 ؽ١ش 
2

. rcbbc                                                                                                                      (6.37)  

 فٟ اٌقٛسح  )37.5(٠ّىٓ وزبثخ 

cb

r

r

bc



                                                                                                                       (6.38)  

bcacbaرؼٕٝ أْ اٌّضٍض١خ )38.6(اٌّؼبدٌخ  ,  ِْزؾبثٙب 

 

 ِؿحي صك١فس ِغط٠ٛس ػٕذ ٔمطس  حسؾٙح.
 ٠غبٜٚ Bِغبي اٌؼٕقش ػٕذ  dsٔمغُ اٌقف١ؾخ اٌّغز٠ٛخ إٌٝ ػٕبفش ٚٔؼزجش أؽذا٘ب اٌزٞ ِغبؽزٗ 

2
r

ds
   

اٌّشوجىىخ اٌؼّٛد٠ىىخ ٌٍّغىىبي )أٞ فىىٟ الارغىىبٖ  Aٚػٕىىذ  dsٚاٌؼٕقىىش  B٘ىىٟ اٌجؼىىذ٠ٓ  rؽ١ىىش  ABٚفىىٝ الارغىىبٖ 

 اٌؼّٛدٞ ػٍٝ اٌقف١ؾخ( رغبٜٚ 




cos
2

r

ds
dE                                                                                                           (6.39)  

 
 رأنز اٌقٛسح اٌجغ١طخ  (6.39)فبْ  (3.35)ثبعزخذاَ اٌؼلالخ 

 ddE                                                                                                                   (3.40)  

 .  Bػٕذ   dsٟ٘ اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ اٌزٟ ٠ؾذ٘ب اٌؼٕقش dؽ١ش 
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 ٔؾقً ػٍٝ  (6.40)ثزىبًِ 

E                                                                                                                      (3.41)  

 . Bٟ٘ اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ اٌزٟ رؾقذ٘ب اٌقف١ؾخ ػٕذ  ؽ١ش 

 

 

 أِػٍس
 

 :(1ِػحي )
جٌٛجلؼس ػٍٝ جٌؼّٛدٞ ػٍٟ ِغطٛٞ  Bتشٞ ػٕذ ٔمطس لإ٠ؿحد ِؿحي لشص دج (6.41)جعطخذجَ جٌّؼحدٌس  

 .  cجٌمشص ٠ّٚش ذحٌّشوض 

 جٌكً

 
 

 رزؼ١ٓ ِٓ  Bاٌزٟ رؾقش٘ب اٌذائشح ػٕذ اٌّغغّخ ؽ١ش اْ اٌضا٠ٚخ 

).cos1(2     

 أْ ٔغذ  (6.41)ثبعزخذاَ اٌّؼبدٌخ 

)cos1(2  E   

 ؽ١ش أْ 
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22

cos

al

l



   


















22

12

al

l
E    

 ٟٚ٘ ٔفظ إٌز١غخ اٌزٟ ؽقٍٕب ػ١ٍٙب ف١ّب عجك. 

 

 

 :(2ِػحي )

جغرص أْ ِؿحي لتشز وش٠ٚس ػٕذ ٔمطس دج ٍٙح ٠غحٜٚ صفش ٚجْ ِؿحي جٌمتشز ػٕذ ٔمطس  حسؾٙح ٘ٛ ٔفظ 

 ىشز ٚوطٍطٗ ضغحٜٚ وطٍس جٌمتشز. جٌّؿحي ٌؿغ١ُ ػٕذ ِشوض جٌ

 جٌكً

 
 .  aأٚلا: ػٕذ ٔمطخ دانً اٌمؾشح 

ٔأنز ػٕقش ِغبؽخ 
1

ds  ػٍٝ عطؼ اٌمؾشح اٌىش٠ٚخ ٠ؾقش صا٠ٚخ ِغغّخd  ػٕذa  اٌّطٍٛة ؽغبة اٌّغبي

 ػٕذ٘ب. 

اٌىش٠ٚخ ِٓ اٌغٙخ الأنشٜ فٟ اٌّغبؽخ  اٌمؾشح رمبثً dإْ  ٔفشك
2

ds  . 
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2

2

2

2

1

1
coscos

r

ds

r

ds
d


                                                                                              (1) 

abradrؽ١ش  
12

ي اٌؼٕقش .   ِغب,
1

ds ػٕذa  ِٓ ٓ٠زؼ١ 

2

1

1

1
r

ds
dE


                                                                                                                     (2)  

 ( فبْ 1ِٓ )





cos
2

1

1
d

r

ds
   

 ( ٔغذ إْ ٠ٛ2ل فٟ )ثبٌزؼ





ddE

cos
1
                                                                                                                  (3)  

 .  abٚفٝ الارغبٖ 

ثبٌّضً ِغبي اٌؼٕقش 
2

ds  ػٕذa  ِٓ ٓ٠زؼ١ 

2

2

2

2
r

ds
dE


                                                                                                                    (4) 

 ( رأنز اٌقٛسح 4( ٔغذ إْ )1ثبعزخذاَ )





ddE

cos
2
                                                                                                                  (5)  

 . adٚفٝ الارغبٖ 

( ٔغذ أْ ِغبي اٌؼٕقش5ٓ٠(,)3ِٓ )
12

, dsds   ػٕذ ٔمطخa  ٜأْ ِزغبٚٞ فٟ اٌّمذاس ِٚزنبد فٟ الارغبٖ , ا

رمغ١ُ عطؼ اٌمؾشح اٌىش٠ٚخ إٌٝ ػٕبفش ٠ّىٓ ٠غبٜٚ اٌقفش, ٚؽ١ش أٗ  aِؾقٍخ ِغبي اٌؼٕقش٠ٓ ػٕذ 
1

ds  ٟف

ٚػٕبفش ِمبثٍخ  عٙخ 
2

ds  الانشٞ ِٓ فٝ اٌغٙخa ٌ ٍٍٟمؾشح ػٕذ ٔمطخ دانٍٙب فئْ فإٔٔب ٔغزٕزظ أْ اٌّغبي اٌى

a   ٠غبٚٞ ففش 

   aػٕذ ٔمطخ نبسط اٌمؾشح غح١ٔح : 

 

٠غبٚٞ      aػٕذ  dsِغبي اٌؼٕقش 
2

r

ds
 .    abٚفٟ الارغبٖ  

 رغبٚٞ      acفٟ الارغبٖ  dsِشوجخ ِغبي اٌؼٕقش 

  


cos
2

r

ds
dE                                                                                                               (6)  

aٔفشك أْ      إٌمطخ اٌؼىغ١خ ٌٍٕمطخ ٟ٘a ٚأْ اٌؼٕقشds  ٠ؾقذ ػٕذa  صا٠ٚخd   ؽ١ش 
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2

cos

r

ds
d





                                                                                                                     (7)  

 ٔغذ أْ    (6),(7)ِٓ 

  




d
r

r
dE

2

2


                                                                                                                  (8)  

rrمؾشح اٌىش٠ٚخ ٠زي١ش وً ِٓ ػٍٟ عطؼ اdsٌثزي١ش اٌؼٕقش  ,  ٌٚىٓ ِٓ رؼش٠ف إٌمطخ اٌؼىغ١خa  ٌٍٕمطىخa  ْفىئ

baccbaاٌّضٍض١خ  ,   ْ٠ىٛٔبْ ِزؾبث١ٙٓ ٠ٕٚزظ أ 

ca

cb

ba

ba



 

 أٞ أْ  

l

l

r

r 



                                                                                                                               (9)  

rrأٞ أْ إٌغجخ ث١ٓ  ,  رظً صبثزخ ٌغ١ّغ اٌؼٕبفشds . 

 ( ٔغذ أْ 8( فٟ )9ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )




d
l

l
dE

2

2


  

 ثبٌزىبًِ ٔغذ أْ 

2

2

l

l
E

 
   

aٟ٘ اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ ٌٍمؾشح اٌىش٠ٚخ ػٕذ ؽ١ش    ٜٚٚرغب4  ْٚٔغذ ا 
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2

2
4

l

l
E





  

 رغبٜٚ  mؽ١ش اْ وزٍخ اٌمؾشح اٌىش٠ٚخ 
2

4 lm     

2
l

m
E


                                                                                                                         (10)  

 

ٚٔغزٕزظ اْ ِغبي اٌمؾشح اٌىش٠ٚخ ػٕذ ٔمطخ  a( رؼ١ٓ ِغبي اٌمؾشح اٌىش٠ٚخ ػٕذ ٔمطخ نبسعٙب ِضً 11اٌؼلالخ )

 . cع ػٕذ ِشوض اٌىشح ٛنبسعٙب ٠غبٜٚ ِغبي عغ١ُ وزٍزٗ رغبٜٚ وزٍخ اٌمؾشح اٌىش٠ٚخ ِٚٛم

 

 

  (3ِػحي )

ػٕذ سأط جٌّخشٚغ ٠غحٜٚ  mجغرص أْ ؾٙذ ِخشٚغ أؾٛف وطٍطٗ
h

m  cos2
جسضفحع  hق١ع  

  .صج٠ٚس سجعس 2جٌّخشٚغ , 

 

 جٌكً
 

 ٔمغُ اٌّخشٚه الأعٛف إٌٝ ػٕبفش وً ِٕٙب ػجبسح ػٓ ؽٍمخ ٚٔؼزجش إؽذٜ ٘زٖ اٌؾٍمبد. 

 

 ٠زؼ١ٓ ِٓ  oعٙذ اٌؼٕقش )اٌؾٍمخ( ػٕذ ساط اٌّخشٚه 

r

dm
dv


                                                                                                                          (1)  

 وزٍزٗ اٌؼٕقش ٚرغبٜٚ  dmؽ١ش 
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drdm   2    

 ( ٔغذ أْ 1( فٟ )2ثبٌزؼ٠ٛل ِٓ )

r

dr
dv




2
                                                                                                                (3)  

 ِٓ اٌؾىً ٔغذ اْ 

r

x
sin                                                                                                                            (4)  

 ( ٔؾقً ػٍٝ 4(, )3ِٓ )

 

drdv  sin2   

 ٠زؼ١ٓ ِٓ   oعٙذ اٌّخشٚه الأعٛف وٍٗ ػٕذ سأعٗ 







sec

sin2

h

o

drv   

 . sechؽ١ش هٛي ساعُ اٌّخشٚه ٠غبٜٚ 

 secsin2 hv   

 

 tan2 hv                                                                                                               (5)  

 

 ضُ ذكّذ الله ضؼحٌٟ ٚضٛف١مٗ
 د/سِعحْ ػرذالله ِكّذ

                                                                                            



1 

 

 
 

 الباب الأول                                    
   رمتغٌ اكثر من فًلدوال ا

لقد درسنا فيما سبق دوال المتؽير الواحد ونهايتها واتصالها وكذلك تفاضلها 
ال المتؽياارا  وتكاملهااا بالتفصاايل وفااا بااذا البااا  سااوؾ نقااو  بدراساا  دو

المتعدده والتا ؼالبا ما تقابلنا فا القاواني  الرياضاي  والتيبيقاا  الفيئيا يا  
والهندسيه والعلو  المختلف  وسوؾ ندرس نهايتها واتصالها وكذلك تفاضلها 

 بالتفصيل.
  متغٌر اكثر منأمثلـة للدوال فى 

  :أأى  yوعرض  xيول با دال  فا  A ( مساح  المستييل1)
( , )A f x y xy 

 yوعرضااا  xباااو دالااا  فاااا يولااا   V( حجااا  متاااوائى المساااتيي  2) 

  : أأى  zوارتفاع  
( , , )V f x y z xyz 

  :أأى  2Rسوؾ نرمئ للمستوى بالرمئ 
2 ( , ) : ,R x y x y R 

  :أأى  nRسوؾ نرمئ للفراغ النونا بالرمئ 

1 2 1 2
( , ,..., ) : , ,...,n n

n xR x x x x x R 

 متغٌرٌن:فً   تعرٌف: الدوال

)ذا كان  إ , )z f x y إنه يقال أ  فz  متؽير تابع وأ  كل م,x y ا متؽير 

)وحيدة القيم  إذا ناظر كل ئوج مرت  fويقال أ  الدال    مستقل , )x y 

 z متعددة القيم  إذا كا  للمتؽير fويقال أ  الدال   zللمتؽير قيم  وحيدة 

)أكثر م  قيم  مناظرة للئوج المرت   , )x y.  
 مجال الدوال فً متغٌرٌن

)مجال تعرٌف الدالة   , )z f x y  ٌقصد به  مجموعة النقاط( , )x y  ًف

 والتً تكون عندها الداله معرفة أي تاخد قٌما حقٌقٌة . 2Rالمستوي 
)أي أن مجال  الدالة   , )z f x y :ٌكون علً الصورة 

2( ), : ,D x y x y R R 



2 

 

 

)العدد  ويكو   , )f x y  قيم  الدالا  بوf  عناد( , )x y  وتساما المجموعاD 

)وتساااما مجموعاا  القاااي  fبنياااق الدالااا  أو مجااال الدالااا   , )f x yنيااااق بال

 .fالمصاح  أو المدى للدال  

 
 (1)لمثا

أٔصذ يضبل حعشيف انذانت    
2 2

1
( , )

4
f x y

x y
 

 الحل: 

2حيث ا  الجذر 24 x y فا مقا  المقدار( , )f x y  يجا   نيااق الدالا  فإ

)أ  يكاااو  كااال النقااااي , )x y 2 بحياااث 24 0x y   2أى أ 2 4x y  أي

 أ :
2 2 2 24 0} 4}{( , ): {( , ):x y x yD x y x y 

)با مجموع  كل النقاي  Dوبذا يعني أ   , )x y التا تقع داخل الدا رة التا

 .2نصؾ قيربا مركئبا نقي  الاصل و
  (2ل)مثا

أٔصذ َطبق ٔيذٖ انذانت 
2

5
( , )

2

x y
f x y

y x
 ٔقيًخٓب عُذ انُقبط 

      ( 1,2), (1,2), (2,5)f f f 

 الحل: 

)ْوٕ يضًٕعوت انُقوبط  Dَطبق انذانت , )x y 2بغيوذ 0y x  ٌ2أٖ أy x  ْوٗ يضًٕعوت

2yصضئيت فٗ انًسخٕٖ أعهٗ )ٔداخم( انقطع انًكبفٗء x : ٗكًب ببنشكم انخبن 

 

 

 

 ٔقيًت انذانت عُذ انُقبط انًعطبة ْٗ 

2

2 5 5 5 7 3
(2,5) , ( 1,2) , (1,2)

2 2 22 5 2
f f f 

   Rٔيذٖ ْزِ انذانت ْٕ

 (3)مثال
 أٔصذ َطبق ٔيذٖ كلا يٍ انذٔال الاحيت 
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X 

y 

 ( ) ( , ) ln( 2)i f x y x y  

2 2 36

2 4
( ) ( , )

x y

x y
ii f x y 

2 21
4 2

2
( ) ( , ) x yiii f x y 

 

 الحل:

(i)   ٌعيووذ اln( )t  0حعووشا ارا كووبٌ ٔكووبٌ فقووظt  ٌانذانووت انًعطووبِ  يضووبل فإَووّ يُووخش أ

2عووشا فووٗ انُلووف انًنخووٕط يووٍ انًسووخٕٖ أٖ فووٗ انًُطقووتي 0x y   انغووذٔد(

2 0x y   ْٕ لا حذخم فٗ ْزِ انًُطقت(. ٔيذٖ انذانت( , ). 

(ii)  َطوووووبق انذانوووووت( , )f x y ًشحبوووووّيخكوووووٌٕ يوووووٍ كوووووم الاصٔاس ان( , )x y  ٔانخوووووٗ نٓوووووب

2 2 36 0x y  ,2 4 0x y ِانخوووٗ حكوووٌٕ ىيوووب عهوووٗ  فئوووت انوووُقظ . ْٔوووز

2انذائشة  2 36x y بسس انًُطقوت أٔ فوٗ خو(0,0)ٔيشكضْوب  6انخٗ َلوف قطشْوب

2)ببسخزُبء انُقبط انخٗ حقع عهٗ انخظ انًسخقيى انًغيطت بٓب 4 0x y.)  ْٕ ٘انًذ

R 

(iii)  2عُذيب 21
( , ) 4 2

2
z f x y x y  ٖٕيكٌٕ ْٕ انشكم انبيبَٗ نهُلف انعهو

نهًضسوووى انُوووبقل انخوووبنٗ : 
22

2

42

yx
z ُطوووبق ْوووٕ كوووم ٔان( , )x y  ٌبغيوووذ أ

2 2 42x y  2ٔانوووزٖ يكوووٌٕ قطوووع َوووبقل 2 42x y ٔانوووزٖ يشكوووضِ عُوووذ ,

0يع داخهّ. انًذٖ يكٌٕ ْٕ (0,0) 1z 

 (4)مثال

أٔصذ يضبل حعشيف انذانت     
2 2

1
( , )

4
f x y

x y
 

 الحل:

2عيووذ اٌ انضووزس  24 x y فووٗ يقووبو انًقووذاس( , )f x yفووإٌ انُطووبقD  يضووأ أٌ يكووٌٕ كووم

)انُقبط , )x y2بغيذ 24 0x y  ٌ2أٖ أ 2 4x y ٌٔببنخبنٗ فإD  يضًٕعوت كوم ْٗ

 .2انُقبط انخٗ حقع داخم انذائشة انخٗ يشكضْب َقطت الاصم َٔلف قطشْب 
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X 

y 

 

 

   

 

 

 (5)مثال

)1أٔصذ يضبل حعشيف انذانت    , ) sin
2

x
f x y x y 

 ل:الح

2انغذ الأل يٍ انذانت يعشا نكم  2x  ٌ0ٔانغذ انزبَٗ يأخز قيًب عقيقيوت ارا كوبx y 

 ْٔزا يغذد عُذيب:

00

00

xx
or

yy
 

 اٖ اٌ يضبل حعشيف انذانت انًٕضظ ببنشكم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (6)مثال
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 انًعشفت بـ   fاسسى انذانت 

                 2 2 2 2( , ) 9 : {( , ) ; 9}f x y x y D x y x y 

 الحل:

ٔ   xyفووووووٗ انًسووووووخٕٖ  3َٔلووووووف قطشْووووووب  (0,0)يُطقووووووت دائشيووووووت يشكضْووووووب  Dنووووووذيُب 

2 29 ( ) 0z x y  نكم( , )x y ٗفD  

)فبنذانووووت  , )z f x y ٖٕحًزووووم سووووطغبل يقووووع أعهووووٗ انًسووووخxy ٔيقطووووع يغووووٕسz عُووووذ

0نكووووم(0,0,9)انُقطووووت 9k ٌ2فووووإ 29 ( )x y K  ْووووٗ يعبدنووووت دائووووشة يشكضْووووب

(0,0, )k 0َٔلووف قطشْووب 9 k  2ْووٗ حقووبطع انسووطظ 29 ( )z x y  ٖٕٔانًسووخ

z k ٌٔببنخبنٗ فإ( , )z f x y  حًزم سطظ انًخشٔط انذائشٖ كًب ْٕ يبيٍ ببنشكم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (7)مثال

  ىسسى َطبق كلا يٍ انذٔال الاحيت :

(1) ( , )f x y x y 

(2) ( , )f x y x y 

2 2(3) ( , ) ln(9 9 )f x y x y 

 الحل:
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)( ٔاضوووظ أٌ انذانوووت 1) , )f x y  يعشفوووت نضًيوووع انقووويى انغقيقيوووت انخوووٗ حغقووو  انًخببيُوووت الاحيوووت

0x y ٔببنخبنٗ فإٌ انُطبقD  يضًٕعت كم انُقبط ْٗ( , )x y  انخٗ حغق  انًخببيُت الاحيوت

x y كًب ببنشكم انخبن: ٗ 

 

)( ٔاضظ أٌ انذانت 2) , )f x y  يعشفت نضًيع انقيى انغقيقيت انخٗ حغقو  كولا يوٍ انًخببيُوبث الاحيوت

0x ,0y ٔببنخبنٗ فإٌ انُطبقD  يضًٕعت كم انُقوبط ْٗ( , )x y  انخوٗ حغقو  انًخببيُوت

xالاحيت  y : ٗكًب ببنشكم انخبن 

 

2( ٔاضوووظ أٌ  انًقوووذاس3) 29 9x y  ٌيضوووأ اٌ يكوووٌٕ يٕصوووأ ٔلا يسوووبٖٔ انلوووونش اٖ ا

2 29 9 0x y   ّٔيًكٍ كخببت انًخببيُّ ببنلٕسة الاحي
2

2

9

x
y   ٔببنخبنٗ فإٌ انُطوبق

D  يضًٕعت  كم انُقبط ْٗ( , )x y  ٖانخٗ حقع داخم انقطع انُوبقل ٔلا حقوع عهوٗ عوذٔدِ ٔانوز

يعبدنخت 
2

2

9

x
y   : ٗكًب ببنشكم انخبن 
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 دالة فى متغٌرٌن النهاٌة 
)عنااادما تااا ول النقيااا Lتااا ول إلاااا النهايااا   fأ  الدالااا  يقاااال  , )x y إلاااا

النقي 
0 0

( , )x y  0وذلك إذا كا  لكل  0يمك  ايجاد بحيث يكو:  
( , )f x y L 

 كلما كا 

0 0
,x x y y  

 :وتكت  علا الصورة 

0 0 0

0

( , ) ( , )
lim lim ( , )( , )

x y x y x x
y y

f x y Lf x y L or 

 وتسمي بذه النهاي  بالنهاي  الاني  للدال  في متؽيري .

 العملٌات على النهاٌات 
)إذا كاااا  لكااال  نظرٌةةةة: , ), ( , )f x y g x y  معرفااا  فاااا المنيقاااD   وأ  النقيااا

0 0
( , )x y D  وبفرض ا 

0 0 0 0( ) ( , ) ( ) ( , ), ,

;lim ( , ) lim ( , )

x y x y x y x y

f x y L g x y M 

 عدد حقيقا فإ : ونفرض ا  

0 0( ) ( , ),

) lim [ ( , ) ( , )]

x y x y

i f x y g x y L M  

0 0( ) ( , ),

) lim ( , )( , )

x y x y

ii f g x y LM  

0 0( ) ( , ),

( , )
) lim ; 0

( , )
x y x y

f x y L
iii M

g x y M
 

0 0( ) ( , ),

( ) lim ( , )

x y x y

iv f x y L  

( ) ( , ) ( , ) ,( , )v if f x y g x y x y D L M 

 

)  إذا كان نظرٌة: , )f x y  معرفا  فاا المنيقاD   وأ
0 0

( , )x y D  وبفارض

  أ

0 0( ) ( , ),

lim ( , )

x y x y

f x y L 

)ٔكبَج )y x : فإ 

00 0( ) ( , ),

lim ( , ) lim ( , ( ))
x xx y x y

f x y f x x L 
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)  إذا كان :(1نتٌجة) , )f x y  معرف  فا المنيقD   وأ
0 0

( , )x y D   وامك

 ايجاد الع قتي 

1( )y x ،
2( )y x   بحيث أ

0 0
1 2lim lim( , ( )) ( , ( ))

x x x x
f x x f x x  فإ  النهاي 

0 0( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y تكو  موجودة، 

إذا كا  للنهاي  وبذا يعني أ   
0 0( , ) ( , )

lim ( , )

x y x y

f x y  عند قيمتي  مختلفتي

الاقترا  م  النقي  
0 0

( , )x y   لدال  نهاي  ا مساري  مختلفي  فإنهخ( , )f x y 

عند النقي 
0 0

( , )x y .تكو  ؼير موجودة 

)  إذا كان :(2نتٌجة) , )f x y  معرف  فا المنيقD   وأ
0 0

( , )x y D   وامك

 ايجاد الع ق 
( )y mx   بحيث أ

0
1lim ( , ( )) ( )

x x
f x x g m  فإ  النهاي 

0 0( , ) ( , )
lim ( , )

x y x y
f x y 

 ؼير موجودة. تكو  
  :8مثال

2   اثب  أ                                     

( , ) (1, 2)

lim ( 2 ) 5

x y

x y 

 الحل : 

 0  يمكا  أ  نجاد 0 يج  أ  نثب  بأناه ىى باستخدا  تعريؾ النهاي 

 بحيث أ  لكل

 1 , 2x y      ٌ2فإ 2 5x y 

1 إذا كا  , 2x y    1    فإ , 2x y      

)مستبعدا النقي  , ) ( ,x y    وبالتالا فإ  

2 2 21 2 1 2x  

4 2 4 2y   

2غلم عهٗ       ٔببنضًع َ 2 25 4 4x y    

2أٖ أٌ                      2 24 5 4x y   

25فإَّ يخضظ أٌ          1فإرا كبٌ  5 5x y    

2أٖ أٌ                                2 5 5x y  

 أيًٓب أصغش(1)أٔ  5ٗ َأخزٔببنخبن
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1ٔببنخبنٗ فإَّ ىرا كبٌ  , 2x y   ٌ2فإ 2 5x y  

 ٔعهيت فإٌ 
2

( , ) (1, 2)

lim ( 2 ) 5

x y

x y 

     :9مثال

اربج أٌ 
2 2

2 2
( ) (0, 0),

lim 0

x y

x y
xy

x y
 

 الحل:

 خذو الاعذاريبث انقطبيت َغلم عهٗببسخ 

2 2 2 2 2 2
2

2 2
0 cos sin cos2 sin 4

4 4 4

x y r r x y
xy r

x y
 

بنشض أٌ 
2

4 2

y
 ,

2

4 2

x
 0فأَت نكم  0يٕصذ ٌٕبغيذ يك 

 ,x y        , 
2 2

2 2
0

x y
xy

x y
 

2 2

2 2
( ) (0, 0),

lim 0

x y

x y
xy

x y
 

   :11مثال

بي  أ   النهاي   
2

4 2
( , ) (0, 0)

lim

yx

x y

x y
 ؼيرموجودة 

 لـحال

yعلا الخي المستقي   (0,0)النقي   بالاقترا  م   mx     نجد أ  
2 3

4 2 4 2 2 2 2
0 0( , ) (0, 0)

lim lim lim 0

x xx y

x y mx mx

x y x m x x m
 

را  إلااا نقياا  الاصاال علااا أى خااي مسااتقي  يعيااا النهاياا  أى أ  الاقتاا
 صفرا.

2yمنحنااا القيااع المكاااف   خاا ل (0,0)النقياا   ولكاا  بااالاقترا  ماا   mx  

 فإ    

  
2 4

4 2 4 2 4 2
0( ) (0,0),

( )lim lim
1xx y

g m
x y mx m

x y x m x m
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وبالتالا فإ  قيما  النهايا  تختلاؾ  mن حظ أ  بذه النهاي  تعتمد علي قيم  
وعليا  فاإ  باذه  (0,0)قيمتها بناء علا اليريق  التا نقتار  بهاا ما  النقيا 

 النهاي  ؼير موجودة .

بيٍ أٌ انُٓبيت    :11مثال
2 2

( , ) (0, 0)

lim

x y

xy

x y
 .غيشيٕصٕدة 

 لـحال

yخ ل الخي المستقي   )0,0(النقي   بالاقترا  م   mx  نجد أ:   
2

2 2 2 2 2 2
0( ) (0, 0),

( )lim lim
1xx y

g m
xy mx m

x y x m x m
 

أختياريا  وأ  النهايا   mوحياث أ   mأى أ  قيم  النهاي  تعتمد علا العادد 
وعليا  (0,0)لاقترا  ما  وجد ( بؽض النظر ع  كيفي  ا أ تكو  وحيدة )

 فإ  نهاي  الدال  المعياة ؼير موجودة.
 طرٌقة أخرى:

cos نستخد  الاحداثيا  القيبي   , sinx r y r  فنحصل علا 

2

2 2 2
0( ) (0, 0),

cos sin
lim lim cos sin

rx y

xy r

x y r
 

 ا فها ؼير موجودة.وبالتال  أى أ  قيم  النهاي  تعتمد علا قيم 
 
 
 

 للدوال فً اكثر من متغٌر ( النهاٌات المتتالٌة)المكررة

)إذا كانااا  الدالااا   , )f x y   معرفااا  فاااا جاااوار النقيااا
0 0

( , )x y   فاااإ  النهايااا

0

lim ( , )
yy

f x y إ  وجااد  فهااا دالاا  فاااx ك  تولاا( )x   وعلياا  فااإ  قيماا

النهاي  
0

lim ( )
x x

x    مث ( وتكت   تكو  موجودة وتساوى( 

0 0 0

( ) ( )lim lim , lim
yx x y x x

f x y x 

)با النهاي  المتتالي  للدال   وبالتالا تكو   , )f x y  عندما
0

y y   أولا ثا

عناادما
0

x x   وإذا باادلنا ترتياا  النهاياا  فإننااا نحصاال علااا نهاياا  متتالياا.
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أخااارى وذلاااك باااإفتراض أ  
0

lim ( , ) ( )
xx

f x y y باااا دالااا  فااااy  بينماااا

0

lim ( )
y y

y وبذا يعنا  موجودة وتساوى 

0 0 0

lim lim ( , ) lim ( )
y x yy x y

f x y y 

 وعموما يمك  أ  تكو  باتا  النهايتا  متساويتا  أو لا.
 ملاحظات:

اذا وجد  النهايتا   .1
0 0

( )lim lim ,
yx x y

f x y ،

0 0

lim lim ( , )
y xy x

f x yا .ليس بالضرورة أ  تكو  متساويت 

قد تكو  النهايتا   .2
0 0

( )lim lim ,
yx x y

f x y ،

0 0

lim lim ( , )
y xy x

f x y  موجودتي   ولك  النهاي  الاني

0 0( ) ( , ),

lim ( , )

x y x y

f x y   .ؼير موجودة 

اذا كان  النهايه الاني   .3
0 0( ) ( , ),

lim ( , )

x y x y

f x y  موجودة فأن  يكو 

0 00 0

( )lim lim ( , ) lim lim ,
yx x yy xy x

f x y f x y س ؼير صحيح.ولك  العك 

بي  أ   النهاي     :12مثال
( ) (0, 0),

lim

x y

x y

x y
 ؼيرموجودة  

 لـحال

0 00 0 0 0

lim lim lim ( 1) 1, lim lim lim (1) 1

x yy y x x

x y x y

x y x y
 

أٖ أٌ انُٓبيبث انًكشسة غيش يخسبٔيت ٔكزنك  
( , ) (0, 0)

lim

x y

x y

x y
 غيشيٕصٕدة 

 انُٓبيت   دسط ٔصٕدأ   :13مثال

( , ) (0, 0)

( ) (1 )
lim .

( ) (1 )
x y

x y x

x y y
 

 لـحال    
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0 0 0

( ) (1 ) ( ) (1 )
lim lim . lim . 1

( ) (1 ) ( ) (1)
x y x

x y x x x

x y y x
 

0 0 0

( ) (1 ) ( ) (1)
lim lim . lim . 1

( ) (1 ) ( ) (1 )
y x x

x y x y

x y y y y
 

 أٖ أٌ انُٓبيبث انًكشسة غيشيخسبٔيت

  ٔكزنك 

 
( , ) (0, 0)

( ) (1 )
lim .

( ) (1 )
x y

x y x

x y y
 

 غيشيٕصٕدة

)ادسط ٔصٕد َٓبيت نهذانت  :14مثال , )f x y عيذ (0,0)عُذ انُقطت 

2 2
, ( , ) (0,0)

( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y

 

 لـحال    

2 2

0 0 0

lim lim lim 0 0
y x y

x y

x y
 

2 2
0 0 0

lim lim lim 0 0

x y x

x y

x y
 

 .نهذانت غيشيٕصٕدة الاَيت يخسبٔيت ٔنكٍ انُٓبيت  انًخخبنيت أٖ أٌ انُٓبيبث 

 اتصال الدوال فً اكثر من متغٌر
 للدوال فً اكثر من متغٌر الاتصال عند نقطة

)إذا كاناااا  الدالاااا    :تعرٌةةةةف , )f x y   معرفاااا  فااااا المنيقااااD   وأ  النقياااا 

0 0( , )x y D   يقال أ  الدال فإن( , )f x y   متصل  عناد النقيا
0 0

( , )x y  إذا كاا

بحياااااااث أ    0يوجاااااااد عااااااادد  0لكااااااال 
0 0

( , ) ( , )x y N x y   لكااااااال

0 0( , ) ( , )f x y f x y . 

)إذا كان  الدال  :تعرٌف , )f x y   معرف  فا المنيقD   وأ  النقي 

0 0( , )x y D   يقال أ  الدال فإن( , )f x y   متصل  عند النقي
0 0

( , )x y  اذا

 تحقق  الشروي التالي :
)الدال   (1 , )f x y   معرف  عند النقي

0 0
( , )x y. 

2) 
0 0

( , ) ( , )

lim ( , )

x y x y

f x y موجودة. 

3) 

0 0

0 0

( , ) ( , )

lim ( , ) ( , )

x y x y

f x y f x y. 
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 على منطقةمتغٌر الدوال فً اكثر من  اتصال 
)تكو  الدال    , )f x y   متصل   فا المنيقD  إذا كان  متصل  عند كل

 نياقها.  
بتيبيااق قواعااد النهايااا  السااابق  يمكاا  إثبااا  أ  المجمااو  والفاارق  قاعةدة :

ل  كااذلك بااي  الاادوال المتصاال  فااا متؽيااري  أو أكثربااا أيضااا  دوال متصاا
حواصل ضار  والمضااعفا  الثابت )حواصال الضار  فاا مقاادير ثابتا ( 
للاادوال المتصاال  تعاارؾ دوال متصاال  ،حاصاال قساام  دالتااي  متصاالتي  بااو 
دال  متصل  عند كل نقي  يكو  عندبا المقا  ؼير صفري ،كثيرا  الحادود 

  والدوال القياسي  بي دوال متصل  عند كل نقي   في نياقها

  درس إتصال كل م  الدوال الآتي :ا  :15مثال
2 2

2 2
, ( , ) (0,0)

(1) ( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y

 

2 2 , ( , ) (1,2)
(2) ( , )

0 , ( , ) (1,2)

x y x y
f x y

x y
 

2

4 2
, ( , ) (0,0)

(3) ( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y

 

2 2
, ( , ) (0,0)(4) ( , ) x y

x y
f x y

x y
 

 لـحال    

( اثبتنا سابقا أ  1) 
( , ) (0,0)

lim ( , )

x y

f x y  ؼير موجودة وعلا ذلك تكو  الدال

 .ومتصل  عند باقا نقاي المستوى(0,0)ؼير متصل  عند النقي  

نجد أ   (1,2)( نبحث نهاي  الدال  عند النقي 2)
(1,2)( , )

lim ( , ) 5

x y

f x y  والدال

(1,2)حيث أ  (1,2)معرف  عند النقي  0f   اذ،

(1,2)( , )

lim ( , ) (1,2)

x y

f x y f  (1,2)ومنها الدال  ؼير متصل  عند النقي 

 ومتصل  عند باقا نقاي المستوى.
( اثبتنا سابقا أ 3) 

( , ) (0,0)

lim ( , )

x y

f x y  ؼير موجودة وعلا ذلاك تكاو  الدالا

 توىومتصل  عند باقا نقاي المس (0,0)ؼير متصل  عند النقي 

وبالتااالا فإنهااا ؼياار متصاال  عنااد (0,0)( الدالاا  ؼياار معرفاا  عنااد النقياا 4)

 .ومتصل  عند باقا نقاي المستوى (0,0)النقي 
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2الدال ادرس إتصال   :16مثال 2
, ( , ) (0,0)

( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y

 

 
 لـحال 

yخ ل الخي المستقي   )0,0(النقي   بالاقترا  م   mx  نجد أ:   

2 2 2 2 2 2

2

0 0( ) (0, 0),

0
1

lim lim lim

x xx y

x
x y x m x m

xy mx m 

0)حيث أ  (0,0)الدال  معرف  عندحيث أ   و 0) 0,f : وبالتالي يكو 

(0,0)( , )

lim ( , ) (0,0)

x y

f x y f 

ومتصال  عناد بااقا  (0,0)  عناد النقيا متصل المعياة  الدال  وبالتالي تكو  

 نقاي المستوى.
 :17لمثا

 ادسط ىحلبل كم يٍ انذٔال الآحيت: 

2 2
2 2

1
( )sin , ( , ) (0,0)

(1) ( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y x y
f x y x y

x y

 

 الحل

)نكم   , ) (0,0)x y  َٗغلم عه 

2 2
2 2

0
1

( , ) (0,0) ( )sinf x y f x y
x y

 

2 2 2 2
2 2

1
( , ) (0,0) sinf x y f x y x y

x y
 

)أرٌ  , ) (0,0)f x y f   2عُذ 2 2 2,x y  (0,0)أرٌ انذانت يخلهت عُذ 
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 (1تمارٌن )

3( ارا كبَج 1) 2( , ) 2 3f x y x xy y فبٔصذ 

1 3 ( , ) ( , )
(1) ( 2,3) ; (2) , ; (3) , 0

f x y k f x y
f f k

x y k
 

 (عيٍ َطبق ٔيذٖ انذٔال الاحيت:2)

( , ) 1 r sf r s r e (5) 2( , )f x y y x (1) 

( , )
2

uv
f u v

u v
 (6) ( , ) 1f x y xy (2) 

( , ) ln( )f x y x y (7) ( , ) sin( )f x y xy (3) 

( , , )f x y z x y z (8) 2 2( , ) 1 ( )f x y x y (4) 

 ( أٔصذ كم يٍ انُٓبيبث انخبنيت 3) 

( , ) ( ,1)
2

1
lim 2 cos

x y

y

x
 

(2) 

2

( , ) (0, 0)

2
lim 3

x y

x

xy
 

(1) 

4 4

2 2

( , ) (0,0)

lim

x y

x y

x y
 

(3) 

4 3 2 2 2

2 2

( , ) (1,0)

2
lim

( 1)
x y

x x x x y

x y
 

(4) 

4 3 2 2 2 2 2

2 2 2

( , , ) (1,0,0)

2 ( )
lim

( 1)
x y z

x x x x y z

x y z
 

(5) 

3 2 2 2 2 2 3

2 2 2

( , , ) (0, 0,0)

( )
lim

x y z

x x y z y x y z y

x y z
 

(6) 

 

 ( بيٍ أٌ كم يٍ انُٓبيبث انخبنيت غيشيٕصٕدة 4) 

2

4 4

( , , ) (2,0,0)

( 2)
lim

( 2)
x y z

x yz

x y
 (4)

 

2 2

2 2

( , ) (0,0)

2
lim

2
x y

x y

x y
 

(1) 
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3 3 3

( , , ) (0,0,0)

lim 3
x y z

x y z

yz
 (5)

 

2 2

2 2

( , ) (0,0)

2 5

3 4
lim

x y

x xy y

x y
 

(2) 

2 2 2

( , , ) (0,0,0)

lim

x y z

xy yz xz

x y z

 

(6)

 
2 2

( , ) ( 2,1)

2 2
lim

( 2) ( 1)
x y

xy x y

x y
 

(3) 

 خذو الاعذاريبث انقطبيت لإيضبد انُٓبيت )ىٌ ٔصذث (: ( اسخ5)

3 3

2 2

( , ) (0,0)

lim

x y

x y

x y
 

(3) 

2

2 2

( , ) (0,0)

lim

x y

xy

x y
 

(1) 

2 2

2 2

( , ) (0,0)

lim
ln ( )

x y

x y

x y
 

(4) 

2 2

2 2

( , ) ( 2,1)

lim
sin( )

x y

x y

x y
 

(2) 

)( أٔصذ انُقبط  6) , )x y   ٖٕفٗ انًسخxy  انخٗ حكٌٕ عُذْب انذٔال انخبنيت يخلهت 

2

1
( , )f x y

x y
 

(3) 
1

( , ) sinf x y
xy

 (1) 

2 2

2
( , )

3 2

x y
f x y

x x
 (4) 2

( , )
1

y
f x y

x
 (2) 
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 الباب الثانً
 المشتقات الجزئٌة

)اذا كا  لدينا الدال   تعرٌةف: , )z f x y ساتقلي  دال  متصل  فاا المتؽياري  الم

,x y فإذا جعلنا المتؽير المساتقلy  ثابا  وبالتفاضال بالنساب  إلااx  نحصال

)علا المشتق  الجئ ي  للدال   , )z f x y  عند النقي( , )x yبالنسب  إلاx  ونرمئ

 لها بأى م  الرموئ اىتي :

( , )x x x x
f z

f x y f z D f
x x
  

 
 

 
 

 ويصاغ ذلك رياضيا كاىتا

0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) limx

h

f x h y f x y

h

f
f x y x y

x


 
 


 

نحصال  yثاب  وبالتفاضل بالنساب  إلاا xوبالمثل إذا جعلنا المتؽير المستقل

)علااا المشااتق  الجئ ياا  للدالاا   , )z f x y   عنااد النقياا( , )x y بالنسااب  إلاااy 

 ونرمئ لها بأى م  الرموئ اىتي :

( , )y y y y
f z

f x y f z D f
y y
  

 
 

 
 

 ويصاغ ذلك رياضيا كاىتا

0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) limy

k

f x y k f x y

k

f
f x y x y

y


 
 


 

ماا  المتؽياارا  المسااتقل   nدالاا  فااا  fكاناا  تعمااي : إذا 
1 2
, ,..., nx x x   فااإ

التفاضااااااال الجئ اااااااا للدالااااااا  بالنساااااااب  إلاااااااا 
1

x  ماااااااع اعتباااااااار بااااااااقا

المتؽيااارا 
1 2
, ,..., nx x x ئثابتااا  نرمااائ لاااه باااالرم

1x
f  أو

1

f

x




ويصااااغ ذلاااك  

 :رياضيا كاىتا

1
1

1 2 1 2

0

( , ,..., ) ( , ,..., )
lim

n n
x

h

f x h x x f x x xf
f

x h



 




 

 وعلا وجه العمو  يكو :
1 2 1 2, ,

0

( , , ..., ) ( , , ..., )
lim

i
i

n ni i
x

h

f x x x h x f x x x x

h

f
f

x


 






 



18 

 

i,...,1,2حيث  n .وذلك بشري وجود نهاي  لهذه الدوال 

2إذا كان   :1لمثا 2( , ) 2 2 1f x y x xy y     أوجد,x yf f .  

 الحل:

 )بأستخدا  التعريؾ( الطرٌقة الأولى

0

( , ) ( , )
limx

h

f x h y f x y
f

h


 
  

2 2 2 2

0

[2( ) ( ) 2 1] [2 2 1]
lim

h

x h x h y y x xy y

h


        
     

2 2 2 2 2

0

2( 2 ) 2 1 2 2 1
lim

h

x h h xy hy y x xy y

h


         
      

  
0

(4 2 )
lim 4

h

h x h y
x y

h


 
         

4 2 2
pxf    

  بالمثل

0

( , ) ( , )
limy

k

f x y k f x y
f

k


 
  

  
2 2 2 2

0

[2 ( ) 2( ) 1] [2 2 1]
lim

k

x x y k y k x xy y

k


        
     

0

( 2 4 )
lim 4

k

k x k y
x y

k


  
       

1 8 7y p
f     

 الطرٌقة الثانٌة:

 :ثابتا نحصل علا yمع اعتبار  xمباشرة بالنسب  إلا  fفاضل الدال  بت
    4xf x y  

 :ثابتا نحصل علا xمع اعتبار  yمباشرة بالنسب  إلا  fفاضل الدال  بتو
4yf x y   

32 كان  اذا:  2مثال yxz  فاوجد  xz ،yz. 

 لـالح

  332 2xyyx
x

zx 



 

  2232 3 yxyx
y

z y 
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 كان  اذا:  3مثال
x

y
z  وجدأف  xz ،yz. 

 لـالح

2

1

x

y

xx
y

x

y

x
zx 

























 

 
x

y
xxx

y

y
z y

11


















 

2إذا كان   مثال: 2x yez   وجد أ,x yz z   2ث  برب  أ( )x yz z x y z  . 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

   
2 2 2 2 2 22 2 2x y x y x y

xz e e x y xe
x x

   
   
 

 

 

   
2 2 2 2 2 22 2 2x y x y x y

yz e e x y ye
y y

   
   
 

 

 وبالتالي نجد أ  
2 2 2 2 2 2

2 2 2( ) 2( )x y x y x y
x yz z ye ye x y e x y z         

),(إذا كان   مثال: yxfez   وجد أ,x yz z   ث  برب  أzffzz yxyx )( . 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

  ),(
),( ),(),(),( yxfe

x

yxf
ee

xx

z
z x

yxfyxfyxf
x 














 

 

  ),(
),( ),(),(),( yxfe

y

yxf
ee

yy

z
z y

yxfyxfyxf
y 














 

 وبالتالي نجد أ  
zffefffefezz yx

yxf
yxy

yxf
x

yxf
yx )()( ),(),(),(  

x,وجدأ مثال: yf f : للدوال اىتي 

( , ) sin( )f x y y xy (2) 2 3 1( , ) x xy yf x y    (1) 
2

cos
( , )

y

y x
f x y


 (4) 1sin( , )

y

x
f x y   

 
 

 (3) 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
( , ) 3 1yf x y x  , 2 3( , )x x yf x y  (1) 
( , ) sin( ) cos( )yf x y xy xy xy  , 2( , ) cos( )xf x y y xy (2) 

2 2

1
( , )yf x y

x y



 , 22 yxx

y
f x


 (3) 

2

2cos

( cos )
( , )y

x

y x
f x y


 , 2

2 sin

( cos )
( , )x

y x

y x
f x y


 (4) 

)1إذا كان   مثال: , ) tan
y

x
f x y   

 
 

  وجد أ,x yf f . 
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 الحل

2
2 2 2

1
( )

1 ( )
x

y
y x

y x x y
f    

 
 

2 2 2

1
(1 )

1 ( )
y

x
f x

y x x y
 

 
 

1إذا كان   مثال: 3 3( , ) sin
y

f x y x y
x

  
 
 

     أثب  أ

2 2
x yx f y f x y .                               

 الحل

 

2

2 2 2

1
( )

1
x

x
f y x

x yy x

 


 

(1)                  
 

2

2 2 2

1
( )

1
x

x
x f y x

x yy x
   


 

 
2 2 2

1
( 1 )

1
y

y
f x

x yy x
  


 

(2 )                  
 

2

2 2 2

1
( )

1
y

y
y f y x

x yy x
   


 

 ( نحصل علا 2(،)1بجمع )
                                 2 2

x yx f y f x y      

 ملاحظات :

)للدال  إذا كا  -1 , )f x y   لمشتقتي,x yf f  وكانتا متصلتي  فا المنيقاD   فاإ  الدالا( , )f x y 

 تكو  متصل  فا بذه المنيق 

)لا يضم  اتصال الدال   Dوجود المشتق  الجئ ي  عند نقي  ما فا المنيق  -2 , )f x y عند باذه

 النقي  

x,اثب  أ  كل م   مثال : yf f للدال  (0,0)ولك  ليس  متصل  عند(0,0)موجودة عند 

2 2
, ( , ) (0,0)

( , )

0 , ( , ) (0,0)

x y
x y

f x y x y

x y








 



 

 الحل :

x,جد كل م نو        yf fباستخدا  التعريؾ(0,0)عند 

0 0

(0 ,0) (0,0) 0
(0,0) lim lim 0x

h h

f h f
f

h h
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0 0

(0,0 ) (0,0) 0
(0,0) lim lim 0y

k k

f k f
f

k k
 


 

  

yإذا وضعنا mx  0وجعلناx     نجد أ  

2

2 2 2 2 2 2
0( , ) (0, 0)

lim lim
1

xx y

xy mx m

x y x m x m


 
  

 

أختياريا  وأ  النهايا  تكاو  وحيادة )إ   mوحياث أ   mيم  النهايا  تعتماد علاا العادد أى أ  ق

وعلياا  فااإ  نهاياا  الدالاا  المعياااة ؼياار (0,0)وجااد ( بؽااض النظاار عاا  كيفياا  الاقتاارا  ماا  

 (0,0)عند النقي   موجودة.أى أ  الدال  ؼير متصل 

 الشرط الكافى للاتصال :

 نظرٌة: 
)الشري الكافا لتكو   , )f x y  دال  متصل  عند النقي

0 0
( , )x y   0بو أ  تكو 0( , )yf x y  ،

0 0
( , )xf x y  موجودتا  وك  م,x yf f   محدوده فا جوار النقي

0 0
( , )x y. 

 المشتقات الجزئٌة من الرتب العلٌا 
)إذا كاناا   , )z f x y   لهااا مشااتقا  جئ ياا  ماا  الرتباا  اىولااا عنااد النقياا

( , )x y  علا منيق  تعريفها فإ,x yf f تكو  دوال,x y   فا ويكو  لها مشتقا

)جئ ي  وتسما المشتقا  الجئ ي  م  الرتب  الثاني  للدالا   , )f x y ويرمائ لهاا

 كالتالا 
2

2
( , )xx xx

f f
f x y f

x x x

 
 

 

  
 

  
  

2

2
( , )yy yy

f f
f x y f

y y y

 
 

 

  
 

  
  

2

( , )xy xy
f f

f x y f
x y x y

 
 

 

  
 

   
  

2

( , )yx yx
f f

f x y f
y x y x

 
 

 

  
 

   
  

وبنفس اليريق  يمك  تعريؾ المشتق  الجئ ي  م  الرتب  الثالث  وعلا سبيل 
 المثال

3 3

, ,...........xxy xyy
f f

f f
x x y x y y

 
 

     
 

والتعرياااؾ الرياضاااا للمشاااتقا  الجئ يااا  مااا  الرتبااا  الثانيااا  عناااد النقيااا  

0 0
( , )x yيكو  علا الصورة 
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2

2
0

( , ) ( , )
lim

h

x xf x h y f x yf

hx


 



  

2

2
0

( , ) ( , )
lim

k

y yf x y k f x yf

ky


 



  

2

0

( , ) ( , )
lim

k

x xf x y k f x yf

y x k


 


 
  

2

0

( , ) ( , )
lim

y y

h

f x h y f x yf

x y h


 


 
  

,أوجد   مثال: ,x y zf f f   : للدوال اىتي 
1( , , ) sec ( )f x y z x xz  (4) 2 2( , , ) 1 2f x y z x y z   (1) 

( , , ) (1 cos )f x y z x y z   (5) 2 2 2( , , )f x y z x x y z    (2) 

( , , ) sin cosf x y z z x y (6) 1( , , ) cos ( )f x y z xyz (3) 
 الحل

4zf z  , 2yf xy , 2
xf y (1) 

2 2 2
y

y
f

x y z




 
 

, 2 2 2
1x

x
f

x y z
 

 
 

(2) 

2 2 2
z

z
f

x y z




 
  

21 ( )
z

xy
f

xyz





 

, 21 ( )
y

xz
f

xyz





 

, 21 ( )
x

yz
f

xyz





 

(3) 

2

2

2

1
4)

( ) ( ) 1

( ) ( ) 1

( ) ( ) 1

x

y

z

f
x yz x yz

z
f

x yz x yz

y
f

x yz x yz


  


  


  

 

1zf   , sinyf x y , 1 cosxf y  (5) 
sin cos

z
f x y , sin sin

y
f z x y  , cos cos

x
f z x y (6) 

 :أوجد المشتقا  الجئ ي  م  الرتب  اىولا والثاني  والثالث  للدال  مثال:
                                   ( , ) xf x y xcos y ye  

 الحل

sin x
y

yf x e  , cos x

x
f y y e  

cos
yy

f x y , x

xx
f y e 
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( sin ) sinx x
yx

f x y e x x y e      , sin x
xy

f y e   

x
xxyf e , 

xxx

xf ye 

sin ,.......
yyy

f x y , cos
xyy

f y  

,أوجد  مثال: ,xx xy yyf f f  : للدوال اىتي 

( , ) ln(2 3 )f x y x y  (3) ( , )f x y x y xy   (1) 
1( , ) tan ( / )f x y y x (4) 2( , ) cos sinf x y x y y y x   (2) 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
1yf x  , 1xf y  (1) 
1xyf  , 0xx yyf f   
2 sin sinyf x y x   , 2 cosxf xy y x  (2) 
cosyyf y  , 2 sinxx y y xf    

  2 cosxyf x y   

2 3 0x y  , 
3

(2 3 )
yf

x y



 , 

2

(2 3 )
x

x y
f


 (3) 

2 3 0x y  , 2

9

(2 3 )
yyf

x y





 , 2

4

(2 3 )
xxf

x y





  

  2 3 0x y  , 2

6

(2 3 )
xyf

x y





  

( , ) (0,0)x y  , 2 2y
x

f
x y




 , 2 2x
y

f
x y

 


 (4) 

( , ) (0,0)x y  , 2 2 2

2

( )
yy

xy
f

x y



 , 2 2 2

2

( )
xx

xy
f

x y



  

  ( , ) (0,0)x y  , 
2 2

2 2 2( )
xy

y x
f

x y





  

xezإذا كان   مثال: y sin  وجد فأxxz ،yyz. 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

  xexe
x

z yy
x cossin  




 

    xexe
x

z
x

z yy
xxx sincos  









 

 وبالمثل نجد أ :

   xexe
x

z yy
y sinsin  




 

    xexe
x

z
x

z yy
yyy cossin  
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2إذا كان   مثال: 2x yez   وجد أ,xy yxz z   ث  برب  أ

2( )xy yx x yz z xz yz  . 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

   
2 2 2 2 2 22 2 2x y x y x y

xz e e x y xe
x x

   
   
 

 

   
2 2 2 2 2 22 2 2x y x y x y

yz e e x y ye
y y

   
   
 

 

   
2 2 2 2 2 22 22 2 4x y x y x y

xyz xe xe x y xye
y y

   
   
 

 

   
2 2 2 2 2 22 22 2 4x y x y x y

yxz ye ye x y xye
x x

   
   
 

 

 التالي نجد أ :وب
2 2

8 x y
xy yxz z xye   

2 2 2 2 2 2

2 2 4x y x y x y
x yyz xz xye xye xye      

 وبالتالي نجد أ 
2( )xy yx x yz z xz yz   

2إذا كان   مثال: 2( , ) ln( )f x y x y    0فأثب  أxx yyf f . 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

مارة نحصال  yمارة وبالنساب  الاا  xنساب  إلاابالتفاضل الجئ ا للع ق  بال

 علا 

                      
2 2 2 2

2
1 2

( )xf
f x

x
x x y x y

 



  

 

 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2( ) 4 2( )

( ) ( )
xx xf

f x y x y x
f

xx x y x y
 
    

 
  

                 (1)  

2 2 2 2
2

1 2
( )yf

f y
y

y x y x y
 



  

 

  2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2( ) 4 2( )

( ) ( )
yy yf f

f f x y y x y

yy x y x y


 
   

 
  

                    (2)  

0xx( نحصل علا    2( ، )1بجمع الع قا  ) yyf f . 

 إذا كان   مثال:
222

1
),,(

zyx
zyxf


  0فأثب  أ zzyyxx fff. 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
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  ),,(
1

)(
2

1

3

3

22

2

3
22

222

3
222

1
22

yxxf
xx

xyxx

yx
x

yxyx
x

zx

















































 

  52323333 33)()(),( fxffxfff
x

xx
x

fyxxf
x

z xxx 





















 

 :وبالمثل نجد أ 
523 3 fyfz yy  

523 3 fzfzzz  

 وبالتالي نجد أ :
52223 )(33 fzyxffff zzyyxx  

 وحيث أ  

2

222

222

2

222

111
),,(

f
zyx

zyx
f

zyx
zyxf 





 

 وبالتالي نجد أ :

03333 33

2

5
3  ff

f

f
ffff zzyyxx 

0عادلاا  لاباا س فااا بعاادي  بااام :ملحوظةةة
xx yy

f f   وبااا تصااؾ التوئيااع

ومعادلا  لابا س  فاا ث ثا   ة فا جس   مستقر )كصفيح  (المستقر للحرار
0أبعاد با 

xx yy zz
f f f   ، 

 :بي  أ  كل  م  الدوال  التالي   تحقق معادل  لاب س  مثال: 
3 4( , , ) cos5x yf x y z e z (4) 2 2( , )f x y x y  (1) 

( , , ) cos3 cos 4 sinh5f x y z x y z (5) 2
2( , ) cosyf x y e x (2) 

2 2 2 1 2( ) ( ), ,f x y z x y z    (3) 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

(1) 2 , 2 , 2 , 2x xx y yyf x f f y f       
2 2 0xx yyf f      

 
2 2(2) 2 sin 2 , 4 cos2y y

x xxf e x f e x 
    

                2 2
2 2 4 2cos , cosy y

y yyf e x f e x 
   

        2 24 cos2 4 cos2 0y y
xx yyf f e x e x        

 
2 2 2 3 2

)(3 ( ) ,
x

f x x y z     
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2 2 2 5 2 2 2 2 2( ) ( ) 3
xx

f x y z x y z x  
  

                   

 بالمثل نجد أ  
2 2 2 5 2 2 2 2 2( ) ( ) 3

yy
f x y z x y z y  

  
                     

2 2 2 5 2 2 2 2 2( ) ( ) 3
zz

f x y z x y z z  
  

                      

 ومنها نحصل علا: 

 5 22 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 3( ) 3 3 3 0
xx yy zz

f f f x y z x y z y z y            

 
3 4 3 4(4) 3 cos5 , 9 cos5x y x y

x xx
f e z f e z    

3 4 3 44 cos5 , 16 cos5x y x y

y yy
f e z f e z         

3 4 3 45 sin5 , 25 cos5x y x y

z zz
f e z f e z            

 وبالتالا فإ 
3 4(9 16 25) cos5 0x y

xx yy zz
f f f e z       

 
(5) 3sin3 cos4 sinh5

x
f x y z          

    3 ( )9cos cos4 sinh5 9 , ,
xx

f x y z f x y z           

           4cos3 sin 4 sinh5
y

f x y z   

16cos3 cos4 sinh5 16 ( , , )
yy

f x y z f x y z         

  5 cos3 cos4 cosh5
z

f x y z              
25cos3 cos4 sinh5 25 ( , , )

zz
f x y z f x y z          

 وم  ذلك ينتج أ 
( 9 16 25) 0

xx yy zz
f f f f        

)إذا كان   نظرٌة : , )z f x y معرف  فا منيقD  وكان  كل م  المشتقا

موجودة ومتصل  فا جوار النقي xf،yf ،xyf ،yxfالجئ ي 
0 0

( , )x y   فإ

xy yxf f عند بذه النقي.  

yxzاذا كان   مثال : tan : فبرب  أyxxy zz .   
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

      yy
y

z
y

zyyx
x

z xxyx
2sectan,tantan 














 

      yyx
x

z
x

zyxyx
y

z yyxy
222 secsec,sectan 
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yxxyوبالتالي نجد أ :  zz . 

اذا كان   مثال :
23 xyf x y e : فبرب  أ xy yxf f.   

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
2 2 22 2 2 3, 2 23 3xy xy xy

x yxf x y y e f x ye x y e     

 وكذلك   
2 2 23 2 32 , 2 23xy xy xy

y xyy yf x x e f x ye x e     

xy yxf f 

xyyxyxfإذا كان   مثال : cossin),( 22  : فبرب  أyxxy ff .   
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

 

    xyyxxyyx
y

z
y

f

xyyxxyyx
x

f

xxy

x

sin2cos2sinsin2

,sinsin2cossin

2

222


















 

 

    xyyxxyyx
x

z
x

f

xyyxxyyx
y

f

yyx

y

sin2cos2cos2cos

,cos2coscossin

2

222


















 

yxxyوبالتالي نجد أ :  ff . 

 نظرٌة :

)إذا كانااااااا           , )z f x y  معرفااااااا  فاااااااا منيقاااااااD   وكانااااااا  كااااااال مااااااا  المشاااااااتقا

,الجئ يا  , ,x y xy yxf f f f موجاودة ومتصاال  فاا جااوار النقيا
0 0

( , )x y   فااإxy yxf f عناد بااذه

 النقي  

xyابحث بل        مثال : yxf f    للدال
23 xyf x y e 

 :الحل 
2 2 23 2 32 , 2 23xy xy xy

y xyy yf x x e f x ye x e     

 وكذلك      
2 2 22 2 2 3, 2 23 3xy xy xy

x yxf x y y e f x ye x y e     

xy yxf f 

xyأثب  أ     مثال : yxf f   إذا كا 

 

2 2

2 2
, ( ) (0,0)

( ) (0,0)

( )
,

( , )

0 , ,

x y x y
x y

f x y x y

x y
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 الحل :

0

( ,0) (0,0)
(0,0) lim

y y
xy

h

f h f
f

h



 

0 0

(0, ) (0,0) 0
(0,0) lim lim 0y

k k

f k f
f

k k
 


   

2 2

2 2
0 0

( , ) ( ,0) ( )
( ,0) lim lim

( )
y

k k

f h k f h hk h k
f h h

k k h k
 

 
  


 

0

0
(0,0) lim 0xy

h

h
f

h


  


 

 بالمثل 

0

(0, ) (0,0)
(0,0) lim x x

yx

k

f k f
f

k



 

0 0

( ,0) (0,0) 0
(0,0) lim lim 0x

h h

f h f
f

h h
 


   

2 2

2 2
0 0

( , ) ( ,0) ( )
(0, ) lim lim

( )
x

h h

f h k f h hk h k
f k k

h h h k
 

 
   


 

0

0
(0,0) lim 1yx

k

k
f

k


 
    

xyومنها نجد أ    yxf f 

 لكلً للدوال فً اكثر من متغٌراالتفاضل 
),(الكلي للدال   يعرؾ التفاضل yxf:بالصورة 

dyfdxfdz yx  

),,(والتفاضل الكلي للداله zyxf:يكو  بالصورة 
dzfdyfdxfdf zyx  

إذا كان  وبصف  عام  
1 2

( , ,..., )nz f x x x    فإ

1 2

1 2

... n

n

f f f
df dx dx dx

x x x
  
  


  

. 

 لي للدوال الاتيه:أوجد التفاضل الك مثال:

2sin),,()(),()(),()(
22

zezyxfiii
y

x
yxfiie

y

x
yxfi yxx  

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
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 يترك لليال  كتمري 

 تفاضل دالة الدالة: 
)لتك  نظرٌة: , )z f x y  إلا قابل  للتفاضل بالنسب دال x،y حيث أ 

( , )x x u v  ،( , )y u vy: فإ     

u x u y u u x u y uf f x f y or z z x z y
f f x f y z z x z y

u x u y u u x u y u
       
         

 
         

 

v x v y v v x v y vf f x f y or z z x z y
f f x f y z z x z y

v x v y v v x v y v
       
         

 
         

 

)نفاارض أ  :(1)نتٌجةةة , )z f x y  قابلاا  للتفاضاال بالنسااب  إلااا,x y   حيااث أ

( ), ( )x t y tx y  فيكو    

( ) ( ) ( ) ( )x y x yf x t f y t or z x t z y t
df f dx f dy dz z dx z dy

dt x dt y dt dt x dt y dt
      

   
   
   

 

dfويسما 

dt
dzأو  

dt
 بالمعامل التفاضلا الكلا. 

)نفاااارض أ  :(2)نتٌجةةةةة )z f r  قابلاااا  للتفاضاااال بالنسااااب  إلاااااr   حيااااث أ

( , )r r x y    فيكو 

( )

( )

x

y

r f r

r f r

f df r

x dr x

f df r

y dr y





 


 

 


 

 

)اذا كان  مثال : , )z f x y  حيث أ cos , sinx r y r    أ  فبرب:  
2 2 2 2

2

1
x y rz z z z

r
   

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

. . (1)cos sinr x y
z z x z y

z z z
r r r y r

     
    

    
 

. . ( ) ( ) (2)sin cosx yr r
z z x z y

z z z
x y  

  
     
    

    
 

 نحصل علا  r( علا 2اليرفي  فا المعادل  )بقسم  
1

(3)sin cosx y
r

z z z     

 ( بالتربيع والجمع نحصل علا  3( ،)1اذ  م  )
2 2 2 2 2 2

2

1
( cos sin ) ( sin cos )r x y x y x yz z z z z z z z

r
            

)2أثب  أ  الدال   مثال : )z f x y  2 تحقق الع قx yz zx y.                                         
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

2uنفرض أ   x y  أذ( )z f u   ويكو 



31 

 

2 ( )xz
z dz u df u

xyf u
x du x du x


  

  
  

 

2 ( )yz
z dz u df u

x f u
y du y du y


  

  
  

 

22 .( ).2 2 ( ( ) ) 2x yz zx f u x y y f u x y     

2 إذا كان  مثال : 2( )z f x y  0أثب  أ  فx yyz xz . 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

22u بوضع x y    نجد أ  ( )z f u  ويكو:  

2 ( )xz
z f u df u

xf u
x u x du x


   

  
   

 

2 ( )yz
z dz u df u

yf u
y du y du y


  

  
  

 

2 ( ), 2 ( )x yyz xzxyf u xyf u    
2 ( ) 2 ( )yyzx xz xyf u xyf u    

)إذا كان  مثال : ) ( )z f x ct g x ct   : 2 فبرب  أ
tt xxz c z. 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

uنفرض أ   x ct   ،v x ct     أذ( ) ( )z f u g v   و  ويك 

( ) ( ), 1

( ) ( )

x

xx

z f u g v
u

z f u g v
u

df u dg v u v

d x dv x x x

df u dg v

d x dv x

      

    

   

   

  

 

 

 وبالمثل يكو :

 

 2

( ) ( ) ,

( ) ( )

t

tt

z c f u g v c
u

z c f u g v
u

df u dg v u v

d t dv t t t

df u dg v

d t dt x

       

    

   

   

  

 

 

 وبالتالي يكو : 
2

tt xxz c z 

2إذا كان  مثال : 2( ),z f r r x y    : فبارب  أ
1

( ) ( )xx yyz z f r f r
r

    

. 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

2

( ) ,

( ( ) ) ( ( )) ( ) ( )

. ( )

( )( ) ( )

x x

xx x x x

x xx

x xx

z f r r
r

z f r r f r r f r r

r f r r
r

f r r f r r

df r

d x

x x x

df r

d x
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 بالمثل نجد أ و
2( ).( ) ( )yy y yyz f r r f r r   

 وبالتالي نجد أ :
2 2( ) ( ) ( ) ( )xx yy x y xx yyz z f r r r f r r r           

 ولك  
2

2 2 2

2 2 3 32 2
, x

x xx

x
r

r xrx x x r x yrr r
r x r r r r rx y


  

       
  

 

 وبالمثل نجد أ 
2

32 2
,y yy

y y x
r r

r rx y
  


 

 وبالتالي نجد أ :
2 2 1

( ) ( ) 1,x y xx yyr r r r
r

    

1
( ) ( )xx yyz z f r f r

r
    

)اذا كان   مثال : , )z f x y  حيثcos , sinx r y r    أوجد ك   م,xx yyf f   ثا

 أثب  أ  

                            
2

1 1
xx yy rrr

f f f f f
r r

    

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

cosم  الع قا   , sinx r y r    نستنتج أ 
12 2 2

, tan ( )r x y y x 
  

cos , sin
r x r y

x r y r
   

 
 

 
 

22 2 2 2
.

1 sin

1 ( )

y y y

x ry x x x y r

   
    




  
 

22 2 2
.

1 1 cos

1 ( )

x x

y x ry x x y r

 
   




  
 

          sin
. . cosx r

f f r f
f f f

x r x x r 

 




    
    

    
 

2

2
. .

sin
( ) ( ) cos x x

xx x x
f ff f r

f f f
x x r x x r rx

 


 

 
    

 

       
  
       

 

sin sin sin
cos cos cosr rf f f f

r r r r 

  
  



   
   
   

 
   

 
 

2
2

sin cos sin cos
cos rr r

f f f
rr
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2 2

2 2

sin cos sin sin cos sin
rrf f f f

r r r r
  

     
     

 وبالتالي نجد أ :
2

2

2 2

2

2

(1)

sin cos sin cos
cos

sin sin

rr r rxx

r

f f f f f
r r

f f
r r

  



   


 

  



   



                                       

 بالمثل 

. .
cos

siny r
f f r f

f f f
y r y y r 

 



  

    
 

    
 

2

2
. .( ) ( )y yyy

f f r
f f f

y y r y yy





 
   

 

      

     

 

           . .
cos cos

sin sinr r
r

f f f f
r r y r y 

  
 



   
    

   

   
 

   
 

           
2

.
cos cos

sin sinrr r
f f f

r r
 

 
 

 
  
 

  

            .
cos sin cos

sin sinr r
f f f f

r r r  

  
 

 
  
 

   

2
2

2 2

2

2

(2)

sin cos sin cos
sin

cos sin cos cos

rr r r

r

yy

r

f f f f f
r r

f f f
r r r

  

 

   


   

  



   

 

 

وحيث أ  الدال     f متصل  ومشتقاتها الجئ ي  متصل  فإ   r r
f f  وبجمع 

( نحصل علا معادل  لاب س فا اىحداثيا  القيبي 2( ، )1)  

2

1 1
xx yy rrr

f f f f f
r r

     

 ابق  يمك  كتابتها علا الصورة النتيج  الس ملحوظة :
2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1
f f

r rx y r r 

   
      
   

    
   

   
 

حيث يعرؾ الم ثر التفاضلا 
2 2

2 2x y

 


 
بما ثر لابا س بدلالا  الاحاداثيا   

x,الكارتيئياا   y  ؛ وعليااه فااإ  الصااورة
2 2

2 2 2

1 1

r rr r 

 
 
 
 

  
 

 
تعيااا ماا ثر  

r,داثيا  القيبي  لاب س بدلال  الاح  

 بصورة عام  يعرؾ م ثر لاب س فا الفراغ في الإحداثيا  الكارتيئي  
2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
( ) (sin )

sin sin
r

r rx y z r r r
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 لدوال المتجانسة:ا

)الدال  تعرٌف : , )f x y   تسما دال  متجانس  م  الدرجn فا,x y  كا :إذا  

(1)                          ( , ) ( , )nf x y f x y   

1حيث أ    . مقدار ثاب 
وعموماااااا يقاااااال أ 

1 2
( , ,..., )nf x x x  أنهاااااا دوال متجانسااااا  مااااا  الدرجاااااn 

فا
1 2
, ,..., nx x x  إذا كا 

(2         )1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )n n
nf x x x f x x x    

1بوضع 

x
 ( نحصل علا 1فا ) 

,
1

(1, ) ( ) ( )nf y x f x y f y x
x

 

(3)                                 ( , ) ( )nf x y x f y x 

 وبذا بو الصورة العام  لدال  متجانس  م  الدرج  النوني 
44برب  أ  الدال   ال :مث 3( , ) 5 2f x y x y xy   متجانس.   

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
4 4 3 4 4 4 3( , ) ( ) 5( ) 2( )( ) ( 5 2 )x y x y x y x y xyf            

.أذ  الدال  متجانس  م  الدرج  الرابع   
 نظرٌة أوٌلر للدوال المتجانسة:

)إذا كان   نظرٌه: , )f x y لدرج  دال  متجانس  م  اn فا ,x y  فإ  
x yx f y f nf  

 البرهان :

)حياااااااث أ   , )f x y   دالااااااا  متجانسااااااا  مااااااا  الدرجاااااااn فاااااااا,x y     فاااااااإ 

( , ) ( )nf x y x g y x   وبالتالا فإ 
1 2( ) ( ).( )n n

xf nx g y x x g y x y x   
1 2( ) ( )n nnx g y x y x g y x       

( ).(1 )n
yf x g y x x                              

x,بالتعويض ع   yf f  نحصل علا      
1 2

( ) ( ) ( ) (1 ).n n n
x yx f y f nx g x y x g x x g x xy y y 
     

( ) ( , )nnx g y x n f x y                                

2حقق نظري  أويلر للدوال المتجانس  للدال   مثال: 2 2( , , ) 5 2 7f x y z x y z  . 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

2 2 2 2( , , ) 5( ) 2( ) 7( ) ( , , )f x y z x y z f x y z          

 وبالتالي يكو : أى أ  الدال  متجانس  م  الدرج  الثاني 
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2x yx f y f f   

)1ن  إذا كا مثال : , ) tan
y

f x y
x

  
 
 

   0فأثب  أx yf fx y . 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

2 2x
y

f (x, y)
x y

 


 

2 2y
x

f (x, y)
x y




 

2 2 2 2
0x yf f

xy xy
x y

x y x y
    

 
 

xإذا كان   مثال : y
z

x y





0xفأثب  أ    yzxz y  

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

 يترك لليال  كتمري 
)إذا كان   مثال : ), y xf x y x ye   2فأثب  أx yfxf y f  

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

     

2

2 2

( ),x

y x y x y x

y x y x

y x y x

y x y x y x

x x x

y
y

x x

y
y

x

y y
x x

f x y x y e x y e x y e

e x ye

e x ye

y y
e e e

  
 

  

  
   

  

 
   

 

 
    

 



 

     ( )

1

( )

,y

y x y x y x

y x y x

y x y x

y x y x y x

y y y

y
x

y x

x
x

x y x y

f x y x y e x y e x y e

e x ye

e x ye

e e e

  
 

  

  
   

  

 
   

 

   



 

2

2 2

2 2

( )

( ) ( )

2 2 ( , )

x y

y x y x

y x y x

y x y x

f x y y x y
x

xy xx y

xy xy y xy f x y

y
xf y e e

y e e

y e e

 
     

 

   

       

 

إذا كان    مثال:
2 2

1sin
x y

z
x y

 



tan فأثب  أ  

x

f df
x y z

dy
 




. 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح



35 

 

بما أ    
2 2

1sin
x y

z
x y

 



أذ               

2 2

sin
x y

f z
x y




  

اىولا ، وباستخدا  نظري  أويلر نحصل وبا دال  متجانس  م  الدرج  

 علا

(sin ) (sin ) 1.sin
d

x z y z z
x dy


 


 

 وبالتالي نجد أ 

(sin ) (sin ) sin
z d z

x z y z z
z x dz y

  
 

  
 

cos cos sin
z z

x z y z z
x y

 
 

 
 

cosبالقسم  علا  z نحصل علا: tan
z z

x y z
x y

 
 

 
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  الدوال الضمنٌة
ا  المشتقا  الجئ يه الدوال في اكثر م  متؽير لايجاد مشتقا  يمك  استخد

)sinالدوال المعرف  ضمنيا، فمث  المعادل :  ) 0xye x y     بي دال

)ضمني   علي الصورة  , ) 0F x y   وبي معادل  تعرؾ دال  ضمني  في

)بحيث أ   xمتؽير واحد  , ) 0, ( )F x y y f x و أ( , ( ) ) 0F x f x  وكذلك ،

)المعادل   , , ) 0F x y z  المتؽيري فا دال  ضمني   تعرؾx،y  حيث أ

( , )z f x y  ويكو  ( , , ( , )) 0F x y f x y  او  ( , , ) 0, ( , )F x y z z f x y . 

) اذا كان  المعادل  نظرٌة: , ) 0F x y   تعرؾ دال  ضمني   قابل  للتفاضل في

)بحيث أ   xمتؽير واحد  )y f x  فإ x

y

y
F

F
  . 

 البرهان

)بفرض أ  المعادل   , ) 0F x y   تعرؾ دال  في متؽير واحدx   بحيث أ

( , ( )) 0F x f x  : وبفرض أ ، 
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( , ) 0, ( )z F x y y f x   

 وبتيبيق قاعدة السلسل  نجد أ :

(1) 00 0 x y

dx
F y

dx dx dx

F F dy F F dy
F

x y x y
 

   
     

   
 

  وبالتالي نجد أ :
x

y

y
F

F
   

أوجد  ثال:م
dy

dx
0yإذا كان     xxe ye . 

 الحــــــــــــــــــــــــل

( 1) 1

( 1) 1

x

x

x

y

y e y
y

F x e x

F  
      

 
 

)اذا كان    مثال: )y f x  4تحقق المعادل 33 4 5 1 0y y x x      فأوجد
dy

dx
 . 

 لحــــــــــــــــــــــــلا

4 بفرض أ  3( , ) 3 4 5 1 0F x y y y x x       فيكو 
2

3

12 5

4 3

x

y

x
y

F y

F 
   


. 

)المعادل  اذا كان  نظرٌة:  , , ) 0F x y z   المتؽيري فا  دال  ضمني  تعرؾx ،

y    بحيث أ( , )z f x y  فإ   ,
yx

x y

z z

FF
z z

F F
   . 

)بفرض أ  المعادل  : البرهان , , ) 0F x y z   فا  دال  ضمني  تعرؾ

)حيث أ    x،yالمتؽيري  , )z f x y : فيكو 

( , , ( , )) 0F x y f x y  

 أو 
( , , ) 0, ( , )F x y z z f x y  

 وبتيبيق قاعده السلسل  نجد أ :

0 ,
x

x x

F F y F z

x y z x



 

    
  

    

 وبالتالي نجد أ :

(1) (0) 00 x
x z x x

z

F
F z z

F

F F F z
F

x y z x
    

   
   

   
 

0zFحيث أ    

 وبالمثل يمك  الحصول علي:



37 

 

y

y

z

F
z

F
 

 
)اذا كان  الداله مثال: , )z f x y    تحقق  الدال

الضمني 
2 2 2 3 4 5 0x z xz z yz     .الحــــــــــــــــــــــــل 

2 2

2 2

2

2 3 4

x
x

z

F xz y
z

F x z z z


  

 
 

2 2

2 4

2 3 4

y

y

z

F xy z
z

F x z z y


   

 
 

 المشتقة الاتجاهٌه للدوال فً اكثر من متغٌر 
),(معدل تؽير الدالا  تعريؾ:  yxf  فاي اتجااة متجا  الوحادة),( bau 

  يسامي

fDuبالمشااتق  الاتجابيااه  لهااذه الدالاا  ويرماائ لهااا بااالرمئ 
   وبااذه المشااتق

 :تعرؾ بالصورة

h

yxfbhyahxf
fD

h
u

),(),(
lim

0






 

  وبوجه عا  فإ  حسا  بذه النهاي   يكو  في ؼاي  الصعوب  ولذلك نح

بحاج  الي يريقه اكثر سهول  لحسا  المشتق  الاتجابيه وذلك م  خ ل 

استنتاج صيؽ  تكاف  بذا التعريؾ . ولاستنتاج صيؽ  تكاف  بذه النهاي  
),(لحسا  المشتق  الاتجابيه للدال   yxf :نتبع التالي 

 نعرؾ دال  جديدة في متؽير واحد بالصورة:
),()( 00 bzyazxfzg  

 ثواب  اختياري .  0x ،0y ،a ،bحيث أ 

 وبالتالي م  خ ل تعريؾ المشتق  للدوال في متؽير واحد نجد أ :

h

zghzg
zg

h

)()(
lim)(

0





 

 وبالتالي نجد أ :

h

ghg
g

h

)0()(
lim)0(

0





 

 نجد أ : zg)(التعويض في الع ق  السابق  ع  وب

),(
),(),(

lim
)0()(

lim)0( 00
0000

00
yxfD

h

yxfbhyahxf

h

ghg
g u

hh










 

 وبالتالي يكو  لدينا الع ق :
(*)),()0( 00 yxfDg u

 

),(للدال  المشتق  الاتجابي    نظرٌة: yxf عند النقي),( 00 yx  اتجاة متج  في

),(الوحدة  bau   تعيي م  الع ق: 
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byxfayxfyxfD yxu ),(),(),( 000000  

),,(المشتق  الاتجابي   للدال  و zyxf في اتجاة متج  الوحدة),,( cbau  تعيي 

 بالصورة:
cfbfaffD zyxu  

 البرهان

 لتحقق م  صح  بذه النظريه نعتبر الدال  
bzyyazxxyxfzg  00 ,),,()( 

 وبتيبيق قاعده السلسل  نجد أ :

byxfayxf
dz

dy

y

f

dz

dx

x

f

dz

dg
zg yx ),(),()( 









 

0xx نجد أ   0zوبوضع    ،0yy   وبالتالي يكو 
(**)),(),()0( 0000 byxfayxfg yx  

),(وم  الع قتي  )*( ، )**( نجد أ  المشتق  الاتجابي  للدال   yxf عند

),(النقي  00 yx : تعيي م  الع ق 
byxfayxfgyxfD yxu ),(),()0(),( 000000  

),(المشتق  الاتجابي   للدال  في سياق النظري  السابق  تكو   ملحوظة: yxf 

),(عند النقي   yx اتجاة متج  الوحدة في),( bau  بالصورة تعيي: 

byxfayxfyxfD yxu ),(),(),(  

),,(المشتق  الاتجابي   للدال  و zyxf  عند النقي),,( zyx   في اتجاة متج

),,(الوحدة  cbau  بالصورة: تعيي 
czyxfbzyxfazyxfzyxfD zyxu ),,(),,(),,(),,(  

u متج  الوحدة  ملحوظة: 
 المتج  الذي يصنع ئاوي  في اتجاة  مع الاتجاه

sin,(cos(  بو oxالموج  لمحور  u
. 

yxeyxfاذا كان   مثال: xy ),(  فاوجد)0,2(fDu
   حيث أu

   بو متج

وحدة في الاتجاة 
3

2
 . 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

uمتجه الوحدة في بذه الحال  
 :يعيي بالصورة 
















2

3
,

2

1
)sin,(cos u


 

 وبالتالي نجد أ :

)1(
2

3
)(

2

1
),(),(),( 2 























 xyxyxy

yxu exxyeebyxfayxfyxfD 
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 وبالتالي نجد أ :

2

135
)5(

2

3
)1(

2

1
)0,2(


























fDu

 

xyzzyzxzyxfاذا كان   مثال:  ),,(فاوجد  ),,(232 zyxfDu
  في اتجاه

v)3,0,1( المتج 
. 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

uمتج  الوحدة 
  3,0,1( في اتجاه المتج(v

 :يعيي بالصورة 

)3,0,1(
10

1


v

v
u 


 

 وبالتالي نجد أ :

)363(
10

1

)2(
10

3
)3)(0()2(

10

1

),,(),,(),,(),,(

32

2222

yzxzzyx

xyzyxxyzyyzxz

czyxfbzyxfazyxfzyxfD zyxu
























 

 الانحدار للدوال فً اكثر من متغٌر
),(متج  الميل او الانحدارللدال   yxf :يعيي بالصورة 

jfiffff yxyx


 ),( 

),,(والانحدار للدال   zyxf:تكو  بالصورة 
kfjfifffff zyxzyx


 ),,( 

يه الدوال في اكثر م  متؽير م  وبالتالي يمك  حسا  المشتق  الاتجاب
 كمايلي:خ ل متج  الميل لهذه الدوال  

),,.(),,).(,,(),,(),,(),,(),,( cbafcbafffczyxfbzyxfazyxfzyxfD zyxzyxu 

 وبالتالي نجد أ :
ufzyxfDu


 .),,(  

yxyxfاذا كان   مثال: cos),(   فاوجد),( yxfDu
 1,2( في اتجاة المتجه(v

. 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

uنوجد متج  الوحدة 
 1,2( في اتجاه المتج(v

: 











5

1
,

5

2
)1,2(

5

1

v

v
u 


 

 وبحسا  متج  الميل )الانحدار( نجد أ :
)sin,(cos),( yxyfff yx  

 وبالتالي نجد أ :
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)sincos2(
5

1

5

1
,

5

2
)sin,(cos.),( yxyyxyufyxfDu 











 

),,()ln()sin(اذا كان   مثال: 2xyzzyxf  وجد فأ),,( zyxfDu
   عند النقي

),1,1(  1,1,1( في اتجاة المتجه( v
. 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

uنوجد متج  الوحدة 
 1,1,1( في اتجاه المتج( v

: 











3

1
,

3

1
,

3

1
)1,1,1(

3

1

v

v
u 


 

 وبحسا  متج  الميل )الانحدار( نجد أ :









 yzyyzz

x
fffzyxf zyx cos,cos,

2
),,(),,( 

 وبالتالي نجد أ :

)1,,2(cos,cos,
1

2
),1,1( 








 f 

وبالتالي تكو :    

3

3
)12(

3

1

3

1
,

3

1
,

3

1
).1,,2(),1,1(














fDu

 

 
 

 (2تمارٌن )
 اىولا لكل م  الدوال التالي  : المشتقا  الجئ ي   ( أوجد1)

2( , ) ( 1)f x y xy  (7) 2( , ) 2 3 4f x y x y   (1) 

( ), yf x y x (8) 2 2( , )f x y x y (2) 

( , ) sin( )yf x y e x y  (9) ( , ) lnf x y xy (3) 

1( , , ) sec ( )f x y z x yz  (10) 1( , ) tan
y

x
f x y   

 
 

 (4) 

2 2
)( , ,f x y z x y z  (11) 2 2( , , ) 1 2f x y z yx z   (5) 

2 2 2( , , )f x y z x y z   (12) 1( , , ) sin ( )f x y z xyz (6) 

 : الثاني  لكل م  الدوال التالي المشتقا  الجئ ي   ( أوجد2)
( , ) sin( )f x y xy (3) ( , )f x y x y xy   (1) 

( , ) 1yh x y xe y  (4) ( , ) ln( )f x y x y  (2) 

xy( بي  أ  3) yxw w   لكل م 

sin sinw x y y x  (3) ln(2 3 )w x y  (1) 
2 2 2w x y z  (4) ln cosxw e x y y x   (2) 
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2إذا كا       xyzf( أوجد المشتق  4) 3 4 23 2f x y z x y z y z  

0xx( بي  أ  الدوال التالي  تحقق الشري  11)  yy zzu u u      
2 2 2 1 2( , , ) ( )u x y z x y z    (1) 

3 4
( , , ) cos5

yx
u x y z e z


 (2) 

( ) 3 4 5, , cos cos sinhu x y z x y z (3) 

dwأوجد    (11) 

dt
 إذا كا     

  siny t , cosx t , 2 2w x y  (1) 

  cos siny t t  , cos sinx t t  , 2 2w x y  (2) 
1

z
t

 , 
2siny t , 2cosx t , 

x y
w

z z
  (3) 

tz e , lny t , x t , sinw z xy  (4) 

rw,أوجد  (12) w    اذا كا 

siny r  , ln( cos )x r  , 4 lnxw e y (1) 

sinx r  , cosy r  , 1tan
y

w
x

 (2) 

dy( أوجد 13)

dx
 م  الع قا  الآتي : 

3 22 0x y x y   (1) 
2 3 3 0x y y x    (2) 

2sin lny
ex xy y   (3) 

x,(  أوجد 14) yz z إذا كان   
3 3 2 0z xy yz y     (1) 

1 1 1
1

x y z
   (2) 

sin( ) sin( ) sin( ) 0x y y z x z      (3) 

 المتجانس : للدوالنظري  أويلر  تحقق برب  أ  الدوال الاتي  ( 15)
1( , ) tan

x

y
f x y   

 
 

 (3) 3 2 3
( ), 2 3f x y x x y y  (1) 

  
3

2 2
( , )

x y
f x y

x y
 (2) 

)cos( إذا كا   16) ) cos( )z x y x y     0أثب  أxx yyz z  
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 الباب الثالث

 تطبٌقات على المشتقات الجزئٌة

 تطبٌقات هندسٌة:

,x)الكارتيئياا  المتعاماادة بالإحااداثيا يتحاادد  والااذي الث ثاايالفااراغ  فااي y,z) 

fالمعادلاا   (x, y,z) c بااي معادلاا  الساايحS  3فاايR وسااوؾ ناادرس بعااض .

 المفابي  الهندسي  علا بذا السيح.

fا السيحيسم تعرٌف: (x, y,z) c   00بالسايح التفاضالا عناد النقيا 0,(x ,y z ) 

xإذا كانااااا  المشاااااتقا  الجئ يااااا  y zf , f f,  كلهاااااا موجاااااودة ومتصااااال  عناااااد

00النقي  0,(x ,y z ). 

وبماااا أ  ىى مساااتوى يوجاااد ممااااس وحياااد )إ  وجاااد( عناااد كااال نقياااا  
يوجااد مماااس وحيااد )إ  وجااد( عنااد كاال نقياا   Sليااه.فبالمثل ىى ساايح ع

 عليه.
00وعليه نجد أ  المستوى المماس للسيح عند النقي  0,(x ,y z يحتاوى علاا  (

00كل خيوي التماس عند النقي  0,(x ,y z ). 

00لسيح عند النقي  لتعيي  معادل  المستوى المماس ل 0,P(x ,y z . نفرض أ  (

,Q(xالنقي  y,z)  تقع فا بذا المستوى. وليك
0

r, r   المتجهي  المرسومي  م

علاا الترتيا ، وعلياه فاإ  المتجاه QP,نقي  اىصل إلاا النقيتاي  
0
)(r r 

يقع فا المساتوى الميلاو .ليك  أيضاا المتجاه العماودى علاا السايح عناد 
بو  Pالنقي 

0 p
N f والرمئ السفلاP  يشاير إلاا معادل التؽيار العماودى

 فتكو  معادل  المستوى المماس با: . Pيحس  عند النقي 
(1                          )00 0 p

.(r r ) N (r r ). f 0       

ى  المتجه
0
)(r r  عمودى علا المتجه

0
N العمودى علا السيح(S.) 

 ة الكارتيئي  وبا:( فا الصور1ويمك  كتاب  المعادل  )
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(2                  )0 0 0
p pp

f f f
(x x ) (y y ) (z z ) 0

x y z

  
 

  
    

fالسيح  في نظرٌة: (x, y,z) c   يكوf.بو متجه عمودى علا السيح 

rنفااااارض أ   :البرهةةةةةان x i y j z k    باااااو متجاااااه الموضاااااع ىى نقيااااا

,P(x, y z): علا السيح وبالتالي فإ 

(1                                  )dr dx i dy j dz k    

. وبكتاباا  معادلاا  الساايح علااا  Pيقااع فااا المسااتوى المماااس للساايح عنااد
,x)الصورة  y,z) f (x, y,z) c 0    فنحصل علا 

(2                       )     d dx dy dz
x y z

  


  
  
  

   

ويمك  كتاب  بذا المقدار كحاصل ضر  قياسا لمتجهي  علا النحو 
 التالا:

.i j k (dx i dy j dzk) 0
x y z

   
 
 

  
    

  
 

.( يكو  2( ، )1م  ) dr 0  

 فهو عمودي علا السيح . ولذلكdrيكو  عموديا علا أى أ  
 ملاحظات:

يمك  إيجاد معادل  المستوى الممااس لسايحي   -1
1 2

S ,S عناد نقيا  التمااس

 بنفس اليريق  السابقه.
يكو  السيحا  متماسي  م  الداخل إذا كاا  المتجهاا  العمودياا  علاا  -2

 .السيحي  عند نقي  تماسهما متوائيي  ولهما نفس الاتجاه
يكو  السيحا  متماسي  م  الخارج إذا كا  المتجهاا  العمودياا  علاا  -3

 السيحي  عند نقي  تماسهما متوائيي  ولك  اتجابهما مختلفي  .
 
 

 معادلة الخط العمودى على السطح:

نفاارض أ   Pعنااد النقياا  Sلإيجاااد معااادلا  الخااي العمااودى علااا الساايح 
,R(x,النقياا   y z)  تقااع علااا العمااود

0
N علااا الساايح عناادP   ويكااوr  بااو

لا ذلك يكو  المتجه.وع Rإلا النقي  oالمتجه المرسو  م 
0
)(r r ينيباق

علا المتجه
0

N :وبالتالا تكو  معادل  العمودى علا السيح علا الصورة 

                                
0 0

(r r ) N   
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أى أ  
0 0

(r r ) N  .)حيث بارامتر( 

 فيكو وعليه 

(3 )        
0 0 0

p pp

f f f
(x x ) i (y y ) j (z z )k i j k

x y z

   
     
    

   

 والتي يمك  كتابتها علا الصورة:

(4 )                     
p pp y zx

0 0 0 t
(x x ) (y y ) (z z )

(f ) (f ) (f )


  
  

 أوجد معادل  المستوى المماس والمستقي  العمودى علا السيح مثال:
2 2f (x, y,z) x y z 9 0     

p(1,2,4)عند النقي     S 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

 p(1,2,4)نوجد أولا   المشتقا  الجئ ي  عند النقي  

   z z pf 1 (f ) 1  : y y pf 2y (f ) 4    ; xx pf 2x (f ) 2   

,1)عند النقي    معادل  المستوى المماس للسيح 2,  بي (4

                             2(x 1) 4(y 2) (z 4) 0         2أوx 4y z 14   

,1)معادلا  الخي  العمودى علا السيح عندالنقي   2,  بي (4
( 1) ( 2) ( 4)

2 4 1

x y z
t  

   

1               أي  2 2 4 4x t , y t , z t     

أوجد معادل  المستوى المماس والخي العمودى علا السيح   مثال :
2 3x xyz z 1    (1,1,1)عند النقي 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
 p(1,1,1)نوجد أولا   المشتقا  الجئ ي  عند النقي  

xx pf (2x yz) (f ) 3    

y y pf xz (f ) 1   

2
z z pf xy 3z (f ) 2     

 بي (1,1,1)معادل  المستوى المماس للسيح عند النقي 
3( 1) ( 1) 2( 1) 0x y z      

3xأو                                   y 2z 2   

 با  (1,1,1)معادلا  الخي  العمودى علا السيح عندالنقي 

                                 ( 1) ( 1) ( 1)

3 1 2

x y z
t  
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1  أي  3 1 1 2x t , y t , z t     

 أوجد معادل  المستوى المماس والخي العمودى علا السيح    مثال :
2 2 2S 4 6 2 2:x y z x y z 5      

,4)عند النقي   1,2). 
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

2 2 2f (x, y,z) x y z 4 6 2 5x y z       

,p(4نوجد أولا   المشتقا  الجئ ي  عند النقي   1,2) 
xx pf (2x 4) (f ) 4    

y y pf (f ) 42y 6   

z z pf 2z 2 (f ) 2    

,4)معادل  المستوى المماس للسيح عند النقي    1,2)بي 

4( 4) 4( 1) 2( 2) 0x y z               2 أوx 2y z 8   

,4)معادلا  الخي  العمودى علا السيح عندالنقي   1,2)  بي 
( 4) ( 1) ( 2)

4 4 2

x y z
t  

   

4  أي  2 1 2 2x t , y t , z t      
 :مفكوك تاٌلور

fالعااا  السااابق مفكااوك تااايلور للدالاا   فاايدرسانا  (x) حااولx a  وكااا  علااا

 الصورة 
(n)2

n
n

(x a) (x a) (x a)
( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) R

1! 2! n!
f x f a f a f a f a

  
       

 م  الحدود ومقداره nبو الباقا بعد   nRحيث 
(n 1)

(n 1)
n

(x a)
R f (a x) , 0 1

(n 1)!
 




   


 

fوالآ  يمكننا تعمي  مفكوك تايلور للدال   (x, y) حول النقي(a,b) 

 مفكوك تاٌلورللدوال فى متغٌرٌن

fإذا كاناا   (x, y)  دالاا  لهااا مشااتقا  جئ ياا  متصاال  ماا  الرتباا  النونياا  فااا

وباذه المنيقا  كبيارة بدرجا  ماا لتحتاوى (a,b)منيق  مؽلقا  تحتاوى النقيا  

a)النقي   h,b k)   0بداخلها فإنه يوجد عدد موج 1    :  بحيث أ 

f (a h,b k) f (a,b) h k f (a,b)
x y
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2 n

n
1 1

h k f (a,b) ... h k f (a,b) R
2! x y n! x y

   
    

   

   
    

   
           

 م  الحدود ومقداره nبو الباقي بعد   nRحيث 

(n 1)

n ,
1

R h k f (a h,b k) 0 1
(n 1)! x y

  


 

  
 

 
    

  
 

 (a,b)وتسما بنظري  تايلور أو مفكوك تايلور حول النقي  

 اب  مفكوك السابق علا الصورة المختصرة :يمك  كت
rn

(a,b)
r 0

n|
1

f (x, y) (x a) (y b) f R
r! x y

 
   

 

 
 

 
  

fتسااما المتسلساال  التالياا  متسلساا  تيلااور للدالاا   nوعناادما (x, y) حااول

 : (a,b)النقي 
r

(a,b)
r 0

|
1

f (x, y) (x a) (y b) f
r! x y





 
  

 

 
 

 
 

  تعااد المصاادر القياسااا لتقرياا  الاادوال فااا متؽيااري  يلور السااابقاصاايػ تاا
,xفااايبإساااتخدا  كثيااارا  حااادود  y  الحااادود ال.n  الاولاااا تعياااا كثيااارة

يعياا الخياأ فاا التقريا  . الثالثا  حادود  اىخيرالحدودي  التقري   والحد 
تقري  الخيا للدال .لتحسي  التقريا  الاولا فا صيؽ  تيلور لدال  تعيا ال
 الخيا نضيؾ حدود القوى اىعلا .

مفكوك تايلور للدال  الحدود الث ث  اىولا فا أوجد  مثال:
1 y

f (x, y) tan
x

  
 
 

    (1,1)حول النقي 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
1 x

f (x, y) tan
y

  
 
 

 

 1f (1,1) tan (1)
4

  

x
1

f (1,1)
2

   2 2x
y

f (x, y)
x y

 


 

y
1

f (1,1)
2

  2 2y
x

f (x, y)
x y




 

xx
1

f (1,1)
2

  
 

2
2 2

xx
x y

2xy
f (x, y)


 

xy 0f (1,1)  
 

2
2 2

2 2

xy
x y

y x
f (x, y)
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yy
1

f (1,1)
2

   
 

2
2 2

yy
x y

2xy
f (x, y)


  

f (x, y) f (1,1) (x 1) (y 1) f (1,1)
x y

 
 
 

 
     

 
 

                  
2

1
(x 1) (y 1) f (1,1) ....

2 x y

 
 



 
    

 
                      

                x yf (1,1) (x 1)f (1,1) (y 1)f (1,1)                      

   2 2
xx xy yy

1 1
(x 1) f (1,1) x yf (1,1) (y 1) f (1,1) ..

2 2
         

1 2 2x 1 1 1 1
f (x, y) tan ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ......

y 4 2 2 4 4
x y x y


           

أوجاااااد كثيااااارة الحااااادود مااااا  الدرجااااا  الثانيااااا  لتقريااااا  الدالااااا    مثةةةةةال:
( )f x, y sin xsin y حاااول نقيااا  اىصااال .ووضاااح درجااا  دقااا  التقريااا  إذا

yكا  0 1      وx 0 1  
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

f (0,0) sin0sin0 0   f (x, y) sin xsin y 

xf (0,0) cos0sin0 0   xf (x, y) cosxsin y 

y(0,0) 0 0 0f cos sin   y ( )f x,y cos ysin x 

xxf (0,0) sin0sin0 0   xxf (x,y) sin xsin y  

yy(0,0) 0f sin0sin0   yy( )f x,y sin xsin y  

xy(0,0) 0 0 1f cos cos   xy ( )f x,y cosxcos y 
2

1
f (x, y) f (0,0) x y f (0,0) x y f (0,0) ....

x y 2 x y

   
   
   

   
      

   
 

                x y(0,0) (0,0) (0,0)f xf yf               

   2 2
xx xy yy

1 1
x f (0,0) x yf (0,0) y f (0,0) ..

2 2
                  

2 2
( ) 0 0 0 0f x,y sin xsin y xy R xy R         

دود مااااااااا  الدرجااااااااا  الثانيااااااااا  لتقريااااااااا  باااااااااذه باااااااااي كثيااااااااارة الحااااااااا
fالدال  (x, y) sin xsin y  عند نقي  اىصل ويقدر الخيأ في التقري 

(n 1)

n
1

R h k f (a h,b k)
(n 1)! x y

 


 

  
 

 
 

  
 

3 2 2 3
xxx xxy xyy yyy2

1
R (x f 3x yf 3xy f y f )f (a h,b k)

6
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 كل المشتقا  الجئ ي  م  الرتب  الثالث  لا تئيد قيمتها الميلق  ع  الواحد 
3 3 3 3 3

2

1 8
R (0.1) 3(0.1) 3(0.1) (0.1) (0 1) 0.0014

6 6
 
 

        

sinأي أ  الخيأ فا تقري  xsin y حول نقيا  اىصال باساتخدا  كثيارة حادود

yلما كان    0.0014م  الدرج  الثاني   لا يئيد ع   0 1 وx 0 1      

,xأثب  أ  لجميع قي    مثال: y  المتنابي  في الصؽر يكو
2x 1

e ln(1 y) y xy y
2

 

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح
xfنفرض أ   (x, y) e ln(1 y) 

 f (0,0) 0 

xf (0,0) 0  x
xf (x,y) e ln(1 y)  

yf (0,0) 1  y
x 1

f (x, y) e
1 y

 


 

xx xxx
x( ) ( ) ..... (1 )f x,y f x,y e ln y    

xx xxxf (0,0) f (0,0) ..... 0    

yy ( ) 1f x, y   yy 2

x

( )
(1 )

e
f x, y

y





 

yyyf (0,0) 2  yyy

2

3

x2( 1) e
f (x, y)

(1 y)





 

 وعليه فإ 
r

r 1
r ( ) ( 1)( 1)f 0,0 r

y
   




 

r r 1

r r
x( 1) ( 1)

( )
(1 )

r
f x, y e

y y

 







 

xy ( ) 1f 0,0  xy

x

( )
1

e
f x, y

y



 

r 1
s r

r s

( ) ( 1)( 1)f 0,0 r
x y




   


 
 

r 1 x

s r r

r s ( 1) ( 1)!
( )

(1 )

r e
f x, y

x y y

  






 
 

2 2x 1 1
(1 y) 0 (0) (1) (0) (1) ( 1) ......

2 2
e ln x y x xy y         

,xولقااي  y المتنابياا  فااا الصااؽر يمكاا  إبمااال قااوىx, y درجاا  ابتااداء ماا  ال

 الثالث  فتحصل علا 

                             2x 1
(1 y)

2
e ln y xy y    

,xلقي  y المتنابي  في الصؽر 

 حل آخر:م  صؽي  تيلور لدال  فا متؽير واحد ؛ نعل  أ  
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2 3x 1 1
e 1 x x x .....

2! 3!
     

2 3

.........
y y

ln(1 y) y
2 3

    

2
2 3

2 3x 1
......... y xy y

2

1 1 y y
e ln(1 y) 1 x x x ..... y

2! 3! 2 3

  
           

     

,xبإبمال حدود الدرج  الثالث  فأكثر في y  وذلك لقيx, y  المتنابي  فا

 الصؽر 
2fأوجد مفكوك الدال   مثال: (x, y) x y 3y 2    في قوى( 1),( 2)x y  

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

(a,b)نستخد  مفكوك تايلور حيث أ   (1, 2)    وعلي  فإ 

f (1, 2) 10   2f (x, y) x y 3y 2   

xf (1, 2) 4   xf (x,y) 2xy 

yf (1, 2) 4    2
yf (x, y) x 3  

xxf (1, 2) 4   xxf (x,y) 2y 

yyf (1, 2) 0  yyf (x, y) 0 

xy yxf (1, 2) 2 f (1, 2)    xy yxf (x, y) 2x f (x, y)  

xxy yxxf (1, 2) 2 f (1, 2)    xxy yxxf (x, y) 2 f (x, y)  

 والمشتقا  العليا اىخرى كلها تساوى صفرا 
xyy yyy yxyf (x, y) f (x, y) f (x, y) 0   

 وعلي  فإ 
2 21

x y 3y 2 10 4(x 1) 4(y 2) 4(x 1) 4(x 1)(y 2)
2
 
 

             

31
3(x 1) (y 2)(2) 0

6
 
 

                     

2 2x y 3y 2 10 4(x 1) 4(y 2) 2(x 1) 2(x 1)(y 2)            
2(x 1) (y 2)                   

 مفكوك مكلورٌن للدوال فى متغٌرٌن:

aإذا وضعنا  0 ،b 0 ،h x , y k  فا مفكوك تايلور نحصل علا 

f (x, y) f (0,0) x y f (0,0)
x y

 
 
 

 
  

 
 

2 n

n
1 1

x y f (0,0) ... x y f (0,0) R
2! x y n! x y
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 م  الحدود ومقداره nبو الباقي بعد   nRحيث 

(n 1)

n ,
1

R x y f ( x, y) 0 1
(n 1)! x y

  


 

  
 

 
  

  
 

fوبو ما يسما بمفكوك مكلوري  للدال   (x, y)    (0,0)حول نقي   

 يمك  كتاب  مفكوك السابق علا الصورة المختصرة :
rn

(0,0)
r 0

n|
1

f (x, y) x y f R
r! x y

 
   

 

 

 
  

(n 1)

n
1

R x y f ( x, y) ,0 1
(n 1)! x y

  


 

  
 

 
  

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (3تمارٌن )

المسااتوى المماااس والخااي العمااودى للساايوع التالياا  عنااد  (أوجااد معادلاا 1)
 النقاي المبين  أما  كل منها:

(1,0,0) , 2 2 2x y z 1   (1) 
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(1,1,1) , 2 2 2xy yz zx 1  (2) 

(1,2,2) , 4xyz  (3) 

(0,0,1) , y xxe ye (4) 

( 2,1, 3)  , sin x y 2cos yz 0  (5) 

,1)( أوجد معادل  المستوى المماس المشترك للسيحي  عند النقي  2) 2,3) 

2 2 2 2x y z 14 , x 2y 3z 9 5cosh(3x z)        

1xfفكوك الدال م ( أوجد3)  (x, y) e tan y  حتاا حادود ما  (1,1)حاول النقيا

x),قوى    الدرج  الثاني  فا  1) (y 1) . 

4مفكاااوك الدالااا  ( أوجاااد4) 2 2 4x x y y  حتاااا حااادود مااا   (1,1)حاااول النقيااا

  .الدرج  الثاني 

2xمفكوك الدال  ( أوجد5) y 3y 2 في قوى,(x 1) (y 2) . 

1مفكوك الدال    ( أوجد6) y
sin

x
    (2,1)حول النقي. 

مفكوك الدال    ( أوجد7)
22

xy
z

x y



x),في قوى  1) (y 1) .   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (2تمارٌن )

 اىولا لكل م  الدوال التالي  : المشتقا  الجئ ي   ( أوجد1)

2( , ) ( 1)f x y xy  (7) 2( , ) 2 3 4f x y x y   (1) 

( ), yf x y x (8) 2 2( , )f x y x y (2) 

( , ) sin( )yf x y e x y  (9) ( , ) logf x y x (3) 

1( , , ) sec ( )f x y z x yz  (10) 1( , ) tan ( )f x y y x (4) 

2 2
)( , ,f x y z x y z  (11) 2 2( , , ) 1 2f x y z yx z   (5) 

1
22 2 2( , , ) ( )f x y z x y z   (12) 1( , , ) sin ( )f x y z xyz (6) 
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 : الثاني  لكل م  الدوال التالي المشتقا  الجئ ي   أوجد( 2)

( , ) sin( )f x y xy (3) ( , )f x y x y xy   (1) 

( , ) 1yh x y xe y  (4) ( , ) ln( )f x y x y  (2) 

xy( بي  أ  3) yxw w   لكل م 

sin sinw x y y x  (3) ln(2 3 )w x y  (1) 

2 2 2w x y z  (4) ln cosxw e x y y x   (2) 

2إذا كا       xyzf( أوجد المشتق  4) 3 4 23 2f x y z x y z y z  

4إذا كا       tutf( أوجد المشتق  5) 2 2 3
3vf u t u v t  

إذا كا       rvru( أوجد المشتق  6) secu v rt 

2إذا كا       zzyv( أوجد المشتق  7) 4ln ( )zv y x  

( أوجد المشتق  8)
3w

z y x



  
)sinإذا       )w xyz 

( أوجد المشتق  9) 
5

2 3

w

x y



 
 ذا كا   إ    

2 6 2xw y x e  (1) 

2
( )sinw y y x x   (2) 

0xx( بي  أ  الدوال التالي  تحقق الشري  11) yy zzu u u      

2 2 2 1 2( , , ) ( )u x y z x y z    (1) 

3 4
( , , ) cos5

yx
u x y z e z


 (2) 

( ) 3 4 5, , cos cos sinhu x y z x y z (3) 

(  أوجد  11) 
dw

dt
 إذا كا     

  siny t , cosx t , 2 2w x y  (1) 

  cos siny t t  , cos sinx t t  , 2 2w x y  (2) 

1
z

t
 , 

2siny t , 2cosx t , 
x y

w
z z

  (3) 

tz e , lny t , x t , sinw z xy  (4) 
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rw,أوجد  (13) w    اذا كا 

siny r  , ln( cos )x r  , 4 lnxw e y (1) 

sinx r  , cosy r  , 
1tan

y
w

x
 (2) 

)( باااااي  أناااااه إذا كانااااا 13) , )w f u v  0تحقاااااق معادلااااا  لابااااا سuu vvf f     وكانااااا

v xy2 2 ,
1

( )
2

u x y    0فإxx yyw w       
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 المحتويات: 
  (في ثلاثة أبعادالباب الأول )الذندسة التحليلية: 

)الإحداثيات الكرتيزيةوالإحداثيات الأسطوانية  ضاء الثلاثيطرق تعيتُ النقطة في الف
 -زوايا الابذاه  -نقطة التقسيم -البعد بتُ نقطتتُ -الدساقط  –والإحداثيات الكرية( 
 ودي على مستقيمتُ معلومتُ.نسب ابذاه العم -الزاوية بتُ مستقيمتُ 

 (الفضاء الثلاثي )الدستوى والخط الدستقيم في الباب الثاني : 

معادلة الدستتو  الدار بثلاث نقاط  -الزاوية بتُ مستويتُ - الفضاء الثلاثيستتو  في الد
معادلة  -معادلة الدستو  بدعلومية أطوال الأجزاء التي يقطعها من المحاور  -معلومة 

طول العمتود النازل على مستتو  معلوم من نقطة معلومة  - الـتورة العمودية الدستو  في
 معادلة  -الدستويان الدنـفان للزاوية الزوجية بتُ مستويتُ معلومتُ  -

الفضاء وضع ثلاث مستويات بالنسبة لبعضها في  -أي مستو  يدر بخط تقاطع مستويتُ 
معادلات الخط الدستقيم بدلالة  -تقيم الـورة العامة لدعادلات الخط الدس - الثلاثي

طول  -معادلات الخط الدستتقيم الدار بنقطتتُ معلومتتُ  -نستب ابذاىو ونقطة عليو 
العمودي على  -معادلة الكرة -تقاطع مستقيمتُ  -العمود النازل من نقطة على مستقيم

  الأساسي الدستو  -طول الدماس الدرسوم للكرة  -الدستو  الدماس للكرة -سطح الكرة
 تقاطع كرتتُ.-لكرتتُ
 (نظرية الدعادلات)جزء الجبر الباب الثالث:  

  تكوين  –برويل الدعادلات  – بطريقة الدعاملات الدنفـلةالقسمة
بحث الجذور الدوجبة والجذور السالبة  –معادلة جبرية جذورىا معلومة 

والجذور الـحيحة والجذور الكسرية للمعادلات الجبرية ذات الدعاملات 
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الحل  –حذف الحد الثاني في معادلة جبرية معلومة  –الـحيحة 
 لرابعة.الجبري للمعادلات الجبرية من الدرجة الثالثة وا

 الدراجع: 
   -" الوسيط في الجبر والذندسة التحليلية " –د.برىامي حشيش  -1

 دار الراتب الجامعية )بتَوت( الطبعة الأولى. –سلسلة الرياضيات الذندسية    
دار الراتب الجامعية  -" تقليدات الجبر والذندستة التحليلية " –د.مـطفى الجندي  -2

 )بتَوت( الطبعة الأولى.
   – ELGAمنشتورات  -" مبادئ الرياضيات " –جهينة  د.رمضان -3

 م(.2222الطبعة الثانية )    
4- Crowell, R. and Slesnick, W.E.  (1989). Calculus and Analytic  

           Geometry. Norton. 

5- Thomas, J.G.R. and Finney, R.  (1992). Calculus and Analytic  

           Geometry. Addison . 
6- Selby,P.H. (1986). Analytic Geometry. San Diego,Calefornia. College outline 

series. 

7- Yefimov, N.V.  (1964). A Brief course in Analytic Geometry.  

           Mir publishers. 
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 الباب الأول 
 في ثلاثة أبعادالذندسة التحليلية 

 :ضاء الثلاثيطرق تعيين النقطة في الف – 1
بواسطة   رأينا في الذندسة التحليلية الدستوية أن موضع النقطة في الدستو  يتحدد بساما  

سمى بالذندسة ت   يةستو الدكميتتُ عدديتتُ وىذا ىو السبب في أن الذندسة التحليلية 
 بعدين. فيالتحليلية 

ولذلك فإن  ،كميات عددية يلزمنا ثلاث الفضاء الثلاثيولتحديد موضع النقطة في 
 بالذندسة التحليلية في ثلاثة أبعاد.  الذندسة التحليلية الفراغية تسمى أيضا  

في الذندسة التحليلية الدستوية أن موضع النقطة في الدستو  يتحدد بطريقتتُ  رأينا أيضا  
     < x <  , - < y < -حيث (x, y)حداثيات الكرتيزية هما طريقة الإاحدإ

  o  r < , 0    2 ( حيثr, والثانية طريقة الإحداثيات القطبية )
 : يكما يلتكون  ( r, ) ،( x, yالعلاقة بتُ )و 

x = r cos . 

y = r sin . 

 تكون: أو

.tan

.

1

22

x

y

yxr






 

سنوضحها فيما  -ولكنها أيضا مرتبطة –ث طرق لستلفة فتوجد ثلا الفضاء الثلاثيأما في 
  يلي:
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  الطريقة الأولى( الإحداثيات الكرتيزية :x, y, z ) 
  OX, OY, OZنرسم ثلاث مستقيمات  الفضاء الثلاثيفي  O الأصلمن نقطة 

 .بحيث يكون كل اثنان منهما متعامدان
 يلنا الرسم لزاور الإحداثيات فإذا بز OX, OY, OZسمى الدستقيمات ت  

 : يليإلى بشانية مناطق كما  الفضاء الثلاثيم فإن لزاور الإحداثيات الثلاث تقس  
 X > 0, Y > 0, Z > 0 الدنطقة الأولى

 

 
 
 

 X > 0, Y > 0, Z < 0 الدنطقة الثانية
 X > 0, Y < 0, Z > 0 الدنطقة الثالثة

 X > 0, Y< 0, Z < 0 الدنطقة الرابعة

 X < 0, Y > 0, Z > 0 ةالدنطقة الخامس

 X < 0, Y > 0, Z < 0 الدنطقة السادسة

 X < 0, Y < 0, Z > 0 الدنطقة السابعة

 X < 0, Y < 0, Z < 0 الدنطقة الثامنة

 وعلى ذلك فإن أي نقطة في الفضاء الثلاثي يداثلها سبع نقاط.
ولتكن  OX, OY, OZنوجد مساقطها على المحاور ،  الفضاء الثلاثينقطة في  Pفرضوب

  Pتتحدد بساما بالنقطة  P1, P2, P3واضح أن النقط  P1, P2, P3على التًتيب 
بإحداثيات  x, y, zسمى الكميات وت    x = OP1, y = OP2, z = OP3وبالتالى فإن 

 وكذلك العكس صحيح ،  P(x,y, z)رمز لذا بالرمز وي   الفضاء الثلاثيفي  Pالنقطة 
لذا ىذه  تيال P( فإنو يدكن برديد النقطة x, y, zيات )أي أنو إذا عرفنا الإحداث

 . x, y, zإحداثياتها  Pوجد نقطة واحدة فقط تالإحداثيات برديدا  تاما  بدعتٌ أنو 
 انظر الشكل التالي:
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لاث تث ضاءن في الفتكو   OX, OY, OZ: واضح أن لزاور الإحداثيات ملاحظة
 سمى ىذه الدستويات بدستويات الإحداثيات ت   XOY, YOZ, ZOXمستويات 

لدستو  وا x = 0بالدستو   YOZ والدستو  z = 0تو  تبالدس XOYطلق على الدستو  وي  
ZOX   بالدستو y = 0 . 
وعلى  x = 0, z = 0 تكون OY المحوروعلى  y = 0, z = 0 تكون OXالمحور على بينما 
 .x = 0, y = 0  تكون OZالمحور 

    Z 

 

  P3 

 z                    P(x,y,z) 

 

  O                               P2    Y                               

x 

  P1                  y 

X 
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 :أي نقطة في الفضاء الثلاثي يداثلها سبع نقاطوكما ذكرنا سابقا أن 
  OX, OY, OZ ثلاث نقاط بالنسبة لمحاور الإحداثيات -
  XOY, YOZ, ZOX ث نقاط بالنسبة لدستويات الإحداثياتوثلا -
 .O  ونقطة واحدة بالنسبة لنقطة الأصل )القطب( -

 ( بالنسبة:a, b, cأوجد النقط الدتماثلة الوضع مع النقطة ) :(1مثال)

 لمحاور الإحداثيات.  – 1
  لدستويات الإحداثيات. -2
 . Oلنقطة الأصل )القطب(  – 3

 : الحل
  OX, OY, OZ( بالنسبة لمحاور الإحداثيات a, b, cتماثلة مع النقطة)النقط الد -1

 على التًتيب.   (a, -b, c-) , (a, b, -c-) , (a, -b, -c)تكون
( بالنسبة لدستويات الإحداثيات a, b, cالنقط الدتماثلة مع النقطة) -2

XOY,YOZ,ZOX  
 .على التًتيب  (a, -b, c) , (a, b, c-) , (a, b, -c)تكون

 . (a, -b, -c-)تكون  O( بالنسبة للقطب a, b, cالنقطة الدتماثلة مع النقطة) -3
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   الطريقة الثانية: الإحداثيات الأسطوانية, z)(r,   
 لزدد بو لرموعة إحداثيات قطبية  نفرض أن لدينا مستو  ما وليكن 

 :كما بالشكل على الدستو   يعمود OZ ( وليكن OXي وخط ابتدائ Oقطب ) 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

ات تالإحداثي r, حيث  r, , zب الكميات تلضس الفضاء الثلاثيفي  Pلأي نقطة 
  عتن الدستو   P النقطة بعدىو  zوالدقدار   على الدستو  Pقط تالقطبية لدس

     r < ,  0    2 , -  < z <  0حيث 
 ,P(rرمز لذا بالرمز وي   Pداثيات الأسطوانية للنقطة بالإح r, , zمى الكميات الثلاثة تسوت  

, z) . 
وذلك عندما تكون  الفضاء الثلاثيفضل الإحداثيات الأسطوانية لدراسة السطوح في ت  

معطاة عبارة عن منحنيات معادلاتها  الدستو   يتويات تواز تطوح بدستمقاطع ىذه الس
ىذه الدعادلات معطاة بالإحداثيات بالإحداثيات القطبية أنسب للدراسة عما لو كانت 

 الكارتيزية. 

Z 

 

 P(r,,z) 

 

   O                                      Y                               
                                  
                                      r 

                                             

                                              P
`
(r,) 

X 

 الدستو  
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   الطريقة الثالثة: الإحداثيات الكريو(, , ) 
إذا كان لدينا فطوانية تالإحداثيات الأس ةفي حالكما  تتحدد ىذه الإحداثيات أيضا  

 ( OXوخط ابتدائى  Oقطب ) لزدد عليو لرموعة إحداثيات قطبية  مستو  ما 
 كما بالشكل: على الدستو   يعمود OZ وليكن

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
  , , الكميات  تاما   يدكن أن بردد برديدا   الفضاء الثلاثيفي  Pلأي نقطة 

 حيث 20,20,0   
 P(, , )ويرمز لذا بالرمز  Pبالإحداثيات الكريو للنقطة  ,,سمى الكميات وت  

 . الفضاء الثلاثيبردد نقطة وحيدة في  ,,الكميات والعكس صحيح أي أن 

Z 

 

                    P(,,) 

                 

                 
 

                    z 

   O                                      Y                               
                                  
              x                      r 

                                             

                         y                    P(r,) 

X 

 الدستو  
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  العلاقة بين الإحداثيات الكرتيزية والأسطوانية والكريو: 
وإحداثياتها  (x,y,zفإن إحداثياتها الكارتيزية ) الفضاء الثلاثيفي نقطة ما  P لتكن

 يتضح أن: السابق ( ومن الرسم ,,( وإحداثياتها الكريو ىي )r, , zالأسطوانية ىي )
x = r cos ,  y = r sin    (1). 

r =  sin ,  z =  cos    (2). 

 ( برول الإحداثيات الأسطوانية إلى إحداثيات كرتيزية. 1العلاقة )
 .برول الإحداثيات الكريو إلى إحداثيات أسطوانية (2) العلاقةو 

 ( نستنتج أن:1ومن العلاقة )

x

y
yxr 122 tan,                               (3). 

 .( برول الإحداثيات الكرتيزية إلى إحداثيات أسطوانية3العلاقة )
 ( نستنتج أن: 2ومن العلاقة )

z

r
zr 122 tan,                               (4). 

 طوانية إلى إحداثيات كريو.تبرول الإحداثيات الأس (4)العلاقة 
 على: لضـل (1( في )2من ) وبالتعويض

x =  sin  cos , y =  sin  sin ,    z =  cos . (5). 

 يو.تيز إلى إحداثيات كر  الكريوبرول الإحداثيات  (5)العلاقة 
 لضـل على: (4( في )3من ) وبالتعويض

z

yx

x

y
zyx

22

11222 tan,tan,


            (6). 

 إلى إحداثيات كريو. الكرتيزيوبرول الإحداثيات  (6)العلاقة 
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)2,3,1(كانت إذا: (2مثال)   الفضاء الثلاثيىي الإحداثيات الكرتيزية لنقطة في.  
 فأوجد إحداثياتها الأسطوانية والكريو.

 : الحل

.
3

)
1

3
(tan

,231

1

22


 








yxr

 

 (. XOYتقع في الربع الرابع من الدستو  )حيث 
 2,3,1(الإحداثيات الأسطوانية للنقطة(  2(ىي  تكون,

3
,2(


. 

.
4

1tan
2

2
tantan

,22431

11

22

1

222















z

yx

zyx

 

 2,3,1(الإحداثيات الكريو للنقطة(   ىي تكون)
4

,
3

,22(


. 
  ZOXت الكرتيزية للنقطة الدتماثلة بالنسبة للمستو  حداثياالإأوجد : (3مثال)

(مع النقطة
4

,
3

,22(
 . 

 : الحل
(),,(ت الكرتيزية للنقطةحداثياالإ نوجد

4
,

3
,22( 


 

2)
2

1
)(22(cos

3)
2

3
)(

2

1
)(22(sinsin

1)
2

1
)(

2

1
)(22(cossin













z

y

x

 

  الدتماثلة بالنسبة للمستو   يو للنقطةتيز الإحداثيات الكرZOX   
(مع النقطة 

4
,

3
,22(

  2,3,1(تكون( . 
 4 = (حول الدعادلة  :(4مثال)

2
cos  

2
(1+3 sin 

2
 لـورة الكارتيزية. إلى ا 
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 : الحل

 

.1
441

431

222

2

22

2

222

22

222



















































zyx

yx

x

zyx

yx
zyx

  

 

 ن ــتماري
النقط كل من للقطب مع  بة تبالنسالدتماثلة  ةللنقطات الكرتيزية تد الإحداثيتأوج – 1

 :الآتية
)1,

4
,3(,)1,

3
,1(,)0,

2
,2( 321


PPP


 

 النقطكل من مع    OXلمحورلبة تالدتماثلة بالنس ةات الكريو للنقطتأوجد الإحداثي – 2
  تية:الآ

).2,1,3(,)2,3,1( 21 PP   

 الكريو ةمن الدعادلات الآتية إلى الـورة الأسطوانية ثم إلى الـور معادلة حول كل  – 3
(i)   x

2
 + y

2
 = 6.  (ii)   xy = z. 

(iii)   x
2
 + y

2
 + z

2
 = 16. (iv)   x

2
 – y

2
 – 2z

2
 = 4. 

(v)   x
2
 + y

2
 = 8 xy.  (vi)   x

2
 + y

2
 – ½ z

2
 = 0. 

(vii)   x
2
 + y

2
 + z

2
 = 6z. 

 .حول كل معادلة من الدعادلات الآتية إلى الـورة الكارتيزية – 4
(i)   z sin  = r.   (ii)   z

2
 cos  = r

2
. 

(iii)   r = a (1 – cos ).  (iv)   y = z ( 1 + cos ). 

(v)    = a cot  / cos . (vi)    = z a sin  sin . 

 
 
 
 
 



       في ثلاثة أبعادالذندسة التحليلية                                              
__________________________________________________________ 

 

12 

  :الدساقط – 2
 :في الفضاء الثلاثي مسقط نقطة –أ 

 تو  تنرسم الدس ABعلى الدستقيم   الفضاء الثلاثيفي  Pلإيجاد مسقط نقطة ما  – 1
 (.1انظر )شكل ABوعموديا على  Pالدار بالنقطة 

Pفتكون 
 . ABعلى  Pىى مسقط  ABمع  تقاطع الدستو  نقطة  /

على  عموديا  PK  تقيم  تمس Pنرسم من  و  على الدست Pلإيجاد مسقط نقطة و  – 2
  Pىى مسقط  مع الدستو   PKفتكون نقطة تقاطع العمود  الدستو  

 (.2شكلانظر )  الدستو  على
 
 
 
 
 
 
 

              
 

                 
 (2(                              )شكل1)شكل                 

                                P 

 

 

A                                            B 

                           P
/
 

                  P 

 

 

                                
 

 

 

                

 

                 

                 k 
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 : الفضاء الثلاثيفي  مسقط مستقيم –ب 
Cىو الجزء  ABستقيم الدعلى  CDستقيم الدمسقط  -1

/
D

حيث  ABمن الدستقيم  /
C

/
, D

 (.3)شكلعلى التًتيب انظر  ABعلى الدستقيم  C, Dهما مسقط  /
C الدستقيم ىو على الدستو   CDستقيم الدبالدثل مسقط و  -2

/
D

Cحيث  /
/
,D

 هما /
 (.4)شكلب انظر على التًتي على الدستو   C, Dمسقط كل من 

 
 
 
 
 
 
 
 
 (4(                                )شكل3)شكل                       

 فإن  AB, CDىى الزاوية بتُ الدستقيمتُ الغتَ مستوين  ( إذا كانت 3شكل)في 
ولذلك نرسم  AB, CDتقاس بالزاوية بتُ مستقيمتُ مرسومتُ من أي نقطة موازيتُ لت 

AB // CDستقيم م Cمن 
 كما بالرسم.  //

 CD
//
 = C

/
D

/
 = CD  cos .                    (1) 

أي بتُ الدستقيم  والدستو   CDىى الزاوية بتُ الدستقيم  ( إذا كانت 4شكل)في و 
CD  ومسقطوC

/
D

Cثم رسمنا  /
/
D

/
 // CD

CDويقطع  //
Cفي  /

// 
 C

/
D

/
 = CD

//
 = CD cos .        (2) 

( )على الدستو   ABعلى الدستقيم  CDيتضح أن طول مسقط الدستقيم  (2),(1)من 
 وأ)  ABتقيم توالدس CDفي جيب بسام الزاوية بتُ  CDاصل ضرب لح اويا  تيكون مس
 (.الدستو  

                                                      D 
  

                   C
/
                                D

/
 

    A                                                              B                                       

                                                         

                      

                  C                         D
//
              

                          D
 

         
C      

                          D
//
    

                            

         

 

 

 

 

 

       C
/
  

                          D
/
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  :الفضاء الثلاثيفي  مسقط مساحة مستوية على مستوى –ج 
   2 تو  تلى الدسيراد إيجاد مسقطها ع Hتوية تمساحة مس 1تو  تنفرض في الدس

إلى عدد كبتَ من  Hتقسم الدساحة   يى 1, 2تويتُ تونفرض أن الزاوية بتُ الدس
  (5انظر )شكل الدستطيلات

 
 
 
 
 
 

                                         (5)شكل                                     
  ضلعيو. حيث إن مساحة الدستطيل = حاصل ضرب طولىو 

 ة فيمساحة ىذا الدستطيل مضروب مسقط مساحة كل مستطيل يكون مساويا  فإن 
 Hحاصل ضرب   مساويا   Hومن ثم يكون مسقط الدساحة الكلية   جيب بسام الزاوية 

 أي أن: جيب بسام الزاوية  في
H2= H cos .    

 .2على الدستو   Hىى مساحة مسقط  H2حيث 

 

                                         1 

 

 

                                      H 

 

 

 

 

                                                          2 
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 :الفضاء الثلاثيفي  ينالبعد بين نقطت - 3
والدطلوب إيجاد الطول  الفضاء الثلاثينقطتتُ في  P1(x1,y1,z1), P2(x2,y2,z2)لتكن 
P1P2  لذلك نرسم منP1  ثم نرسم أيضا  ،مستويات الإحداثيات  يثلاث مستويات تواز 
تويات الست تن ىذه الدسمستويات الإحداثيات فتكو   يثلاثة مستويات تواز  P2من 
 : التاليالرسم يتضح من كما   قطرا   P1P2طيلات فيو مست يمتواز 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
121121121 ,, zzCPyyBPxxAP   , 

     

      .
2

12

2

12

2

1221

2

12

2

12

2

12

2

1

2

1

2

1

2

21

zzyyxxPP

zzyyxxCPBPAPPP




  

                                     C 

                    Z 

 

                                                    P2(x2,y2,z2) 

 

                                    P1(x1,y1,z1)        B 

 

                      

                            A 

                    O                                    Y 

 

          

 

 

X 
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 ونتائج ملاحظات  : 
222 يكون Oعن نقطة الأصل  P(x, y, z)عد النقطة ب   -1 zyx . 
الدستطيلات  ينتمكن من رسم متواز  أحد الدستويات فلن ييواز  P1P2إذا كان و  -2

 ييواز  P1P2نفرض مثلا أن  ي:كما يل  الدشار إليو ورغم ذلك يظل القانون صحيحا  
 :ىو P1P2يكون طول  ليوبالتا z1=z2عندئذ يكون  XOYالدستو  

    2

12

2

12 yyxx  .  

   y1=y2, z1=z2فإن  OX // P1P2أحد المحاور مثلا  ييواز  P1P2إذا كان  -3

 x2- x1 يساوي P1P2طول  يكون ليوبالتا    
 :نقطة التقسيم – 4

 . الفضاء الثلاثيفي نقطتان معلومتان  P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2) لتكن
 :من الداخل بحيث P1,P2النقطتتُ  التى تقسم الدسافة بتُ Pإحداثيات النقطة  فإن

)نسبة التقسيم(                                                              
2

1

2

1






PP

PP  

  :تكون
























21

1221

21

1221

21

1221 ,,










 zzyyxx
. 

 ونتائج ملاحظات: 
 تكون P1,P2منتـف الدسافة بتُ نقطة  – 1







 

2

zz
,

2

yy
,

2

xx 212121. 

 P1,P2بتُ كامتداد للمسافة تقسم من الخارج   P1,P2بتُ  P إذا كانت نقطة التقسيم – 2
)نسبة التقسيم(  بحيث P1و من ناحيةأ P2سواء من ناحية

2

1

2

1






PP

PP  

 : تكون Pإحداثيات النقطة  فإن
























21

1221

21

1221

21

1221 ,,










 zzyyxx
. 
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 أمثلة: 
  P-3, -(3, 22, 1), P-(1, 1P ,(31(3 ,0 ,4)أن الدثلث الذ  رؤوسو  برقق من :(1مثال)
 قائم الزاوية وأوجد مساحتو. يكون 
  :الحل

      9414zzyyxxPP
2

12

2

12

2

12

2

21  . 

      261691zzyyxxPP
2

23

2

23

2

23

2

32  . 

2

31

2

21

2

32

2

13

2

13

2

13

2

31 .17449)()()(

PPPPPP

zzyyxxPP




 

 . P1قائم الزاوية في يكون  P1P2P3لدثلث أي أن ا

 P1P2P3 = ½ (P1P2 ) ( P3P1 )   
2

173
173

2

1
 . 

على  بحيث تظل دائما   الفضاء الثلاثيلنقطة تتحرك في  يوجد المحل الذندسأ :(2مثال)
 . P1(2, -1, 3), P2(1, 0, 2)النقطتتُ بعدين متساويتُ من 

 :الحل
 P(x, y, z) ينفرض أن النقطة ى

2

2

2

121 PPPPPPPP  . 

(x – x1)
2
 + (y – y1)

2
 + (z – z1)

2
 = (x – x2)

2
 + (y – y2)

2
 + (z – z2)

2
. 

(x – 2)
2
 + (y + 1)

2
 + (z – 3)

2 
= (x – 1)

2
 + (y – 0)

2
 + (z – 2)

2
. 

   2x – 2y + 2z – 9 = 0. 

 . الفضاء الثلاثيفي  معادلة مستو بسثل وىذه 
 :رؤوسو يالدركز الدتوسط للمثلث الذبرقق من أن احداثيات  :(3مثال)

)9,8,7(,)1,2,3(,)1,0,1( 321 PPP  . 

 )3,2,1(تكون
 :الحل
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الدركز منـفات أضلاع الدثلث )منـفات زوايا رؤوس الدثلث( تكون ىي نقطة تلاقي 
، ) وت سمى أيضا  مركز ثقل الدثلث ( وىذه النقطة تقسم الدستقيم الذي  الدتوسط للمثلث

   1:2بـل بتُ أي رأس من رؤوس الدثلث إلى الضلع الدقابل بنسبة تقسيم 
 انظر الشكل:

                                      3P  

                              

 

                                      2 

                                      M  
                                      1 

                  
1P         /       

4P     /         
2P  

  43PPتقسم وىذه النقطة  الدركز الدتوسط للمثلثتكون ىي  Mالنقطة أنواضح 

 بنسبة تقسيم الداخلمن 
1

2

2

1

4

3 




MP

MP. 

 :ت عطى من الداخلتقسيم من الإحداثيات نقطة و 

.,,
21

1221

21

1221

21

1221
































 zzyyxx
 

واحداثيات النقطة
4Pُ21كمنتـف مسافة بتُ النقطتت, PP:تكون 

)0,1,2(
2

)1()1(
,

2

)2()0(
,

2

)3()1(








 
 , 

)3,2,1(
21

)9)(1()0)(2(
,

21

)8)(1()1)(2(
,

21

)7)(1()2)(2(





















M  

وىو الدطلوب.
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إذا ق سم الدستقيم :(4مثال)
21PP من ناحية

2P 3بالنقطةP 3221بحيث 2 PPPP  
)1,0,1(,)3,2,1(علما  بأن  21 PP  3فأوجد إحداثياتP 

 :الحل
 
   

3),,(النقطة أنواضح من الدعطيات  zyxP تقسم
21PP  بنسبةمن الخارج 

1

3

32

31 
PP

PP. 

 :ت عطى منتقسيم من الخارج الإحداثيات نقطة و 






















21

1221

21

1221

21

1221 zz
,

yy
,

xx
 

4
13

)1(1)3(3
,3

13

)0(1)2(3
,2

13

)1(1)1(3















 zyx  

 3P)4,3,2(إذا  إحداثيات نقطة التقسيم تكونو 
نقطة تقاطع الدستقيماحداثيات أوجد  :(5مثال)

21PP  مع الدستوXOZ حيث: 
 )3,3,1(,)5,1,3( 21  PP . 

 :الحل
  XOZتقع على الدستو نقطة تقسيم من الداخل  وىي3Pعنقطة التقاطلتكن 

3),0,(ومن ثم تكون zxP. 
,21تقسم الدسافة بتُ  3Pنفرض أنو  PP  21بنسبةمن الداخل : أي أن 

2

1

23

31






PP

PP  

 :التاليالرسم يضح من كما 
  

            P1                     
2

                          P2        
1
       P3 

                                     Z      

                                                                                       

 

                      

 

 

 

 

P1                       P3                     P2 

                               

                                   O                                   Y 

          

 

 

 

              X 
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.3
4

)5(3)3(1
,2

4

)3(3)1(1

3

1
03

)1()3(
0

,0,

2

1
21

21

21

21

1221

21

1221

21

1221






























zx

zz
z

yyxx
x






















 

تكوننقطة التقاطع وإذا  احداثيات  3,0,23P. 
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43تتُنقطاحداثيات الأوجد  :(6مثال) , PP :ُاللتتُ تقسمان الدسافة بتُ النقطتت 
 )9,2,7(,)3,5,1( 21 PP . 

 إلى ثلاثة أجزاء متساوية.
 :الحل

 
   

 بنسبة تقسيم الداخلمن  21PPتقسم  3Pالنقطة أنواضح 
2

1

2

1

32

31 




PP

PP. 

النقطة أنو 
4P  21تقسمPP  بنسبة تقسيم الداخلمن 

1

2

2

1

42

41 




PP

PP. 

 :ت عطى من الداخلتقسيم من الإحداثيات نقطة و 

.,,
21

1221

21

1221

21

1221
































 zzyyxx
 

)5,4,3(
21

)3)(2()9)(1(
,

21

)5)(2()2)(1(
,

21

)1)(2()7)(1(
3 




















P    , 

)7,3,5(
12

)3)(1()9)(2(
,

12

)5)(1()2)(2(
,

12

)1)(1()7)(2(
4 




















P  

يدكن حساب احداثيات النقطة 3Pبعد حساب احداثيات) ملاحظة: 
4P   كمنتـف

32مسافة بتُ النقطتتُ , PP .) 
 

 ن تتبساري
  OX, OY, OZ الاحداثيات عن لزاور P(x, y, z)أن أبعاد النقطة  برقق من – 1

222222يىتكون        ,, yxzxzy  على التًتيب. 
 الساقتُ يرؤوس مثلث متساو تكون  (0 ,2 ,2) ,(0 ,6 ,6) ,(1 ,2 ,6)أن  برقق من – 2

 وأوجد مساحتو.       
 P1(1, 2, 6), P2(1, 6, 2)الأضلاع وكانت  يمثلث متساو  P1P2P3إذا كان  – 3

 مساحة الدثلث. احسبثم  2 يلذا يساو  y يعلما بأن الإحداث P3فأوجد نقطة       

            P1                     P3                     P4               P2 
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 ,2-) ,(1 ,3 ,4)أوجتد نقتطة على لزتور السينات تتكون متستاوية البتعد عن النقطتتُ   – 4

-6, 2) . 
 بحيث تكون متساوية البعد عن الفضاء الثلاثيلنقطة تتحرك في  يندسأوجد المحل الذ – 5

 .(6 ,1 ,8) ,(1 ,5 ,2)النقطتتُ 
بحيث يظل بعدىا عن  الفضاء الثلاثيلنقطة تتحرك في  تيأوجد المحل الذندس – 6

 . OYبعدىا عن المحور  مساويا   (3 ,2- ,1)النقطة
بحيث يظل بعدىا عن  الثلاثي الفضاءلنقطة تتحرك في  تيأوجد المحل الذندس – 7

 ؟ .يماذا يكون ىذا المحل الذندسو  3 مساويا   دائما   (2 ,1- ,1)النقطة
 :الدركز الدتوسط للمثلث الذ  رؤوسواستنتج احداثيات  -8

),,(,),,(,),,( 333322221111 zyxPzyxPzyxP . 

 :رؤوسو يالدركز الدتوسط للمثلث الذاحسب احداثيات  -9
 (0,7,-5), (-1,5,-6), (4,0,3). 

 تُ:تالنقط النقطتتُ اللتتُ تقسمان الدسافة بتُاحداثيات أوجد  – 12
 P1(3, -5, -2), P2(7, 1, -6)  

 إلى ثلاثة أجزاء متساوية.     
----------------------------------------------- 
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 :زوايا الاتجاه – 5
قتاس بالزاويتة بتتُ أ  مستتقيمتُ ت    الفضتاء الثلاثتياتفقنا على أن الزاوية بتُ مستقيمتُ فى 

 فى نفس الدستو  ومرسومان من أ  نقطة ويوازيان الدستقيمان الدعطيان 
 .الفضاء الثلاثيفى 

 ,OXللمحتتاور  متتع الابذاىتتات الدوجبتتة P1P2تقيم تولتذلك لإيجتتاد التتزوايا التتتى يـتتنعها الدستت

OY, OZ م من تنرسP1 تقيمات تالدسP1X
/
, P1Y

/
, P1Z

لزتاور الإحتداثيات فتكتون  يتواز  /
متتتع الابذاىتتتات  P1P2الدوضتتتحة بالرستتتم ىتتتى التتتزوايا التتتتى يـتتتنعها الدستتتتقيم   ,,التتتزوايا

 .الدوجبة لمحاور الإحداثيات
 بسام ىذه الزوايا سمى جيوبوت   P1P2بزوايا الابذاه للمستقيم  ,, الزوايا سمىت  

cos ,cos ,cos   بجيوب بسام الابذاه للمستقيمP1P2. 
 : انظر الشكل

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

                                     Z
/
 

                    Z 

 

                                                    P2 

                                          

                                    P1                   Y
/
 

                                         
                           X

/
 

                     

                    O                                    Y 

 

          

 

 

X 
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 P1بدايتتتو  متجهتتا   P1P2نعتتتبر أن  P1P2عنتتد حستتاب زوايا ابذتتاه الدستتتقيم  متتن الدهتتم جتتدا  و 
لإحتتتداثيات والابذتتتاه ة لمحتتتاور اتببتتتتُ الابذاىتتتات الدوجتتت ,,ب التتتزوايا تثم لضستتت  P2ونهايتتتتو 

  P2إلى  P1باعتبار ىذا الابذاه من  P1P2الدوجب للمستقيم 
 تكون P2P1فإن زوايا الابذاه للمستقيم  P1P2زوايا ابذاه الدستقيم  ,, ولذلك إذا كانت

 ىيP2P1 جيوب بسام ابذاه  كونتو على التًتيب ،  -,-,-ىي 
   cos (-) = - cos  , cos (-) = - cos  , cos (-) = - cos . 

 يىتكون  OXواضح أن زوايا ابذاه المحور و 
2

,
2

,0
 المحتور وجيب بستام ابذتاه OX تكتون 

ابذتاه بستام وجيتوب  (0 ,1 ,0) يىت OYابذتاه المحتور بستام وبالدثتل تكتون جيتوب  (0 ,0 ,1)
   (1 ,0 ,0) يى OZالمحور 

الواحتتتتد  متتتتن لزتتتتاور الإحتتتتداثيات يكتتتتون مستتتتاويا   يلرمتتتتوع مربعتتتتات جيتتتتوب بستتتتام ابذتتتتاه أو 
 الـحيح. 

 يكون الفضاء الثلاثيمستقيم فى  ي: لرموع مربعات جيوب بسام ابذاه أ(1نتيجة)
 الـحيح.   الواحد مساويا  
 مستطيلات  ينرسم متواز  ,, يزوايا ابذاىو ىمستقيما  P1P2ليكن  :البرىان

 :فيو ا  قطر  P1P2يكون  بحيث
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

                                     K3 

                    Z 

 

                                                    P2 

                                           
                                    P1  


                 K2 

                                        

                         

                           K1 

                    O                                    Y 
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 : ما يليمن الرسم يتضح 

.1coscoscos

.1coscoscos

.cos,cos,cos

222

2

21

2

21

2

21

2

31

2

21

2

11222

21

31

21

21

21

11
















PP

PP

PP

KPKPKP

PP

KP

PP

KP

PP

KP

  

 يأ L, M, Nبالرمتوز  الفضتاء الثلاثتيلجيتوب بستام ابذتاه الدستتقيم فى  ا  وسوف نرمز اختـتار 
 أن : 

L = cos  , M = cos  ,  N = cos .                 

جيتتوب بستتام  ياه الدستتتقيم التتذب ابذتتتنستت يىتت a, b, cوستتوف نقتتول أن الكميتتات الثلاثتتة 
 عندما وعندما فقط يتحقق الشرط:  L, M, Nابذاىو 

L : M : N = a : b : c        

 وتجيوب بسام ابذاى يتقيم الذتىى نسب ابذاه الدس a, b, c: إذا كانت (2نتيجة)
 فإن:  L, M, N يى

222222222 cba

c
N,

cba

b
M,

cba

a
L








    

 :فيكون L : M : N = a : b : cحيث إن  : البرىان
L = a,   M = b,   N = c                 (*) 

 يكون:  ليوبالتا
L

2
 + M

2
 + N

2
 = 

2
a

2
 + 

2
b

2
 + 

2
c

2
 = 

2
(a

2
 + b

2
 + c

2
).  

.
11

)(1
222222

22222

cbacba
cba





   

 لضـل على (*) فى العلاقات بالتعويض عن و 

222222222 cba

c
N,

cba

b
M,

cba

a
L








 . 



       في ثلاثة أبعادالذندسة التحليلية                                              
__________________________________________________________ 

 

26 

 ملاحظات : 
 L1, M1, N1هما اعتتُ متتن جيتتوب بستتام الابذتتاه أحتتدعطينتتا لرمتتو ت   واضتتح أن قتتيم  – 1

نستب ابذتاه  a, b, cو إذا كانتت ي حيتث إنتوىذا أمتر طبيعت L1, -M1, -N1–والأخر  
  L1, M1, N1 وجيوب بسام ابذاى يالذ P1P2الدستقيم 

جيتتوب  يالتتذ P2P1نستتب ابذتتاه الدستتتقيم  أيضتتا   كتتونت a, b, cفتتإن نفتتس الكميتتات      
 . L1, -M1, -N1–بسام ابذاىو 

فتإن نستب  الفضتاء الثلاثتينقطتتان فى  P2(x2, y2, z2), P1(x1, y1, z1)إذا كانتت  – 2
 – x2 – x1, y2 – y1, z2 يىت P1P2ونستب ابذتاه  x1, y1, z1 يىتتكتون  OP1ابذتاه 

z1. 
يكتتون لذتتا نفتتس  ليإذا كانتتت الدستتتقيمات متوازيتتة فإنهتتا تشتتتًك فى زوايا الابذتتاه وبالتتتا – 3

 .(جيوب بسام الابذاهه )نسب الابذا
الفضتتتتتاء في آن واحتتتتتتد بصيتتتتتع جيتتتتتوب بستتتتتام الابذتتتتتاه للمستتتتتتقيم  فيلا يدكتتتتن أن تنعتتتتتتدم  – 4

cosحيث  الثلاثي
2 
 + cos

2
  + cos

2
  = 1. 

 :يىتكون  P1P2فإن جيوب بسام ابذاه  P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2)إذا كانت  – 5

21

12

21

12

21

12 cos,cos,cos
PP

zz

PP

yy

PP

xx 






  .   

ي ىتكون  P2P1جيوب بسام ابذاه وكذلك      
21

21

21

21

21

21 ,,
PP

zz

PP

yy

PP

xx 
  .              
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 :الفضاء الثلاثيفي  الزاوية بين مستقيمين – 6
 ,L2ختر الآوجيتوب بستام ابذتاه  L1, M2, N2تقيمتُ جيتوب بستام ابذتاه أحتدهما تنفترض مست

M2, N2  نرستتم متتن القطتتبO  ُمستتتقيمتOP1, OP2  متتان كمتتا يتتوازيان الدستتتقيمان الدعلو
  :بالرسم

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :تيجة الآتيةعطى من النبتُ الدستقيمتُ ت    الزاويةفإن 
: (3نتيجة)

212121cos NNMMLL  
  فيكون: OP1P2من الدثلث نقطتان   P2( x2, y2, z2), P1(x1, y1, z1)أن باعتبار: البرىان

 cos)OP)(OP(2OPOPPP 21

2

2

2

1

2

21
. 

   وحيث إن:
2

12

2

12

2

12

2

21 )()()( zzyyxxPP  . 

.cos))((2

)()()()()(

21

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

12

2

12

2

12

OPOP

zyxzyxzzyyxx




 

- 2x1x2 –2y1y2 – 2z1z2 = -2(OP1)(OP2) cos     , 

.

))(())(())((
))((

cos

212121

2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1

21

212121

NNMMLL

OP

z

OP

z

OP

y

OP

y

OP

x

OP

x

OPOP

zzyyxx






 
 

                    Z                  

                     

 

                             

                          P2 

 

                                      P1 

                         
                    O                                   Y 
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 ملاحظات: 
وجيتتوب بستتام ابذتتاه  L1, M1, N1شتترط تعامتتد مستتتقيمتُ جيتتوب بستتام ابذتتاه أحتتدهما  – 1

 ىو:  L2, M2, N2الآخر 
L1L2 + M1M2 + N1N2 = 0.      

نستب ابذتاه مستتقيم  a2, b2, c2وكانتت  نستب ابذتاه مستتقيم متا a1, b1, c1نت إذا كا – 2
 عطى بالعلاقة:ت   آخر فإن الزاوية بينهما 

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
cbacba

ccbbaa




 . 

 :  نسب اتجاه العمودي على مستقيمين معلومين – 7
 a2, b2, c2ونستب ابذتاه الأختر  a1, b1, c1نفرض مستقيمتُ معلتومتُ نستب ابذتاه أحتدهما 

   a, b, cراد إيجاد نسب ابذاه العمودي عليهما ولتكن وي  
 الدستقيمتُ الدعلومتُ أ  أن:  يواضح أنو يجب أن نشتًط عدم تواز 

a1 : b1 : c1  ≠ a2 : b2 : c2       

 :  يكونومن شرط التعامد 
a1a + b1b + c1c = 0, 

a2a + b2 b + c2c = 0. 

 . a, b, cبتُ الكميات كافيتان لإيجاد النسبة  وىاتان العلاقتان
  :نستنتج أنو على الأقل أحد المحدداتشرط عدم التوازي ومن 

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
,,

c

c

b

b

c

c

a

a

b

b

a

a
. 

 : لي يكونبالتافختتلف عن الـفر ىو الدالمحدد الأول  ليكنعن الـفر و  يكون لستلفا  
a1a + b1b = - c1c. 

a2a + b2b = - c2c. 

.

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

b

b

a

a

c

c

b

b

c

b

b

a

a

b

b

c

c

c

b

b

a

a

b

b

cc

cc

a 
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ثبات أن يدكن إ وبالدثل

2

1

2

1

2

1

2

1

b

b

a

a

a

a

c

c

cb  عتبار وبا
2

1

2

1

b

b

a

a
c  :ينتج  

.,,
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

b

b

a

a
c

a

a

c

c
b

c

c

b

b
a     

 نسب الابذاه العمودي على الدستقيمتُ الدعلومتُ.  ىذه ىيو 
 : الفضاء الثلاثيفي غير متقاطعين  مستقيمين معلومينطول أقصر بعُد بين  – 8

يستتتاوي طتتول مستتتقط الدستتتتقيم  P1P2, P3P4 علتتومتُالد طتتول أقـتتتر بعتتد بتتتتُ الدستتتتقيمتُ
الواصتتتل بتتتتُ أحتتتد جوانتتتب أطتتتراف الدستتتتقيمتُ علتتتى العمتتتودي عليهمتتتا ، ومتتتن ثم يستتتاوي 
حاصتتل ضتترب طتتول الدستتتقيم الواصتتل بتتتُ أحتتد جوانتتب أطتتراف الدستتتقيمتُ في جيتتب بستتام 

 انظر الشكل(:الزاوية بتُ ىذا الدستقيم الواصل وبتُ الدستقيم العمودي على الدستقيمتُ)
 
 
 
 
 
 

 فإن: P1P2, P3P4 الدعلومتُ أقـر بعد بتُ الدستقيمتُىو طول  Kوإذا كان 
)(cos 2121213131 NNMMLLPPPPK        

111 حيث ,, NML31جيوب بسام ابذاهPP أو جيوب بسام ابذاه(
42PP)  ، 

222حيثو  ,, NML.ُجيوب بسام ابذاه العمودي على الدستقيمت 

 

                                                                              P2 

   P1 

    
 

 

         P3                                                     P4  
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 أمثلة: 
   ؟ ,, زوايا ابذاىو الفضاء الثلاثيفي تية يوجد مستقيم الآأ  الحالات  في :(1مثال)

(i) 
3

2
,

3
,

4








  . 

(ii) 
4

3
,

4
,

3








 . 

 :الحل
   :ىو الفضاء الثلاثيفي زوايا ابذاه مستقيم ن ععبارة   ,,تكون يالشرط اللازم لك

cos
2
  + cos

2
  + cos

2
  = 1. 

(i)  1
2

1

2

1

2

1

3

2
cos

3
cos

4
cos

222

222 






 





















 

 . الفضاء الثلاثيفي  زوايا ابذاه مستقيم تكون ,, ا  إذو 

(ii) 1
4

5

2

1

2

1

2

1

4

3
cos

4
cos

3
cos

222

222 






 





















 

 .الفضاء الثلاثيفي  لا تكون زوايا ابذاه مستقيم ,, ا  إذو 
 P-(1, 1P ,(3 ,22 ,2)- (5 ,3أوجد جيوب بسام ابذاه الدستقيم الدار بالنقطتتُ :(2مثال)
 :الحل
cbaيى P1P2نسب ابذاه الدستقيم  لتكن ,,  

235,1)2(3,112  cba  

 :يى P1P2الدستقيم  تكون جيوب بسام ابذاه ليوبالتا

.
6

2

,
6

1

,
6

1

222

222

222
















cba

c
N

cba

b
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a
L
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  قطرين من أقطار الدكعب. أوجد الزاوية بتُ: (3مثال)
  :الحل

 خذ ثلاثة أوجو متعامدة من الدكعب منطبقة علىبأو aنفرض أن طول ضلع الدكعب 
 :مستويات الإحداثيات كما بالرسم

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

     P1P4, P3P6, P2P5, OP7ي كالتاليتكون أقطار الدكعب ى ليوبالتا
 كما يلي:   OP7, P2P5جد الزاوية بتُ القطرين ونو 

   a, -a, a– يى P2P5ونسب ابذاه ، a, a, aي ى OP7نسب ابذاه 
   بتُ قطري الدكعب ت عطى من: الزاوية ليوبالتا
]

3

1
[cos]

3
[cos]

)()()(
[cos 1

2

2
1

222222

1  








a

a

aaaaaa

aaaaaa
 . 

 .لمنفرجةلوالثانية  الحادة اهما للزاويةحد)موجبة وسالبة(إوواضح أنو لضـل على قيمتتُ

                  Z 

 

 

                      P5(0,0,a)       P4 

 

 

         P6                     P7(a,a,a) 

 

                     O                   P3            Y 

 

          

          P1                     P2(a,a,o) 

 

 

X 
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 :لعمودي على الدستو  الدار بالنقطابذاه اجيوب بسام أوجد  :(4مثال)

      P1(2, 3, -2), P2(1, -1, -1), P3(0, 1, 2) 

 :الحل
  الدستقيم العمودي على الدستتو  الدتار بالتنقط الدعطتاه يكتون ىتو العمتودي علتى الدستتقيمتُ

P1P2 , P1P3  حيث أنهما يقعا في نفس الدستو  الدار بالنقطP1,P2,P3  
cbaمودي ىي ولتكن نسب ابذاه ىذا الع ىي   P1P2ونسب ابذاه ,,

111 ,, cba   
ىي   P1P3نسب ابذاهو 

222 ,, cba   
1)2(1,431,121 111  cba    , 

4)2(2,231,220 222  cba      , 

6
2

4

2

1

2
2

1

4

1

14
4

1

2

4

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1























b
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 تكون: ابذاه العمودي على الدستو وإذا  جيوب بسام 

.
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أوجد طول أقـر ب عد بتُ مستقيمتُ في الفضاء الثلاثي نسب ابذاه  :(5)مثال
2,6,3ونسب ابذاه الأخر)5,4,3(ويدر بالنقطة 1,2,3أحدهما  3,6,4(بالنقطة ويدر( 

)5,4,3(,)3,6,4(لتكن :الحل 21 PP 
 
 
 
 

 ي عطى من العلاقة: الدعلومتُ بتُ الدستقيمتKُعدأقـر ب  طول 
)( 21212121 NNMMLLPPK  . 

حيث
111 ,, NMLجيوب بسام ابذاه

21PPوحيث ،
222 ,, NML جيتوب بستام ابذتاه العمتودي

 على الدستقيمتُ.
,39441)53()46()34( 222

21 PP  

,
3

2

3

53
,

3

2

3

46
,

3

1

3

34
111











 NML  

cbaيى الدستقيمتُ نسب ابذاه العمودي علىلتكن و  ,,   
,,1,2,3,,,2,6,3 ولتكن 222111  cbacba   وإذا: 

    

   P1 

  

          

          

            P2                                                      
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3
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 NNMMLLPPK

. 

4321 تقيمتُأوجد طول أقـر بعد بتُ الدس :(6)مثال , PPPP حيث:   
)4,4,2(,)5,3,0(,)5,3,2(,)2,1,4( 4321  PPPP . 

 :الحل
نسب ابذاهلتكن 

21PP يى
111 ,, cba 43ب ابذاهونسPP يى

222 ,, cba 
4321ونسب ابذاه العمودي على , PPPP يىcba ,, 
325,2)1(3,6)4(2 111  cba    , 

1)5(4,134,202 222  cba       , 
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 قيمتُ تكون:ابذاه العمودي على الدستوإذا  جيوب بسام 

,
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2
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,98149161631 PP  

 تكون:31PPابذاهوجيوب بسام 
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 NML  
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 تمارين
  P4(1, 0, 5), P3(-1, 2, 4), P2(4, 6, 3), P1(3, 4, 5)إذا كانت  -1

 .P3P4 الدستقيم على P1P2 الدستقيم فأوجد طول مسقط      
 .(1- ,5 ,1-) ,(3 ,1- ,1) ,(4 ,3 ,2-)رؤوسو  يد زوايا الدثلث الذأوج -2
 النقط: رؤوسو يبدون حساب أطوال أضلاع الدثلث الذ -3

       (1, 2, 6), (1, 6, 2), (4, 4, 0).  
 قائم الزاوية.برقق من أنو      

 . {4-,0,4} , {4,4,0-} , {4,0,4-} يإذا كانت نسب ابذاه أضلاع مثلث ى -4
 الأضلاع. يمتساو يكون أن الدثلث تحقق من ف

 :علما بأن P3P4 الدستقيم على عموديا   P1P2 الدستقيم بذعل تيال  قيمة عتُ   -5

        P1(-,-1,2), P2(0,2,4), P3(1,,1), P4( + 1,0,2) . 
  (1 ,6 ,4-)ويدر بالنقطة  1 ,2- ,2مستقيم نسب ابذاىو  -6

 .  أوجد نقطة تقاطعو مع مستويات الإحداثيات      
ويدر بالنقطة  1 ,2- ,2أوجد طول أقـر بعد بتُ مستقيمتُ أحدهما نسب ابذاىو  -7

 .(6 ,2 ,2-)ويدر بالنقطة  2- ,3 ,6والآخر نسب ابذاىو  (1 ,5 ,2)

 :حيث P1P2, P3P4طول أقـر بعد بتُ الدستقيمتُ أوجد  -8

P1(0, 2, 4), P2(3, 4, 5), P3(1, 0, 5), P4(4, 6, 3). 

------------------------------------------------ 
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 الباب الثانى
 الفضاء الثلاثيالدستوى والخط الدستقيم في 

 :الفضاء الثلاثيالدستوى في  – ولاً أ
 : الدستوى تعريف -1

 P1P2فإن بصيع نقط الدستقيم  P1, P2خذت عليو نقطتان الدستو  ىو السطح الذ  إذا أ  
 .تكون واقعة على السطح أيضا  

صحيح والعكس ،  تدل على مستو  x, y, zأي معادلة من الدرجة الأولى في : نظرية
 .x, y, zمعادلة أي مستو  تكون من الدرجة الأولى في  بدعتٌ أن 
 :بالـورة العامة x, y, zنفرض أن معادلة من الدرجة الأولى في : البرىان

ax + by + cz + d = 0    (1) 

 :إذا   (1)  على المحل الذندسي للمعادلةتُنقطت P2(x2, y2, z2), P1(x1, y1, z1)لتكنو 
ax1 + by1 + cz1 + d = 0 

      (2) 
ax2 + by2 + cz2 + d = 0 

بحيث  P1P2نقطة ما على الدستقيم  Pولتكن
2

1

2

1
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 لتعريفوطبقا لذلك على ( و 1برقق الدعادلة ) P( لصد أن النقطة 2ستختدام العلاقة )وبا
 ل مستو . ( بسث1الدعادلة ) فإن

عمودي على  P0Kونفرض أن  P0(x0, y0, z0)ولإثبات العكس نفرض مستو  يدر بنقطة 
  a,b,c ين نسب ابذاه العمودي ىأالدستو  و 

ىو يكون واضح أن الدستو  .أي نقطة عليو  P(x, y, z)ولإيجاد معادلة الدستو  نفرض 
 . P0P  P0Kالتى برقق الشرط  Pلنقطة لالمحل الذندسي 

 .  (z – z0) ,(y – y0) ,(x – x0) تكون P0Pإن نسب ابذاه وحيث 
a(x – x0) + b(y – y0) + c(z –z0) = 0 .  (3) 

ax + by + cz – (ax0 + by0 + cz0) = 0. 
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وتتحقق فقط بجميع نقط الدستو   x, y, zمعادلة من الدرجة الأولى في  (3)واضح أن و 
 معادلة الدستو .  يفه ليوبالتا
  تائجنملاحظات و: 
وىذا  ، ثوابت يدكن اختزالذا إلى ثلاثة ثوابت مستقلة أربعة مل علىت( تش1الدعادلة ) -1

 يتحدد بثلاث شروط مستقلة. الفضاء الثلاثيأن الدستو  في  تٍيع
 ,aيو ىي ابذاه العمودي علونسب  P(x1, y1, z1) نقطةليدر باالذي ستو  الدمعادلة  -2

b, c  تكون على الـورةa(x –x1) + b(y – y1) + c(z – z1) = 0 

 (L,M,N)جيوب بسام ابذاىو  a1, b1, c1شرط توازي الدستقيم الذي نسب ابذاىو  -3

 aa1+bb1+cc1=0 (aL+bM+cN=0.)ىو:  ax+by+cz+d=0للمستو        
 تكون: a1x+b1y+c1z+d1=0 , a2x+b2y+c2z+d2=0بتُ الدستويتُ  الزاوية  -4
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 ىو: a1x+b1y+c1z+d1=0 , a2x+b2y+c2z+d2=0ستويتُ شرط توازي الد -5

 a1:b1:c1=a2:b2:c2 

 تساوي: a1x+b1y+c1z+d1=0 , a2x+b2y+c2z+d2=0والدسافة بتُ الدستويتُ 
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 ىو: a1x+b1y+c1z+d1=0 , a2x+b2y+c2z+d2=0شرط تعامد الدستويتُ  -6

 a1a2+b1b2+c1c2=0 

},,{,},,{إذا كانت -7 222111 cbacba  نسب ابذاه مستقيمتُ معلومتُ ، وكانت
},,{ cba :نسب ابذاه العمودي عليهما ومن شرط التعامد يكون  
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 :أمثلة 
على  ويكون عموديا    ,1 ,0)-(1تو  الذ  يدر بالنقطة توجد معادلة الدسأ :(1مثال)

 . P1(1, -1, 2), P2(3, -4, 1)حيث  P1P2الدستقيم 
 :الحل

تكون  a, b, cيو ىي ابذاه العمودي علونسب  (x1, y1, z1)ستو  يدر بالنقطة الدمعادلة 
 :على الـورة

a(x –x1) + b(y – y1) + c(z – z1) = 0. 

 :تكون P1P2ونسب ابذاه العمودي 
a = 3 – 1 = 2,  b = -4 + 1 = -3,  c = 1 – 2 = -1. 

  ة:الدستو  الدطلوبفتكون معادلة 
2(x–0)+(-3)(y–1)+(-1)(z-(-1)) = 0. 

2x-3y-z+2=0. 

 :حيث 4P3Pويوازي الدستقيم  P1P ,2أوجد معادلة الدستو  الدار بالنقطتتُ : (2مثال)
P1(0, 1, 0), P2(2, 0, 1), P3(3, 0, 0), P4(0, 2, 2).  

 : الحل
فيكون العمودي على  P3P4ويوازي الدستقيم   P1, P2تتُحيث إن الدستو  يدر بالنقط

  P1P2 , P3P4الدستو  ىو العمودي على الدستقيمتُ 
 1,1-,2تكون  P1P2 ونسب ابذاه 

  2 ,2 ,3–تكون  P3P4ونسب ابذاه  
 تكون نسب ابذاه العمودي عليهما )العمودي على الدستو ( ىي: ليوبالتا

.1
23

12
,7

32

21
,4

22

11











 cba  

 1 ,7- , 4 –ون معادلة الدستو  الدطلوب بدعلومية نسب ابذاه العمودي عليو تكومن ثم 
 ىي: P1(0, 1, 0)ويدر بالنقطة 

- 4 (x – 0) – 7(y – 1) + 1(z – 0) = 0. 

4x + 7y – z – 7 = 0. 
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على  ويكون عموديا    ,1)-(5 ,1وجد معادلة الدستو  الذ  يدر بالنقطة أ :(3مثال)
 . 2x – y + 3z – 1 = 0,   x + 2y + z = 0الدستويتُ  

 :الحل
  :تكون a,b,cونسب ابذاه العمودي عليو  (5 ,1- ,1)معادلة الدستو  الذ  يدر بالنقطة 

a(x – 1) + b(y + 1) + c(z – 5) = 0. 

فيكون العمودي على الدستو  عمودي على كل من الدستويتُ الدعطيتُ  حيث إنو 
 : ستويتُ الدعطيتُ وشرط ذلك ىوالدستو  الدطلوب موازيا  لكل من الد

2a – b + 3c = 0. 

a + 2b + c = 0. 

5
21

12
c.1

11

23
b,7

12

31
a 





 . 

 تكون معادلة الدستو  الدطلوب ىي: على ذلك و 
-7(x – 1) + (y + 1) + 5 (z – 5) = 0. 

-7x + y + 5z – 17 = 0. 

 : صور خاصة لدعادلة الدستوى – 2
 : ط معلومةمعادلة الدستوى الدار بثلاث نق –أ 

  P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2), P3(x3, y3, z3)نفرض النقط الثلاث 
 تكون بالـورة :  P1معادلة أي مستو  يدر بالنقطة 

a(x- x1) + b(y – y1) + c(z – z1) = 0   

  :فنحـل على P2, P3الدستو  بالنقطتتُ ىذا فإذا مر 
a(x2 – x1) + b(y2 – y1) + c(z2 – z1) = 0. 

a(x3 – x1) + b(y3 – y1) + c(z3 – z1) = 0. 

 بتُ الدعادلات لضـل على:  a, b, cبحذف الدعاملات الثلاثة و 

0
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.   

من الدرجة الأولى معادلة ا )حيث إنه P1, P2, P3وىذه ىي معادلة الدستو  الدار بالنقط 
 (. P1, P2, P3 ها النقطققبرو  x, y, zفي 
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 قوع النقط:شرط و  :نتيجة
 P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2), P3(x3, y3, z3),  P4(x4, y4, z4)  

 في مستو  واحد ىو: 
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 :الإحداثياتيقطعها من محاور  تيأطوال الأجزاء اللومية معادلة الدستوى بمع –ب 
321نفرض أن الأجزاء الدقطوعة من المحاور ىي ,, aaa أي أن الدستو  يدر بالنقط: 

),0,0(),0,,0(),0,0,( 321 aaa  

  :كما بالرسم
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 ىي:الدستو   ةوبذلك تكون معادل
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 :أي أن
 321213132 aaazaayaaxaa   .  

                    Z                  

                     

 

                             

                 (0,0,a3) 
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0321فإذا كانت aaa  على الـورة تـبحالسابقة فإن الدعادلة: 
1

321


a

z

a

y

a

x
.       

 ونتائج ملاحظات: 
321إذا كان أحد الأجزاء -1 ,, aaa  وكان الجزءان الآخران مساويان ، لا يساو  الـفر

بسر بنقطة  تييدر الدستو  بنقطة الأصل ومعادلة الدستويات ال ليلتاللـفر ، وبا
 الأصل تكون على الـورة: 

0 czbyax .    
0وعندئذ 1aفإن OX المحور ا واز  الدستو  أحد المحاور وليكنإذ -2

1


a

x  

 على الـورة: السابقةتـبح الدعادلة ، ومن ثم المحدودة  x لجميع قيم
1

32


a

z

a

y
. 

32بأجزاء OY,OZويقطع المحاور  OXمستو  يوازي المحوربسثل عادلة الد ىذهو       ,aa 
 : الدعادلتتُكون توبالدثل ، على التًتيب      

1,1
2131


a

y

a

x

a

z

a

x
. 

31 بأجزاء OX,OZويقطع المحاور  OYمعادلة مستو  يوازي المحور بسثلان       ,aa   
  OX,OYويقطع المحاور  OZور معادلة مستو  يوازي المح، و  على التًتيب     
بأجزاء     

21,aa على التًتيب. 
1axالدعادلة -3   مستو  يوازي الدستو   الفضاء الثلاثيبسثل فيYOZ  ويقطع المحور

OX في جزء طولو
1a. 
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 :معادلة الدستوى في الصورة العمودية -ج 
جيوب  L, M, Nطول العمود النازل من نقطة الأصل على الدستو  وأن  Rنفرض أن 

321بفرض أن، و  بسام ابذاه ىذا العمود ,, aaa تو  من تىي الأجزاء التى يقطعها الدس
 لصد أن:)انظر الرسم السابق(  OX,OY,OZ المحاور

 
321

,,
a

R
N

a

R
M

a

R
L  . 

1 وبالتعويض في الدعادلة
321


a

z

a

y

a

x 321 عن قيم ,, aaa :لضـل على  

1
R

Nz

R

My

R

Lx
 . 

  :أي أن
Lx + My + Nz = R.    

 . R > 0ىي معادلة الدستو  في الـورة العمودية حيث وىذه 
 ونتائج ملاحظات: 
معادلة  انتكإذا وقعت نقطة الأصل في منتـف البعد بتُ مستويتُ متوازيتُ و  -1

عطى فإن الدستو  الأخر ي   Lx + My + Nz = Rفي الـورة العمودية  أحدهما
 Lx - My - Nz = R بالدعادلة

0لدستو لدعادلة االـورة العمودية  -2 dczbyax : تكون 
0

222






cba

dczbyax
.    

 :الدستو  مساويا  ىذا ويكون طول العمود النازل من نقطة الأصل على 

222 cba

d


. 
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 ،  ,1)-(1 ,1أوجد أطوال الأجزاء الدقطوعة من المحاور بدستو  يدر بالنقطة : (4مثال)
 . 3x – 4y + 5z + 2 = 0ويوازي الدستو  

 : الحل
 
 
 عطى تكون بالـورة:معادلة الدستو  الذ  يوازي الدستو  الد

3x – 4y – 5z + d = 0. 

   d = - 12 فإن (1 ,1- ,1)بالنقطة ىذا الدستو  فإذا مر 
  ىي:الدستو  الدطلوب ومن ثم تكون معادلة 

3x - 4y + 5z – 12 = 0. 

.1

5

1234





zyx
 

تكون أطوال الأجزاء الدقطوعة من المحاور ىي  ليوبالتا
5

12
,3,4  . 

بأجزاء أطوالذا الاحداثيات أوجد الـورة العمودية للمستو  الذ  يقطع لزاور  :(5مثال)
  1- ,1 ,2-على التًتيب ىي 

 : الحل
 معادلة الدستو  بدعلومية الأجزاء الدقطوعة تكون: 

.222

.1
112









zyx

zyx

 

 وبذلك تكون الـورة العمودية للمستو  ىي:

441

2

441

22








 zyx
. 

 ار الإشارة السالبة ليكون الطرف الأيدن موجب: يختوبا
.

3

2

3

2

3

2

3

1
 zyx  

قطة الأصل تكون ىي نابذاه وطول العمود النازل على الدستو  من جيوب بسام أي أن 
على التًتيب:

3

2
,

3

2
,

3

2
,

3

1
 RNML. 
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 :طول العمود النازل على مستوى معلوم من نقطة معلومة – 3
 ، عطى بالـورة العموديةم   R > 0حيث  Lx + My + Nz = Rنفرض أن الدستو  

 طة الدعلومة. النق P(x1, y1, z1)ونفرض أن 
 Pإحد  نقط الدستو  فإن طول العمود النازل من النقطة  P0(x0, y0, z0)فإذا كانت 

على العمود على  P0P1لقيمة العددية لدسقط ل يكون مساويا   R1على الدستو  وليكن 
 : أي أن الدستو 

        .1110101011 RNzMyLxzzNyyMxxLR   

 انبيجأحد قط الواقعة على تكون موجبة لجميع الن ax + by + cz + dالدالة : نظرية
 وتكون سالبة لجميع النقط في الجانب الآخر. ax + by + cz + d = 0الدستو  
 :تقعان على جانبى الدستو  P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2)نفرض النقطتتُ : البرىان

ax + by + cz + d = 0 . 
 يثبح P نقطة يقطع الدستو  في P1P2ونفرض أن 

2

1

2

1






PP

PP 

.,,
21

1221

21

1221

21

1221

































 zzyyxx
P . 

 تقع على الدستو  فإنها برقق معادلتو أي أن:  Pوحيث إن 

a(1x2 + 2x1) +b(1y2 + 2y1) + c(1z2 + 2z1) + d(1 + 2) = 0. 

1(ax2 + by2 + cz2 + d) + 2(ax1 + by1 + cz1 + d) = 0. 

)(
222

111

2

1

dczbyax

dczbyax









.   

النسبةي تكون ولك
2

1



 الكميتان، لابد أن تكون  موجبة: 

dczbyaxdczbyax  222111 ,  
 لستلفان في الإشارة.
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على الدستو   (1,0,2) ,(0,0,0)العمودين النازلتُ من النقطتتُ  ليأوجد طو  :(6مثال)
x–2y+2z– 4=0  . ووضح أن ىاتتُ النقطتتُ تقعان في جهتتُ لستلفتتُ من الدستو 

 : الحل
 على الدستو   (2 ,0 ,1) ,(0 ,0 ,0) النقطتتُ هما أطوال العمودين من R0, R1أن نفرض

     
3

4

3

4

441

4020201








 oR , 

3

1

3

1

441

4)2(2)0(2)1(1
1 




 R . 

في تقعان  (2 ,0 ,1) ,(0 ,0 ,0)لستلفتتُ في الإشارة أي أن النقطتتُ  Ro, R1وواضح أن 
 طى.جهتتُ لستلفتتُ من الدستو  الدع  

 :الدنصفان للزاوية الزوجية بين مستويين معلومينالدستويان  – 4
0,0 نفرض أن 22221111  dzcybxadzcybxa.ُمستويتُ معلومت 

 في  ىو المحل الذندسي لنقطةيكون الدستويتُ ىذين الدستو  الدنـف للزاوية الزوجية بتُ 
 بعدىا عن الدستو  الثاني. يبحيث يكون بعدىا عن الدستو  الأول يساو  الفضاء الثلاثي

  انظر الشكل(:)
 
 

 
 
 
 
 

),,(إذا كانت وأي أن P  :نقطة على الدستو  الدنـف فإن 

2

2

2

2

2

2
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2

1
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1
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),,(أن النقطة يأ P   برقق إحد  الدعادلتتُ:  دائما 

2

2

2

2

2

2

2222

2

1

2

1

2

1

1111

cba

dzcxbxa

cba

dzcybxa









.  

 وية الزوجية بتُ الدستويتُ الدعلومتُ. الدستويتُ الدنتـفتُ للزا تىوهما معادل
 : يمتعامدان لأن نسب ابذاه أحدهما ى يكونا تُالدستويىذين وواضح أن 

122112211221 ,, kckckbkbkaka  . 

 : يونسب ابذاه الآخر ى
122112211221 ,, kckckbkbkaka  . 

2حيث 

2

2

2

2

22

2

1

2

1

2

11 , cbakcbak  . 
 تُ:لزوجية بتُ الدستويأوجد معادلتى الدستويتُ الدنـفتُ للزاوية ا :(7مثال)

x + 2y – 2z + 3 = 0 ,   2x – y + 2z = 4. 

 :الحل
 طيتُ ت عطيان من:الدستويتُ الدنتـفتُ للزاوية الزوجية بتُ الدستويتُ الدع تىمعادل

414

422

441

322








 zyxzyx
.  

0743,013تكونا الدعادلتتُ وإذا    zyxyx 
 :معلومين مستويينمعادلة أي مستوى يمر بخط تقاطع  – 5

0,0 نفرض أن 22221111  dzcybxadzcybxa ُمستويتُ معلومت
 وغتَ متوازيتُ.

 تكون على الـورة:  همامعادلة الدستو  الدار بخط تقاطع
0)()( 2222211111  dzcybxadzcybxa  .  

 ثابتان لا يساويان الـفر في آن واحد. ,21حيث
 ع الدستويتُ: أوجد الدستو  الدار بخط تقاط :(8مثال)

x + y + z – 3 = 0 ,    x – 2y + 3z + 4 = 0. 

 . لثانيعلى الدستو  ا ويكون عموديا  
 : الحل



       في ثلاثة أبعادالذندسة التحليلية                                              
__________________________________________________________ 

 

48 

 : على الـورة معادلة الدستو  الدار بخط تقاطع الدستويتُ تكون
1(x + y + z – 3) + 2( x – 2y + 3z + 4) = 0.  (*) 

(1 + 2) x + (1 – 2 2) y + (1 + 3 2) z + (-31 + 42) = 0. 

  x – 2y + 3z + 4 = 0على الدستو   يكون ىذا الدستو  عموديا   يولك
 يجب أن يتحقق الشرط: 

(1 + 2) –2 (1 - 22) + 3 (1 + 32) = 0. 

 لضـل على: (*)وبالتعويض في الدعادلة ،  1 = - 72وبالتالي لضـل على 
-72(x + y + z - 3) + 2(x – 2y + 3z + 4) = 0. 

 : يتكون معادلة الدستو  الدطلوب ى 2 = 1وبوضع 
6x + 9y + 4z – 25 = 0. 

 تُ:أوجد معادلة الدستو  الدار بخط تقاطع الدستوي :(9مثال)
3x + 2y – 5z + 1 = 0 ,   x – 5y – z – 3 = 0. 

 . ولالدستو  الأ على ويكون عموديا  
 : الحل

 معادلة الدستو  الدطلوب تكون على الـورة:
1(3x + 2y – 5z + 1) + 2(x – 5y – z- 3) = 0. 

(31 + 2) x + (21 - 52) y + (-51 - 2) z + (1 - 32) = 0. 

 : ىمن شرط التعامد لضـل علو 
 3(31 + 2) + 2(21 - 52) –5 (-51 -2) = 0. 

 381 - 22 = 0  2 = 191. 

 وبالتعويض لضـل على:
1[(3 + 18) x + (2 – 72) y + (-5 – 18) z + (1 – 54)] = 0. 

 :يتكون الدعادلة الدطلوبة ى 1 = 1وباختيار 
21 x – 70 y – 23 z – 53 = 0. 
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 :الفضاء الثلاثيوضع ثلاثة مستويات بالنسبة لبعضها في  – 6
 نفرض أن لدينا ثلاثة مستويات: 

a1x + b1y + c1z + d1 = 0, 

a2x + b2y + c2z + d2 = 0, 

a3x + b3y + c3z + d3 = 0. 

 : الفضاء الثلاثيوجد خمس حالات لستلفة لشكنة لوضع ىذه الدستويات لبعضهما في ت  
 شرط:إذا برقق الانطباق الدستويات الثلاثة على بعضها  –أ 

a1:b1:c1:d1= a2:b2:c2:d2 = a3:b3:c3:d3. 

 شرط: إذا برقق التتواز  الدستويات الثلاثة  –ب 
a1:b1:c1= a2:b2:c2 = a3:b3:c3 . 

يكون و  الفضاء الثلاثيتتقاطع الدستويات الثلاثة في خط مستقيم في الجزء المحدد من  –ج 
 بذعل الدستو : شرط التقاطع ىو وجود قيمة عددية 

a1x + b1y + c1z + d1 +  (a2x + b2y + c2z + d2) = 0. 

 ينطبق مع الدستو  الثالث أي أن:      

3

21

3

21

3

21

3

21

d

dd

c

cc

b

bb

a

aa  









. 

 تتقاطع الدستويات الثلاثة في نقطة واحدة إذا برقق الشرط:  – د

0

cba

cba

cba

333

222

111

 . 

ليس للمستويات الثلاثة أي نقطة مشتًكة ويحدث ذلك إذا كان خط تقاطع  –ىت 
 مستويان من الدستويات الثلاثة يوازي الدستو  الثالث.
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 :أن الدستويات الثلاثة برقق من: (11مثال)

2x – y + 5 z –1 = 0, 

x + 3y + z – 4 = 0, 

6x + 11 y + 9 z – 17 = 0. 

 تتقاطع في خط مستقيم. 
 :الحل

 تكون: يدر بخط تقاطع الدستويتُ الأول والثاني معادلة الدستو  الذي  
2x – y + 5z – 1 + (x + 3y + z – 4) = 0  
(2 - ) x + (-1 + 3) y + (5 + ) z + (-1 - 4) = 0.  (*) 

مع معادلة  (*)تقاطع الدستويات الثلاثة في خط مستقيم يجب أن تنطبق الدعادلة ولكى ت
 أي يتحقق: الدستو  الثالث

17

41

9

5

11

33

6

2 









.   (**) 

  (**)برقق العلاقة   = 4وواضح أن القيمة العددية 
 وبالتالي تتقاطع الدستويات الثلاثة في خط مستقيم. 

 نــتماري
 بأن من منتـفو علما   P1P2و  العمودي على أوجد معادلة الدست -1

  P1(-3, -1, 4), P2(1, 5, 6). 
إذا كانت  -2

3

2
,

4





  زاويتتُ من زوايا ابذاه العمودي على الدستو  الدار

 وجد معادلة الدستو .فا (2 ,1 ,3)بالنقطة 
 OYور ويقطع من المح 2x – y + z = 0للمستو   يأوجد معادلة الدستو  الدواز  -3

 .وحدات 3جزء طولو 
  (1 ,2- ,3-) ,(3 ,3 ,2-) ,(2- ,1 ,1-) ,(4- ,2 ,0)أن النقط برقق من  -4

 وأوجد معادلتو. ، تقع في مستو  واحد       
  4x + y + 8z + 39 = 0للمستو   يأوجد معادلة الدستو  الدواز  -5

 وحدات.  7ويبعد عنو        



       في ثلاثة أبعادالذندسة التحليلية                                              
__________________________________________________________ 

 

51 

بحيث يكون بعدىا عن  ضاء الثلاثيالفي لنقطة تتحرك في تأوجد المحل الذندس -6
 = 4x – 8y + z – 9ضعف بعدىا عن الدستو   x + 2y + 2z – 6 = 0تو  تالدس

0. 
 : فيما يلي أوجد الزاوية الحادة بتُ كل من الدستويتُ -7

(i) 2x – y + 2z – 10 = 0,   4x + y + z – 7 = 0. 

(ii) 5x + 3y – 4z + 14 = 0,   x – 4y – z + 12 = 0. 

(iii) 3x + 4y – 16 = 0,    4y – 2z – 5 = 0.  
  (2 ,4 ,0) ,(1 ,0 ,8)أوجد معادلات الدستويات التى بسر بالنقطتتُ  -8

وتـنع زاوية      
4

   2مع الدستوx – y + 2z – 7 = 0. 

 
  :الدار بخط تقاطع الدستويتُو  (1 ,2- ,3)أوجد معادلة الدستو  الدار بالنقطة  -9

 3y – 2z – 4 = 0,   x + y + 4z + 6 = 0. 
  :وعمودي على كل من الدستويتُ (2 ,2- ,1)أوجد معادلة الدستو  الدار بالنقطة   -12

  3x – 3y + z = 0,   2x + 4y – 5z + 1 = 0. 
- ,2)ويدر بالنقطة   x – y + z = 0تو  تتو  العمودي على الدستأوجد معادلة الدس  -11

 .(1- ,3 ,2)لدار بنقطة الأصل والنقطة ويوازي الدستقيم ا  (1 ,1
------------------------------------------ 
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 الباب الثانى
 الفضاء الثلاثيالدستوى والخط الدستقيم في 

 :الفضاء الثلاثيالدستوى في  – ولاً أ
 : الدستوى تعريف -1

 P1P2فإن بصيع نقط الدستقيم  P1, P2خذت عليو نقطتان الدستو  ىو السطح الذ  إذا أ  
 .تكون واقعة على السطح أيضا  

صحيح والعكس ،  تدل على مستو  x, y, zأي معادلة من الدرجة الأولى في : نظرية
 .x, y, zمعادلة أي مستو  تكون من الدرجة الأولى في  بدعتٌ أن 
 :بالـورة العامة x, y, zنفرض أن معادلة من الدرجة الأولى في : البرىان

ax + by + cz + d = 0    (1) 

 :إذا   (1)  على المحل الذندسي للمعادلةتُنقطت P2(x2, y2, z2), P1(x1, y1, z1)لتكنو 
ax1 + by1 + cz1 + d = 0 

      (2) 
ax2 + by2 + cz2 + d = 0 

بحيث  P1P2نقطة ما على الدستقيم  Pولتكن
2

1

2

1

PP

PP




  























21

1221

21

1221

21

1221 zz
,

yy
,

xx
)z,y,x(P . 

 لتعريفوطبقا لذلك على ( و 1برقق الدعادلة ) P( لصد أن النقطة 2ستختدام العلاقة )وبا
 ل مستو . ( بسث1الدعادلة ) فإن

عمودي على  P0Kونفرض أن  P0(x0, y0, z0)ولإثبات العكس نفرض مستو  يدر بنقطة 
  a,b,c ين نسب ابذاه العمودي ىأالدستو  و 

ىو يكون واضح أن الدستو  .أي نقطة عليو  P(x, y, z)ولإيجاد معادلة الدستو  نفرض 
 . P0P  P0Kالتى برقق الشرط  Pلنقطة لالمحل الذندسي 

 .  (z – z0) ,(y – y0) ,(x – x0) تكون P0Pإن نسب ابذاه وحيث 
a(x – x0) + b(y – y0) + c(z –z0) = 0 .  (3) 

ax + by + cz – (ax0 + by0 + cz0) = 0. 
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وتتحقق فقط بجميع نقط الدستو   x, y, zمعادلة من الدرجة الأولى في  (3)واضح أن و 
 معادلة الدستو .  يفه ليوبالتا
  تائجنملاحظات و: 
وىذا  ، ثوابت يدكن اختزالذا إلى ثلاثة ثوابت مستقلة أربعة مل علىت( تش1الدعادلة ) -8

 يتحدد بثلاث شروط مستقلة. الفضاء الثلاثيأن الدستو  في  تٍيع
 ,aيو ىي ابذاه العمودي علونسب  P(x1, y1, z1) نقطةليدر باالذي ستو  الدمعادلة  -9

b, c  تكون على الـورةa(x –x1) + b(y – y1) + c(z – z1) = 0 

 (L,M,N)جيوب بسام ابذاىو  a1, b1, c1شرط توازي الدستقيم الذي نسب ابذاىو  -12

 aa1+bb1+cc1=0 (aL+bM+cN=0.)ىو:  ax+by+cz+d=0للمستو        
 تكون: a1x+b1y+c1z+d1=0 , a2x+b2y+c2z+d2=0بتُ الدستويتُ  الزاوية  -11
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 . 

 ىو: a1x+b1y+c1z+d1=0 , a2x+b2y+c2z+d2=0ستويتُ شرط توازي الد -12

 a1:b1:c1=a2:b2:c2 

 تساوي: a1x+b1y+c1z+d1=0 , a2x+b2y+c2z+d2=0والدسافة بتُ الدستويتُ 
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. 

 ىو: a1x+b1y+c1z+d1=0 , a2x+b2y+c2z+d2=0شرط تعامد الدستويتُ  -13

 a1a2+b1b2+c1c2=0 

},,{,},,{إذا كانت -14 222111 cbacba  نسب ابذاه مستقيمتُ معلومتُ ، وكانت
},,{ cba :نسب ابذاه العمودي عليهما ومن شرط التعامد يكون  

.0

,0

222

111





ccbbaa

ccbbaa
 

,,. ويكون:    
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 :أمثلة 
على  ويكون عموديا    ,1 ,0)-(1تو  الذ  يدر بالنقطة توجد معادلة الدسأ :(1مثال)

 . P1(1, -1, 2), P2(3, -4, 1)حيث  P1P2الدستقيم 
 :الحل

تكون  a, b, cيو ىي ابذاه العمودي علونسب  (x1, y1, z1)ستو  يدر بالنقطة الدمعادلة 
 :على الـورة

a(x –x1) + b(y – y1) + c(z – z1) = 0. 

 :تكون P1P2ونسب ابذاه العمودي 
a = 3 – 1 = 2,  b = -4 + 1 = -3,  c = 1 – 2 = -1. 

  ة:الدستو  الدطلوبفتكون معادلة 
2(x–0)+(-3)(y–1)+(-1)(z-(-1)) = 0. 

2x-3y-z+2=0. 

 :حيث 4P3Pويوازي الدستقيم  P1P ,2أوجد معادلة الدستو  الدار بالنقطتتُ : (2مثال)
P1(0, 1, 0), P2(2, 0, 1), P3(3, 0, 0), P4(0, 2, 2).  

 : الحل
فيكون العمودي على  P3P4ويوازي الدستقيم   P1, P2تتُحيث إن الدستو  يدر بالنقط

  P1P2 , P3P4الدستو  ىو العمودي على الدستقيمتُ 
 1,1-,2تكون  P1P2 ونسب ابذاه 

  2 ,2 ,3–تكون  P3P4ونسب ابذاه  
 تكون نسب ابذاه العمودي عليهما )العمودي على الدستو ( ىي: ليوبالتا

.1
23

12
,7

32

21
,4

22

11











 cba  

 1 ,7- , 4 –ون معادلة الدستو  الدطلوب بدعلومية نسب ابذاه العمودي عليو تكومن ثم 
 ىي: P1(0, 1, 0)ويدر بالنقطة 

- 4 (x – 0) – 7(y – 1) + 1(z – 0) = 0. 

4x + 7y – z – 7 = 0. 
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على  ويكون عموديا    ,1)-(5 ,1وجد معادلة الدستو  الذ  يدر بالنقطة أ :(3مثال)
 . 2x – y + 3z – 1 = 0,   x + 2y + z = 0الدستويتُ  

 :الحل
  :تكون a,b,cونسب ابذاه العمودي عليو  (5 ,1- ,1)معادلة الدستو  الذ  يدر بالنقطة 

a(x – 1) + b(y + 1) + c(z – 5) = 0. 

فيكون العمودي على الدستو  عمودي على كل من الدستويتُ الدعطيتُ  حيث إنو 
 : ستويتُ الدعطيتُ وشرط ذلك ىوالدستو  الدطلوب موازيا  لكل من الد

2a – b + 3c = 0. 

a + 2b + c = 0. 

5
21

12
c.1

11

23
b,7

12

31
a 





 . 

 تكون معادلة الدستو  الدطلوب ىي: على ذلك و 
-7(x – 1) + (y + 1) + 5 (z – 5) = 0. 

-7x + y + 5z – 17 = 0. 

 : صور خاصة لدعادلة الدستوى – 2
 : ط معلومةمعادلة الدستوى الدار بثلاث نق –أ 

  P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2), P3(x3, y3, z3)نفرض النقط الثلاث 
 تكون بالـورة :  P1معادلة أي مستو  يدر بالنقطة 

a(x- x1) + b(y – y1) + c(z – z1) = 0   

  :فنحـل على P2, P3الدستو  بالنقطتتُ ىذا فإذا مر 
a(x2 – x1) + b(y2 – y1) + c(z2 – z1) = 0. 

a(x3 – x1) + b(y3 – y1) + c(z3 – z1) = 0. 

 بتُ الدعادلات لضـل على:  a, b, cبحذف الدعاملات الثلاثة و 

0

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

131313

121212

111









.   

من الدرجة الأولى معادلة ا )حيث إنه P1, P2, P3وىذه ىي معادلة الدستو  الدار بالنقط 
 (. P1, P2, P3 ها النقطققبرو  x, y, zفي 
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 قوع النقط:شرط و  :نتيجة
 P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2), P3(x3, y3, z3),  P4(x4, y4, z4)  

 في مستو  واحد ىو: 

0

141414

131313

121212









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. 

 :الإحداثياتيقطعها من محاور  تيأطوال الأجزاء اللومية معادلة الدستوى بمع –ب 
321نفرض أن الأجزاء الدقطوعة من المحاور ىي ,, aaa أي أن الدستو  يدر بالنقط: 

),0,0(),0,,0(),0,0,( 321 aaa  

  :كما بالرسم
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 ىي:الدستو   ةوبذلك تكون معادل
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 :أي أن
 321213132 aaazaayaaxaa   .  
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                     O            (0,a2,0)          Y 

 

         (a1,0,0) 

 

 

X 



       في ثلاثة أبعادالذندسة التحليلية                                              
__________________________________________________________ 

 

57 

0321فإذا كانت aaa  على الـورة تـبحالسابقة فإن الدعادلة: 
1

321


a

z

a

y

a

x
.       

 ونتائج ملاحظات: 
321إذا كان أحد الأجزاء -4 ,, aaa  وكان الجزءان الآخران مساويان ، لا يساو  الـفر

بسر بنقطة  تييدر الدستو  بنقطة الأصل ومعادلة الدستويات ال ليلتاللـفر ، وبا
 الأصل تكون على الـورة: 

0 czbyax .    
0وعندئذ 1aفإن OX المحور ا واز  الدستو  أحد المحاور وليكنإذ -5

1


a

x  

 على الـورة: السابقةتـبح الدعادلة ، ومن ثم المحدودة  x لجميع قيم
1

32


a

z

a

y
. 

32بأجزاء OY,OZويقطع المحاور  OXمستو  يوازي المحوربسثل عادلة الد ىذهو       ,aa 
 : الدعادلتتُكون توبالدثل ، على التًتيب      

1,1
2131


a

y

a

x

a

z

a

x
. 

31 بأجزاء OX,OZويقطع المحاور  OYمعادلة مستو  يوازي المحور بسثلان       ,aa   
  OX,OYويقطع المحاور  OZور معادلة مستو  يوازي المح، و  على التًتيب     
بأجزاء     

21,aa على التًتيب. 
1axالدعادلة -6   مستو  يوازي الدستو   الفضاء الثلاثيبسثل فيYOZ  ويقطع المحور

OX في جزء طولو
1a. 
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 :معادلة الدستوى في الصورة العمودية -ج 
جيوب  L, M, Nطول العمود النازل من نقطة الأصل على الدستو  وأن  Rنفرض أن 

321بفرض أن، و  بسام ابذاه ىذا العمود ,, aaa تو  من تىي الأجزاء التى يقطعها الدس
 لصد أن:)انظر الرسم السابق(  OX,OY,OZ المحاور

 
321

,,
a

R
N

a

R
M

a

R
L  . 

1 وبالتعويض في الدعادلة
321


a

z

a

y

a

x 321 عن قيم ,, aaa :لضـل على  

1
R

Nz

R

My

R

Lx
 . 

  :أي أن
Lx + My + Nz = R.    

 . R > 0ىي معادلة الدستو  في الـورة العمودية حيث وىذه 
 ونتائج ملاحظات: 
معادلة  انتكإذا وقعت نقطة الأصل في منتـف البعد بتُ مستويتُ متوازيتُ و  -3

عطى فإن الدستو  الأخر ي   Lx + My + Nz = Rفي الـورة العمودية  أحدهما
 Lx - My - Nz = R بالدعادلة

0لدستو لدعادلة االـورة العمودية  -4 dczbyax : تكون 
0

222






cba

dczbyax
.    

 :الدستو  مساويا  ىذا ويكون طول العمود النازل من نقطة الأصل على 

222 cba

d


. 
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 ،  ,1)-(1 ,1أوجد أطوال الأجزاء الدقطوعة من المحاور بدستو  يدر بالنقطة : (4مثال)
 . 3x – 4y + 5z + 2 = 0ويوازي الدستو  

 : الحل
 
 
 عطى تكون بالـورة:معادلة الدستو  الذ  يوازي الدستو  الد

3x – 4y – 5z + d = 0. 

   d = - 12 فإن (1 ,1- ,1)بالنقطة ىذا الدستو  فإذا مر 
  ىي:الدستو  الدطلوب ومن ثم تكون معادلة 

3x - 4y + 5z – 12 = 0. 

.1

5

1234





zyx
 

تكون أطوال الأجزاء الدقطوعة من المحاور ىي  ليوبالتا
5

12
,3,4  . 

بأجزاء أطوالذا الاحداثيات أوجد الـورة العمودية للمستو  الذ  يقطع لزاور  :(5مثال)
  1- ,1 ,2-على التًتيب ىي 

 : الحل
 معادلة الدستو  بدعلومية الأجزاء الدقطوعة تكون: 

.222

.1
112









zyx

zyx

 

 وبذلك تكون الـورة العمودية للمستو  ىي:

441

2

441

22








 zyx
. 

 ار الإشارة السالبة ليكون الطرف الأيدن موجب: يختوبا
.

3

2

3

2

3

2

3

1
 zyx  

قطة الأصل تكون ىي نابذاه وطول العمود النازل على الدستو  من جيوب بسام أي أن 
على التًتيب:

3

2
,

3

2
,

3

2
,

3

1
 RNML. 
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 :طول العمود النازل على مستوى معلوم من نقطة معلومة – 3
 ، عطى بالـورة العموديةم   R > 0حيث  Lx + My + Nz = Rنفرض أن الدستو  

 طة الدعلومة. النق P(x1, y1, z1)ونفرض أن 
 Pإحد  نقط الدستو  فإن طول العمود النازل من النقطة  P0(x0, y0, z0)فإذا كانت 

على العمود على  P0P1لقيمة العددية لدسقط ل يكون مساويا   R1على الدستو  وليكن 
 : أي أن الدستو 

        .1110101011 RNzMyLxzzNyyMxxLR   

 انبيجأحد قط الواقعة على تكون موجبة لجميع الن ax + by + cz + dالدالة : نظرية
 وتكون سالبة لجميع النقط في الجانب الآخر. ax + by + cz + d = 0الدستو  
 :تقعان على جانبى الدستو  P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2)نفرض النقطتتُ : البرىان

ax + by + cz + d = 0 . 
 يثبح P نقطة يقطع الدستو  في P1P2ونفرض أن 

2

1

2

1






PP

PP 

.,,
21

1221

21

1221

21

1221

































 zzyyxx
P . 

 تقع على الدستو  فإنها برقق معادلتو أي أن:  Pوحيث إن 

a(1x2 + 2x1) +b(1y2 + 2y1) + c(1z2 + 2z1) + d(1 + 2) = 0. 

1(ax2 + by2 + cz2 + d) + 2(ax1 + by1 + cz1 + d) = 0. 

)(
222

111

2

1

dczbyax

dczbyax









.   

النسبةي تكون ولك
2

1



 الكميتان، لابد أن تكون  موجبة: 

dczbyaxdczbyax  222111 ,  
 لستلفان في الإشارة.
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على الدستو   (1,0,2) ,(0,0,0)العمودين النازلتُ من النقطتتُ  ليأوجد طو  :(6مثال)
x–2y+2z– 4=0  . ووضح أن ىاتتُ النقطتتُ تقعان في جهتتُ لستلفتتُ من الدستو 

 : الحل
 على الدستو   (2 ,0 ,1) ,(0 ,0 ,0) النقطتتُ هما أطوال العمودين من R0, R1أن نفرض

     
3

4

3

4

441

4020201








 oR , 

3

1

3

1

441

4)2(2)0(2)1(1
1 




 R . 

في تقعان  (2 ,0 ,1) ,(0 ,0 ,0)لستلفتتُ في الإشارة أي أن النقطتتُ  Ro, R1وواضح أن 
 طى.جهتتُ لستلفتتُ من الدستو  الدع  

 :الدنصفان للزاوية الزوجية بين مستويين معلومينالدستويان  – 4
0,0 نفرض أن 22221111  dzcybxadzcybxa.ُمستويتُ معلومت 

 في  ىو المحل الذندسي لنقطةيكون الدستويتُ ىذين الدستو  الدنـف للزاوية الزوجية بتُ 
 بعدىا عن الدستو  الثاني. يبحيث يكون بعدىا عن الدستو  الأول يساو  الفضاء الثلاثي

  انظر الشكل(:)
 
 

 
 
 
 
 

),,(إذا كانت وأي أن P  :نقطة على الدستو  الدنـف فإن 

2

2

2

2

2

2

2222

2

1

2

1

2

1

1111

cba

dcba

cba

dcba








 
. 

 P 
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),,(أن النقطة يأ P   برقق إحد  الدعادلتتُ:  دائما 

2

2

2

2

2

2

2222

2

1

2

1

2

1

1111

cba

dzcxbxa

cba

dzcybxa









.  

 وية الزوجية بتُ الدستويتُ الدعلومتُ. الدستويتُ الدنتـفتُ للزا تىوهما معادل
 : يمتعامدان لأن نسب ابذاه أحدهما ى يكونا تُالدستويىذين وواضح أن 

122112211221 ,, kckckbkbkaka  . 

 : يونسب ابذاه الآخر ى
122112211221 ,, kckckbkbkaka  . 

2حيث 

2

2

2

2

22

2

1

2

1

2

11 , cbakcbak  . 
 تُ:لزوجية بتُ الدستويأوجد معادلتى الدستويتُ الدنـفتُ للزاوية ا :(7مثال)

x + 2y – 2z + 3 = 0 ,   2x – y + 2z = 4. 

 :الحل
 طيتُ ت عطيان من:الدستويتُ الدنتـفتُ للزاوية الزوجية بتُ الدستويتُ الدع تىمعادل

414

422

441

322








 zyxzyx
.  

0743,013تكونا الدعادلتتُ وإذا    zyxyx 
 :معلومين مستويينمعادلة أي مستوى يمر بخط تقاطع  – 5

0,0 نفرض أن 22221111  dzcybxadzcybxa ُمستويتُ معلومت
 وغتَ متوازيتُ.

 تكون على الـورة:  همامعادلة الدستو  الدار بخط تقاطع
0)()( 2222211111  dzcybxadzcybxa  .  

 ثابتان لا يساويان الـفر في آن واحد. ,21حيث
 ع الدستويتُ: أوجد الدستو  الدار بخط تقاط :(8مثال)

x + y + z – 3 = 0 ,    x – 2y + 3z + 4 = 0. 

 . لثانيعلى الدستو  ا ويكون عموديا  
 : الحل
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 : على الـورة معادلة الدستو  الدار بخط تقاطع الدستويتُ تكون
1(x + y + z – 3) + 2( x – 2y + 3z + 4) = 0.  (*) 

(1 + 2) x + (1 – 2 2) y + (1 + 3 2) z + (-31 + 42) = 0. 

  x – 2y + 3z + 4 = 0على الدستو   يكون ىذا الدستو  عموديا   يولك
 يجب أن يتحقق الشرط: 

(1 + 2) –2 (1 - 22) + 3 (1 + 32) = 0. 

 لضـل على: (*)وبالتعويض في الدعادلة ،  1 = - 72وبالتالي لضـل على 
-72(x + y + z - 3) + 2(x – 2y + 3z + 4) = 0. 

 : يتكون معادلة الدستو  الدطلوب ى 2 = 1وبوضع 
6x + 9y + 4z – 25 = 0. 

 تُ:أوجد معادلة الدستو  الدار بخط تقاطع الدستوي :(9مثال)
3x + 2y – 5z + 1 = 0 ,   x – 5y – z – 3 = 0. 

 . ولالدستو  الأ على ويكون عموديا  
 : الحل

 معادلة الدستو  الدطلوب تكون على الـورة:
1(3x + 2y – 5z + 1) + 2(x – 5y – z- 3) = 0. 

(31 + 2) x + (21 - 52) y + (-51 - 2) z + (1 - 32) = 0. 

 : ىمن شرط التعامد لضـل علو 
 3(31 + 2) + 2(21 - 52) –5 (-51 -2) = 0. 

 381 - 22 = 0  2 = 191. 

 وبالتعويض لضـل على:
1[(3 + 18) x + (2 – 72) y + (-5 – 18) z + (1 – 54)] = 0. 

 :يتكون الدعادلة الدطلوبة ى 1 = 1وباختيار 
21 x – 70 y – 23 z – 53 = 0. 
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 :الفضاء الثلاثيوضع ثلاثة مستويات بالنسبة لبعضها في  – 6
 نفرض أن لدينا ثلاثة مستويات: 

a1x + b1y + c1z + d1 = 0, 

a2x + b2y + c2z + d2 = 0, 

a3x + b3y + c3z + d3 = 0. 

 : الفضاء الثلاثيوجد خمس حالات لستلفة لشكنة لوضع ىذه الدستويات لبعضهما في ت  
 شرط:إذا برقق الانطباق الدستويات الثلاثة على بعضها  –أ 

a1:b1:c1:d1= a2:b2:c2:d2 = a3:b3:c3:d3. 

 شرط: إذا برقق التتواز  الدستويات الثلاثة  –ب 
a1:b1:c1= a2:b2:c2 = a3:b3:c3 . 

يكون و  الفضاء الثلاثيتتقاطع الدستويات الثلاثة في خط مستقيم في الجزء المحدد من  –ج 
 بذعل الدستو : شرط التقاطع ىو وجود قيمة عددية 

a1x + b1y + c1z + d1 +  (a2x + b2y + c2z + d2) = 0. 

 ينطبق مع الدستو  الثالث أي أن:      

3

21

3

21

3

21

3

21

d

dd

c

cc

b

bb

a

aa  









. 

 تتقاطع الدستويات الثلاثة في نقطة واحدة إذا برقق الشرط:  – د

0

cba

cba

cba

333

222

111

 . 

ليس للمستويات الثلاثة أي نقطة مشتًكة ويحدث ذلك إذا كان خط تقاطع  –ىت 
 مستويان من الدستويات الثلاثة يوازي الدستو  الثالث.

 :أن الدستويات الثلاثة برقق من: (11مثال)

2x – y + 5 z –1 = 0, 

x + 3y + z – 4 = 0, 

6x + 11 y + 9 z – 17 = 0. 

 تتقاطع في خط مستقيم. 
 :الحل

 تكون: يدر بخط تقاطع الدستويتُ الأول والثاني معادلة الدستو  الذي  
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2x – y + 5z – 1 + (x + 3y + z – 4) = 0  
(2 - ) x + (-1 + 3) y + (5 + ) z + (-1 - 4) = 0.  (*) 

مع معادلة  (*)تقاطع الدستويات الثلاثة في خط مستقيم يجب أن تنطبق الدعادلة ولكى ت
 أي يتحقق: الدستو  الثالث

17

41

9

5

11

33

6

2 









.   (**) 

  (**)برقق العلاقة   = 4وواضح أن القيمة العددية 
 وبالتالي تتقاطع الدستويات الثلاثة في خط مستقيم. 

 نــتماري
 بأن من منتـفو علما   P1P2و  العمودي على أوجد معادلة الدست -12

  P1(-3, -1, 4), P2(1, 5, 6). 
إذا كانت  -13

3

2
,

4





  زاويتتُ من زوايا ابذاه العمودي على الدستو  الدار

 وجد معادلة الدستو .فا (2 ,1 ,3)بالنقطة 
 OYور ويقطع من المح 2x – y + z = 0للمستو   يأوجد معادلة الدستو  الدواز  -14

 .وحدات 3جزء طولو 
  (1 ,2- ,3-) ,(3 ,3 ,2-) ,(2- ,1 ,1-) ,(4- ,2 ,0)أن النقط برقق من  -15

 وأوجد معادلتو. ، تقع في مستو  واحد       
  4x + y + 8z + 39 = 0للمستو   يأوجد معادلة الدستو  الدواز  -16

 وحدات.  7ويبعد عنو        
بحيث يكون بعدىا عن  ضاء الثلاثيالفي لنقطة تتحرك في تأوجد المحل الذندس -17

 = 4x – 8y + z – 9ضعف بعدىا عن الدستو   x + 2y + 2z – 6 = 0تو  تالدس

0. 
 : فيما يلي أوجد الزاوية الحادة بتُ كل من الدستويتُ -18

(i) 2x – y + 2z – 10 = 0,   4x + y + z – 7 = 0. 

(ii) 5x + 3y – 4z + 14 = 0,   x – 4y – z + 12 = 0. 

(iii) 3x + 4y – 16 = 0,    4y – 2z – 5 = 0.  
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  (2 ,4 ,0) ,(1 ,0 ,8)أوجد معادلات الدستويات التى بسر بالنقطتتُ  -19

وتـنع زاوية      
4

   2مع الدستوx – y + 2z – 7 = 0. 

  :الدار بخط تقاطع الدستويتُو  (1 ,2- ,3)أوجد معادلة الدستو  الدار بالنقطة  -22

 3y – 2z – 4 = 0,   x + y + 4z + 6 = 0. 
  :وعمودي على كل من الدستويتُ (2 ,2- ,1)أوجد معادلة الدستو  الدار بالنقطة   -21

  3x – 3y + z = 0,   2x + 4y – 5z + 1 = 0. 
- ,2)ويدر بالنقطة   x – y + z = 0تو  تتو  العمودي على الدستأوجد معادلة الدس  -22

 .(1- ,3 ,2)لدار بنقطة الأصل والنقطة ويوازي الدستقيم ا  (1 ,1
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 الباب الثالث
 Theory of Algebraic Equations نظرية الدعادلات الجبرية 

 مفاىيم خاصة بالدعادلة الجبرية: 

 الجذر. –الدعامل  –العامل 
 العناصر الأساسية في دراستنا لنظرية الدعادلات الجبرية: 

ذورىا تكوين معادلة جبرية ج –برويل الدعادلات  – بطريقة الدعاملات الدنفـلةالقسمة 
لجذور الكسرية بحث الجذور الدوجبة والجذور السالبة والجذور الـحيحة وا –معلومة 

ادلة جبرية حذف الحد الثاني في مع –ذات الدعاملات الـحيحة للمعادلات الجبرية 
 للمعادلات الجبرية من الدرجة الثالثة والرابعة.الحل الجبري  –معلومة 
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  حليلية( أو طريقة الدعاملات الدنفصلة:التأو القسمة التركيبية )طريقة 
 لإيجاد خارج القسمة والباقي عند قسمة كثتَة الحدود:

n

nnn axaxaxaxp   ...)( 2

2

1

10  
 . xعلى عامل الدرجة الأولى 

 ولتكن: 1nفإن خارج القسمة يكون عبارة عن كثتَة حدود من درجة 
1

3

2

2

1

1

0 ...)( 

  n

nnn bxbxbxbxq  
 . Rوباقي القسمة 

nbbbbويتم حساب الدعاملات  ,...,,,  على النحو التالي: Rوالباقي  210
  0a 1a 2a … 1na na 

  
0b 

1b … 
2nb  1nb 

 
0b  

1b 
2b  … 

1nb R  
 xفي الـف الأول مع مراعاة أنو إذا كانت إحد  قو  xp)(وذلك بكتابة معاملات

 غتَ موجودة ي وضع صفر لدعاملها ، ويتًك الـف الثاني خاليا مؤقتا ، 
ونكتب حاصل  في 0bثم نضرب 0aبرت 0aيساوي 0bوفي الـف الثالث نكتب

في الـف الثاني برت 0bالضرب
1a ثم لصمعهما لنحـل على

1b ثم  في الـف الثالث ،
نضرب

1b في ونكتب حاصل الضرب
1bفي الـف الثاني برت

2a  ثم لصمعهما
لنحـل على

2b ، ... في الـف الثالث ، وىكذا 
 فبذلك تتكون كثتَة الحدود:

 1

3

2

2

1

1

0 ...)( 

  n

nnn bxbxbxbxq  
10القسمة وىي خارج القسمة ، ويكون باقي   nbaR  
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 أوجد خارج القسمة والباقي عند قسمة:باستختدام القسمة التًكيبية  (:1مثال)
6411282 235  xxx  4علىx 

  :الحل
-4 2 0 -28 11 0 64 

  -8 32 -16 20 -80 

 2 -8 4 -5 20 -16 

205482 :لحدودكثتَة ا  وبالتالي يكون خارج القسمة ىو 234  xxxx 

 . 16-والباقي 
 أوجد خارج القسمة والباقي عند قسمة:بطريقة الدعاملات الدنفـلة  (:2مثال)

82292 2345  xxxx  62على  xx 
62لضلل الدقسوم عليو  :الحل  xx 3)(2(إلى عاملتُ من الدرجة الأولى(  xx  

 كما يلي:  2xثم نقسم خارج القسمة على  3xنقسم أولا على 
3 1 2 -9 -22 0 8 

  3 15 18 -12 -36 

-2 1 5 6 -4 -12 -28 

  -2 -6 0 8  

 1 3 0 -4 -4  

43فيكون خارج القسمة النهائي ىو  23  xx. 
لنهائي للقسمة يكون عبارة عن لرموع الباقي الأول وحاصل ضرب الباقي الثاني والباقي ا

28)4)(3(164 :في العامل الأول الدقسوم عليو أي يكون  xx 
 ( حيث نلاحظ من عمليات القسمة السابقة أن: وللدلالة على صحة ذلك )

.28)3(4)43)(2)(3(
28]4)43)(2)[(3(

28]12465)[3(

23

23

234






xxxxx
xxxx

xxxxx
 

28)4)(3(164ون ومن ثم فإن الباقي النهائي للقسمة يك  xx  
  3xثم نقسم خارج القسمة على  2xيدكننا أن نقسم أولا على  :ملاحظة

 )برقق من ذلك؟(.وخارج القسمة النهائي والباقي النهائي للقسمة يكون ىو نفسو 



       في ثلاثة أبعادالذندسة التحليلية                                              
__________________________________________________________ 

 

71 

 تحويل الدعادلات: 
معادلة ترتبط جذورىا بعلاقة معينة متع جتذور معادلتة  الدقـود بتحويل الدعادلات ىو إيجاد

 أخر  معلومة. وفي بعض الأحيان بعد إجراء برويل مناسب قد نتمكن من 
 وتبعا لذلك يدكننا الحـول على جذور الدعادلة الأصلية. حل الدعادلة الجديدة النابذة،

 والدعادلة الجديدة )المحولة( تكون من نفس درجة الدعادلة الأصلية.
   وفيما يلي بعتض التحتويلات حيتث نفتتًض دائمتا أن الدعادلتة الأصتلية الدعلومتة ىتي:

P(x)=a0x
n
+a1x

n-1
+a2x

n-2
+...+an-1x+an=0 

تحويــل معادلــة معلومــة دلى معادلــة أخــرى جــجورىا تســاوي جــجور الدعادلــة الدعلومــة -1
 :بإشارة مخالفة

الدعادلة جذور  جذورىا تساوي معادلة جبرية معلومة فإن الدعادلة التي P(x)=0إذا كانت 
  P(-x)=0الدعلومة بإشارة لسالفة تكون ىي 

 أوجد الدعادلة التي جذورىا تساوي جذور الدعادلة: (:3مثال)
x

5
-10x

3
+5x

2
-x+2=0 

 الفة.بإشارة لس
 :فتكون الدعادلة الدطلوبة ىي xبدلا من  x–نضع  :الحل

(-x)
5
-10(-x)

3
+5(-x)

2
-(-x)+2=0  -x

5
+10x

3
+5x

2
+x+2=0 

xأي 
5
-10x

3
-5x

2
-x-2=0 . 

ــة أخــرى جــجورىا تســاوي -2 ــة معلومــة دلى معادل ــة مقلــوب تحويــل معادل جــجور الدعادل
 :الدعلومة

مقلوب جذور معادلة جبرية معلومة فإن الدعادلة التي جذورىا تساوي  P(x)=0إذا كانت 
 . P(1/x)=0الدعادلة الدعلومة تكون ىي 

 ا تساوي مقلوب جذور الدعادلة:أوجد الدعادلة التي جذورى (:4مثال)
x

5
-10x

3
+5x

2
-x+2=0 

 :فتكون الدعادلة الدطلوبة ىي xبدلا من  x/1نضع  :الحل
(1/x)

5
-10(1/x)

3
+5(1/x)

2
-(1/x)+2=0 

x وبالضرب في 
10x-1 يكون5

2
+5x

3
-x

4
+2x

5
2xأي  0=

5
-x

4
+5x

3
-10x

2
+1=0 . 
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 عادلــة الدعلومــةتحويــل معادلــة معلومــة دلى معادلــة أخــرى جــجورىا تســاوي جــجور الد-3
 :مضروبة في كمية ثابتة

الدعادلة جذور معادلة جبرية معلومة فإن الدعادلة التي جذورىا تساوي  P(x)=0إذا كانت 
 . P(x/k)=0تكون ىي  kكمية ثابتة ولتكن  مضروبة فيالدعلومة 

 :أوجد الدعادلة التي جذورىا ثلاثة أمثال جذور الدعادلة (:5مثال)
x

3
+4x

2
-7x+6=0 

 :فتكون الدعادلة الدطلوبة ىي xبدلا من  x/3نضع  :الحل
(x/3)

3
+4(x/3)

2
-7(x/3)+6=0 

xأي 
3
+12x

2
-63x+162=0 . 

 أوجد الدعادلة التي جذورىا تكون نـف جذور الدعادلة: (:6مثال)
  2x

4
-3x

3
+x

2
+4x=0 

 :فنحـل على الدعادلة الدطلوبة وىي xبدلا من  2xنضع  :الحل
32x

4
-24x

3
+4x

2
+8x=0. 

 :أوجد الدعادلة التي تكون جذورىا عشرة أمثال جذور الدعادلة (:7مثال)
  x4

+7x
3
-5x+8=0  

 :فنحـل على الدعادلة الدطلوبة وىي xبدلا من  x/10نضع  :الحل
x

4
+70x

3
-5000x+80000=0. 

3xحول الدعادلة  (:8مثال)
4
-5x

3
+x

2
-x+2=0  إلى أخر  بحيث يكون معامتلx

يستاوي  4
 دود الأخر  كلها أعداد صحيحة.ومعاملات الح، الواحد الـحيح 

 :فنحـل على 3نقسم طرفي الدعادلة على  :الحل
x

4
-(5/3)x

3
+(1/3)x

2
-(1/3)x+(2/3)=0 

 ثم نوجد الدعادلة التي جذورىا ثلاثة أضعاف جذور الدعادلة السابقة 
 :فنحـل على الدعادلة xبدلا من  x/3وذلك بوضع 

(x/3)
4
-(5/3)(x/3)

3
+(1/3)(x/3)

2
-(1/3)(x/3)+(2/3)=0 

3)وبالضرب في 
4
 الدعادلة المحولة الدطلوبة وىي: لضـل على (

x
4
-5x

3
+3x

2
-9x+54=0. 
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جـــجور  عـــن )أو تزيـــد( نقص تحويـــل معادلـــة معلومـــة دلى معادلـــة أخـــرى جـــجورىا تـــ-4
 :بمقدار ثابت الدعادلة الدعلومة

 بدقدار نقص )تزيد( معادلة جبرية معلومة فإن الدعادلة التي جذورىا ت P(x)=0إذا كانت 
  .P(x+)=0 (P(x-)=0)الدعادلة الدعلومة تكون ىي عن جذور 

عن جذور  نقص )تزيد( بدقدار جذورىا تإلى أخر   P(x)=0 ولتحويل معادلة معلومة
 نتبع ما يلي: -وبدلا من استختدام مفكوك ذات الحدين  – الدعادلة الدعلومة

( قسمة متتالية بطريقة  x+ل )على العام x-على العامل  P(x)نقسم كثتَة الحدود 
حيث  q(x)=0الدعاملات الدنفـلة حتى تنتهي عملية القسمة. فتكون الدعادلة الدطلوبة ىي 

q(x)  ىي كثتَة الحدود التي معاملاتها عبارة عن معامل أكبر قو  في كثتَة الحدودp(x) 
 وبواقي القسمة من أسفل إلى أعلى على التًتيب.

 مثلة التالية:رتب العمل كما في الأوي  
 :عن جذور الدعادلة 4الدعادلة التي تنقص جذورىا بدقدار  أوجد (:9مثال)

  x4
-6x

3
+35x-17=0  

xنقسم كثتَة الحدود  :الحل
4
-6x

3
+35x-17 على  قسمة متتاليةx-4  كما يلي: 

4 1 -6 0 35 -17  

  4 -8 -32 12 
 

4 1 -2 -8 3 -5 

  4 8 0 
 

 

4 1 2 0 3  

  4 24 

 
 

4 1 6 24  

  4 
 

 

 1 10  

x: تكون الدعادلة الدطلوبة ىيف
4
+10x

3
+24x

2
+3x-5=0  

 ( على الـورة:9يدكن إعادة صياغة مثال)ملاحظة: 
P(x) = xإذا كانت 

4
-6x

3
+35x-17   فأوجدP(x+4) . 
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  :عن جذور الدعادلة 3أوجد الدعادلة التي تزيد جذورىا بدقدار  (:11مثال)
4x

4
+48x

3
+151x

2
+42x-245=0 .وبحل الدعادلة النابذة أوجد جذور الدعادلة الأصلية 

4xنقسم كثتَة الحدود  :الحل
4
+48x

3
+151x

2
+42x-245 على  قسمة متتاليةx+3   

 :كما يلي
-3 4 48 151 42 -245 

  -12 -108 -129 261 

-3 4 36 43 -87 16 

  -12 -72 87 
 

-3 4 24 -29 0 

  -12 -36 

 
-3 4 12 -65 

  -12 
 

 4 0 

4x        ىيالدطلوبة الدعادلة المحولة فتكون 
4
-65x

2
+16=0 

 :والتي يدكن كتابتها على الـورة
(x

2
-16)(4x

2
-1)=0 

 ومن ثم يكون:
x=4 , 1/2, -1/2 , -4 

 عن ىذه الجذور( ىي: 3وعلى ذلك تكون جذور الدعادلة الأصلية )تنقص 
x=1 , -5/2 , -7/2 , -7 
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 ة العاملنظرية الباقي ونظري: 
 )RP=(فإن الباقي يساوي  -xعلى   P(x)إذا قسمت كثتَة الحدود  :نظرية الباقي(1)
 . (x=أي أن الباقي يساوي قيمة كثتَة الحدود عندما )

P(x)=x أوجد قيمة كثتَة الحدود (:11مثال)
4
-2x

3
+36x+5  عندماx=-4. 

في كثتتتَة الحتتدود الدعطتتاة  x=-4: الطريقتتة العاديتتة لحتتل ىتتذا الدثتتال ىتتي أن نعتتوض عتتن الحتتل
 :فيكون

P(-4)=(-4)
4
-2(-4)

3
+36(-4)+5=245. 

 وباستختدام نظرية الباقي والقسمة التًكيبية يكون الحل كما يلي:
P(x)=xبفرض أن 

4
-2x

3
+36x+5 وبقسمةP(x)  علىx=-4  أي علىx+4  فإن باقي القسمة

 كما يلي:  P(-4)يساوي 
-4 1 -2 0 36 5 

  -4 24 -96 240 

 1 -6 24 -60 245 

 . P(-4)يساوي  245واضح أن الباقي ىو 
يكون عامل لكثتَة  -xفإن  P(x)=0جذرا للمعادلة  :إذا كانت ( نظرية العامل2)

والعكس صحيح أي أنو إذا (  x-تقبل القسمة على  P(x)) وىذا يعتٍ أن  P(x)الحدود 
 . P(x)=0ة يكون جذرا للمعادل  فإن P(x)عامل لكثتَة الحدود  x-كان 
P(x)=xالتي بذعل كثتَة الحدود  Cأوجد قيمة  (:12مثال)

6
-4x

5
-149x

3
+C  تقبل القسمة

 . x-7 لىع
 مساوياالقسمة يكون باقي عندما  x-7على تقبل القسمة  P(x) كثتَة الحدود: الحل

 الـفر
7 

1 -4 
0 

-149 0 
0 

C 

  7 21 147 -14 -98 -686 

 1 3 21 -2 -14 -98 C-686 

 . C=686وإذا   R=C-686=0لقسمة باقي ا
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2x  يكون جذرا للمعادلة x=2برقق من أن  (:13مثال)
4
-5x

3
-26x

2
+20x+72=0   

 عامل للطرف الأيسر منها. x-2وأن 
 كما يلي:  x=2: بقسمة الطرف الأيسر من الدعادلة على الحل

2 2 -5 -26 20 72 

  4 -2 -56 -72 

 2 -1 -28 -36 0 

عامل   x-2 يكونو  جذرا للمعادلة الدعطاة ، x=2فيكون  0ساوي القسمة ي باقيبدا أن و 
 .منها رتللطرف الأيس
لذا جذر على  P(x)=0تؤكد النظرية الأساسية في الجبر أن كل معادلة جبرية  :عدد الججور

الأقل، وأكثر من ذلك تؤكد أنو إذا كانت معاملات الدعادلة أعداد مركبة فإنو توجد قيمة 
 ل الأعداد برقق الدعادلة.خلال حق xتأخذىا 

من  nلذا بالضبط عدد  n: كل معادلة جبرية من درجة النظرية الأساسية للمعادلات
 الجذور.
xالدعادلة الجبرية  (:14مثال)

3
-x

2
-7x+15=0 تكافئ:  

(x+3)(x-2-i)(x-2+i)=0 

 . i , 2-i+2 , 3–ولذا ثلاثة جذور ىي 
ولكنها ضمنت )أو الجذور( توجد العوامل ية للمعادلات لم تذكر كيف تاستوالنظرية الأس

 وجودىا.
2x الجبرية لدعادلةفا

3
+(1+2i)x

2
+(4+i)x+2=0 2 تكافئ(x+1/2)(x-i)(x+2i)=0 

 . i , -2i , 1/2–ولذا ثلاثة جذور ىي 
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  :تكوين الدعادلة التي ججورىا معلومة 
 ةمن درج معاملاتها أعداد صحيحة جذور معادلة جبريةىي  1,2 ,3,…, nإذا كانت  

n إن الدعادلة تكون على الـورةف: 
 (x-1) (x-2) (x-3)…. (x-n) = 0.  

 . 5-,3/2التي جذورىا ىي الجبرية ذات الدعاملات الـحيحة الدعادلة كو ن  (:15مثال)
  :الحل

(x-3/2)(x+5) = 0 

 x
2
+(7/2)x-15/2 = 0 

2x
2
+7x-15 = 0  .    

 وىي الدعادلة الدطلوبة.
يطة )ليست مكررة( تكجذور بس i,2-i, 0+2الدعادلة الجبرية التي جذورىا ن كو   (:16مثال)

 .كجذر مكرر مرتتُ وليس لذا جذور أخري   1-ولذا أيضا
  :الحل

(x-2-i)(x-2+i)(x)(x+1)
2 
 =0 

x
5
-2x

4
-2x

3
+6x

2
+5x =0. 

 وىي الدعادلة الدطلوبة.
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 فإن الدعاملات الـحيحةذات  P(x)=0جذرا للمعادلة الجبرية   a+ibإذا كان  :(1)نظرية
a-ib  جذرا لذا.أيضا يكون 

xجذرا للمعادلة  i+1إذا كان  :(17مثال)
4
-2x

3
-2x

2
+8x-8=0 الجذور فأوجد باقي.  

بقسمة  ين الباقيتُونوجد الجذر ، لذا  جذرأيضا  i-1 فيكونللمعادلة جذر  i+1: الحل
  i , 1-i+1 رينالطرف الأيسر للمعادلة على حاصل ضرب العاملتُ الدناظرين للجذ

(x-1)) = (x-(1-i))(x-(1+i)) :كما يلي
2
-i

2
) = x

2
-2x+2 

x
2
-2x+2  x

4
-2x

3
-2x

2
+8x-8 

-     +         - 

 x
4
-2x

3
+2x

2
 x

2
-4 

           -4x
2
+8x-8 

                +         -       + 

           -4x
2
+8x-8 

             0  + 0 +0 

x)العامل فيكون خارج القسمة ىو 
2
 . 2- , 2 هماالباقيان الجذران  يكونمن ثم و  (4-

لتتيس مربعتتا كتتاملا( جتتذرا   b،حقيقيتتان عتتددان  a ,b)حيتتث  +baإذا كتتان  :(2)نظريــة
 . لذا جذرا يكون أيضا a-bفإن  أعداد حقيقيةلدعادلة جبرية معاملاتها 

2xأوجتتد كتتل جتتذور الدعادلتتة  (:18مثــال)
3
-5x

2
-14x-3=0 2 إذا علمنتتا أن-5  ىتتو أحتتد

 ا.ىر و جذ
 الثالتتث ونوجتتد الجتتذرلذتتا ، جتتذرا أيضتتا  5+2 فيكتتون للمعادلتتة جتتذر 5-2: بدتتا أن الحتتل

 بقسمة الطرف الأيسر للمعادلة على حاصل ضرب العاملتُ الدناظرين للجذرين
  2-5 , 2+5  :كما يلي(x-2+5)(x-2-5)= x

2
-4x-1  

x
2
-4x-1  2x

3
-5x

2
-14x-3 

-        +        + 

 2x
3
-8x

2
-2x  2x+3 

        3x
2
-12x-3 

          -        +         + 

        3x
2
-12x-3 

         0  + 0  +0 

 3/2- وعلى ذلك يكون الجذر الثالث ىو
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 تغييرات الإشارة: 
متتن ستتالب إلى متتن موجتتب إلى ستتالب أو إشتتارات معتتاملات كثتتتَة الحتتدود  عنتتدما تنقلتتب

 تغتَ في الإشارة. فإن ىذا ي سمى موجب
P(x)=3xإشتتارات معتتاملات كثتتتَة الحتتدود  :مثــال

5
-7x

4
+9x

2
+6x-5 ىتتي  + - + + -  

 على التوالي وواضح أن ىناك ثلاثة تغتَات في الإشارة.
xللمعادلة 

2
+4x+5=0   يلاحظ أن الطرف الأيسر لا يوجد بو تغتَ في الإشارة ولذلك لا

بذعل    xوذلك لان أي قيمو موجبة للمتغتَ يدكن أن توجد جذور موجبة لذذه الدعادلة 
كل حد في الطرف الأيسر موجب ولذلك لرموع الطرف الأيسر لا يدكن أن يكون 

 صفر.
xومن ناحية أخر  الدعادلة  

2
-7x+10=0  ةفي الإشار  نالطرف الأيسر لذا يوجد بو تغتَا 

  2,5ولذلك لذا جذرين موجبتُ هما 
 :بالقاعدة التالية ىعطت  وعدد تغتَات الإشارة والعلاقة بتُ عدد الجذور الدوجبة 

 قاعدة الإشارات: 
ذات الدعتتتاملات الـتتتحيحة يكتتتون إمتتتا  P(x)=0عتتتدد الجتتتذور الدوجبتتتة للمعادلتتتة الجبريتتتة "

قتل متن ىتذا العتدد بعتدد صتحيح أأو  P(x)مساويا لعدد تغتَات الإشارات في كثتَة الحتدود 
 ."زوجي موجب

xللمعادلة الجبرية ابحث الجذور الدوجبة  (:19مثال)
3
-4x

2
+6x+9=0   

xالطتتتترف الأيستتتتر للمعادلتتتتة : الحتتتتل
3
-4x

2
+6x+9=0  بتتتتو تغتتتتتَان في الإشتتتتارة ، وطبقتتتتا لقاعتتتتدة

   .يوجد جذور موجبة علي الإطلاق الإشارات يكون للمعادلة إما جذرين موجبتُ أو لا
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تبار عدد والقاعدة الدناظرة فيما يختص بعدد الجذور السالبة يدكن الحـول عليها باع
كما   ، والقاعدة تكون xبدلا من x– وذلك بوضع  P(-x)تغتَات الإشارة في كثتَة الحدود 

 :يلي
ذات الدعاملات الـحيحة يكون إما P(x)=0 عدد الجذور السالبة للمعادلة الجبرية "

أو أقل من ىذا العدد بعدد صحيح  P(-x)ارة في كثتَة الحدود تاويا لعدد تغتَات الإشتمس
 . "وجبزوجي م

xابحث الجذور السالبة للمعادلة الجبرية  (:21مثال)
3
-4x

2
+6x+9=0   

P(x)=x: الطرف الأيسر الحل
3
-4x

2
+6x+9 ويكون: 

P(-x)=(-x)
3
-4(-x)

2
+6(-x)+9= -x

3
-4x

2
-6x+9 

، ولذلك يكون للمعادلة جذر  P(-x)واضح أنو يوجد تغتَ واحد في إشارة كثتَة الحدود
 .سالب واحد بالضبط

ال السابق وجدنا أن لنفس الدعادلة إما جذرين موجبتُ أو لا توجد جذور موجبة وفي الدث
 للمعادلة جذرين موجبتُ وجذر سالب واحد.من ثم يكون و ، علي الإطلاق
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 الججور الصحيحة:  

جذر صحيح فيجب أن  -معاملاتها أعداد صحيحة-جد لدعادلة جبريةإذا و   :(3)نظرية
 ق. يكون ىذا الجذر عامل للحد الدطل

0272ابحث الجذور الـحيحة للمعادلة الجبرية (:21مثال) 23  xxx 
أن تكون  من المحتمل التي  1 , 2 الأعداد الـحيحة: عوامل)قواسم( الحد الدطلق الحل

كجذور كل ىذه الأعداد    (تبرلطلصرب )وعندما ، الدعطاه للمعادلةصحيحة جذور 
 نفـلة كما يلي:الدعاملات الدقسمة طريقة باستختدام 

 1 1 -2 -7 2 

  1 -1 -8 

 1 -1 -8 -6 

 
-1 1 -2 -7 2 

  -1 3 4 

 1 -3 -4 6 

 
2 1 -2 -7 2 

  2 0 -14 

 1 0 -7 -12 

 
-2 1 -2 -7 2 

  -2 8 -2 

 1 -4 1 0 

 فقط ىو الجذر الـحيح للمعادلة. 2- لصد أن
يسر للمعادلة الدعطاه فيكون يدكن التعويض بعوامل الحد الدطلق في الطرف الأ :ملاحظة

 العدد الـحيح الذي يحقق الدعادلة جذرا صحيحا لذا.
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 كسريةالججور ال:  

0nx+a1-n+...+a= كان للمعادلة الجبرية إذا :(4)نظرية
2-n

x2+a
1-n

x1+a
n

x0a
 

عددان  , حيث /جذرا على الـورة الكسرية  (والتي معاملاتها أعداد صحيحة)
 . a0عامل من عوامل  كون يو  anعامل من عوامل  كون فيجب أن ي صحيحان.

2x ابحث الجذور الكسرية للمعادلة الجبرية :(22)مثال
3
+7x

2
+2x-6=0  

   :الكسرية التي من المحتمل أن تكون جذور للمعادلة الأعداد: الحل
2x

3
+7x

2
+2x-6=0 

 (كمقام. a0)عوامل 1, 2(كبسط ، an)عوامل الحد الدطلق  1, 2, 3, 6ىي 
  1, 2, 3, 6, 1/2, 3/2أي الأعداد 

الجذر  وى 3/2–ىذه الأعداد باستختدام القسمة التحليلية فإننا لصد أن  لطتبروعندما 
 حيث: الوحيد للمعادلةالكسري 

-3/2 2 7 2 -6 

  -3 -6 6 

 2 4 -4 0 

وقاعتتدة الإشتتارات تؤكتتد أنتتو يوجتتد جتتذر موجتتب واحتتد فقتتط ، وبتتذلك يكتتون ىتتذا الجتتذر 
يجتب أن يكتون الجتذر وىتذا أختر جتذر ستالب للمعادلتة عدد غتَ كستري ، وكتذلك يكتون 

 غتَ كسري .عدد 
2xتطيع بالطبتتتع أن نوجتتتد الجتتتذرين الآختتترين للمعادلتتتة بحتتتل الدعادلتتتة تونستتت

2
+4x-4=0 ( النابذتتتة

 . 13-يكونا خارج القسمة( فمن 
xالجبرية  أي جذر كسري للمعادلة :نتيجة

n
+a1x

n-1
+a2x

n-2
+...+an-1x+an=0   

xحيث معامل )
n يكتون عتدد صتحيح متن بتتُ  (الوحدة والدعاملات الباقية أعتداد صتحيحة

 . anعوامل الحد الدطلق 
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x ابحث الجذور الكسرية للمعادلة الجبرية :(23)مثال
5
+12x

2
-7x+4=0  

 :التي يدكن أن تكون جذور للمعادلة الكسرية ادالأعد: الحل
  x5

+12x
2
-7x+4=0 

   )عوامل الحد الدطلق( 1,2,4ىي من بتُ الأعداد 
ىتتذه الأعتداد بواستتطة القستمة التحليليتتة لصتد أنتتو لا يوجتد بيتتنهم أي  (لطتتبرلصتترب )وعنتدما 

تكتون أعتداد  جدت جتذور حقيقيتة للمعادلتة فإنهتاجذر للمعادلة، وبذلك نستنتج أنو إذا و  
 غتَ كسرية .

وبتطبيتق قاعتتدة الإشتارات علتتى ىتذه الدعادلتتة لصتد أنتتو يوجتد جتتذر حقيقتي ستتالب ، وأيضتتا 
يوجد إمتا جتذران موجبتان أو لا توجتد جتذور موجبتة علتى الإطتلاق وفي ىتذه الحالتة يكتون 

 الجذران الآخران بزيليان متًافقان.
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 الحل الجبري للمعادلات: 

   :عادلة معلومةحجف الحد الثاني من م
...0حذف الحد الثاني في الدعادلة الجبرية  1

2

2

1

10  



nn

nnn axaxaxaxa         
نقص  بدقدار جذورىا تأخر  ويتم ذلك بتحويلها إلى  1nxجعلها خالية من معامل يعتٍ

))(( 0

1

an

a  الأصلية.الدعادلة عن جذور 

0523لدعادلةاحذف الحد الثاني في ا مثال: 23  xxx   
  (2xمعاملحذف الحد الثاني في الدعادلة الدعطاة )يعتٍ جعلها خالية من : الحل

1ويتم ذلك بتحويلها إلى أخر  جذورىا تنقص بدقدار 
)1)(3(

3

))(( 0

1 





an

a  

 عن جذور الدعادلة الأصلية الدعطاة كما يلي:
-1 1 3 -2 5 

  -1 -2 4 

-1 1 2 -4 9 

  -1 -1 

 

-1 1 1 -5 

  -1 
 

 1 0 

 فتكون الدعادلة الدطلوبة ىي:
.0953  xx  
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 الطريقة العامة لحل معادلة من الدرجة الثالثة: 

 لحل المعادلة الجبرية  Cardanفيما يلي طريقة العالم الرياضي كاردان  لخصسن

 لصورة العامة:من الدرجة الثالثة في ا

032

2

1

3

0  axaxaxa  

  2xذف الحد )الثاني( الذي يحتوي علىلض :أولا  
 :القياسية فتتحول الدعادلة إلى الـورة

03  baxx                               

 : لضسب قيمة الدميزثانيا  
274

32 ab
  حالات ثلاثلدينا فيكون: 

 0: إذا كانالحالة الأولى  يكون للمعادلة جذر حقيقي واحد وجذران
 وتكون ىذه الجذور على الـورة: ، بزيليان

22 ,,  yzzyzy     

 :حيث  
3

1

]
2

[ 
b

y , 3

1

]
2

[ 
b

z ,  

2

31 
  , 

2

312 
    ( الجذور التكعيبية للواحد الـحيح ) 

 0: إذا كانالحالة الثانية  أحد ىذه الجذور تكون بصيع جذور الدعادلة حقيقية

03من العلاقة  دهجنو يكون مكرر مرتتُ  2  ax  فيكون
3

a
x


  

03 قياسيةعادلة الولطتار منها القيمة التي برقق الد  baxx 

 وبدعرفة الجذر الدكرر )أي الجذرين الدتساويتُ( للمعادلة يدكن استنتاج الجذر الثالث 
 حيث لرموع الجذور الثلاث يساوي الـفر.
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 0: إذا كان الحالة الثالثة  .وفي     تكون بصيع جذور الدعادلة حقيقية لستلفة

33ىذه الحالة تكون , zy   كميتتُ بزيليتتُ متًافقتتُ، ويدكن الحـول على جذور
 لأعداد الدركبة حيث إذا فرضنا أن:لموافر  الدعادلة باستختدام نظرية دي

)sin(cos3  iriqpy  , )sin(cos3  iriqpz   

 :فة ىيثلاث قيم لستل yلت وإذا  يكون  

)
3

sin
3

(cos3

1


ir  , )
3

2
sin

3

2
(cos3

1
 




ir  , 

                                 )
3

4
sin

3

4
(cos3

1
 




ir , 

 ثلاث قيم لستلفة ىي: zويكون لت  

)
3

sin
3

(cos3

1


ir  , )
3

2
sin

3

2
(cos3

1
 




ir  , 

                                     )
3

4
sin

3

4
(cos3

1
 




ir . 

 :فتكون ,zyبجمع القيم الدتناظرة لكل منعلى جذور الدعادلة لضـل و   

)
3

(cos2 3

1


r , )
3

2
(cos2 3

1
 

r  ,  )
3

4
(cos2 3

1
 

r . 

 وواضح أن جذور الدعادلة تكون كلها حقيقية ولستلفة.  

kلدختتلفة للمقدار: القيم املاحظة  

m

i )sin(cos  :تكون 
 1,...,2,1,0;

2
sin

2
cos 





 ks

k

sm
i

k

sm
zs
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052153 الجبرية الدعادلة حول (:1مثال) 23  xxx  إلى أخر  خالية من
 ثم أوجد جذور الدعادلة النابذة. 2xمعامل

بتحويلها إلى أخر  في الدعادلة  2xلضذف الحد )الثاني( الذي يحتوي على :الحل
1جذورىا تنقص بدقدار 

)1)(3(

3

))(( 0

1 





an

a  الدعادلة الأصلية الدعطاةعن جذور 

 وذلك كما يلي:
-1 1 3 -15 -52 

  -1 -2  17 

-1 1 2 -17  -35 

  -1 -1 

 

-1 1  1 -18 

  -1 
 

 1 0 

035183فتكون الدعادلة النابذة ىي   xx 
03والـورة القياسية لدعادلة الدرجة الثالثة ىي   baxx 

35,18وعلى ذلك يكون   ba :ولشيز الدعادلة الدساعدة يكون 
0

4

361

27

)18(

4

)35(

274

3232








ab   

فيكون للمعادلة جذر حقيقي واحد وجذران بزيليان ، وتكون ىذه الجذور على 
22الـورة  ,,  yzzyzy  :حيث 

3

1

]
2

[ 
b

y  , 3

1

]
2

[ 
b

z , 
2

31 
 , 

2

312 
   

3)27()
2

19

2

35
()

2
( 3

1

3

1

3

1





b

y  , 

 2)8()
2

19

2

35
()

2
( 3

1

3

1

3

1





b

z    

22وإذا  جذور الدعادلة تكون ىي  32,23,5   

iiأي تكون  
2

3

2

5
,

2

3

2

5
,5  
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0593 الجبرية الدعادلة حول(: 2مثال) 23  xxx  إلى أخر  خالية من
 ثم أوجد جذور الدعادلة النابذة. 2xمعامل

بتحويلها إلى أخر  في الدعادلة  2xلضذف الحد )الثاني( الذي يحتوي على :الحل
1جذورىا تنقص بدقدار 

)1)(3(

3

))(( 0

1 





an

a ن جذور الدعادلة الأصلية الدعطاةع 

016123فتكون الدعادلة النابذة ىي   xx .)برقق من ذلك؟( 
03والـورة القياسية لدعادلة الدرجة الثالثة ىي   baxx 

16,12وعلى ذلك يكون   ba :ولشيز الدعادلة الدساعدة يكون 
0

27

)12(

4

)16(

274

3232





ab

 

03وإذا  يكون للمعادلة جذر مكرر يحقق الدعادلة 2  ax :أي يحقق الدعادلة 
0123 2 x  

، ولذلك  قياسيةلا يحقق الدعادلة ال 2xإلا أن 2xوجذرا ىذه الدعادلة هما
يساوي  وحيث إن لرموع جذور الدعادلة 2xىو يكون الجذر الدكرر للمعادلة

 .  4xالـفر فيكون الجذر الثالث للمعادلة ىو
4,2,2ومن ثم تكون جذور الدعادلة النابذة ىي x . 
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0133 الجبرية الدعادلةحول  (:3مثال) 23  xxx ن إلى أخر  خالية م
 ثم أوجد جذور الدعادلة النابذة. 2xمعامل

بتحويلها إلى أخر  في الدعادلة  2xلضذف الحد )الثاني( الذي يحتوي على :الحل
1جذورىا تنقص بدقدار 

)1)(3(

)3(

))(( 0

1 





an

a ن جذور الدعادلة الأصلية الدعطاةع 

0463فتكون الدعادلة النابذة ىي   xx .)برقق من ذلك؟( 
03والـورة القياسية لدعادلة الدرجة الثالثة ىي   baxx 

4,6وعلى ذلك يكون   ba :ولشيز الدعادلة الدساعدة يكون 
04

27

)6(

4

)4(

274

3232








ab

 

 وإذا  يكون للمعادلة ثلاث جذور حقيقية لستلفة ت عطى من:
),

4
sin

4
(cos22)1(2224

2

4

2

3 
iii

b
y 




)
4

sin
4

(cos22)1(2224
2

4

2

3 
iii

b
z 




 ثلاث قيم لستلفة ىي: yومن ثم يكون لت
)

12

17
sin

12

17
(cos2),

12

9
sin

12

9
(cos2),

12
sin

12
(cos2


iii  . 

   ثلاث قيم لستلفة ىي: zويكون لت    
 )

12

17
sin

12

17
(cos2),

12

9
sin

12

9
(cos2),

12
sin

12
(cos2


iii  . 

 وإذا  تكون جذور الدعادلة ىي:    
)

12

17
(cos22,2,)

12
(cos22


 . 
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 الطريقة العامة لحل معادلة من الدرجة الرابعة: 

سنعرض فيما يلي طريقتتُ لحل الدعادلة من الدرجة الرابعة ، وسنر  أنو في كلتا 
 الحالتتُ تعتمد الطريقة على حل معادلة مساعدة من الدرجة الثالثة. 

   Ferrariالطريقة الأولى ت نسب إلى العالم الرياضي فراري 
 . De-Cartريقة الثانية ت نسب إلى ديكارت والط

 :أولا: طريقة فراري لحل معادلة من الدرجة الرابعة
 الـورة القياسية للمعادلة من الدرجة الرابعة ىي:

043

2

2

3

1

4

0  axaxaxaxa             (1) 

 لضـل على الدعادلة: 0aبالقسمة على
0234  krxqxpxx                         (2) 

 على الـورة: (2)وبإعادة كتابة الدعادلة 
0)()

2
( 222   xx

p
x                  (3) 

 أي أن:
0)()2()

4
2( 2222

2
34   xpx

p
pxx     (4) 

 لضـل على: (4),(2)بدقارنة الدعاملات في 
q

p
 2

2

4
2   

rp   2  

k 22   

 إذا  يكون:و 
q

p


4
2

2
2   

)(
2

1
rp                                  (5) 

k 22   

وبحذف  بتُ ىذه الدعادلات ينتج أن: ,
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)
4

2)(()(
4

1
2

22 q
p

krp    

 لضـل على: وبفك الأقواس وترتيب الحدود بالنسبة لقو 
0)

4
()

4
(22

2
23 




rpk
qk

pr
kq   

لذا على الأقل جذر حقيقي واحد، وباستختدام  وىذه معادلة من الدرجة الثالثة في
يدكن الحـول على ىذه القيمة الحقيقية للمقدار  (3)ثم من الدعادلة   (5)من  ,

 أن:ينتج 
)(

2

2   x
p

x  

يدكن منهما الحـول على جذور الدعادلة  xوىاتتُ معادلتتُ من الدرجة الثانية في
 الأصلية.

 حل الدعادلة الآتية بطريقة فراري أوجد(: 1مثال)
0314126 234  xxxx             (1) 

 : نكتب الدعادلة في الـورة:الحل
0)()3( 222   xxx            (2) 

 لضـل على: (2),(1)بدقارنة الدعاملات في الدعادلتتُ 

73

3

32

22

2













                                        (3) 

بحذف  لضـل على: (3)بتُ لرموعة الدعادلات  ,

.020186

04036122

)3)(32()73(

23

23

22













 

 لضـل على: (3)برقق ىذه الدعادلة ، وبالتعويض في  2ونر  أن القيمة
1,1,1 22    

1,1وإذا       1,1أو     
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 لضـل على: (2)وبالتعويض في 
   0)1()23( 222  xxx  

   )1()23( 2  xxx  

32014

,21032

2

2





xxx

ixxx
. 

32,21ىي:  (1)بالتالي تكون جذور الدعادلة الأصلية و   ix. 

 أوجد حل الدعادلة الآتية بطريقة فراري (:2مثال)
0501011 24  xxx              (1) 

 : نكتب الدعادلة في الـورةالحل
0)()( 222   xx            (2) 

 ـل علىبدقارنة الدعاملات في الدعادلتتُ لض

5

50

112

22

2













                               (3) 

بحذف  لضـل على: (3)بتُ لرموعة الدعادلات  ,

0525100112

)50)(112()5(

23

22








 

وجذور ىذه الدعادلة ىي 
2

15
,7,5  لطتار منها الجذر

2

لأنو بذلك تكون  15
قيم  فيكون: (3)حقيقية من  ,

5

2

5

4

25

24

2

2













 

لابد أن تكون 5وحتى يتحقق أن
2

5
,2     
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 لضـل على: (2)وبالتعويض في 

ixxx

ixxx

xxxx

2101342

,3101742

)
2

5
2()

2

15
(0)

2

5
2()

2

15
(

2

2

2222







 

iixىي:  (1)وبالتالي تكون جذور الدعادلة الأصلية  21,31  
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 :كارت لحل معادلة من الدرجة الرابعة-ثانياً: طريقة دي
 الـورة القياسية للمعادلة من الدرجة الرابعة ىي:

043

2

2

3

1

4

0  axaxaxaxa             (1) 

بحذف الحد الثاني من الدعادلة وذلك بالتعويض عن
0

1

4a

a
x بدلا منx  فتـبح

 عادلة على الـورة:الد
024  rqxpxx                                    (2) 

 نفرض أنو يدكن كتابة ىذه الدعادلة على الـورة:
0))(( 22   xxxx                      (3) 

 لضـل على: (3),(2)وبدقارنة الدعاملات في الدعادلتتُ 
rqp   ,)(,2

 

r
q

p
q

p  





 ,2,2 22
       (4) 

بحذف  لضـل على: (4)بتُ لرموعة الدعادلات  ,

0)4(2

4))((

22246

22





qrpp

r
q

p
q

p









 

 لذا على الأقل جذر واحد حقيقي موجب 2وىذه معادلة من الدرجة الثالثة في
يدكن تعيتُ فإذا علمنا عن  (3). وبالتعويض في الدعادلة  (4)من العلاقات ,

قيم  لضـل على معادلتتُ من الدرجة الثانية هما: ,,
0,0 22   xxxx  

. وأختَا تكون جذور الدعادلة  (2)يكون لذما أربعة جذور ىي جذور الدعادلة 
تزيد بدقدار (1)الأصلية

0

1

4a

a  (2)عن جذور الدعادلة . 
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 كارت-أوجد حل الدعادلة الآتية بطريقة دي مثال:
0314126 234  xxxx             (1) 

: بحذف الحد الثاني من الدعادلة وذلك بالتعويض عنالحل
0

1

4a

a
x بدلا منx 

6,1حيث 10  aa  أي بوضع
2

3
x بدلا منx   أي لضول الدعادلة إلى أخر

جذورىا تنقص بدقدار
2

3  كما يلي:  (1)عن جذور الدعادلة الدعطاة 
-3/2 1 6 12 14 3  

  -3/2 -27/4 -63/8 -144/16 
 

-3/2 1 9/2 21/4 49/8 -99/16 

  -3/2 -9/2 -9/8 
 

 

-3/2 1 3 3/4 5  

  -3/2 -9/4 

 
 

-3/2 1 3/2 -3/2  

  -3/2 
 

 

 1 0  

 فتـبح الدعادلة على الـورة:
0

16

99
5

2

3 24  xxx                      (2) 

 نكتب ىذه الدعادلة على الـورة:
0))(( 22   xxxx           (3) 

 لضـل على: (3),(2)عاملات في الدعادلتتُ بدقارنة الد

16

99

5)(

2

32













                                (4) 







5

2

3
2,

5

2

3
2 22   
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وبحذف  لضـل على: ,
)

16

99
(4)

5

2

3
)(

5

2

3
( 22 







   

0100108124 246             (5) 

12وواضح أن  1ىو أحد جذور ىذه الدعادلة فإذا أخذنا القيمة  فبالتعويض
 : لضـل على (4)في 

4

9
,

4

11
   

وبالتعويض عن قيم  لضـل على الدعادلتتُ: (3)في  ,,
0

4

9
,0

4

11 22  xxxx  

2
2

1
,3

2

1
ix   

 (1)التي تنقص جذورىا عن جذور الدعادلة الأصلية  (2)وىذه جذور الدعادلة 
بدقدار

2

3 :وعلى ذلك تكون جذور الدعادلة الأصلية الدطلوبة ىي 
21,32 ix   . 
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 تماريــن: 
بطريقة الدعاملات الدنفـلة أوجد خارج وباقي قستمة كثتَة الحدود  -1
7156 245  xxx  2علىx . 

بطريقة الدعاملات الدنفـلة أوجد خارج وباقي قستمة كثتَة الحدود  -2
521313 267  xxxx  2علىx . 

بطريقة الدعاملات الدنفـلة أوجد خارج وباقي قستمة كثتَة الحدود  -3
1316694 2345  xxxxx  232على  xx . 

baxxxبحيث إن كثتَة الحدود ,baأوجد العلاقة بتُ -4  34 72  

 . 3xتقبل القسمة على

 :عن جذور الدعادلة 2أوجد الدعادلة التي تزيد جذورىا بدقدار -5
018013231324 234  xxxx . 

 الدعادلة النابذة أوجد جذور الدعادلة الأصلية. وبحل
)(40784912إذا كانت  -6 234  xxxxxp  3(فأوجد( xp . 

)(65763910إذا كانت -7 234  xxxxxp 4(فأوجد( xp . 

010286152إذا علمت أن أحد جذور الدعادلة  -8 23  xxx  
 فأوجد باقي الجذور. i53ىو 

 ابحث الجذور الدوجبة والجذور السالبة للمعادلة الجبرية -9
0272 23  xxx . 

32إذا ع لم أن أحد جذورىا ىوو  .فأوجد باقي الجذور 
 ابحث الجذور الدوجبة والجذور السالبة للمعادلة الجبرية -11

032246 23  xxx . 

ثم حولذا إلى أخر  تكون معاملاتها أعداد صحيحة ، ويكون معامل أكبر قو  فيها 
 الواحد الـحيح.



       في ثلاثة أبعادالذندسة التحليلية                                              
__________________________________________________________ 

 

97 

 ابحث الجذور الدوجبة والجذور السالبة والجذور الـحيحة للمعادلة الجبرية -11
071452 23  xxx  . 

 الجبرية ابحث الجذور الدوجبة والجذور السالبة والجذور الكسرية للمعادلة -12
031452 23  xxx  . 

0273012حول الدعادلة  -13 23  xxx 2إلى أخر  خالية من معاملx  
  أوجد جذور الدعادلة النابذة.ثم 

  :احذف الحد الثاني في كل من الدعادلات الجبرية الآتية -14
(i) 0433 23  xxx   

(ii) 0496 23  xxx  

(iii) 016128 23  xxx  

 .ثم أوجد جذور الدعادلة النابذة
 الآتية:الجبرية أوجد جذور كل من الدعادلات  -15

(i) 0310122 234  xxxx  

(ii) 012872 234  xxxx  

(iii) 0501011 24  xxx . 

(iv) 02424 234  xxxx  

****************************************************************** 
 
 


