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 ول لأاالباب 
 

 اضيةمقدمة ري
 المتجهات

 

مثل الازاحة والسرعة والقوة . أما الكمية القياسية  الاتجاه دد بالمقدار وة تتحمي ك المتجه هو   

B,جة الحرارة . المتجهان من ودرل والزفانها تتحدد بالمقدار فقط مثل الطو A      يتساويان  اذا

A  ن كو البداية , وبذلك ير عن نقطة غض النظلاتجاه بمقدار واكان لهما نفس ال B=  ع . مجمو

B,أو محصلة متجهين  A    هو المتجهC أن   أيA B C+   ن المتجهين والفرق بي ,   =

 

 1 -1شكل 

 

,B A  عن المتجه  بارة  هو ع( )A B+ Aكان  ذاا   .  − B=     0فانA B−  0, ويعرف  =

 . ه اتجاه محدد متجه مقداره يساوى صفر وليس ل  أيبالمتجه الصفرى  
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مقدار المتجه   فيمضروبة   mقيمته   mAجه  المتهو  mية قياسية  بكم  Aضرب المتجه    

A   المتجه    هاتجا وله نفسA   الكمية  تبعا لقيمة   جاه المتجه أو عكس اتm  ة موجبة أو سالب

 ترتيب .على ال

,اذا كان    ,C B A        ثلاثة متجهات,  ,n m  :كميات قياسية فان  

A           :  قانون التبديل للجمع    B B A+ = + 

)          :قانون التنسيق للجمع    ) ( )A B C A B C+ + = + +  

)                 :  توزيعقانون ال   )m n A mA nA+ = +  

)                 : قانون التوزيع    )m A B mA mB+ = +  

  متجه الوحدة 

A/ى فان   متجه غير صفر   Aدة , فاذا كان  هو متجه مقداره الوح    A   في هو متجه وحدة 

,تجهات الوحدة   معلى ذلك  . ومثال Aه المتجه  جاات ,k j i  اتجاه المحاور الكارتيزية   في

,المتعامدة  ,z y x . 

  لمتجه مركبات ا

للاحداثيات   oبنقطة بداية عند نقطة الأصل   Aمتجه  أيبير عن ثى بمكن التعالفضاء الثلا في   

)المتعامدة  وليكن   )1 2 3, ,A A A  تجه  هاية للمنقطة النل  الاحداثيات المتعامدةA .  المتجهات

3 2, ,A k A j Ai   جهمتللركبات الاتجاهية لما تسمى A الاتجاهات   في, ,z y x  . على الترتيب 

3الكميات  3 1, ,A A A  و مركبات المتجه   تسمى المركبات القياسية أA اور اتجاه المح في, ,z y x     

 الصورة الرياضية :  فييكتب  Aالحالة فان المتجه   هذه وفى على الترتيب ,

 1 2 3A A i A j A k= + + 

 ومقدار هذا المتجه هو : 

 2 2 2

1 2 3| |A A A A A= = + + 

,مدة   المحاور المتعا ذا المتجه معتمام اتجاه ه ب وجيو ,z y x هي  : 

 31 2
1 2 3cos , cos , cos

AA A

A A A
  = = = 

 على الترتيب . واضح أن : 

 2 2 2

1 2 3cos cos cos 1  + + = 
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  الضرب القياسى لمتجهين 

 عرف بالصورة : يو

 cosA B AB = 

B,بين المتجهين  وية الزا هي حيث  Aت هاتج. لأى ثلاث م, ,C B A   : تتحقق العلاقات الآتية 

 A B B A= 

 ( )A B C A B A C+ = + 

 
1 1 2 2 3 3A B A B A B A B= + + 

    الضرب الاتجاهى لمتجهين

 ضية : الريا ويعرف بالصورة   

 sinC A B AB e=  =  

B,تجهين   لمالزاوية بين ا هي  ث يح A   وe  ى و على المست الاتجاه العمودى فيمتجه وحدة

B,الذى يجمع المتجهين   A   لاث متجهات  , ولأى ث, ,C B A     : تتحقق العلاقات التالية 

 A B B A = −  

 ( )A B C A B A C + =  +  

 
1 2 3

1 2 3

i j k

A B A A A

B B B

 = 

 

  للمتجهاتالضرب الثلاثى 

)لضرب :  حاصل ا يسمى    )A B C   عه  ى يمكن وضلذ اسى والثلاثى القي ب ابالضر

 ة : بالصور

 ( )
1 2 3

1 2 3

1 2 3

A A A

A B C B B B

C C C

 = 

)ثى   لالثأما حاصل الضرب ا )A B C      فيسمى بحاصل الضرب الثلاثى الاتجاهى والذى

 يمكن كتابته بالصورة : 
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 ( ) ( ) ( )A B C A C B A B C  = − 

 

C,المتجهان   المستوى الذى يقع فيه فيوهو متجه يقع  B . 

  

  فاضل المتجهات ت

) رض أن نف    )A A u=    المتغير العددى  قف على وتي متجهu   : فيكون 

  

 
( ) ( )A u u A uA

u u

+  −
=

 
 

 
0

lim
u

A dA

u du →


=


 

 . uيتوقف على    هوهو متج  .  uبالنسبة للمتغير  Aمتجه   ويسمى هذا المتجه مشتقة ال

,اذا كانت المتجهات       ,C B A    المتغير  فيدوال اتجاهيةu    وكانت    لة  ابقياسية قدالة 

 

 للتفاضل فان: 

 

1 ) ( )
d dA dB

A B
du du du

+ = + 

 

2 ) ( )
d dB dA

A B A B
du du du

= + 

 

3 ) ( )
d dB dA

A B A B
du du du

 =  +  

 

4 ) ( )
d dA d

A A
du du du


 = + 

 

5 ) ( ) ( )
d dC dB dA

A B C A B A C B C
du du du du

   
  =  +  +     

  
 

 

6 ) ( ) ( )
d dC dB dA

A B C A B A C B C
du du du du

   
   =   +   +      

  
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 . همم ( 6( , 5,  (3العلاقات  فيلترتيب ا

  

  هاتجزئى للمتجتفاضل اللا

النسبة للمتغير   أو ضل المتجه    باتف  ن قياسى وليك يرتغ م كثر منالمتجه  يعتمد على أ ناك اذا   

    بالنسبة للمتغير أو بالنسبة للمتغير   تعطى بالصيغة :

  

 
( ) ( )

0

, , , ,
lim
x

A x x y z A x y zA

x x →

+  −
=

 
 

 
( ) ( )

0

, , , ,
lim
y

A x y y z A x y zA

y y →

+  −
=

 
 

 
( ) ( )

0

, , , ,
lim
z

A x y z z A x y zA

z z →

+  −
=

 
 

 

 :ية الآتحقق من العلاقات لتكن االتفاضل الجزئى فانه يم فيعد المعروفة خدام القوا ست با

 

 ( )
B A

A B A B
x x x

  
= +

  
 

 

 ( )
B A

A B A B
x x x

  
 =  + 

  
 

 

 ( )
2 B A

A B A B
y x y x x

    
= + 

     
 

 

 
2 2B A B A B A

A B
y x y x x y y x

     
= + + +

       
 

 الخ  .......

 

  

:    يهلشكل ( كما هو موضح باسيم متحرك ) جلانية يات الاسطونفرض أن الاحداث 

( ), ,z ة زمني عند اللحظة الt  : يمكن اثبات أن . 
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 2 -1شكل 

 

 

                              , , 0z
de de ded d

e e
dt dt dt dt dt

 

 

 
= = − = 

 

  

,حيث   ,ze e e   اتجاه   يفحدة متجهات الو هي, ,z   . ات قعلاباستخدام ال على الترتيب

نية يمكن ايجادها  الاحداثيات الاسطوا  في يتحرك  جلة لجسيملسرعة والعهى امتج قة فانالساب

 لى الصورة : ع

 

 z

d d dz
v e e e

dt dt dt
 

 
= + + 

 

 
22 2 2

2 2 2
2 z

dv d d d d d d z
f e e e

dt dt dt dt dt dt dt
 

    
 

    
= = − + + +    

     

 

  

)ذا كانت  ا   ), ,r   يةة الزمنكرية لجسيم عند اللحظلاحداثيات القطبية الا هي  t  هو   اكم

  شكل .فانه يمكن اثبات أن : ضح بالمو
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 3 -1شكل 

  

  

 sinrde d d
e e

dt dt dt
 

 
= +  

 

 cosr

de d d
e e

dt dt dt




 
= − +  

 

 cos sin r

de d d
e e

dt dt dt





 
 = −  −  

 

,حيث    , re e e    اتجاه   فيلوحدة متجهات ا هي, , r    يمكن   فانه وبذلك رتيب .الت على

 على الصورة : لقطبية الكرية ثيات االاحدا فيلجسيم يتحرك  لة جالعلسرعة ومتجهى ا إيجاد 

 

 sinr

dr d d
v e r e r e

dt dt dt
 

 
= + +  
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2 22

2

2
sin r

d r d d
f r r e

dt dt dt

 


    
= − −    

     

 

 
22

2
2 sin cos

dr d d d
r r e

dt dt dt dt


  
 

  
+ +  

   

 

 
2

2
2 sin sin 2 cos

dr d d d d
r r e

dt dt dt dt dt


   
  

 
+ + + 
 

 

  

  ة جاهي لقياسية والاتات لاالمجا

الفضاء , ومثل هذه  فيمنطقة ما  فيبدالة نقطية متصلة  يمكن التعبير عن الكمية الفيزيائية   

جال . ية فتعرف بالم د فيها الكمية القياس تحد  التيالمنطقة     point functionة تسمى الدال

 ساسيين هما : لات الى نوعين أتنقسم هذه المجاو

 

   يةمجالات قياس-أ

, ومجال توزيع الجهد ثافة توزيع درجة الحرارة , ومجال توزيع الكال لتها مجومن أمث   

للكمية  قدارتصلة تعطى المبدالة قياسية مت يمكن تمثيله لمجالاهذه ا  الكهربى  .....الخ . وأى من

من نقطة   هاالقيمتها عند انتق  فيية ت فجائ تمر بأى تغيرا طة . مثل هذه الدالة لانقعرفة عند كل الم

تخطيطه بيانيا  بواسطة مجموعة من    هذا المجال يمكن لها . كما أن مثلمجاورة ى أخرى ال

 , وسطوح تساوى الكثافة isothermal surfacesالحرارى  ح التساوىالسطوح  مثل سطو

Equi-density surfaces  وسطوح تساوى الجهد,equi-potential surfaces   . الخ....... 

من سطح الى  الانتقال  يث أنه عند ة , وتختار هذه السطوح بح ثابت  بقيمةل تحدد المجاي  ادهعن  والتي

يمكن أن تتقاطع  سطوح لا ن هذه المجال . كما أيارى يميز ذلك الختآخر نحصل على فرق ا

 دة القيمة  عند كل نقطة . يح ثلة لها تكون ولنقطية الممل القياسية ا, وأن الدوا ولكنها تقع متتالية

 

   ةالات اتجاهي مج-ب

 الخ .يسى ..., شدة المجال الكهربى والمغناط ائع موال فيومن أمثلتها مجالات توزيع السرعات    

ه له  واسطة متجة ب نقط أيحدد هذه الدالة عند ية  متصلة , وتتنقطة دالة اتجاه أيد وتتمثل عن 

طقة  نم فيخرى طة الى أنقن م يتغيران باستمرارتجاه ر والاالمقدامحددان .  قياسية واتجاه قيمة

خط الانسياب  أو خط   والفيض  أ ية بواسطة منحنى يسمى  خطالمجال , وتمثل هذه الدالة الاتجاه 

 متجهة عند التجاه الكمية  . حيث يكون ا   vector line , line of flux  or  flux line  جهالمت
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عند هذه   متجهر المقدا. ولتحديد ة قطحنى عند هذه النالمماس للمن حنى هو اتجاهالمنعلى أى نقطة  

يا على المنحنى عند هذه النقطة  فيكون  سطحا صغيرا جدا وعمود النقطة على المنحنى  نرسم 

(   ياسية للمتجه) القيمة القالمتجه   هذا السطح مساويا لمقدار ساحات منوحدة الم فيدد النقط ع

فان   التاليبو لفيض , ط امن خطو خطر  ه النقط  يمند كل نقطة من هذ وف الواقع فانه ععدديا . 

ه . ومعنى ذلك أن اتجانقطة من هذه النقط  خطا للفيض نا عبر كل المجال يمكن تخطيطه اذا رسم

هذه  هية , وكثافةلدالة الاتجاالمماسات لهذه الخطوط ( هو نفسه اتجاه ا هاهذه الخطوط  ) اتج

  الدالة ارساوى مقد عليها ( ت يةود تعبر وحدة المساحات العم تيلاعدد الخطوط )   الخطوط

نقطة  , وذلك لأن تقاطع    أيلا يمكن أن تتقاطع عند فيض ال ان خطوطالانجاهية .  وكذلك ف

يخالف   اوهذ حدد , ون اتجاه الدالة الاتجاهية غير ملتقاطع يكيعنى أنه عند نقطة ا الخطوط

   .ة القيم ة أن تكون وحيد   يجب  النقطية للمتجه  الدالة جاهية  . كما أن مضمون الكمية الات

  أو الانحدار التدرج 

)نفرض أن     ), ,x y z  ل عند كل نقطة   دالة قياسية معرفة وقابلة للتفاض( ), ,x y z   فى

يعرف رياضيا     أو انحدار الدالة   أو ميل  ( . تدرجل قياسىجام أن   أيفضاء معين ) 

 : بالصورة   

 grad i j k i j k
x y z x y z

      
 =  = + +  = + + 

      
 

 .هية ) مجال اتجاهى ( عبارة عن دالة اتجا  يلاحظ أن   

 

 

   ب (ياالتباعد ) الانس

1أن المتجه    فرض ن    2 3A A i A j A k= + )نقطة  ل ك معرف وقابل للتفاضل عند   + ), ,x y z  

يعرف    Aأو انسياب  المجال د اعيمثل مجال اتجاهى ( . فان تب  Aأن  أيفضاء معين )  في

 :   ةرة الرياضي صوبال

  

 ( )1 2 3A divA i j k A i A j A k
x y z

   
 = = + + + + 

   
 

 

                                        31 2
AA A

x y z

 
= + +
  
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   الدوران

)اذا كان      ), ,A x y z    قطة  كل نعند مجال اتجاهى قابل للتفاضل( ), ,x y z  فضاء معين   في

A,بالصورة :  تب يك  المتجه ان. فان دور curlA or rotA بالصيغة الرياضية    فويعر:

  

 

 ( )1 2 3i j k A i A j A k
x y z

   
= + +  + + 

   
A curlA rotA = = 

 

1 2 3

i j k

x y z

A A A

  
=

  
  

   : فان المؤثرات التفاضلية حدد ( صورة م في) متجه  حدد المنه عند فك أ  هنا يجب ملاحظة

, ,
x y z

  

  
1المركبات   لابد أن تسبق     2 3, ,A A A 

  

  ة محلولة لثمأ

  مثال : 

)ن :  بت أأث   )FG F G G F =  +    حيث,G F    أي د تفاضل عن للدوال قياسية قابلة  هي 

)  نقطة ), ,x y z  . 

 لحل :ا

 ( ) ( )FG i j k FG
x y z

   
 = + + 

   
 

 ( ) ( ) ( )FG i FG j FG k
x y z

  
= + +
  

 

 
G F G F G F

F G i F G j F G k
x x y y Z z

         
= + + + + +    

         
 

 
G G G F F F

F i j k G i j k
x y z x y z

        
= + + + + +   

        
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 F G G F=  +  

)    ن :أ بين  مثال : )
2 2 2

2

2 2 2x y z

     
  = + + = 

  
  

  :الحل 

 ( ) i j k i j k
x y z x y z

        
  = + + + +   

        
 

 2

x x y y z z

     
= + + =  
     

 

 

)     ت أنأثب  مثال : ) ( ) ( )A A A  =  +   . 

 

  الحل :

 ( ) ( )1 2 3A A i A j A k  =  + + 

 ( ) ( ) ( )1 2 3A A A
x y z

  
=  +  + 
  

 

 31 2
1 2 3

AA A
A A A

x x y y z z

   
= + + + + +
     

 

 31 2
1 2 3

AA A
A A A

x y z x y z

    
= + + + + + 
      

 

 ( ) ( )A A=  +  

 

) بت أنأث  مثال : ) 2 2U V V U U V V U  −  =  −  

  

U,بوضع    الحل : A V = =     : فان 

 

 ( ) ( ) 2U V U V U V U V U V  =  +   =  +  

V,بادل  ت ب U    : ينتج أن 

 ( ) 2V U V U V U  =  +  

 :   ثم بالطرح نجد أن
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 ( ) 2 2U V V U U V V U  −  =  −  

 

)اثبت أن :    مثال : ) ( ) ( )A A A  =   +  

  

  ل :حال

 ( ) ( )1 2 3A A i A j A k  =   + + 

 

1 2 3

i j k

x y z

A A A

  
=

  

  

 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 3 2 1A A i A A j A A k
y z z x x y

         
=  −  +  −  +  −              

 

  

 3 2
3 2

A A
A A i

y y z z

   
=  + − − 

    
 

  

 31
1 3

AA
A A j

z z x x

   
+  + − −     

 

 

 2 1
2 1

A A
A A k

x x y y

   
+  + − − 

    
 

 

 3 32 1 2 1
A AA A A A

i j k
y z z x x y

         
=  − + − + −     

          
 

 

 3 2 1 3 2 1A A i A A j A A k
y z z x x y

         
+ − + − + −    

         
 

 ( ) ( ) ( )

1 2 3

i j k

A A A
x y z

A A A

  
=   + =   +  

  
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)أثبت أن    ال :مث ) 0  =       

  الحل :

 ( )

i j k

x y z

x y z

  
  =

  

  

  

 

 

 
2 2 2 2 2 2

0i j k
y z z y z x x z x y y x

                
= − + − + − =     

                
 

 

) أثبت أن  مثال : ) 0A  =  

  الحل :

 ( ) 3 32 1 2 1
A AA A A A

A i j k
y z z x x y

         
  = − + − + −     

          
 

 3 32 1 2 1 0
A AA A A A

x y z y z x z x y

          
= − + − + − =    
            

 

 

)  بت أنأث  : الثم ) ( )2A A A  = − +  . 

  

 الحل :

  

 ( ) 3 32 1 2 1
A AA A A A

A i j k
y z z x x y

         
  = − + − + −     

          
 

 

3 32 1 2 1

i j k

x y z

A AA A A A

y z z x x y

  
=

  

    
− − −

     
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 32 1 1
AA A A

i
y x y z z x

        
= − − −    

        
 

 3 2 2 1
A A A A

j
z y z x x y

        
+ − − −    

         
 

 3 31 2
A AA A

k
x z x y y z

      
+ − − −   

         
 

 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 32 2 2 2 2 2 2 2 2
A i A j A k

x y z x y z x y z

             
= − + + − + + − + +     

             
 

 

 
2 2 22 2 2 2 2 2

3 3 31 2 1 2 1 2

2 2 2

A A AA A A A A A
i j k

x y x z x x y y z y x z y z z

            
+ + + + + + + + +     

                   
 

 

( )
2 2 2

31 2
1 2 32 2 2

AA A
A i A j A k i j k

x y z x y z x y z

           
= − + +  + + + + +  + +     

            

 

 ( )2A A= − +  

 

    تكامل المتجهات

  أي   uيعتمد على التغير   A   تجهالمنفرض أن    

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3A A u A u i A u j A u k= = + + 

1حيث  2 3, ,A A A   محدود للمتجه  التكامل ال  ية معينة .فضائ  قةمنط  يفدوال متصلةA     بين

u,النهايات    b u a=  الصورة :  فييمكن وضعه       =

 1 2 3

b b b b

a a a a
Adu i A du j A du k A du= + +    

  ة لمجموع . ل يمكن اعتباره كنهاين هذا التكمروف فا معهو وكما 

 

   التكامل الخطى

r  نأ نفرض   xi yj zk= +   الواصل بين  cموجودة على المنحنى     متجه موضع نقطة +

2ين    النقطت  1,p p      1ونفرض أن 2 3A A i A j A k= + الموضع ومتصلة على   فيدالة    +
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من   cلى طول المنحنى   ع  Aكون التكامل للمركبة المماسية للمتجه  ي ذ ئنحي . cنى   المنح

 الصورة :  في 2pالى النقطة   1pالنقطة  

 ( )
2

1
1 2 3

p

p c
A dr A dx A dy A dz= + +  

A ذا كان  . ا Aمل الخطى للمتجه  اكتالويعرف هذا التكامل ب  F=     حيثF  القوة   هي

مكان (   أي في يقطع نفسه  لا أيالمغلق والبسيط  )   cالمؤثرة على جسيم يتحرك على المنحنى   

 طى يأخذ الصورة : خلال فان التكام

 ( )1 2 3
c c
F dr A dx A dy A dz= + +  

طيران التكامل يناميكا الكانيكا الموائع ود يم فيوهذا التكامل يمثل الشغل المبذول ضد القوة . 

 لمائع .يمثل سرعة ا  Aحيث   cمنحنى على ال  Aالخطى يمثل دوران المتجه  

 

 : نظرية 

Aاذا كان       =   منطقة فضائية   فيR      حيث( ), ,x y z =   ة  دالة قياسية تفاضلي

 ضائية فان : هذه المنطقة الف  فيتصلة وم  القيمة  ووحيدة

أ (        
2

1

p

p
A dr     2اصل بين النقطتين شكل المنحنى  الو  لا يتوقف على 1,p p. 

0   ب (
c
A dr =   المنطقة الفضائية    فيق   منحنى مغل  أيحولR . 

  

   لتكامل السطحىا

العمودى    nر متجه الوحدة  الشكل ,  ونختاكما هو موضح ب سطح له جانبان Sباعتبار أن      

طحى ( ) عنصر س  dS   جه.  المت ) الجانب الموجب للسطح (   S  حطالس جانبيعلى أحد 

 بالصورة : يمكن كتابته 

 dS ndS= 

 التكامل : 

 A dS A ndS=  

 

 . S  سطحفوق ال Aللمتجه    ) Aق المتجه  يسمى بالتكامل السطحى ) انسياب أو تدف

 الصور :  فيتكاملات سطحية أخرى 
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 ,dS ndS A dS =     

 يبين أن التكامل مأخوذ على السطح خدم ليست  أو الرمز      مز رحيث  دالة قياسية . ال

 

 . على الترتيب  Cالمغلق أو المنحنى  Sالمغلق 
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   التكامل الحجمى

 بالحجم   (. التكاملات :  ) يحيط   Vجم  حعلى ال يحتوى  Sق مغلال سطحنفرض أن ال   

 ,
V V

Ad d    

  

 مى . تمثل عنصر حج  d  اء .فضال فيكاملات حجمية أو ت كاملات مثل تت
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   نظرية جاوس للانسياب

ع وضالم فيدالة   Aوالمتجه     Sهو الحجم المحدد بالسطح    Vان   نه اذا كوتنص على أ   

 : ة ومتصلة فان  وتفاضلي 

 ( )
V S

A d A ndS =  

 عنصر الحجم .  dو   Sالسطح  ( على  جعمودى ) للخارهو متجه وحدة   nحيث  

 

    نظرية ستوكس

سيط ( منحنى ب  c) حيث     cا بالمنحنى حدد مو  اسطحا مفتوح  Sاذا كان تنص على أنه    

 متجه تفاضلى متصل فان :   Aان المتجه   وك

 

 ( ) ( )
c S S
A dr A dS A ndS=  =    

   المستوى فينظرية جرين 

الدالتان   وكانت   c  ومحددة بمنحنى بسيط مغلق xyالمستوى   فيمغلقة  ةطقمن  Rنت  اذا كا   

 متصلتين ولهما مشتقات متصلة فان : 

 ( )
c S

N M
Mdx Ndy dxdy

x y

  
+ = − 

  
  

 

    نظريات التكامل المرتبطة

 (1    

 ( ) ( )2

V S
d dS    +  =   

  ن أو متطابقة جرين الأولى . ريج يةتسمى نظر 

 

(2  

 ( ) ( )2 2

V S
d dS     −   =  −   

 .ية جرين المتماثلة ة أو نظرتسمى متطابقة جرين الثاني

  

(3  

 ( ) ( )
V S S

A d n A dS dS A  =  =    
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(4  

 ( )
c S S

dr n dS dS =  =    

 

(5   

الذى ببين ضرب     لة قياسية تبعا للرمز   أو داة هيا دالة اتجاتمثل ام    نفرض أن      

  رب عادى اذن : اهى أو ضقياسى أو ضرب اتج 

 ( ) ( )
V S S

d n dS dS    =  =    

 ( ) ( )
c S S
dr n dS dS   =   =     

اصة من  حالات خ هي  (4), (3)ح أن نظرية جاوس للانسياب ونظرية ستوكس والنتيجتين واض

   رية . نظالهذه 

  

  الاحداثيات

 ت تحويل الاحداثيا

  

) مادية ة حداثيات الكارتيزية لنقطنفرض أنه يمكن وضع الا     ), ,x y z  الصورة :  في 

 ( )1 2 3, ,x x u u u= 

 ( )1 2 3, ,y y u u u= 

1)( ( )1 2 3, ,z z u u u= 

 

3 د جاإي أيادلات بحل هذه المع 2 1, ,u u u   بدلالة, ,z y x    الحصول على : فانه يمكن 

 

 ( )1 1 , ,u u x y z= 

(2) ( )2 2 , ,u u x y z= 

 ( )3 3 , ,u u x y z= 
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)بواسطة الاحداثيات المتعامدة     pقطة   عيين الن مكن ت واضح أنه أ ), ,x y z   أو بواسطة

)الاحداثيات  )1 2 3, ,u u u  (1), (2  لات  معاد موعة التسمى بالاحداثيات المنحنية . مج والتي( 

  اثيات التحويل . تعرف باحد 

 

   ية المتعامدةلاحداثيات المنحنا

وح :   لسطا   
3 3 2 2 1 1, ,u c u c u c= = 3حيث   )  = 2 1, ,c c c   مى احداثيات تس(   ثوابت

وط  الخطداثى المنحنيات أو تسمى اح منحنيات  فيج من هذه السطوح تتقاطع طوح  وكل زو الس

ائمة  ا قواي ز فيت السطوح (  اذا تقاطعت المنحنيات ) احداثا.  بالشكل السابق   هو مبينكما 

)متعامدة . الاحداثيات   ة الاثيات عندئذ بالاحداثيات المنحنيحد لاتسمى ا )1 2 3, ,u u u  لحالة هذه ا في 

)يات  تشابه محاور الاحداث ), ,x y z   ام الاحداثيات المتعامدة نظ يف. 

   تجهات الوحدةم

rهو  pع النقطة    نفرض أن متجه موض     xi yj zk= +  في    r. واضح أنه يمكن وضع   +

) الصورة  )1 2 3, ,r r u u u= 1للمنحنى   ماسه الم. متجu    عندp  (2 لها  التي,u u   ت ابثو   ) 

و :   ه
1

r

u




1هو  :   المماس اتجاه هذا فياذن وحدة المتجه    

1 1

/
r r

e
u u

 
=
 

1أن  أي.   1

1

r
h e

u


=


  

 

 5 -1شكل  



   نصاريالأ د الدين فري نصر /دكتور                                                                                                       ة سياطيهرومغنكجالات الية المنظر

20 

 

3 متجه المماس . بالمثل اذا كانت  مقدار هو  1h حيث  2,e e   هات الوحدة الأساسية  جتم هي

3للمنحنيات    2,u u   نقطة   عند الp    3 :فان  على الترتيب 3 2 2

3 2

,
r r

h e h e
u u

 
= =

 
  حيث   

3 2

3 2

,
r r

h h
u u

 
= =
 

3متجهات الوحدة   .   2 1, ,e e e  3زايد ه تتجاا في 2 1, ,u u u الترتيب .على 

 

   وعنصر الحجم طول القوس

)   نفرض أن    )1 2 3, ,r r u u u=     هو متجه موضع النقطةp  ل  أن : الشكواضح من 
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 1 2 3

1 2 3

r r r
dr du du du

u u u

  
= + +
  

 

 1 1 1 2 2 2 3 3 3h du e h du e h du e= + + 

 ويكون كذلك : 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2 2

1 1 2 2 3 3ds dr dr h du h du h du= = + + 

 : منحنية المتعامدة  يكون  حداثيات الللانسبة الاعتبار أنه بال فيحيث أخذنا 

 

                 1 1 2 2 3 3 1e e e e e e= = 1     و       = 2 2 3 1 3 0e e e e e e= = =        
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يمكن كتابته   ةد معالمنحنية المتالاحداثيات ا فين عنصر الحجم واضح من الشكل السابق أ

  بالصورة :  

 ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3d h du e h du e h du e =    

 1 2 3 1 2 3h h h du du du= 

 

)وذلك لأن :   )1 2 3 1e e e =  .  

  

  الاحداثيات المنحنية  فيبلسيان ولا  والتباعد والدوران  التدرج

)نفرض أن       )1 2 3, ,u u u =    المتجهسية  ولة قيادا    A         حيث( )1 2 3, ,A A u u u=   

1وحيث     2 3, ,u u u   يمكن الحصول    حنيةلمنا ت هذه الاحداثيا فياحداثيات منحنية متعامدة .  هي

 على الصيغ الآتية : 

 

1 ) أ (  2 3

1 1 2 2 3 3

1 1 1
e e e

h u h u h u

  
 = + +

  
 

         

) ) ب (    ) ( ) ( )2 3 1 3 1 2 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1
A h h A h h A h h A

h h h u u u

   
 = + + 

   
 

  

  

 ( ) ج 

1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1

h e h e h e

A
h h h u u u

h A h A h A

  
 =

  
 

 

 

2 ( ) د  2 3 3 1 1 2

1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3

1 h h h h h h

h h h u h u u h u u h u

          
  = + +     

           
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  حالات خاصة 

     الاحداثيات الاسطوانية 

)الاحداثيات الاسطوانية    يف   ), ,z       : يكون  

  

 cos , sin ,x y z z   = = = 

 
1 2 3, ,u u u z = = = 

 1 2 3, , ze e e e e e = = = 

 1 2 31 , , 1zh h h h h h  = = = = = = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 سطوانية على الترتيب الصور الآتية  لاحالة الاحداثيات ا فيد ( السابقة تأخذ  ) –قات  ) أ ( علاال

 

 
1

ze e e
z

 
  

  
 = + +

  
 

 

 ( ) ( )
1

z

A
A A A

z



 
  

  
 = + + 

   
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1

z

z

e e e

A
z

A A A

 

 



  



  
 =

  
 

 

 
2 2

2

2 2 2

1 1

z


    

      
  = + + 

    
 

 

 

 

  داثيات الكرية  حالا

)ية    الاحداثيات الكر في    ), ,r       : تكون 

   sin cos , sin sin , cosx r y r z r    = = = 

 
1 2 3, ,u r u u = = = 

 1 2 3, ,re e e e e e = = = 

 1 2 31 , , sinrh h h h r h h r  = = = = = = 
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 صور :الاحداثيات الكرية  تأخذ على الترتيب ال فيوعليه فان العلاقات  ) أ ( _ ) د (  

 

 
1 1

sin
re e e

r r r
 

  

  
 = + +

  
 

 

 ( ) ( )2

2

1 1 1
sin

sin sin
r

A
A r A A

r r r r



 
   

 
 = + +

  
 

 

 
2

sin

1

sin

sin

r

r

e re r e

A
r r

A rA r A

 

 



  



  
 =

  
 

  

 
2

2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
sin

sin sin
r

r r r r r


    

        
  = + +   

       
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 انىالباب الث                                                    
 

 الكهرباء الساكنة     
 
ية مات معرفمعلو توفر سنة قبل الميلاد تدل على  600ماقبل التى ترجع إلى إن الوثائق    

ق  كهرب . وقد كان الإغريمن الكلمة الإغريقية لمادة ال وكلمة إستاتيكية مشتقة  بالكهربية الساكنة

كيف أن هذه المادة   ب ويلاحظون الساعات الطويلة بدلك قطعة من القماش بمادة الكهر  ضونيق

لمنطق والفلسفة وليس  الإغريق كان مركّزاً على ا مجذب القطع الصغيرة إلا أن إهتما تقوم بعدئذ ب

  لإمكان إثبات أن ظاهرةفترة طويلة قبل أن يصبح فى ا  لعلم التجريبى . ولهذا إنقضت على ا

 هذه ليست سحراً . ذب لجا

   قانون كولوم -1

ترا حيث أعلن فى عام دكتور كلبرت طبيب ملكة إنجلجارب عملية هو الأول من أجرى ت   

فقد بل تتعداها إلى الزجاج والخشب والكبريت  هرب الك الظاهرة لا تقتصرعلى أن هذه 1600

المتقدمة عدداً من التجارب م  لوهندس الجيش الفرنسى كوومواد أخرى . وبعد ذلك بقليل أجرى م

يحمل كلاً بغرض معرفة مقدار قوة الجذب بين جسمين   ىقيقص حبإستعمال ميزان إلتوائى خا 

الآن بإسم قانون كولوم وتحمل شبهاً كبيراً   تعرفلوم . إن نتائج كو منهما شحنة كهربية إستاتيكية

نص على أن  إن قانون كولوم ي . امكتشف قبل ذلك بمائة عبقانون الجذب العام لينيوتن والذى أ  

طردياً مع  ين بمسافة كبيرة بالنسبة لحجميهما تتناسب صولومفالقوة بين جسمين مشحونين  

. وهذه القوة تعتبر قوة تنافر للشحنات  نهماة بيالمسافحاصل ضرب الشحنتين وعكسياً مع مربع 

 ة قانون كولوم الصورذ أخت مختلفة الإشارة . ويالتى لها نفس الإشارة وقوة تجاذب للشحنا

 الرياضية الأتية :  
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Fحيث  


eiالناتجة عن وجود الشحنة   eالقوة المؤثرة على الشحنة  هى 
   ،r i


هو متجة   

eiموضع  
 اوى الوحدة .  ( إخترنا ثابت التناسب يس1. فى الصيغة ) oلأصل بالنسبة لنقطة ا 

eeeنات  الشحمن  nكان هناك إذا    n,,, 21     فإن القوة المؤثرة على الشحنةe  تصبح

 : على الصورة  

  (2)                                                  −

−=

= )(3

1
rr

rr

e
eF i

i

i
n

i


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يميزه  لمتصل)المنتظم( من الشحنات والذى ( فى حالة التوزيع ا2(،)1ويمكن تعميم الصيغتين ) 

 بدالتين قياسيتين فى الموضع هما :  

 

)(رمز  الب لوحدة الحجوم يرمز لهاالكثافة الحجمية للشحنة وهى الشحنة   أ ـ r   . 
 

)(لرمز  ة المساحات ويرمز لها باالكثافة السطحية للشحنة وهى الشحنة لوحد  ب ـ r   .

الناشئة عن الجسم المشحون فى  eلقوة المؤثرة على الشحنة وفى هذه الحالة يمكن وضع ا

 ة :  الصور
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عنصر السطح .  dS،هو سطح الجسم  Sعنصر الحجم ، dهو حجم الجسم ،  Vحيث 

للشحنات  الناشئة عن توزيع مركّز eنة على شح ولوم للقوةك ونية العامة لقانوالصورة الرياض

 للتوزيعين السابقين هى :  بالإضافة 

+−

−

= 

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 
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
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(4)                        −

−=

)(3

1
rr

rr

e
e i

i

i
n

i




 

   ـ المجال الكهربى 2

الموضع ، وت عرف   إتجاهية فى لةدا وهوهرة الكهربية ، ظا ييزهو مفهوم رياضى نستخدمه لتم   

مؤثرة على وحدة الشحنات الموجبة إذا وضعت عند  لكهربى عند نقطة بأنه القوة الشدة المجال ا

 مة لشدة المجال الكهربى هى : هذه النقطة . والصورة الرياضية العا

 

3

( )
( )

V

r
dr rE

r r


= − +

−



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−
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


 dSrr
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
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(5)                        −

−=

)(3

1
rr

rr

e
i

i

i
n

i




 

Eوالمتجه    هى للمؤثر بتكوين حاصل الضرب الإتجا


E) أى دوران المتجه   


  )

 ( نجد أن :  5) المعطى بالمعادلة

(6                 )              =0


E 

 أن :  توكس لتحويل التكامل السطحى إلى تكامل خطى أى سية نظر  بإستخدام

 = ldESdE
cS


)( 

c   ،ldسطح محدد بواسطة المنحنى المغلق  Sحيث 


عنصر متجه الطول من   

 نجد أن : ( 6ة )لتعويض فى المعادلاب  م. ثcنى المنح

(7                         )   
 =0ldE

c

 

Eأى أن المتجة  


 حافظة ( . ) شدة المجال الكهربى (  يمثل مجال محافظ ) أى قوة م 

 

 

 



   نصاريالأ د الدين فري نصر /دكتور                                                                                                       ة سياطيهرومغنكجالات الية المنظر

28 

 

  ـ الجهد الكهربى 3

قانون كولوم  ) وفى كثير   باستخدام  Eبى  شدة المجال الكهرإيجاد صعب أحيانا من ال يكون   

ي ذلك الى أن متجه شدة المجال الكهربى من نوع  حالات معقد جدا ( ويرجع السبب فمن ال

زيعات للشحنات ، ومن الضرورى في أغلب الحالات اجراء المجالات الاتجاهية الناشئة من تو

( .  كما أن تحليل المجال  ىكهربال البات المجمرك  ة من) واحدة لكل مركبة تكاملات ثلاث

ن المرغوبفيه إيجاد دالة  عوبة عملية التكامل في أغلب الحالات . لذلك فملمركباته يزيد من ص

صول منها على المجال الكهربى . تعرف هذه الدالة  قياسية  وبعملية واحدة للتكامل يمكن الح

هربى قوة محافظة فان الشغل كل الالمجاوحيث أن ع ، لموضهد وهى دالة في ابدالة الج القياسية

 لا يتوقف  0Bالى موضع   Aجال لنقل وحدة الشحنات الموجبة من موضع المبذول بواسطة الم

ق  متف عينة نقطة ثابتة م  0Bموضعين . فاذا كانت  توقف فقط على هذين العلى المسار ، وانما ي

دة الشحنات الموجبة من  شغل المبذول بواسطة المجال الكهربى لنقل وحذ العندئها يسمى  علي

 بطاقة جهد   يؤخذهذا الموضع القياسى في مالانهاية ()  0Bالى الموضع القياسى   Aالموضع   

.  Aتصار جهد المجال عند  باخ  . أو Aا توضع عند عندمحدة وجبة التي مقدارها الوة المالشحن

، وحيث أن الشغل لا يتوقف على المسار بين النقطتين فتكون الدالة Aويرمز له بالرمز 

  Wبالرمز   للشغلمزنا فاذا ر دالة وحيدة القيمة عند أي نقطة في الفضاء . القياسية في الموضع

   فان  :

 

 2 -2شكل 

 

oC CBW =,
oA ABW = 

 وعليه فان :  
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0 0 0 0AC AB B c AB CBW W W W W= + = − 

   
(8)         ( )A C C A= − = −  − 

في دالة نقل وحدة الشحنات الموجبة يساوى التغير ل للمجاطة المبذول بواسأن الشغل اوهذا يعنى 

شارة سالبة . والآن نفرض ان الشغل لنقل وحدة الشحنات الجهد بين الموضعين مضروبا في إ

)ة     الموجبة من  النقط )P r  دالة الجهد عندها حيث     والنقطة( )Q r dr+    ودالة الجهد

+dعندها        هوdW  :  حيث 

 

 3 -2شكل 

 

                     dW d d= − + − = −    

 

 صورة :  وهذا الشغل يمكن وضعه بال

                     dW E dr= 

  

 E dr d dx dy dz
x y z

   
= −  = − + + 

   
 

  

 ( )i j k dxi dyj dzk
x y z

   
= − + + + + 

   
 

 

  (9) ( ) dr= −  

 (10) E grad= − =  

 

 :  ب الصورالترتي لكارتيزية والاسطوانية والكرية علىوهذه العلاقة تأخذ في الاحداثيات ا
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 ( ), , , ,x y zE E E
x y z

   
= − 

   
 

                                              

 ( )
1

, , , ,zE E E
z

 
  

   
= − 

   
 

       

 ( )
1 1

, , , ,
sin

rE E E
r r r

 
 

   
= − 

   
 

0Eتحقق  :     (10)يلاحظ أن العلاقة     كانت هناك شحنة   ما سبق أنه اذا. كما يلاحظ  م  =

e  شحنة تصبح    قان القوة المؤثرة على هذه ال  في مجال كهربى ةعوضو مeE   وطاقة جهد

 . eالشحنة هي    

 

  هد شحنة  موضوعة عند نقطة الأصل .مجال وجأوجد   مثال  :

  ال عند هذه النقطة  هو : بالنسبة للشحنة  فيكون المج  Pموضع النقطة  rن  نفرض أ الحل :

 
3

e
E r

r
= 

  أما دالة الجهد فتعطى بالصورة  :

  

 
3 2

P P r

e e e
E dr r dr dr

r r r

  

 = = = =   

 

  نظرية جاوس للفيض

فان هذا  Eللمجال الكهربى   S مغلق الخارج من السطح ال بى الكهر الفيض   N   اذا كانت 

 الفيض يعطى بالصيغة : 

 

                            4
S

N E dS Q= = 

 

 داخل السطح  .الشحنة الكلية  يه  Qحيث 
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 4 -2شكل 

 

)عند النقطة    ieشدة المجال الناشئ  عن الشحنة    iEنفرض أن    البرهان : )iP r    كما هو

 ورة : ن وضعه بالصيمكالسابق   موضح بالشكل . التكامل السطحى

  

3
1

n
i

i

i iS S

e
E dS r dS

r=

 
=  

 
  

  

 
3

1 1 1

n n n
i

i i i i i

i i iiS S

r dS
e e d e

r
 

= = =

= = =    

0i. وتكون  :   ieهي الزاوية المجسمة عند الشحنة    iحيث  4iأو  = =   عندما تكون

 سابق يصبح : حى الالسط ب . وعليه فان التكامليأو داخل السطح على الترت ارجالشحنة  خ

 

 (11)                  4
S

E dS Q= 

ieاذا كانت هناك شحنات        موزعة على السطحS   بالإضافة للتوزيع السابق . ففي هذه الحالة

ieللشحنة السطحية   اظرة المن  iالزاوية المجسمة    كونت    وعليه فان الفيض الكلى الناتج من .

 الشحنات السطحية والتوزيع الداخلى للشحنات بالصيغة :  
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                               4 2
S

E dS Q Q  = + 

Qحيث   سطح لى اللية الموجودة عحنة الكهي الشS  للشحنة  ،   التوزيع المنتظم. أما في حالة

 الصورة : الفيض بفيكون  وبفرض أن الكثافة الحجمية للشحنة داخل السطح هي  

 

               (12)                  4
S V

E dS d  =  

عنصر الحجم . اذا كان هناك توزيع سطحى   S   ،dهو الحجم المحاط بالسطح     Vحيث  

 غة : لسابق فان الفيض يأخذ الصيم ابالإضافة للتوزيع الحجمى المنتظ  منتظم بكثافة سطحية   

 

                         4 2
S V S

E dS d dS    = +   

 ة التكاملية   باستخدام العلاق

                                      ( )
S V

E dS E d=   

 نجد أن :   (12) وبالتعويض في المعادلة 

 

 (13)                          4E  = 

0ن جاوس . اذا كانت   و لقان  اضليةالصيغة التفالمعادلة بوتعرف هذه   فان :  =

 

 (14) 0E = 

 لكتروستاتيكى .أي أنه عند النقط التي ليس بها شحنات يتلاشى تباعد المجال الا

 

   معادلة بواسون

E   بوضع = −   على   نحصل  (13)في : 

 (15)          2 4  = − 

 لم الكهربية  . ، وهى معادلة أساسية في عوهذه تسمى معادلة بواسون  

 

   معادلة لابلاس 

 
0بوضع     نحصل على :     (15)في المعادلة    =

 (16) 2 0  = 

 امة في فروع الفيزياء النظرية. لات الهبلاس وهى احدى المعاد المعادلة بمعادلة لاهذه  ىسم وت
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    أنابيب القوىخطوط القوى و

خط القوة هو المنحنى الذى يكون المماس له عند أي نقطة عليه ينطبق مع اتجاه المجال الكهربى 

 فيكون :  منحنى الاتجاهى من ال ر الطولعنصهو  dعند هذه النقطة . بفرض أن  

 

 

                                                                              d dxi dyj dzk= + + 

                                                                        X y zE E i E j E k= + + 

                                                                                  d E= 

  

 متجهات              i     ،j  ،kحيث   

  ة  ، ويكون : الأساسي الوحدة                                                                   

            

 5 -2شكل                 

                                                                          
X Y z

dx dy dz

E E E
= = = 

: ى ، ولكن عندما يكون  قوة واحد من خطوط القو لفضاء يمر خط ا فيامة عند كل نقطة ع

0E نقطة يكون غير محدد ، ومثل هذه النقطة تسمى نقطة  هذه ال لقوة عند فان اتجاه خط ا =

القوى التي تمر بمنحنى مغلق تسمى أنبوبة القوى . الفيض  خلال أي  التعادل . حزمة خطوط

 ة التي شدتها الوحدة .القوى يسمى شدة الانبوبة . أنبوبة الوحدة هي تلك الأنبوبة وب ع من أنب مقط

 

 ات : ملاحظ

يكون عموديا على  Eد يقطع خط القوة على التعامد لأن المجال الكهربى جهتساوى ال) أ (  خط 

 خط تساوى الجهد .

لن   تستقرفقط وتتوزع على سطح الموصل أي نةلش) ب ( اذا شجن جسم موصل بشحنة فان هذه ا

 هذا الموصل .توجد شحنات داخل 

 

 .ى الجهد الموصل هو سطح تساو طح ) ج (  س
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 أمثلة محلولة 

كثف يتكون من صفيحتين مستويتين  استنتج الجهد الكهربى وشدة المجال الكهربى لم  : (1)  مثال

الأخرى   لجهد على الصفيحةرض  بينما االأب  يتين في الطول . احداهماموصلةموصلتين ولانهائ

 . وى  تين يسا ن الصفيحافة بي والمس 1ساوى  عند أي نقطة عليها ي

 

  عموديا على مستوى كل zلكارتيزية بحيث يكون المحور  باختيار مجموعة المحاور ا   الحل :

 لشكل .حة  . كما بافيص

  

 

  

  

  

  

 

  

  

 

 

 

 ن أي أ zال الكهربى  (  دالة في المتغير المج)  وى  ن الجهد الكهربواضح من التماثل أ

( )z =    :  وتصبح معادلة لابلاس بالصورة 

 
2

2
0

d

dz


= 

 ثم بالتكامل نجد أن : 

 Az B = + 

0zما عند  =0باستخدام الشرطين :    =       ،1 =   ما  عندz 1Aنجد أن :   =


= ، 

0B  لصورة :   وبذلك فان دالة الجهد الكهربى تأخذ ا  =

                                          1 z


 = 

 تعطى بالعلاقة :   وشدة المجال الكهربى

 6 -2شكل 
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                           1d
E k k

dz


= − = − 

اتجاه   مجال منتظم وفى واضح أن المجال الكهربى.  zاتجاه المحور  دة فيمتجه الوح  kحيث 

 رض .ة بالأالموصل الصفيحة

 

ن من اسطوانتين لا نهائيتين في الكهربى والمجال الكهربى لمكثف يتكو  أوجد الجهد  :(2) مثال 

نقطة   ودالة الجهد عند أي aة  في المحور ، ونصف قطر الأسطوانة الداخلي الطول ومشتركتين

 . bونصف قطرها   خارجية موصلة بالأرض وانة البينما الأسط  aعليها   

 

 :    الحل

باختيار مجموعة المحاور الأسطوانية                                 

  

                                                                       ( )z   ور بحيث أن المحz   ينطبق 

 على المحور المشترك لاسطوانتى المكثف                                                                     

 

 النقط الواقعة على جميع من الواضح أن    

 

aحيث  أسطوانة نصف قطرها     b  

 

 ماثلة لكل من دالة الجهد الكهربى  تم 

 

)لجهد   والمجال  الكهربى . أي أن دالة ا ) =  : معادلة لابلاس في الاحداثيات الاسطوانية . 

 

                          
2 2

2

2 2

1 1
0

z


    

      
  = + + = 

    
 

 تصبح في هذه الحالة بالصورة  : تي وال

       
1

0
d d

d d


  

 
= 

 
 

 ثم بالتكامل مرتين متتاليتين نجد أن : 

 
 lnA B = + 

aباستخدام الشرطين :    =     عندماa =    ،0=     عندماb  نج أن :  =

 
ln

ln ln

a b
B

b a


=

−
         ,

ln ln

aA
b a


= −

−
 

 7 -2شكل  
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 رة  :  وشدة المجال للمكثف يعطى بالصو

 

 
( )ln ln

ad
E e e

d b a
 

 


= − =

−
 

eحيث     اتجاه متجه الوحدة في   ا مع   ال يتناسب  عكسي. واضح أن المج من هه اتجا, و 

 الأسطوانة الصغرى الى الأسطوانة الكبرى . 

 

تين رقيقتين كرويتن  مجال الكهربى لمكثف يتكون من قشرالكهربى والأوجد الجهد : (3) مثال 

 رةا الك. أم aودالة الجهد عليها   aر الكرة الداخلية  نصف قطومشتركتين في المركز . 

 . bوصلة بالأرض ونصف قطرها  الخارجية فم

  

  رية  اور الكباختيار مجموعة المح                                                       الحل :

                                                             

( ), ,r   . جميع النقط  الواقعة              اضح أنه لمن الو 

على                                                          

aسطح كرة  نصف قطرها   r b    الة فان د 

  

ه النقط  أي   هذ ل الجهد والمجال الكربى  متماثلان   

                                            أن : 

   

 

 

)   أي أن :  )r =  كرية هي  : في الاحداثيات  ال ، ومعادلة لابلاس 

 

 
2

2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
sin 0

sin sin
r

r r r r r


    

        
  = + + =   

       
 

  

  صيغة : لة بالوالتي تصبح في هذه الحا

 

                                              2

2

1
0

d d
r

r dr dr

 
= 

 
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 أن :  بالتكامل نجد 

  

 
A

B
r

 = − + 

aباستخدام الشرطين  :   =    عندماr a=     ،0=  عندما   r b=  : نجد أن . 

 aa
B

b a


= −

−
           ،aab

A
b a


= −

−
 

 ذلك فان  :  بو

 1aa b

b a r

  
 = − 

−  
 

 
( )2

a
r r

abd
E e e

dr r b a


= − =

−
 

 غرى الى القشرة الكبرى. رة الصواتجاهه من القش 2rأي أن المجال الكهربى يتناسب  عكسيا مع  

 

 حنة الظاهرة الكهربية لتركيبات من الش                         

 

    قيمحنات على خط مستمن الش مجموعة  -1

1نفرض أن    2, ,......, ne e e   0المركزة على الخط المستقيم   ن الشحنات مجموعة م  عند النقط   =

1 2, ,...., nA A A    نفرض أن النقطة .P    هو موضح بالشكل . المجال   ماك على خط القوة

  المركبة أي أن . Pيجب أن يكون في اتجاه المماس لخط القوة المار بالنقطة    Eالكهربى الكلى 

 تلاشى . أي أن : العمودية للمجال على المماس يجب أن ت 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

     (1)            1 2
1 22 2 2

1 2

sin sin ..... sin 0n
n

n

e e e

r r r
  + + + = 
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 :   , وحيث أن    وةالقلخط  Pوالمماس عند النقطة   iEبين   زاوية  هي ال iحيث  

 

sin i
i i

d
r

d


  :   الصورةتأخذ   (1)ادلة  المع فان  =

 (2)           1 2
1 2

1 2

..... 0n
n

n

e e e
d d d

r r r
  + + + = 

 ت  :  باستخدام العلاقا

  (3)         1 1 2 2sin sin ..... sinn nr r r m  = = = = 

 

 نحصل على : (2)   والتعويض في المعادلة 

 

     (4)         1 1 1 2 2 2sin sin ..... sin 0n n ne d e d e d     + + + = 

 امل هذه المعادلة نجد أن  : تكوب 

 

 (5)        1 1 2 2cos cos ..... cos .n ne e e cons  + + + = 

 

لشحنات السابق . واضح أن هذه لجميع قيم الثابت نحصل على معادلات خطوط القوى لتوزيع ا

ى الجهد التي تقطع خطوط القوى على  او تس طوط. أما خ  الخطوط تقع على سطح محوره 

 عامد قتتعين من :  الت

 

                     1 2

1 2

..... .n

n

e e e
const

r r r
+ + + = 

 أي أن : 

 (6)              1 1 2 2sin sin ..... sin .n ne e e const  + + + = 

 ثابت نحصل على معادلات خطوط تساوى الجهد . قيم اللجميع 
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   خطيةت لشحنا المجال الكهربى والجهد الكهربى -2

 

ا التوزيع  ى هذ نهائى الطول يسم   لا على خط مستقيم لااذا وزعت شحنات خطية توزيعا متص    

لها   eطولية . واذا كانت ول الكثافة العلى وحدة الط eشحنة  خطى للشحنة , وتسمى التوزيع البال

هربى شدة المجال الكشحنة . لايجاد التوزيع بالتوزيع المنتظم لل ىنفس القيمة عند كل نقطة  يسم

 تج عن سلك والجهد الكهربى النا

صغير جدا   aفرض أن السلك عبارة عن أسطوانة نصف قطرها   ة منتظمة نن بشحنحو مش

متحدة المحور مع  rطوانة نصف قطرها وعليها شحنة خطية منتظمة . والآن نتخيل أس

هو :   Lاره   لطول مقد نة الخارجية  من الأسطوالسابقة . الفيض الكلى الخارج الأسطوانة ا

2 rLE يث ح  E   مقدار شدة المجال . وحيث أن الشحنة الداخلية الكلية هي( )eL   فانه بتطبيق

 س للفيض نجد أن :  نظرية جاو

 

( )2 4rLE eL =   

)(7                      
2e

E
r

= 

  

2d e
E

dr r


= − = 

 

 

 بالتكامل نجد أن : ثم 

   

(8)                                . 2 lnconst e r= − 

 

 ن انة الداخلية  ، وبفرض أنصف قطر الأسطو لا يعتمدا على  (8)،      (7)العلاقتان 

0a→ ظمة فتكون أي أن الأسطوانة الداخلية آلت الى سلك مشحون بشحنة خطية منت  

  . هما المعادلتان لشدة المجال الكهربى والجهد الكهربى  للسلك المشحون  (8)،    (7)
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ة بشحنات ك ا لمتوازية اللانهائية الطول والمشحونلايجاد خطوط القوى لمجموعة  من الأسلا   

1كثافة الطولية للشحنة لهذه الأسلاك هي ض أن المة : نفرمنتظ 2, ,....., ne e e    ونفرض أن

1الأسلاك تقطع على التعامد مستوى في النقط    2, ,....., nA A A  ونفرض أن  ترتيب ،العلىP 

1  ى ، ونفرض أن :توا المسفي هذ  نقطة على خط القوة  2, ,....., nA P A P A P    تصنع الزوايا 

1 2, ,....., n      0مع  خط ثابت في المستوى  .ل كما هو موضح بالشك =
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يجب  نى  منحلل Pعلى المماس عند النقطة  لعمودية  الكلى ا وحيث أن مركبة المجال الكهربى

 أن تتلاشى  فان : 

     (9)            1 2
1 2

1 2

2 2 2
sin sin ..... sin 0n

n

n

e e e

r r r
  + + + =    

iAهي الزاوية بين    iحيث   P حيث أن :   والمماس للمنحنى وsin i
i i

d
r

d


  فان :  =

 
               1 1 2 2 ..... 0n ne d e d e d  + + + = 

 ثم بالتكامل نجد أن :  

   (10)              1 1 2 2 ..... .n ne e e const  + + + = 

 

 وعة الأسلاك ى في المستوى لمجم معادلة خطوط القو  (10) تعطى المعادلة لقيم الثابت المختلفة 
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ستوى فتتعين  هذا الم ساوى الجهد فيت خطية منتظمة . أما خطوط تمشحونة بشحناالمتوازية ال

 لة : من المعاد 

 

           (11)        1 1 2 2ln ln ..... ln .n ne r e r e r const+ + + = 

 

   المزدوج الكهربى --3

  

)يرتين جدا  تين كهربيتين كبهو عبارة عن شحن   ) ( ),e e+ تبعدان عن بعضهما بمسافة   −

متجه العزم أو الشدة الكهربية  ، وهذا  الكهربى بمتجه يسمىلمزدوج . ويتميز ا يرة جدا  صغ

 صيغة الرياضية : المتجه يعطى بال

                  ( )limM e



→

= 
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المزدوج وهو نفس اتجاه  سالبة الى الشحنة الموجبة يسمى محور من الشحنة ال المتجه الواصل

)طة  هربى للمزدوج عند النق جهد الكالكهربى  . ال متجه العزم )P r : يمكن وضعه بالصورة  

 

    (12)           ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 1e e
P e

r r r r

+ −  
 = + = − 

 
 

)باختيار مجموعة المحاور الكارتيزية    ), ,x y z ج على المحور بحيث ينطبق محور المزدوx  

 ن وضع : لشكل . فانه يمكموضح باكما هو 

  2 2 2 2 ,r x y z M ae= + + = 
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  صغيرة جدا  ( . وكذلك : aبى )  الكهرزدوج مطول ال aحيث  

 (13)              

1
2

2
2 2

1 2
1

2

a ax
r x y z r

r

   
= − + + = −   

   
                       

   

 (14)                

1
2

2
2 2

2 2
1

2

a ax
r x y z r

r

   
= − + + = +   

   
 

 يصبح بالصورة : نجد أن فان الجهد الكهربى للمزدوج (12) ثم بالتعويض في 

 

 ( )

1 1

2 2

2 2 2
1 1

e ax ax ae x
P

r r r r r

− − 
     = − − + =   
    
 

 

 (15) 
2 3

cosM M r

r r


= = 

r, :   هي الزاوية بين المتجهين  حيث  M . لنقطة  ى عند االمجال الكهربP  : يكون 

 (16) 
3 3 5

3
M r M M r

E r
r r r

 
= − = − = − + 

 
 

 ن العلاقتين : لمجال الكهربى يتعينا موالمركبتان القطبيتان ل

 (17) 
3

2 cos
r

M
E

r r


= − =


 

 (18) 
3

1 sinM
E

r r







= − =


 

 رة :قوى تعطى بالصو ة التفاضلية القطبية لخطوط العادلوالم

 
r

dr rd

E E


= 

 وى بالصيغة : ثم بالتعويض والتكامل نحصل على معادلة خطوط الق 

 (19) 2sinr c = 

 

 

1الموجبتين  ادرس خطوط القوى للشحنتين   :(4) مثال  2,e e ن   عند النقطتي,A B  .  ثم  بين أن

 يصنع  BAمع  بزاوية ميل   1eرب ( لخط القوة الذى يبدأ من  اللانهاية ) خط التقا ماس عند الم

  الزاوية  :  BA مع  
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 1 1

1 2

2sin sin
2

e
n

e e

−
 
  + 

 

 

 الحل :
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 وينتهى عند مالانهاية . ونفرض أن الخط   Aنقطة على خط القوة الذى يبدأ من  Pنفرض أن  

BA   :  0هو الخط  .  معادلة خطوط القوى هي :  =

    (1)               1 1 2 2cos cose e C + = 

وينتهى عند مالانهاية  نستخدم الشرط   بزاوية ميل   Aلخط القوة الذى يبدأ من  Cد  لايجا

Pدما  عن A→   : 2فان 10,  =   أن : ة نجد بقالمعادلة السا ثم بالتعويض في  =

1 2cosC e e=  : ر بالصورة وتصبح معادلة خط القوة الذكو +

           (2)           1 1 2 2 1 2cos cos cose e e e  + = + 

عندما     نستخدم الشرط  : )) وهى زاوية ميل خط التقارب   ة لايجاد ميل المماس  عند اللانهاي 

P →  1فان 2  =  نجد أن : (2)ثم بالتعويض في المعادلة   =

 ( )1 2 1 2cos cose e e e + = +   

 ( ) 2 2

1 2 1 21 2sin 1 2sin
2 2

e e e e
    

+ − = − +   
   

 

 ( ) 2 2

1 2 1sin sin
2 2

e e e
 

+ = 

 1

1 2

sin sin
2 2

e

e e

 
=

+
 

 



   نصاريالأ د الدين فري نصر /دكتور                                                                                                       ة سياطيهرومغنكجالات الية المنظر

44 

 

 

 

 1 1

1 2

2sin sin
2

e

e e


 −

 
=   + 

 

                 

 

 

 تمارين 

 

, والكثافة الطولية للشحنة  في الطول ينهائي ولانن ي لسلكين متوازي  أوجد خطوط القوى -1

e,لهما    e− . أوجد كذلك منحنيات تساوى الجهد .   

 

حدة شحنة . و  1,    -2,  1ية للشحنة هي :   ثلاثة أسلاك لانهائية الطول , والكثافة الطول  -2

 مة واحدة هي :  ى استقاثلاث نقاط  وعلعلى التعامد مستوى في  ع هذه الأسلاك تقط

, ,A B C ث   على الترتيب  حيAB BC a=  . أثبت أن معادلة خطوط القوى هي :  =

  ( )2 2 cos 2 secr a   =    لزاوية قياس ا خط     BC   عند نقطة الأصل ,  B  حيث   +

       ,a   . بارامتر 

 

ثلاثة أسلاك رفيعة متوازية  ومتماثلة في الشحنة الخطية المنتظمة  , وتقطع على التعامد  -3

,ى في ثلاث نقاط   مستو  ,A B C   ع وطول  والتي تمثل رؤوس مثلث متساوى الأضلا

د المرسومة في المستوى لجهايات تساوى بية  لمنحن . بين أن المعادلة القط   3cضلعه   

6تكون على الصورة :   6 3 32 cos .r c r c cons+ − هو نقطة بفرض أن مركز المثلث  =

 ل .صالأ

 

 ي  لتعامد مستوى فبحيث تقطع على ا لانهائية الطول  , وضعت أربعة أسلاك متوازية و  – 4

 

 تظمة هي  :   ية للشحنة المنفة الطول كثاوال  ABCDقاط  هي رؤوس المربع ع ن أرب

  

  e    عند,A C          ,e−   عند,B D    2هو  عطول ضلع المرب. اذا كانa   

 

 الواقعة داخل المربع  يأخذ الصورة  :      Pعند النقطة     فأثبت أن الجهد     

  

    2 22 cos 2er a − )حيث     = ),r         بة  النسب   ة  القطبية للنقط الاحداثيات 

 

   لمركز المربع .
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 قطاب لة القابلة للاستزلمواد العاا

عليها كهربيا فانها تستقطب أن بعض المواد العاذلة مثل الميكا والزجاج اذا أثر  جربةلت باوجد 

ا ه الظاهرة يمكن تفسيره وهذ  ها يتحول الى مزدوج كهربى ,بمعنى أن كل عنصر صغير من

 ن كما يلى  : بطريقتي

 

 لة فان  وصم انت المادة) أ ( تحتوى ذرات أي مادة على شحنات موجبة وأخرى سالبة . فاذا ك   

اقعة تحت تأثيرمجال كهربى فينتج سريان  الشحنات السالبة تكون حرة  الحركة في المادة الو

  كنول يحدث   ذا السريان لاقابلة للاستقطاب فان هلة وهربى . أما اذا كانت المادة عاذ للتيارالك

ة في اتجاه جبلو الشحنة ا حالمجال الكهربى المؤثريزيح الشحنات في الذرة إزاحة طفيفة بحيث تزا

مضاد , وبذلك تظهر المزدوجات الكهربية في المادة المجال المؤثر والشحنة السالبة في الاتجاه ال

 .  هربىي اتجاه المجال الكالمستقطبة ف
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ربية موزعة في المادة نة أساسا من مزدوجات كهلمادة العاذلة مكوتخيل أن جزيئات ا يمكن)ب( 

ولا يبدو  ث يتكون كل عنصر صغير منها على عدد كبير من هذه المزدوجات وزيعا عشوائيا بحيت

ذه المادة في  عت ه هذا العنصر مستقطبا لأن هذه المزدوجات تلاشى بعضها بعضا , ولكن اذا وض

جال , وتصبح المادة زدوجات وتأخذ اتجاه المي اتجاهات هذه المانه يحدث انتظام فبى فكهر مجال

 قطبة . مست
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 تقطاب متجه الاس 

والذى يعرف بأنه   Pتجه الاستقطاب  خل الآن مفهوما يميز شدة الاستقطاب للمادة وهو م ند 

حجم من  ذا كان لدينافا ة .وم للمادة المستقطببى المكافئ لوحدة الحجهرمتجه عزم المزدوج الك

كون هناك علاقة خطية . لكثير من المواد ت Pdعزمه :    فانه يكافئ مزدوجا كهربيا dالمدة   

 دة المستقطبة . أي أن : ة داخل الماعند أي نقط Eربى  كهومتجه شدة المجال ال Pبين المتجه   

 

          P kE= 

متجه الاستقطاب  مل القابلية للاستقطاب . اذا كان ثابت يتوقف على المادة ويسمى معا kحيث  

 ظم . قيل أن الاستقطاب منت نقط المادة المستقطبة  يعثابت في المقدار والاتجاه عند جم

 

   قاعدة بواسون للتوزيع المكافئ

عنصر حجم من هذا   dوأن    Sط بالسطح ومحا    Vلدينا جسما مستقطبا حجمه   أننفرض 

نقطة خارج الجسم   q. فاذا كانت   Pd وجا كهربيا متجه عزمه  زد الجسم . هذا العنصر يكافئ م

  Eتتميز بمتجه المجال   qلنقطة  رة الكهربية الناشئة عن الجسم  عند االمستقطب فان الظاه

 ة المكونة  للجسم . رات المزدوجات الكهربيويقدران  بتكامل تأثي , ودالة الجهد  
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 هو :  Pdوج الكهربى  نفرض أن الجهد الناتج عن المزد  qلحساب دالة الجهد عند النقطة 

 
1

d Pd
r


 

 =  
 

 

 هو :   qد النقطة  عن الجسم عن  هد الناتجلجويكون ا

 
1

q

V

P P
P d d

r r r
 

    
 =  =  −   

    
  

 :  ويكون



   نصاريالأ د الدين فري نصر /دكتور                                                                                                       ة سياطيهرومغنكجالات الية المنظر

47 

 

 n
q

V S V S

PP P dS P
d d dS

r r r r
 

   − −
 = + = +   

   
    

 النموذج الكهربى التالى : وهذه النتيجة تبين أن الجسم المستقطب يكافئ تماما 

 حجمية للشحنة هي : المجموعة من الشحنات الموزعة على حجم الجسم وكثافتها  ( 1)

P = −  

 ات الموزعة على سطح الجسم وكثافتها السطحية للشحنة هي : الشحن ة من مجموع  ( 2)

nP  تقطاب على سطح الجسم المستقطب . وهى المركبة العمودي لمتجه الاس =

 جسم المستقطب .للالتوزيعان السابقان يعرفا بتوزيع بواسون المكافئ 

 السابقين هي :   ينجة عن التوزيعنة الكلية النات ن الشحواضح أ 

 ( ) ( ) ( ) 0n

V S V V

Q P d P dS P d P d  = − + = −  +  =    

ساوى  ة داخل الجسم المستقطب وعلى سطحه تأن تكون الشحنة الكلي كما هو متوقع لأنه يجب 

لمؤثرة  ا  القوةطب هو مستقرج الجسم الخاالواقعة  qالصفر . شدة المجال الكهربى عند النقطة  

 ة عند هذه النقطة ويحقق المعادلات : جبالشحنات المو على وحدة

 , 0 , 0E E E d= −  = = 

ويحقق  Eمجال الكهربى  هرة الكهربية داخل الجسم المستقطب تتميز أيضا بمتجه الظاال

 المعادلات السابقة .

 

    الكهربيةة متجه الازاح

 Eاسون المكافئ . وهذا يعنى أن المجال بوع  يتحقق توزي سم المستقطب ة داخل الجعند أي نقط

  ية عند هذه النقطة ) أي بالكثافة نقطة داخل الجسم المستقطب يرتبط بكثافة الشحنة الحجم أي عند 

P− س للفيض . أي أن : او(  بواسطة  نظرية ج  

 ( )4
S V

E dS P d = −  

 . وباستحدام العلاقة التكاملية :  Vهو سطح الجسم المستقطب المحيط بالحجم    Sحيث 

 ( )
V

E dS E d=   

 ل على : وبالتعويض في نظرية جاوس للفيض نحص
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 ( )4 0E P + = 

الكهربية داخل المادة المستقطبة والذى يمكن ة لتمييز الظاهرعريف متجه جديد يمكن توالآن 

 وضعه بالصورة : 

 4D E P= + 

0Dالعلاقة الرياضية : ويسمى متجه الازاحة الكهربية ويحقق  , وهذا صحيح في حالة   =

P  وحيث أنخارج . ت إضافية من الفقط وغير مشحون بشحنا طب الجسم المستق kE= 

 غة : وبالتعويض فان متجه الازاحة الكهربية يأخذ الصي

 4 , 1 4D E kE KE K k = + = = + 

 ثابت الاستقطاب . واضح كذلك أن :  Kويسمى 

 ( ) ( )0 , 0KE K =   = 

2لة الجهد تحقق معادلة لابلاس :  االموضع فان د على  لا تعتمد  Kت  انفاذا ك 0  = . 

وبتطبيق  لحجمية   م المستقطب مشحونا بشحنات حرة إضافية وكثافتها اكان الجسأما اذا 

 نظرية جاوس للفيض نجد أن : 

 ( ) ( )4 , 4 4E P E P    = −   + = 

 ( )4 4D K  =    = − 

2:  لا تعتمد على الموضع فان دالة الجهد تحقق  K واذا كانت  4

K


  = وهى معادلة  −

0الة الفضاء بواسون . في ح 1K, وتصبح  = D   ويكون = E= , 

 

  نتائج

 المادة فانه ينتج مما سبق أن : مرسوم داخل  ا مغلقالنا سطحا تخي( اذ 1

 رة فان : غير مشحونة بشحنات حاذا كانت المادة  -أ

               ( ) 0
S

D dS D d=  =  

 فان : اذا كانت المادة مشحونة بشحنات حرة كثافتها الحجمية   -ب 

 ( ) 4
S V V

D dS D d d   =  =   
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P.كان الجسم منتظم الاستقطاب  أي أن    ذاا 2) cons=  ل الكهربى داخل المادة يكون المجا فان

E.منتظما  أي أن   cons=   0ويحققE 0أي  اذا لم تكن هناك شحنات حرة  = ويؤول   =

 الى توزيع سطحى فقط أي : ئ واسون المكافتوزيع ب 

                                  n

S

P
dS

r
 =  

خارج الجسم غير المشحون بشحنات حرة ) أي  الجهد اذا كانت النقطة التي نحسب عندها  3)

0أن   م  فان :  (  بعيدة جدا عن الجس  =
1

r

 
 
 

 تظل ثابتة أثناء عملية التكامل  أي أن :  

 
1 1

V

Pd m
r r


   

 =  =    
   

 

كهربيا ومتجه عزمه يتعين  سم المستقطب كما لو كان مزدوجا أي أنه في هذه الحالة نعتبر الج

بالصيغة :   
V

m Pd=  

رها  حنة بكرة نصف قطوأحطنا هذه الش Kفي مادة ثابت استقطابها     +eة  عنا شحناذا وض 4)

r الشحنة  ومركزهاe+  وكانت, ,P E D على بعد    عند أي نقطةr نة فان : من الشح 

 شكل

            2

2 3
4 4 4

S

e e
D dS e r D e D D r

r r
  =  =  =  = 

 والمجال الكهربى يتعين من :
3

e
E r

Kr
 لصورة : ومتجه شدة الاستقطاب  يأخذ ا  =

                        
( )

3

1

4 4

K eD E
P r

r 

−−
= = 

eهناك شحنة    هذا يعنى أنه اذا كانت   عد على بr  من الشحنةe+ ؤثرة  على  فان القوة الم

eنة  الشح  صورة :  تكون بال
3

ee
F r

Kr


واذا لم تكن هتاك مادة فان   =

3

ee
F r

r


, أي أن وجود =

الى  +eل المادة انقص مقدارها من  اخد  +eلشحنة  ا
e

K

+
1Kلأن       هم ذلك من كن فويم

المادة بعد أن  bطرها  على هيئة كرة نصف ق +eتوزيع بواسون كالآتى : اذا اعتبرنا الشحنة   

 ع حجمى  كثافته تتعين من : توزيستقطب تكافئ ت

                       
( )

3

1
0

4

K e r
P

K r

−  
− = −  = 

 
 

aكثافته السطحية  :    وتوزيع سطحى bP لكرة , أي عمودى على سطح ا rفي اتجاه  Pلأن   −=

 شحنة أخرى مقدارها   +eالشحنة   يضيف الى اب المادةتقطاس وهذا يعنى ان
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( ) ( )2 2

20 0

1 1
lim 4 lim 4

4
r b

b b

K e K e
q b P b

Kb K
 


=

→ →

− −
= = − = − 

حو  نالسطح  ) سطح الكرة (  والاتجاه العمودى على rهو اتجاه   Pالإشارة السالبة لأن اتجاه  

 وبذلك تكون الشحنة الكلية  :  −rالخارج في اتجاه  

                                     
( )1K e e

e
K K

−
+ − = 

  الشروط السطحية

الشروط السطحية الواجب توفرها عند السطح الفاصل بين مادتين مستقطبتين يمكن الحصول 

طابهما  استق ( وثابيى2, )( 1ل بين مادتين )ح الفاصهو السط Sها بفرض أن يلع
2 1,K K  على

متجه وحدة nوأن    Aومساحة قاعدتها  Sعمودية على السطح الترتيب . ونتخيل أسطوانة  

 ية  وكثافتها السطح Sصل افعمودى على السطح , واذا كانت هناك شحنات حرة على السطح ال

على السطح الدورانى   Dسطوانة  صغير جدا بحيث يمكن اهمال فيض اع الأأن ارتفوبفرض 

 نحصل على : 

 
2 1 2 14 4n n n nD A D A A D D − =  − = 

ر  اصل المشحون تكون غيفلوهذا يعنى أن المركبة العمودية لمتجه الازاحة الكهربية عند السطح ا

 متصلة , وحيث أن  

 , nD KE E
n


= =


 

 فنجد أن : 

 2 2
2 2 1 1 2 14 4n nK E K E K K

n n
 

 
− =  − = −

 
 

0مشحون أي  واذا كان السطح غير   فان :  =

 2 1
2 1 2 2 1 1 2 10 , 0n n n nD D K E K E K K

n n

 
− = − =  =

 
 

الفاصل فانها تكون  حأما بخصوص المركبة المماسية لمتجه المجال الكهربى في اتجاه السط

2تصلة , أي أن   م 1t tE E=   2ومنها نجد أن الجهد يكون دالة متصلة عند السطح أي 1 = 

2ان  موصلة ف( هي مادة 2اذا فرضنا أن المادة ) 0E 2أي  = 0tE 1ويكون  = 0tE أي أن   =

 أي أن :    Sوديا على السطح عم  ( يكون فقط1)ربى في المادة  مجال الكهال



   نصاريالأ د الدين فري نصر /دكتور                                                                                                       ة سياطيهرومغنكجالات الية المنظر

51 

 

 

 1
1 1 2

1

4
, ,

4

K
E

K n







= − = +   = 


 

  

    تطبيق

وممتدة الى  1Kفي مادة ثابت استقطابها    Kوثابت استقطابها   aوضعت كرة نصف قطرها  

 . احسب دالة الجهد عند أي نقطة .  0Eته مجال كهربى منتظم شد ادتين لى المية , وأثر عهاناللا

 

0(  : 2(  داخل الكرة  )2(  , )1)  ناذ يوجد حي  الحل : r a  وخارج الكرةa r  .   

فيكون هذا المحور هو   oخلال مركز الكرة   0Eظم   لمجال المنتفي اتجاه ا  zبأخذ المحور 

والتي تعتمدعندئذ لجهد ا الاحداثيات القطبية الكرية للتعبير عن دالة امحور تماثل , واذا اخترن

r,على     : أي أن( ),r  = ى الجهد :  لذلك سنبحث عن دالت( ) ( )1 2, , ,r r   

 وكل منهما تحققا الشروط : ( 2( , )1في المنطقتين ) 

2أ(   ( 2

1 20 , 0  =    ت القطبية الكرية .عندما نكتب معادلة لابلاس في الاحداثيا =

rندما  ع  مةتكون وحيدة القيمة ومحدودة القي 1 )ب ( = ,2   تكون وحيدة القيمة ومحدودة

0rالقيمة عندما   =  . 

 

1  )ج( 2 =    عندماr a=   لجميع قيم الزاوية . 

1  )د ( 2
1 2K K

r r

 
=

 
rعندما     a=    لجميع قيم الزاوية . 

لذلك نركب الدالتين  
1 2,   : من الدوال 

 02

cos
, , cos , cos

C A
Br E r

r r


 − 

0داخل الكرة   r a    2نختار cosBr  = .  

a خارج الكرة r    د الى ذلك المجال المنتظم عند ؤول الجهيجب أن يr = ال ن المجكما ا

 وج الكهربى . لذا نختار عند النقط البعيدة يكون قريبا من ذلك للمزد 

 1 0 2

cos
cos

A
E r

r


 = − + 

 ل على :  حصن ثم بتطبيق الشرطين )ج(  , )د(

 0 2

cos
cos cos

A
E a Ba

a


 − + = 
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 1 0 23

2 cos
cos cos

A
K E K B

a


 

 
− − = 
 

 

 2
0 03 3

1

2
,

KA A
E B E B

a a K
− + = − − = 

  : وبحل هاتين المعادلتين نجد أن 

 32 1 1
0 0

2 1 2 1

3
,

2 2

K K K
A E a B E

K K K K

− −
= =

+ +
 

 وبذلك يكون :  

 
3

02 1
1 0 2

2 1

cos cos
2

E aK K
E r

K K r
 

−
 = − + 

+
 

 

 1 0
2

2 1

3
cos

2

K E
r

K K


−
 = 

+
 

 

سابقة ويعطى المكافئ للتركيبة الو لفضاءع من الشحنات في ازي تو( : نستطيع أن نوجد 1نتيجة ) 

تى الجهد نفس دال
1 2,   وذلك من 

 

 2 2

2 2

1 1
sin 0 4

sin
r

r r r r
 

  

      
  = + + =   

      
 

 

 ( )1 2 4n N r a
E E 

=
− = 

ن  والدالتا
1 2,    0تحققا معادلة لابلاس حيث  ( نضع 2)(  , 1في الحيزين )  . =

1 21K K K= =   

 1 2 4
r ar r


=

  
− = − 

  
 

 

 0 0 0

1 3
cos 2 cos cos 4

2 2

K
E E E

K K
   

−
− −  +  = −

+ +
 

 

 
( )

( )
0

3 1
cos

4 2

K
E

K
 



−
 = 

+
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( وثابت  aعلى سطح الكرة ) نصف قطرها   بكثافة سطحية  وهذا يعنى أن توزيع من الشحنات 

نفس الظاهرة الكهربية ) مثل الكرة  التي نصف   يعطى ضاءموضوعة في الف  Kا  بهطا استق

 ( . 0Eفي مجال كهربى منتظم   aقطرها 

 

 فان : 1Kي المادة  نت الكرة هي فجوة ف( : اذا كا2نتيجة ) 

 1
2 0

1

3
cos

1 2

K
E r

K


−
 = 

+
 

 

 

ومستقطبة بحيث كان   aرة نصف قطرها في حالة كالمكافئ  ب توزيع بواسونحسا :(5) مثال 

Pمتجه الاستقطاب يتعين من :  r=  حيث  ثابت  ,r   متجه موضع نقطة بالنسبة الى مركز

 الكرة 

 

 الحل :  

  

3P  ة تعطى من :افة الحجمية للشحن كثال r  = − = −  = −  

    والكثافة السطحية تتعين من : 
r

P n r r a
r

    = = =  = 

rلأن   a= شحنة الكلية : عند سطح الكرة . واضح أن ال 

 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )3 24
3 3 4 0

3
V S

Q d a dS a a a      
 

= − + = − + = 
 

  

  

    التيارات الكهربية    

عليهما   الجهد  موصلين دالتىعن توصيل    
2 1,  عندئذ يحدث سريان  بواسطة سلك معدنى

 الجهدان .لاخر حتى يتساوى ا الجهد الأكبر للموصلكهربى من الموصل ذي 

    ربىهشدة التيار الك

    أي أن : Qشدة التيار في موصل منتظم هو معدل تغير الشحنة    
dQ

I
dt

= . 
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  تيار المتجه كثافة 

)قطة   من سطح عند ن dSمعدل سريان التيار الكهربى عبر عنصر  )p r : هو  j dS  حيث  

( )j j r=    لتيار .كثافة ا هو متجه  

   الالاتص معادلة

  هو :     Vجم   ط بالح المحي Sربية خارج سطح  الشحنة الكهن معدل سريا
S

j dS  ويساوى 

 معدل النقص في الشحنة , وبفرض أن السطح ثابت  فيكون : 

 

 
S V

j dS d
T

 


= −
 قة التكاملية وباستخدام العلا :                        

 ( )
S V

j dS j d=   

 نجد أن : 

 0
V

j d
t




 
 + = 

 
 

 0j
t


 + =


  

0وتسمى هذه المعادلة بمعادلة الاتصال . عندما      
t


=


0j  فان :         =   . 

j بوضع  
t


 = −


حجوم تساوى   والتي تبين أن الشحنة المتباعدة في الثانية لكل وحدة   

 دة حجوم عند هذه النقطة .لزمن لكل وحفي الشحنة بالنسبة ل ص معدل النق

 

  تمارين                                                

 

ونصف لانهائية     Kمستوى لمادة ثابت استقطابها  موضوعة أمام السطح ال   +eشحنة     - 1

 ين الشحنة والمادة . . أحسب القوة ب

  

جال أحسب الم لاستقطاب .متجه ا Pان   ستقطاب  وكمنتظمة الا  aكرة نصف قطرها     - 2

 .لمركز  الناتج عن الجزء السطحى من توزيع بواسون المكافئ الكهربى الكلى عند ا
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xى  ة الأصل المن نقط    xمنطبق على المحور    Aقضيب رفيع مساحة مقطعه    - 3 L=   

2Pمن :       في اتجاه القضيب ويتعين  لم أن الاستقطاب كانفاذا ع ax b=   الكثافة.  أحسب   +

 لكثافة السطحية لها عند كل طرف .الحجمية لشحنة الاستقطاب وكذلك ا

  

,ثلاث قشرات كروية رقيقة متحدة المركز    – 4 ,A B C       أنصاف أقطارها  

, ,a b c     على الترتيب  حيثa b c     ملئ الفضاء بين .,A B    بمادة ثابت

B,,  والفضاء بين    Kستقطابها   ا C  ها    بمادة ثابت استقطابK   ان  . وصلت القشرت 

,C A      بالأرض  وشحنت  القشرةB         بشحنة كليةQ      أثبت أن  .Q   تنقسم على

 بالنسبة  :       B  ةرلداخلى والخارجى للقشالسطحين ا
( )

( )

Ka c b

K c b a

−

 −
   . 
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 لثالباب الثا

   ةناطيسيغ ظاهرة المال              

المجال المغناطيسى   بمتجه شدة يعرف  Hالفضاء تتحدد بوجود متجه   فيسية لمناطيالظاهرة ا   

بها  ناعالج  التي بنفس الطريقة ة لمغناطيسيلجة الظاهرة ا. ويمكن معا الة جهد قياسية   ود 

 ة الاستاتيكية .  الظاهرة الكهربي

 م : لأجسا نوعين من اة تنشأ عادة من ناطيسيالمجالات المغ  

 ات كهربية .رركة أو تياية متححنات كهرب) أ (  بواسطة ش

  فرق أساسى بينظة أن هناك لاحمويجب   طيسية (مواد مغنامغنطة ) جسام مطة أبواس)ب( 

 منفردة بصورة  شحنات كهربية ور ظه ية حيث من الممكنلمغناطيس الكهربية والظاهرة االظاهرة 

أزواج  شكل  فيظهر يسية تب المغناطالظاهرة المغناطيسية فان الأقطا فيأو سالبة ( أما  موجبة )

يلازمه   أو قطب شمالىب لسايسى ب مغناطقطب مغناطيسى موجب يلازمه قط أيمتلازمة  ) 

 (  نوبيجقطب 

    وملكولالعكسى  لقانونا

تهما شد  لأى قطبين مغناطيسيين   
1 2,p p   وتفصلهما مسافة ,r هما تتناسب وة بينستظهر ق  

1حاصل الضرب   ا معطردي 2p p    أن : أيين القطبين , سيا مع مربع المسافة بكناسب عوتت 

 1 2

3

p p
F r

r
 

 طبين المغناطيسيين . قالن هذي سط الموجود به ف على الووثابت التناسب يتوق

  

    غيرالجهد المغناطيسى لمغناطيس ص

فصل ت سيين كبيرينج مغناطيسى وهو يتكون من قطبين مغناطيزدوى م الصغير يسم غناطيسمال

 :  ره قداموMرمز الب هل زغناطيسى للمزدوج يرمالممتجه العزم . ا مسافة صغيرة جدا همنبي 

M ma= حيثm  لقطب ,   شدة ا  a  طول المغناطيس الصغير   (  a     ) صغيرة جدا. 

 

 لموجب (اسالب للقطب الخط الواصل من القطب ال ) وج د زماتجاه محور ال فيزم الع اتجاه متجه

 

)يسى الناشئ عن المزدوج عند النقطة    مغناطالجهد ال )p r عطى بالصيغةي   : 

 

 ( )
1 2 1 2

1 1m m
p m

r r r r

 −
 = + = − 

 
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 1 -3شكل 

 

ير غالصيس اطغن ملعلى محور ا   xبحيث ينطبق المحور  زيةيتالكار المحاورمجموعة  باختيار

 ع : ليه يمكن وض ل , وع بالشك حكما هو موض 

 2 2 2r x y z= + + 

 

1
2

2
2 2

1 2
1

2

a ax
r x y z r

r

   
= − + + = −   

   
 

 

1
2

2
2 2

2 2
1

2

a ax
r x y z r

r

   
= + + + = +   

   
 

  : د تصبح بالصورة الجه بالتعويض فان دالةو

 ( )

1 1

2 2

2 2 2
1 1

m ax ax ma x
p

r r r r r

− − 
     = − − + =    
    
 
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r,هين  جلمتن ابي ة ي والزا هي   فرض أنوب M كون  تف:   cos
x

r
  وتصبح دالة الجهد  , =

 :   ةبالصور

 ( ) 2 3

cosM M r
p

r r


 = = 

 

    اطيس صغيرلمغنمغناطيسى لمجال الا

 :تعين من العلاقة الآتية ت   pالنقطة   د غير عنغناطيسى للمغناطيس الصدة المجال المش  

 ( ) 2

cosM
H p

r

 
= − = − 

 
 

 تعطى بالشكل :  rتزايد    اتجاه فيوبذلك فان مركبة المجال 

  

 
3

2 cos
r

M
H

r r


= − =


  

 

 :طى بالعلاقة عفت   اتجاه تزايد الزاوية    فيال كبة المجأما مر

 

 
3

1 sinH
H

r r







= −  =


 

 

 ناطيسى أيضا بالصيغة : جال المغضع المكن ومي

 

 ( ) ( )3 3 3

1 1M r
H M r M r

r r r

   
= − = − = −  −    

  
 

 
( )

3 3

3 M rM
r

r r
= − + 

  وتكون : 

  

 
3 3

3 cos
,M r

M M
H H

r r


= − = 
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   بلة للمغنطةالمواد القا

ع ي حالة توز في غيرةلصا ناطيسات هذه المغ . غيرةعن مغناطيسات صة  رعناصرهذه المواد عبا   

  فيديل يحدث تعمجال مغناطيسى فانه  فيابلة للمغنطة قذا وضعت مادة اف . ئىشوا ع

  فيير يس صغلكل مغناط  طيسىاالمغن بحيث يصبح اتجاه متجه العزم غيرةصسات الطيغناالم

 ممغنطة .المادة  بح عندئذ ص طة  وتالقابلة للمغن دةالمجال المغناطيسى الموجودة به هذه المااتجاه 

ويعرف بأنه   I  متجه شدة المغنطة ويرمز له بالرمز ىتخدم متجه يسم سن اد موال هذه لدراسة مثل

علاقة  )مبرهنة عمليا   كمغنطة . وهناة الممن الماد  ومالحج متجه العزم المغناطيسى لوحدة

 لمادة الممغنطة بالصيغة :ل     Iه  جوالمت   H لمجال طة ( بين شدة اغنمالم لبعض المواد 

I kH= 

H,يرتبط مع المتجهين     غنطة .مية المادة للقابل سمى بمعاملبت ويثا    kحيث   I متجه 

 علاقة : لبا  المغناطيسى حث اله متجمى سوي  Bآخر 

 4B H I H = + = 

1حيث  4 k =   اطيسى يحقق : المغنمتجه الحث ة  . ويسمى معامل النفاذية المغناطيسي+

 0B = 

  

   لاتجاهىا دالجه

0B     ةالعلاقمن   طيسى على الصورة : اجه الحث المغنتم ضعو  مكنه ينفا  =

 B A= 

Aان  ى . اذا كلاتجاهمتجه الجهد ا A   هتجالميسمى      فانجهد اتجاهى  A  + 

اطيسى , , ويعطى نفس متجه الحث المغن ياسية (دالة ق  جهد اتجاهى ) حيث   مثل  أيضاي

A  كان ا اذ  وذلك لأنه A = +     : فانA A  =    ,ذلك فانه لتحديد المتجه  ولA 

ى المتجه  عل  يد (ق زم وضع شرط )لي نهفادا وحي تجه الحث المغناطيسى تحديداعين منه متالذى ي

Aة لاق.  من الع   A A = +   : 2  نجد أنA A  = +   الدالة القياسية   ارسنخت  

2  ط  : رقق الشبحيث تح A   = −    يعطى بالصورة :    اطيسىغنتجه الحث المم  نفاذ ئند ع

B A=    المتجه وA   0    ق الشرط :يحقA = . 
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 أمثلة محلولة 

 

  :( 1)  مثال

  طة  هو : قعند ن   يرى لمغناطيس صغاهتجلاأثبت أن الجهد ا
3

M r
A

r


متجه   M   يث . ح  =

 غناطيس .مة بالنسبة للموضع النقط متجه rغناطيس ,   للمالعزم المغناطيس 

 

 : الحل

يث يكون متجه العزم  بح  ozلمغناطيس الصغير ينطبق على المحورنفرض أن محور ا

,0,0)  ةور الص ر بيللمغناطيس الصغ  )M M=   جه   ,  ويصبح المتA    : بالصورة  

 
3 3 3

( , ,0)
M r My Mx

A
r r r

 −
= = 

 منه نجد أن :  و

 
2

5 5 5 3

3 3 3
, ,

Mxz Myz Mz M
A

r r r r

 
 = − 

 
 

Mوحيث أن      r Mz=       يمكن وضع هذا المتجه بالشكل :  فانه 

 
5 3

3M r M
A r

r r
 = − 

)طة    نقند لمغناطيس الصغير ع مثل شدة المجال المغناطيسى لي المتجهوهذا  )p r والمتجه  , A  

 قق الشرط :  يح

 
3 3

0 0
My Mx

A
x r y r

 −    
 = + + =   

    
 

 .طيس الصغير للمغناى اه تجالا د مثل الجهي  Aتجه  لموعليه فان ا

   

  :  ( 2) مثال 

اتجاه  في   Hاطيسى  ) حيث المجال المغنمغناطيسى ثابت  جاهى لمجاللاتأثبت أن الجهد ا

):   ورةالص في هعمكن وض( ي  ozور  المح )0, , 1A aHz a Hy= − −     حيثa    ثابت . 

  الحل :

  : هو   Aن للمتجه   لدورامتجه ا
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 ( ),0,0H=

( )0 1

i j k

A
x y z

aHz a Hy

  
 =

  

− −

 

                

   

  ق الشرط : يحق   Aوالمتجه    

 ( ) ( )0 1 0A aHz a Hy
y z

 
 = + − + − =

 
 

  حيث    Hالثابت طيسى جال المغناللمالاتجاهى  هد لجا هو   Aمتجه    نتج أن الومن ذلك نست 

H B=    . 

  :  ( 3) مثال 

اتجاه المحور    في    Hغناطيسى لمذا كان المجال اه اوانية أثبت أنسطباستخدام الاحداثيات الا

   صورة : لا ذ خأي تجاهى فان الجهد الا
1

0, ,0
2

A H 
 

=  
 

  . 

  : لحلا

 رة : لصويكون بااثيات الاسطوانية الاحد  في   A  طى ن للمتجه المعامتجه الدور

  

 ( )0,0,H=

2

1

1
0 0

2

ze e e

A
z

A

 

  



  
 =

  
 

  

  : ط شريحقق ال A المتجه   

 
1 1

0
2

A H 
 

  
 = = 

  
 

   ozاتجاه المحور  فيجهد الاتجاهى لمجال مغناطيسى ثابت يمثل ال Aالمتجه  ينتج أنمن ذلك 

Bحيث  H=. 
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  : (  4)  لمثا

ان ية فالكر ةبي داثيات القط الاح في   اوية  ى محور الزيواز Hل مغناطيسى  أثبت أنه لمجا

  بالصورة  : لجهد الاتجاهى يمكن وضعها
1

0,0, sin
2

A Hr 
 

=  
 

    .  

   :الحل 

 ورة : لصا خذ حداثيات القطبية الكرية يأ الا في   Aتجه ن للمه الدورامتج

  

  

 
2

2 2

sin

1

sin

1
0 0 sin

2

re re r e

A
r r

Hr

 

  



  
 =

  
 

  

 ( )cos , sin ,0H  = − 

 يحقق الشرط :   Aه  والمتج

 
1 1

0 0 sin 0
sin 2

A Hr
r


 

  
 = + + = 

  
 

ه  اتجا في ولىالأومركبته  ,Hى  المجال المغناطيس دةيمثل ش     Aليه فان المتجه    وع

اتجاه   فيناطيسى المجال المغ نأ أي.  الزاوية    جاه تناقص تا في  نيةركبة الثاوالم   r  د تزاي

 .  حور الزاوية   وهو م   ozر المحو

 

    مةناطيسية منتظالجهد لقشرة مغ

سية  هو عدد الأقطاب الموجبة المغناطي   n ونفرض ان  ت سمك صغير ,نعتبر قشرة ذا  

. ناطيس صغيرمتجه العزم لكل مغهو   M  أن  ونفرض  ح لهذه القشرة .السط حدةول يرةالصغ

نطبقة ب الموجبة ماحيث تكون الأقطبنتظما عة توزيعا مة موز الصغيرت ساطينانفرض أن المغ

اد الجهد  يجلا قشرة . اب السالبة منطبقة على السطح الآخرللينما الأقطرة ب شالقأحد سطحى على 

القشرة   سطح من   dSر العنص فاننا نختا pة   رة عند النقطمناطيسى الناتج عن القشال
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اطيسى  . الجهد المغنdSعنصربالنسبة لل  p  ة نقطال هو موضع   rض أن   . نفرة يغناطيس الم

ة (  يكون جب طاب الموجهة الأق فيوعة ض)  المو   pنقطة   ى عند الالسطحر نصععن ال الناتج

 بالصورة : 

  

 ( ) 2

cosMndS
d p

r


 = 

 :  فيكون   pقطة   النورأسه    dS   صر نرسم مخروط قاعدته العن

 
2

cosdS
d

r


= 

  

 
 2 -3شكل 

 

المغناطيسى   د عليه فان الجهو.  dSدته  روط الذى قاعة للمخة المجسم يالزاو هي dحيث   

   لعلاقة :يعطى با   pعند النقطة  لقشرة ا نشئ ع الكلى النا

   

 ( )
S S

p d Mn d Mn + = =  = =  
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Mn  ضع و. ب pرة عند النقطة   ا القشتصنعه تياللزاوية المجسمة ا هي  dحيث    =   

 : أن  نجد 

 + =  

 ية .الشدة المغناطيسى لوحدة السطح ) لوحدة المساحة (  أو يسمغناط تمثل العزم ال   حيث   

 :   ( فان البةجهة الأقطاب الس فيلجانب الآخر ) اى اعلى   pلنقطة    ا عندما تكون

 − = − 

 سطح الأقطاب السالبة (من النقطة     ) الواقعة على لموجبة طاب ازم لنقل وحدة الأقاللا غلالش

 

 قة : بالعلاطى ( يع ح الأقطاب الموجبةسطلواقعة على ا )  pى النقطة   ال

 
B B B

A A A
W F d B d H d= = =   

 

 ( ) ( )B A B A   =  − =  + 

  

  

B H=   طيسى ,  غناالحث الم متجههوd    تمد الزاويتان المجسمتان  عنصر الازاحة ,وتع 

,B A     ما تكون القشرة المغناطيسية ذات سمك عند   . غناطيسيةى محيط القشرة المعل

 ذه الحالة فان : وفى ه  B  على النقطةنطبق تقريبا ت     Aالنقطة  نجدا فاصغير 

 2A B  +  :  بالصورة ذ يصبح الشغل عندئو   =

      

 2W =  

  

  أمثلة محلولة 

  :  ( 5) مثال 

ن محور حيث يكو ب   H   ممنتظ سى ل مغناطيمجا في  Mوضع مزدوج مغناطيسى عزمه     

أو عند  بتلاشى على دائرة   صللمحل ا . بين أن المجاى يوازى المجال المغناطيسغناطيس  الم

 ئرة والمسافة بين النقطتين .الدا رقطاوجد النسبة بين  نقطتين .

  

  الحل :
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)طة   عند النق دوجالمز نع  شئال النوالمجا    Hيسى لمغناطالمجال محصلة ا )p r    : هو 

  

 1 3 5

3M M r
H H r

r r
= − + 

 

 3 -3شكل 

H,المجالان     M   الاتجاه وعليه فان المجال  هما نفس ل
1H   ن  ي جهعن مجموع مت ارةعب

 عندما   1Hالمتجه المحصل  ىشيتلا.  rاتجاه المتجه   فيوالآخر   Hجه  لمتاتجاه ا فيأحدهما 

r,عاملا م يتلاشى H  عندما يكون   أي: 

 
3

, cos 0
M

H
r

− = 

ها نجد أن :  نوم

1

3M
r

H

 
=  
 

ى عند يتلاش   1Hأن المجال  أي .Mلى  عمودى ع   rويكون     

نصف قطرها    التيئرة نقط الدال ك

1

3M

H

 
 
 

 أي Mودى على  م ع مستوى فيرة ئلداه اوهذ    

  اتجاه مضاد للمتجه   في  Mأخرى اذا كان  هةعمودية على محور المزدوج , ومن جة أن الدائر

H وضع  نه يمكن فاM H= 0حيث   −  ,  بالصورة : دئذ عن  ويكون المجال المحصل 

 
( )

1 3 5

3
1

H r
H H r

r r

 
= + − 
 

 

عندما يتوازى  فقط  1Hيساوى الصفر , ويتلاشى    لا   Hأن معامل  واضح من هذه العلاقة

H,لمتجهان  ا r كون  يما  عند . و,H r  1لاتجاه فان   فس ان يفH  يتلاشى عند النقطة   (

 لذى يحقق : ا   rا   هموضع  لتياوعلى محور المزدوج  

 + 
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3 3

3
1 0

H
H

r r

  
+ − = 

 
 

3  ومنها نجد أن : 2r = .  يكون   امعند و,H r النقطة   جاهين متضادين فان موضع ات يف

 يتحدد من : 

 
3 3

3
1 0

H
H

r r

  
+ − = 

 
 

3أن    أي 2r =  المجال ن يتلاشى عندهما. اى توجد نقطتا  
1H هي. المسافة بين النقطتين   

( )
1

32 2 2r =. هيعلى محور المزدوج دية عمووطول قطر الدائرة ال   :

1

3

2 2
M

r
H

 
 =  

 
 

)أن :   أي )
1

32 2r   :  هينقطتين ة بين الكون النسبة بين قطر الدائرة والمسافتو .=

 
( )

( ) ( )

1

3

1 1

3 3

22 1

2
2 2 2

r

r






= = 

  

  

      

  : (  6) مثال 

M,ا   ضع مزدوجان عزمهمو M    لرأسينعند ا   ,B C    للمثلث المتساوى الأضلاع 

ABC ند ع ع مغناطيس صغير محورالمزدوج الزاوية المناظرة , ثم وض نصف ي ث بحي    

A   . وية غيرومنصف الزاصيس الناطرالمغوبين محية أثبت أن الزاو بحيث يدور بحريةA  

  :  هي

 1 3
tan

7

M M

M M

−
 −
  + 

 

  : الحل

M,المزدوجان    M       عند النقطتين,B C     عند النقطة    المجالين   ينتجا

 المغناطيسيين : 

 ( ) ( ), , ,r rH H H H H H 
  = = 
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 4 -3شكل 

 

 

 
3 3 3 3

2 cos30 3 sin 30
,

2

o o

r

M M M M
H H

r r r r
= = = = 

 
3 3 3 3

2 cos30 3 sin 30
,

2

o o

r

M M M M
H H

r r r r


   
 = = = = 

H,صلة المجالين  مركبتا مح  H     هما,X Y   حيث: 

 ( ) ( )
( )

3

3
cos60 cos30

4

o o

r r

M M
X H H H H

r
 

−
 = − + − = 

 

 ( ) ( )
( )

3

7
cos30 cos60

4

o o

r r

M M
Y H H H H

r
 

+
 = + + + = 

 

ن ( يميل على منصف حالة الاتزا في  Aر عند  يس الصغيغناطالم) اتجاه   Aد  خط القوة عن

 : حيث    بالزاوية    Aوية  لزاا

 

 

 

 13 3
tan tan

7 7

X M M M M

Y M M M M
  −

  − −
= =  =    + + 
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  : (  7) مثال 

. أوجد المجال   aف قطره   ى دائرى نصبمنحن ومحدودة   شدتها   ظمةتن يسية مقشرة مغناط  

ثم  .  zائرة مسافة  د العن مركز  تبعد طيسى لهذه القشرة عند نقطة على محور القشرة وانالمغ

اطيس  ور المغن) محمحور القشرة  ر يقع علىيغناطيس صغ ى ملعمؤثرة أوجد القوة الميكانيكية ال

 ( .   zبق على محور القشرة  غير ينط الص

  ل :حال

سمة عند ية المجزاوال     . zبالمسافة    oن النقطة   بعد ع ت pأولا :  نفرض أن النقطة      

 :  هيبواسطة المخروط الدائرى القائم    p  النقطة 

  

                                                             

 5 -3شكل 

( )2 1 cos  = − 

  : هو pرة عند  للقشسى  د المغناطيهجلكون اوي  

( )
2 2

2 1
z

p
a z

 
 

 =  =  − 
+ 
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 يعطى بالصورة :  pة عند  المجال للقشر وشدة  

   

( )

2

3
2 2 2

2 a
H

z
a z

 
= − =


+

 

  

,   pعند     zمحور المنطبق على الير لصغزم المغناطيس اتجه ع م  Mأن    ثانيا : نفرض 

)وبفرض أن القطبين  ) ( ),m m+ z,  مسافتين :بال   oبعدان عن النقطة  ي  − dz z+  ان  القوت

)طيسيين هما : غنالى القطبين المتان عالمؤثر ) ,m H dH mH+ + رة على  قوة المؤثوتكون ال −

 :  هيالصغير ) محصلة القوتين (  المغناطيس 

 

 ( )
( )

( ) ( )

2 2

5 5
2 2 2 22 2

6 6a z mdz a Mz
F mH m H dH mH

a z a z

  
= − + + = = − = −

+ +

 

 

 . ب قوة جذ  هية  القوة المؤثرن أ البة تعنىوالاشارة الس

  

 

  : (  8) مثال 

, ونصف  oلمركز ا فين والمشتركين ريي الدائدة بالمنحنيين ظمة محدوت قشرة مغناطيسية من   

a,قطريهما   b        ور القشرة ويبعد عن مح ند نقطة علىعتلاشى  لقشرة يا. أثبت أن مجال

  افة :بالمسز ركالم
( )

2

3

2 2

3 3

ab

a b+

   . 

  

 الحل :
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 6 -3 شكل

 

 

 يكون بالصورة :  p  ى للقشرة عند المغناطيسالجهد 

  

 ( ) ( ) ( )  ( )2 1 cos 1 cos 2 cos cosb a        = − =  − − − =  − 

 

 
2 2 2 2

cos , cos
z z

z a z b
 = =

+ +
 

 

 :  يتعين من   pمجال المغناطيسى عند النقطة  مقدار ال

 

 

( ) ( )

2 2

3 3
2 2 2 22 2

2
b a

H
z

b z a z



 
  

= − =  − 
  + +

 

 

 

 : يتحقق الشرط عندما     Hغناطيسى الم جاليتلاشى الم

z 
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( ) ( )
( ) ( )

2 2
3 3

4 2 2 4 2 2

3 3
2 2 2 22 2

b a
a b z b a z

b z a z

=  + = +

+ +

 

   : ومنها نجد أن

 
( )

2

3

2 2

3 3

ab
z z

a b

= =

+

 

 

p   طةالنقيتلاشى عند     Hجال الم أن أي  ن المركزع  عد تب التيo   بالمسافةz  .   

ة  قطة معين ن اية الىمن مالانه طيس الصغيرنالمغشغل الكلى المبذول بالمجال المغناطيسى لنقل اال

W:  قة  غناطيس ( يعطى بالعلالم) تمثل طاقة الوضع ل M H= pة  قط لن.  وعند ا −     : يكون 

 

 0W M H = − = 

  

0Hن    لأ  p عند النقطة    =  . 
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    ابعرباب الال                                               

   غيرةلمترومغناطيسية الكهالمجالات ا                                 

دم مفهومين جديدين : قمن .سنالكهرومغناطيسية المتغيرة مع الز مجالات حالة ال ن نناقشالآ   

يشيل  ث التجريبى لمالمفهوم نتج من البحذا وه ر ,يغ متمن مجال مغناطيسى كهربى ينتج  مجال

 . الزمن متغير مع  ربىكهارة عن مجال مغناطيسى ينشأ عن مجال عب  الثانىفرداى . والمفهوم 

   فرداى قانون   

ى أنه اذا . أعلن فرداعلى أبرة بوصلة   يا أثرم( أن تيارا كهرب 1820أورستد )  بعد أن أوضح  

ب أن يكون قادرا على المغناطيسى يجل مغناطيسى فان المجال جام  تاجان  استطاع تيار كهربى

ج قوة  لزمن ينت غيرا مع اطيسيا متمجالا مغناأن ب  . بدلالة المجالات يمكن القولربى تاج تيار كهان

ى  ف رياضيا يصاغ مغلقة . قانون فرداى  ةى دائرتنشئ تياراف والتي(  e m fية ) فعة كهربدا

 : الصورة 

   (1) 
dN

emf
dt

= − 

 ع العرضىخلال المقطلى لكلانسياب أو التدفق ( المغناطيسى اعن الفيض )اعبارة    Nحيث  

  أن   أي.  غناطيسيةلدائرة م

(2 ) 
S

N B dS=  

تعرف ية قياسية , و وة الدافعة الكهربية كمالق  أن بين( ت 1العلاقة )ى . المغناطيس الحث  B حيث 

 صورة : ية كذلك بال هذه الكمية القياس 

(3 ) emf E dl=  

  تتغير اذا تغير شكل المسار   كهربيةعامة فان القوة الدافعة البى . شدة المجال الكهر   Eحيث 

 : أن ( نجد 3) -(1دلات )من المعا

(4 ) 
S

d
E d B dS

dt
= −  

 ( بالصورة : 4المعادلة )نا أن المسار ساكن فان سنعتبر ه

(5 )  
B

emf E d dS
t


= = −

  

  صورة : تأخذ ال( 5دلة )ان المعاية ستوكس فبيق نظربتط 
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 ( )
S S

B
E dS dS

t


 = −

  

 ل على : نحص ننافا عنصر سطح اختيارى dSحيث أن    و

(6 ) 
B

E
t


 = −


 

را مع  يا متغيالا مغناطيسمج ن( تبين أ6لات ماكسويل . المعادلة )احدى معاد  هذه المعادلة تمثل

وتكامله الخطى حول    لدورانوهذا المجال الكهربى له خاصية ا كهربى .نه مجال ن ينشأ عالزم

فان  زمن مع ال  لايتغير   Bلحث المغناطيسى ه اجتم كاناذا  ساوى الصفر .يلق عامة لامسار مغ

  يتين : كهروستاتيك لتين الالى المعاد  تيب ر( تؤولان على الت6( , )5معادلتين ) ال

(7 ) 0E d = 

(8 ) 0E = 

  

   الدائرى مبيرأقانون  –  تيار الازاحة

  في هتابتلزمن يمكن كتتغير مع ا لا التييسية جالات المغناط حالة الم فيير الدائرى أمب  نونقا   

 الصورة الرياضية : 

(9 ) H J = 

 التيسية طيانلمغت احالة المجالا في .فة التيار متجه كثا Jشدة المجال المغناطيسى ,  Hحيث 

نه عندما نضرب طرفى هذا واضح لأ ( تكون غير صحيحة و9ة )ن فان المعادلمع الزمتتغير 

    أن : أي,   ر المؤث  فيا اسي قي( 9المعادلة )

 ( ) 0H J  = =  

0J:  تقود الى النتيجة   والتي  : ال  صتعارض مع معادلة الايجة تت, وهذه النت   =

 J
t


 = −


 

0اذا كانت :   قط ( صحيحة ف9لمعادلة )ن اوعليه فا
t


=


    هولا  ضفنا حدا مج. سنفرض اننا أ  

  G  ( تأخذ الصورة :9ندئذ فان ) ع ( 9ة )للطرف الأيمن للمعادل     

 H J G = + 

 ( ) 0H J G   = = + 
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 لاتصال نجد أن : لمعادلة مع معادلة اه ابمقارنة هذ 

 G
t


 =


 

Dادلة باستخدام المع   الصورة :  في   Gفاننا نحصل على أبسط حل للمتجه    =

 
D

G
t


=


 

 تفاضلية الآتية : ال ورةلك فان قانون أمبير الدائرى يأخذ الصوعلى ذ 

(10 ) 
D

H J
t


 = +


 

الدائرى حصلنا عليها ولا   ون أمبيرضية لقان رة رياصو هيوانما ( لم تستنبط  10)معادلة ال

دلة ى معاوه  رىالأخجميع النتائج ضا مع ( متوافقة أي 10.المعادلة )تصال الا دلةتتعارض مع معا

( واحدة 10لة )عاد تنبطة منه . المريبى والمعادلة المستج عادة مع اى قانون  مقبولة كما نفعل

الحد   أي ( 10للمعادلة ) نرف الأيم جود بالطى الموالحد الاضافدلات ماكسويل . من معا أخرى

D

t




نتج من التغير الزمنى لمتجه ولأنه ي ( مربع رمبير لكل متار ) أة التيله وحدات كثاف    

dله بالرمز   ة ويرمزكثافة تيار الازاح  سمىفانه ي   D الازاحة 

D
J

t


=


كثافة  متجه . أما  

ك  كذلو   ) الذى ينتج من حركة الشحنات (   Eوصيل  فانه عبارة عن كثافة تيار الت    Jالتيار  

0ي أجمية ) شحنة حفيه كثافة  ر موصل ولا يوجد لغيسط احالة الو في.   vتيار الحمل   =  )

  الى الصورة البسيطة الآتية :  لتؤو( 10فان المعادلة )

 
D

H
t


 =


 

  : مل تكاعين بال يت  Sالازاحة الكلى العابر لأى سطح    تيار

(11 ) 
d

S S

D
I J dS dS

t


= =

  

تكامل  بلك وذ   الزمن لقانون أمبير الدائرى التكاملية ,غيرة مع ورة المتالص لى الحصول عيع نستط 

  أي   S( عل السطح  10المعادلة )

 ( ) d

S S S

D
H dS J dS dS I I

t


 = + = +

   

 الصورة :خذ ادلة السابقة تأظرية ستوكس فان المعق نوبتطبي
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(12 ) dH dl I I= + 

    اكسويلمعادلات م

 فيالمتغيرة مع الزمن   ت مجالاقبل على معادلتين من معادلات ماكسويل لل  من صلناح   

 : الصورتين  

(13 ) 
B

E
t


 = −


 

(14 ) 
D

H J
t


 = +


 

 من وهما : مع الزتيهما غير المتغيرة صور ير متغيرتين عن ن الباقيتان غ ادلتاالمع

(15 ) D  = 

(16 ) 0B = 

ية ظرنالأساس لدراسة ال تمثل تيالعادلات ماكسويل م هيبقة االس ةبعالأرالمعادلات 

ة  يسيهربية والمغناط مجالات الكتربط الة  زئيرومغناطيسية , وهى معادلات تفاضلية جالكه

  ت ماكسويلمعادلا كاملية للصور التعلى ا . التعرف ( ة وكثافة التيارالشحن  )ببعضها وبمنابعها 

ية  ملعى هذه المعادلات بحصول علتم منها ال التيجريبية  ين التنقواال بدلالةأسهل  عادة يكون 

هذه ئج ذلك فان نتال. ية ( رسكوبية فيزيائماكم ) التجارب يجب أن تتعامل مع كميات تعمي 

 ات تكاملية . قها بعلاعنالتجارب يعبر  

امل  كبت . ة( السابق16)  –( 13املية لمعادلات ماكسويل )التك الصور اد إيجن سنحاول الآ    

 :  ية ستوكس نحصل علىتطبيق نظرو   S( لسطح  13المعادلة )

  

(17 ) 
S

B
E d dS

t


= −

  

 ( نجد أن : 14) لة المعاد نفس العملية التكاملية على  باجراء انون فرداى .ى قدلة تسمهذه المعا

(18 ) 
S

D
H d I dS

t


= +

  

أن  ذلك باعتبار( و15مل الحجمى للمعادلة )اء التكانون أمبير الدائرى . باجراوالذى يسمى ق

 أن :  نجد   Sمحاط بالسطح    Vالكلى   الحجم

 ( )
V V

D d d   =  
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 المعادلة السابقة تأخذ  فانسطحى  املى الى تكمل الحجم جاوس لتحويل التكاباستخدام نظرية و

 ورة : الص

(19 ) 
S V

D dS d =  

 ( نحصل على : 16معادلة )قة على الالساب ل كامراء نفس عملية التوباج

(20 ) 0
S

B dS = 

,جهات المتو   ية لقياس تيكستاكترولالوحدات الاخدم عندما تست ,D E J                 

H,ت سية لقياس المتجهالكترومغناطيكذلك باستخدام الوحدات الاو B   كسويل فان معادلات ما

 ية : لآت ة المتغيرة تأخذ الصور التفاضلية اغناطيسيالات الكهروملمجل

(21 ) 4D  = 

(22 ) 0B = 

(23 ) 
1 B

E
c t


 = −


 

(24 ) 
1

4
D

H J
c t




 = +


 

 اء .الفض فيسرعة الضوء  هي  cحيث 

  

    معادلات ماكسويل في ناطيسيةهود الكهرومغالج

0Bة   دلمن المعا    ضعه بالصورة  و يمكن    B  الحث المغناطيسى فان متجه  =

B A=. ث  يحA  نحصل   (23ويل ) معادلة ماكس في التعويض يمثل الجهد الاتجاهى . ب

  :على 

 
1

E A
c t


 = − 


 

 
1

0
A

E
c t

 
  + = 

 
 

 ه فانه يمكن وضع : وعلي

 
1 A

E
c t


+ = −


 

 :   ضعه بالصورةكهربى يمكن وشدة المجال ال أن أي
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(25 ) 
1 A

E
c t


= −−


 

4D  المعادلة  وباستخدام   ؤثر  الم فيسيا قيا  ضرب طرفى هذه االعلاقةب   حيث  =

D KE= حصل على : ننا ن فا  

  

(26 ) 2 1 4

2
A

t K





  +  = −


 

,يث   ) ح انسمتجتروبى الوسط ايثو  رضنا هنا أنحيث ف  K ة (ات ثابتكمي  . 

 (  وباستخدام العلاقات : 24) ماكسويل من معادلة

 ,
B A

H D KE
 


= = = 

      نجد أن : 

(27 ) ( ) 4
K E

A J
c t





  = +


 

  اهية الآتية  جة الات وباستخدام المتطابق 

 ( ) ( ) 2A A A  =   − 

 ورة : ( تأخذ الص27ان المعادلة )( ف25دلة ) لمعام اخداوكذلك باست

(28 ) ( )
2

2

2 2
4

K K A
A A J

c t c t

 


  
  − = −  − 

  
 

 : تى  ثم باستخدام الشرط الآ 

(29 ) 0
K

A
c t

 
 + =


 

Equation of guage invarience  

 تين : رحا على الترتيب بالصو( يصب28( ,)26وعليه فان المعادلتين ) 

(30 ) 
2

2

2 2

4K

c t K

 


 
 − = −


 

(31)                                    
2

2

2 2
4

K A
A J

c t





 − = −


 

  

والجهد   مرتبط قياسى اللموجيتان للجهد الان اما المعادلته ( 31( , ) 30المعادلتان )     

 . Aاهى  الاتج
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      حلولةأمثلة م 

 

  : (  1) مثال 

)بين أن الدالة  :      )
1

, , , , ,
r

f x y z t
r c
   
 

= − 
 

0f  :  تحقق المعادلة    حيث   =

2
2

2 2

1

c t


=  −


    ,  r   ن :ن النقطتي لمسافة بي ا هي  ( ) ( ), , , , ,x y z  ,   c سرعة   هي

 الفضاء . فيلضوء ا

 

  الحل :

  أي  fأولا  عين فاننا ن  2fيجاد  لا

 
1 1

f
r r

 
 

 =  +  
 

 

رض أن   نف
u





 =


حيث      

r
u t

c
=  اننا نحصل على : فلذلك   . −

 
2 2

1
f r r r

r c r cr r

      
 = −  −  = − +    

   
 

وحيث أن 
r

r
r

  : رة  لصوتأخذ ا  fوعليه فان   rالمتجه  اتجاه  فيوحدة متجهات  أي  =

 
2 3

f r
cr r

  
 = − + 

 
 

 2

2 3
f f r

cr r

  
 =   = − + 

 
 

 
2 3 2 3

r r
cr r cr r

        
= − +  +  +    

    
 

(1 ) 
2 3 2 2 3 4 3 2

2 3
3

r
r

cr r c r cr r cr r c r

              
= − + − + + + =    

    
 

 بالصيغة :  كتابتهايمكن     لةالدا

(2 ) 
2 2 2

2 2 2

f
r

u t t

 


  
 = = =

  
 

 ( نجد أن : 1لة )عاد الم في( 2معادلة )من ال  وبالتعويض عن  
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(3 ) 
2 2

2 2

2 2 2 2

1 1
0

f
f f f

c t c t

  
 =   − = = 

  
 

 جية .لة المو( تسمى المعاد 3والمعادلة ) ت .المبرد ر يسمى مؤث   تفاضلى  المؤثر ال

 

  : (  2 )مثال 

  د الاتجاهى :لجهااكتب معادلات ماكسويل لفضاء حر , وبين أن    
( )f u

A k
cr


 يمثل حلا   =

). حيث    ت لمعادلالهذه ا )f u   المتغير   فيدالة
r

u t
c

= −   ,2 2 2 2r x y z= + +   ,k    متجه

  ل المغناطيسى , وبين أنمجاوالالكهربى ال لمجت اجد مركبا. أو  zاتجاه المحور  فيوحدة 

 : الصورة ب يمكن وضعه    رتبط   الجهد القياسى الم

 
( ) ( )

2 3

f u f u
z

cr r

 
 = + 

 
 

  الحل :

,1الحر فان :   حالة الفضاء في 1, 0, 0K J = = = هذه   فيويل ماكس .  وعليه فان معادلات  =

 ورة : الصلة تأخذ الحا

 0 , 0E B =  = 

 
1 1

,
B E

E B
c t c t

 
 = −  =

 
 

 صيغة : تأخذ ال  هىلاتجاد ايحققها الجه  التيية لفضاء الحر فان المعادلة الموجحالة ا ىوف

(1 ) 
2

2

2 2

1
0A

c t

 
 − = 

 
 

لاجراء , و( 1ة )ة الموجي ال يحقق المعادلثالم فين الآن على أن الجهد الاتجاهى المعطى سنبره

 يات التالية :  د الكملك نوجذ 

 
( )

2

1 1f uA r f r
c k f k

x x cr r x r c x

          
= =  − +  −      

        
 

 
3 2

xf xf
k

r cr

  
= − + 

 
 

 رى نحصل على : أخ رةى ماء عملية التفاضل الجزئباجر
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(2 ) 
2 2 2 2 2

2 5 4 2 3

3 3A r x r x x
c f f f k

x r cr c r

  − −
  = −  +  −  

  
 

  : إيجاد  مكنبالمثل ي
2 2

2 2
,

A A
c c

y z

 

 
 لصيغتين : اب  

  

(3 ) 
2 2 2 2 2 2

2 5 4 2 3

3 3A r y r y y
c f f f k

y r cr c r

  − −
  = −  +  −  

  
 

(4 ) 
2 2 2 2 2 2

2 5 4 2 3

3 3A r z r z z
c f f f k

z r cr c r

  − −
  = −  +  −  

  
 

 ( نحصل على : 4)( , 3( , )2دلات ) المعابجمع 

(5 ) 
2 2 2

2

2 2 2 3

A A A f
A k

x y z c r

  
+ + = = 

  
 

 ن : أ حيث و

(6 ) 
2

2

A f
k

t cr


= 


 

 ( نجد أن : 5المعادلة ) في( 6)لمعادلة ا لتعويض منوبا

 
2

2

2 2

1
0

A
A

c t


 − =


 

  عادلات محلا ل يمثل أي ( ,1ثال يحقق المعادلة الموجية  )الم فيالمعطى   Aه  متجأن ال أي

Hحيث     Hطيسى   مركبات شدة المجال المغنا اد يج. لاالفضاء الحر   فيماكسويل    B=    

 ة : فاننا نستخدم العلاقة الاتجاهي 

(7 ) 

0 0

i j k

H A
x y z

f

cr

  
=   =

  



 

  

 :   يهلمغناطيسى  المجال ا( نجد أن مركبات 7علاقة )ال من

 
3 2 3 2

, , 0x y z

f f f f
H y H x H

r cr r cr

      
= − + = + =   

   
 

 ستخدم الشرط :فاننا ن  الجهد القياسى المرتبط    ة دالاد لايج
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1

0A
c t


 + =


 

 
3 2

f f f f
c A c k z

t cr z r r cr

         
= −  = −  = − = +     

      
 

 

  لى : ع  زمن نحصللل سبةالنمل بكالتباجراء ا

  

 ( )3 2
, ,

f f
z F x y z

r cr

 
 = + + 

 
 

)حيث   ), ,F x y z  الجهد القياسى  لى ذلك فان, وع  كن اختيارها تساوى صفرمة وياريدالة اختي

 : ة يأخذ الصور

(8 ) 
3 2

f f
z

r cr

 
 = + 

 
 

 

  قة :لعلان ان ميتعي   Eجال الكهربى شدة الم

(9 ) 
1 A

E
c t


= −−


 

(01 ) 
A f

t cr


=


 

 

 
3 2 3 2

f f f f
z k

r cr r cr

    
 =  + + +   

   
 

 

(11 ) 
4 3 2 2 3 2

3 3f f f f f
z r k

r cr c r r cr

     
= − + +  + +   

   
 

نحصل على مركبات المجال ( 9)عادلة الم في ( 11)  ( , 10)   من المعادلتينم بالتعويض ث

 الصورة : ب الكهربى 

 
5 4 2 3

3 3
x

f f f
E xz

r cr c r

  
= + + 

 
 

 
5 4 2 3

3 3
y

f f f
E yz

r cr c r

  
= + + 

 
 

 2

5 4 2 3 3 2 2

3 3
z

f f f f f f
E z

r cr c r r cr c r

      
= + + − + +   

   
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  ( :  3)  مثال

) : لمغناطيسى جال االمأثبت أن  )
1

H k
c t


 =  
 

 , والمجال الكهربى :   

2

2 2

1
E k

c t z

  
= − + 

 
وحدة   k. حيث  الفضاء الحر  في عادلات ماكسويل ا ميحقق 

  معادلة الموجية :تحقق ال    لدالة , وا  zاتجاه المحور  فيتجهات م
2

2

2 2

1
0

c t

 
 − =


  . 

 

 الحل :

 :  هياكسويل  ت مان معادلافالفضاء الحر حالة في

 0 , 0H E =  = 

 
1 1

,
H E

E H
c t c t

 
 = −  =

 
 

E,  لمتجهين ثبت أن اسن H   ما يلى : لات كعاد المثال يحققا هذه الم فيين المذكور 

           i) 

 ( )  ( ) ( ) 
1 1

0H k k k
c t c t

 
 =    =   −   =   

 

 

ii)  

 ( )
2 2

2

2 2 2 2

1 1
E k

c t z c z t z

         
 = −  +   = − +     

       
 

 
2

2

2 2

1
0

z c t

   
=  − = 
  

 

 

  iii) 

 ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2

1 1
E k k

c t z c t

      = −   +   = −         
 

 ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2

1 1
k k k

c t c t

    = −   +  = −     
 

 ( )  
1 1 1

k H
c t c t c t

    = −   = −     
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1 H

E
c t


  = −


 

 

  iv) 

 ( ) 1
H k

c t


  =   
 

 

 ( )( ) ( ) ( ) 21
k k k k

c t


=   −   +   −    

 

 

 ( )
2

2 2

2 2

1 1 1
k E k k

c t z c t c t

      
=  −   = + −     

      
 

 

 
2

2

2 2

1 1 1 E
E k H

c t c t c t

      
= −  −   =  

     
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 خامس الباب ال

 

 حركة الجسيمات المشحونة 

 
ة ركة الجسيمات المشحونة سواء كانت هذه الجسيمات موجب دراسة  حذه الي هل فسنتناو    

مجال مغناطيسى أو في مجال كهرومغناطيسى .  أو سالبة الشحنة في مجال كهربى أو في لشحنةا

كبر من تأثير قوى الجذب  على حركة الجسيمات المشحونة ألمجالات وحيث أن تأثير هذه ا

مقارنة مع قوى المجال الكهربى أوالمجال قوى الجذب بالمل سنهها لذا فننا يوتونى بينالن

جسيم المشحون ثابتة أثناء  ل الكهرومغناطيسى . وسنفرض أن كتلة الالمجاأو المغناطيسى 

 الحركة .

 

   ىهروستاتيكحركة جسيم مشحون في مجال ك

 

مجموعة من  ل ب يمث, وهذا المجال ة ساكنة هربيالكهربى ينشأ من شحنة ك لكما علمنا فان المجا   

لفضاء بقوة على وحدة نقط ا من وط القوى . ويؤثر المجال الكهروستاتيكى في كل نقطةخط

وهو     Eالكهربى   ذا وضعت عند تلك النقطة , وهذا مايعرف بشدة المجالالشحنة الموجبة ا

   م شدتهنتظفي مجال كهربى م  qنته  وشح  m  ن كتلته موضع .  اذا تحرك جسيم مشحو لا دالة

E 

 وم , أي أن :  قوة المؤثرة على هذا الجسيم تتعين مقدارا واتجاها من قانون كولفان ال

 F qE= 

 

 جاها من قانون نيوتن للحركة . أي أن معادلة الحركةمقدارا وات   fوتتعين عجلة الجسيم    

 حون في مجال كهربى منتظم هي : سيم مشلج

  

             (1 ) F mf qE= = 

 

 دة المجال وش  q  نتهشحو mم   ك بعجلة منتظمة تتوقف على كتلة الجسيواضح أن الجسيم يتحر

E  وتكونf   انت شحنة الجسيم موجبة وفى اتجاه عكس المجال اذا كانت في اتجاه المجال اذا ك

  تظم المن حركة المقذوف الحر في المجالابه يلاحظ أن حركة الجسيم تشسيم سالبة . شحنة الج

 سطح الأرض .  بالقرب منة  رضيللجاذبية الأ
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   تظممن حركة جسيم مشحون في مجال مغناطيسى

قطب مغناطيسى ساكن أو من مرور تيار كهربى مستمر  المغناطيسى المنتظم من  ينشأ المجال   

 ثر المجال المغناطيسى في كل.ويؤ  بمجموعة من خطوط القوى هذا المجال  في سلك , ويمثل

ف يعر اب الموجبة الساكنة عند تلك النقطة . وهذا ماحدة الأقطى وعل  من نقط الفضاء بقوة قطةن

     qوشحنته    mجسيم كتلته  اذا تحرك   وهو دالة في الموضع .   H  ال المغناطيسىشدة المجب

المؤثرة على هذا الجسيم تتعين   ان القوةف   Hناطيسى منتظم شدته   في مجال مغ   vبسرعة   

 واتجاها  من قانون لورنتز بالصورة :  مقدارا

 

 ( )F q v H=  

دلة حركة حسيم  أي أن معا ن .يوت الحركة لنمن قانون اها مقدارا واتج  fوتتعين عجلة الجسيم    

 هي :    Hمشحون في مجال مغناطيسى منتظم   

 

  (2  ) ( )F mf q v H= =  

 

   غناطيسى منتظمكهروم جالي م حركة جسيم مشحون ف 

ن أحدهما كهربى شدته  في مجالين منتظمي  vبسرعة     qوشحنته   mاذا تحرك جسيم كتلته      

E  دتهمغناطيسى ش والآخر   H ون القوة الناشئة من المجالين معا بالصورة : . فتك 

 ( )F qE q v H= +  

 معادلة الحركة :وتتعين عجلة الجسيم من 

         (3  ) ( )F mf qE q v H= = +  

 

,دة   ومتجهات الوحستخدام الاحداثيات الكارتيزية با ,i j k    مدة تعا المفي اتجاه المحاور 

   

, ,x y z    فان: x y zE E i E j E k= + +    ,x y zH H i H j H k= + +     , 
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x y zv v i v j v k= + +     ,x y zf f i f j f k= +   ت الحركة نحصل.  ثم بالتعويض في معادلا  +

المعادلات التفاضلية للحصول  حل  طرقو ب لها بالتكامل المباشر ألية نحعلى ثلاث معادلات تفاض

 ر الجسيم  : رامترية لمسالباعلى المعادلات ا

 ( ) ( ) ( ), ,x x t y y t z z t= = = 

 

طيسية على الجسيمات لمغنامجالات الكهربية واواضح أن هناك فرق أساسى في تأثير ال   

يمكن    يمسلجه افي  قدمدى على الاتجاه الذى يته العموة التي تؤثر في الاتجاونة حيث أن القوالمشح

( ,  ة يكون دائما عموديا على متجه السرعة ن متجه العجلي أسرعة هذا الجسيم  ) أ تغير مقدار

ثابت ) ال المغناطيسى المنتظم المج وعلى ذلك تبقى طاقة الحركة للجسيم غير متغيرة  . لذلك فان

لمجال الكهربى ن افا خرىة المتحركة ومن ناحية أة للشحنطاق غير قادر على نقل مع الزمن (

بب عامة  , لذلك فان المجال الكهربى يس   سيمالجى يتقدم فيه الذ يؤثر بقوة تعتمد على الاتجاه 

 انتقال للطاقة بين المجال والجسيم المشحون . 

 

      Charged particles     المشحونة الجسيمات

 

 : المشحونة نوعان  سيمات الج   

  نات والأيو   electrons   وهى عبارة عن الالكترونات  لبة :االسسيمات ذات الشحنة الج  أ ( )

 :    هيدة على الاطلاق . ثوبت الالكترون هو أصغر شحنة سالبة موجووالالكترون  . السلبة 

)لة الالكترون    كت ) 319.107 10m X kg−= 

)كترون شحنة الال ) 191.602 10e X C−− = − 

  

لأيونات  وا  protons البروتونات  وهى عبارة عن موجبة : لة اب ( الجسيمات ذات الشحن  )

 اكسة . ثوابت البروتون : معاشارة يحمل نفس شحنة الالكترون ولكن ب  بروتونوال جبة . لموا

 

)لة البروتون :   كت ) 271.67 10m X kg−= 

):  ة البروتون  شحن ) 191.602 10e X C−=  
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 أمثلة محلولة 

  ( :  1)  مثال

 وشحنته  mع جسيم كتلته   ووض  O  صللأعند نقطة ا  4qبشحنة موجبة   نشحو م ثبت جسيم   

2q   عند النقطة( ),0a   نتين . أوجد حالشن وة التنافر بي تأثير ق من سكون تحت  وترك ليتحرك

 زمن الحركة .و  Oمن  xسرعة الجسيم عندما يصبح على بعد  

 

 الحل :

 :   يهمعادلة حركة الجسيم    

                                                          
( )( )

2

2 4

4

q q
m x

x
= 

                                                                  (1 )   
2

2

2q
x

m x
= 

 

 
 1 -5شكل 

 

,0:   هيالشروط الابتدائية للحركة    , 0t x a x= = =  

 
2

2

2dv q
x v

dx m x
= = 

 على :   لتكامل نحصلاجراء ا و ات بفصل المتغيرو

 
2

2

0

2
v x

a

q dx
vdv

m x
=  

 
2q x a

v
xa m

−
=   

 أن   أيالمجبة  الإشارةختار ن   ياد الزمنوبما أن   تزداد بازد 

 
2q x a dx

v
x dta m

−
= + = 
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 على : راء التكامل نحصل واج بفصل المتغيرات 

 
0

2

t x

a

a m x
dt dx

q x a


=

−  

 

):    التعويض  وباستخدام )2coshx a u=   ورة : الص ل بيمكن تعيين قيمة التكام 

  

 ( ) 1cosh
2

a m x
t x x a a

q a

 −
  

= − + 
  

 

 

  : (  2مثال ) 

Eنتظم شدته   بى ممجال كهر فيوشحنته  يتحرك  mالكترون كتلته     Ej= اذا قذف   . +

0vصل بسرعة ابتدائية   لأا نقطة  الالكترون من Ui Vj= دلات البارامترية معاال  . أوجد   +

 للمسار ) اهمل وزن الجسيم ( .

 

 حل :ال

 

 2 -5شكل 

  :    هيلجسيم الاتجاهية معادلة حركة ا
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 ( )m x i m y j m zk e Ej+ + = − 

 (3  )– (  1  ) 0, , 0
eE

x y z
m

= = − = 

  

0tعندما    :  هيللحركة  ة بتدائيالشروط الا  ن :فا    =

 , , 0x U y V z= = = 

 0, 0, 0x y z= = = 

 ط السابقة نحصل على المعادلات ( واستخدام الشرو 1  ) –(  3ية  ) اضل بحل المعادلات التف

 بالصورة :  مسار الجسيم  ية لرامترالبا

   (6  )– ( 4  ) 2, , 0
2

eE
x Ut y Vt t z

m
= = − = 

(  5(  , )  4المعادلتين  )  ومن  xoyمستوى  لا فيك م يتحر( يتضح أن الجسي  6عادلة  ) الممن 

 سار بالصورة : للم تيزيةنحصل على المعادلة الكار   tذف البارامتروبح

  

 2

22

V eE
y x x

U mU
= − 

  .  سفلومقلوب الى أصل (  قطة الأ) ن ه رأسى  ويمر بنقطة القذف فئ محوروهى معادلة قطع مكا

  

  ( :  3مثال ) 

  في   0vدارها   بسرعة مق  qشحنته  و mنها   ل مذف يقذف جسيمات مشحونة كتلة كقا   

 كهربى متغير   جاليؤثر على الجسيم م . yى محور عل   45oوتميل بزاوية     yozلمستوى  ا

0 0sin cosE E ptj E ptk= p,0حيث    + E . حركة مستوية   هيأثبت أن حركة الجسيم  ثوابت

بسرعة رك الهندسى يتح زهائرة مركلى داقطة عنة بحركويمكن تمثيلها   yozالمستوى   في

 مة . منتظ

   الحل :

  المجال الكهربى   فيم جسيمعادلة حركة ال

 ( ) ( )0 0sin cosm xi yj zk q E ptj E ptk+ + = + 
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 3 -5شكل 

 

 

   (1 )               0x =   

  

  (2  )               0 sin
qE

y pt
m

=        

  (3 )             0 cos
qE

z pt
m

= 

0tشروط الابتدائية : عندما   وال  يكون    =

 0 00, ,
2 2

v v
x y z= = = 

 0, 0, 0x y z= = = 

لى  الشروط الابتدائية نحصل ع خدامواست(  1 ) –(   3باشر للمعادلات التفاضلية  ) مامل البالتك

  يم  لمسار الجست البارامترية دلاالمعا

       (4 ) 0x = 

       (5 ) 0 0 0 sin
2

v qE qE
y t pt

mp mp

 
= + − 
 
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  (6  ) 0 0 0

2 2
cos

2

v t qE qE
z pt

mp mp

 
= + − 
 

 

(  6( , )  5ومن المعادلتين )     yozالمستوى   فييتضح أن الجسيم يتحرك (  4من المعادلة ) 

 :  م على الصورة جسي لمسار الية ارتيزلكبحصل على المعادلة ا

 

      (7 ) ( ) ( )
2 2 2

1 1y y z z R− + − = 

  حيث 

 0 0 0 0
1 1

2 2

v qE v qE
y t y

mp mp

 
= +  = + 
 

 

 

 0 0 0 0
1 12 2

2 2

v qE v qE
z t z R

mp mp
= + = = 

 

 

 Rها بحركة نقطة على دائرة نصف قطرها   ( تبين أن حركة الجسيم يمكن تمثيل 7لمعادلة ) ا

)   ومركزها النقطة )1 1 1,O y z المستوى   فيالمركز ذا ويتحرك هyoz    بسرعة منتظمة  

1كباتها   مر 1,y z  1كارتيزية  ) العلاقة بين  ومسا المركزهو خط مستقيم معادلته ال 1,y z   )

  تكون : 

 

  

 

0
1 2

1

0 0 0

2 2

qE
z

ymp

v v qE

mp

−

=

+

 

 

 

 01
1 2

0

0

2
1

qEy
z

mpqE

mpv

= +

+
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 4 -5شكل 

 

 

 

 (  4مثال ) 

 

)   رونات شحنة كل منها الكتأنبوبة مهبط  تشع     )e−     وكتلتهm    0وسرعتهv    وموضوعة 

 

Hم  مجال مغناطيسى منتظ  في Hj=  كترون بالشاشة . اصطدام الالقع مو حداثيات . عين ا 

 

 الحل :
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 5 -5شكل 

  

 

 :  يه معادلة حركة الجسيم  

 

 

 ( ) ( )
0 0

i j k

m xi yj zk e x y z

H

+ + = − 

             (1 ) 
eH

x z
m

= 

   (2 ) 0y = 

  (3  ) 
eH

z x
m

= − 

0t ما د : عن  هيائية  لابتد ط االشرو =       

 0 , 0, 0x v y z= = = 

 0, 0, 0x y z= = = 

L 
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على المعادلات ائية نحصل مع مراعاة الشروط الابتد (  1 ) –(  3)بحل المعادلات التفاضلية 

  لجسيم  : البارامترية لمسار ا

   (4  ) 0 sin
mv eH

x t
eH m

 
=  

 
 

             (5 ) 0y = 

  (6  ) 0 cos 1
mv eH

z t
eH m

  
= −  

  
 

xوبة فان  لأنببشاشة ارون عندما يصطدم الالكت L=    ل على : ( نحص 4)  ومن المعادلة 

 

)سيم للشاشة  زمن وصول الج )screen   : هو 

 1

0

sins

m LeH
t

eH mv

−  
 =  

 
 

  

 0 sin s

mv eH
L t

eH m

 
=  

 
 

 ( نحصل على :   6( , )  5)  يفوبالتعويض 

 

 
 0sy = 

 

2

0

0

1 1s

mv LeH
z

eH mv

 
  

= − −  
   

 

)  :  هيشاشة ترون بالطدام الالكأن احداثيات موقع اص أي ),0, sL z   . 

 

 

  ( :  5) مثاال 

Hمجال مغناطيسى منتظم   فييتحرك  qشحنته   و mون كتلته  م مشح جسي    Hk=   . 

0vتدائية بسرعة اب   Oاذا قذف الجسيم من نقطة الأصل  Ui Wk= دلات معاال .  أوجد     +

  . الجسيم (اهمل وزن   الجسيم  )  سارمالبارامترية ل

 

  الحل :

  :   هيمعادلة الحركة للجسيم 
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 ( )
0 0

i j k

M xi yj zk q x y z

H

+ + = 

 

 6 -5شكل 

 

 

 

                                (1 )         
qH

x y
m

= 

  

                                 (2)         
qH

y x
m

= − 

  

                               (3 )             0z = 

 

 

0tا    :  عندم هيالشروط الابتدائية للحركة    انف   =

 

 0x U y z W= = = 

 0 0 0x y z= = = 
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 دلات   لشروط الابتدائية  نحصل على المعام ادامع استخ ( 1  ) –(  3ضلية  ) تفابحل المعادلات ال

 البارامترية لمسار الجسيم  

 

 

    (4 ) sin
mU qH

x t
qH m

 
=  

 
 

 

  (5  ) cos 1
mU qH

y t
qH m

  
= −  

  
 

 

    (6 ) z Wt= 

  

 :   نفرض أن 

 

 , ,
qH mU mW

a b
m qH qH

 = = = 

 , ,x x y y a z z  = = − = 

 

 ى الصورة : البارامترية للجسيم تكون عل لات اد المع

 

  

     (7 )  sinx a =  

 

   (8 ) cosy a =  

 

  (9  ) z b =  
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 7 -5شكل 

 

 

                     

 

circular   يمى بر  ( تمثل منحنى 7 ) –(  9عادلات  ) الم helix    أسطوانةيقع على سطح   

  

zومحورها المحور    aقاعدتها  قطرائرية قائمة  نصف د     اتجاه المجال المغناطيسى (  ) 

 

   : حيث   ى المنحنى  البريم  وزاوية

 

                                                            tan
b W

a U
 = =   

   

   حيث :   pوخطوته  

 
2

2 tan
mW

p a
qH


 = = 
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  ( :  6مثال ) 

)حركته من النقطة     qنته  وشح  mجسيم كتلته   يبدأ    )0, ,0A a   بسرعةV   اتجاه  في

يكون   xoyالمستوى  بحيث   xوراتجاه المح في  Hسى منتظم   ياط غنمجال م يف  yلمحور ا

 فية الاعتبار أثبت أن حركة الجسيم حركة مستوي فيبأخذ تأثير الجاذبية الأرضية  . أفقيا

 :  حيث  Rثيلها هندسيا بدائرة  نصف قطرها  كن تمويم  yozالمستوى   

2

2 2

m g mV
R

q H qH
= بسرعة    yازى المحورمستقيم يوخط  فيسى  لهند ها اركز مك ويتحر  +

mg/منتظمة مقدارها     qH   ر المسافة  ن مقدا لب له . عيوفى الاتجاه الساa  يجب أن  التي

 صل .مر الجسيم بنقطة الأتى ي.  مصل الأمكن من المرور بنقطة عندها لكى يت من م يبدأ الجسي

  

  الحل :

 معادلة حركة الجسيم تكون بالصورة : 

  

 ( )
0 0

i j k

m xi yj zk mgk q x y z

H

+ + = − + 

 

 

 

               (1  ) 0x = 

 

  (2  ) 
qH

y z
m

= 

 

  (3  ) 
qH

z g y
m

 
= − + 

 
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0tا ندم: ع   هيائية  بتد الا الشروط = 

 

 0 , , 0x y V z= = = 

 0 , , 0x y a z= = = 

 

 لى المعادلات البداية نحصل عال ( واستخدام أحو 3  ) –(  3 التفاضلية  ) المعادلات  بحل

 لجسيم بالصورة : رامترية لمسار الباا

 

  (4  ) 0x = 

  (5  ) 
2

2 2
sin

mg m g mV qH
y a t t

qH q H qH m

 
= − + + 

 
 

 

  (6  ) 
2

2 2
cos 1

m g mV qH
z t

q H qH m

  
= + −  

  
 

 

 

A 
H 

V 
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(  6, ) (   5ومن المعادلتين )     yozمستوى    ال فيلجسيم يتحرك يتضح أن ا ( 4من المعادلة ) 

 :  ورةلص الجسيم على ا لة الكارتيزية لمسارعاد لى المنحصل ع

 

  (7  ) ( ) ( )
2 2 2

1 1y y z z R− + − = 

 1 1,
mg mg

y a t y
qH qH

= − = − 

 
2

1 12 2
, 0

m g mV
z const z

q H qH

 
= − + = = 

 
 

 
2

2 2

m g mV
R

q H qH
= + 

 

 Rتمثيل حركة الجسيم بحركة نقطة على دائرة نصف قطرها   ه يمكننى أن(  تع 7)  المعادلة 

)   ها النقطة ركزوم )1 1 1,o y z     المستوى   فيويتحرك المركزyoz      بسرعة منتظمة
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y,كباتها  مر z  محور ال اتجاه  ىف أنها أيy    1لأن 0z عبارة عن خط ومسارالمركز    =

 م . قي ستم

  رية ها تحقق معادلاته البارامتان ف yozالمستوى   في  oبنقطة الأصل   عندما يمر الجسيم       

 (  7كذلك المعادلة الكارتيزية  ) و ( 6( , )  5) 

 

2 22 2 2

2 2 2 2

mg m g mV m g mV
a t

qH q H qH q H qH

    
− + + = +    

     
 

 ركة الجسيم  منها نحصل على زمن حو

  (8  ) 
qHa

t
mg

= 

 ( نحصل على :  6( , )  5المعادلاتين  )  في ثم بالتعويض بهذا الزمن 

  

  (9  ) 
2 2

2
sin 0

q H a

m g
= 

  (10  ) 
2 2

2
cos 1

q H a

m g
= 

 

 : (  نحصل على   10( , )  9دلتين الملثتين )  بحل المعا

 

 
2 2

2
2 , 0,1,2,...

q H a
n n

m g
= = 

 

2

2
m

a n g
qH


 

=  
 

 

 

 (  :  8ليه من المعادلة ) حصل علمناظر نوالزمن ا

 
2n m

t
qH


= 

 

  ( :  7)  المث

1ته    شد  مجال كهربى منتظم فيموضوع   qنته  حوش  mجسيم كتلته      2E E i E j= +   

ه من نقطة الأصل لجسيم حركت. بدأ ا   xاتجاه المحور  في  Hطيسى منتظم   غناومجال م

)بسرعة     )0v V i k=   ين المعادلات البارامترية للمسار . ع +
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  الحل :

 :   هيلجسيم الاتجاهية ة امعادلة حرك

 ( ) ( )1 2

0 0

i j k

m xi yj zk q E i E j q x y z

H

+ + = + + 
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               (1 )                                        1qE
x

m
= 

  (2  ) ( )1

q
y E Hz

m
= + 

  (3  ) 
qH

z y
m

= − 

0t:  عندما   هيبداية الحركة أحوال  =       

 , 0 ,x V y z V= = = 

 0 , 0 , 0x y z= = = 
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ية نحصل على المعادلات داحوال الب( مع مراعاة أ 1  ) –(  3)   ليةبحل المعادلات التفاض

 بالصورة : سار الجسيم  رامترية لمالبا

 ( 4  ) 21

2

qE
x Vt t

m
= + 

  (5  ) ( )22
1 cos

m qH
y E VH t

qH m

 
= + − 

 
 

  (6  ) ( )2
22

sin
E m qH

z t E VH t
H qH m

= − + + 

 

 ( :  8مثال ) 

 

Eى   حدهما كهربمجالين منتظمين أ   في qنته  وشح mيتحرك الكترون كتلته    Ej=    

 

Hغناطيسى  والآخر م Hk= 0الأصل بسرعة    طةكته من نقرح .بدأ الالكترون

E
v i

H
=   

  .  xاتجاه المحور  يفسرعة منتظمة ك بالالكترون سوف يتحرأثبت أن 

  

     

   لحل :ا

   هيبداية الحركة  فيثر على الجسيم  تؤ  التية قوال

 

 

                                                      

( ) ( )( )F e E e v H= − + −  

                                                                          
E

eEj e i Hk
H

 
= − −  

 
 

                                                             0eEj eEj= − + = 

 

 

 

  ستمر الالكتروني  وبالتاليلابتداء لحظة ا فيون تنعدم تر أن محصلة القوى المؤثرة على الالك أي

 نيوتن الأول ( ) قانون  oxمحور خط مستقيم على ال في 0vفى الحركة بسعة منتظمة  

  .   ) انظر التطبيقات ( selectorvelocity   جهاز منتقى السرعة     فيتستخدم هذه الخاصية    

 11 -5شكل 



   نصاريالأ د الدين فري نصر /دكتور                                                                                                       ة سياطيهرومغنكجالات الية المنظر

104 

 

  

  ( :  9مثال ) 

بسرعة    oصل  من نقطة الأ  حركته qوشحنته    mلته  يبدأ جسيم كت   
0 0v v j=    تحت

Eم شدته   تظثير مجال كهربى من تأ Ek=    0المنطقة    في y L      من   وعند خروجه

Hته   منتظم  شد  لتأثير مجال مغناطيسال الكهربى يتعرض لمجا Hk= المنطقة    في

2L y L          فاذا كانت المسافةL      0تحققmv
L

qH
. عين موقع الجسيم عند خروجه     =

 رضية ( .الأالجاذبية  اطيسى  ) اهمل تأثيرومن المجال المغن ربىالكه من المجال

  

  الحل :

0المجال الكهربى   فيكة الجسيم دراسة حر  y L   : 
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 :  هية حركة الجسيم دلمعا

 ( ) ( )m xi yj zk q Ek+ + = 

    (1 ) 0x = 
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   (2 ) 0y = 

  (3  ) 
qE

z
m

= 

0t : عندما  ل البداية أحوا =   

 
00 , , 0x y v z= = = 

 0 , 0 , 0x y z= = = 

 الشروط الابتدائية نحصل على :  ( مع استخدام 1  ) –(  3بحل المعادلات التفاضلية )  

   (4 ) 0 , 0x x= = 

  (5  ) 
0 0,y v y v t= = 

  (6  ) 2,
2

qE qE
z z t

m m
= = 

  

المجال   فيوالمعادلة الكارتيزية لمسار الجسيم    yozوى  تسمال فيأن الجسيم يتحرك  أي

 الكهربى : 

 2

2

02

qE
z y

mv
= 

نحصل على  (   4 ) –(  6عادلات ) الم  فيالكهربى عندما    وبالتعويض ال م المجسي جويغادر ال

 ورة : ذ بالصئد عن  زمن الحركة واحداثيات موقع الجسيم وعلى مركبات سرعته

 
0

L
t

v
= 

 0 , 0x x= = 

 0
0 ,

mv
y v y L

qH
= = = 

 2

2 2

0 0

,
2 2

qEL E qE mE
z z L

mv H mv qH
= = = = 

 

2Lالمجال المغناطيسى   فيحركة الجسيم راسة د  y L      : 

 معادلة حركة الجسيم تكون    
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 ( )
0 0

i j k

m xi yj zk q x y z

H

+ + = 

                 (7 ) 
qH

x y
m

= 

   (8 ) 
qH

y x
m

= − 

  (9  ) 0z = 

0tعندما   هيداية  ل البواحأو =  

 00 , ,
E

x y v z
H

= = = 

 0

2
0 , ,

2

mv mE
x y L z

qH qH
= = = = 

 حوال البداية نحصل على المعادلات أ مع مراعاة (  7  ) –(  9لية  ) ضفاالتبحل المعادلات 

 المجال المغناطيسى  بالصورة :  فيالبارامترية لمسار الحسيم 

 

 0 1 cos
mv qH

x t
qH m

 
= − 

 
 

 0 1 sin
mv qH

y t
qH m

 
= + 

 
 

 
22

E mE
z t

H qH
= + 

2yويغادر الجسيم المجال المغناطيسى عندما  L=  (12) لمعادلات ا فيوبالتعويض  –

 :  جسيم المناظرة نحصل على زمن الحركة واحداثيات موقع ال(10)

 
2

m
t

qH


= 

 0mv
x

qH
= 

 02
2

mv
y L

qH
= = 

 
( )

2

1

2

mE
z

qH

+
= 
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  : ( 10مثال ) 

Eدته  مجال كهربى منتظم ش فييتحرك  qنته  شحو m  ه تلتحون ك جسيم مش    Ej= ل  اجوم

Hيسى شدته   مغناط Hk= ن نقطة الأصل  ك الجسيم م. اذا تحرo    من السكون . أوجد

 اهمل وزن الجسيم ( . ) لات البارامترية لمسار الجسيم د عاالم

    الحل :

 :   هيمعادلة حركة الجسيم    

 ( ) ( )
0 0

i j k

m xi yj zk q Ej q x y z

H

+ + = + 

    (1 ) 
qH

x y
M

= 

   (2 ) 
qE qH

y x
m m

= − 

  (3  ) 0z = 
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0tعندما     هيلحركة ة اأحوال بداي =    

 0 , 0 , 0x y z= = = 

 0 , 0 , 0x y z= = = 

 ى المعادلات ومراعاة أحوال البداية نحصل عل  ( 1  ) –(  3بحل المعادلات التفاضلية )  

 ية لمسار الجسيم بالصورة : البارامتر

  (4  ) 
2

sin
mE qH qH

x t t
qH m m

 
= − 

 
 

 

  (5  ) 
2

1 cos
mE qH

y t
qH m

 
= − 

 
 

 

  (6  ) 0z = 

  . نفرض أن :    xoyلمستوى ا فيم يتحرك ( يتضح أن الجسي 6) من المعادلة 

  

 
2

,
qH mE

t a
m qH

 = = 

 

 فان المعادلات البارامترية لحركة الجسيم تكون على الصورة : 

 

   (7 ) ( )sinx a  = − 

 

  (8  ) ( )1 cosy a = − 

 

  (9  ) 0z = 

  

  .  xoyالمستوى   في   Cycloid د ينحنى سيكلو م( تمثل  7 ) –(  9المعادلات  )
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السيكلويد من ناب الى  رسم قوس فيوالزمن الذى يأخذه الجسيم   aة المولدة    ائرنصف قطر الد 

OAsuccessiveناب  cusps t
 
 
 

  

  

 
2

OA

qH m
t t

m qH


 =  = 

 

 

 

 

 

  ( : 11مثال ) 

اتجاه   في Eنتظم شدته  م ثير مجال كهربىتأيتحرك تحت    qوشحنته      m يم كتلته جس   

 في 3Hوالآخر شدته    x  حورم  اتجاه في  1Hل   الأو يين شدةومجالين مغناطيس  yور مح

يمكن تمثيل حركة   أثبت أنه عند نقطة الأصل .من سكون  حركته  ا بدأ الجسيم . اذ  z  اتجاه محور

ز  مستوى موا فية منتظمة هندسى يتحرك بسرعرة مركزها الح كسطلى الجسيم بحركة نقطة ع

 . xozللمستوى   

 

  الحل :
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 :   هيكة الجسيم حر معادلة   

 ( )
1 30

i j j

m xi yj zk qEJ q x y z

H H

+ + = + 
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   (1 ) 3qH
x y

m
= 

  (2  ) ( )1 3

q
y E H z H x

m
= + − 

  (3  ) 1qH
z y

m
= − 

0tعندما   :    هيبداية  وأحوال ال = 

 0 , 0 , 0x y z= = = 

 0 , 0 , 0x y z= = = 

( ومراعاة أحوال البداية نحصل على المعادلات  1  ) –(  3ت التفاضلية  ) دلابحل المعا

 ة : صورالبارامترية لمسار الجسيم على ال
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           (4 ) 3

2
sin

H E m qH
x t t

H qH m

 
= − 

 
 

 

  (5  ) 
2

1 cos
mE qH

y t
qH m

 
= − 

 
 

 

  (6  ) 1

2
sin

H E m qH
z t t

H qH m

 
= − − 

 
 

 

  (7  ) 2 2 2

1 3H H H= + 

 

 ( نحصل على المعادلة الكارتيزية للمسارعلى الصورة :   4  ) –(  6)  من المعادلات 

 

  (8  ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

1 1 1x x y y z z R− + − + − = 

  ث حي

 3 3
1 12 2

,
H E H E

x t x
H H

= = 

 

 1 12
. , 0

mE
y const y

qH
= = = 

 

 1 1
1 12 2

,
H E H E

z t z
H H

= − = 

 

 
2

mE
R

qH
= 

 

 Rيل حركة الجسيم بحركة نقطة على سطح كرة نصف قطرها  بين أنه يمكن تمثت ( 8المعادلة ) 

)ومركزها    )1 1 1 1, ,o x y z  1   ا مركباته عة رز بسك رلمويتحرك ا 1 1, ,x y z  ويلاحظ أن المركز 

 

 

 

1yالذى يبعد عنه مسافة ثابتة    و  xozى  تو ستوى يوازى المسم يفتحرك ي R=    ومسار 
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1ن    العلاقة بي   )   كارتيزية ال معادلته مركز الكرة خط مستقيم   1,x z   : تكون بالصورة  )  

  

 1
1 1

3

H
z x

H
= − 
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 Applications  تطبيقات                                       

  

 فيشحونة على حركة الجسيمات المتمد تع  التيترونية لكالأ سندرس فيما يلى بعض الأجهزة     

 ناطيسية . بية والمغمجالات الكهرال

 

     Cathode ray oscillographالذبذات  راسم  –أ 

تقابل شاشة   التيية يتوسطها شعاع الكترونات اج ن أنبوبة زجالذبذبات م سمرا يتكون     

تبعا لذلك النقطة  وتتحرك مجال الكهربى  ال ثيررنى تحت تأرية .  ينحرف الشعاع الألكتفسفو

 الشاشة . لمضيئة على ا
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  وبة  نب اه محور الأاتج فيتشع منه الكترونات تتحرك    Cathodeندما يسخن المهبط  ع

 

   من ألواح وهناك نوعين  aVتناسب مع فرق الجهد   ت 0vبسرعة منتظمة  (    x  محور) 

 

ينهما  ن ب ي وهما لوحين أفقي  vertical deflecting platesنحراف الرأسى  ألواح الا  .الانحراف 

جال كهربى شدته   وينشأ عنه م yV  د فرق جه
yE  لشعاع الانحراف  الرأسى بب يس

y   قيين  ) ت عند مروره بين اللوحين الأفالالكترونا

y

y

V
E

d
  بين المسافة هي ydحيث        =

وهما     horizontal deflecting platesنحراف الأفقى  لا. ألواح االرأسى (  افلوحى الانحر

يسبب الانحراف الأفقى    zEه وينشأ عنه مجال كهربى شدتzVفرق جهد   همالوحين رأسيين بين
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z     ) الرأسيين .   حينولشعاع الالكترونات عند مروره بين الل
z

z

V
E

d
المسافة  هي   zdحيث    =

 . نحراف الأفقى (الابين لوحى 

 سى : راف الرأ لالكترونات بين ألواح الانحا نعتبر الآن حركة 

 

 

 18 -5شكل 

 

 مجال الكهربى بين  ال الانبوبة ( وشدةر ) محوxر محواتجاه  في 0vك الالكترونات بسرعة  تتحر

 

هو    اللوحين  
yE  . عادلة حركة فان م وجود الالكترون بين اللوحين  رةفت فيواتجاهه الى أسفل 

 :  هي ونرلالكتا

 

 

 ( ) ( )ym xi yj zk e E j+ + = − − 

  (3  )–  (1  ) 0 , , 0
yeE

x y z
m

= = = 

 

0tعندما   هية ركلحأحوال بداية ا =  



   نصاريالأ د الدين فري نصر /دكتور                                                                                                       ة سياطيهرومغنكجالات الية المنظر

115 

 

 
0 , 0 , 0x v y z= = = 

 0 , 0 , 0x y z= = = 

 ار الالكترون  رامترية لمسدلات الباحصل على المعا( ن 1)  –(  3المعادلات التفاضلية  )  بحل

 

 2

0 , , 0
2

yeE
x v t y t z

m
= = = 

 :   هيومعادلته الكارتيزيه    xoyالمستوى    فيالالكترون يتحرك أن  أي

2 ) قطع مكافئ (        

2

02

yeE
y x

mv
= 

 يها بالتعويض  د مغادرته منطقة اللوحين نحصل عللكترون عنلمسار الا yراف الرأسى  الانح

yxعن     =     

 2

2

02

y

y

eE
y

mv
 = 

ه يمس مسار   yخط مستقيم ميله   فيوج الالكترون من بين اللوحين يواصل حركته خر بعد 

رة قصيرة  ية فيضئ موقع الالترون عليها لفتاشة فسفورحتى يصطدم بش فئ (السابق ) قطع مكا

نحسب ميل المماس لمسار الالكترون     yزاوية    الالخارج . ولحساب من بحيث يراه المشاهد 

yx) قطع مكافئ (  عندما      وعلى ذلك فان : =

 
2

0

tan
y

y y

eE

mv
 = 

 :  كترون بالشاشة هولالالى أن يصطدم ا yLاف خلال المسافة ون الانحرويك 

 
2

0

tan
y

L y y y y

eE
y L L

mv
= = 

  لانحراف الكلى  ن ا ويكو

  

 

2

2 2

0 02

y y y

L y

e e L
y y y E

mv mv

 
= + = +  

 

 

  

                                                      y yy C E= 
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لكترونات  الا مستمر منهذا فلو أطلق تيار   يعتمد على خواص الأنبوبة . وعلى ثابت  yCحيث  

ئة ن محور الجهاز محدثا نقطة مضيم yتفاع  ارنقطة على  فيلشاشة  فانه يصيب ا 0vبسرعة  

على شدة المجال   yويتوقف موضع النقطة المضيئة  
yE  على فرق الجهد   وقفوهذا بدوره يت

  .  yVلرأسى ا ألواح الانحراف ينب

 ,
y y

y y y y y y

y y

V C
y C E C K V K

d d
= = = = 

اه عمودى  تجا فيى فانهما يجعلان الالكترون ينحرف لألواح الأنحراف الأفقبالمثل بالنسبة 

 محور  تبعا للمعادلة : اتجاه  في أييهما  عل

 ,z z
z z z z z z

z z

V C
z C E C K V K

d d
= = = = 

ا فان حركة النقطة المضيئة على  ح الأنحراف الأفقى معواحراف الرأسى وألن بالنسبة لألوح الأو

 الشاشة تتعين بالمعادلتين : 

 y y y yy C E K V= = 

 z z z zz C E K V= = 

  ( : 12ال ) مث

  اف هما : م الذبذبات اذا كان جهدى الأنحرجهاز راس في

 sin , cosy zV A t V B t = = 

,  حيث  ,A B    على الشاشة .د معادلة المسار . أوج وابت ث 

  

  الحل :

 :  هيالمعادلات البارامترية للمسار 

 siny y yy K V K A t= = 

 cosz z zz K V K B t= = 

 : بينهما نحصل على   tر رامتبحذف البا

 
( ) ( )

2 2

2 2
1

zy

y z

K BK A
+ = 

 كمنحنى مضئ .ناقص تظهر على الشاشة ع وهى معادلة قط
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  :  (13مثال ) 

 :لذبذبات اذا كان جهدى الأنحراف هما جهاز راسم ا في   

 sin , sin 2y zV A t V B t = = 

  تظهر على الشاشة . التيالصورة  يه ثوابت . ما    حيث 

  الحل :

 :  هيار المعادلات البارامترية للمس

 siny y yy K V K A t= = 

 sin 2z z zz K V K A t= = 

 بينهما نحصل على :   tبحذف البارامتر 

 
2

2 2
2 1z

y y

K B y
z y

K A K A
= − 

رى    دومن الويلاحظ أن الز
2

y





zوالزمن الدورى    =





2y ن  أ يأ   = z =    أنه  يأ

  . yاتجاه  فيلكل ذبذبة واحدة   zالاتجاه  فيان كاملتان يكون لدينا ذبذبت

  

 

 19 -5شكل 

   

يسمى ما  لى مكن الحصول عأ zVمودى  الععنه للجهد   yVد الزاوى للجهد  لترد ا اختلف اواذ    

معرفتها  يمكن  yVمعلومة فان    zV  اذا كانت بأشكال  "  ليساجو " على الشاشة . وعلى العموم 
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عطى   ي جهاز راسم الذبذبات ى لم العملالاستخدا فيشاشة الأنبوبة . لأشكال المرسومة على  من ا

الاتجاه الموجب لمحور    فيمما يجعل الالكترون ينحرف  saw toothر  أسنان المنشال على شك

z .فقط  

  

  

 
 20 -5شكل 

 

 

 ة فانه يمكن  وريعلى اللوحين الآخرين فاذا كانت  د  yVراسته  هد المطلب د جلهذا ويوضح ا

 

 الشاشة تعيننا على تفسير المجال المجهول .ابتة لأشكال تكوين صورة ث  zVد ترد   بضبط

 

تثبت الصورة على الشاشة اذاو   voltagetimeوقيت  تلالمعروف يعرف بجهد ا zVالجهد     

  

 من الدورى للجهد المجهول . لزايساوى   zالدورى لجهد التوقيت  الزمن نكا
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 velocity Selectorالسرعة   منتقى  –ب 

 

ة ولهذا مختلف الصادرة من منابع الاشعاعات ذات سرع  تكون غالبية الجسيمات المشحونة   

واحدة  عة ى السرعة للحصول على حزمة من الجسيمات المشحونة ذات سرقاز منت يستعمل جه

     اسات والأبحاث العملية . درلا  فيهمية وأتكون ذات فائدة 

 

 
 21 -5شكل 

 

 

 ل كهربى  ن يوجد مجاون الجهاز من حاجزين مثقوبين على استقامة واحدة وبين الحاجزي يتك 

 

أمام ثقب أحد   S  شعاعات نبع اع م ويوضعمودى عليه .  Hال مغناطيسى   ومج  Eمنتظم  

هذين الحاجزين  ) المدخل ( . يمر من المدخل حزمة من الجسيمات المشحونة السريعة وهذه  

 .  Hعة الجسيم وشدة المجال تبعا لسر   اطيسيةتة ومغنضع لتأثير قوتين كهربية ثابتخ لجسيمات ا

القوتان منها قوة معاكسة للقوة الكهربية وكانت  لد يتو  التية اطيسى بالجهالمجال المغنجه اذا و

وحيد مناظرة هو الالسرعة ال متساويتين فان محصلتهما تكون منعدمة , وعليه فان الجسيم ذو

فيخرج من   انحراف  أيالمحصلة المنعدمة والذى لا يعانى ذه القوة لمثل هخاضعا  الذى يكمن

يتحرك بسرعة أخرى يكون متأثرا بقوة أكبر    خرجسيم آ يأ المخرج ( . ز المقابل  )حاجثقب ال

انحراف بية والمغناطيسية تؤدى الى الكهرلقوة ويكون هناك محصلة ل   qvHمن أو أقل من  
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قوة  ال م مروره من المخرج . سرعة الجسيم الخارج نحصل عليها من تساوىلجسيم وعد مسار ا

 اطيسية .غنوة الموالق  الكهربية

 
E

qE qvH v
H

=  = 

 

 

  Mass spectrometer  ( spectrograph )الكتلة  مطياف  – ـج

 

 ف عن النظائر شالك فيدم ه يستخكما أن نسبة شحنة جسيم الى كتلتهه قاس بواسطت هو جهاز ي      

 

( isotopes )  يلى : ما عمل هذا الجهاز كالمختلفة . وي 

 

 

 
 22 -5شكل 

 

 

 

 وتدخل من فتحة   velocity selectorوحيدة السرعة من منتقى السرعة  مات سية جزمتؤخذ ح
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 ه حزمة ى على اتجا عمود   Hمجال مغناطيسى   فيلهواء وموضوع مفرغ من اصندوق  في

 

طريق هذه  فيويوضع ئرى  . دا ارمس فيوعندئذ تنحرف هذه الجسيمات وتتحرك الجسيمات 

يث   لمنحرفة من جانب الصندوق لوح حساس يوازى  مستوى المجال المغناطيسى حا مات سيالج

من    همة وذلك لأنتصبح النسبة بين الشحنة والكتلة معلو  ئرة الذى بمعرفتهقطر الدايكشف طول 

 نيوتن وقانون لورنتز نحصل على :  قانون

 

 
2mv q v

qvH
R m RH

=  = 

 قى السرعة   منت ومن

 
E

v
H

= 

 
2

q E

m RH
 = 

 

ئرة دال Rلك بقياس نصف القطر الكتلة للجسيم وذ ومن هذه المعادلة تتعين النسبة بين الشحنة و

كتلة .  بمطياف المى اذا علم مقدار الشحنة ولذلك س الجسيم .  ويمكن حساب الكتلة  مسار

q/ة  لنسبا وتختلف  m    لنظائر العنصر الواحد ويختلف تبعا لهذا نصف قطر دائرة المسار

 النظائر . عن   يمكن الكشف بذلكو

  

 

   Cyclotron السيكلترون  –د 

  

 لة از السيكلترون للحصول على شعاع من الجسيمات  المشحونة المعجيستخدم جه   

 

Accelerated  تحريك الجسيمات المشحونة  يؤدى الى  طيسى قوى نامغل وذلك بواسطة مجا 

 

 هربى .  ا بواسطة مجال كوفى نفس الوقت يتم تعجيله مدارات دائرية في
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 23 -5شكل 

 

 

 

2   فى علبة الجهاز من نص يتركب     1,D D    وكل منهما على شكل حرف( )Dee D      

 طيس قوى مسافة صغيرة .  يوضع نصفى العلبة بين قطبى مغنا  تفصلهماء واهالمفرغتين من 

 

 در لجهد مصبوصلان ب لعلبة اللذينمستوى سطح نصفى اعلى  عمودى  Hاتجاه مجاله   و

 

المجال ويكون اتجاه  alternating voltage  High frequency  عالى التردد ومتردد 

2   بينالفراغ   فيئ اشنال الكهربى 1,D D    يوضع  ى اتجاه المجال المغناطيسى . عموديا عل

2   بينز الفتحة مرك في Sالمشحونة يمات الجسمصدر  1,D D  ث . نفرض أن جسيما موجبا انبع

الة نجد أن الجسيم هذه الح في 1D ة  بلموجبا بالنسبة الى نصف الع 2Dن  ا كما عند  S نم

2ين  المسافة بأثناء قطعه  الموجب يتأثر بعجلة 1,D D  1العلبة ليدخل نصفD  وذلك لوجود

جهد  خلال هذه المسافة وحيث أن نصف العلبة يعتبر سطحا متساوى ال ىبكهرالمجال ال

Equipotential surface ربى  فان المجال الكهE  ى صفرا  يساو ى العلبة من نصف أيخل دا

 فيعمودى فقط ويحركه لاسى يؤثر عليه المجال المغناطي 1Dلذلك نجد أن الجسيم الموجب داخل  

1ويكون       1vمثلا  وبسرعة ثابتة   1rدائرة نصف قطرها    قوس من
1

mv
r

qH
وعندما يصل      =

بى بين لكهرالمجال ا  ر اتجاهيغ ذلك يتيكون الجهد المتردد قد انعكس وب 1Dالجسيم الى حافة   
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2 1,D D 1يتجه من نصف العلبة   وD    2الىD  جديد للجسيم أثناء عبره ل تعجييحدث   لتاليوبا

2المسافة بين  1,D D   2ليدخلD   2وبسرعةv  1ولى  أكبر من السرعة الأv  نصف قطر  ويكون

هذه  .  وتتكرر  1Dداخل       1rأكبر من نصف القطر    H أثيربت  2Dداخل  المسار للجسيم 

2ين    بالعملية بفعل الجهد المتردد  1,D D ب لجسيم الموجب الشحنة حتى يكتسد سرعة افتزدا

حيث  1Dنصف العلبة   فين النافذة الخاصة لذلك والموجودة جه مجدا عند خرو  طاقة عالية

  المراد قذفه بهذه الجسيمات  .    Targetف يصطدم بالهد 

 :  هيدائرة  أي فيالجسيم يتحرك بها  التي السرعة الزاوية     

 

 
v qH

r m
 = = 

 

  زمن عبور الجسيم لأى من  T( واذا كان     Hالسرعة الزاوية ثابتة  ) بفرض أن   أنويلاحظ 

 : فان   fعالى الجهد ال   نصفى العلبة وتردد 

  

 
2

2
qH

f
T m


 = = = 

 

ة  ف الدائرة العلوية يساوى الزمن اللازم لرسم نصف الدائرن اللازم لرسم نصلاحظ أن الزموي

   .رية ثابت ولا يتعلق بنصف القطرائالد الحركة ع أنها أصغر وذلك لأن تردد لسفلية ما
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