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 الأولامحاب 

 المعادلات امخفاضلية ذات امرثحة الاولي و الدرخة الاولي

 ملدمة 

ير من امعلوم امِيدس ية المعادلات امخفاضلية من الموضوعات امِامة مورودُا في كثير امعلوم مثل امرياضيات امححخة و امخعحيلية وفي امعحيعة و امكيمياء وفي كث

ائحرة ا علً المعادلات امخفاضلية وكذلك ثذتذب الاحسام و الذتذبات امكِرتية واهخلال الحررار  واهدارار الاحسرام الذفكثير من مسائل الانحياء ثعتمد في حلِ

 .وسرعة امخفاعلات امكيميائية

 امخفاضلية ثعريف المعادلة( 1.1)

x دالة في المخغير  yهفرض أأن  وأأن   
 

, ,...,
n

y y y   الما خلات امخفاضلية من امرثحة الاولي و امثاهية حتي الما خلة اميوهية نلمخغيرy  لي بامًس حة ا 

x  ي علاكة حرتط تين ن ا  x,فا  y ذا كاهت  ة عادية" وأأحد الما خلات امساتلة جسمي "معادلة ثفاضلي دالة في اكثر من مذغير ومِا ما خلات حزئية  yأأما ا 

نها جسمي "معادلة ثفاضلية حزئية " وهذكر الان تعض الامثلة المخخ  .لفة نلمعادلات امخفاضلية امعاديةفا 
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 درخة المعادلة امخفاضلية ( رثحة و 1.1)

  .هي رثحة أأعلً ما خلة موحودٍ في المعادلة امخفاضلية :رثحة المعادلة امخفاضلية

  .دد مرثحة المعادلةهي الاس الذي يرفع اميَ أأعلً معاملً ثفاضلً مح :امخفاضليةدرخة المعادلة 

ثة و الدرخة ام معادلة من امرثحة امث (3والمعادلة ) .من امرثحة امراتعة والدرخة الأولي (1المعادلة )و  هي معادلة من امرثحة امثاهية والدرخة الاولي . ( 1فمثلًا المعادلة )

 .معادلات ثفاضلية حزئيةهي  (5)،(4امثاهية .و المعادلات )

 ( حكوين المعادلة امخفاضلية3.1)

 يتم حكوين المعادلة امخفاضلية بحذف امثواتت الاخذيارية هفرض أأن لدييا امعلاكة 

( , , ) 0 (1)f x y c  

لي 1)ُذٍ المعادلة تمثل لٍوعة الميحييات المس خوية ذات امحارامتر امواحد وتخفاضل امعلاكة ) ,نحصل علً معادلة تحخوي علً  xبامًس حة ا  , ,x y y c ومخكن 
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 , , , 0 (2)x y y c   

 نحصل علً علاكة في امصور   (1( ، )1من ) cوبحذف

( , , ) 0 (3)x y y   

موعرة هي معادلة ثفاضلية عادية من امرثحة الاولي حصليا عليها هديجة لحذف ثاتت اخذياري واحد وجسمي ُرذٍ المعرادلة بالمعرادلة امخفاضرلية ج (3و امعلاكة )

 .(1)الميحييات 

 عخبر المثال الاتيذلك ه ومخوضيح 

 (1مثـال )

 المعادلة امخفاضلية جموعة الميحييات الاثية اوخد

 2 4y a x c  

 الحل

ا امحؤري امعمودي  بامخفاضل نحصل علً  .4a ُذٍ المعادلة تمثل لٍوعة من املعاعات المكافئة امتي محورُا المحور امسيني ووحرُ

2
dy

y a
dx

 

 وُذٍ هي المعادلة امخفاضلية جموعة املعاعات المكافئة. 

 وفي الحالة امعامة اذا اعخبرنا امعلاكة 

1 2( , , , , , ) 0 (4)nf x y c c c  

1 من امحارامترات n وُذٍ امعلاكة تحخوي علً 2, , , nc c c دلة امخفاضلية المياػر نلحصول علً المعا. 

 من امعلاكات في امصور   n فٌحصل علً x من المرات المخخامية بامًس حة الي n هفاضل ُذٍ امعلاكة

1 1 2

2 1
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1ت كن حذف امثواتيم 1n وعددُا( 5)،  (4)من امعلاكات  2, , , nc c cوحكون اميديجة هي الحصول علً معادلة ثفاضلية عادية ورثختها n  ًعل

 امصور  

( )( , , , , ) 0nx y y y    

 (1) مثال

 المعادلة امخفاضلية جموعة الميحييات اوخد

2

1 2( ) 0 (1)c x y c   
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 الحل

هيا هفاضل  بارا مترينتحخوي علً  (1) لٍوعة الميحيياتحير ان معادلة   ميحصل علً مرثينِا فا 

1 2

2

2

2( ) 0 (2)

2 2( ) 0 (3)

c y c y

y y c y

  

   
 

 نحصل علً( 1) من المعادلة

1 22( ) (4)c y c y   

 نجد ان( 1) في( 4) هعوض من

2

2 22 ( ) ( ) 0 (5)xy y c y c     

 نحصل علً( 3)من المعادلة 

2

2 (6)/y c y y    

 وهي ةنحصل علً المعادلة امخفاضلية المعلوت( 5)في ( 6) بامخعويض من

2 0y xy   

 (3) مثال

 .راس ية المحور امخفاضلية نللعاعات المكافئة أأوخد المعادلة

 الحل

 راس ية المحور هيمعادلة املعاعات المكافئة 

2 (1)x x y c    

,تحخوي علً زلاث زواتت  (1) و حير ان ُذٍ المعادلة ,c .  ميحصل علً زلاث مرات مذخامية ِاهفاضل بامخالي 

2 3

2 3
2 , 2 , 0

dy d y d y
x

dx dx dx
       

 المعادلة امخفاضلية المعلوتة هيو حكون  

  
3

3
0

d y

dx
 

 (4) مثال

ذا كاهت  ا 

2e e (1)x xy a b   

ن   فازخت ا 

2

2
2 0

d y dy
y

dx dx
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 الحل

 نجد أأن (1نلمعادلة ) بامخفاضل

2

2
2

2

2 e e (2)

4 e e (3)

x x

x x

dy
a b

dx

d y
a b

dx





 

 

 

 نجد أأن   ( 1) ،(1)بجمع 

23 e (4)xdy
y a

dx
  

 يًذج أأن         (3)، (1)وبجمع 

2
2

2
6 e (5)xd y dy
a

dx dx
  

 ( نجد ان 5( ، )4جبملارهة )

2

2
2

d y dy dy
y

dx dx dx

 
   

 
 

 و منها يًذج

2

2
2 0

d y dy
y

dx dx
   

 .وُو المعلوب

 حل المعادلات امخفاضلية ( 4.1)

ي عملية عكس عملي ويمكرن ثلسر ه ُرذٍ ة حكوين المعادلة و امتي درسر ياُا. حل المعادلة امخفاضلية ُو عملية الحصول علً الأصل امكامل نلمعادلة امخفاضلية ا 

لي الاهواع الاثية: من حير امخفاضلية من امرثية الاولي و الدرخة الاولي ادلاتالمع  ظرق حلِا ا 

 .ذات المخغيرات املاتلة ملاهفصال المعادلات امخفاضلية -1

 .المعادلات امخفاضلية المخجاوسة  -1

 .امخفاضلية ذات المعاملات الخعية المعادلات  -3

 .المعادلات امخفاضلية امخامة  -4

 .اضلية الخعيةالمعادلات امخف  -5

 .رهوليمعادلات ج  -6

 .معادلات ريكاتي  -7

 و سوف هدرس كل هوع علً حد  
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 ذات المخغيرات املاتلة ملاهفصال المعادلات امخفاضلية( 1.4.1)

 فصل المخغيرات علً اماكل الاتييمكن كخاتة المعادلات امتي يمكن فيها 

( ) ( ) 0 (1)M x dx N y dy  

 او 

( ) ( ) 0 (2)M y dx N x dy  

لي  (1المعادلة ) ) علً ةوذلك باملسم( 1المعادلة )صور  يمكن تحويلِا ا  ) ( )N x M y  أأي أأن 

0
( ) ( )

dx dy

N x M y
  

حراء امخكامل مداشر تفصل كل مذغير في ظرف و  يمكن حلِاالمعادلات وُذٍ    .ا 

 ( 1) مثال

 أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية

2 21 1 0x y dx y x dy    

 الحل

الملدار علً  ظرفي المعادلة لسمةت 
2 21 1x y  ًنحصل عل 

2 2
0

1 1

x y
dx dy

x y
 

 
 

 وتخكامل ُذٍ المعادلة نحصل علً

2 2

2 2
1 1

1 1

xdx y dy
c x y c

x y


 

 

      
 

 

 .تمثل الحل امعام نلمعادلة امخفاضليةالمعادلة الاخير  

  (1) مثال

  ام المعادلة امخفاضليةأأوخد الحل امع

 cos
dy

y x
dx

  

 الحل

Let 

1  1

u y x

du dy dy du

dx dx dx dx
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1 cos
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u du u dx
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1

1 1
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cot cot
2 2

2cot 2cot

u u
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u x c y x x c



 

    

     

 

   

 .تمثل الحل امعام نلمعادلة امخفاضليةالمعادلة الاخير  

  (3مثال )

 لة امخفاضليةأأوخد الحل امعام المعاد

3 2 2 2 21
dy

xy x y x y
dx

     

 الحل

 هضع المعادلة علً امصور  

3 2 2 2 3 2 2

3 2 2

(1 ) (1 ) (1 )(1 )

(1 )(1 )

dy dy
xy x y x xy x y

dx dx

xy dy x y dx

       

  

 

 ظرفي المعادلة علً ةتلسم
2(1 )x y  

3 2

2

1

1

y x
dy dx

y x





 

 وبامخكامل نحصل علً 

 

3 2

2

2

2 2
2

2 2 2
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1

1

1

1
ln( 1) ln ,

2 2 2

2ln 1

y x
dy dx

y x

y
y dy x dx c

y x

y x
y x c

x y x y c

 
 



 
 








   
      

   

    

   

  



 بخيث عليمحمود  /د ا.                                            الباب الاول  )المعادلات الحفاضلية رات الرجبة الاولي و الذرجة الاولي(

7 

 .امعام نلمعادلة امخفاضلية تمثل الحلالمعادلة الاخير  

 (4مثال )

 أأوخد الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية 

 
2

8 2 1 (1)
dy

x y
dx

   

 الحل 

 تفرض ان 

  8 2 1u x y   

لي  نحصل علً  xثم بامخفاضل بامًس حة ا 

 
1

8 2 , 8
2

u y y u       

 نحصل علً ( 1في المعادلة ) yبامخعويض عن كيمة 

2 28 2 , 2 8
du

u u u
dx

     

 بامخكامل نحصل علً 

1

2

1
2 tan 2

4 2 2

du u
dx c x c

u





    


 

 الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية هي  

 1

1 1

8 2 1
tan 4 , 2

2

x y
x c c c   

   
 

 

 .تمثل الحل امعام نلمعادلة امخفاضليةالمعادلة الاخير  

 ت امخفاضلية المخجاوسة المعادلا( 1.4.1)

يلال نلدالة   ,f x y  نها مذجاوسة من درخة ذا امكن وضعِا علً امصور   nا   ا 

( , ) ( , ) ( , )n ny
f x y x f x y x g x y

x

 

   
 

 

دالة نلمخغير  gحير 
y

x
.  

  امخفاضلية التثية لال نلمعادلةوي

( , ) ( , ) 0 (1)f x y dx g x y dy  

ذا كاهت كل من الدامخين  )انها مذجاوسة ا  , )f x y  ،( , )g x yن ي ا   مذجاوسة من هفس الدرخة ا 
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( , ) , ( , )n ny y
f x y x g x y x

x x
 
   

    
   

 

 علً امصور   يمكن وضعِا (1) المعادلةو بامخالي 

0 (2)
y y

dx dy
x x

 
   

    
   

 

لي معادلة ويمكن تحويل ُذٍ المعاد  ذات مذغيرات كاتلة ملاهفصال وذلك تفرض أأن لة ا 

y dy dz
z y xz x z

x dx dx
      

 علً امصور ( 1) وتوضع المعادلة

( ) ( )

( ) ( )

y

dy dz z dz zx
x z x z

ydx dx z dx z

x


 

 


 
              
   
 
 

 

 .اتلة ملاهفصال يمكن حلِا كلٌ س حقكذات مذغيرات وُذٍ معادلة 

 (1)مثال 

 امعام المعادلة امخفاضليةأأوخد الحل 

2 2( ) 2 0x y dx xydy   

 الحل

 المعادلة امساتلة يمكن وضعِا علً امصور  

2 2

2

dy y x

dx xy


  

yويوضع  xz نجد أأن 

2 2

2

2

2
2

2

2 2

1 1

2 2

2
ln ln(1 ) ln

1

(1 ) 1

0

dz z dz z
x z x

dx z dx z

dx z
dz x z c

x z

y
x z c x c

x

x y cx

 
 



 
    

      


 
     

 

  

 

 . لٍوعة من الدوارروهي معادلة تمثل الحل امعام نلمعادلة امخفاضليةالمعادلة الاخير  
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 (1) مثال

 أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية

2 2 0
y

x
dy

ye x x y
dx

 
    

 
 

 الحل

 يمكن كخاتة المعادلة امساتلة علً امصور   

2

2
y

x

dy x y

dx
x ye






 

yضع تو  zx  نجد أأن 

 

2

2 2

2 2 2

2
2 2 2

2

2 2(1 e )

1 2 e 1 2 e

1 2 e e 2
2ln

2(1 e ) e

2ln ln e ln ( e )

e e

z

z z

z z

z z

z z

y x y x

dz z dz z
z x x

dx z dx z

dx z z
dz x dz

x z z

x z c x z c

y
x c y x c

x





 

 

 
  

 

 
   

 

 
  

 

      

 
     

 

 

 .ثل الحل امعام نلمعادلة امخفاضليةتم المعادلة الاخير  

 (3) مثال

 أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية

2 2xy x y y    

 الحل 

2

2
1

y y
y

x x


    

yهضع  zx ن  نجد  ا 

 

2

2

2

1

1

1
1

sin ln sin ln

y xz z xz z z z

dz dx
xz z

xz

z cx y x cx
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 ةامخفاضلية ذات المعاملات الخعيالمعادلات  (3.4.1)

 المعادلات امخفاضلية ذات المعاملات الخعية حكون علً كصور  التثية 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0 (1)a x b y c dx a x b y c dy      

 أأو حكذة علً امصور  

1 1 1

2 2 2

a x b y cdy

dx a x b y c

 
 

 
 

لي   وُذٍ المعادلات ذات المعاملات الخعية يمكن تحويلِا ا 

 .معادلات مذجاوسة -1

 .دلات ذات مذغيرات كاتلة ملاهفصالمعا -1

لي معادلات مذجاوسة: المعادلات ذات المعاملات الخعية وامتي يمولاأأ   كن تحويلِا ا 

 في ُذٍ الحالة المس خليمان 

1 1 1 2 2 20 , 0a x b y c a x b y c      

)مخكن  يخلاكيان في هلعة و , ) ن محدد المعاملات  وُذا يعني ا 
1 1

2 2

a b

a b
 لا يساوي امصفر. 

x, هضع  u y v     ،  فيكون
dy dv

dx du
،  ثصحح  (1)و المعادلة 

1 1

2 2

a u b vdv

du a u b v


 


 

  .وُذٍ معادلة ثفاضلية مذجاوسة فيمكن حلِا كلٌ س حق

لي   كاتلة ملاهفصالمذغيرات معادلات ثفاضلية ذات ثاهيا: معادلات يمكن تحويلِا ا 

 ن محدد المعاملاتفي ُذٍ الحالة يكو
1 1

2 2

a b

a b
يساوي امصفر أأي أأن  

1 2 2 1a b a b  والمس خليمان 

1 1 1 2 2 20 , 0a x b y c a x b y c      

 يكونان مذوازيان ويكون 

2 2 1 1( )a x b y a x b y   

 هضع 

1 1 1 1 1

1

1du dy dy du
u a x b y a b a

dx dx dx b dx
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 ثصحح( 1)والمعادلة 

1
1

1 2

1
( )

u cdu
a

b dx u c


  


 

 .كلٌ س حق وُذٍ معادلة ذات مذغيرات كاتلة ملاهفصال فيمكن حلِا

 (1) مثال

 أأوخد الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية 

(2 4) ( 2 5) 0 (1)x y dy x y dx      

  -الحل :

هلاحغ أأن محدد المعاملات 
2 1

1 2




لي معادلةيمكن تح (1امخفاضلية ) المعادلةو بامخالي لا يساوي امصفر    .مذجاوسة ثفاضلية ويلِا ا 

 أأولا : هوخد هلعة امخلاظع نلمس خليمين 

2 4 0, 2 5 0x y x y      

)فٌحصل علً هلعة امخلاظع  , ) ( 1,2)   . 

 باس خخدام امخعويض 

1 , 2

,

x u y v

dx du dy dv

   

 
 

 ثصحح علً امصور   (1) المعادلة

(2 ) ( 2 ) 0 (2)u v dv u v du    

vس خخدام امخعويض  با uz  فيكون
dv dz

z u
du du

  

 ثصحح علً امصور  (1) المعادلة

 

1 2
(2 ) (1 2 ) 0

2

dz dz z
z z u z z u

du du z

 
         

 
 

2 22 1 2 1

2 2 2

dz z z z z
u

du z z z

  
  

  
 

2

2 1 1 3

1 2 1 1

z du du
dz dz

z u z z u

  
    

   
 

 باحراء امخكامل نحصل علً
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2 2

3 3

1 3
ln( 1) ln( 1) ln ln

2 2

1 1
ln 2ln

( 1) ( 1)

z z u c

z z
cu c u

z z

    

 
  

 

 

, كه  بامخعويض عن ,u v z  ًنحصل عل 

 2

1 13

3
,

( 1)

y x
c c c

y x

 
 

 
 

 أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية( 1)مثال 

(2 4 5) 2 3 0
dy

x y x y
dx

      

 الحل

ن محدد المعاملات  هلاحغ ا 
2 4

1 2




 .يساوي امصفر 

 هضع  

2 , 1 2

1
1

2

dy du
x y u

dx dx

dy du

dx dx

   

 
  

 

 

 ثصحح علً امصور   امخفاضلية المعادلة 

1 1 3 4 11

2 2 2 5 2 5

du u du u

dx u dx u

 
    

 
 

 باحراء امخكامل نحصل علً

2 5 1 1
1

4 11 2 4 11

u
dx du du

u u


 

 

  
   

  
 

1
2 ln(4 11)

4

8 4 8 ln(4 8 11)

4 8 ln(4 8 11) 0

x c u u

x c x y x y

x y x y c

   

     

     

 

 المعادلات امخفاضلية امكاملة )امخامة(( 4.4.1)

 يلال نلمعادلة امخفاضلية التثية 

( , ) ( , ) 0 (1)M x y dx N x y dy   
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ذا تحلق M,نلدامخين  أأنها كاملة ) تامة ( ا  N  المخصلخين امعلاكة 

(2)
M N

y x

 


 
 

,حير كل من 
M N

y x

 

 
)و مخكنعيصراً ثفاضليا تاما ً لدالة ما ( 1)تذلك يكون امعرف الأيسر نلمعادلة  و  دالة مذصلة  , )f x y  بامًس حة نلمخغيرين

,x y  ي أأن  ا 

( , ) ( , ) ( , )df x y M x y dx N x y dy  

ن تحلق امعلاكة    (.1)وامشرط امضروري و امكافي لذلك ُو ا 

  (1)مثال 

 ازخت أأن المعادلة امخفاضلية التثية تامة و أأوخد أأصلِا امخام.

2 2 2 2(2 4 ) (2 4 ) 0 (1)y xy x dx x xy y dy      

 الحل

 هفرض أأن

2 2 2 2( , ) 2 4 , ( , ) 2 4M x y y xy x N x y x xy y      

 فيكون 

4 4 , 4 4
M N

y x x y
y x

M N

y x

 
   

 

 
 

 

 

 .المعادلة تامةاذن 

 هفرض أأن حل المعادلة علً امصور  

( , )f x y c 

 فيكون 

2 2( , ) 2 4 (3)
f

M x y y xy x
x


   


 

لي  (3)تخكامل المعادلة    xبامًس حة ا 

2 2 3
( , ) 2 2 ( ) (4)

3

x
f x y y x x y y    

لي( حزئيا 4)وتخفاضل امعلاكة    yبامًس حة ا 
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2 2 2( , ) 2 4 4 2 ( )
f

N x y x xy y xy x y
y




      


 

3
2

3 3
2 2

( ) ( )
3

( , ) 2 2
3 3

y
y y y c

x y
f x y xy x y c

       

    

 

  ( 1)مثال 

 أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية

 sincos e sin cos cos sin 0 (1)xx y x dx y xdy   

 الحل

 توضع

sin( , ) cos e sin cos

( , ) sin cos

xM x y x y x

N x y x y

 


 

cos cos , cos cos
M N

y x x y
y x

M N

y x

 
 

 

 
 

 

 

 . فيكون الحل في امصور  امخاميةبامخالي  المعادلة تامة

sin( , ) e sin sinxf x y x y c   

  امعوامل المكاملة 

 من الدرخة الأولى وامرثحة الأولى ذا كاهت المعادلة امخفاضلية ا  

( , ) ( , ) 0 (1)M x y dx N x y dy  

 

 غير تامة أأي يكون 

M N

y x

 


 
 

ه لي معادلة تامة وذلك تضرهاا في عامل مكامل يم َفا  )كن تحويلِا ا  , )x y وامعامل المكامل( , )x y  يكون غامحا دالة في( , )x y. 

)في امعامل المكامل (1)تضرب المعادلة  , )x y  مكي ثصحح تامة 

       , , , , 0 (2)x y M x y dx x y N x y dy   
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 يكون  و تذلكاصححت تامة  (1)المعادلة 

   M N
y x
 

 


 
 

0 (3)
M N

M N
y x y x

 

    

    
    

 

)كدالة في يخعين امعامل المكامل (3) ومن المعادلة , )x y. 

 فلط. yدالة في فلط أأو xدالة في لذلك سوف هعخبر أأن ةلة امعامة هي مسبألة رياضية غير ثس يعومكن الحصول علً امعامل المكامل في الحا

 فلط x أأولا : شرط وحود عامل مكامل دالة في

)مِا عامل مكامل (1)هفرض أأن المعادلة   )x   علً امصور   (3)وتذلك ثصحح المعادلة 

M N
N

x y x



   

  
   

 

1 1
(4)

M N

x N y x





   
  

   
 

ن امعرف الأيمن دا x دالة في (4)واضح أأن امعرف الأيسر نلمعادلة   فلط. x لة فيفلط وتذلك فا 

فلط ُو أأن يكون الملدار  xعامل مكامل دالة في (1)امشرط امضروري وامكافي كي يكون نلمعادلة 
1 M N

N y x

  
 

  
 فلط. xدالة في 

 يكون  (4المعادلة ) وتخكامل

1
1

ln ( ) ( ) e

M N
dx

N y xM N
x dx x

N y x
 

  
 

  










  
    

  
 

 . xكدالة في  وُذٍ امعلاكة ثععي امعامل المكامل تصور  صريحة

 فلط y دالة في مكامل ثاهيا : شرط و حود عامل

 علً امصور   (3) وتذلك ثصحح المعادلة yمِا عامل مكامل في (1)هفرض أأن المعادلة 

1 1
(5)

N M

y M x y





   
  

   
 

ن امعرف الأيمن يكون كذلك دالة في yواضح أأن امعرف الأيسر نلمعادلة ُو دالة في  فلط. yفلط وتذلك فا 

فلط ُو أأن يكون الملدار y في عامل مكامل دالة( 1)وامكافي مكي يكون نلمعادلة  امضروري شرطم ا
1 N M

M x y

  
 

  
 فلط. yدالة في  

 (5)وتخكامل ُذٍ المعادلة 
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1
1

ln ( ) ( ) e

N M
dy

M x yN M
y dy y

M x y
 

  
 

  










  
    

  
 

 . yكدالة في  وُذٍ امعلاكة ثععي امعامل المكامل تصور  صريحة

  (1)ل مثا

 أأوخد الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية

3 2 2( 1) 0 (1)xy dx x y dy   

 الحل

3 2 2

2 2

( , ) , ( , ) 1

3 , 2

M x y xy N x y x y

M N M N
xy xy

y x y x

  

   
   

   

 

 .المعادلة غير تامة

2

1 1

M N
xy

y x

M N

M y x y

 
 

 

  
  

  

 

 فلط يخعين من  yدالة في يوخد عامل مكامل بامخالي

1
( ) e

dy

yy
y



  

)في امعامل المكامل  (1المعادلة ) تضرب )y  و علً امصور  تامة (1)ثصحح المعادلة 

2 2 1
0 (2)xy dx x y dy

y

 
   
 

 

 

 

 علً امصور   (1)حل المعادلة امخفاضلية يكون  و

2 21
( , ) ln

2
f x y x y y c   

 (1)مثال 

 لة امخفاضلية أأوخد الحل امعام نلمعاد

2(1 ) ( ) 0 (1)xy dx xy x dy    
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 الحل 

21 ,

, 2

M xy N xy x

M N M N
x y x

y x y x

   

   
     

   

 

  .غير تامة( 1)المعادلة اذن 

1 1
,

( )

M N M N x y
x y

y x N y x x y x x

     
       

     
 

)يوخد عامل  مكامل  )x دالة فيx  فلط يخعين من 

1
1

( ) e e

M N dxdx
N y x xx

x


  
  

  

  
    

 و علً امصور تامة  (1) د امضرب في امعامل المكامل ثصحح المعادلة امخفاضليةتع

21
0

xy xy x
dx dy

x x

   
   

   
 

 واضح أأن حل المعادلة امخفاضلية امخامة امساتلة ُو    

2

( , ) ln
2

y
f x y x xy c    

 المعادلات امخفاضلية الخعية  (5.4.1)

ذا كاهت  لي yالمعادلة امخفاضلية حكون خعية ا  نلمعرادلة  من الدرخة الأولي وغير مضروتة تحعضِا وحكون امصرور  امعامرة xوما خلاتها امخفاضلية بامًس حة ا 

 هي nامخفاضلية الخعية من امرثحة 

( ) ( 1)

0 1 1... ( )n n

n na y a y a y a y f x


     

حير أأن  
0 1, ,....., , ( )na a a f x   دوال فيx. 

 والمعادلة امخفاضلية الخعية من امرثحة الأولي و الدرخة الأولي حكون علً امصور  

( ) ( ) (1)

or

( ) ( ) (2)

dy
p x y x

dx

dx
R y x y

dy





 

 

 

لي صور  معا ) في عامل مكامل( 1) وذلك يضرب المعادلة دلة تامةولحل ُذٍ المعادلة هلوم تخحويلِا ا  )x  

 امصور   الي( 1)المعادلة  فذخحول 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 (3)x dy x p x y x x dx      

ذا تحلق امشرط ( 3)و المعادلة   حكون تامة ا 

   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x p x y x x
x y
   

 
 

 
 

 ومنها يكون 

e (4)
pdxd d

p pdx
dx

 
 


     

 ( نحصل عل4ًمن )

(5)d pdx  

 نحصل علً امصور  ( 3)في ( 5)وبامخعويض من 

( )dy yd dx d y dx        

 و تخكامل ُذٍ المعادلة نحصل علً 

1 c
y dx c y dx  

 
      

 (.1) معام نلمعادلة امخفاضلية الخعيةُو الحل ا

يجاد حل المعادلة امخفاضلية   علً امصور   (1)وبالمثل يمكن ا 

1
, e

Rdyc
x dy 

 

    
 

 

 (1) مثال

 المعادلة امخفاضلية  امعام لالحأأوخد 

cot sec
dy

y x x
dx

  

 الحل

 xهوخد أأولا عاملًا مكاملًا يعتمد علً 

cot

e sin
xdx

x   

 الحل امعام نلمعادلة يصحح علً امصور  

( sin ) tan sin tan

(cosec ) (ln sec ) cosec

d
y x x y x xdx c

dx

y x x c x

   

 


 

 . امخفاضليةثل الحل امعام نلمعادلةالمعادلة الاخير  تم 
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 (1) مثال

 :أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية

2( 1) 3 xdy
x x y x e

dx
   

 الحل

 يمكن كخاتة المعادلة علً امصور  

 

1
1

2

3 2 3 2

3 2

1
1 3 e e e

e 3 e e 3 e

3 9 9 9
e e

2 4 4 8

dx
x xx

x x x x

x x

dy
y x x

dx x

d
yx x yx x dx c

dx

xy x x x c


 
 

 




 

      
 

   

 
     
 

 

 ُو الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية 

  معادلة جرهولي (6.4.1)

 هي المعادلة حكون علً امصور  

( ) ( ) (1)ndy
yp x Q x y

dx
  

 لا يساوي واحد.عدد حليلي  n حير

لي معادلة خعية وذلك باملسمة علً  لحل ُذٍ المعادلة يتم تحويلِا أأولًا ا 
ny  

1 ( ) ( ) (2)n ndy
y y p x Q x

dx

   

ثم هفرض أأن 
1 nu y   فيكون 

(1 ) (3)ndu dy
n y

dx dx

  

 نحصل علً ( 1)في  (3)وبامخعويض من 

1
( ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )

1

du du
p x u Q x n p x u n Q x

n dx dx
      


 

 .ثفاضلية خعية يمكن حلِا كلٌ س حق وُذٍ معادلة

 (1) مثال

 أأوخد الحل امعام المعادلة امخفاضلية
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2 55
2

dy y
x y

dx x
  

 الحل

باملسمة علً
5y  نجد أأن 

5 4 21
5

2

dy
y y x

dx x

   

هفرض أأن 
4y u  فيكون لدييا 

5 2

2

1
4 5

4 2

2
20

dy du du u
y x

dx dx dx x

du u
x

dx x

     

  

 

 وهوخد أأولًا امعامل مكامل وُو  لايجاد حلِا وُذٍ معادلة ثفاضلية خعية

2
2( )

dx

xx e x

  

 فيكون لدييا

2 4

5
2 5 3 4

2 2

( ) 20

4
4 4

d
ux x

dx

c c x
ux x c u x y

x x



 


        

 

 الحل امعام المعادلة ُو

2
4

54

x
y

c x



 

  معادلة ريكاتي (7.4.1)

 معادلة ريكاتي هي المعادلة امتي حكون علً امصور  

2( ) ( ) ( ) (1)
dy

p x y Q x y R x
dx

   

,حير  ,R Q P  دوال فيx  لي علم أأحد الحلول الخاصة مِا 1yفلط ويمكن حل ُذٍ المعادلة ا  y  حير
1y دالة فيx  

 يععي بامخعويض( 1)ٍ الحالة فالأصل امخام نلمعادلة وفي ُذ

1

1
(2)y y

u
  

 و امخالييمكن ايجادُا علً اميح xدالة في   u حير أأن
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حير أأن 
1y y  ( و يكون1)يحلق المعادلة  فاهَ (1)حل نلمعادلة 

21
1 1( ) ( ) ( ) (3)

dy
p x y Q x y R x

dx
   

 يًذج أأن  (1)من المعادلة  (3)يعرح المعادلة 

2 2

1 1 1( ) ( )( ) ( )( ) (4)
d

y y p x y y Q x y y
dx

     

 نحصل علً ( 1)من المعادلة 

1 2

1 1
( )

d d du
y y

dx dx u u dx

 
    

 
 

 ثصحح علً (4)المعادلة 

 

2 2

1 12 2

1

1 1 2 1
( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )

du y
y y p x Q x

u dx u u u

du
y p x Q x u p x

dx

 
      

 

   

 

  .وُذٍ معادلة خعية يمكن حلِا كلٌ س حق

 (1) مثال

1yازخت أأن   اضلية التثية ثم أأوخد حلِا امعامحل خاص نلمعادلة امخف 

( 1)( )
dy

y xy y x
dx

    

 الحل

 توضع المعادلة امخفاضلية علً امصور  

2( 1) (1 2 ) (1)
dy

x y x y x
dx

     

 وُذٍ معادلة تمثل معادلة ريكاتي 

1yبامخعويض    نحصل علً ( 1)في المعادلة 

1 (1 2 ) 0x x x     

ن  1yولذلك فا   (.1) حل خاص نلمعادلة امخفاضلية  

 هفرض أأن الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية علً امصور  

2

1 1
1

dy du
y

u dx u dx
     

 نحصل علً( 1)بامخعويض في المعادلة 
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2

2

2 2 2

2

1 1 1
( 1) 1 (1 2 ) 1

( 1)( 1) (1 2 )( ) 0

( 1 1 2 ) (2 2 1 2 ) 1

1 (2)

du
x x x

u dx u u

du
x u x u u u x

dx

du
u x x x u x x x

dx

du
u x

dx

   
          

   

       

          

  

 

 امعامل المكامل مِا ُو  وُذٍ المعادلة معادلة خعية

( ) e e
dx xx

   

 حل ُذٍ المعادلة ُو

(e ) (1 )e e (1 )e e

e

x x x x x

x

d
u x u x dx c x c

dx

u x c

           

 

 

ي أأن الحل امعام لمعادلة   ُو  (1)ا 

1
e

1

xx c
y
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 (1)ن تماري

 لية جموعة الميحييات التثيةامخفاض  المعادلة اوخد (1)

3

2 2 2

2 3 2

2 2

(i) ( ) (ii) sin( )

(iii) 2 (iv) ( 2)

(v) e (vi)

(vii) cos (ln ) sin (ln )

(viii) 1 1

x

n n

y x c y x c

x cy y y c x

y ax b y ax bx cx

y x x

y a x x b x x

 

   

   

    

 

        
   

 

 .ثاتت معلق nحير 

(ix) ( )coshy a bx mx  

 .ثاتت معلق mحير 

1 2 1 2

1 2

2 2 2

(x) (sin ) (cos )

(xi) cos 2 sin 2

(xii)

(xiii) ( ) ( )

x

y a x b x

y c x c x

y e

x y a



 

  

 



   

 

 . ئة امتي محورُا ُو المحور امسينيأأوخد المعادلة امخفاضلية نللعاعات المكاف  (1)

ا ثلع علً المس خله  اوخد (3) ا امواحد امصحيح ومركزُ 2yالمعادلة امخفاضلية نلدوارر امتي هصف كعرُ x. 

 فصل المخغيراتتعريلة خفاضلية التثية حل المعادلات ام اوخد  (4)

2 2

2 2

2

3 2 2 2 2

2 2

2

(i) cos( ) (ii) tan sin cos cot 0

(iii) (iv) 1

(v) 4 2 1 (vi)

(vii) 1

(viii) (1 ) ( 1)

(ix) ( ) 1

dy
y x x ydx x ydy

dx

dy dy
x y y xy x

dx dx

dy dy
x y x y a

dx dx

dy
xy x y x y

dx

x x dy x x ydx

dy dy
x y x y xy

dx dx
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 خفاضلية المخجاوسة التثيةحل المعادلات ام اوخد  (5)

/

2 2 2 2

2 2 2 2

(i) ( 2 ) 0 (ii) e

(iii) ( ) ln (iv) cos ln

(v) tan (vi) ( 2 ) 2

(vii) ( ) 2 5 (viii) cos

y xx y dx xdy xy y x

x y y
xy y x y xy y

x x

y dy
xy y x x xy y x xy y

x dx

dy dy y
x y x xy y x y x

dx dx x

    

  
      

 

       

 
       

 

 

 التثية ذات المعاملات الخعية  ل المعادلات امخفاضليةحاوخد  (6)

2 2

4 7
(i) (ii) (2 4 6) ( 3) 0

2 1

(iii) ( 1) ( 2) 0 (iv) (3 ) 3 4

(v) ( 5 5) (5 1) 0 (vi) (2 1)

(vii) (y ax b)

x y
y x y dx x y dy

x y

x y y x y y x y x y

dy
x y dy x y dx x x y

dx

dy
y ax b

dx

 
       

 

          

        

    

 

 تين أأن المعادلات التثية تامة واوحد الحل امعام  (7)

2 2 2 2 3

3 2 3 3

2 2 2 2

2 2

(i) 2 ( ) (ii) (2 9 ) (4 6 ) 0

(iii) ( 3 ) ( 3 ) 0

(iv) ( ) (v) (3 4 ) (2 3 ) 0

(vi) (cos cos ) (sin sin ) 0

xydx x y dy xy xdx y x ydy

x xy dx y x y dy

xdx ydy
xdx ydy a x xy dx x y dy

x y

x x y dy y y x dx

     

   


     



   

 

3

2 2 3
2 2

2 3

2

sin

2

(vii) e (2 e ) 0 (viii) ( ln ) 0

2 2 5
(ix) 0 (x) (1 sin 2 ) 2 cos 0

( 1)cos
(xi) ( 2) 0

sin cos 2 1

(xii) sin cos cos sin cos e 0

(xiii) 3 2( 2 )

y y

x

y
dx y x dy dx y x dy

x

x y x y
dx dy y x dx y xdy

y y

x x y
dx dy

y y

x ydy x ydx x dx

ax a h xy

      

 
    


  



  

   2 2 2( 2 ) ( 2 ) 2( 2 ) 3 0b h y dx a h x b h xy by dy            
 

 

 التثية ومن ثم أأوخد احلِا امخام فلط مكل من المعادلات امخفاضلية  xأأوخد عامل مكامل يعتمد علً  (8)
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3 4 3 2

3 3 2

2 2 2 2

(i) ( ) 8 0 (ii) (1 ) (1 )

(iii) ( 2 3 ) 3 ( ) 0

(iv) (2 ) ( 2 )( ) 0

x y dx xy dy xy dx x dy c

x y xy dx x y x dy

x xy a ydx x y x a dy

      

    

     

 

  أأوخد احلِا امخامضلية التثية ومن ثمفلط مكل من المعادلات امخفا yأأوخد عامل مكامل يعتمد علً  (9)

 

3 2 2 2

2

(i) ( 1) 0 (ii) ( 1) 0

(iii) ( 1) ( 1) 0 (iv) 1 ( ) tan 0

xy dx x y dy y dx xy dy

y dx xy y y dy dx x y y dy

     

         
 

 مكل من المعادلات الخعية التثيةأأوخد الحل امعام  (11)

4 5

2 2 2 2

(i) ( 1) 3 4 (ii) 2 1 1 2

(iii) 2( 1) (2 1) 8 1 (iv) 2(1 ) (1 ) 1

dy dy
x y x x x y x x

dx dx

dy dy
x x x y x x x y x

dx dx

 
        

 

          

 

2 2 2

3 2

2

2

2

(v) (1 ) (1 )(1 ) 2 (vi) tan sin 2

(vii) sin cos cos 2 cos 0

1
(viii) tan 2 1 e 2 (ix) 2 3cosh

2

(x) 2 cosec 2 2cot cos 2 (xi) cot cose 2 cos 2

(xii) (1 )

dy dy
x x x y y x x

dx dx

dy
x x y x x

dx

dy dy
y x s c x y x x

dx dx

dy dy
y x x x x y c x x

dx dx

dy
x

d

      

 

     

    

 1 2sin (1 ) 1xy x x x x
x

    

 

لي معادلات خعية ثم أأكمل حلِا حول المعادلات امخفاضلية التثية (11)  ا 

 

2
2 2

2

2 3 2 2

3
3 2 3

3 2 2

1
(i) ( ) 1 (ii) 1

1

(iii) (2 1) (1 ) (iv) 4 4

2 1
(v) 2 (vi) 2

(vii) cos sin 0 (viii) 2(1 ) 2 3 0

dy y dy
xy y y x y

dx ty dx

dy dy
y x y y y x y y

dx dx

dy x dy
x y x x y y

dx y dx

dy dy
x y x y x y x x y

dx dx

   
      

   

     


   

       

 

1yأأزخت أأن  (11)  لِا امخام ادلة امخفاضلية التثية ثم أأوخد أأص حل خاص نلمع 

( 1)( )
dy

y xy y x
dx
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ازخت أأن  (13)
2

1x
y

x


 ضلية التثية واوحد أأصلِا امخامحل خاص نلمعادلات امخفا 

2

4

1dy
y

dx x
  

yأأزخت أأن  (14) x ام .مخفاضلية التثية ثم أأوخد حلِا امعحل خاص مكل من المعادلات ا 

2

2 2 3

2 2

(i) ( 1) ( ) 2 0

(ii) (2 1) 1 0

(iii) ( ) 2 3 0

ndy
x n ax y x y x

dx

dy
xy x y x x

dx

dy
x a y xy a

dx
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 امثانيامحاب 

 المعادلات امخفاضلية من امرثحة الأولي و الدرخات امعليا

 المعادلات امخفاضلية من امرثحة الأولي و الدرخات امعليا  (1.1)

فاضلية من امرثحة امخدرس يا في امحاب الأول كيفية حل المعادلات امخفاضلية من امرثحة الأولي و الدرخة الأولي وفي ُذا امحاب سوف هدرس كيفية حل المعادلات 

 هدرسِا هي الأولي و الدرخات الأعلى و المعادلات امتي سوف

 معادلات كاتلة نلحل في (1)
dy

p
dx

             (1 )معادلات كاتلة نلحل في x 

 y معادلات كاتلة نلحل في (3)

 .لات امتي من درخة أأعلً من الأوليهدرس الحلول امااذ  محعض المعادوكذلك سوف 

  p المعادلات املاتلة نلحل في (1.1.1)

 حة الأولي و الدرخات امعليا هيلمعادلة امخفاضلية من امرث امصور  امعامة ن

1

0 1 1..... 0 (1)

n n

n n

dy dy dy
L L L L

dx dx dx





   
       

   
 

0 حير أأن  1, ,......., nL L L دوال في ,x y. 

 فرض أأنت
dy

p
dx

،  ثصحح علً امصور ( 1)المعادلة  

1

0 1 1..... 0 (2)n n

n nL p L p L p L

     

لي  يلِال تح كن من الم n امعرف الأيسر مِذٍ المعادلة عحار  عن كثير  حدود من الدرخة  علً امصور  pبامًس حة ا 

1 2( )( )......( ) 0np p p      

1 حير 2, ,......., n    دوال في ,x y. 

 علً امصور  ن امرثحة الأولي و الدرخة الأوليخفاضلية مام عادلات لٍوعة من المُذٍ  و

1 2, , ......., np p p     

1 2( , ), ( , ), ....., ( , )n

dy dy dy
x y x y x y

dx dx dx
     

 حلول ُذٍ المعادلات يمكن فرضِا علً امصور  

1 1 2 2( , , ) 0, ( , , ) 0, ..., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c   

 ُو ( 1)ويكون الحل امعام نلمعادلة 
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1 1 2 2( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0 (3)n nf x y c f x y c f x y c  

 علً اماكل تمثل لٍوعات من الميحييات( 3)المعادلة 

1 1 2 2( , , ) 0, ( , , ) 0, ...., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c   

ذا اسدددميا  1ا  2, ,..., nc c c  بامثاتت الاخذياريc  ورسميا الميحييات 

1 2( , , ) 0, ( , , ) 0,...., ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c   

لي  ثخغير من  cوحعليا  هيا نحصل علً هفس الميحييات ا   ُو  (1) الحل امعام نلمعادلةو يكون  .فا 

1 2( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c  

 .من امرثحة الأولي( 1)د لتن المعادلة وُو يحخوي علً ثاتت اخذياري واح

 (1)مثال 

  لمعادلة امخفاضلية التثيةامعام ن لاوخد الح

2

2 cosh 1 0
dy dy

x
dx dx

 
   

 
 

 الحل

 توضع
dy

p
dx

 

2 (e e ) e e 0x x x xp p       

 يلل بامخح

1 2

( e )( e ) 0

e , e

e , e

x x

x x

x x

p p

dy dy

dx dx

y c y c







  

 

   

 

 الأصل امخام نلمعادلة ُو يكون 

( e )( e ) 0x xy c y c     

 (1)مثال 

 لمعادلة امخفاضليةامعام نأأوخد الحل 

2 ( ) 0p x y p xy    

ر حي)
dy

p
dx

) 

 الحل
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 بامخحليل 

2

1

2

( )( ) 0,

1

2

x

p x p y

dy
p x x y x c

dx

dy
p y y y c e

dx

  

     

    

 

 ُو  الحل امعاميكون و 

21
( )( ) 0

2

xy x c y ce    

 x المعادلات املاتلة نلحل في  (1.1.1)

 ثبأخذ امصور   xالمعادلات امخفاضلية املاتلة نلحل في

( , ) (1)x f y p 

حير 
dy

p
dx

. 

لي با (1)وبمفاضلة المعادلة   نحصل علyًمًس حة ا 

1dx f f p

dy p y p y

  
  

  
 

y,وُذٍ معادلة ثفاضلية في المخغيرين  p   ذا أأمكن حلِا علً امصور  فا 

( , ) (2)y p c 

هَ بامخعويض عن  علً نحصل ( 1) في المعادلة yفا 

( , ) (3)x p c 

ذا لم يمكن حذف  و( 3، ) (1) من المعادمخين pيًذج بحذف (1)الحل امعام نلمعادلة  ن المعادمخ pا  بالمعادلات امحارا  انجسمي( 3(، )1ين )من المعادمخين فا 

 .  مترية نلحل

 ( 1مثال )

  لمعادلة امخفاضليةامعام نل الحاوخد 

22 (1)x y ap ap   

 ثاتت معلق. aحير 

  الحل

لي  نجد أأن  yبامخفاضل بامًس حة ا 
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1 1
1 (2 2 ) (1 ) 2 (1 )

dp dp
a ap p a p

p dy p dy
       

 و منها نحصل علً 

2

2

(2)

dy ap dp

y ap c



 
 

 نحصل علً  (1)في المعادلة ( 1من المعادلة ) yوبامخعويض عن كيمة 

2 (3)x ap c  

 وذلك كلٌ يلً( 3)،  (1) من المعادلة pيمكن حذف  َأأه هلاحغ

2

2

2

2

,
2

( )

4

( ) 4 ( )

y c x c
p p

a a

x a y c

a a

x c a y c

 
 

 


  

 

 وهي لٍوعة من املعاعات المكافئة 

 ( 1) مثال

 لمعادلة امخفاضلية ن امعام للحاوخد ا

2 (1)x yp p   

حير 
dy

p
dx

. 

 الحل

لي  yبامخفاضل بامًس حة ا 

 

2

2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

2

1 1

dp dp dp
p y p y p p

p dy dy dy p

dy dy
y p p p y p

p dp p dp

dy p p
y

dp p p

      

   
          

   

  
 

 

 كامل مِاالمامعامل ثفاضلية خعية من امرثحة الأولي،  وُذٍ معادلة
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22 2

1 2

2 ln 1 21 1

2 2
2 2

2 2

2
2

2

( ) e e e 1

2 2
1 1

1 1

2
1

1

p p
dp dp

pp pp p

d p p
y p p

dp p p

p
y p dp c

p

  

 
 
 






    

    
 

  


 

يجاد ُذا امخكامل وس خخدم امخعويضو   لا 

2 2
2

2

2

1 2

cosh sinh

2 2cosh
. sinh 2cosh

sinh1

1
(1 cosh 2 ) sinh 2

2

sinh cosh

1 sinh cosh

cosh 1

p dp d

p
dp d d

p

d

y p c

p p p c

  


   



   

  

  



 

 


   

 

   

   

  

 

 ومنها نجد 

1

2

1
(cosh ) (2)

1
y p p c

p

  


 

  (1) في المعادلة الأصلية yبامخعويض عن

2

2 1 2

2
(cosh )

1

x yp p

p
p p c p

p



 

   


 

 وحكون 

1

2
(cosh ) (3)

1

p
x p c

p

 


 

 .متري نلمعادلة المعلوتةل امحاراتمثلان الح (3) ، (1المعادمخان )
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 y المعادلات املاتلة نلحل في (3.1.1)

 يمكن كخاجتها علً امصور  yالمعادلات املاتلة نلحل في

( , ) (1)y f x p 

لي   xتخفاضل بامًس حة ا 

f f p
p

x p x

  
 
  

 

x,وُذٍ معادلة ثفاضلية في  p   ذا أأمكن حلِا علً امصور  فا 

( , ) (2)x p c 

 نحصل علً  (1)في المعادلة  xفبأهَ بامخعويض عن كيمة

( , ) (3)y p c 

ذا ثغدر الحذف جسمي المعادمخين( 3(، )1) من المعادمخينpيًذج بحذف ( 1) عادلةالحل امعام نلم  .مترية نلحللمعادلات امحارابا( 3(، )1)  و ا 

 حل المعادلة امخفاضلية التثية ( 1) مثال

3 (1)y p p  

 الحل 

لي   نجد أأن  xبامخفاضل بامًس حة ا 

2 2

2

3 (1 3 )

1 3

dp dp dp
p p p

dx dx dx

p
dx dp c

p






   


 

 

 لذلك يكون 

23
ln (2)

2
x p p c    

 ( تمثل المعادلات امحارا مترية نلحل.1(،)1المعادمخين )

 ( 1مثال )

 أأوخد حل المعادلة امخفاضلية

2 (1)y xp p  

 الحل

لي  نحصل علً  xتخفاضل ُذٍ المعادلة بامًس حة ا 
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2 2

(1 ) (2 1)

dp dp
p p xp

dx dx

dp
p p xp

dx

  

  

 

 و امتي يمكن وضعِا علً امصور 

2 1

1 (1 )

dx
x

dp p p p
 

 
 

 امعامل المكامل مِا ُو  وُذٍ معادلة خعية 

2

2ln(1 ) 21( ) e e (1 )

dp

ppp p





    

 و يكون حلِا علً امصور  

2 1
[ (1 ) ]

d p
x p

dp p


  

 وبامخكامل نحصل علً 

2

2

1
(1 )

(1 ) ln

p
x p dp c

p

x p p p c






  

   

 

 ويكون

2

ln
(2)

(1 )

p p c
x

p

 



 

 نحصل علً( 1 )في x ةعن كيم (1)بامخعويض من 

2 3 2

2

ln
(3)

(1 )

p p p p c
y p

p

 
 


 

 .ل امعام في امصور  امحارا متريةتمثلان الح( 3)، (1) و المعادمخين

 معادلة كليروت (4.1.1)

 امصور معادلة كليروت حكون على 

( ) (1)y xp f p  

حير
dy

p
dx

 لى  تحصل على xبامخفاضل بامًس حة ا 
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( )

[ ( )] 0

dp dp
p p x f p

dx dx

dp
x f p

dx

  

 

 

0من المعادلة الاخير  يكون اما 
dp

dx
  او( ) 0x f p   

0في حالة 
dp

dx
  يكونp c ( نحصل عل1ًوبامخعويض في ) 

( ) (2)y cx f c  

  .معادلة لٍوعة من الخعوط المس خليمةهى و

)و في حالة  ) 0x f p  

 يكون 

( ) (3)x f p  

 نحصل علً xعن (1)وبامخعويض في 

- ( ) ( ) (4)y f p p f p  

)( نحصل على علاكة تين4( ، )3) تينp بحذف , )x y  الاثيةعلى امصور 

( , ) 0 (5)x y  

  .مِذا الحل يخينمتر امحارا عادمخين ( ُلٌ الم4، ) (3وحكون المعادمخين ) (1)تمثل حل أأخر نلمعادلة  (5)المعادلة 

الحل الخاص  .c ام توضع كيمة خاصة نلثاتتُذا الحل من الحل امع اجس خًذيمكن احل خاص وعلى امعموم لا  فِييلا تحخوى على ثاتت اخذياري  (5) المعادلة

 .(1) لمعادلة امخفاضليةُو "حل شاذ " أأو حل "مفرد" ن (5)

 .c( تمثل الحل امعام وهى معادلة لٍوعة من المس خليمات ذات امحارامتر1ادلة )المع

 (1) مثال

ثية  أأوخد الحل امعام والحل المفرد نلمعادلة امخفاضلية الأ

(1 ) (1)y xp ap p   

 الحل

لى  نجد أأن xبامخفاضل بامًس حة ا 
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( 2 )

( 2 ) 0

0

dp dp
p p x a ap

dx dx

dp
x a ap

dx

dp
p c

dx

   

  

  

 

 الحل امعام نلمعادلة ُوو منها يكون 

2y cx ac ac   

 يكون  أأو

2 0 (2)x a ap   

 نجد أأن (1)،  (1)من المعادمخين  p بحذف

2( )

4

x a
y

a


 

 أأي أأن

2( ) 4x a ay  

 . المس خليمات الممثلة بالحل امعام الحل المفرد ويمثل غلاف لٍوعة وُذا ُو

  (1مثال )

 أأوخد الحل امعام والحل المفرد نلمعادلة امخفاضلية 

2
(1)

1

ap
y xp

p
 


 

 الحل

لى بامخفاضل  نحصل على xبامًس حة ا 

2 3/2(1 )

dp a dp
p p x

dx p dx
  


 

 تذلك يكون

2 3/2
0

(1 )

a dp
x

p dx

 
  

 
 

0ا منها يكون أأم
dp

p c
dx

    

 الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية ُو
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2
(2)

1

ac
y xc

c
 


 

 . وهى تمثل لٍوعة من المس خليمات

 أأو

2 3/2
(3)

(1 )

a
x

p
 


 

 نجد أأن x( عن كيمة1( في )3بامخعويض من )

3

2 3/2
(4)

(1 )

ap
y

p



 

  .( نحصل علً المعادلة امكارثيزية نلحل المفرد4، ) (3تين ) pنلحل المفرد وبحذف ُلٌ المعادمخان امحارامتريخان (4(، )3) المعادمخان

 ( نجد أأن3من )

2/3

2 3

2/3

2/3 2/3 2 2/3

2/3 2/3 2/3 2/3 2/3

1 ,

( ) ( ) 1

( )

a
p y xp

x

a
y x p x

x

y a x a x

 
     
 

  
       

   

    

  

 ليةالحل المفرد نلمعادلة امخفاض  و يكون 

2/3 2/3 2/3x y a    

 وُو غلاف لٍوعة المس خليمات امتي يمثلِا الحل امعام .  

 (3مثال )

 أأوخد الحل امعام والحل المفرد نلمعادلة امخفاضلية

sin cos cos sinpx y px y p  

 الحل

 ىكذة المعادلة على امصور 

1

sin cos cos sin

sin( )

sin

px y px y p

xp y p

xp y p

 

 

 

 

 و بامخالي يكون 

1sin (1)y xp p    
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 .وُذٍ صور  معادلة كليروت

لى  نجد أأن xبامخفاضل بامًس حة ا 

2

2

1

1

1
0 0

1

dp dp
p p x

dx dxp

dp dp
x p c

dx dxp

  


 
      

   

 

 الحل امعام ُوو يكون 

1siny cx c  

 الأخرىومن امياحية 

2

2

1 1

1

x
x p

xp


  


  

 نجد أأن (1)بامخعويض في 

2
2 1 2 1 1 21

1 sin 1 sin 1
x

y x x x x
x

  
       

  .وُذا ُو الحل المفرد ويمثل غلاف المس خليمات

 رثختهاالمعادلات امخفاضلية من امرثة امعليا امتي يمكن تخفيض  (1.1)

 هي  nعادلة امخفاضلية من امرثحة امصور  امعامة نلم

( )( , , , ,....., ) 0 (1)nf x y y y y   

 . تالمعادلا ُذٍمثل داشرٍ لحل ولا يوخد حتى الأن ظريلة م 

تواب امسوف هعرض  و  . خعية (1)اصة من ُذٍ المعادلات وهى امتي حكون فيها المعادلة الخ تالاالح لايجاد الحل محعضة ظرق لادمفي الأ

ٍ الحالة الخاصة م وهلاحغ َ حتى في ُذ ٍ هوخد هاا الحل امعام لأى معادلة ثف نأأه لا في الحالاتn اضلية خعية من امرثحةوس خعيع أأن نحصل على ظريلة مداشر  ا 

 .امتي حكون فيها المعاملات زواتت

 .عادلة ثفاضلية أأخرى ذات رثحة أأكلامتي يمكن فيها باس خخدام ثعويض مٌاسة تحويلِا الى م (1)وسوف هدرس الأن تعض الحالات نلمعادلة 

 تصور  صريحة y وى علىالمعادلات امخفاضلية امتي لا تحخ (1.1.1)

 امصور  امعامة مِا هي 

 ( ) ( 1) ( ), , , , 0 (1)k k nf x y y y  

ن رثحة المعادلة يمكن أأن ثؤول الى n وفى ُذٍ الحالة فا  k وذلك توضع 
( )ky z 

 ثبأخذ امصور  ( 1)المعادلة 
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 ( ), , , , 0 (2)n kf x z z z   

)وُذٍ المعادلة امخفاضلية من امرثحة )n k نيفي المخغير,x z  ذا أأمكن حلِا على امصور  فا 

1 2( , , ,....., ) 0 (3)n kz z x c c c   

 . (1امخفاضلية ) ادلةنحصل على الحل امعام نلمع (3لمعادلة )من المرات ن k حراء امخكاملوبا  

 (1) مثال

 لمعادلةامعام نل اوخد الح

4 3

4 3

1
0 (1)

d y d y

dx x dx
  

 الحل

3 4

3 4
Let

d y d y dz
z

dx dx dx
   

 على امصور   (1) ثصحح المعادلة امخفاضلية

1 1

3
4 21 2

1 3 43

1
0

ln ln ln

24 2

dz
z

dx x

dz dx
z x c z c x

z x

c cd y
c x y x x c x c

dx

 

     

     

 

 .(1نلمعادلة امخفاضلية ) وُذا ُو الحل امعام

 (1) مثال

 ادلة امخفاضليةالحل امعام نلمع أأوخد

22

2
2 1 (1)

dy d y dy
x

dx dx dx

 
   

 
 

 الحل

2

2
Let

dy d y dz
z

dx dx dx
   

 ثصحح على امصور  (1) المعادلة

2

2

2
2 1

1

dz zdz dx
xz z

dx z x
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2 2

1 1

2

1 1

3 2

1 1 2

1

2 2 3

1 2 1

ln( 1) ln ln 1

1 1

2
1 ( 1)

3

9 ( ) 4( 1)

z x c z c x

dy dy
c x c x

dx dx

y c x dx y c x c
c

c y c c x

     

 
      

 

       

  



 

 . (1) وُو الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية

 تصور  صريحة  x المعادلات امخفاضلية امتي لا تحخوى (1.1.1)

 كون على امصور ي تالمعادلا ا اميوع منُذ 

 ( ), , , , 0 (1)nf y y y y   

yوباس خخدام امخعويض  p  ن تخفيض رثحة المعادلة كلٌ يلىيمك 

2

2

23 2
2

3 2

, ,
dy d y dp dp dy dp

p p
dx dx dx dy dx dy

d y d dp d p dp
p p p

dx dx dy dy dy

    

   
     

   

 

مخعويض عن كهوبالمثل بامًس حة الى باقي الما خلات من امرثة الأعلى وبا
 

( ), ,....., ny y y 
ن المعادلة    ثصحح على امصور  (1)فا 

2 1

2 1
, , , , , 0

n

n

dp d p d p
y p

dy dy dy






 
 

 
 

)وُذٍ معادلة ثفاضلية من امرثحة 1)nفي المخغيرين ,y pيجاد ذا أأمكن حل المعادلة الأخير  وا  هَ باس خخدام امفرص yكدالة فيp فا  yفا  p  

 .(1الححل امعام نلمعادلة ) نحصل على معادلة ثفاضلية من امرثحة الأولى وبحلِا هوخد

 (1) مثال

ثية  أأوخد الحل امعام نلمعادلة امخفاضلية الأ

22

2
( 1) 0 (1)

d y dy
y y

dx dx

 
   

 
 

 الحل

 هضع

2

2

dy d y dp
p p

dx dx dy
   

 ثصحح على امصور ( 1)المعادلة 
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2

1
1

( 1) 0 ( 1) 0

1 1

( 1) 1

ln ln ln
1 1

dp dp
y y p p y y p

dy dy

dp dy
dy

p y y y y

c yy
p c p

y y

      

 
    

  

   
 

 

1
1

1 2

1

1

ln

c ydy y
p dy c dx

dx y y

y y c x c






   



  


 

 .(1)وُو الحل امعام نلمعادلة 

 ملحوػة

ذا كاهرررت المعرررادلة امخفاضرررلية خاميرررة مرررن  x,ا  y ن يمكرررن حرررل الم ومكرررن هلاحرررغ أأن اسررر خخدام  عرررادلة تبأخرررذ أأحرررد امخعويضرررين امسررراتلين.فرررا 

امخعويض
2

2

d y dp
p y p

dx dy
    .يكون أأسِل في الحل 

 (1) مثال

 معادلة امخفاضليةنل امعام لاوخد الح

2
2

2
1 ( ) (1)

dy d y
m

dx dx
  

 ثاتت معلق. mحير 

 الحل

ا معادلة لا تحخوى على  (1) المعادلة سوف هدرس حل ا معادلة لا تحخوى علىx باعخحارُ  ( .تصور  صريحة كتمرين yتصور  صريحة ) ويترك دراس تها باعخحارُ

 باس خخدام امخعويض

2

2

dy d y dp
p p

dx dx dy
   

 المعادلة ثصحح على امصور 



 بخيث عليمحمود  /د ا.                                           الذرجات العليا( و )المعادلات الحفاضلية من الرجبة الأولي   ثانيلباب الا

41 

2

2

2 2 2

1 12

2 22
12 1

1 1
2 2

2 2

1

2
1

1
1

1
1 1 ( )

( )( )
1

cosh
( )

cosh

dp mpdp
p mp dy

dy p

m p y c p y c
m

y c my c dy
p

m dx m

y cmdy
dx c m c x

my c m

x c
y m c

m













   


      

 
   

 
     

  


 





 

 .وُو الحل امعام

 المخجاوسة  تالمعادلا (3.1.1)

ذا كاهت كل حدودُا من هفس امحعدثعريف :    المعادلة امخفاضلية حكون مذجاوسة ا 

ذا اعخبرنا x,ا  y ن  من امحعد امواحد فا 

0
lim
x

dy y

dx x 





 

الما خلة اذن 
dy

dx
 .امحعد صفر من 

2

2 0
lim
x

y

d y x

dx x 






 

الما خلةاذن 
2

2

d y

dx
ُكذا هلاحغ أأن و.  1 من امحعد 

3

3

d y

dx
،  2من امحعد

n

n

d y

dx
1)حكون من امحعد  )n. 

 فمثلًا المعادلة امخفاضلية

2
2 3 2

2
4 2 0

dy d y
x x y

dx dx
   

 المعادلة امخفاضلية  و .2هي معادلة مذجاوسة من امحعد 

2( 4 ) 8 0
dy dy

x xy y
dx dx

   

 خبر الحالات الأثيةلحل المعادلات المخجاوسة هع  و .1د هي معادلة مذجاوسة من امحع

ذا كاهت المعادلة امخفاضلية   ثية) أأ ( ا   يمكن كخاجتها على امصور  الأ
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2
2

2
, , , , 0

n
n

n

dy d y d y
y x x x

dx dx dx

 

 
 

 

 امخعويضيمكن حل ُذٍ المعادلة باس خخدام 

2 2

2 2 2 2 2

2 2
2

2 2

e ln

1

1 1 1 1 1

tx t x

dy dy dt dy dy dy
x

dx dt dx x dt dx dt

d y d dy dy d dy dt dy d y

dx dx x dt x dt x dt dt dx x dt x dt

d y d y dy
x

dx dt dt

  

   

 
         

 

 

 

يجاد تلية الحدود وبامخعويض ثصحح المعادلة   على امصور ( 1)وُكذا يمكن ا 

2

2
, , , 0
dy d y

y
dt dt


 

 
 

 

 تصفة صريحة ويمكن حلِا باس خخدام امخعويض  t ُذٍ المعادلة لا تحخوى على

dp
y p y p

dy
    

 . تخفيض رثحة المعادلة بملدار اموحد وتذلك يمكن

 (1) مثال

 أأوخد الحل امعام نلمعادلة المخجاوسة

22
2

2
4

d y dy dy
y x y x

dx dx dx

     
      
    

 

 الحل

 ُذٍ المعادلة مذجاوسة وحكون على امصور  

2
2

2
, , , 0

dy d y
f y x x

dx dx

 
 

 
 

etxباس خخدام امخعويض   نجد أأن 

2 2
2

2 2

dy dy d y d y dy
x x

dx dt dx dt dt
    

 المعادلة ثصحح على امصور 
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22

2
4 0

d y dy dy
y y

dt dt dt

 
   

 
 

 توضع

2

2

dy d y dp
p p

dt dt dy
   

2 1
4 0 4

dp dp
yp yp p p

dy dy y
      

 وُذٍ معادلة خعية يكون عاملِا امكامل ُو

 

1

2

1

1 1

24
1 22

1

2 2 4 44
1 2 1 2

4 4
2 2 1

( ) e

( ) 4 2

2 2

1 4
ln 2 ln

4 2

2 2

2 2

dy
yy y

d
py y yp y c

dy

c cdy
p y y

y dt y

ydy
dt y c c x

y c

y c xc y c x c

x c c
y









 

   

    

   


    

 



 

 .وُو الحل امعام

ذا كاهت المعادلة امخفاضلية على امصور   )ب( ا 

2

2
, , , 0 (1)

y dy d y
f x

x dx dx

 
 

 
 

 وفى ُذٍ الحالة هضع  .مذجاوسة من امحعد صفر حكونان المعادلة امخفاضلية أأي 

, ety zx x  

 فيكون

2 2

2 2
2

dy dz d y dz d z
z x x

dx dx dx dx dx
     

 ومكن 
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2 2
2

2 2

2 2 2
2

2 2 2

2 2

2 2

,

, (2)

2 2

(3)

dz dz d z d z dz
x x

dx dt dx dt dt

dy dz
z

dx dt

d y dz d z dz d z dz
x x x

dx dx dx dt dt dt

d y d z dz
x

dx dt dt

  

 

    

  

 

 الى امصور ( 1)ثخحول المعادلة  (3) ،(1)وبامخعويض عن 

2

2
, , , 0
dz d z

z
dt dt


 

 
 

  

  .ويمكن حلِا كلٌ س حق t وهى معادلة خامية من 

 (1) مثال

ثيةأأوخد الحل امعام ن  لمعادلة امخفاضلية المخجاوسة الأ

2 2 2 2( )( ) 0 (1)x y y xy x y y      

 باملسمة علً الحل : 
3x نجد أأن 

2 2

2 2
1 0

y y y
y xy

x x x

  
      

  
  

 توضع

, ty zx x e  

 الى امصور  ( 1)ثخحول المعادلة امخفاضلية 

 
2

2 2

2

2
2 2 2

2

2
2

2

1 0

0

dz d z dz
z z z z

dt dt dt

dz dz d z dz
z z z

dt dt dt dt

d z dz
z

dt dt

  
       

   

    



 

 توضع

2

2

dz d z dp
p p

dt dt dz
    

 ثخحول المعادلة امخفاضلية
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2

2

2

2 2

1 1

ln 1 ln( )

ln( ) ln ln ln ln

dp dz
z p p dp

dz z

z a dz z a
p

z a az dt az

az dz a
dt t b a dz az a z a

z a z a

a y y
t az a z a b x a a b

x x






 

 

  

 
     

 
          

 
         

 





 

 و يكون 

2

e

a ay

x
y

x b a
x

 
  

 
 

 .وُو الحل امعام

 من رثحة المعادلة بملدار اموحد  اكل ما خلة لملدار ثفاضلًيكمن كخاجتها علً صور  المعادلات امخفاضلية  (4.1.1)

 الأيسر نلمعادلة امعرف في ُذٍ الحالة 

( )( , , , ,....., ) 0 (1)nf x y y y y   

)لملدار ثفاضلً ما من امرثحة  الاولي ا خلةالم عن  يكون عحار  1)n :وميكن مثلًا 

 ( 1), , , , , nc x y y y    

0 ( علً امصور 1) ُيا يمكن كخاتة المعادلة
d

dx


  ومنها c . 

 (1) مثال

 معادلة امخفاضليةاوخد الحل امعام نل

2 0yy y    

 الحل

 ُذٍ المعادلة يمكن كخاجتها على امصور 

( ) 0
d

yy
dx

   

 نومنها يكو

2

1 1 2yy c y c x c      

 ( 1مثال)

 معادلة امخفاضليةنلاوخد الحل امعام 
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2yy y  

 الحل

 نحصل على yy باملسمة على

1 1

ln ln ln

ln ln cx

y y y y
y y c

y y y y

dy
y yc yc

dx

dy
cdx y cx c y c e

y

 
  
 

   
     

 

   

     

 

 .ُو الحل امعام و

 (3) مثال

 الاثية حل المعادلة امخفاضلية

22y y y    

y على الحل: باملسمة y    نحصل على 

2

2 2

ln 2ln ln

y y y y

y y y y

y y c y cy

 
  
 

   
  

   

      

 

y وتوضع z   

 

2

12

1 1

1 2

1

1 1

1
ln

dz dz
cz cdx cx c

dx z z

dy
z

cx c dx cx c

y cx c c
c

      

    
 

   

  

 .وُو الحل امعام

 

 

 (1) تمارين

لى (1) ،  p  أأوخد الحل امعام مكل من المعادلات امخفاضلية بحلِا بامًس حة ا 
dy

p
dx
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2 2 2 2 2

2 3 2 2

2 2

(i) 3 2 0 (ii) ( 2 ) 2 0

(iii) 6 0 (iv) ( ) 0

(v) 2cos 1 0 (vi) (1 )

y p xyp x p xy x p x y

p p p p x xy y xy x y

p x x yp p xy

      

        

     

  

ا كاتلة نلحل في (1) ثية باعخحارُ  xأأوخد الحل امعام مكل من المعادلات امخفاضلية الأ

3 2

2

2

3

(i) 4 4 (ii) 2 1 0

(iii) 2 2 2 ( 1) (iv) tan
1

(v) ( 3) 0

x p p p xp

p
y p p x p p x

p

p p y x

    

 
      

 

   

 

ا كاتلة نلحل في (3) ثية باعخحارُ   y أأوخد الحل امعام مكل من نلمعادلات امخفاضلية الأ

2 3

2

2

(i) (ii)

(iii) (iv) sin cos

(v) tan ln cos (vi) e 1p y

y xp p y x p

p p e y p p p

y p p p p

   

   

   

 

 التثية فاضليةكليروت امخ تد لمعادلاأأوخد الحل امعام والحل المفر  (4)

2 3

2 2 2

2

2 2

2

(i) (ii)

(iii) cos (iv)

(v) ln( ) (vi) cosh cosh sinh sinh

(vii) (viii) 1
1

(ix) (x) 1 ln( 1)
1

y xp p y xp p

y xp p y xp a p b

p xp y xp y px y p

p
y xp y xp p

p

ap
y xp y xp p p p p

p

   

    

   

    


       


 

ا خامية من الاثية حل المعادلات امخفاضلية (5)   y باعخحارُ

2 2 2

2

( ) ( 1)

(i) 2 1 (ii)

(iii) (iv) cosec 1

(v) (1 ) 2(1 ) 1 (vi) 2 en n x

xy y y x y y

y y xy y x

x x y x y y y 

      

     

      

 

 

ا خامية منالاثية  امخفاضليةالمعادلات  حل (6)   x باعخحارُ

2 2

2 2

2 2 3

2 2

(i) (ii) (3 2 ) 0

(iii) 1 (iv) 1

(v) 2 (vi)

(vii) 2 0

yy y y y y y y

yy y y y

yy y yy y y

yy y y
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ثيةحل المعاد (7)  لات امخفاضلية المخجاوسة الأ

2

2 2 2 2 2 2 2

(i) 0 (ii) 5 0

(iii) 2 (iv) (2 ) 0

xy xy y x y xy y

x yy y x y yy y x y

        

       
 

 


