
(II  ) جزء المعادلات تفاضلية8: بحتة اسم المقرر 

استاذ المقرر : د / اسماعيل جاد امين

الفرقـــــة     :   الثانية 

رياضياتالشعبــــــــة : عام 
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 الثالثالباب 

 الثانيةمعادلات الرتبة 
 

 الصورة العامة لمعادلات الرتبة الثانية الخطية هي: (3-1)

       , ;y x f y x y x x   (1) 

شرط ابتدائي واحد. ويلزمها كما عرفنا سابقاً من الباب الثاني، فإن معادلات الرتبة الأولى 

دائيان وذلك لإيجاد الحل الوحيد )إن كذلك فإن معادلات الرتبة الثانية يلزمها شرطان ابت

في وجد(. أما الحل العام لمعادلات الرتبة الثانية يحتوي على ثابتين )بدلاً من ثابت واحد 

 الرتبة الأولى(.حالة 

 (:1نظرية )

إذا كانت الدوال   xyyf
y

f

y

f
,,,, 








دوال متصلة بالنسبة للمتغيرات الثلاثة  

x, y, y'  في المنطقةR  ذو( ثلاث أبعادx, y, y'وكانت ال ) نقطة 000 ,, yyx   نقطة

يحقق  (1)للمعادلة التفاضلية  y = y(x)فإنه يوجد حل وحيد  Rداخلية داخل المنطقة 

 الآتيان: الشرطان

     0000 , yxyyxy   (2) 

 .x0وذلك في منطقة ما حول النقطة 

تبدو بسيطة ورغم التأكد من وجود الحل  (1)وعلى الرغم من أن المعادلة التفاضلية 

إلا إذا  (2)و (1)( إلا أنه لا توجد طريقة عامة لحل المعادلة (1)الوحيد )باستخدام النظرية 

 تأخذ صوراً مبسطة ومن هذه الصور: fكانت 

            xgxyxqxyxpxy   (3) 
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 دوال متصلة بالإضافة للشرطان p(x), q(x), g(x)حيث 

     0000 , yxyyxy   (4) 

 (4)مع الشرطان  (3)وعلى ذلك فإن المعادلة  (1)تحقق شروط النظرية  (4) ,(3)المسألة 

 ولبيان ذلك فإن: (1)لهما حل وحيد طبقاً للنظرية 

           xgxyxqxyxpyyxf ,,  

 متصلة. p, q, gمتصلة طالما كانت  fويلاحظ أن 

 كذلك فإن:

 xq
y

f





 

 متصلة q(x)ن وهي متصلة لأ

 أيضاً:

 xp
y

f





 

 متصلة. p(x)وهي متصلة لأن 

fأي أن 
y

f

y

f
,,








وإذا  (1)تحقق شروط النظرية  (3)أي أن الصورة دوال متصلة.  

يكون لها حل وحيد في مدى )فترة ما( حول  (4) ,(3)فإن المسألة  (4)أضفنا الشرطان 

 .x0النقطة 

 الرتبة: ( اختزال3-2)

 إذا كانت المعادلة في الصورة: أولاً:

  yxfy  ,  (1) 
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 يؤدي إلى أن: 'v = yفإن التعويض 

vy   

 يكون: (1)بالتعويض في 

  vxf
dx

dv
,  (2) 

. يمكن xوالمتغير المستقل  vهي معادلة من الرتبة الأولى في المتغير التابع  (1)معادلة 

حلها بإحدى الطرق المبينة في الباب الثاني وإيجاد  xvv
dx

dy
  وبإجراء تكامل

 .xكدالة في  yالمعادلة الأخيرة بعد فصل المتغيرات يمكن إيجاد 

 (:1مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

    0122  yxyx ;  x > 0 

 الحــل

 لى الصورة:يمكن كتابة المعادلة ع 

y
xx

y 
21

2
 

 'v = y، لذلك نضع (1)وهي على شكل المعادلة 

 فإن

v
xx

v
21

2
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2

12

x
v

xdx

dv
  

    22lnexp
2

exp xx
x

dx
x   

     xc
x

dxc
x

xv  1212

11
 

xx

c

dx

dy 1
2

1   

 بإجراء التكامل يكون

2
1 ln cx
x

c
y   

 العام للمعادلة )انظر لاحتوائه على ثابتين(.وهو الحل 

 (:2مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

  0
2
 yxy  

 الحــل

 2yxy   

 فإن: 'v = yبوضع  (1)وهي معادلة على شكل 

2xv
dx

dv
  

 xdx
v

dv


2
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22

1 1

2

1

2 cx
c

x

v


  

 
1

2

2

cxdx

dy


  

 
1

2
2

cx

dx
dy


  

 وبإجراء تكامل للطرفين يكون:

1

1

1 1

2 1

1

1

1 1

2
tanh 0

2
0

1
ln 0

x
if c

c c

y c if c
x

x c
if c

c x c









   

  


  

 

 إذا كانت المعادلة على الصورة:ثانياً : 

  yyfy  ,  (3) 

 يعطي 'v = yفإن التعويض 

 vyf
dx

dv
,  

 ولكن التحويلة x, y, vوهذه المعادلة تحتوي على ثلاث متغيرات 

dy

dv
v

dx

dy

dy

dv

dx

dv
y   

 يكون: (3)بالتعويض في 
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 vyf
dy

dv
v ,  

 وهي معادلة من الرتبة الأولى يمكن حلها وإيجاد

v = v(y) 

وبالتالي يمكن حل  yv
dx

dv
  بفصل المتغيرات وإيجادy  في كدالةx. 

 (:3مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

  0
2
 yyy  

 الحــل

 نكتب المعادلة بالصورة:

 
 

y

y
y

2
  y  0 

 'v = yلذلك نفرض أن  (3)وهي على شكل المعادلة 

 
dy

dv
v

dx

dy

dy

dv

dx

dv
y  .  

 
y

v

dy

dv
v

2

  

 
y

dy

v

dv
  

 وبإجراء التكامل v  0حيث 
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ln v + ln y = ln c   vy = c 

 c
dx

dy
y     21

2 cxcy   

 (:4مثال )

 أوجد حل المعادلة: 

  0
3
 yyy  

 الحــل

 (3)نكتب المعادلة على شكل 

 3yyy   

 y' = v نضع

 
dy

dv
v

dx

dy

dy

dv

dx

dv
y  .  

 بالتعويض في المعادلة

 3yv
dy

dv
v   

  ydy
v

dv


2
 (v  0حيث) 

 
22

11 1

2
2 cy

cy
v


  

 
1

2

2

cydx

dy
v
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   dxdycy 21

2   

 21
3 2

3

1
cxycy   
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 تمارين
 أوجد حل كل مما يأتي:

(1) 1 yyx ;    x > 0 

(2)   yxyyx  22
32 ;  x > 0 

(3) 0 yy  

(4)   122
22  yyyy  

(5) 2yy ;    y(0) = 1,  y'(0) = 2 

(6) 23 0y y   ;   y(0) = 2, y'(0) = 4 

(7) 0 xyy ;    y(1) = 2, y'(1) = 1 

(8)   0
3

21
2

2 
x

yxyx ;  x > 0 
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 ( الحلول الأساسية للمعادلات المتجانسة:3-3)

 لمعادلة التفاضليةلنعتبر ا 

        0
2

2

 yxq
dx

dy
xp

dx

yd
xyL  (1) 

 يعرف كالآتي: L[y(x)]والمؤثر   < x < دوال متصلة في الفترة  p(x), q(x)حيث 

       
2

2

d d
L y x p x q x y x

dx dx

 
      

 
 

 فمثلاً:

      2

2

2
2 xxq

dx

d
xp

dx

d
xL 








  

   xqxxpx 222   

 كالآتي: [.]Lباستخدام المؤثر  (1)وعلى ذلك يمكن كتابة 

 L[y(x)] = 0 (1) 

 (:1نظرية )

 فإن التعبير الخطي (1)هما حلان للمعادلة  y1(x), y2(x)إذا كانت  

c1 y1 + c2 y2 

 ثوابت. c1, c2حيث  (1)هو أيضاً حل للمعادلة 

 البرهان:

 فإن (1)هما حلان للمعادلة  y1(x), y2(x)بما أن  

   01 xyL ,     02 xyL  

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil



 معادلات تفاضلية 

 
83 

 (1) الأيسر من   2211 ycycL   

= c1L[y1] + c2L[y2] 

= c1(0) + c2(0) = 0 = (1) الأيمن من 

 . وهو المطلوب.(1)هو حل للمعادلة c1y1(x) + c2y2(x)أي أن 

 (:2نظرية )

 y1(x), y2(x)وكانت   < x < دوال متصلة في الفترة  p(x), q(x)إذا كانت  

 أن: بحيث (1)هما حلان للمعادلة 

 1 2 1 2 0y y y y   ,  x  (, )     (2) 

 فإن التعبير

     xycxycxy 2211   

 ثوابت. c1, c2حيث  (1)هو الحل العام للمعادلة 

 ملحوظة:

 هو: (2)يلاحظ أن الشرط  

 
   

   
1 2

1 2

1 2

, 0
y x y x

W y y
y x y x

 
 

 

ويرمز له  Wronskiنسبة إلى العالم البولندي  Wronskianوسوف نسمي هذا المحدد بـ 

 بالرمز

W(x) = W(y1, y2) 

 (:3نظرية )
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 ,y1(x)وإذا كانت  (, )دوال متصلة في الفترة  p(x), q(x)إذا كانت الدوال  

y2(x)  فإنه إما أن (1)هما حلان للمعادلة 

 W(x)  0  x  (, ) 

 .(, )داخل الفترة  xوذلك لأي نقطة  W(x)  0  أو

 .Wتتلاشى عندها  (, )خل الفترة دا xبمعنى أنه لا توجد نقطة 

 البرهان:

 إذن (1)هما حلان للمعادلة  y1(x), y2(x)حيث أن 

0111  qyypy  

0222  qyypy  

 والجمع يكون y1والثانية في  y2 -بضرب الأولى في 

     021211221  yyyypyyyy  (*) 

 وحيث أن:

  2121 yyyyxW   

 فإن:

2121 yyyy
dx

dW
  

 نحصل على (*)بالتعويض في 

0 pW
dx

dW
 

 وبحل المعادلة الأخيرة
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x

dxxp

cexW  (3) 

 ثابت التكامل cحيث 

لا تساوي صفراً عند أي نقطة إلا إذا  W(x)وحيث أن الدالة الأسية لا تساوي صفراً فإن 

 . وهو المطلوب.xلجميع قيم  W(x) = 0فإن  c = 0وإذا كانت  c = 0كانت 

 (:4نظرية )

 y1(x), y2(x)وكان  (, )دوال متصلة في الفترة p(x), q(x)إذا كانت الدوال  

هما دالتان غير مرتبطتان  y1(x), y2(x)فإن  W(y1, y2)  0وكانت  (1)حلان للمعادلة 

 ة:بالصور (1)ويكون الحل العام للمعادلة  (linearly independent)خطياً 

y(x) = c1y1 + c2y2 

 البرهان:

 دوال مستقلة خطياً. y1, y2فإن  W(x)  0سوف نثبت أنه إذا كانت  

 نضع

    02211  xycxyc  

 بإجراء التفاضل

    02211  xycxyc  

 فإن محددة المعاملات c1, c2المتجانستان الأخيرتان في المجهولين وبحل المعادلتان 

   

   
  0, 21

21

21



yyW

xyxy

xyxy
 

 أي أن الحل الوحيد للمعادلتين الأخيرتين هو الحل الصفري، أي 
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c1 = c2 = 0 

 (.W  0مستقلان خطياً )وذلك إذا كان  y1, y2وعلى ذلك يكون 

 وقد بينا من النظرية السابقة أن التركيبة الخطية

   xycxyc 2211   

 . وهو المطلوب.(1)هي أيضاً حل للمعادلة 

 (:5نظرية )

 (1) للمعادلة y2(x)فإن الحل الثاني  (1)هي أحد حلي المعادلة  y1(x)إذا كانت  

 يحقق العلاقة 

    
 
 


x

dx
xy

xW
xyxy

2

1

12  (4) 

 حيث

  
 





x

dxxp

cexW  (3) 

لإيجاد الحل الثاني إذا علم الحل  (4) واستخدام (3)من  W(x)وعلى ذلك يمكن حساب 

 الأول.

 ن خطياً. )أثبت ذلك(.مستقلا y1, y2ويلاحظ أن 

 (:1مثال )

 هو حل للمعادلة y1(x) = xبين أن  

   0221 2  yyxyx ; -1 < x < 1 

 ثم أوجد الحل الثاني.
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 الحــل

 حيث أن 

  11  xy ,    01  xy  

 zero – 2x + 2x = الأيسر من المعادلة

= zero = الأيمن من المعادلة 

أي  (1)الحل الثاني نكتب المعادلة على الصورة هو حل للمعادلة ولإيجاد  y1 = x أي أن

 أن:

0
1

2

1

2
22







 y
x

y
x

x
y  

 
1

2
2 


x

x
xp  

   2

2
exp

1

x
x

W x c dx
x

 
  

 
  

2

1
exp ln

1
c

x

  
   

  
 

2 1

c

x



 

 
 2 2 2

1

1
y x cx dx

x x



  

2

1 1 2 1 2

1 1
cx dx

x x x
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1 1 1
ln

2 1

x
cx

x x

  
   

  
 

1
ln

2 1

cx x
c

x
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 تمارين
 

y(x) = eتحقق من أن  (1)
x  هو حل للمعادلة 

02  yyy  

 ثم أوجد الحل الآخر وكذلك الحل العام، وأيضاً الحل الوحيد الذي يحقق الشروط   

y(0) = 1,  y'(0) = 0 

y = xبين أن  (2)
 هو أحد حلول المعادلة 2

 022  yyx ; x > 0 

 ثم أوجد الحل الآخر وكذلك الحل العام للمعادلة.

 هو حل المعادلة y1(x) = 1بين أن  (3)

022  yxyx  

 ثم أوجد حلها العام.

 هو حل للمعادلة y1(x) = xبين أن  (4)

0222  yxyx  

 ثم أوجد الحل العام.

y1(x) = 3xبين أن  (5)
2
 هو حل للمعادلة 1 – 

   0621 2  yyxyx ; | x | < 1 

 ثم أوجد الحل العام

بين أن  (6) 
x

x
xy

sin
1  هو حل للمعادلة 
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 0
4

122 







 yxyxyx ; x > 0 

 ثم أوجد الحل العام.

 هو حل للمعادلة  y1(x) = (x – 1)بين أن  (7)

     011  yyxyxx ; x > 1 

 ثم أوجد الحل العام.

 هو حل للمعادلة y1(x) = xبين أن  (8)

  01  yyxyx  

 ثم أوجد الحل العام

بين أن  (9) 
 2

1
1

1




x
xy هو حل للمعادلة 

      031211
2

 yxyxyxx  

 ثم أوجد الحل العام.  
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 ( المعادلات المتجانسة ذات المعاملات الثابتة:3-4)

 هي معادلات على الصورة: 

 0
2

2

 cy
dx

dy
b

dx

yd
a  (1) 

 .ثوابت a, b, cحيث 

ثابت مطلوب تعيينه. لذلك نفرض  rحيث  rxeسوف نحاول أن نوجد الحل في الصورة 

 أن:

rxey   

 وعلى ذلك يكون

rxrey  ,  rxery 2  

 يكون (1)في المعادلة  ''y, y', yبالتعويض عن 

  02  cbrarerx  

 فإن: 0rxeوحيث أن 

02  cbrar  

 وهي تسمى بالمعادلة المميزة حلها يكون:

a

acbb
r

2

42 
  

b  متساويتان إذا كانت rوتكون قيمتي 
2
 – 4ac = 0 

b حقيقية مختلفة إذا كانت  rوتكون قيم   
2
 – 4ac > 0 

b )مترافقة( إذا كانت  تخيلية rوتكون قيم  
2
 – 4ac < 0 

 وسوف ندرس كل حالة على حدة.
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 r1  r2حقيقية،  rإذا كانت  أولاً:

 حيث

a

acbb
r

2

42

1


 , 

a

acbb
r

2

42

2


  

 وفي هذه الحالة يمكن إثبات أن:

xr
ey 1

1  , 
xr

ey 2

2   

 كالآتي: (1)لان الأساسيان للمعادلة التفاضلية دوال مستقلة، وعلى ذلك هما الح

 
xrxr

xrxr

erer

ee
yyW

21

21

21

21,   

     1 2

1 2 2 1, ;
r r x

W y y x r r e


   

. لذلك فإن الحلان مستقلان ويكون الحل العام W  0لذلك فإن  r1 – r2  0وحيث أن 

 بالصورة: (1)للمعادلة 

  xrxr
ececxy 21

21   

 ثوابت اختيارية. c1, c2حيث 

 (:1مثال )

 جد الحل العام للمعادلة:أو 

065  yyy  

 الحــل

rxeyنفرض أن    وعلى ذلك يكون 
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rxrey  , rxery 2  

 والمعادلة المميزة بالصورة

r
2
 + 5r + 6 = 0 

r1 = -2, r2 = -3 

 وعلى ذلك يكون الحل العام بالصورة:

  xx ececxy 3
2

2
1

   

042إذا كانت  ثانياً:  acb :فإن 

a

b
rr

2
21


  

 وعلى ذلك يكون أحد الحلول هو:

x
a

b

ey 2
1



  

 . كما سبق فإن:y1ويكون المطلوب الآن إيجاد الحل الثاني والذي يكون مستقل خطياً عن 

 
x

a

b
dx

a

b

eexyyW







;, 21  

 ويكون:

   
x

a

b

x
a

b

x
a

b

xexxydxydx

e

e
ydx

y

W
yxy 2

1112

1

12







  

 وعلى ذلك يكون الحل العام بالصورة:

y(x) = c1 y1 + c2 x y1 

= (c1 + c2 x)y1 
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 (:2مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

044  yyy  

 الحــل

 المعادلة المميزة هي:

r
2
 + 4r + 4 = 0 

(r + 2)
2
 = 0 

r1 = r2 = -2 

  xexy 2

1

  

 الحل العام بالصورة:وعلى ذلك يكون 

    xexccxy 2

21

 . 
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 تمارين
 أوجد الحل العام لكل مما يأتي:

(1) y" + 2y' – 3y = 0 

(2) 6y" – y' – y = 0 

(3) 4y" + 4y' + y = 0 

(4) 2y" – 3y' + y = 0 

(5) y" – y = 0 

(6) y" – 2y' + y = 0 

(7) y" – 6y' + 9y = 0 

(8) y" + 8y' – 9y = 0 

 أوجد الحل الوحيد لكل مما يأتي:

(9) y" – 5y' + 6y = 0,  y(0) = 1, y'(0) = 0 

(10) y" – 7y' + 12y = 0,  y(0) = 0, y'(0) = 1 

(11) y" – 6y' + 16y = 0,  y(0) = y'(1) = 1 

(12) y" – y' – 6y = 0,  y(0) = 0, y(1) = 1 
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042إذا كانت  ثالثاً:  acb 

ان )وذلك فإن جذري المعادلة المميزة في هذه الحالة هما جذران مركبان مترافق 

 ثوابت حقيقية(. ونفرض أنهما على الصورة: a, b, cلأن 

r1 =  + i ,  r2 =  - i 

 . 1iكميات حقيقية،   , حيث 

 بعد قليل ولنبدأ بتعريف الدالة r1, r2والآن نترك ذلك جانباً وسوف نعود لـ 

 f () = cos + i sin (*)  

 ويلاحظ أن:

f (0) = 1 

 يكون بالنسبة إلى  (*)بتفاضل 




cossin i
d

df
  

 = i(cos + i sin) 

 = i f 

id
f

df
  

 بإجراء تكامل الطرفين، يكون

ln f = i + c 

 وعلى ذلك يكون c = 0ومنها فإن  f = 1عندما   = 0حيث أن 

ln f = i 

    ieif  sincos  
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 وعلى ذلك يكون: Euler's formulaتسمى بصيغة أويلر والعلاقة الأخيرة 

ixexix  sincos  

ixexix  sincos  

 بالجمع والطرح يكون:

 ixix eex 
2

1
cos ,   ixix ee

i
x 

2

1
sin  

 فإن الحلان للمعادلة التفاضلية هما r1, r2نعود الآن للمعادلة الميزة التي جذراها 

xixxr
eey   1

1  

xixey  2  

 ولكي نبين أن هذان الحلان مستقلان فإن:

     xrr

xrxr

xrxr

err
erer

ee
xyyW 21

21

21

12

21

21 ;,


  

  0 

 حلان مستقلان خطياً. y1, y2وعلى ذلك فإن  r1  r2لأن 

 نعود الآن للحل العام الذي يأخذ الصورة:

y(x) = c1y1 + c2y2 

   xixi ecec    21  

 xixix ecece   21  

    xixcxixce x  sincossincos 21   

    1 2 1 2cos sinxe c c x i c c x       
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 xcxce x  sincos 21   

 (:3مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

y" + y' + y = 0 

 الحــل

 المعادلة المميزة هي:

r
2
 + r + 1 = 0 

 
2

3

2

1
ir 


  


2

1
 , 

2

3
  

 لك يكون الحل العام بالصورة:وعلى ذ

 













































xcxcexy

x

2

3
sin

2

3
cos 21

2  
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 تمارين
 أوجد الحل العام لكل مما يأتي:

(1) y" – 2y' + 2y = 0 

(2) y" + y' + 2y = 0 

(3) y" + 5y' + 6y = 0 

(4) y" + 2y' + 2y = 0 

(5) 9y" – 6y' + y = 0 

(6) y" + 4y' = 0 

 أوجد الحل الوحيد لكل مما يأتي:

(7) y" + 2y' + 3y = 0;  y(0) = 0, y'(0) = 1 

(8) y" + 4y' + 5y = 0;  y(0) = 1, y'(0) = 0 

 أوجد حل لكل من المعاملات الآتية:

(9) y" + iy' + 2y = 0 

(10) y" + 2y' + iy = 0 

(11) y" – iy' + 2y = 0 

(12) iy" + y' – 2y = 0 

 لن تكون مترافقة. (12 – 9)لاحظ أن جذري المعادلة المميزة في المسائل 
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 Euler's Equation ( معادلة أويلر3-5)

 هي معادلات على الصورة: 

 02  yyxyx   (1) 

 ثوابت عددية. , حيث 

 ملحوظة: 

ولكننا لن نتعرض لنقط الشذوذ  regular singularيلاحظ أن نقطة الأصل هي  

لها حل في أي فترة لا تحتوي على نقطة  (1)في هذا المقرر وعلى ذلك فإن المعادلة 

 بحث عن الحل في الصورة:الأصل. وعلى ذلك فإننا سوف ن

 rxy  , x > 0 

 ثابت مطلوب تعيينه. على ذلك يكون: rحيث 

1 rxry ,    21  rxrry  

 يكون (1)في المعادلة  "y, y', yبالتعويض عن 

   01  rrrxr  

xوحيث أن 
r
  0 :فإن 

r(r – 1) +  r +  = 0 

 لها هو:وح

     411
2

1 2
r  

 وهناك ثلاث حالات جديرة بالاعتبار

( - 1)إذا كانت أولاً: 
2
 - 4 > 0 



 معادلات تفاضلية 

 
101 

 فإن:

r1  r2 

 وعلى ذلك فإن الحلان هما

1

1

r
xy  , 2

2

r
xy   

 ورة:ويمكن بسهولة إثبات أنهما مستقلان خطياً وعلى ذلك فإن الحل العام يأخذ الص

     xycxycxy 2211   

 (:1مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

 032 2  yyxyx ; x > 0 

 الحــل

y = xبالتعويض عن 
r :نحصل على 

  012 2  rrxr  

 2r
2
 + r – 1 = 0 

 
2

1
1 r , r2 = -1 

 وعلى ذلك فإن الحل العام يأخذ الصورة:

  
x

c
xcxy 2

1  ,  x > 0 

( – 1)إذا كانت  ثانياً:
2
 – 4 = 0 

 في هذه الحالة تكون
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2

1
21


 rr  

 وأحد الحلول يأخذ الصورة

  2

1

1



 xxy  

 (1)من المعادلة  Wولإيجاد الحل المستقل الآخر نحسب 

  









 xeexyyW x
dx

x ln
21 ;,  

 هو y2وعلى ذلك فإن الحل الثاني 

  xy
x

dx
ydx

x

x
ydx

y

W
yxy ln11112

1

12 








 

 وعلى ذلك فإن الحل العام يأخذ الصورة

 y(x) = c1y1 + c2y2 

   xyxcc 121 ln  

  rxxcc ln21   

 (:2مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

 0452  yyxyx , x > 0 

 الحــل

y = xبالتعويض عن  
r

 ومشتقاتها يكون 

x
r
(r

2
 + 4r + 4) = 0 
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 والمعادلة المميزة هي:

r
2
 + 4r + 4 = 0 

 r1 = r2 = -2 

 وعلى ذلك فإن الحل العام هو:

   xcc
x

xy ln
1

212
  

( – 1)إذا كانت ثالثاً: 
2
 – 4 < 0 

  , هما عددان مركبان مترافقان وذلك إذا كانت  r1, r2في هذه الحالة فإن  

 أعداد حقيقة.

 نفرض أن:

r1 =  + i ,  r2 =  –  i 

xوسوف نشرح معنى 
r  كانت ما في حالة إذاr .عدد مركب 

 نعلم أن

xrr ex ln  

  
  xixxii eeex lnlnln .     

xiex ln  

    xixx lnsinlncos    

 نعود الآن للحل العام لمعادلة أويلر حيث

  1

1

r
xxy  ,    2

2

r
xxy   

 حلول مستقلة خطياً(  y1, y2)حيث 

y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) 
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1 2

i i
c x c x

    
   

    

    xicxcx

xicxcx

r

r

lnsinlncos

lnsinlncos

22

11








 

        xccixccx lnsinlncos 2121    

       xcxcxxy lnsinlncos 21    

 (:3مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

 022  yyxyx ; x > 0 

 الحــل

y = xنفرض أن  
r ا وعن تفاضلاتها في المعادلة نحصل علىونعوض عنه 

x
r
[r(r – 1) + 2r + 1] = 0 

 
2

31 i
r


  

 
2

1
 ,  

2

3
  

 وعلى ذلك فإن الحل العام بالصورة:

 







































 xcxc

x
xy ln

2

3
sinln

2

3
cos

1
21  

 تمارين
 أوجد الحل العام للمعادلات الآتية:
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(1) 0242  yyxyx  

(2) 0
4

3
32  yyxyx  

(3) 0452  yyxyx  

(4) 0532  yyxyx  

(5) 02  yyxyx  

(6) 0642 2  yyxyx  

(7) 062  yyxyx  

(8)     08252
2

 yyxyx  

(9) 0422  yyxyx  

(10) 0442  yyxyx  

(11) 022 2  yyxyx  

(12)     0121
2

 yyxyx  

(13) 0
12

2
 y

x
y

x
y  

(14)     0131
2

 yyxyx  

(15) 02  iyyxyx  

(16) 02  yyixyx  
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 ( المعادلات الغير متجانسة من الرتبة الثانية:3-6)

 هي معادلات على الصورة: 

 y" + p(x) y' + q(x) y =g(x) (1) 

هي دوال متصلة )وذلك لضمان وجود الحل أو الحل الوحيد في حالة  p, q, gحيث 

 إضافة شرطان ابتدائيان(.

 لا تساوي الصفر. غير متجانسة لكون الطرف الأيمن منها (1)لاحظ أن المعادلة 

 تعريف:

 بأنها المعادلة (1)تعرف المعادلة المتجانسة المناظرة للمعادلة  

 y" + p(x) y' + q(x) y = 0 (2) 

 نظرية:

هو مجموع التركيبة الخطية لحلين غير مرتبطان خطياً  (1)الحل العام للمعادلة  

 .(1)مضافاً إليه حل خاص يحقق المعادلة  (2)للمعادلة 

 :البرهان

هو  yp(x)ونفرض أن  (2)هما حلان مستقلان للمعادلة  y1(x), y2(x)نفرض أن  

 حيث: y(x)هو  (1)والمطلوب إثبات أن الحل العام للمعادلة  (1)أي حل يحقق المعادلة 

 y(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + yp(x) (3) 

 فإنهما يحققانها أي أن: (2)هما حلان للمعادلة  y1, y2حيث أن كل من 

 








0

0

222

111

qyypy

qyypy
 (*) 

 فإن: (1)يحقق  ypوحيث أن 
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  xgqyypy ppp   (**) 

 (1)تحقق  (3)المعطاة بالمعادلة  y(x)والآن لنبحث إذا ما كانت 

 الأيسر من (1)    


 pp yycycxpyycyc 22112211  

  pyycycxq  2211  

         22221111 yxqyxpycyxqyxpyc   

    ppp yxqyxpy   

 فإن: (**) ,(*)تخدام وباس

(1) الأيسر من   = c1zero + c2zero + g(x) 

= g(x) = (1) الأيمن من 

 .(1)هي الحل العام للمعادلة الغير متجانسة  (3)أي أن 

 للمعادلة الغير متجانسة بطريقة المعاملات الغير محددة: ypأولاً: إيجاد الحل الخاص 

 نفرض أن:

   




 

x

x
axaxaexg n

nnx





sin

cos
...1

10  

 .غير سالب صحيح nثوابت،  a0, a1, …, an, , حيث 

 في الصورة: ypنبحث عن الحل الخاص 

 
  xBxBxBe

xAxAxAey

n
nnx

n
nnx

p









sin...

cos...

1
10

1

10









 

 (Bi, ثوابت مطلوب تعيينها )لاحظ الفرق بين  A0, A1, …, An, B0, B1, …, Bnحيث 

 ملاحظة هامة:
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يلاحظ أنه لا يجب أن يكون أي حد من الحل الخاص على صورة أي من الحلين 

 ساسيان للمعادلة المناظرة المتجانسة. الأ

وإن وجد أحد الحدود من الحل الخاص مماثلاً )على شكل( أحد الحلول الأساسية للمعادلة 

 والأمثلة سوف توضح ذلك. xالمتجانسة المناظرة فإنه يجب ضرب الحل الخاص في 

 (:1مثال )

 أوجد الحل الخاص ثم الحل العام للمعادلة: 

y" – 3y' – 4y = 4 x
2
 

 الحــل

 يلاحظ أن المعادلة المناظرة المتجانسة هي:

y" – 3y' – 4y = 0 

 وحلولها الأساسية هي:

xey 4

1  , xey 2  

 ولإيجاد الحل الخاص يلاحظ أن:

g(x) = 4x
2
   =  = 0,  n = 2 

 بالصورة: ypوعلى ذلك فإننا نبحث عن 

yp = A0 x
2
 + A1 x + A2 

 وعليه

102 AxAyp  , 02Ay p   

 وتفاضلاتها في المعادلة الغير متجانسة يكون ypبالتعويض عن 

    44232 21

2

0100  AxAxAAxAA  

 المختلفة يكون xوبمقارنة معاملات قوى 
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A0 = -1, 
2

3
1 A , 

8

13
2


A  

 تصبح ypوعلى ذلك فإن 

8

13

2

32  xxy p  

)الحلول الأساسية  xeأو  xe4يلاحظ أنه لا يوجد حد في الحل الخاص على شاكلة 

 للمعادلة المتجانسة المناظرة( وعلى ذلك فإن الحل العام للمعادلة الغير متجانسة هي:

 
8

13

2

324
21   xxececxy xx  

 (:2مثال )

 لحل العام للمعادلة:أوجد ا 

y" – 3y' – 4y = 2 sin x 

 الحــل

 المعادلة المتجانسة المناظرة هي: 

y" – 3y' – 4y = 0 

 وحلولها الأساسية هي:

xey 4

1  , 
xey 2  

 كذلك يلاحظ أن:

g(x) = 2sin x 

 وعلى ذلك فإن:

n = 0,  = 1,  = 0 
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 بالصورة ypالخاص  وعلى ذلك نبحث عن الحل

yp = A0cos x + B0 sin x 

 وعليه يكون

xBxAyp cossin 00  , 

xBxAyp sincos 00   

 وتفاضلاتها في المعادلة الغير متجانسة ypبالتعويض عن 

   

  xxBxA

xBxAxBxA

sin2sincos4

cossin3sincos

00

0000




 

 في الطرفين sin x, cos xبمقارنة معاملات 

-5A0 – 3B0 = 0, 3A0 – 5B0 = 2 


17

3
0 A , 

17

5
0


B  

 أي أن الحل الخاص يأخذ الصورة:

   xxxy p sin5cos3
17

1
  

 والحل العام هو:

   xxececxy xx sin5cos3
17

1
2

4
1   . 

 (:3مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

xeyyy  43  
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 الحــل

 الحلول الأساسية للمعادلة المتجانسة هي: 

xey 4
1  , xey 2  

  xexg   

  = -1, n = 0,     = 0 

 في الصورة الآتية: ypلذلك نبحث عن 

  x
p eAxy  0  

 x
p eAy  0 , x

p eAy  0  

 وتفاضلاتها في المعادلة يكون: ypبالتعويض عن 

  xxxx eeAeAeA   000 43  

 نجد أن: xeوبمقارنة معاملات 

xx ee  .0  

 وهذا غير معقول.

xeAوالخطأ هنا أن الحل الخاص الذي نبحث عنه بالصورة  
هو أحد الحلول  xeولكن  0

وعلى ذلك  xجب ضرب الحل الخاص في الأساسية للمعادلة المتجانسة المناظرة. لذلك ي

 يجب أن نبحث عن الحل الخاص في الصورة الآتية:

  x
p xeAxy  0  

     x
p exAxy  10 ,      x

p exAxy  20  

 وتفاضلاتها في المعادلة التفاضلية يكون ypبالتعويض عن 
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     xx exxxeA   41320  

xx eeA   05  

 
5

1
0 A  

 أي أن الحل الخاص بالصورة:

x
p e

x
y 

5
 

 والحل العام بالصورة:

  xxx e
x

ececxy  
5

2
4

1  

 (:4مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

xxxeyy x 2sin4   

 الحــل

 الحلول الأساسية للمعادلة المتجانسة المناظرة هي:

y1 = sin 2x,  y2 = cos 2x 

 وحيث أن:

  xxxexg x 2sin  

 لذلك نبحث عن الحل الخاص بالصورة:

        xCxCxBxBeAxAxy x
p 2sin2cos 101010   
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يظهران في الحلول الأساسية لذلك يجب ضرب هذا الجزء  sin 2x, cos 2xوحيث أن 

 بالصورة: ypأي يجب أن نبحث عن  xمن الحل الخاص في 

       2 2

0 1 0 1 0 1cos2 sin 2x

py x A x A e B x B x x C x C x x       

ppبحساب  yy   والتعويض في المعادلة المعطاة ومقارنة المعاملات نحصل على: ,

5

1
0 A , 

1

2

25
A


  

8

1
0


B , B1 = 0 

C0 = 0, 
16

1
1 C  

 وعلى ذلك فإن الحل العام بالصورة:

   
2 1

sin 2 cos2 sin 2 cos2 5 2
16 8 25

xx x
y x x x x x x e        
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 تمارين
 

م طريقة المعاملات الغير معينة، أوجد الحل العام لكل من المعادلات التفاضلية باستخدا

 الآتية ثم أوجد الحل الوحيد إذا أعطيت الشروط:

(1) y" + y' – 2y = 2x ;  y(0) = 0, y'(0) = 1 

(2) 2y" – 4y' – 6y = 3e
2x

 

(3) y" + 2y' = 3 + 4sin 2x 

(4) y" + 4y = x
2
 + 3e

x
;  y(0) = 0, y'(0) = 2 

(5) y" + 9y = x
2
e

3x
 + 6 

(6) y" – 2y' + y = xe
x
 + 4; y(0) = y'(0) = 0 

(7) 2y" + 3y' + y = x
2
 + 3sin x 

(8) y" + y = 3sin 2x + x cos 2x 

(9) y" + 2y' + y = e
x
cos x 

(10) y" + y' + y = sin
2
x 

(11) y" + y = x(1 + sin x) 

(12) y" – 5y' + 6y = e
x
cos 2x + e

2x
(3x + 4) sin x 

(13) y" + 2y' + 2y = 3e
-x

 + 2e
-x

cos x + 4x
2
e

-x
sin x 

(14) y" – 4y' + 4y = 2x
2
 + 4xe

2x
 + xsin 2x 

(15) y" + 4y = x
2
sin2x + (6x + 7)cos2x 

(16) x
2
y" + xy' + y = x

2
 

(17) x
2
y" + 2xy' + y = sin2x 
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(18) x
2
y" – 5xy' + 4y = x

2
 

 أكثر صعوبة(. 15:  11)لاحظ أن المسائل من 
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 ( طريقة تغيير البارامتر:3-7)

 في هذا الفصل سوف نعطي طريقة أخرى لإيجاد الحل الخاص للمعادلة 

 y" + p(x)y' + q(x)y = g(x) (1) 

 هي: (1)حيث المعادلة المتجانسة المناظرة للمعادلة 

 y" + p(x)y' + q(x)y = 0 (2) 

 هما: (2)ن الأساسيان المستقلان للمعادلة ونفرض أن الحلا

y1(x),  y2(x) 

 حيث: yhهو  (2)والحل العام للمعادلة 

yh = c1y1(x) + c2y2(x) 

وذلك لإيجاد  xدوال في المتغير  c1, c2وهذه الطريقة تعتمد على أننا نفرض أن الثوابت 

 في الصورة: ypالحل الخاص، أي أننا سوف نبحث عن الحل الخاص 

yp = u1(x)y1(x) + u2(x)y2(x) 

وتفاضلاتها يجب أن تحقق المعادلة  ypيلاحظ أن  u1(x), u2(x)يجب أن نوجد  ypولإيجاد 

لذلك يحق لنا  u1(x), u2(x)بها مجهولين هما  ypوحيث أن  (1)التفاضلية الغير متجانسة 

سهل وهذا الشرط اختياري وسوف نختاره بحيث ي u1, u2أن نضع شرط واحد على الدوال 

 الحسابات. لذلك:

   22112211 yuyuyuyuyp
  

 وكما قلنا سوف نختار الشرط الآتي لتسهيل الحسابات لذلك نفرض أن:

 02211  yuyu  (3) 

pyفإن  (3)وباستخدام   :تأخذ الصورة 

2211211 yuyuyuyuyp
  

ismail.masci
Pencil
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 يكون: (1)وتفاضلاتها في المعادلة  ypبالتعويض عن 

         

 xgyuyu

yxqyxpyuyxqyxpyu





2211

22221111
 

 فإن: (2)هما حلان للمعادلة المتجانسة  y1, y2وحيث أن 

  xgyuyu  2211  (4) 

uu,21في المجاهيل  (4) ,(3)بحل المعادلتين   نحصل على 

2121

2
1

yyyy

gy
u




 ,  1

2

1 2 1 2

y g
u

y y y y
 

 
 

 يلاحظ أن

  0, 212121  yyyyyyW  

 مما سبق يمكن صياغة النظرية التالية:

 نظرية:

في المعادلة  (, )دوال متصلة في الفترة  p(x), q(x), g(x)إذا كانت  

فإن الحل  (2)هما الحلول الأساسية للمعادلة المتجانسة  y1, y2وكان  (1)التفاضلية 

 يكون بالصورة: (1)للمعادلة  ypالخاص 

    
   
 

 
   
 

 dx
yyW

xgxy
xydx

yyW

xgxy
xyxy p

21

1
2

21

2
1

,,
 (5) 

 (:1مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة  



 معادلات الرتبة الثانية

 
118 

 y" + y = sec x; 
2

0


 x  

 الحــل

 المعادلة المتجانسة المناظرة 

y" + y = 0 

 وحلولها الأساسية هما:

y1 = cos x,  y2 = sin x 

 وعلى ذلك

  1
cossin

sincos
, 21 




xx

xx
yyW  

 تصبح ypفإن  (5)وباستخدام 

  xxxx

dxxxxdxxxy p

sincoslncos

seccossinsecsincos




 

 وعلى ذلك فإن الحل العام هو

   

     xxcxxc

xxxxxcxcxy

sincoscosln

sincoslncossincos

21

21




 

 (:2مثال )

 أوجد الحل الوحيد للمعادلة الآتية: 

 xeyy 2 , y(0) = 0,  y'(0) = 0 

 الحــل



 معادلات تفاضلية 

 
119 

 المعادلة المتجانسة المناظرة هي: 

y" – y = 0 

 وحلولها الأساسية هما

xey 1 ,  xey 2  

 وبالتالي

211 







xx

xx

ee

ee
W  

 هو ypفإن الحل الخاص  (5)وباستخدام 

2 2

2 2 2

1 1

2 2

1 1 1

2 6 3

x x x x x x

p

x x x

y e e e dx e e e dx

e e e

  

  

 
 

 وعلى ذلك فإن الحل العام بالصورة:

  xxx eececxy 2
21

3

1
   

 لإيجاد الحل الوحيد نستخدم الشروط

y(0) = 0, y'(0) = 1 

       1
3

1
110 21  cc   0

3

1
21  cc  

     
3

2
111 21  cc    1 2

2
1

3
c c    

2

1
1


c , 

6

1
2 c  
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 ويكون الحل الوحيد هو:

  xxx eeexy 2

3

1

6

1

2

1
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 تمارين
 

 باستخدام طريقة تغيير البارامتر أوجد الحل العام لكل من المعادلات الآتية:

(1) y" – 5y' + 6y = 2e
x
 

(2) y" – y' – 2y = 2e
-x

 

(3) y" + 9y = 9sec
2
(3x);  

2
0


 x  

(4) y" + y = tan x;  
2

0


 x  

(5) y" + 2y' + y = 3e
-x

 

(6) xe
x

yyy 2

2

1
44  ; x > 0 

(7) y" + 4 y = 3 cosec(2x);  
2

0


 x  

 هي:  ½معادلة بسل من الرتبة  (8)

;0
4

122 







 yxyxyx  x > 0 

(i) تحقق من أن 

 
x

x
xy

sin
1  ,  

x

x
xy

cos
2   
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 هما الحلول الأساسية للمعادلة

(ii) :أوجد الحل العام للمعادلة 

xxyxyxyx sin3
4

1
2

3

22 







  

 هو أحد حلول المعادلة المتجانسة المناظرة للمعادلة y(x) = xتحقق من أن  (9)

 22 422 xyyxyx  ; x > 0 

 ثم أوجد الحل العام للمعادلة الغير متجانسة.

 هو أحد حلول المعادلة المتجانسة المناظرة للمعادلة: y = xتحقق من أن  (01)

    xexyyxyx 
2

121  

 ثم أوجد الحل العام للمعادلة الغير متجانسة. x < 1 > 0حيث 
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 :D( المؤثر 3-8)

على أنه المؤثر  Dيعرف المؤثر  
dx

d
 وعلى ذلك يكون 

2

2
2

dx

d
D   

   
3

3
3

dx

d
D  ,… 

n

n
n

dx

d
D   

 عدد صحيح موجب. nحيث 

 :Dجبر المؤثر 

 يكون Dلاحظ أن من تعريف المؤثر  -0

D 
0
 y = 1 . y = y 

2-    D
 m

(D 
n
 y) = D

 m+n
 y 

 صحيحة. أعداد m, nحيث 

 ية فإن:دوال تفاضل u, vإذا كانت  -3

D(u  v) = D u  D v 

 ثابتة فإن: إذا كانت  -4

 D ( y) =  D(y), D() = 0 

    

5-    D
 n 

(u  v) = D
 n 

(u)  D
 n
(v) 
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 (:1مثال )

 احسب قيمة  

 52sin4  xxDn
 

 الحــل

       2 4 2 4 2 2sin 2 5 sin 2 5D x x D x D x D      

xx

xx

2sin412

02sin412

2

2




 

وذلك لاستخدامها كإحدى  Dعلقة بالمؤثر والآن نعرض لبعض النظريات الأساسية المت

 الطرق لإيجاد الحل الخاص للمعادلات التفاضلية 

 كثيرة حدود حيث: F(D)نفرض أن  

   nn
nn aDaDaDaDF  



1

1

10 ...  (1) 

 حيث

 ai = ai(x), n صحيح موجب 

 فإن المعادلة التفاضلية لها الصورة: F(D)لاحظ أن من تعريف 

     xgayayaya nn
nn  



1

1

10 ...  

 الشكل الآتي:تأخذ 

F(D) (y) = g(x) 

ثم معنى  F(D)نعود الآن لنذكر بعض النظريات التي يحققها وبالتالي 
 DF

1
 

 : أولاً 
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xneD معنى   ثم  xF D e  ثم
 

xe
DF

1
 

 لاحظ أن:

xx eDe   , 

2 2x x

n x n x

D e e

D e e

 

 









M  

 يكون: (1)التي في  F(D)ومن تعريف 

   

 
  x

x
n

nn

x

n

xnxn

x
n

xnxn

x
n

nnx

eF

eaaa

eaeaea

eaeDaeDa

eaDaDaeDF



































...

...

...

...

1
10

1

10

1
10

1
10

 

 = ثابت( F())لاحظ أن 

 وعلى ذلك يكون:

 
   xx eeDF

DF

 
1

 

 
 

  
1 x xF e e

F D

    

  
 

  xx ee
DF

F  
1
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xx e
F

e
DF





11
  

 F()  0حيث 

 (:1مثال )

 أوجد الحل العام للمعادلة: 

xeyyy 26   

 الحــل

 حل المعادلة المتجانسة كما هو معلوم 

xx ececy 2
2

3
1

  

 نقول المعادلة هي: Dولإيجاد الحل الخاص باستخدام المؤثر 

(D
2
 – D – 6) y = 2 e

x
 

 حيث

F(D) = D
2
 – D – 6 

 
 

 x
p e

DF
y 2

1
  

  = 1حيث 
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x

x

x

x

x

e

e

e

e
F

e
DF

3

1

6

2

611

1
2

1
2

1
2















 

 ك يكون الحل العام للمعادلة بالصورة الآتية:وعلى ذل

xxx eececy
3

12
2

3
1    

 (:2مثال )

 أوجد الحل الخاص للمعادلة: 

xeyyy  32  

 الحــل

 المعادلة لها الصورة 

  xeyDD  322
 

 حيث

 F(D) = D
2
 + 2D + 3,  = -1 

      0231211
2

F  
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 F

e
e

DF
y

x
x

p


 

1
 

xe
2

1
 

 (:3مثال )

 أوجد الحل الخاص للمعادلة: 

xeyyy  2  

 الحــل

 وكذلك  = 1لاحظ أن  

  22  DDDF  

    02111  FF   

 واضح أن العلاقة السابقة لا يمكن استخدامها... لماذا؟؟

 سمى بنظرية الإزاحة.لذلك سوف نذكر النظرية التالية التي ت

 ثانياً:

للآتي  v = v(x)سوف نوجد معنى  veD xn   ثم  veDF x  ثم

 
 ve

DF

x1
 

 لاحظ أن:

  veDveveD xxx    

 vDe x    
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 = ثابت... كذلك لاحظ أن 

   

 

 

 

   

 

2

2

.x x

x

x

x

x

x

D e v D D e v

D e D v

V

D e V

e D V

e D D v

e D v

 















 





 
 

  
 
 



 

     

 

14 2 43

 

    vDeveD
nxxn    

 وعلى ذلك

     
   
  
 vDFe

vaDa

DaDae

veaDaDaDaveDF

x

nn

nnx

x
nn

nnx




























1

1

10

1
1

10

...

...

 

 وعلى ذلك فإن:

 
   11

1
veveDF

DF

xx    

 
 

   11

1
vevDFe

DF

xx     

 نضع
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F(D + ) v1 = v 

 
 

 v
DF

v



1

1  

 
 

 
 

 v
DF

eve
DF

xx








11
 

 028( ص 3ولبيان كيفية وفائدة نظرية الإزاحة نعود إلى مثال )

 نعلم أن

F(D) = D
2
 + D – 2 

 والمعادلة على الشكل F() = 0ومنها   = 1حيث 

   xeyDF   

 
 

 

 
 1.1

1

x

x
p

e
DF

e
DF

y





 

 وباستخدام نظرية الإزاحة يكون

 
 

   
 

 
 1

3

1

1
211

1

1
1

2










DD
e

DD
e

DF
ey

x

x

x
p



 

 









 1

3

11

DD
ex  
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 0

3

11
e

DD
ex  























3

11

30

11

D
e

D
e

x

x

 

 1
1

3
D

ey x    (*) 

e = 1لا يمكن اعتبار  (*)في الخطوة 
وتطبيق المؤثر  0

D

1
عليها لأنه في هذه الحالة  

Dسوف يكون المقام صفراً... ولإنهاء المسألة لا بد وأن نعرف المؤثر 
-1

, D
-2

 وهكذا. 

 نفرض أن:

 dxyyI  

 وبإجراء تفاضل الطرفين يكون

 ydx
dx

d
yI

dx

d
 

 D I y = y 

 
D

I
1

  

ويتضح من ذلك أن 
D

D
11   ًتعني عملية التكامل فمثلا 

    xdxD
D

 
 11

1 1
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  433

4

11
xdxxx

D
   

 وعلى ذلك يكون

      2

2 2

11
1

11
1

1
xx

DDDD










  

 وهكذا

 يكون 070في ص  (*)بالعودة الآن إلى الخطوة 

 

x

x

x

p

e
x

xe

D
ey

3

.
3

1

1
1

3

1







 

 وهو الحل الخاص بالمسألة.

 (:4مثال )

 أوجد الحل الخاص للمعادلة: 

y" – 2y' = 3 

 الحــل

F(D) = D
2
 – 2D 

 
 

 
 

 1
2

1
33

1




DDDF
y p  
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 0

2

1
3 e

DD 
  

 F(D) = 0كذلك   = 0لاحظ أن 

  0

2

11
3 e

DD
y p


  

 











2

11
3

DD
y p  

 

x

D

D

2

3

1
1

2

3

2

11
3














 

 ثالثا:

 نعود الآن لإيجاد معنى كل من

       baxDFbaxDF  sin,cos 22
 

  ثوابت وبالتالي معنى a, bحيث 

 
  bax

DF
cos

1
2

, 
 

  bax
DF

sin
1

2
  

 نعلم أن

    baxabaxD  sinsin 22
 

 كذلك
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   baxa

baxaDbaxD





sin

sinsin

22

224

 

 وعلى العموم فإن:

        baxabaxD
nn

 sinsin 22  

        
    

   
    

   baxaF

baxaaa

aaaa

baxaDa

DaDabaxDF

nn

nn

nn

nn



















sin

sin

...

sin

...sin

2

2
1

12

1

2

0

2

1

12
1

2
0

2

 

 وبنفس الطريقة يمكن إثبات أن:

        baxaFbaxDF  coscos 22  

 وعليه فإن:

 
      baxbaxDF

DF
 sinsin

1 2

2
 

 
 

      baxbaxaF
DF

 sinsin
1 2

2
 

 
  

 
 bax

aF
bax

DF



 sin

1
sin

1
22

 

حيث   02  aF 

 وكذلك يكون
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 bax

aF
bax

DF



 cos

1
cos

1
22

 

وبنفس الطريقة يمكن إثبات أن )حيث  2 0F a ) 

 
  

 
 bax

aF
bax

DF
 sinh

1
sinh

1
22

 

 
  

 
 bax

aF
bax

DF
 cosh

1
cosh

1
22

 

 وكأمثلة على القوانين السابقة فإن:

 (:5مثال )

 احسب قيمة كل من 

     xxxD 2sin53sin493sin42  , 

        xxxDD coscos7131cos73
224  , 

    xxx
D

4sin
12

1
4sin

416

1
4sin

4

1
2








, 

       x
D

Dx
D

D
x

D
2cos

4

1
22cos

4

2
2cos

2

1
22 








 

   xD 2cos
44

1
2 










  

  xD 2cos2
8

1
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 xxD 2cos22cos
8

1
  

 xx 2cos22sin2
8

1
  

 
1

sin 2 cos2
4

x x   

 (:6مثال )

 احسب قيمة

 x
DD

2cos
2

1
2 

 

 الحــل

 
 

 x
D

x
DD

2cos
24

1
2cos

2

1
2 




 

 x
D

2cos
2

1


  

 x
D

D
2cos

4

2
2 


  

   x
D

D 2cos
4

1
2

2 
  

 









 xD 2cos

44

1
2  
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  xD 2cos2
8

1
  

 xx 2cos22sin2
8

1
  

 xx 2cos2sin
4

1
  

 (:7مثال )

 أوجد الحل الخاص للمعادلة: 

xx eeyyy 42 3   

 الحــل

   22 112  DDDDF  

   
 

 
 

 xx
p e

DF
e

DF
y

11 3   

 
 

 
 xx e

D
e

D
2

3

2
1

1

1

1





  

xx ee
4

1

16

1 3   

 (:8مثال )

 أوجد الحل الخاص للمعادلة

xeyyy  2  
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 الحــل

   22 112  DDDDF  

 
 

 
1 x

py e
F D

  

 
 

 
 

2

2

1

1

1
.1

1

x

x

e
D

e
D







 

 
 

 

 

 

x

x

x

x

x

ex

x
D

e

DD
e

D
e

D
e

2

2

2

2

1

1

1
11

1
1

1
11

1




















 

 تي تفيد في حل بعض المسائل.والآن سوف نعطي بعض المفكوكات ال

...1
1

1 32 


DDD
D

 

...1
1

1 32 


DDD
D
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...4321

1

1 32

2



DDD

D
 

 
...4321

1

1 32

2



DDD

D
 

 وعلى وجه العموم فإن:

 

    2 31 1 21
1 ...

2! 3!1
m

m m m m m
mD D D

D

  
    


 

 إذا كان الطرف الأيمن من المعادلة التفاضلية كثيرة حدود. مفيدةوتلك المفكوكات 

 (:9مثال )

 وجد الحل الخاص للمعادلةأ 

1232 2  xxyyy  

 الحــل

      1222  DDDDDF  

 
 

  
 

 123
1

31

2

31

123
12

1

123
1

3

3

2























xx
DD

xx
DD

xx
DF

y p

 

   
 21 1 1 1

3 2 1
3 2 1 2 1

x x
D D
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2 3

2 3 2

1 1
1 ...

3 2 2 4 8

1 ... 3 2 1

D D D

D D D x x

  
       

 


      



 

 123...
16

15

8

9

4

3

2

3

3

1 332 







 xxDDD  

   

   

2 2

2

1 3 3
3 2 1 3 2 1

3 2 4

9 15
3 2 1

8 16

x x x x

x x zero


      



 
    



 











4

27

2

3

2

9

2

3
3

2

9

3

1 2 xxx  

4

13

2

5

2

3 2  xx  

 

 (:10مثال )

 أوجد الحل الخاص للمعادلة: 

xxyyy 2sincosh   

 الحــل

F(D) = D
2
 + D + 1 
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هو  cosh xالحل الخاص بالنسبة إلى 
1py حيث 
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هو  sin 2xوالحل الخاص بالنسبة إلى 
2py حيث 
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 حيث: ypويكون الحل الخاص هو 

21 ppp yyy   
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 تمارين
 

 :Dالحل الخاص لكل من المعادلات الآتية باستخدام المؤثر  أوجد

(1) y" + y' + 6y = e
-3x

 + x. 

(2) y" – y' + y = sin x + cos x. 

(3) y" + y' + 2y = sinh x + cosh x. 

(4) y" + y' + 3y = sin 2x + sinh 3x. 

(5) y" – y' – y = cos 2x – 3 cosh 3x. 

(6) y" + 2y' + 3y = 3x
3
 + 2x

2
 + 5. 

(7) y" + y' = x
2
 + sin x. 

(8) y" – y = x + e
x
. 
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