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 العدو  مسلمات الانفصال
Separation Axioms and Countability 

 
 مقدمة.

أن يلاحتتأ أن العديتتد متتن ختتوا  الف تتا   يستتيعيد دا س اليولولتتو   

اليولولو ى يعيمد على يوزيد الم موعات المفيوحة فى هذا الف ا . كما يلاحأ 

اليولولتو   أن أكث  الف ا ات  شه ة فى الهندسة واليحليل يقد متا لتين الف تا  

ذلت  لمتدا الا يلتاع الوثيتن لتين الغي  ميقعتد   واليولولو    الميقعد والف ا  

،  اتالف تا  هة المع فة على هتذيصل موعات المفيوحة و الدوال المالم مفهوم 

الدالتتة   مع فتتة علتتى الف تتا  الغيتت  ميقعتتد  هتتفمتتثلاا الدالتتة الوحيتتدة المستتيم ة ال

ة يصلنه يقالله مزيداا من الدوال المالثالية، فكلما زاد عدد الم موعات المفيوحة فإ

 المع فة على هذا الف ا . 

الف تتا  فتت  ن الم موعتتات المفيوحتتة  في  العديتتد متتولكتتى نستتيعيد يتتو 

اليولولتو ى ستتوق نقتتوا لد استتة مفهتتوا مستلمات الانفصتتال علتتى  هتتذا الف تتا . 

ختتلال د استتة مستتلمات الانفصتتال ستتوق نتتد س أس متتن هتتذه المستتلمات يحقتتن 

خاصية كونها خاصية و اثيتة و اليت  ستييحقن فت   ميتد المستلمات عتدا مستلمة 

 كون الف ا  عادياا. 
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- ف ا ال (1.5)
0

T Kolmogorff  Space 

 (1.5يع يق  )

),( لف ا   اليولولو ىيسمى ا X   0 - ف اT   يحقن الش ع إذا : 

GxGyorGyGxGyxXyx  ,,:,,,  

Xyx  نقعيتين مخيلفيتتين أس أنته لكتتل , ةمفيوحتت ةيو تتد م موعت  G    لحيتت

 حداهما و لا يحيوس النقعة الأخ ا.يحوس إ

 

 

 

 

 

 

 

 G 
 
 (1.5شكل )

 (1.5مثال )

},,},{},,{},,{},,{{ نفتت أ أن cbacbbabX   يولولتتو   معتت ق علتتى 

},,,{الم موعة dcbaX  . الف ا  إذاا ),( X  0-هو ف اT :و ذل  لأن 

};{,}{:}{,)( babbbbai   

};,{,},{:},{,)( bacbaabacaii   

};,{,},{:},{,)( badbaabadaiii   

}.;{,}{:}{,)( bcbbbcbiv   

}.;{,}{:}{,)( bdbbbdbv   

}.,{,},{:},{,)( cbdcbccbdcvi   

x


 

y
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 مخيلفيين يو د م موعة مفيوحة يحيوس على إحدا النقعيينأس أنه لكل نقعيين 

),( لأخ ا، و من ثا فإن الف ا دون ا  X  0-هو ف اT. 

ولكتن هتل يو تد ف تا  .0T-هذا المثال لف ا  يحقن ش ع كونه  ف تا 

 هذا الش ع ؟.  لا يحقن

 السؤال يي ح من المثال اليال :الإ الة على هذا 

 (1.5مثال )
},,},{},{{ نفتتتتت أ أن baaX    يولولتتتتتو   معتتتتت ق علتتتتتى الم موعتتتتتة

},,,{ dcbaX  . الف ا  إذاا ),( X  0-ليس ف اT  و ذل  حي  أنdc  

مد أنه لا يمكن إي اد م موعة مفيوحة يحيوس إحتدا النقعيتين  دون أن يحيتوس 

 dأو cاليتت  يحتتوس  علتتى الأختت ا، متتد العلتتا أن الم موعتتة المفيوحتتة الوحيتتدة 

 .dوc النقعيين وهذه الم موعة يحيوس على  Xه 

 (1.5نأ ية )

),(الف تتا  اليولولتتو    X  يكتتون ف تتا0T  إذا و فقتتع إذا كتتان}{}{ yx   

Xyxلكل  ,  حي  أنyx  

  الل هان

),(نفتتتت أ أن الف تتتتا   X   ف تتتتا هوووو0T نفتتتت أ  أن.yx  إذاا يو تتتتد.

و لا يحتوس الأخت ا.  ,yxيحتوس  إحتدا النقعيتين Gم موعة مفيوحة  و ليكن

لذل  يكتون و Gyو Gxليكن  }{yG  و هتذا يعنت  أن}{yx  و

}{}{لذا ن د أن   .xx}{لكن  yx  . 

}{}{نف أ أن  yx   لأسyx    فX فإن .}{yx و أ}{xy  و إلا 
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}{yxو}{xy  وهذا يقي   أن}{}{}{}{ yxyx  ف  حالة . 

}{yx  ن د أنGyXx   م موعة مفيوحة يحوس نقعة  ولا  Gو  }{

),(.إذاا الف ا   يحوس الأخ ا X  يكون ف ا0T.■ 

 (1.5يع يق )

),(لفتت أ أن  X ف تتا  يولولتتو  ، يقتتال لخاصتتيةه متتا ل نهتتا خاصتتية و اثيتتة 
(Hereditary Property)  إذا و فقع إذا كانت ميحققة لأس ف ا   زئ        

 ),(
A

A   من),( X ، عالما كانت ميحققة ف  الف ا ),( X. 

 (1.5نأ ية )

 ه  خاصية و اثية. 0T-خاصية كون الف ا 

 الل هان

),( نف أ أن الف ا  اليولولو   X  0-هو ف اT  ، وأن ),(
A

A   ف ا 

),(  زئ  من X  .نف أ أن  Ayx , حي  أن yx  ، إذاا Xyx , 

),(  حي  أنو X  0-هو ف اT، يو د م موعة مفيوحة إذاا G يحيوس 

GyGx إحدا النقعيين ولا يحيوس على الأخ ا ، و ليكنعلى   ,. 

 
 (1.5شكل )
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HyHxGAH
A

 ,:)(  

),( الف ا  ال زئ  إذاا 
A

A   0-هو ف اT.■ 

 (1.5نأ ية )

),(إذا كان  X  ف ا0T و),(),(:  YXf  و مفيوحة من  دالة يقالل 

),(الف ا   X  إلى الف ا ),( Y ، فإن  ),( Y  0-هو أي ا  ف اT. 

 الل هان

Yba نفتتتتتتتتت أ أن , لشتتتتتتتتت ع أن ba .  1)( العنصتتتتتتتتت ان إذاا afx و

)(1 bfy  و لما أن الف ا . مخيلفان ),( X 

-هو ف ا  
0

T ، يو د م موعة مفيوحة  إذااG يوس على نقعة واحدة  يح

GyGx مثلاا و ليس الأخ ا،  ,yx من النقعيين   و لما أن الدالة . ,

),(),(:  YXf  

)()(,)()(و Gf)(، فإن مفيوحة GfyfbGfxfa  ، إذاا

),( Y   0-هو ف اT .■ 

 (1.5نيي ة )

 ه  خاصية يولولو ية.  0T-خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   ف ا  

ما يحققه من ختوا  واي تا و0T-لعد أن ع فنا ما هو المقصود لالف ا 

الآن ننيقتل ليع يتق .  0T-ع فنا أن هنا  ف ا ات يولولو يتة ليستت متن النتو 

 .0T-ف ا  قن مسلمة أخ ا قد لا يحققهاف ا  آخ  يح د اسةو
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-ف ا ال (1.5)
1

T     

 يع يق انوا  من الف ا ات ف  يكوين و دو اا اساسياا هذا الف ا  يلعب 

اتف ا  اليولولو ية مثل
i

T 4,3,3حي  أن 2
1i. 

 (1.5يع يق )

),( لف ا   اليولولو ىا X  1 - ف ا  يسمىT   يحقن الش ع الآي : إذا 

HxHyGyGxHGyxXyx  ,,,:,,,,  

Xyx  نقعيين مخيلفيين أس أنه لكل , يانمفيوح يانيو د م موع HG ,  

 الم موعة، و y يحيوس على النقعةو لا   x يحيوس أحداهما على النقعةلحي  

 .x و لا يحيوس على النقعة  y الأخ ا يحيوس على النقعة 

 

 

 

 

 

 

 

H G 
 
 (1.5شكل )

 (1.5مثال ) 

},,},{}{{ نفتتتتتت أ أن baX    يولولتتتتتتو   معتتتتتت ق علتتتتتتى الم موعتتتتتتة

},{ baX  . الف ا  إذاا ),( X  1-هو ف اT :و ذل  لأن 

};{,}{},{},{:}{},{, babbabaababa   

  مفيوحيان يحيوس إحداهماعلىأس أنه لكل نقعيين مخيلفيين يو د م موعيان 
 b  كذل  الم موعة الثانية يحيوس النقعة،  b لا يحيوس النقعةو a النقعة

x


 

y
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 .aلا يحيوس على النقعة و 

 ولكن هل يو د ف ا  .1T-هذا المثال لف ا  يحقن ش ع كونه  ف ا 

 هذا الش ع ؟.  لا يحقن

 يحوس  م موعة حي  لا يو د،  (1.5) ثالالة على هذا السؤال يي ح من مالإ 

),(، فالف ا  اليولولو   bو لا يحوس العنص  aالعنص  X  ف  هذا المثال 

هو ف ا 
0

T  و ليس ف ا
1

T. 
الف تا  اليولولتو   كت  يكتون ف  لالآن ن د الش ع ال  و س و الكا 

 ذل  من خلال النأ ية اليالية.، و1T-ف ا 

 (  1.5نأ ية ) 

),( يكون الف ا  اليولولو ى X   1-هو ف اT  إذا وفقع إذا كانت كل 

 م موعة  زئية وحيدة العنص  مغلقة. 
 الل هان 

),(أولاا : لتتتتتيكن X  1-ف تتتتتاT  وأنXp .المعلتتتتتوب إثلتتتتتات أن  cp}{ 

  ذل  نفي أ أن :م موعة مفيوحة. لإثلات 

pxpx c  }{  

),( كون الف ا من ش ع   X  1-ف اT،   فإنه يو د م موعتة مفيوحتة
x

G

 أن : سأ p  ولا يحوا  النقعة x  النقعة وسيح

 x
Gp

x
Gx  , 

 وهذا يؤدا إلى أن : 
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cp
x

Gx }{
  

 ومن ثا فإن : 

}}{:{}{ cc px
x

Gp  

  م موعة مغلقة. p}{  م موعة مفيوحة ومن ثا فإن}{cp  وهذا يعنى أن

Xyx ونف أ أن Xp  مغلقة لكل p}{  ثانيا : نف أ أن الم موعة  , 
yx لحي  يكون  .: فإن ذل  يعنى أن  

cc xyandyx }{}{   

cc  ولكن كل من xy  يحوس نقعة و لا يحوس الأخ ا. م موعة مفيوحة}{,}{

),(الف ا  نأهذا هو إثلات الش ع  و X 1- هو ف اT.■ 

 (1.1نأ ية )

),(  الف ا  اليولولو  X 1-ف ا  يكونT ان إذا وفقتع إذا كت}̀{x  لكتل

Xx . 

 الل هان

),(اولاا :نف أ أن  X   1-هو ف اT  وأنXx إذاا.}{x   م موعة مغلقة 

}{}{و من ثا يكون  xx   و لكن}{}{ }̀{ xx x  إذاا .}{}{ }̀{ xx x   و

 .x}̀{فإن xx}̀{حي  أن 

Xyx. لف أ  Xxلكل  }̀{xثانياا : نف أ أن  ,  لحي  أنyx 

ليكن  وyو من ثا يو د م موعة مفيوحة  يحوس xy}̀{فإن 
y

G  لحي  أن
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 }{xG
y

.لذا ن د أن 
y

Gx لالمثل.}̀{y فإنه يو د م موعة ،

مفيوحة 
x

G  يحوسx يحقن و }{yG
x

و من ثا يكون  
x

Gy لاليال  و

),(يكون الف ا   X   1-ف ا هوT.■ 

 (1.5نيي ة )

),(إذا كان الف ا   X   1-هو ف ا هT   لأس م موعة  زئية منيهية  فإنه 

XA  فإن `A. 

 الل هان

},,...,{م موعة منيهية وليكن  XAنف أ أن  21 nxxxA  و من ثا يكون 

  }{
1

i

n

i
xA


  الف ا و حي  أن),( X   1-هو ف ا هT    فإن

`

}̀{x .  

لذل  يكون  و 


n

i
i

n

i
xA

11

`` }{.■ 

 (1.5نأ ية )

 ه  خاصية و اثية. 1T-خاصية كون الف ا 

 الل هان

),( نف أ أن الف ا  اليولولو   X  1-هو ف اT  ، وأن),(
A

A    ف ا

),( زئ  من  X  .نف أ أن  Ayx , حي  أن yx  ، إذاا Xyx ,  

),(  حي  أنو X  1-هو ف اT،  يو د م موعيان مفيوحيان إذا HG, 

HxHyGyGxلحي  يكون   ,,,. 

 ولكن 
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VyVxGAV
A

 ,:)(  

 و

WxWyHAW
A

 ,:)(  

),( إذاا الف ا  ال زئ 
A

A   1-هو ف اT.■ 

 (1.5نأ ية )

),(إذا كان  X  ف ا
1

T و),(),(:  YXf  و مفيوحة من  دالة يقالل  

),(الف ا   X  إلى الف ا ),( Y ، فإن  ),( Y  هو أي ا  ف ا-
1

T. 

 الل هان

Yba نف أ أن , لش ع أن ba  ، 1)( العنص ان إذاا afx  

1)(و  bfy  مخيلفان ف  الم ال X . و لما أن الف ا ),( X  هو ف ا-

1T  ، يو د م موعيان مفيوحيان إذاا HG, : لحي  يكون  

HxHyGyGx  ,,,. 

:),(),( و لما أن الدالة   YXf  :مفيوحة ، فإن  

)()(,)()(,)( GfyfbGfxfaGf  

)()(,)()(,)( HfxfaHfyfbHf  

),(إذاا   Y   1-هو ف اT .■ 

 (1.5نيي ة. )

 ه  خاصية يولولو ية.  1T-خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   ف ا 
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-الف ا  ( 1.5)
2

T)ف ا  هاوسدو ق( Hausdorff Space    

 ال يا يات الأشه  هاوسدو قهذا الف ا  نسلة لعالا  يعود اسا
(Hausdorff)  ( 5455-ا5151الذس عاش خلال الفي ة)يعود أهمية ش ع ا .

هاوسدو ق هو أن الميياليات اليقا لية ف  هذا الف ا  ييقا ب لنقعة وحيدة ، 

لا يحقن ش ع  يولولو ية أخ الينما ذل  ليس   و ياا ف  ف ا ات 

 .هاوسد ق

  (1.5يع يق )

),(  اليولولو ىلف ا   ا X  2 - ف ا  يسمىT   يحقن الش ع الآي : إذا 

  HGHyGxHGyxXyx ,,:,,,, 

Xyx  نقعيين مخيلفيين أس أنه لكل , غي  يانمفيوح يانيو د م موع 

HG ميقاععيين   و الم موعة  ،  x النقعةيحيوس أحداهما على لحي  ,

 . y الأخ ا يحيوس على النقعة

 

 

 

 

 

 

 

H G 
 
 (1.5شكل )

 (1.5مثال )

},,},{},{},{},,{},,{},{{ نف أ أن cacbbacbaX      يولولو 

},,{مع ق على الم موعة  cbaX  . الف ا  إذاا ),( X  2-هو ف اT  

x


 

y
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 ذل  لأن:و 

;}{}{,}{},{:}{},{,)(   babbaababai 
;}{}{,}{},{:}{},{,)(   caccaacacaii 
.}{}{,}{},{:}{},{,)(   cbccbbcbcbiii 

   (1.1) مثال
 2T – هو ف ا  سف ا  مي كل 

 الل هان 

 ■(.5.1أنأ  نأ ية )

 (1.5مثال )

 والمولد R على اليولولو   المع ق  م موعة الأعداد الحقيقة وأن R ليكن

),[ لواسعة الفي ات ba   فإن الف ا),( R  2 - يكون ف اT . 

 الحل :

Rba  لفتتتتتتتت أ أن ,وأن  ba  ولتتتتتتتتيكن ba .لاخييتتتتتتتتا  الم موعتتتتتتتتة 

],1( aaG   والم موعة ],( baH  : فإننا ن د أن  
   HGHbGaHG ,,,,     

),( ومن ثا فإن R2  يحقن الش عT. 

 (1.1نأ ية )

 .1Tهو ف ا  2Tكل ف ا 

 الل هان

 النأ ية ليس هذه . لكن عكس 1Tمن اليع يق ييحقن ش وع كون الف ا   
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 المثال اليال :خلال يي ح من  صحيحاا دائماا وذل 

 (1.5) مثال

),(م موعة غي  منيهية. فإن ف ا  المكملات المنيهية  Xلف أ أن  CX  هو 

 .2Tوليس ف ا   1Tف ا 

 الحل:

Xyxنف أ أن  ,  لحي  أنyx    من يع يق اليولولو ، 

}:,{ finiteGXGC c  

},{}{ن د ن  yx  م موعات منيهيه  و لاليال  فإن 

cyyXG }{}{    م موعتتتتتة مفيوحتتتتتة يحتتتتتوسx ولا يحتتتتتوسy   و كتتتتتذل

cxxXHالم موعتتة   }{}{  وحتتة يحتتوس م موعتتة مفيy  ولا يحتتوسx إذاا.

),( CX  هو ف ا1T  . 

 HGغي  منيه  فإن  XوHyو Gxإذا كان  لكن و

 ■.2Tإذاا هذا الف ا   ليس

 (1.4نأ ية )

 ه  خاصية و اثية. 2T-خاصية كون الف ا 

 الل هان

),( نف أ أن الف ا  اليولولو   X  2-هو ف اT  ، وأن),(
A

A   ف ا 

),(  زئ  من X  .نف أ أن  Ayx , حي  أن yx   إذاا، Xyx , 

),(  حي  أنو X  2-هو ف اT، يو د م موعيان مفيوحيان إذاا HG,  

:  لحي  يكون HGHyGx  الم موعيين لما أن ولكن . ,,
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A
GAV   و)(

A
HAW  إذاا الف ا   .غي  ميقاععيين)(

),( ال زئ 
A

A   2-هو ف اT.■ 

 ملاحأة:

أس ف تتا   زئتت  متتن م موعتتة  فتتإن،2T-حيتت  أن كتتل ف تتا  ميتت س هتتو ف تتا 

لاعيلا ه ف ا   زئت  متن الف تا  الميت س  وذل 2T-ف ا الاعداد الحقيقية هو 

 .Rالاقليدس على 

 (1.55نأ ية )

),(إذا كان  X  ف ا
2

T و),(),(:  YXf  و مفيوحة من  دالة يقالل 

),(الف ا   X  إلى الف ا ),( Y ، فإن  ),( Y  هو أي ا  ف ا-
2

T. 

 الل هان

Yba نف أ أن , لش ع أن ba  ، إذاا يو دXyx , لحي  أن   

)(1 afx  1)( و bfy  وyx . 

),( و لما أن الف ا   X  2-هو ف اT  ،إذاا يو د م موعيان مفيوحيان  

HG, لحي  يكون  : 

 HGHyGx ,,. 

:),(),( و لما أن الدالة   YXf   فإن:مفيوحة ،  

)()(,)( GfxfaGf  

)()(,)( HfyfbHf  
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 و حي  أن  )()()()( fHGfHfGf . إذاا),( Y   هو

 ■. 2T-ف ا 

 (1.5نيي ة )

 ه  خاصية يولولو ية.  2T-خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   ف ا 

 (1.55نأ ية )

),(لف أ أن الف ا   2Y  الداليين وأن ف ا  هاوسدو ق 

),(),(: 21  YXf   و),(),(: 21  YXg  

}:)(){(ميصليان  فإن الم موعة  xgxfxA  .م موعة مغلقة 

 الل هان

}:)(){(نحاول اثلات أن الم موعة   xgxfxAc   مفيوحة. نف أ أنcAx 

)()(إذاا  xgxf    وحي  أن),( 2Y  2-هو ف اT ، م موعيان  يو د فإنه

ميقاععيين وغي   مفيوحيان 
2

, HGلحي  أن GxgHxf  . لما أن  )(,)(

gf 1داليان ميصليان فإن  ,

11 )(),(  GgHf  و من ثا يكون

1

11 )()(   WGgHfx   و لاليالcAWx  إذاا.cA  م موعة

 ■مفيوحة.

 

ليات يايقا ب الميو نيحول الآن لمع فة العلاقة لين ف ا  هاوسدو ق

اليقا لية ييقا ب لنهاية وحيدة، حي  علمنا من قلل أن نهاية  ليةالميياأن و

المييالية ف  الف ا ات الي  لا يحقن خاصية هاوسدو ق ليس من ال  و س 

 أن يكون وحيدة.
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 (1.55نأ ية )

),( إذا كان X ف   لية يقا ليةفإن كل مييا ف ا  هاوسدو قX  يكون لها

 نهاية وحيدة.

 الل هان

Xxnالية  ف أ أن للميين    نقعي  نهاية ، هماa وb  لحي  أنba  لما أن. 

),(الف ا   X  2-هو ف اT  ميقاععيين  وغي   فإنه يو د م موعيان مفيوحيان

GH HbGaلحي  أن  ,  Nnaأنه يو د عدد  ع ق. ن,   لحي  أنGxn  

annلكل    و اي اا العددNnb   لحي  أنHxn   لكلbnn  لذا فإنه لكل .

},max{
ba

nnn   نحصل على أنHGxn   وهذا ييعا أ مد كون

HG إذاا.ba .أس أن النهاية وحيدة.■ 

 (1.5) يمـا يـن

},,,,{ لف أ أن (1) edcbaX    كون يولولو على X :لحي  يكون 

 ),( X فضاء-
0

T  و ليس ف ا-
1

T. 

 ),( X  ف ا-
1

T. 

 ),( X   ف ا-
2

T . 

},,,{ لف أ أن (2) dcbaX  .  كون يولولو على X :لحي  يكون 

 },{},{ bad  و يكون),( X هو ف ا-
0

T . 

 },,{},,{},{ cbacbd و يكون ),( X هو ف ا-
1

T. 

),(أن م موعة منيهية  و Xلف أ أن    (5) X ه  فضاء-
1

T  . ل هن أن 
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),( X .)هو ف ا  منفصل )ميقعد 

),(هل الف ا  المنفصل  (5) DX  هو ف ا-
0

T؟ 

),(هل الف ا  الغي  منفصل  (1) IX  هو ف ا-
0

T؟ 

),(هتتتتتل ف تتتتتا  المكمتتتتتلات المنيهيتتتتتة    (5) CX  هتتتتتو ف تتتتتا-
0

T ؟ حيووووو  أن

},,{ finitecGXGC   

),(هل الف ا   (5) R  هو ف ا-
0

T أن  حي ؟  

}:),(,,{ Raa
a

ER   

),(ل هن أن الف ا  اليولولو    (1) X  يكون ف ا
2

T  إذا و فقع إذا كانتت

XXyxyxم موعة الخع القع س    مغلقة . )},(:{

 

 Regular Spaces   الف ا ات المنيأمة (1.5)
الف تا ين كتل متن   فت،  منصتلاا كتان  الاهيمااأن  فيما سلن لاحأنا 

1
T و

2
T،فصل نقاع الف ا  عن لع ها اللعأ وذل  ل نه لكل نقعيين مخيلفيتين  على

وا نقعتة واحتدة دون الأخت ا. أمتا م موعيان مفيوحيان كل م موعتة يحت يو د

 الآن سوق نحاول اسيلدال إحدا النقعيين لم موعة مغلقة أو اسيلدالهما معاا 

 . كليا الحاليين  لم موعيين مغلقيين وسوق ند س حال الانفصال ف

 (1.1) يع يق

),( يُقال للف ا  اليولولو ى X منيأا ف ا  إنه Regular  كان لأس إذا 

 يو د  F لا ينيم  إلىو Xx و لأس نقعة Xف   Fم موعة مغلقة 
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HFGxلحي  يكون  ,HG ميقاععيين  وغي    م موعيان مفيوحيان  ,. 

 

 

 

 

 

 

 

H G 
 (1.1شكل )

 (  1.1مثال )

},,{ نف أ أن cbaX و أن م موعة غي  خالية}},{},{,,{ cbaX    

,,},,{}{ه  Xالم موعات المغلقة ف  . Xيولولو   مع ق على acbX. 

 ليعلين ش ع الانيأاا على الم موعات المغلقة نلاحأ الآي :
  },{}{},{},{},{:},{},{},{ cbacbcbaacbacba  

  },{}{}{}{},,{:}{},,{}{ cbaaacbbacbab  

  },{}{}{}{},,{:}{},,{}{ cbaaacbcacbac  

),( و لاليتتال  فتتإن  الف تتا   X  هتتو ف تتا  منتتيأا و لكنتته لتتيس  ف تتا-
1

T  

-لالعلد لا يكون ف ا و
2

T. 

 (  1.4مثال )

),(كل ف ا  غي  منفصل  IX  هو ف ا  منيأا و لكنه ليس
2

T ، ومن ثا لا 

يكون 
1

T أو 
0

T. 

 هتل هنتا  ف تا  يحقتن شت عالقا ئ السؤال اليال  : هن لذقد ييلاد  
1

T 

 الا الة من خلال المثال اليال : .؟يكون منيأماا  لاو

x


 F 
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 (  1.55مثال )

),(ف تتتا  المكمتتلات المنيهيتتتة غيتتت  منيهتت ، Xإذا كانتتت  CX  هتتو ف تتتا-
1

T  

 ليس منيأماا و

  الل هان

 يي   للقا ئ كيم ين.
 الآن ع فنا أنه ليس من ال  و س أن  كل ف ا  منيأا يحقن ش ع 

-كونه ف ا 
1

Tلكن ف  حالة كون الف تا  محقتن للشت عين معتا نحصتل علتى .و

-ف ا يسمى ف ا   ديد 
3

T . 

 (5.6) يع يق

-ف ا  إنه منيأا لف ا يقال 
3

T ف ا  إذا كان يحقن ش ع كونه-
1

T. 

 (  1.55مثال )

),(كل ف ا   منفصل  DX   هو ف ا– 
3

T. 

 ( :1.55) نأ ية

 – كل ف ا 
3

T   هو ف ا– 
2

T. 

 الل هان 

),( نف أ أن X  هو ف ا -
3

T  وأنXyx , لحي  أن yx  . من ش ع 

- كون الف ا 
1

T ،  إنن د }{x و م موعة مغلقة }{yx،من ش ع كون و  

 لحي   ,HG الف ا  منيأماا فإنه يو د م موعيان مفيوحيان وغي  ميقاععيين

HyGxx يكون  ),( و عليه فإن }{, X  2-هو ف اT.■ 
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 عكس النأ ية السالقة ليس صحيحاا دائماا. فالمثال اليال  يلين أنه ليس 

 .3T-هو ف ا  2T-ال  و س أن يكون كل ف ا من 

 (  1.55)مثال

ل نأمة  مولد Rيولولو   على م موعة الأعداد الحقيقية  Tنف أ أن 

 ات المفيوحة.ال وا 












  0:}
1

{),(

0),(

xZn
n

xxx

N
x 


 

),( اليولولو ىالف ا  هذا  TR  2-هو فقع ف اT  3-و ليس ف اT. 

أولاا: نلتتين أنتته ف تتا  
2

T  نفتت أ أن.Ryx ,لحيتت  أن yx  . فتتإذا كانتتت

0,0  yx ، الم موعيين :فإن 

)
2

,
2

(
yx

y
yx

yH





 و)
2

,
2

(
yx

x
yx

xG





 

HyGxوأن مفيوحيين وغي  ميقاععيين   ),(إذاا . , TR 2-هو ف اT. 

{وأن  0x نف أ أن.3T-لإثلات أنه ليس ف ا 
1

{
n

F  حي  أن n  عدد 

{صحيح مو ب. الم موعة 
1

{
n

F   مغلقة. لف أ أن}
1

{),(
n

V    أس 

WF لحي  أن Wلذا لا يمكن إي اد م موعة مفيوحة .0x وا  للنقعة    

),(و هذا يعن  أن الف ا   WVو TR 3ليس منيأماا و من ثا لا يكونT. 

 (  1.55نأ ية )

),( الف ا  اليولولو ى X  نقعة لكلكان منيأماا إذا وفقع إذا  ف ا ا يكون 
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Xxولكل م موعة مفيوحة G  لحي  أنGx  فإنه يو د م موعة 

  لحي  أن : H مفيوحة
GHHx  

 الل هان 

),(أولاا : نف أ أن  X ف ا  منيأا وأن Gx وأن G م موعتة مفيوحتة 

نته يو تد ن تد أ  الانيأتاا ش عمن  .cGx م موعة مغلقة وأنcG فإن

WHميقتتتتتتتاععيين وغيتتتتتتت   م موعيتتتتتتتان مفيوحيتتتتتتتان   لحيتتتتتتت  أن : ,

WGHx c  cWH فإن، WH  لما أن .,  : ومن ثا فإن 

GWHx c  

  مغلقة فإن : cW ولما أن

GWHHx c  

 وهذا هو المعلوب أولاا.

م موعتتة  يو تتد G ولكتتل م موعتتة مفيوحتتة Gxلكتتل ه ثانيتتا : نفتت أ أنتت

  لحي  أن : H مفيوحة

GHHx  

.الم موعتةFxم موعة مغلقة وFليكن منيأا.  والمعلوب إثلات أن الف ا 

GF c  النقعة  م موعة مفيوحة يحيوسx د أنه يو د ن. من الش ع  

GHHxلحي  أن  Hم موعة مفيوحة    ن د أن :و من ثم  


c

HH
c

HcGFGHHx ,,, 
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ميقاععيين وغي   س أنه يو د م موعيان مفيوحيان أ
c

HH  ،إحداهما يحيوس,

وهتذا هتو إثلتات .F الأخ ا يحيوس على الم موعتة المغلقتة و، xعلى النقعة  

),(أن  X .ف ا  منيأا■ 

 (1.51نأ ية )

),( يكون الف ا أن خاصية  X.منيأماا ه  خاصية و اثية 

 الل هان

),( نف أ أن الف ا  اليولولو   X  أنمنيأا، و هو ف ا ),(
A

A    ف ا

),(  زئ  من X .نف أ أن Aa و AB لالنسلة  م موعة مغلقة

 لليولولو   النسل 
A

 ، أن لحي Ba  .لما أن الم موعة  B  م موعة

 مغلقة لالنسلة لليولولو   النسل 
A

  ، يو د م موعة مغلقة إذاا F  فX  لحي

AFB أن ( (  5.54انأ  نأ ية ) حي  أنcF) .لما أن Ba  ،

),(   . لما أنFa فإن  X و  هو ف ا  منيأاFa ،  إذاا يو د 

 لحي  يكون  ,HGم موعيان مفيوحيان  HGHFGa ,, 

 من يع يق اليولولو   النسل  ن د أن: ولكن

VaGAV
A

 :)(  

WAFBHAW
A

 :)(   

 و من ثا ن د أن

  AHGAHAGAWV )()()(  
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),( إذاا الف ا   ال زئ 
A

A  .هو ف ا  منيأا■ 

 (1.1نيي ة )

),( يكون  الف ا أن خاصية  X ف ا
3

T .ه  خاصية و اثية 

 (1.55نأ ية )

 خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   منيأماا  ه  خاصية يولولو ية.

  الل هان 

),( نف أ أن الف ا  اليولولو   X  أن الدالةومنيأا  

),(),(:  YXf  

),( ثلات أن  الف ا لإ ميصلة.و مفيوحة و يقالل  Y  .نف أ أن  منيأا 

Yy و YF   م موعة مغلقة ف Yلش ع أن Fy.  الدالة لما أن  

),(),(:  YXf   1)( فإن و ميصلة يقالل Ff    م موعة مغلقة فX 

)()( وأن 11 Ffyfx   . و لما أن الف ا ),( X   إذاا ف ا  منيأا  ، ه 

 Gxلحي  يكون  ,HGميقاععيين وغي    يو د م موعيان مفيوحيان

HFfو   :),(),( لما أن الدالة  .1)(  YXf  :مفيوحة ، فإن  

,)(),( HfGf),()( Gfxfy )())(( 1 HfFffF   

  و حي  أن  )()()()( fHGfHfGf إذاا),( Y   هو

 ■ف ا  منيأا .

 (1.5نيي ة )

),( يكون الف ا أن  خاصية  X  ف ا
3

T .ه  خاصية يولولو ية 
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 Normal Spaces يةعادالف ا ات ال( 1.1)

لعد أن ع فنا مفهوا الف ا  الذس يحقن خاصية الفصل لين الم موعتات 

المغلقة و النقاع الي  لا ينيم  لهذه الم موعات، ستوق نيعت أ فيمتا يلت  لنتو  

فصتل الم موعتات المغلقتة الفصل واليت  فيهتا ييحقتن خاصتية  ديد من مسلمات 

 غي  ميقاععتة اي تا. فت  هتذه الحالتة يستمى وحة وميقاععة لم موعات مفيالغي  

     لالف ا  العادس.لف ا  اليولولو ا
 (5.7) يع يق

),(   يقال للف ا  اليولولو  X   عادسأنه ف ا Normal  إذا وفقع إذا كانت 

ميقتتتتتتاععيين وغيتتتتتت   مغلقيتتتتتتين  لكتتتتتتل م متتتتتتوعيين 
21

, FF  فتتتتتت X (أس أن  


21

FF ) ، يو د م موعيان HG   لحي  يكون ,

 HGHFGF ,,
21

 

 

 

 

 

 

 

 

H G 
 (1.5شكل )

 (  1.55مثال )

},,},{},{},{{ نف أ أن babaX    يولولو   مع ق على الم موعة 

},,{ cbaX  . هل  الف ا ),( X .هو ف ا  عادس ؟ 

 الحل

),( الم موعات المغلقة ف  الف ا  اليولولو    X : ه  

1F 2F 
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}{},,{},,{,, ccacbX 

هو ف ا  عادس ،و لكنه ليس ف ا ا منيأماا ، حي  يو د وا ح أن هذا الف ا  

},{ م موعة مغلقة cb و نقعة},{ cba  ،و لكنه لا يو د م موعيان 

و الأخ ا  a ميقاععيين لحي  يحيوس إحداهما على النقعةوغي   مفيوحيان 

},{يحيوس على الم موعة المغلقة  cb. 

 (1.55مثال )

},,}{{ نف أ أن aX    يولولو   مع ق على الم موعة},,{ cbaX   

),( السهل الي كد من أنمن  X  0-هو ف ا  عادس و لكنه ليس ف اT. 

 (  1.51مثال )

},,},{},,{},,{},,{{ نفتت أ أن cbacbbabX    يولولتتو   معتت ق علتتى

},,,{الم موعتتتة  dcbaX   الف تتتا  . مووون ال وووأك الن أووو  مووون أن ),( X  هتتتو

 . 1T-. لكنه ليس منيأا ولا ف ا 0T-ف ا  عادس و ف ا 

 (  1.55مثال )

},,},{},{},,{},,{},,,{},,{{ نف أ أن dcbdcadcbabaX    يولولو   مع ق 

},,,{على الم موعة  dcbaX   . الف ا  من السهل الي كد من أن ),( X  

هو ف ا  عادس و منيأا و لكنه ليس ف ا 
1

T . 

هتتو ف تتا عتادس  تت و س أن كتل ف تتا  لعتد أن ع فنتتا أنته لتتيس متن ال


1

T  حالة كون الف ا  عادياا و، فإنه ف
1

T: فإن هذا يقودنا لليع يق اليال ، 

 (  5.8) يع يق

ف ا  عادسه أنه ف ا ه يُقال ل
4

T  ف ا إذا كان
1

T. 
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 (1.55مثال )

),(كل ف ا   منفصل  DX   هو ف ا– 
4

T. 

 (  1.55) نأ ية

 – كل ف ا 
4

T   هو ف ا– 
3

T. 

 الل هان 

),( أننفتتت أ  X  هتتتو ف تتتا -
4

T .نفتتت أ أن XxوXF    م موعتتتة

- من ش ع كون الف ا . Fx لحي  أن مغلقة
1

T ، فإن }{x م موعة مغلقتة 

),(لكتتتتون الف تتتتا   و ،}{Fx و X  عاديتتتتاا فإنتتتته يو تتتتد م موعيتتتتان

HFGxx لحيتتت  يكتتتون ,HG مفيوحيتتتان وغيتتت  ميقتتتاععيين  و  }{,
),( عليه فإن X  ف ا ف ا  منيأا و من ثا يكون  هو -

3
T.■ 

يستتمى  -المثتتال اليتتال  لف تتا   .عكتتس هتتذه النأ يتتة لتتيس صتتحيحاا دائمتتا

الف تا   هتذا – (Niemytzki plane) أو ف تا  نيميزكت  (Moore)ف تا  متوو  

هتتو ف تتا 
3

T ولتتيس 
4

T. كمتتا إنتته يصتتلح أن يكتتون مثتتالاا لف تتا  منتتيأا و
2

T 

 ولكنه ليس عاديا.

 ( Niemytzki plane مسيوس نيميزك )( 1.51) مثال

 نف أ الم موعات اليالية:

 }0:),{()1( 2  yRyxX  

}0:),{()2( 2  yRyxX
u

  

}:)0,{()3( RxxT  
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نف أ أن 
u
 اليولولو    الاقليدس )الاعييادس(  على

u
X   المولد لالأق ا

 المفيوحة 

})()(:),{(),( 2

12

2

1222
  yyxxXyxxD

u
 

حي  أن 
u

Xyxx  ),(
11

على  *.نع ق اليولولو  0و

TXX
u
   لإ افة الم موعات الي  من النوDp }{    إلى اليولولو

u
 حي  أن ،Tp وD  ه  ق   مفيوح ف

u
X   و يمس المحوT  عند

م موعة مفيوحة لالنسلة  XGلف أ أن . ((1.5))انأ  الشكل pالنقعة 

Gxxx، ونف أ أن Xلليولولو   الاقليدس على   ),(
21

. فإذا كانت 

u
Xx.فإنه يو د  وا  مفيوح لهذه النقعة ، 

 

 (1.5شكل )

),(،فإنه يو د الق   المفيوح Txوإذا كانت 
2
xD  م كزه النقعة

)0,(
1

xx  لحي  أنGXxD ),(
2
  ولذا يمكن إي اد ق   مفيوح آخ .

)),,((
441

* xD  ولحي  أنu
XxD )),,((

441

* 

 ويمس محو  السينات 

 )كما ف  الشكل اليال ( 
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 (1.1شكل )

Txx ف  حالة  )0,(
1

}{)),,(()),,(( ن د أن 
421441
 xxDxDx  

),(إثلات أن الف ا  أولاا:  *X نخيا  النقعيين هاوسدو ق،  هو ف ا

),( المخيلفيين
21

aaa  و),(
21

bbb    فX ن:لحي  أ 

0)()(),( 2

22

2

11
 ababbad 

 ليكن 










0)),,((}{

0)),,((

2441

2221

),( 21 xifxDx

xifxxD
O

xx 



 

حالة ف  
u

Xba , : فإن 

  )),,(()),,((
221221

bbDaaDOO
ba 

و Tbحالة ف  
u

Xa :فإن ، 

  ))),,((}({)),,((
441221

bDbaaDOO
ba

  

uحالة ف  لالمثل 
Xb وTa أو أن ،Tba ,  ميد الحالات ن د . ف 

أن 
ba

OO أن  مما يعن),( *X .هو ف ا  هاوسدو ق 

),(ثلات أن إثانياا:  *X ا، نف أ أن منيأF   م موعة مغلقة ف),( *X 

Xbaaوأن   ),(
Fbaaلحي  أن  11  ),(

11
.  

أس أن  Taإذا كانت 
u

Xa،  نف أ أن),( TFad   فإنه يو د 
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 م موعيين مفيوحيين 

})),,((:),{(),,(
21212

  axxdXxxHaDG 

HFو  Gaلحي  أن  و HG . 

، فإنه aم موعة مفيوحة يحوس النقعة cFلما أن  .Taأما ف  حالة أن 

cFaDaلحي  أن 0يو د   )),0,(()}0,{(
11

: إذاا. 

(i)   VaD
c

)),,((
221
 ة يحوس مفيوحم موعةF 

(ii)   UaD )),,((
221
  م موعة مفيوحة يحوسa  

 .VUو اي اا 

 . ليس عادياا  أثلات أن هذا الف ا ثالثاا: 

)},0(:{نخيا  الم موعيين   QaaA  0(:{و,{( QRaaB  هايين. 

ميقاععيين و نفس الوقت لا نسيعيد اي اد وغي   الم موعيين مغلقيين 

 Aميقاععيين لحي  أن أحداهما يحوس الم موعة وغي   م موعيين مفيوحيين 

  .Bالثانية يحوس الم موعة و

 (  1.51نأ ية )

),( اليولولو ىالف ا   X  لأس كان اا إذا وفقع إذا عادي ف ا ا يكون 

XF  م موعة مغلقة   ولكل م موعة مفيوحة G  لحي  أنGF  فإنه 

  لحي  أن : H يو د م موعة مفيوحة

.GHHF  

 لل هان ا

),( أولاا : نف أ أن X   وأن عادسف اF  م موعة مغلقة فX  وأنG  

 م موعة مغلقة وأنcG الم موعة .لحي  أن  م موعة مفيوحة  cGF 
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  ميقاععيينوغي   فإنه يو د م موعيان مفيوحيان  ،من ش ع كون الف ا  عادياا 

WH WGHFلحي  أن  , c  cWH فإن، WH  لما أن. ,  

 ومن ثا فإن : 

GWHF c  

  مغلقة فإن : cW ولما أن

GWHHF c  

 وهذا هو المعلوب أولاا.

و أن ثانيا : نف أ أن الش ع ميحقن
21

, FF  وغي   م موعيان مغلقيان 

cFF ميقاععيين، و من ثا يكون
21

 حي  أن cF
2

 م موعة مفيوحة.

  لحي  أن : H م موعة مفيوحةيحقن الش ع،  فإنه يو د  لمو بو 
cFHHF

21
 

HXG  لاخييا   فإن ،GH  م موعيان مفيوحيان يحققان ,

 GHGFHF ,,
21

 

),( وهذا هو إثلات أن. X   عادسف ا.■ 

 (1.54) نأ ية

 خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   عادياا  ه  خاصية يولولو ية.

 الل هان  

),( نف أ  أن الف ا  اليولولو   X هو ف ا  عادس ،  أن الدالة  

),(),(:  YXf  
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),( يولولو ية و المعلوب إثلات أن  الف ا   Y   عادياا.ف ا ا 

 نف أ أن
1

F و
2

F  ميقاععيين  ف  وغي   م موعيان  مغلقيانY   ،لما أن  

:),(),( الدالة  YXf  و مسيم ة فإن  يقالل)(,)(
2

1

1

1 FfFf   

),( و لما أن الف ا . X ف  ميقاععيينوغي   م موعيان مغلقيان   X  هو 

  لحي  يكون : ,HGيو د م موعيان مفيوحيان  هنإف،   عادس ف ا 

  HGHFfGFf ,)(,)(
2

1

1

1. 

:),(),( و لما أن الدالة   YXf  مفيوحة ، فإن )(,)( HfGf 
 مفيوحيان و يحققان أنم موعيان 

)(),(
21

HfFGfF  

 و حي  أن

  )()()()( fHGfHfGf 

),(اا إذ Y   عادس هو ف ا .■ 

  (1.5نيي ة )

 ه  خاصية يولولو ية. 4T-خاصية كون الف ا 

 ملاحأة:

),( كتون الف تا  اليولولتو  إثلات أن خاصية  ا سلن اسيععنامفي X  ف تا-

iT ،3,2,1,0 ي  أنحi،  ه  خاصية و اثية ، ولكن المثال 

 .4T-من ثا الف ا صحيحاا ف  حالة الف ا  العادس و اليال  يو ح أن هذا ليس
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 (1.54)مثال 

},,},{},,{},,{},,{{ نف أ أن cbacbbabX      مع ق علىيولولو 

},,,{ الم موعة  dcbaX   . وا ح أن  الف ا),( X  هو ف ا  عادس 

 ه Xذل  لأن عائلة الم موعات المغلقة ف  و 

}}{},,{},,{},,,{,,{ ddadcdcaXc   

),(  علييين غي  ميقاععيين ، و لذا فإنولا يو د أس م موعيين مغلقيين ف X  
},,{ ف ا  عادس لعدا و ود ما يمند ذل . و لف أ أن cbaA م موعة  

 وأن  زئية 
 }},{},,{},{,,{ cbbabA

A
  

),(وأن ، A نسل  على الم موعةيولولو   
A

A  ف ا   زئ  من ),( X . 

),( الف ا  من أنلال غا  X  ف ا ا عاديا، إلا أن الف ا  ال زئ ),(
A

A  

 ليس عادياا ، وذل  يي ح مما يل :
),( الف ا  ال زئ الم موعات المغلقة ف  

A
A  : ه 

}{},{},,{,, accaA 

},{}{ هما غي  ميقاععيينمغلقيان ويو د م موعيان  نلاحأ أنه ac،  و لا يمكن 

),(ميقتتاععيين فتت  الف تتا  ال زئتت  وغيتت   إي تتاد م موعيتتان مفيوحيتتان 
A

A  ،

 يحيوس الأخ ا على الم موعةو، a}{ لحي  يحيوس إحداهما الم موعة المغلقة

 حي  لا يو د سوا، c}{ المغلقة
A

ba },{ و
A

cb },{   أنلحي 
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},{}{ cbc ،},{}{ baa  
لكن و }{},{},{ bcbbaف ا ا  ذل  فإن خاصية كون الف ا  علىو

 عادياا ليست خاصية و اثية.

 (1.55)نأ ية 

 عادياا.ف ا ا   المغلن من ف ا  عادس يكون الف ا  ال زئ

 الل هان

),( نف أ أن
A

A  ف ا   زئ  مغلن من الف ا  العادس ),( X ،نف أو  

أن 
21

, BB  م موعيان مغلقيان لالنسلة لليولولو   النسل
A

 غي  و 

 ميقاععيين .فإنه يو د م موعيان
21

, FF  مغلقيان فX غي  ميقاععيينو  

  لحي  يكون

11
FAB  و

22
FAB  

فإن الم موعيان  ، X مغلقة ف  A  أن الم موعة لما
21

, BB مغلقيان 

),( لمو ب كون الف ا وغي  ميقاععيين ،و X ف  لالنسلة لليولولو   X

لحي   ,HG غي  ميقاععيينوعادياا، فإنه يو د م موعيان مفيوحيان 

  يكون
HBGB 

21
, 

من ثا فإن و  

HAHBGAHB 
2211

, 

 الف ا  ال زئ  يي ح لنا أنمن يع يق 
A

HH 
21

 أن و ,
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  AHGAHAGAHH )()()(
21

 

),( على ذل  فإنو
A

A  .ف ا  عادس■ 

 (:1.55نأ ية )

 كل ف ا  يولولو   قالل لليمي  هو ف ا  عادس.

 الل هان.

),( نف أ أن X   النسلة لدالة المسافة لف ا  قالل لليميd.  نف أ أن 

XBA ,لحي  أن م موعيين مغلقيينBA لكل نقعة . Aa  نخيا 

 
a
 لحي  أن BaB

ad
نخيا   Bbلكل نقعة  . لالمثل),(

b
  لحي 

أن   AbB
bd
),(. 

 لاخييا  

),(,),( 22
ab aBGbBH

dAadBb




 

HBGAأن م موعة مفيوحة و Hو  Gنلاحأ أن  كل من   ييلقى لنا  .,

، HG ذل  نف أ العكس أس أنلاثلات .  HGالآن اثلات أن 

HGpلذا يو د عنص   ف  هذه الحالة و 

),(),( 22
ab aBbBp

dd


 

),(هذا يقي   أن  2
aaBp

d


 و),(

2
bbBp

d


 2من ثا يكون و),( apad


  

),(2و bbpd


 ليعلين الخاصية المثلثية ن د أن . 

22),(),(),( babpdpadbad


 

فإذا كانت 
ba
  فإن ،

b
bad ),( من ثاو ),( 2

bbBa
d


 هذا ييعا أ و

مد الف أ ل ن   AbB
bd
لالمثل إذا كانت  . و),(

ab
  فإن ،
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a
bad ),( من ثا و),(

2
bbBb

d


 هذا ييعا أ مد الف أ ل ن و

 BaB
ad
 ■.HG. إذاا ),(

 Urysohn`s Lemma سون(ييو  يمهيدية  ) (1.55) نأ ية 

),(لف أ أن  X  أن وعادياا  ف ا اBA,  وغي م موعيين مغلقيين 

 ةميصل فإنه يو د دالة، X ف  ميقاععيين

]1,0[: Xf 

)(0لحي  يكون  Bf  1و)( Af. 

 الل هان

),(أن   نف أ X   وأن  عادسف اBA, لحي  أن م موعيين مغلقيين  

BA .لما أن BA فإنcBAو cBU1. 

يمكن إي اد م موعة مفيوحة  (1.51) لاسيخداا نأ ية
0

U  لحي  أن

100
UUUA  فيكون لدينا  .

0
UA  و

10
UU . 

 لالنسلة للم موعيين (1.51) لاسيخداا نأ ية
10

UU    يمكن إي اد م موعة

مفيوحة 
2
1U  لحي  أن

10
2
1

2
1 UUUU  .  فيكون لدينا

100
2
1

2
1 UUUUUA  . 

لالنسلة للم موعيين    (1.51) لاسيخداا نأ ية
2
10 UU   يمكن إي اد

م موعة مفيوحة 
3
1U  لحي  أن 

)1...(....................
2
1

3
1

3
10

UUUU . 
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لالنسلة للم موعيين   (1.51) لاسيخداا نأ ية
1

2
1 UU   مفيوحة يمكن إي اد

3
2U حي  أن ل 

)2...(....................
1

3
2

3
2

2
1 UUUU  

 : ن د أن )2(و  )1(من 

10
3
2

3
2

2
1

2
1

3
1

3
1 UUUUUUUUA  

 حة ف  م ات نحصل على م موعات مفيوحة مو ليك ا  العملية لعدد من ال

 (.1.4)الشكل 

 

 (1.4شكل )

  (dyadic rational number) ك ا  هذه العملية ، لكل عدد كس س ثناوس يل

nمععى ف  الصو ة 

mt
2

  3,2,1...,)حي  أنn  2,1,...,12و  nm ) 

م موعة مفيوحة يمكن اي اد 
t

U  لحي  أن 

121 2213
1

1
UUUUUUAtt

tttt
 

:]1,0[الآن نع ق الدالة  Xf : كاليال 










}:sup{

0
)(

t

t

Uxt

Uxif
xf 
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 وأن  ]1,0[يقد ف  الفي ة المغلقة  xf)(يي ح من هذا اليع يق أن 

0)( Af  1و)( Bf. 

:]1,0[أن الدالة  لإكمال الل هان ييلقى اثلات Xf  الي  ميصلة. كل الفي ات 

]0,(ف  الصو ة  a  1[أو,(a ،10 حي  أن  a ، لالنسلة يشكل أساس  زئ 

1),1[ لذا يكف  اثلات أن كل من.  ]1,0[للف ا   af  1]0,(و af   م موعات

axfمن السهل اثلات أن  مفيوحة. )( إذا و فقع إذا كانتx  للعأ ينيم 
t

U  

at لكل  و من هذا ن د أن 

 
t

at
Uaxfxaf



  })(:{)),0([1 

axfلالمثل  و الي  ه  م موعة مفيوحة. )( إذا و فقع إذا كانتx  يقد

atللعأ  tU خا ج  أن ثا ن د من و 
c

t
at
Uaxfxaf )(})(:{])1,((1



  

 ■.الي  ه  م موعة مفيوحةو

 (1.55نأ ية )

),(لف أ أن  X  وأن عادياا  ف ا اBA,  وغي م موعيين مغلقيين 

  ةميصل فإنه يو د دالة، X ف  ميقاععيين

],[: baXf  

bBf لحي  يكون : )(  وaAf )(. 

 الل هان

baإذا كانت   سنحياج فقع ليع يق دالة لالصيغة ،axf )( لكلXx و

baالدالة ميصلة. سوق نفي أ أن  هذه  لف أ أن . 
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]1,0[: Xg 

agabf، فإن الدالة يو يسون  يمهيدية  لنفس ش وع   يحقن )(

 ■الخوا  المعلولة ف  هذه النأ ية.

كون يوريسون ي تمهيدية  وف نبرهن أن عكس في النظرية التالية س

 صحيحا  

 (1.55نأ ية )

),(لف أ أن  X   وغي م موعيين مغلقيين  لكل  يولولو   لحي  أنهف ا  

  ةميصل فإنه يو د دالة، X ف ,BA  ميقاععيين

]1,0[: Xf 

)(1 لحي  يكون  Bf  0و)( Af . فإن الف ا ),( X .ف ا  عادس 

 الل هان

  لحي  أن X ف  ميقاععيين وغي  م موعيين مغلقيين,BAنف أ أن 

}1{)( Bf  0{و{)( Af . 

 : الم موعيين 

}0:]1,0[{ 2
1 xxG 

}1:]1,0[{ 2
1  xxH 

:]1,0[ لما أن الدالة.  يينعميقاعغي   ]1,0[ مفيوحيين ف  Xf ميصلة ،

فإن  )(),( 11 HfGf مفيوحيين وو  )()( 11 HfGf  و اي ا 

)(1 GfA  
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)(1 HfB  

),(إذاا  X.ف ا  عادس■ 

الهامة ف  يي يب على يمهيدية يو يسون نأ ية من النأ يات 

اليولولو   الي  يخل نا عن الأ وق الي  يسمح ليوسيد دالة حقيقية ميصلة 

 .مع فة على ف ا   زئ  ليكون دالة ميصلة ومع فة على الف ا  الكل 

 (Tietze extension theoremيييز  )نأ ية  (1.51نأ ية )

),(لف أ أن  X   عادس ف ا،A   م موعة  زئية مغلقة فX:    

(i)       لكل دالة ميصلة],[: baAf  منAإلى الفي ة المغلقة],[ ba منR ،

:],[يو د دالة ميصلة و موسعة  baXg  . 

(ii)   لكل دالة ميصلةRAf :  يو د دالة ميصلة و موسعة،RXg :                                                                                                  

 الل هان

ba. إذا كانت i)(سوق نكيف  لل هان الفق ة   فإنه من يعلين يمهيدية

baيو يسون ييحقن النأ ية. لذل  سنف أ أن    و أن],[ ba  ه  أصغ

)(],[في ة مغلقة لحي  أن   baAf ( يسمح لنا 1.55. اسلوب ل هان نأ ية )

ليع يق الدالة .سوق نلدأ 1bو 1aأن  لاخييا  الف أ
0

f  ليكون ه

:]1,1[. أس أن fالدالة
0

Af: نع ق الم موعيين ال زئييين . 

AxfxA  })(:{
3
1

00 

AxfxB  })(:{
3
1

00 

الم موعيان 
00

, AB  مغلقيان فA خالييين . و هما وغي   وغي  ميقاععيين

( على الم موعيين 1.55)مغلقة. ليعلين نأ ية Aلأن Xأي اا مغلقيان ف  

ين يقالمغل
00

, AB فيمكن إي اد دالة ميصلة],[:
3
1

3
1

0
Xg أن  لحي 
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3
1

00
)( Ag ، 

3
1

00
)( Bg.  

من السهل ملاحأة أن 
3
2

00
)()(  agaf  لكلAa . فإذا كانت 

AxfxA  )}()(:{
3
2

3
1

11
 

AxfxB  )}()(:{
3
2

3
1

11
 

( على الم موعيين المغلقيين 1.55ليعلين نأ ية )
11

, AB فيمكن إي اد دالة 

:]),()[(ميصلة 
3
2

3
1

3
2

3
1

1
Xg لحي  أن

9
2

11
)( Agو

9
2

11
)( Bg . 

نع ق الدالة    ا ات ليعلين نفس الإ
2

f وعة المغلقة معلى المA لالصيغة 

],[:)(
9
4

9
4

100112
 Aggfgff 

2و من ثا نلاحأ أن

3
2

2
)()( af . 

 ميصلةال الومييالية من الد  ا ات السالقة، نحصل على نفس الإ ليك ا 

  ])(,)([:
3
2

3
2 nn

n
Af  

nأن  لحي  

n
af )()(

3
2  لكلAa.  ومن ثا يمكن اي اد مييالية من الدوال

 الميصلة 

]))((,))(([:
3
2

3
1

3
2

3
1 nn

n
Xg  

nلحي   أن 

n
xg ))(()(

3
2

3
1  لكلXx مد الاعيلا   ل ن ،

)...(
1100 


nn

gggff . 

 الآن نع ق 

)()(
1

xgxg
n

n




 لكلXx . 

)()(يمكن للقا ئ ملاحأة أن الميسلسلة اللانهائية 
1

xgxg
n

n




   أنها يقا لية

وذل  لاسيخداا أخيلا  المقا نة ) ي كد من ذل ؟( مد الميسلسلة الهندسية 
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1

1

3
2

3
1 )(

n

n الي  ييقا ب من  الواحد الصحيح. لذا نسيعيد القول ل ن و

)()(
1

xgxg
n

n




   ييقا ب لانيأاا فX   إلى دالة حقيقية محدودة*f لحي  أن 

1)(* xf نه لما أن أ. يمكن يلخي  هذا الل هان لملاحأةn

n
xf )()(

3
2 

)()(و
1

xgxg
n

n




   ييقا ب لانيأاا فA   إلىff 
0

ffو من ثا فإن *  ف 

A وg  يوسيد ميصل للدالةf  على الف ا  الكلX.■ 

 :ملاحأة

 هذه النأ ية قد يكون أحيانا غي  صحيحة لو يا اليغا   عن ش ع كون 

 مغلقة. هذا الأم  يي ح من المثال اليال : Aالم موعة 

   (1.55)مثال 

:]1,0[ و 1,0(A[، X]1,0[لف أ أن  Af  دالة علىA  مع فة

)()sin(لالصيغة  1
x

xf    1,0[. وا ح أن الف ا[X   عادس و أنA ليست

  .Xعلى كل دالة ميصلة ك fمغلقة و من ثا لا يمكن يمديد الدالة 

 (1.5) يما ين

},,,,{ لف أ أن (1 edcbaX    كون يولولو على X :لحي  يكون 

 ),( X . ف ا  منيأا 

 ),( X 1 ف ا  منيأا و ليسT. 

 ),( X .ف ا  عادس 

 ),( X 1 ف ا  عادس و ليسT. 
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},,,{أن  لف أ (2 dcbaX  .  كون يولولو على X :لحي  يكون 

 }{},{ ba و يكون الف ا),( X منيأماا  هو ف ا . 

 },{},,{ dcba و يكون الف ا),( X عاديا هو ف ا. 

  د مثال لف ا  يكون منيأا و ليس هاوسدو ق. (5

 كل ف ا  مي س هو ف ا  عادس.ل هن أن  (5

],(لتالفي ات Rاليولولو   المولد علتى  لف أ أن (1 ba حيت  أنRba ,

),(.لين أن  R .ف ا  عادس 

لين أس ف ا  (5
1

T . منيه هو ف ا  ميقعد 

),(ل هن أن الف ا  المي س   (5 2 dR  منيأا، حي  أن 

2

11

2

22
)()(),( bababad  

),(,),(لكل 
2121

bbbaaa   2فR. 

),(اثلت أن الف ا  اليولولو    (1 X  يكتون ف تا ا عاديتاا إذا و فقتع إذا كتان

XBAلحي   ,BAلكل يو د م موعيان مغلقيان  هنفإ
21

,FF   فت

X لحي  أنBFAF 
21

XFFلحي  أن  , 
21

. 

يو يستتون قتتد يكتتون غيتت  صتتحيحة لتتو  يتتة تتد متتثلاا يو تتح فيتته أن يمهيد (4

XBAيغا ينا عن ش ع كون الم موعيين   , .مغلقيين؟  

 

      Completely regular spaces المنيأمة يماماا الف ا ات  (1.5)

هتتذا الف تتا  كتتان متتن العليعتت  أن يكتتون مو تتد د استتيه لعتتد الف تتا  

يتا ا ا ته فت  هتذا المو تد ليستهل المنأا ولكن للاسيفادة من يمهيدية يو ستون 

 على القا ئ يخيل هذا الف ا  .
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 (5.9) يع يق

),( يُقال للف ا  اليولولو ى X  مغلقة م موعة لكل إذا كانمنيأا يماماا إنه 
XF  نقعة  ولكلXx لحي  يكون  Fx  ةدالة ميصلفإنه يو د 

]1,0[: Xf 0 لحي  يكون)( xf  1و)( Ff. 

 (5.10يع يق )

),( يقال للف ا  اليولولو   X ونوق كأنه ف ا  يي(Tychonoff Space)  

ف ا أو 
2

1
3

T ، إذا كان ف ا1T  و منيأا يماماا. 

 (1.55نأ ية )

 .هو ف ا  منيأا المنيأا يماماا الف ا  

 الل هان

),( لف أ ان X  ، وأن ف ا  ياا الانيأااXF  م موعة مغلقة لا 

),( لما أن الف ا . Xx حي  xيحيوس النقعة  X   فإنه منيأا يماماا ، 

:]1,0[ يو تتد دالتتة مستتيم ة Xf ،0 لحيتت  يكتتون)( xf1 و)( Ff .

 إذاا  .2Tهتتتو ف تتتا   ]1,0[ أس أن، 2T هتتتو ف تتتا Rو  ]R]1,0 ولكتتن

]0,,(),1[ميقتتاععيين  وغيتت يو تتد م موعيتتان مفيوحيتتان  2
1

2
1  HG .ن تتد أن 

HG  :]1,0[ لمتتتتتتتتتتتا أن الدالتتتتتتتتتتتة.1,0 Xf مستتتتتتتتتتتيم ة ، فتتتتتتتتتتتإن

)(,)( 11 HfGf  اي تتتتتاو ميقتتتتتاععيين  وغيتتتتت وعيتتتتتان مفيوحيتتتتتان م م

)(,)( 11 HfFGfx   ،و لذل  يكون),( X .ف ا ا منيأماا  
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 (1.55نأ ية )

 منيأا يماماا.عادس هو ف ا  كل ف ا  منيأا و

 الل هان

),( لف أ ان X  ، وأن ف ا ا منيأماا و عاديااXF   م موعة مغلقة لا 

),( لما أن الف ا . Xx حي  x وس النقعةيح X  منيأا ، فإنه يو د  

 لحي  يكون  ,HG م موعيان مفيوحيان 

 HGHFGx ,, 

cHEنعيل     يحقن م موعة مغلقة EF .لمو ب كون  

),( الف ا  X 1,0[ ف ا ا  عادياا ، فإنه يو د دالة مسيم ة[: Xf ، 

)(0,)(1 لحي  يكون  FfEf.(0,)(1 أس أن(  Ffxf

)(,)( 11 HfFGfx   ،و لذل  يكون  ),( X ياا الانيأاا. ■ 

 .منيأا يماماا (  Niemytzki plane مسيوس نيميزك )( 1.55) مثال

 الحل

),(نعيل  الف ا   *X ( 1.51كما و د ف  مثال. ) 

),(ثلات أن الف ا  لإ *X  الم موعة المغلقة  ، نخيا  منيأا يماماا هو ف اA

Abbbوالنقعة  ),(
u. إذا كانت  21

Xb  فإنه يو د  وا ،G  للنقعةb 

AXGلحي  أن   ال وا .G  مفيوح لالنسلة لكل من اليولولو   الاقليدس و

)(لذا فإن  *اليولولو    GX  مغلقة لالنسلة لليولولو   الاقليدس و لما أن

:]1,0[اليولولو   الاقليدس منيأا يماماا، فإنه يو د دالة منصلة  
u

Xf  لحي
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)(1أن  GXf 0و)( bf    وهذه الدالة ميصلة أي ا لالنسلة لليولولو* 

 ويحقن نفس الش وع السالقة.

),0(. أس أن Tbف  حالة أن 
1

bb  فإنه يو د ق   مفيوحD يمس الخعT

لحي  أن  bعند النقعة  AD   دعنا نفي أ أن نصق قع  هذا الق .

0 1,0[. نع ق الدالة[: Xfيحت الش وع: 

1)( xf  إذا كانت}{bDx  0و)( bfعند النقعة وDyx ),( نع ق 

الدالة لالصيغة 
y

ybx
yxf 2

))(( 22
1),(


 الدالة .f 1])0,((ميصلة لأن f  ه 

Dbالم موعة المفيوحة  }{حي  أنD  هو الق   المفيوح الذس نصق

لأن  وذل  bعند النقعة Tو يمس قع ه 

})()(:),{()),0([ 2222

1

1   ybxyxf1)),1([أي اا . و f  ه

DXالم موعة المفيوحة   1,0[. إذاا الدالة[: Xf ميصلة و يحقن أن

1)( Af0و)( bf ما يعن  أن),( *X   منيأا يماماا هو ف ا. 

 (1.51نأ ية )

 ه  خاصية و اثية.منيأا يماماا خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   

  هانلال

 )يي   للعالب كيم ين(

 (1.1نيي ة )

-خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   ف ا 
2

1
3

T .ه  خاصية و اثية 

 (1.54نأ ية )

 خاصية يولولو ية.ه  منيأا يماماا  خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   
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  هان لال

YXg نف أ أن : دالة يولولو ية من الف ا  ياا الانيأاا ),( X  الى 

),(الف ا  اليولولو    Y ،و المعلوب اثلات أن ),( Y  منيأا  هو ف ا

 يماماا .

y
. 

g 
x
. 

F  )(1 Fg  

),( Y  ),( X 

 (1.55شكل )

YFلاثلات ذل  نف أ أن    وأن م موعة مغلقةFy حي  أن Yy

1)( اا إذ. Fg   م موعة مغلقة فX 1)( وسو لا يح ygx . 

),(أن الف ا  لما X  1,0[ة ، فإنه يو د دالة ميصلمنيأا يماماا[: Xh ، 

)())((0 لحي  يكون 1   yghxh  1و))(( 1  Fgh .لما أن الدالة  

YXg : 

XYgدالة يولولو ية ، فإن    دالة اليحصيل ة و من ثا فإن دالة ميصل 1:

]1,0[:1   Yghf  ة و يحقن الآي :ميصل 

0))(()()( 11   yghyghyf   

1))(()()( 11   FghFghFf  

),(إذاا  Y   منيأا يماماا ف ا. 
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 (1.4نيي ة )

-خاصية أن يكون الف ا  اليولولو   ف ا 
2

1
3

T ه  خاصية يولولو ية 

 (1.54نأ ية )

- فتت  الف تتا 


2

1
3

T،إذا كتتان Xyx ,  لحيتت yx ، فإنتته يو تتد دائمتتاا دالتتة 

RXf حقيقية :لحي  يكون )()( yfxf  

 الل هان

),( لمو ب أن الف ا  X هو ف ا


2

1
3

T ، هو ف ا  إذاا1T ،و عليه فإن  

}{yوس النقعتتتةم موعتتتة مغلقتتتة لا يحتتت x ( أنأس }{yx)  و لمو تتتب كتتتون

),( الف ا  X  فإنه يو د دالتة مستيم ة منيأا يماماا ،RXf  ]1,0[:

)(0,)(})({1 يكون لحي   yfyfxfعليه و 

)()( فإن yfxf .■ 

 ,1T  العلاقة لين كتل الف تا اتنخيا هذا الفصل ليو يح 
3

T , 
2

T  , 
4

T 

  :  ن ملاحأيها من خلال المخعع الياليمك

 ةاليولولو ي اتالف ا                                        
اتالف ا 

0
T 

 1T -اتالف ا 
 2T- اتالف ا 
 3T -اتالف ا 

اتف ا ال
2
13

T 

اتف ا ال
4

T 

 ةالمي ي اتالف ا 



 مقدمة ف  اليولولو   العاا

714 

 

 

 (1.5) يمـا يـن

},,},{},{{ لتتتتتيكن -1 cbaX     مع فتتتتتة علتتتتتى الم موعتتتتتة يولولتتتتتو

},,{ cbaX .الف ا  هلف ),( X  أا عادس؟. منيأا 

)فك ة الحتل: عت ق يولولتو    عادياا. و ليس  لف ا  منيأا أعع مثالاا  -5

لحيت  يكتون عاديتاا و منيأمتاا معتا، ثتا اخيت  Xعلى م موعة  غيت  خاليتة 

عت ق عليهتا يولولتو   نستل  وAم موعة  زئيتة 
A

 فحينهتا يكتون ،

),(الف ا  ال زئ  
A

A .)ف ا ا منيأماا و ليس عاديا 

 .4Tيكون ف ا  3Tأعع مثالاا يو ح أنه ليس كل ف ا  -3

 ياا. عاديكون  عادسا  ال زئى المغلن من الف ا  الل هن أن الف  -5

 ةن ال تت و س أن يكتتون الصتتو ة الميصتتلأعتتع مثتتالاا يو تتح أنتته لتتيس متت -5
 .2Tف ا  ه   2Tللف ا 

 ل هن أن خاصية كون الف ا  ياا الانيأاا ه  خاصية و اثية. -5

 

      The Countability Axiomsمسلمات العد  (1.5)

 (5.11) يع يق

),(إذا كتتان   X   فتت ن عائلتتة الم موعتتات المفيوحتتة  ف تتا  يولولتتو
x

   اليتت

G إذا كان لكل م موعة مفيوحتةx يسمى اساس مو ع  عند xيحوس النقعة 

عنص يو د  xس يحو
x

B ف 
x

  لحي  يكونGBx
x
. 

 (5.22) مثال

},,},{},,{},,{{نف أ أن  cbabaaX   يولولو   مع ق على الم موعة 
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},,,{ dcbaX  فإن ، 

}},,{},,{},{{ cbabaa
a
 

}},{{ ba
b
 

}},,{{ cba
c
 

 (5.12يع يق )

),(يقال للف ا  اليولولو    X  أنه يحقن مسلمة العد الأولى إذا كان لكل نقعة 

x   فX .يو د اساس مو ع  قالل للعد 

 (1.55مثال )

),)((الف ا  اليولولو   القوس   XPX  يحقن مسلمة العد الأولى و ذل  لأنه 

 ينيم  لأس اساس على و  مفيوحة x}{فإن الم موعة Xف   xلكل نقعة  

  .x}{ وا ال يحوس xولهذا فإن أس  وا  للنقعة  XP)(اليولولو   

 (1.55مثال )

يحقتن مستلمة العتد الأولتى و ذلت  لأن عائلتة الفيتت ات   Rالف تا  المعيتاد علتى  

(:{المفيوحة 
1

,
1

{( Nn
n

x
n

xn

x
 لكتل  يمثل اساس مو ع  قالل للعتد

 .Rف   xنقعة 

 ملاحأة: 

عائلتة الكت ات  و   قالتل لليميت  يحقتن مستلمة العتد الأولتى لأنف تا  يولولتكل 

Nnnd
xB


)),(( لذا ستوق  .xعند النقعة  قالل للعديمثل أساس  xالي  م كزها  1

  ذك ت نأ ياتها مد ل اهين نلنأ يات اليالية لدون ل هان ليعالن  ل اهينقدا ا

 ف  الفصل الثال .
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 (1.55نأ ية )

),(ليكن   X النقعة و   يحقن مسلمة العد الأولى، فإن ف ا  يولولx   ينيم 

 من نقاع لية إذا و دت ميياإذا و فقع  XAللم موعة   Aإلى الانغلان 

 .xييقا ب إلى النقعة  Aالم موعة 

 الل هان

 ■.(5.55)أنأ  ل هان نأ ية  

 (1.55نأ ية )

),(ليكن   X  الدالة  يحقن مسلمة العد الأولى، فإن  اا يولولو ي ف ا ا 

),(),(:  YXf  

Xxة يتتليتتة يقا للكتتل مييا يكتتون ميصتتلة إذا و فقتتع إذا كتتان 
n
 ييقتتا ب متتن و

)(لية فإن المييا xالنقعة 
n

xf  ييقا ب من النقعة)(xf . 

 الل هان

 ■(.5.1)أنأ  ل هان نأ ية  

 (1.55نأ ية )

),(ف ا  يولولو  كل ف ا   زئ  من  X    يحقن مسلمة العد الأولى، فإنه 

 يحقن مسلمة العد الأولى. 

 الل هان

),(نفتت أ أن   X و   يحقتتن مستتلمة العتتد الأولتتى و نفتت أ أن لتتف تتا  يولو

),(
A

A   ف ا   زئ  منه. ليكنAa ، يكون عندئذ Xa و حي  أن  

),( X  يحقن مسلمة العد الأولى فإنه يو د عندa  قاعدة محلية قاللة للعد 
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Nnna
B


 }{  و عندئتذ يكتون}:{* NnAB

na
 استاس مو تع  قالتل 

للعتتتد لالنستتتلة لليولولتتتو   النستتتل   
A

 عنتتتد النقعتتتة a .أس أن ),(
A

A   يحقتتتن

 ■مسلمة العد الأولى.

 (5.13) يع يق

),(يقال للف ا  اليولولو    X  أنه يحقن مسلمة العد الثانية إذا كان 

 أساس قالل للعد. لليولولو   

 (1.51مثال )

),(لف ا  الاقليدس ا uR   الفي اتعائلة يحقن مسلمة العد الثانية، حي  أن: 

},:),{( Qbaba  

 . uالمعياد لليولولو    يشكل أساس قالل للعد

ة فهتتو يحقتتن مستتلمة العتتد  تتح أن كتتل ف تتا  يحقتتن مستتلمة العتتد الثانيتتيي

 لكن العكس ليس صحيح دائماا كما يي ح من المثال اليال :و الأولى 

 (1.55مثال )

),)((لف ا  الميقعد ا XPX  على م موعة غي  قاللة للعد لا يحقن مسلمة العد 

الثانية،  لكنه يحقتن مستلمة العتد الأولتى لأن الم موعتات أحاديتة العنصت  يشتكل 

  Xpلكتل  p}{غي  قاللة للعتد فتإن العائلتة X عالما أن. Xأساساا عند نقاع 

),)((عليه فإن  الف ا  غي  قاللة للعد و XPX  لا يحقن مسلمة العد الثانية لينما

 يحقن مسلمة العد الأولى.

 (1.55نأ ية )

),(ف ا  يولولو  كل ف ا   زئ  من  X    يحقن مسلمة العد الثانية، فإنه 

 يحقن مسلمة العد الثانية. 



 مقدمة ف  اليولولو   العاا

711 

 

 

 الل هان

),(نفتت أ أن   X  ف تتا  يولولتتو   يحقتتن مستتلمة العتتد الثانيتتة و نفتت أ أن

),(
A

A  .نفتت أ أن  ف تتا   زئتت  منتته}:{ NnB
n

 أستتاس قالتتل للعتتد 

}:{ العائلتتتتتة .لليولولتتتتتو    NnBA
nA

 هتتتتت  أستتتتتاس قالتتتتتل للعتتتتتد 

لليولولو   
A

  و عليه فإن),(
A

A  . يحقن مسلمة العد الثانية■ 

 (5.14يع يق )

),(يقتتال للف تتا  اليولولتتو    X نفصتتال أنتته قالتتل للا(separable)  إذا و تتدت

 و قاللة للعد. Xم موعة كثيفة ف  

 (1.55مثال )

نفصال لينما الف ا  الميقعد قالل للايكون قالل للعد ميقعد كل ف ا  يولولو   

 نفصال.غي  قالل للايكون غي  القالل للعد وال

 (1.55نأ ية )

 نفصال.الثانية هو قالل للا ن مسلمة العدكل ف ا  يحق

 الل هان

),(نف أ أن   X  أس أن له أساس ف ا  يولولو   يحقن مسلمة العد الثانية 

}:{قالل للعد  و ليكن  NnB
n

 ،لكلNn  نخيا
nn

Ba   و نكون 

 على النحو اليال : Aالم موعة 

}:{ NnaA
n

 

  cApم موعة قاللة للعد ، و من ناحية أخ ا ن د أن أس نقعة Aوا ح أن 
 يحوس  G، حي  أن أس م موعة مفيوحة  Aنقعة نهاية للم موعة  ه 
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 ، حي   Apلأن  pغي  النقعة  Aسوق يحيوس على نقعة من  pالنقعة 

يو تتد عنصتت  متتن الأستتاس و لتتيكن 
0n

B لحيتت  يكتتون GBp
n


0
و لكتتن 

00 nn
BAa   لمو تتب يكتتتوينA عندئتتتذ يكتتتون ،XAAA   A، إذاا '

),(و قاللتتتة للعتتتد و متتتن ثتتتا يكتتتون الف تتتا   Xم موعتتتة كثيفتتتة فتتت   X  قالتتتل

 ■نفصال.للا

 مما سلن نسيعيد  سا الشكل اليو يح  اليال :

 

 قاللة للانفصالف ا ات  الف ا ات اليولولو ية

يحقن مسلمة ف ا ات  

 العد الأولى

يحقن مسلمة ف ا ات  

 العد الثانية

 

 (1.5) ـا يـنيم

لين أن كل ف ا  يولولو   يحقن مسلمة العد الثانية يحقتن مستلمة العتد   (5)

 والعكس ليس صحيحاا دائماا؟الأولى 

مستتتلمة العتتتد الأولتتتى هتتت  خاصتتتية الف تتتا  ل اصتتتية يحقيتتتن خلتت هن أن  (5)

 .و اثية

لتت هن أن خاصتتية يحقيتتن  الف تتا  لمستتلمة العتتد الأولتتى هتت  خاصتتية    (5)

 يولولو ية.

لتت هن أن خاصتتية يحقيتتن  الف تتا  لمستتلمة العتتد الثانيتتة هتت  خاصتتية   (5)

 و اثية.
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لتت هن أن خاصتتية يحقيتتن  الف تتا  لمستتلمة العتتد الثانيتتة هتت  خاصتتية    (1)

 يولولو ية.

قالتل للانفصتال يحقتن مستلمة العتد الأولتى  ولا يحقتن اعع مثال لف ا    (5)

 ؟ مسلمة العد الثانية

 ؟نفصال ه  خاصية يولولو ية.ل هن أن قاللية الا  (5)

 (؟1.55ل هن نأ ية )  (1)

 (؟.1.55ل هن نأ ية )  (4)

لتتت هن أن أس ف تتتا  يحقتتتن مستتتلمة العتتتد الثانيتتتة يكتتتون قالتتتل   (55)

 للانفصال؟

العتد الأولتى و لا  اعع مثال لف ا  قالل للانفصال يحقن مستلمة  (55)

 يحقن مسلمة العد الثانية؟

لين أن ف ا  المكملات المنيهية علتى م موعتة الأعتداد الحقيقيتة  (55)

 لا يحقن مسلمة العد الأولى.
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 دسالفصل السا
 
 
 
 التراص 
Compactness 

 

 
 مقدمة

 فيية توبولوجية لها دوراً فعالاً وبارزاً ليس يهذا الفصل خاص ندرس في 

التحكليل أيضاً وغيره من فروع الرياضيات  فيالفضاءات التوبولوجية فحكسب بل 

وضيي   فيييه وأول فاييرس سيياهمت لخاصييية هييص خاصييية التييراص المختلفييةه هييذه ا

بوريييل   – ةهييص نيرييية هاينييو فييتا المجييال لدراسييت   التييراص تعريييم مفهييو  

(Heine –Borel Theorem)  تحكليل الحكقيقص والتص تقرر الآتص ال فيالمعروفة: 

مييين خيييا ا عيييداد  -مغلقييية ومحكيييدودس  -مجموعييية جز يييية  Xإذا اانيييت  

والتيييص  R  يفيييالحكقيقيييية فيييعن أة عا لييية مييين المجموعيييات الجز يييية المفتوحكييية  

بحكيييأ أن اتحكيياد  Xفثميية عا ليية جز ييية منتهييية ميين  Xاتحكاداتهييا تحكتييوة علييص  

 أيضاهً  Xعناصرها يحكتوة علص 

دالية  بورييل هيذه لهيا نتيا ي اثييرس منهيا : أني  إذا اانيت ال –ونيرية هاين  

f لداليةصيل افحكين ذ ت ]1,0[علص الفترس المغلقة   متصلةf  عيميص قيمتهيا ال إليص

],[صغرة علص الفترس المغلقةإلص قيمتها الو baه 

],[الفترس المغلقة    ba اصة متص اانت محكدودس أيضاهً هيذا تسمص فترس متر

التعرييييم الخييياص بتيييراص الفتيييرات المغلقييية هيييل يماييين تعميمييي  إليييص جميييي  
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؟ه قبل الإجابة عن هذا السؤال يجب أن نعل  أني   المتريالفضاء  فيالمجموعات 

متراصية يجيب أن  – المتيريمين الفضياء  -  Aلاص تايون المجموعية الجز يية  

سب للاستخدا  مي  الفضياءات التعريم غير منا تاون مغلقة ومحكدودسه ولان هذا

وذلك لصيعوبة اسيتخدا  مفهيو  من الفضاءات المترية ا اثر تعميماً  توبولوجيةال

 المجموعات المحكدودسه

توجد اريقتان إحكداهما  المتريالفضاء  فيلتعريم المجموعة المتراصة  

دا  مفهو  وا خرة باستخ (Cluster points)باستخدا  مفهو  نقاا التجم   

ه الاريقتان متااف تان ولان توجد ثمة (Open covers)الغااءات المفتوحكة  

فروق بينهما ، فا ولص تمتاز بسهولة الاستيعاب وسهولة التابيق ولانها لا 

ه أما التعريم الثانص المتريتسما بتعميمها علص فضاءات أخرة سوة الفضاء 

فضلاً عن أن  يمتاز  المترياء حكالة الفض فيم  التعريم ا ول  أفهو يتااف

 هالمتريبعماانية تعميم  علص فضاءات أخرة أاثر تعميماً من الفضاء 

 

 Open covers  الغااءات المفتوحكة (1.6)

 (1.6تعريم ) 

),(مجموعييية جز يييية مييين الفضييياء التوبوليييوجي  A بفيييرن أن  X الغاييياء ه

}{هييو التجميي   A عييةالمفتييول للمجمو
i

GO   المفتوحكيية ميين المجموعييات
i

G 

  هأي أن Aوالتي اتحكادهيا يحكيوي المجموعية 
ii

GA  مين  الغاياء الجز ييه

}{الغااء المفتول  iGO  الجز يي  لتجمي ا هيو},...,,{
21 niii

GGG مين O  بحكييأ

},...{ أن
21 niii

GGGA ه  

 (  1.6مثال )

 وبفرن أن  العا لة ،A]5,0[ بفرن أن
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},...,:)1,1{(  nnnO للمجموعة غااء A  ه الغااء

هو أصغر غااء جز ي من  )}1,1,(2,0,()3,1,()4,2,()5,3,()6,4{(الجز ي

O يحكوي المجموعة A. 

   (1.6تعريم )  
),( بفيييييييرن أن  X يقيييييييال أن المجموعييييييية جز يييييييية   فضييييييياء توبوليييييييوجيه

XAيياً متراصة إذا اان ال غااء مفتول لهذه المجموعية يحكيوي غاياءً جز 

 منتهياهً 
 (  1.6مثال )

RA المجموعة   :العا لة   ن  بعختيار،  ليست متراصة)1,0(

}:)
1

,
2

1
{( Nn

nn
G 


 

  الغااء الجز ي للمجموعة إماانية وجود  لحكسابه  A للمجموعة مفتول غااءا

A الغااء و ليان من عناصر  نستبعد علص ا قل عنصر
1 1

( , )
4 2

نجد أن ، 

  عا لة الجز يةال
1 1 1 1 1

{( ,1),( , ),( , ),...}
3 5 3 6 4

  لا تاون غااء جز ي

A و ذلك لعد  وجود غااء للعنصر A للمجموعة
3

حكيأ  أن  1

...)
3

1
,

5

1
()1,

3

1
(

3

1
  

 يبقص عنصر بدون غااء ه  س نحكاول استبعاد أي فترس سومو هاذا في ال مر 
 (  1.6مثال )

RA المجموعة    ن  بعختيار العا لة :،  ليست متراصة]1,(
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),..}4,2(),3,1(),2,0{(G 

ولان هذا الغااء لا يحكتوي  يتاون من فترات مفتوحكةه A غااء للمجموعةا

ز ي من  و يمان ملاحكية ذلك  باستبعاد أي فترس من عناصر علص أي غااء ج

G  {...,(4,6),(2,4),(0,2)} أن العا لة نجد(1,3)فمثلاً لو استبعدنا   لا

]1,( تاون غااء جز ي للمجموعة A و ذلك لاون العنصر A2  بدون

 .A حكتوي علص أي غااء جز ي منت  للمجموعةيلا  G غااء وهذا يعني أن

 (  1.6مثال )

RA المجموعة  ن  بعختيار العا لة :،  ليست متراصة  

}:)2,{( ZnnnG  

RAغااء لمجموعة ا عداد الحكقيقية ا  و لانها لا تحكتوي علص أي غااء 

 Gجز ي منت ، حكيأ أن أي محكاولة لاستبعاد ولو عنصر واحكد من عناصر  
RAسوم يتسبب في عد  وجود غااء لعنصر من   ،  فعلص سبيل المثال لو ت

 لا يوجد ل  غااءه 3فعن العدد (2,4) استبعاد الفترس

  )نيرية اانتور للفترات المتداخلة( (1.6) نيرية
]},[:2,1...,{إذا اانت   nba nn  متتابعة من الفتيرات المغلقية و المتداخلية ، فيعن



 ],[1 nnn ba تقياا  هيذه فتيرات يتقيارب للصيفر فيعن اول هيذه اله و إذا اان

 الفترات يتاون علص وجة الدقة من نقاة واحكدسه

 البرهان

],[],[بما أن  11 nnnn baba   لال عدد صحكيا موجبnواليات ، فعن المت

}{ naو}{ nb  لنقاا الحكدود اليمنص و اليسرة للفترس],[ nn ba :لهما الخواص التالية 
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......)1( 21  naaa  

......)2( 21  nbbb  

 ال نقاة حكدية من جهة اليسار هص أقل من ال نقاة حكدية من جهة اليمينه)3(

هي أابر  dها أصغر حكد علوي لنقاا الحكدود من جهة اليسار و  cنفرن أن 

مضمون من خلال  ,dcحكد سفلي لنقاا الحكدود من جهة اليمينه وجود النقاتين 

 خاصية الحكدود العليا و الصغرةه

( نجد أن 6من الشرا )
n

bc   لالn  و من ث  ياونdc  ه بما أن 

nn
bdca   فعن],[],[ nn badc   لالn ه لذا فعن],[

1 nnn
ba


  

],[تحكوي الفترس المغلقة  dc و من ث  لا تاون خاليةه 

],[أخيراً إذا اانت المتتابعة 
nn

ba تتقارب إلص الصفر فعن  يجب أن تاون 

dc   و النقاةc دس للتقاا هيالنقاة الوحك■ 

 (  1.6) نيرية

 متراصة ]1,0[ الفترس المغلقة

 البرهان

لا يمان تغايتها  ]1,0[أفترن أن الفترس .]1,0[غااء مفتول للفترس  O نفرن أن

[الفتيرتين  إحكيدةفيعن ، Oبعدد منت  من عناصر الغااء 
2

1
,1[أو  ]0,

2

1
لا يماين  ]

],[ه نفتييرن أن  Oتغايتهييا بعييدد منتيي  ميين عناصيير الغايياء المفتييول  11 ba  هييو

 هOل  يغاص بعدد منت  من عناصر الغااء المفتول النصم الذي

],[ س الفارس علص الفترسبتابيق نف 11 ba الفترتين  فياون لدينا واحكدس من 

],
2

[ 1
11 b

ba 
[و  

2
,[ 11

1

ba
a


 الغااء يمان تغايتها بعدد منت  من عناصر لا 
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],[ه نفترن أن فتولالم 22 ba  هو أحكد النصفين],
2

[ 1
11 b

ba 
[و  

2
,[ 11

1

ba
a


اليذي  

لنحكصيل ه بتارار هذه العمليية  Oل  يغاص بعدد منت  من عناصر الغااء المفتول

]},[:2,1...,{علص متوالية من الفترات  المغلقة المتداخلة   nba nn و التيي تتمييز

ه باسييتخدا  Oبييأن اي منهييا لا يغاييص بعييدد منتيي  ميين عناصيير الغايياء المفتييول 

الاستقراء الرياضي نستاي  الحكصول علص ان 
nnn

ab
2

1
 ه لذا نستاي  القول

],[بأن أول اول الفترات  nn ba هتتقارب من الصفر 

ستخدا  نيرية الفترات المتداخلة لاانتور  نجد أن  توجيد نقاية  فيي تقياا  ايل با

],[هذه الفترات المتداخلةو لتان  nn bap  لايلn 1,0[ه بميا أن[p فعني  توجيد ،

OOفتييييرس مفتوحكيييية  1 1بحكيييييأ أنOp 0ه أي أن يوجييييد  بحكيييييأ ياييييون

1),( Opp  نفترن أن  هN  عدد صحكيا موجب بحكيأ أن
N2

1
ه بما 

],[ أن NN bap 1، فيعن),(],[ Oppbap nn    و هيذا معنيياه أني  يمايين

],[تغاييية   NN ba  بعنصيير ميين عناصيير الغايياء المفتييولO   و هييذا يتعييارن ميي

],[الفيرن بييأن  الفتييرس  NN ba  لا يماين تغايتهييا بغايياء جز يي منتيي  ميين الغايياء

و أن  ]1,0[ه هذا التعارن يبيين أني  يوجيد غاياء جز يي منتي  للفتيرس Oالمفتول 

 ■هذه الفترس متراصةه

 (1.6نيرية )

:),(),(لتان  YXf   يمن الفضاء التوبولوج متصلة دالة ),( X  إلص 

),( يلفضاء التوبولوجا Y .فعذا اانت XA يمجموعة متراصة فXفعن  

)(Af في  أيضا متراصة تاونY ه 
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 البرهان 

}:{  وأن X فييييمجموعييية متراصييية A نفيييرن  أن IiG
i

  غاييياء مفتيييول

)(}{أي أن ، Af)(للمجموعة 
ii

GAf  بما أن  

)()())(( 111

iiii
GfGfAffA    

}){( و علص ذلك فعن 1

i
Gf غااء مفتول للمجموعة A  و متصلة  ن الدالة 

}:{ IiG
i

 1)(  مجموعات مفتوحكة فمن ث  فعن

i
Gf   تاون مجموعات

}){( الغااء  مجموعة متراصة فعن A بما أن. iلال مفتوحكة 1

i
Gf  يحكتوي

  :وليان  منت غااء جز ص  علص 

)}(),...,(),({ 111

21 miii
GfGfGf  

  بحكيأ أن
)(...)()( 111

21 miii
GfGfGfA    

 وعلي  فعن : 

mm iiiiii
GGGGfGfGffAf   ...)](...)()([)(

2121

111

 ■ مجموعة متراصةهتاون   Af)( فعن ومن ث 

 (  1.6) مثال

],[الفترس المغلقة ، فعن م  التوبولوجي المعتادRفي المستوي   (6) ba  

 تحكت تأثير  ]1,0[صورس متصلة للفترس المتراصة  عتبارهابا ذلك متراصة و

  الدالة 

],[]1,0[: baf  

axabxfبالصورس  لمعرفةا  Rbaلال  )()( ,  0حكيأ أنaه 
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RRXفي المستوي   (6) فعن دا رس الوحكدس معتادال م  التوبولوجي ، 

}1:),{( 22  yxXyxC 

]2,0[تعتبر مجموعة متراصة لاونها صورس مستمرس للمجموعة المتراصة   

)sin,(cos)(المعرفة بالصورس تحكت تأثير الدالة  tttf ه 

 

هل المجموعة الجز ية من الفضاء المتراص تاون أيضيا مجموعية الآن   

فنلاحكي أن الفتيرس  مثلة السابقةمتراصة ؟ه للإجابة علص هذا السؤال نرج  إلص ا 

 –تايون متراصية )نيريية هياين  R  مين خيا ا عيداد ]1,0[  والمغلقة المحكدودس

ليست متراصة م  اونها مجموعة   )1,0(   حكين أن الفترس المفتوحكة فيبوريل(ه 

لهييذا فعنيي  ليييس ميين الضييرورة أن تاييون . ]1,0[  جز ييية ميين الفتييرس المتراصيية

المتراص هص مجموعة متراصةه أما شرا تحكقيق  من الفضاءالمجموعة الجز ية 

  تراص المجموعة الجز ية من الفضاء المتراص يبدو من خلال النيرية التالية :
 (1.6نيرية )

  متراصةه اً هي أيضمتراص الفضاء ال منمغلقة الجز ية المجموعة ال
 البرهان 

),( الفضاء المتيراص مجموعة جز ية مغلقة من A نفرن أن X بفيرن أنو  

}{
i

G  ًمفتوحكييياً للمجموعييية المغلقييية غاييياء A .أن يأ
i

i
GA .عند يييذ يايييون 

c

i
i

AGX  c  مجموعة مفتوحكة فعن cA  وبما أن، }{

i
AG }{  هو غااء 

),( بما أن الفضاء. Xللمجموعة مفتول X  متراص فعن  يوجد غااء جز ص 

 وليان:منت  
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},,...,,{
21

c

iii
AGGG

m
 

 بحكيأ أن : 

c

iii
AGGGX

m
 ...

21
 

cAAX  بما أن : فعن 
c

iii

c AGGGAAX
m
 ...

21
 

 ومن ث  فعن : 

miii
GGGA  ...

21
 

}{  وذليييك معنييياه أن أة غاييياء مفتيييول
i

G  للمجموعيييةA  يحكتيييوة عليييص

},,...,{ منت  يغااء جز 
21 miii

GGG وذلك هو إثبات أن A مجموعة متراصةه 

 

عة الجز ية المغلقة من الفضاء المتراص تاون بعد أن عرفنا أن المجمو

 دا ماً متراصة، ولان رب سا ل قد يسأل هل ال مجموعة جز ية متراصة هي 

، أو بمعنص آخر هل عاس النيرية السابقة صحكيا  ؟بالضرورس مجموعة مغلقة

 دا ماهً المثال التالي يبن أن ذلك ليس بالضرورس أن ياون صحكيحكاً دا ماهً

 (1.1مثال )

},,},{},,{},,{{ رن أنبف cbacbaX  علص المجموعة الغير  توبولوجي

},,,{خالية dcbaX  .بفرن أنXbaA   A واضا أن المجموعة .},{

}},{},,{},,{{لعا لةا ولانليست مغلقة  cbacba مفتول للمجموعة تاون غااء 

A من ث  باستبعاد أي عنصر من عناصر الغااء المفتول نحكصل علص ، و

 .متراصة و لانها ليست مغلقة A المجموعة إذاً غااء جز ي منت  ه
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   (Finite Intersection Property) خاصية التقاا  المنت ) (1.6تعريم )

}{ المجموعاتعـا لة  إن يقال  
i

G   إذا اان تقاا    تحكقق خاصة التقاا  المنت

},,...,{  عا لة جز ية منتهية أي
21 miii

AAA أة أن : خالية، هو مجموعة غير 


miii

AAA ...
21

 ه

 (  1.6مثال )

  لةالعا      ,...,0,,0,1,0 3

1

2

تقاا   ن  التقاا  المنت  وذلك تحكقق خاصية  1

 أي عا لة جز ية منتهية        
m

1

3

1

2

1  هو مجموعة غير خالية  0,1,0,,0,,...,0,
  ن

           bm ,0,0...,0,01,0 1

3

1

2

1 

 حكيأ أن 
mb 1

3

1

2

1 ,...,,,1min. 

 (  1.6مثال )

]},2[:{ العا لة Znnn   ليس لها خاصية التقاا  المنت ، فعلص سبيل 

المثال ]7,5[]4,2[. 

ين مفهييو  وبيي  اصيية التقيياا  المنتييقيية بييين مفهييو  خالعلاعيين  الآن نسييأل أنفسيينا

 النيرية التالية :   فيتها غه هذه العلاقة يمان صياالتراص 

 (  1.6نيرية )

),( يالفضاء التوبولوج X لال عا لة  متراصاً إذا وفقا إذا اان ياون 

Iii
F


من المجموعات المغلقة لها خاصية التقاا  المنت  فعن }{


i

Ii
Fه  

 البرهان 

),(  نفرن أن X فضاء متراص وأن  
Iii

F


  عا لة من المجموعات المغلقة }{
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 خاصية التقاا  المنت  و المالوب إثبات أن لها التي


i
Ii
F  . جدلاً  نفترن  

أن 


i
Ii
F ،مورجانياستخدا   قانون دفب  De  Morgan نحكصل علص أن 

 XFXF
c

i
Ii

cc

i
Ii




)( 

  العا لة و بذلك تاون  
Ii

c

i
F


),(  مفتوحكاً للفضاء المتراص غااءً   }{ X 

},,...,{  منت جز ي غااء  فعن  يوجد علي و
21

c

i

c

i

c

i m
FFF : بحكيأ أن 

}...{
21

c

i

c

i

c

i m
FFFX   

 وأيضا باستخدا  قانون دة مورجان فعن :

mm iii

cc

i

c

i

c

i

c FFFFFFX  ...)...(
2121

 

  وعلي  فعن
Iii

F


و هيذا يتنياقن مي  الفيرن   تحكقق خاصة التقياا  المنتي  لا }{

 إذاً . خاصية التقاا  المنت   بأن العا لة تحكقق


i
Ii
Fه 

),(الفضاء  لاثبات الاتجاه المعااس نفرن أن X إذاً يوجد  غير متراص 

غااء مفتول 
Iii

G


 و هذا الغااء لا يحكوي  Xجموعات المفتوحكة في ممن ال }{

فعن عا لة المجموعات المغلقة  منتهياه غااءً 
Ii

c

i
G


 لها خاصية التقاا  المنت   }{

يقتضي أن  و هذا


c

i
Ii
G وهذا يعني أن عا لة المجموعات المغلقة  

Ii

c

ii
GF


  ■تحكقق خاصية التقاا  المنت ه لا }{

 )نيرية القيمة العيمص و الصغرة(( 1.1نيرية )

RXf بفرن : من الفضاء المتراص دالة متصلة ),( Xجموعة م إلص 

Xdc فعن  يوجد، Rالاعداد الحكقيقية  , بحكيأ أن )()()( dfxfcf   

 ه Xxلال 
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 البرهان 

),(بما أن  X فضاء متراص وأن  RXf : دالة متصلة فعن AXf )( 
  Aاثبات أن فهي مغلقةه سوم نحكاول و من ث   Rفي  مجموعة  متراصة

 و من ث  نحكصل علص أن  mو العنصر أصغر  Mتحكوي  العنصر  ابر 

)(cfm   و)(dfM   ي نقاتين Xdc , ه 

 لا تحكوي  عنصر أابر، فعن العا لة Aاولاً إذا اانت 

}:),{( Aaa  

 ، و من ث  يوجد غااء منت   Aتشال غااء مفتول للمجموعة المتراصة 

)}.,(),,...,(),{(و ليان  Aللمجموعة
21 n

aaa  فعذا اان ه
i

a  هو 

أابر عنصر في العناصر  
n

aaa ,...,,
21

),(، فعن 
1

i

n

i
i

ana 


 تناقن و هذا  

).(),(...),( ن  
21 n

aaaA ه 

 هMتحكوي أابر عناصرها و هو  Aإذاً 

 ■هmتحكوي أصغر عناصرها و ليان  Aبالمثل يمان اثبات أن 

 

  و مسلمات ا نفصالالتراص  (1.6)

 Compactness and Separation Axioms 

فيميا يليي سييوم نقيو  بدراسيية العلاقية بيين مفهييومي التيراص و مسييلمات 

اصيية ايون الفضياء هاوسيدورم عليص المجموعيات و سنعرم دور خ الانفصال

 والفضاءات المتراصة ه

 (  1.6نيرية )

),( الفضاء التوبولوجص فيمجموعة  متراصة  A لتان X .فعذا اان  
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),(الفضاء X 2 هو فضاءT  فعن:  
  HGHAGxHGAxXx ,,:,,,. 

 البرهان 

 Ay ي عنصر آخر .Axو أن متراصةمجموعـة  XA نفرن أن

yx فعن بموجب أن الفضاء و ),( X 2هو فضاءT   ، فعن  توجد

yy تان مفتوحكتانمجموع HG yyyy بحكيأ ياون , HGHyGx  ,, . 

}:{  فيييعن العا ليييةAy  بميييا أن AyH
y

  ًمفتوحكييياً للمجموعييية  تؤليييم غاييياء

  ولييييان A منتييي  للمجموعييية جز يييي ومييين ثييي  فعنييي  يوجيييد غاييياء Aالمتراصييية
},...,,{

21 myyy
HHH ياون حكيأب  HHHHA

myyy
 ...

21
 

 

 

 

 

 

 

 

 (1.6شكل )

GGGGG  نفرن أن
myyy
 ...

21
 مجموعة  G فعن المجموعة 

 H  مفتوحكة  نها تقاا  عدد منت  من مجموعات مفتوحكة واذلك المجموعة
 : مجموعة مفتوحكة  نها اتحكاد لعدد منت  من مجموعات مفتوحكة أيضا وعلي  فعن 

3

2

1

y

y

y

G

x

G

G

 

3

2

1

y

y

y

H

H

H

 

3

2

1

y

y

y
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)...(
21 myyy

HHHGHG  

)(...)()(
21 myyy

HGHGHG  

■. 
 (  1.6) تيجةن

2T الفضاء فيمتراصة  جز يةال مجموعة    مجموعة مغلقةه هي 

 البرهان 

),( دورفيالهاوسييييي مجموعيييييـة جز ييييييـة مييييين الفضييييياء  A ليييييتان Xوليييييتان 

Xpنقايية بحكيييأ أن  Ap .بمييا أن ),( X 2هييو فضيياءT    بنيياءً فعنيي ،

  بحكيأ ياون ,HG مفتوحكتان  تان توجد مجموعفعن  ،  علص النيرية السابقة
 HGHAGp ,,. 

cAGpوهييذا يقتضييي أن   لاييلApو هييذا يعنييي أن p  نقايية داخلييية

جييوار لايل نقايية ميين cA نقايية اختيارييية، فيعن p بمييا أن النقاية cA للمجموعية

 ■نقااها و من ث  فهي مجموعة مفتوحكةه

 

قيد توجيد مجموعية  فعني ، 2T المثال التالي يوضا أن  إذا ل  ياين الفضياء

 مغلقةه غيرلانها و متراصة 

 (1.6مثال )

},,},{},,{},,{{ بفرن أن cbacbaX   علص المجموعة توبولوجي   

},,,{ dcbaX .نلاحكي أن الفضاء ),( X 2 ليسTتأاد من ذلك(ه( 

},{ المجموعة باختيار baA   حكيأ ولان نلاحكي أنها متراصة مغلقة  ليست ، 

 (ه؟)تأاد من ذلكااءً جز ياً منتهياً أن ال غااء مفتول لها يحكوي غ



 (حكاا التراص )الا – دسالفصل السا

122 

 

 

 (1.6نيرية )

XBA  بفرن أن ,الفضاء  و غير متقااعتين في  ن امتراصت  نامجموعت 

),( دورفيسهاوال X، و غير متقااعتينتوجد مجموعتان مفتوحكتان  ن  فع 

XHG , بحكيأ أن  HBGA   ه,

 البرهان : 

),(مجموعتان متراصتان في الفضاء الهاوسدورفي ,BAنفرن أن   Xحكيأب 

المجموعييييية بميييييا أن . Baنجيييييد أن  Aaلايييييل نقاييييية . BA  أن

Bالفضاءتراصة وأن م),( X ( 1.6نيريية )فعني  مين ، اوسدورمه هو فضاء

  مفتوحكتان د مجموعتان توج
aa

HG  بحكيأ أن : ,


aaaa

HGHBGa ,, 

},{وهذا يؤدة إلص أن AaG
a

 غااء مفتول للمجموعة المتراصة Aلي  و ع

  و ليان A غااء جز ي منت  للمجموعة فعن  يوجد
},...,,{

21 maaa
GGG 

 حكيأ أن 

}...{
21 maaa

GGGA  

 نفرن أن

}...{
21 maaa

HHHH  , }...{
21 maaa

GGGG   

 مجموعة مفتوحكة لاونها اتحكاد مجموعات  G أن ،GA ،HB يتضا  أن

 مجموعة مفتوحكة لاونها تقاا  عدد منت  من المجموعات  H اما أن ،مفتوحكة

   بحكيأ أن Hو G توجد المجموعتان المفتوحكتانإذاً  المفتوحكةه
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HBGA   ه,

HGGGHG
maaa
 )...(

21
 

)(...)()(
21

HGHGHG
maaa
 

.  ... 

 ■وهذا هو المالوب إثبات ه

 (1.6) نتيجة

 هيعاد فضاء هوهاوسدورم وال فضاء توبولوجص متراص 

 البرهان :

),( نفيييرن أن Xفضييياء متيييراص و 
2

T  ،بيييات أن والماليييوب أث),( X  هيييو

  عاديهلاثبيييات ذليييك نفيييرن ان فضييياء
1

F و
2

F  و غيييير ن ان مغلقتيييامجموعتييي

),(أن وجبه بممتقااعتين X فعن ال من،  فضاء متراص  
1

F و
2

F وعية مجم

  بمييا أن(. (6,4) ميين نيرييية) متراصيية
21

FF الفضيياء وجييب اييون وبم  

),( X فضيياء-
2

T   توجييد مجموعتييان مفتوحكتييان – ((6,8) ميين نيرييية) –فعنيي 

GH بحكيأ أن  , HGHFGF ,,
21

),(  وهذا هو إثبيات أن  X 

 ■.هو فضاء عادي

 (  1.6نيرية )

:),(),( الدالة المتصلة  YXf    من الفضاء المتراص),( X  
),(  يدورفسإلص الفضاء الهاو Yهمغلقة هي 

 البرهان 

:),(),(نفرن أن  YXf  من الفضاء المتراص متصلة ),( X  إلص 

),(  يالفضاء الهاوذدورف Y. نفرن أن XF  مجموعة مغلقة ، عند ذ  
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 نيرييييةو بموجيييب  ،) (1.6) نيرييييةانيييير  )تايييون هيييذه المجموعييية متراصييية 
هييييي  Fمتراصيييية للمجموعيييية ال Ff)( متصييييلةالصييييورس ال  أن نجييييد ((1.6))

),(بمييا أن . Yمجموعيية متراصيية فييي Y 2- هييو فضيياءT و)(Ff  مجموعيية

 الدالييييييية إذاً  (.(1.6) تيجيييييييةمجموعييييييية مغلقييييييية )ن Ff)( متراصييييييية ، فيييييييعن

),(),(:  YXf   همغلقة■ 

 (1.6) نتيجة

:),(),( دالة التقابل المتصلة  YXf   من الفضاء المتراص),( X  
),(  يدورفسإلص الفضاء الهاو Y  هتوبولوجيةهي دالة 

 تمرين محكلول

),(بفييرن أن  X وأن فضيياء تييا  الانتيييا  BA, مجموعتييان مغلقتييان و غييير

مجموعيية متراصيية فعنيي  توجييد داليية متصييلة Aمتقييااعتين ه بييين أنيي  إذا اانييت 

]1,0[: Xf  0{بحكيأ ياون{)( Af1{و{)( Bfه 

 الحكل

),(بما أن  X فضاء تا  الانتيا  وB  مجموعية مغلقية فييX ،  لايل نقاية فعني

a فيA ،حكيأ أن Ba  ، 1,0[يمان ايجاد دالة  متصيلة[: Xg
a

بحكييأ أن 

}1{)( Bg
a

)(}0{و  ag
a

نجيييييييييد أن  Baبحكييييييييييأ أن Aaه إذاً لايييييييييل 

)),0([
2

11
a

ga 1})1({و
a

gBمن ث  نجد أن و 

)),0([
2

11




a
Aa
gA 1})1({و




a
Aa
gB 

])0,((اصة ومجموعة متر Aبما أن 
2

11




a
Aa
gA،  فعن الغااء المفتول 

))},0([{
2

11

a
g ليانيحكوي غااءً منتهياً و 
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 )),0([)),...,,0([)),,0([
2

11

2

11

2

11

21



maaa
ggg 

ه أي أن Aللمجموعة المتراصة 

)),0([...)),0([)),0([
2

11

2

11

2

11

21

 
maaa

gggA  و من ث  ياون

})1({1

1






ia

m

i
gBصل علص أن ه لذا نحك 

),0[)(
2

1Ag
ia

)(),1[و 
2

1Bg
ia

 ه

نفرن أن 
ia

gh inf 1، فنجد أن)( Bh  و
2
1)( Ah 

:]1,0[بتعريم الدالة  Xf  بالصيغة 

}0,)(max{2)(
2
1 xhxfه 

)(0تحكقق و هذه الدالة متصلة Af  1و)( Bfه 

 

 بعد أن عرفنا العلاقة بين مفهومي التراص ومسلمات الانفصال، فيماننا  

 تلخيص العلاقة بين التراص و مسلمات الانفصال في المخاا التالي:

 

  الفضاءات العادية  

هاوسدورم فضاءات   
 المتراصة

 

 

 

 (1.2شكل )
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 Locally Compact Spaces  الفضاءات المتراصة موضعياً  (1.6)

 (1.6)تعريم 

),( يقال أن الفضاء التوبولوجي X متراص موضعياً إذا وجد جوار متراص

 .Xxلال نقاة

 (1.66مثال )

) الفضاء المعتاد , )R uمتراص موضعياً حكيأ يوجد لال aR 0 و لال 

a] المحكدودوالجوار المغلق  ,a ]    ، وهذا الجوار متراص بناءً علص

متراص موضعياً علص الرغ  اون  غير  R علص ذلك فعنونيرية هين بورل 

 (ه6.1مثال انير  متراص)

 (1.66مثال )

),( الفضاء المنفصل  DX متراص محكلياً  ن لال Xpتاون }{p جوار

 متراصة لاونها )منتهية( p}{  ن المجموعة p متراص للنقاة

 (1.66نيرية )

 صة موضعياهًأي مجموعة مغلقة من فضاء متراص موضعيا تاون مترا

 البرهان

),(من فضاء متراص موضعياً مجموعة مغلقة Aإذا اانت  X .نفرن أن  

Aa نقاة اختياريةه بما أنXa  و الفضاء),( X  متراص موضعياً، فعن

ليان ويوجد جوار متراص  Aaلال
a

K ه نفرن أنAKC
aa
 ه الآن

a
C في مجموعة مغلقة

a
K إذاً ه 

a
C  من متراصة  مجموعةA ه بما أن 

a

o

a
CAKa  فعن

a
C  هي جوار متراص للنقاةa  فيA و هذا يعني أن 
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 ■.موضعياً متراصة  Aالمجموعة 

 (1.66نيرية )

),(إذا اان  X  ًو فضاء متراصاً موضعيا ),(),(:  YXf   متصلة دالة

 موضعياه  ةمتراص Xf)( ، فعن المجموعة و مفتوحكة

 البرهان

yxfبحكيأ ياون Xx نختار، Xfy)(نفرن أن  )( .بما أن الفضاء 

),( X ر متراصمتراص موضعياً ، فعن  يوجد جوا 
x

N لال Xx.بما أن 

),(),(:  YXf   دالة  متصلة ، و بما أن
x

N  مجموعة متراصة ، فعن

)(
x

Nf مجموعة متراصة في)(Xf. بما أن o

x
Nوعة مفتوحكة ، و الدالةمجم 

),(),(:  YXf   ، إذاً مفتوحكة )( o

x
Nfتحكتوي علص  مفتوحكة مجموعة y 

o  ن

x
Nx،و علي  فعن 

)()(
x

o

x
NfNfy  

)( لها جوار متراص و هو y أي أن
x

Nf و من ث  فعن )(Xf  متراص

 ■موضعياهً

 (1.6) نتيجة

 .خاصية اون الفضاء متراصاً موضعياً هي خاصية توبولوجية

 (1.66نيرية )

 يوجد جوار  Xx ياون متراص موضعياً إذا و فقا اان لال 2T-الفضاء

مفتول 
x

N بحكيأ تاون xN مجموعة متراصةه 
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 البرهان

),( الفضاء نفرن أن أولاً:  X متراص موضعياً وأنXx  . ًيوجد  إذا

o  بوض. Hوليان x للنقاة جوار متراص

x
HN  و بعد ملاحكية

 ((1.6)نتيجة )2T-متراصة في فضاء مجموعة مغلقة  نها مجموعةHأن

 نحكصل علص الآتي:

HHHN o
x  

  xNإذاً ، ةمجموعة مغلقة و جز ية من مجموعة متراص xN و لما اانت
 مجموعة متراصةه

),( نفرن ان ثانياً: X 2-فضاءTوأن  لال Xx  يوجد جوار جوار مفتول   

x
N بحكيأ تاون xN مجموعة متراصة، فعن xN تعد جواراً متراصاً للنقاة 

x، علص ذلك فعنو (X, ) ًياون متراصاً موضعياه■ 

 (1.6) تمــار يــن

 و متراص موضعياً هو فضاء منتي ه2T-برهن أن أي فضاء (1)

 هتا  الانتيا و متراص موضعياً هو فضاء 2T-برهن أن أي فضاء (2)

),(بفيييييرن أن  (6) X أن وو متيييييراص موضيييييعياً هاوسيييييدورم  فضييييياء

AH مجموعييية متراصييية  A، بحكييييأ أن Xمجموعتيييان جز يتيييان مييين ,

XHAمجموعييية مفتوحكييية و Hو   ه بيييين أنييي  توجيييد دالييية متصيييلة

]1,0[: Xf  0{بحكيأ ياون{)( Af1{و{)( HXfه 
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  لتان (4)
n

AAA ,...,,
21

متراصية مين الجز يية المجموعيات عيدد منتي  مين ال 

),(  التوبولييييوجص الفضيييياء X.  فبييييرهن أن
n

AAA  ...
21

ياييييون 

 أيضا مجموعة متراصةه
 ههو فضاء عاديمنتي   ال وبرهن أن الفضاء المتراص  (6)

:),(),( لييتان (6)  YXf  و متصييلة داليية ),( X  فضيياء توبولييوجص

),( متييراص و Y2-فضيياءT فبييرهن أن الداليية  ),(),(:  YXf  

 دالة مغلقةه

 

   Baire Spaces      بيير اتفضاء (1.6)

نبيين  سيوم أخيراً سنخت  هذا الفصل بتعريم و دراسية فضياءات بييير، 

أن ال من الفضاءات المترية التامة وفضاءات هاوسدورم المتراصة هي أنواع 

 ه  من  فضاءات بيير

 (1.6تعريم )

),(بفييرن أن  X ه يقييال أن الفضيياء فضيياء توبولييوجي),( X  يسييمص فضيياء

عا ليية  بيييير إذا اييان لاييل
n

A قابليية للعييد ميين المجموعييات الجز ييية المغلقيية فييي

X بحكيأ أنo

n
A ن ه فع)(





o

n
n

A )(
1

 ه

 (1.66) مثال

 هي اتحكاد  Qلا تحكقق شروا فضاء بيير  ن  Qمجموعة الاعداد القياسية 

 }{oxمجموعة مغلقة و x}{لمجموعاتها الوحكيدس العنصر واذلك  قابل للعد

  هQxلال 
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 (1.66) مثال

مجموعيية الاعييداد الصييحكيحكة الموجبيية 


Z  تحكقييق شييروا فضيياء بيييير  ن اييل

مجموعة جز ية في 


Z مفتوحكة و من ث  لا توجد محكموعة جز ية ليس لها نقاا 

 داخليةه 

 (1.66) مثال

 فضاء بييره  فضاء متري تا ، هوال  

 (1.6) تمهيدية  

),(رن أن بف X فضياء توبوليوجي وأن
n

A  عا لية قابلية للعيد مين المجموعيات

),(ه الفضاء Xالجز ية المفتوحكة و الاثيفة في  X ياون فضاء بييير إذا و فقيا

XAإذا اان 
n
 ه 

 البرهان

 يمان اسنبااة من ملاحكيتينالبرهان 

AXتاون مفتوحكة إذا وفقا إذا اان  XAالمجموعة  (6) مغلقةه 

(6)  OBXBXه■ 

 (1.66) نيرية

 ال  فضاء توبولوجي  متراص وهاوسدورم، ياون فضاء بييره 

 البرهان

}{نفييرن أن 
n

Aميين المجموعييات المغلقيية فييي  عا ليية معييدودس),( X بحكيييأ أن

o

n
A ونحكييياول اثبيييات أن  Xفيييي  )(





o

n
n

A )(
1

ه لاثبيييات ذليييك Xفيييي  

نفترن أن 
0

G  مجموعة جز ية مفتوحكة فيX ه 
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oبما أن  

n
A مين xفعننا نستاي  أن نجد نقاية  )(

0
G  لا تنتميي إليص أي مين

المجموعات المغلقة 
n

Aه 

 بالنسبة للمجموعة ا ولص
1

A فعنها لا تحكوي المجموعة 
0

G ،لذا باختيار النقاة 

 
0

Gy بحكيأ أن 
1

Ay .بمان أن الفضاء ),( X متراص و(  2منتيT) 

 وأن 
1

A مغلقة فعنة توجد محكموعة مفتوحكة مجموعة 
1

G بحكيأ أن  

011
GGGy  و cAGGy

111
. 

  أي أن
01

GG   و
11

AG. 

بتارار عملية اختيار المجموعات المغلقة 
n

A، فعن  يمان اختيار مجموعة 

مفتوحكة  
1n

G ،من وباختيار نقاة
1n

G بحكيأ لا تق  في  المجموعة المغلقة
n

A . 

 فعن  توجد مجموعة مفتوحكة
n

G بحكيأ أن  

  
1


nn

GG  و
nn

AG. 
مما سبق ، نستنتي أن 

n
G . فعذا اانت

n
Gx  فعن 

0
Gx  ن 

01
GG  و لالnلنقاة اx لا تنتمي إلص

n
A  ن  

nn
AG .  برهان أن


n

G  يعتمد علص اون الفضاءXرم ه فعذا اان متراص و هاوسدوX 

 باعتبار المتوالية المتداخلة،  فضاء هاوسدورم ومتراص

 ...21 GG 

}{العا لة . X من المجموعات الغير خالية من nGية التقاا  المنت  تحكقق خاص

 ن الفضاء  متراص و من ث  ياون 
n

G. 
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 (1.66) نيرية

 أي فضاء جز ي مفتول من فضاء بيير ياون فضاء بييره 

 البرهان

),(نفرن أن  X  وأن فضاء بيير),(
A

A  فضاء جز ي مفتول من الفضاء 

),( X.أن  نفييييرن}{
n

Bالمجموعييييات المغلقيييية فييييي ميييين  عا ليييية قابليييية للعييييد

),(
A

A  بحكييييأ أنo

n
B ),(فيييي  )(

A
A   ونحكييياول اثبيييات أن





o

n
n

B )(
1

 

),(فييي 
A

A  ه لاثبييات ذلييك نفتييرن أن
n

B  هييو انغييلاق
n

B  فييي),( X ، فييعن

nn
BAB  ه بمييا أن),( X هييو فضيياء بيييير فييعن o

nB ه فييعذا اانييت )(

G مجموعيية غييير خالييية بحكيييأ أنnBG  فييعن هييذا يقتضييي أن ،AG 

لتوبوليييوجي النسيييبي مجموعييية مفتوحكييية بالنسيييبة ل
A

  محكتيييواس فييييnB   و هيييذا

oيتعارن م  الفرن بأن 

n
B )( 

فعذا اان اتحكاد المجموعات 
n

B  يحكوي مجموعة غير خالية
A

W  فعن اتحكاد ، 

 ن  التي تنتمي أيضا للتوبولوجي Wيحكوي أيضا المجموعة  nBالمجموعات 

A  و لايينo
nB و هييذا يتعييارن ميي  الفييرن بييأن الفضيياء Xفييي  )(

),( X هو فضاء بييره■ 

 (1.6) تمارين

 بين أن ال فضاء هاوسدورم متراص موضعياً هو فضاء بييره  (6)

 ياون Xلها جوار هو فضاء بيير ، فعن Xxبين أن  إذا اانت ال نقاة   (6)

 فضاء بييره

 فضاء بيير ين أن مجموعة الاعداد القياسية ليستب  (6)
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  هي فضاء بييره بين أن ال مجموعة مفتوحكة من فضاء بيير (4)

 هبين أن ال فضاء متري تا  هو فضاء بيير  (6)

 متزاي ليس فضاءً عادياهًيبالاعتماد علص نيرية بيير أثبت أن فضاء ن  (1)

اتحكييياد لانهيييا ي قلبيييل للعيييد  لا يماييين أن تسييياوي Rاثبيييت أن أي فتيييرس فيييي   (6)

 لمجموعات مغلقة و غير متقااعة و غير خاليةه

QRاثبت أن   (6)  Rيمان اتابتي  اتقياا  قابيل للعيد لمجموعيات مفتوحكية مين \

 لا يمان اتابت  اتقاا  قابل للعد لمجموعات مفتوحكةهQوأن 

RRfلتان   (6) : 0دالة تحكقق)(lim
,




nxf
nNn

 Rxلال 

lim)(0اثبت أن  


xf
x
 ه

وقابلية للاشيتقاق مالانهايية مين الميرات  ]1,0[دالة متصلة عليص fلتان   (66)

بحكيييأ أن المشييتقة  Nkيوجييد  )1,0(فييي  xبحكيييأ أنيي  لاييل  )1,0(علييص 

)()(0النونية  xf nه اثبت أنf اثيرس حكدوده 
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 سابعالفصل ال
 
 
 
 الترابط 
Connectedness 

 مقدمة

فاضل و التكاملل و مبلادا التحل لل ملع بان دراستنا لحساب التلقد تعاملنا إ

نظر للة الق مللة  ألا و هلل مللن النظر للام المتعلقللة بالللدوال المتصلللة  مهمللةنظر للة 

والتل  كانلم تلن   (Intermediate value theorem)الب ن لة أو الق ملة الوسل طة 

Rbaf أنللإ إ ا كانللم عللل  ],[: دالللة متصلللة وكللان r عللدد حق قلل   قللع بلل ن 

)(af  و)(bf، فإنللللإ  ونللللد عنصللللر ],[ bac بح لللل  أن rcf )(.    هلللل

],[لفتللر مللن  للوا  االنظر للة تعتمللد عللل   اصلل ة  ba  تسللم   اصلل ة التللرابط

],[  لها  نظر للفتر لاالت  من  و ba غ لر عل  إنهلا كملا للو كانلم  طعلة واحلد  

 .غ ر متقاطعت نلفترت ن مفتوحت ن  ةئ ابلة للتنز

 كما لو كان شكلاً هندس اً   إت  ل الفضاء التوبولون  المترابط   مكن 

غ ر  منموعام مفتوحةمن  ناً لا  مكن ت  لإ مكوو  ن  طعة واحد  فقطمكون م

 غ ر متقاطعة. ال ة و

الفضاءام عل  و واصإ  الترابط  م ص  لدراسة مفهومه ا الفصل 

 غ ر متلاصقةالولاً بدراسة مفهوم المنموعام سوف نبدأ أتوبولون ة . ال

(separated sets)  دراسة نتقل لتعر ف وبعد  لك نو المترابطة ثم المنموعام
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 ترابط و ك لك مفاه م أ رى من  و واصإ ون  المترابطلالفضاء التوبو

 . بط المساريالترابط الموضع  و الترامثل الفضاءام التوبولون ة 

 

 Separated sets   غ ر متلاصقةال  المنموعام (1.7)
وغ لر  المترابطلة ملا هلو المقصلود بالمنموعلة   بل أن نتعرض لتعر لف 

كما للو كانلم  ر طلة ىحلدى اللدول  A دعنا نت  ل المنموعة،  ترابطة الم

المحاطة بم ا  البحر من نم ع نوانبها. فك ف نفلر  بل ن حلال كلون  هل   الدوللة 

سللننظر  نز لرت ن أو أكثلر   مكونلة ملن نز لر  واحلد  أو أنهلا عبلار  علن اتحلاد

ة الثان لة أملا الحالل ، رابطةمنموعة متكحد  من نز ر  واالدولة المكونة  ل ر طة

  .غ ر مترابطةفتمثل منموعة 

 سنبدأ أولاً بتعر ف المنموعام الغ ر متلاصقة ، كما ف  التعر ف التال :

 (1.7)تعر ف 

BA المنموعتللان  ),(  فلل  الفضللاء المتللرى, X منمللوعت ن   قللال أنهمللا

  : الشرط ن   ا تحق إ  نغ ر متلاصقت

  BABA , 

 و قال أنهما متلاصقتان إ ا كان 

BAأو BA 

 (  1.7) مثال

),(ف  الفضاء العادي  (7 uR: 

  1,0(,)2,1(,]3,2(إ ا كانم(
111
 CBA ان منموعتفإن ال

11
, BA  

 ىن  غ ر متلاصقت ن
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 )2,1(]1,0[
11

BAو ]2,1[)1,0(
11

BA . 

لكن و 
11

,CBىن  متلاصقت ن }2{)3,2[]2,1[
11

CB. 

  0,(,),0(,),0[إ ا كانم(
222

 CBA ان منموعتلفإن ال

22
, BA  غ ر متلاصقت ن ، ب نما

22
,CBلاصقت ن.مت 

  إ ا كانم ،2Rف  الفضاء  (2

}1:),{(

}1:),{(

}1)1(:),{(

22

3

22

3

22

3







yxyxC

yxyxB

yxyxA

 

ان منموعتالفإن 
33

, BA ب نما  غ ر متلاصقت ن ،
33

,CBمتلاصقت ن. 

 (  1.7نظر ة )

),( توبوللللون فللل  الفضلللاء ال X،أي منملللوعت ن غ لللر متقلللاطعت ن  BA , 

 .غ ر متلاصقت ن تكونان  

 البرهان 

XBAأن  بفرض ,بح   أن  BA.المنموعت ن بما أنcc BA  فإن: مغلقتان، ,









BABAABAi

ABABBABi

cc

cc

)(

)( 

 ■.غ ر متلاصقت ن  ,BAأي أن 

 (  1.2نظر ة )

BAإ ا كانللم  ),( توبولللون فلل  الفضللاء ال غ للر متلاصللقت ن منمللوعت ن  , X  

BDAC وكانم  DC فإن ,   أ ضا.غ ر متلاصقت ن منموعتان ,
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 البرهان 

  فإن :صقت ن غ ر متلا ,BA ن بما أن المنموعت 









BAii

BAi

)(

)(
 

BDAC أنوبما    فإن ،,

 BADC 

 وأ ضا فإن : 

 BADC  

 ■.,DCالمنموعت ن عدم تلاص وه ا هو إثبام 

 (  1.7نظر ة )

),( توبوللللون   الفضلللاء الفللل FF,21  المنموعتلللان المغلقتلللان X غ لللر  نكونلللات

 إ ا وفقط إ ا كان متلاصقت ن 21 FF 
 البرهان 

 ن فإن :اومغلقت غ ر متلاصقت نن امنموعت FF,21 نفرض أن
■. 212121 FFFFFF 

 (  1.7) ت نةن

),(إ ا كللان  X فضللاء1T غ للر مللوعت ن منته تلل ن و غ للر  للال ت ن وفللإن أي من

 .غ ر متلاصقت ن  كونان  Xمتقاطعت ن ف  

 البرهان

XBA بفرض أن  , منته ت ن ح   أن  منموعت ن 

  BABA ,, 
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لكونها اتحاد  و لكه  منموعة مغلقة  1Tبما أن كل منموعة منته ة ف  فضاء

 عل لللإ مغلقتلللان و ,BAن منملللوعت ال فلللإنمنموعلللام منته لللة وح لللد  العنصلللر 

 كون BABABA.■ 

   (1.2تعر ف )

),(فلل  أي فضللاء توبولللون   X .ت ن  قللال للمنمللوعHG,   انهمللا منمللوعت

  إ ا تحق  الآت : XAانفصال للمنموعة النزئ ة 

.  HAGAi ,)( 

.)()()(  HAGAii 

.)()()( AHAGAiii  

 

 (1.7شكل )

   (1.2) مثال

},,,,{بفرض أن edcbaX  وأن التوبولون  المعرف عل  ه   المنموعة

},,},{},,,{},,{{وه edccbacX   .: المنموعت ن 

 },,{ cbaG  },,{ edcH 

},,{ منموعت  انفصال للمنموعةهما  edaA  ىن:  

  },{,}{)1( edHAaGA 

 )()()2( HAGA 

.)()()3( AHAGA  
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    (1.7تعر ف )

),( توبولللونالفضللاء الأن قللال     X فضللاءً مترابطللاً إ ا كللان مللن غ للر الممكللن

 .وغ لر متلاصلقت ن مفتلوحت نو غ لر  لال ت نكإتحلاد لمنملوعت ن Xالتعب ر علن 

 .(disconnected) لاف  لك  قال أن الفضاء غ ر مترابط 

 منموعتان من ه ا التعر ف  مكن القول بأن الفضاء مترابط إ ا لم توند

HG,  بح    كون 

  HGHGHGHGX ,,,, 

   (1.7) ملاحظام 

و  ,HGح   أن   HG  :  الشرطفإن  ,

  HGHG  HGأن  كافئ ,

HHGG لك ىن و   القول بأن الفضاء التوبولون  ل ا  مكن   .,

),( X:كون مترابطاً إ ا تحق  أحد الشرط ن  

(i)  إ ا لم توند ف إ منموعتان غ ر  ال ت نHG,  بح   أن 

 HGHGX ,. 

(ii)  إ ا كانمcAA, فإن ،A أوXA  أي أن .,X  هما

),(ف   ف  آن واحد المغلقتان المفتوحتان و الوح دتان  المنموعتان X. 

   (1.2) ملاحظام

),(الفضاء التوبولون    X كون غ ر مترابط إ ا وندم ف إ منموعة نزئ ة 

AXغ ر  ال ة   بح   تكونA مفتوحة و مغلقة ف  نفس الو م ىنإ إ ا كانم

XA  منموعة نزئ ة فعل ة مفتوحة و مغلقة فإنAXAc  تكون منموعة

 مغلقة و مفتوحة و ح   أن cAAوXAA c  من  لك نستنتج أن . و 
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),(الفضاء  X  مترابط.غ ر فضاء 

   (1.7) مثال

),(الفضاء التوبولون  المتقطع  DX ح   أن ،X  تحتوي عل  عنصر ن عل 

 ىن أي منموعة نزئ ة فعل ة ف إ تكون و لكاى ل ، هو فضاء غ ر مترابط 

 مغلقة.ومفتوحة  

  (1.7) مثال

),(الفضاء التوبولون   الغ رمتقطع IXالمنموعت ن  لك ىن هو فضاء مترابط و

 .,Xالمفتوحت ن و المغلقت ن معاً هما فقط 

 (1.7) مثال

},,},{},,{},,,{},,,{},,,{{بفرض أن  ecbaebadcacaaX     توبولون

},,,,{معرف عل  المنموعة  edcbaX .   الفضاء التوبولون),( X  مترابط

 .,X لك ىن المنموعت ن المفتوحت ن و المغلقت ن معاً هما فقط و
 (1.6) مثال

},,},{},,{},,,{},,,{{بفرض أن  edcbdcadcaX     توبولون  معرف عل

},,,,{المنموعة  edcbaX .  التوبولون  الفضاء),( X  غ ر مترابط ىنإ

},{},,,{المنموعت ن Xف  توند  edcbaمغلقة و ان   كل منهما مفتوحة و

Xedcba  },,,{}{. 
  (1.7تعر ف )

),( للللل كن X و توبولللللون فضللللاء XA المنموعللللة  أن.  قللللالA  غ للللر

),(كللان الفضللاء النزئلل  مترابطللة إ ا 
A

A  غ للر متللرابط. أمللا إ ا كللان الفضللاء

),(النزئ  
A

A  ن المنموعة مترابط فإA .تسم  مترابطة 
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  (1.1) مثال

},,},{},{},,{},,{{بفرض أن  cbababaX    عل  توبولون  معرف

},,,,{المنموعة  edcbaX   فإ ا كانم .},,{ edbA و},{ baB .  فإن

ىنإ لا توند منموعتان منفصلتان و مفتوحتان و  و لكمترابطة A المنموعة

),(  النزئ غ ر  ال ت ن ف   الفضاء 
A

A   ح   أن}}{,,{ bA
A

  . ب نما

},{المنموعة  baB  المنفصلتان و غ ر  المنموعتان غ ر مترابطة ىنإ توند

},{}{ ال ال تان   ba  ف  الفضاء النزئ),(
B

B  ح   أن ، 

}}{},{,,{ baB
B

 . 

  (1.8) مثال

},,},{},,{},,,{},,,{{بفرض أن  edcbdcadcaX    توبولون  معرف 

},,,,{عل  المنموعة  edcbaX   المنموعة .},,{ edbA لك أنإ مترابطة و  

},,}{{ف  التوبولون  النزئ   dA
A

   لا توند منموعام مفتوحة 

 .,Aمغلقة ف  آن واحد غ ر المنموعت ن و

 ( 1.7نظر ة )

),(ل كن   X  ًتوبولون اً. العبارام التال ة متكافئة: فضاء   

(i)  الفضاء),( X .مترابط 

(ii)  لا  مكللن التعب للر عللنX كإتحللاد منمللوعت ن غ للر  للال ت ن مغلقتلل ن و غ للر

 متقاطعت ن.

(iii)  إ ا كانمcAA, فإن ،A أوXA  . 

(iv) نزئ ة فعل ة  ىي منموعةXA   منX  كون )(Ab. 
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 البرهان.

)()(: iii  

 بح   أن  Xف   ,BAنفرض العكس، أي توند منموعت ن مغلقت ن 

  BABABAX ,,, 

ccو بالتال  فإن  BA  منموعت ن مفتوحت ن ح   أن  ,

 cccc BABAX , 

),(وه ا  تعارض مع الفرض بأن الفضاء  X.مترابط 

)()(: iiiii  

 مفتوحة و مغلقة ف  آن  Xمن  Aنفرض العكس، أي توند منموعة نزئ ة   

XAAواحد بح   أن   ,  فلإن هل ا  قتضل  أن cc AXA و ح ل  أن  ,

 cc AAAAX مغلقتلللل ن وغ للللر  ,cAAتكللللون المنمللللوعت ن  وعل للللإ ,

 و من ثم فإن  ii)(و ه ا  تعارض مع الفرض  Xتحادهما  ساوي متقاطعت ن و ا

,X ف   ف  آن واحدهما المنموعتان الوح دتان المغلقتان و المفتوحتانX. 

)()(: iiiiv  

 )(Abو غ ر  ال ة بح   أن Xمنموعة نزئ ة فعل ة من  Aنفرض أن 

 لكنو

 oo AAAbAA  )( 

oAAAA و ه ا  عن  أن  منموعة مفتوحة و مغلقة ف  نفس  Aأي أن ,

 .iii)(الو م و ه ا  تعارض مع الفرض 

)()(: ivi  

),(نفرض أن الفضاء  X منموعة نزئ ة فعل ة  مكن ا ناد  ، ل اغ ر مترابط 
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A   فX  بح   تكون  مفتوحة و مغلقة ف  نفس الو م أي أن

cc AAAA  ن ل ا فإ ., cc AAAAAb  تعارض مع وهذا  )(

 ■iv).( الفرض

 ( 1.7) تمه د ة 

],[}:{الفتر  المغلقة   bxaRxba    ف  الفضاء التوبولون  العادي 

),( uR .تكون مترابطة 

 البرهان

],[نفرض أن الفتر  المغلقة  ba  مترابطة ل ا توند منموعتان مفتوحتان ل سم 

HG  بح    كون  ,

  HGHGHGba ,,],[ 

HbGaنفرض أن   baو أن  ,  نظراً لكون المنموعة .],[ baG 

 ف مكن فرض أن   bغ ر  ال ة محدود  من أعل  بالعنصر 

]),[sup( baGc  

موعة مفتوحة من Gو Gc. فإ ا كانم Hcأو  Gcوعل إ فإن 

Grcrcبح   أن  0r وند فإنإ   Grc ه ا  عن  أن. و ),( و 

brc  و ه ا  تعارض مع تعر ف العنصرc  ىن]),[sup( baGc . 

 بح   أن  0فإنإ  وند موعة مفتوحة من Hو  Hcأما ف  حالة 

Hcc  ),(  ه ا  عن  أنو Hc   و  نا ض الفرض بأن 

]),[sup( baGc   و من ثم فإن],[ ba .منموعة مترابطة■ 
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 ( 1.7) ظر ةن

 فقط إ ا كانمأكثر من عنصر تكون مترابطة إ ا وتحوي RAأي منموعة  

 فتر .

 لبرهانا 

تحوي أكثر من عنصر  مترابطة منموعةRAنإ إ ا كانم أولاً سنبرهن إ

 فإنها تكون فتر .

Aba  وندل سم فتر  و ه ا  عن  أنإ   Aنفرض العكس، أي أن  ,  و ك لك 

bcaبح   أن  Rcعدد    و لكنAc  و من ثم  مكن التعب ر عن 

HGAف  الصور  Aالمنموعة    ح   أن 

AcGcAH  ),(,),(. 

GaHbبما أن    فإن المنموعت ن  ,  HG  وكل منهما منموعة ,

منموعة غ ر مترابطة Aوه ا  عن  أن  HGوك لك  Aمفتوحة ف 

 وه ا تعارض.

فتر  ، فإنإ من الضروري أن  Aثان اً:  سنكمل البرهان بتوض ح أنإ إ ا كانم 

ل سم   A  الافترا  بأن المنموعة تكون مترابطة.  طتنا ف  الاثبام ه

هما ,HGمترابطة بهدف الوصول لتعارض مع الفرض بأنها فتر . نفرض أن 

منموعة HوG. بما أن كل من Aمنموعت  انفصال المنموعة الغ ر مترابطة

بح    Hbو  Ga، فإنإ  مكن ا ت ار نقطة HGغ ر  ال ة وأن 

baأن   نفترض أن .ba  بما أن .A  فتر  ، فإنAba ],[  كل نقطة ف  و

],[ ba   تقع فG   أو فH نفرض أن .)],sup([ Gbac  فإنإ  تضح أن .

bca   ومن ثم نند أنAc بما أن .G   منموعة مغلقة فA  فإن تعر ف

bc. من ه ا نست ل  أن Gc ب ن أن  cالعنصر   و ا ضاً من تعر ف .
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 H نتم  للمنموعة  c، فإن العنصر  0نند أنإ، لكل  cالعنصر 

bcبح   أن    و بما أنH   مغلقة فA فإن ،Hc  الآن لد نا .Gc 

 ■.HGن و ه ا  تعارض مع الفرض بأ Hcو 

 ( 1.6نظر ة )

),(بفللرض أن  X  أن فضللاء توبولللون  وHG منمللوعت  انفصللال  للفضللاء  ,

X.  إ ا كانللمA    منموعللة نزئ للة مترابطللة فللX فللإن .A تقللع بالكامللل دا للل

 .Hاو دا ل المنموعة  Gالمنموعة 

 البرهان

فلللللللإن  Xمنملللللللوعت  انفصلللللللال للمنموعلللللللة  Hو  Gبملللللللا أن كلللللللل ملللللللن 

XHGHG  ,   أن ح لللللللللللللHG و ملللللللللللللن ثلللللللللللللم  كلللللللللللللون  ,

AGAHA   أ ضا نند أن  و  )(,)(

  AHGAGAHAi )()()()( 

AXAHGAGAHAii  )()()()( 

)(,)(وه ا  عن  أن  GAHA   هما منموعت  انفصال للمنموعةA  و ه ا

مترابطة. ل ا فإن واحد  من المنموعت ن  نب أن  A تعارض مع الفرض بأن 

تكون  ال ة. فإ ا كانم  )( HA  فإنGHA c   أي أنA  تقع بالكامل

 ■.Hاو دا ل المنموعة  Gدا ل المنموعة 

 ( 1.2) ت نةن

),( منموعة مترابطة ف  فضاء توبولون  Aإ ا كانم  X   فإنإ ىي منموعة 

 .cBAأو  BA . فإن,cBBبح   أن  Xمن B نزئ ة
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 البرهان

cBBXفإن ,cBBبما أن    تقعو من ثمA   بالكامل فB   أو فcB.■ 

 ( 1.7) ت نةن

),( منموعة مترابطة ف  فضاء توبولون  Aإ ا كانم  X  و المنموعةB أي

ABAبح   أن  Xمن  منموعة نزئ ة  منموعة فإن الB  ًتكون أ ضا

 مترابطة.

 البرهان:

ABAمنموعة مترابطة و أن  Aنفرض أن   نفترض أن .B  غ ر مترابطة 

HGأن المنموعت ن و  هما منموعتا انفصال لها. أي أن  ,

HGBGBHBHBGB  ,,,)()( . 

)(بالكامل دا ل المنموعة Aبناءاً عل  النظر ة السابقة ف نب أن تقع   GB و أ

)(دا ل المنموعة  HB نفترض أن .HBA   فإن ه ا  ؤدي أنHA 

ABAوح   أن  GAفإن  HGح   أن و   فإنGB  

 ■مترابطة. B. إ اً  GB تعارض مع الفرض بأن وه ا 

),( منموعة مترابطة ف  فضاء توبولون  Aإ ا كانم مما سب  ، ف X  

 تكون أ ضاً مترابطة.  A فإن 

 تمر ن محلول

),( منموعة مترابطة ف  فضاء توبولون  A كانمإ ا  X. 

)(iهل oA  مترابطة .  

)(iiهل )(Ab  مترابطة . 
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 الحل

)(i  إ ا كانمA  ف  منموعة مترابطةX فل س من الضروري أن تكون ،oA  

 كما  تضح من المثال التال :مترابطة 

},,},{},{},,{},,{{نفرض أن  dbababaX    توبولون  عل

},,,{المنموعة dcbaX  بفرض أن .},,{ cbaA  زئ ة منمنموعة نX .

مترابطة ، ح   لا  مكن التعب ر عنها كإتحاد منموعت ن مفتوحت ن Aح أن واض

},{غ ر  ال ت ن وغ ر متقاطعت ن ، ب نما  baAo  طة ه  منموعة غ ر متراب

},{}{غ ر متقاطعت ن هما ح   توند منموعتان مفتوحتان و ba و  حققان

}{}{ baAo . 

)(ii  إ ا كانمA  ف  منموعة مترابطةX فل س من الضروري أن تكون ،

)(Ab   كما  تضح من المثال التال :مترابطة 

},,},{},,{},,,{},,,{},,,{{بفرض أن  ecbaebadcacaaX     توبولون

},,,,{معرف عل  المنموعة  edcbaX . بفرض أن},,{ ecaA   منموعة

},,},{},,{},{{بإ ناد التوبولون  النسب . Xنزئ ة من eacaaA
A

  أن نند

)(}),({,},{. بما أن  مترابطةAالمنموعة  caAdbAext oo    فإن

},,{)( edbAb   بإ ناد التوبولون  النسب }},{},{,),({
)(

ebdAb
Ab

   نند 

)(},,{أن المنموعة  edbAb  .ل سم مترابطة 
 ( 1.7) ت نةن

),( الفضاء التوبولون  X ابط إ ا وندم ف إ منموعة كث فة  كون متر

 مترابطة. و
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 البرهان:

),( منموعة  كث فة ومترابطة ف  الفضاء التوبولون  Aأن بفرض  X   فإن  

XAA ح   أن وA  مترابطة فإنX .تكون أ ضاً مترابطة■ 

 ( 1.1) ظر ةن

 بفرض أن
Iii

A


الفضاء من المنموعام النزئ ة المترابطة ف  عائلة  }{

),( التوبولون  X  ،ىي زوج  إ بح   أنji, منته ة،من اىدلة، توند أدلة 

jiiiiii
nn



,,...,,,

1210
بح   أن  

1kk ii
AA 10لكل  nk . 

فإن المنموعة
ii

AA   .مترابطة 

 البرهان

 نفرض أن
ii

AA أن و ل سم مترابطةHG, نفصال هما منموعتا ا 

ترابط عناصر العائلة . Iiن تار الدل ل . Aالمنموعة 
Iii

A


  قتض  أن }{

GA
i
 أوHA

i
 نفرض أن .GA

i
 نفرض أن .Ij  دل ل آ ر وأن

jiiiiii
nn



,,...,,,

1210
 . 

 

 (1.2شكل )

بما أن 
1i

AGفإن،G  تحوي
1i

A و ه ا  قتض  أن
2i

AG  و من ثم

تحوي  Gنند أن 
2i

Aستقراء الر اض   مكن أن نند أن و بالاG  تحوي
ni

A .

تحوي  Gأي أن 
j

A . فإن المنموعة ل اG تحوي
ii

AA   ومن ثم  كون

AG   وه ا  تعارض مع الفرض بأنH  منموعة غ ر  ال ة. إ ا
ii

AA   
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 ■.مترابطة

 ( 1.7) ت نةن

}{ بفرض أن
i

A  من المنموعام النزئ ة المترابطة ف  الفضاءعائلة ),( X . 

(i)  إ ا وند عنصر من العائلة  تقاطع مع با   عناصر العائلة، فإن

المنموعة
ii

A  .مترابطة 

(ii)  إ ا كان
i

A،  المنموعةفإن
ii

A  .مترابطة 

 ( 1.8) ةظر ن

 الصور  المتصلة للفضاء المترابط تكون منموعة مترابطة. 

 البرهان

:),(),( نفرض أن  YXf   دالة متصلة من الفضاء التوبولون  المترابط 

),( X   إل  الفضاء التوبولون),( Y نر د اثبام أن .)(Xfعة نزئ ة منمو

أن غ ر مترابطة و Xf)(. لإثبام  لك نفترض العكس بأن Yمترابطة ف  

)(
|,

Xf
HG  نفصال المنموعة هما منموعت  ا)(Xf ل ا نند أن. 

  HGHGHGXf ,,,)( 

 و من  لك نستنتج أن 

  )()(,)()( 1111 HfGfHfGfX 

)(,)(ح   أن  11 HfGf   منموعت ن نزئ ت ن مفتوحت ن فX  و غ ر

و ه ا  تعارض مع الفرض Xإنفصال للمنموعة نهما منموعت  متقاطعت ن فإ

 ■منموعة مترابطة. Xبأن 

 ( 1.6) ت نةن

:),(),(إ ا كانم    YXf    دالة متصلة و شاملة من الفضاء التوبولون 
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),(المترابط  X   إل  الفضاء التوبولون),( Y  فإن الفضاء),( Y .مترابط 

  (1.1)  ت نةن

 .مترابط ه   اص ة توبولون ة الفضاء كون  ن أ اص ة  

 (1.9)نظر ة 

RXfمدى الدالة المتصلة  : المعرفة عل  الفضاء المترابط و),( X  عبار

 .عن فتر 

 البرهان

RXf بما أن الدالة متصلة ، فإن )(عل  نظر ة ة وبناءً منموعة مترابط  

 ■.( فإنها تكون فتر 1.8)

 (1.77نظر ة )

),(ولون  الفضاء التوب  X دالة   دمفقط إ ا ونمترابط إ ا و  كون غ ر 

 .}1,0{ متقطع لإل  الفضاء ا Xمن  شاملةمتصلة و

 البرهان

),(نفرض أن الفضاء  X أن  غ ر مترابط وBA, نفصال هما منموعت  ا

X .أي أن BAX  .1,0{متصلة  ل ا  مكن تعر ف دالة{: Xf  من

  الص غة  لال










Bxif

Axif
xf

1

0
)( 

وأن  غ ر متلاصقت ن ,BAه ا التعر ف متحق  نظرا لكون المنموعت ن 

BAX  بما أن .BA, منهما مفتوحة، فإن  وكلعت ن غ ر  ال ت ن منمو

 .متصلة وشاملةfالدالة 
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),(من ناح ة أ ري،بفرض أن  X أنإ توند دالة متصلةفضاء مترابط و  

:}1,0{  وشاملة Xfن لد نا الفضاء (  كو1.1من نظر ة ) ، فإنإ

 ■مترابطاً و ه ا تعارض. }1,0{المتقطع

 (  1.9) مثال

)},(:1{، الدائر  2Rف  المستوي  22  yxyxCتعتبر منموعة مترابطة 

 تصلة باعتبار الدالة الم و لك ]1,0[ونها صور  متصلة للفتر  المترابطة ك لك لو

Cf ]1,0[: 

)()2sin(),2(cos((و المعرفة بالص غة  tttf  ح   أنCf ])1,0([. 

 

أن نظر ة  نعلم ب التفاضلم التحل ل و حسارامن  لال دراستنا لمقر

 الب نة تن  عل  التال : الق مة

Rbafإ ا كانم  ],[:صلة و كان دالة متRk  عدد حق ق   قع ب ن أي 

)(af و)(bf  عل  اى ل العددفإنإ  وند x    ف  الفتر],[ ba  بح    كون 

kxf )(. 

 

 (1.7شكل )

 ة الب نة .تعم م لنظر ة الق مالنظر ة التال ة تعتبر 
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 (1.77) ظر ةن

RXf بفرض أن  : ح   أن دالة متصلة),( X فإ ا  فضاء مترابط .

Xbaكانم  ,  وRk عنصر  قع ب ن)(af و)(bf  فإنإ  وندXx  

kxfبح    كون  )(. 

تعتبر نظر ة الق مة الب ن ة ال اصة بحساب التفاضل و التكامل حالة  اصة من 

RbaX حد  لو أ  نا  و لكه   النظر ة   ],[. 

 البرهان 

),(بما أن   X  و فضاء مترابطRXf :فإن  متصلة دالةRXf )(  

),()()(منموعة  مترابطة و من ثم فه  فتر  و ح   أن  Xfbfaf   

)()(و bfkaf  إن ف)(Xfk  و عل إ  وندXx   بح   أن

kxf )(.■ 

 

   لون ةمركبام الفضاءام التوبو( 1.2)

   Components of  Topological Spaces  
 نإ  د توند طر  طب ع ة لتقس م ه ا فضاء ا ت اري ، فإ Xبفرض أن 

الفضاء إل  أنزاء مترابطة ) أو مترابطة مسار اً(. ه   اىنزاء سوف  طل  

 المترابطة. المركبامعل ها مركبام الفضاء أو 

المركبام المترابطة و دراسة مفهوم ف  عر بل الشروع ف  ت

(Connected components)التال ة: تمه د ة ، دعنا نمهد ل لك بال 

 (  1.2) تمه د ة 

),(بفرض أن  X   علا ة معرفة  عل   ~وأن فضاء توبولونX : بالصور 
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yx Ayxبح   أن  XAإ ا وندم منموعة مترابطة  ~ , 

 فإن ه   العلا ة ه  علا ة تكافؤ.

 البرهان

د  العنصر دائماً مترابطة ل ا فلكل  ه   العلا ة عاكسة ىن المنموعام وح

Xx  توند منموعة مترابطة وه}{x كما أن ه   العلا ة متماثلة. إثبام أن.

yxه   العلا ة متعد ة، نفترض أن  zyوأن  ~ Xzyxىي ~ ,,ل ا توند . 

XBAمنموعتان مترابطتان   ,  بح   أن كل منAyx ,  وBzy , . 

 منموعة   BAفإن  BAو منموعة مترابطة  ,BAبما أن كل من 

BAzxوأن مترابطة  , ل ا.zx ~.■ 

 (  1.7) تعر ف

),(بفرض أن   X علا ة  تكافؤ معرفة  عل   ~وأن ون  فضاء توبولX 

 بالصور :

yx Ayxبح   أن  XAإ ا وندم منموعة مترابطة  ~ , 

),(فإن فصول تكافؤ ه   العلا ة تسم  مركبام الفضاء  X. 

 (  1.72) نظر ة

),(منموعة نزئ ة مترابطة من الفضاء التوبولون   XAبفرض أن  X 

 .BAفإن BAمركبام ه ا الفضاء بح   أن  ه  إحدىBوأن 

 البرهان

BAxنفرض أن    تضح أنإ لكل نقطة  .Aa  فإنax  بما أن و ~

Bx  فإنBax , من ثم  كون كل عنصر من عناصر وA  محتوى ف 

 ■.Bالمركبة 
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 (  1.77) نظر ة

),(مركبة ف  الفضاء التوبولون  أي  X .تكون منموعة مترابطة 

 البرهان 

),(فضاء التوبولون  مركبة من مركبام ال Cبفرض أن  X  وأنCx  ل ا .

XKلتكن طة وتوند منموعة مترابCyلكل 
y
  بح   أن

y
Kyx , بما .

yxأن   ف  yلكل نقطة  ~
y

K   فإنCK
y
من ه ا نند أن . 

 }:{ CyKC
y

 

وأن منموعام مترابطة  عبار  عن اتحاد عة مترابطة ىنها و ه   المنمو 


y

Kقطة ) ىن النxمونود  ف  كل
y

K.)■ 

 (1.77) نظر ة

),(مركبة ف  الفضاء التوبولون  أي  X .تكون منموعة مغلقة 

 البرهان: 

),(فضاء التوبولون  مركبة مترابطة ف  ال Cبفرض أن  X  و ح   أن

CC   فإنC  منموعة مترابطة تحوي المنموعةC  وح   أنC  مركبة

CCفه  أكبر منموعة مترابطة و بالتال  فإن    و من ثم نند أنCC   أي

 ■مغلقة. Cأن 

 (1.77مثال )

]1,0[]3,2[بفرض أن   X فضاء نزئ  من الفضاء التوبولون  الاعت ادي

),( uR الفضاء .X  3,2[و  ]1,0[لإ المركبت ن[. 

 (1.77مثال )

},,},,{},,{{بفرض أن  edacbX    توبولون  عل  المنموعة 
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},,,,{ edcbaX   فإن مركبام الفضاء التوبولون .),( X   ه ،

},,{},,{ edacb. 

 (1.72مثال )

 لون  المتقطع ه  عائلة المنموعام وح د  العنصر.مركبام الفضاء التوبو

 (1.6) تعر ف

),(الفضاء   قال أن X  بالكاملغ ر مترابط(Totally disconnected )  إ ا كانم 

 وح د  العنصر.عبار  عن منموعة كل مركبة من مركباتإ 

 (1.77) نظر ة

 هو فضاء بالكاملكل فضاء غ ر مترابط 
1

T . 

 البرهان

مغلقة وه  منموعام وح د  غ ر مترابط بالكامل بما أن مركبام الفضاء ال

فضاء   كونالعنصر فإن ه ا الفضاء 
1

T.■ 

 (1.77مثال )

 .هو فضاء غ ر مترابط بالكاملالفضاء التوبولون  المتقطع  

 

 Path Connectedness    الترابط المساري (1.7)
ال ي من الترابط و لنوع ند د  قودنا لمفهوم مهم Rترابط الفترام ف  

مت  كانم كل ، تبعاً له  النوع من الترابط،  كون مترابطاً  X بن أن الفضاء 

 نقطت ن ف إ مرتبطت ن بمسار  قع بالكامل دا ل ه ا الفضاء. ه ا النوع من 

 عرفإ ف ما  ل .هو ما سن  ترابط  سم  بالترابط المساري وال
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 الترابط المساري (7.4شكل )

 (1.1) تعر ف

Xyxبفرض أن  ,  نقطت ن ف  الفضاءX  المسار ،(Path)    فX من 

Xbafهو الدالة المتصلة yإل  النقطة xالنقطة  ],[:  المعرفة من أي فتر 

xafبح   أن Xإل  الفضاء  Rمغلقة ف   )( وybf )(. 

),(التوبولون    الفضاء X ترابط مسار اً  سم  م(path connected)  إ ا كان 

Xyxلكل   , وند مسار ف X  من النقطةx إل  النقطةy. 

 (  1.77) مثال

Xfدالللة كللل  ىن و لللكالفضللاء التوبولللون  التافللإ متللرابط مسللار ا  ]1,0[: 

 .متصلة

 (1.77) مثال

),(الفضاء العادي  uR  ىي  و لكمترابط مسار اRba , دالةفإن ال 

Rf ]1,0[:  و المعرفة بالصور 

Rbaxbxaxxf  ,,]1,0[,)1()( 
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bfafتحق  ه  دالة متصلة و   فإنها تمثل  وعل إ )0(,)1(

 .Rدا ل  bإل   aرمن مسا

 (  1.76) نظر ة

 كل فضاء مترابط مسار اً هو فضاء مترابط.

 البرهان

),(نفرض أن  X  . ف  حالة فضاء توبولون  مترابط مسار اX فإن 

X،Xxح بد ه ة. لنفرض أن النت نة تصب 
0

نقطة ثابتة م تار . من 

),(الترابط المساري للفضاء X فإنإ لكلXx وند مسار Xbaf
x

],[: 

بح   أن 
0

)( xaf
x

،xbf
x

)( صلة من الفتر  تح   أن المسار دالة مو

],[المترابطة  baن المنموعة، فإ]),([ baf
x

. Xxمنموعة مترابطة لكل 

]),([لكن  bafX
x

Xx
.  ًإ اX  مترابطة لكونها اتحاد منموعام مترابطة

 ■  ال.تقاطعها غ ر 

 ه ا ن  كون صح حاً دائما ول س من الضروري أه   النظر ة عكس   

  تضح من  لال المثال التال 

 (  1.76) مثال

{(2 المنموعةباعتبار 
1

sin(,10:),{( R
x

yxyxA   مترابطة 

(تحم تأث ر الدالة  )1,0[ لك لكونها صور  متصلة للفتر  و
1

sin()(
x

xf  . 

)}0,(:11{ لك  كون  من  yyAA  لكنإ غ ر و فضاء مترابط 

(إل  النقطة  )0,0(ن النقطة مأي مسار  و لك لعدممترابط مسار اً 
1

,0(


  مثلاً.
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 منحي الدالة (:7.5شكل )
x

y
1

sin 

 

 Locally Connectedness   الترابط الموضع     (1.7)

الت   نب أن تتحق  ف    اص ة الترابط تعتبر من ال وا  المهمة

لكنإ أح اناً تستدع  الحانة أن  حق  الفضاء شرط الترابط فضاء ما. و

. أو بمعن  آ رأن ه   النقطة  توفر لها نوار موضع اعًند نقطة ما دون غ رها 

 ال ة:ر التالنوع من الترابط  عرف ف  السطو صغ ر مترابط. ه ا

 (  1.8) تعر ف

),( قال أن الفضاء التوبولون   X   مترابط موضع اً عند النقطةx  إ ا كان 

بح    كون  xللنقطة  V اً  حوي نوارا مترابط xللنقطة  Uكل نوار 

UV . 

),(إ ا كان الفضاء  X  ًمترابطاً موضع اً عند كل نقاطإ، فإنإ  سم  فضاء 

 موضع اً. اً مترابط

 (  1.9) تعر ف

),( قال أن الفضاء التوبولون   X   مترابط  ترابط مساري موضع  عند 

  Vسار اً م  اً  حوي نوارا مترابط xلنقطة  Uإ ا كان كل نوار  xالنقطة 
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UVبح    كون  xللنقطة  . 

),(إ ا كان الفضاء  X   ترابط مساري موضع  عند كل نقاطإ، فإنإ مترابط

  سم  فضاء مترابط   ترابط مساري موضع .

 (  1.71) مثال

 موضع اً  ةو مترابط ةكل فتر  ف   ط اىعداد مترابط  (7)

 أي فضاء متقطع مترابط موضع اً   (2)

 أي فضاء تافإ مترابط موضع اً   (7)

]0,1()1,0[الفضاء النزئ    (7) X بط غ ر مترامن  ط الاعداد 

 لكنإ مترابط موضع اً و 

 .مترابطة موضع اً  لال سم مترابطة و Qمنموعة الاعداد الق اس ة  (7)

 ، ف  المقابل أن الترابط الموضع  لا  عن  الترابط لاحظنا من المثال الساب 

),(ما  مكننا أن نقول عندما  كون الفضاء  X ر   كون مترابط هل بالضرو 

 مترابطاً موضع اً  ه ا السؤال تتضح انابتإ من  لال المثال التال :

BAXوأن فضاء نزئ  من المستوي اى ل دي Xبفرض أن   (6)    ح

 أن 

}11,0:),{(  yxyxA 

)}1sin(,10:),{( xyxyxB  

تحم تأث ر الدالة  )1,0[نها صور  الفتر  كول و لكة مترابطBالمنموعة 

)(),)1sin((المعرفة بالص غة  fالمتصلة 
x

xxf ما أن . بBX   فإن

ملاحظة  لكنإ غ ر مترابط موضع اً ىنة  مكن  بسهولة مترابط و Xالفضاء 

)0,(أن كل نقطة  bx    فA .لها نوار لا  حوي أي نوار مترابط 
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 (7.6شكل )

 

BAX، افترض أن ف  المستوي مع التوبولون  الاعت ادي  (1)  فضاء

 ح   أن2Rنزئ  من 

}1,
1

1:)sin,cos{(  t
t

rtrtrA  و}:)sin,{(cos RtttB  

BAXالمنموعة    المنموعة  مترابطة ىنA  مترابطة لكونها

]0,(صور  مستمر  للفتر  المترابطة 
0

R وBAX   مترابطة

فإن كل نوار مفتوح  )0,1(لكنها غ ر مترابطة موضع ا ىنإ با ت ار النقطة 

 لا  كون مترابطاً. )0,1(وصغ ر بقدر كاف للنقطة 

 

 (7.7شكل )
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   (1.71) نظر ة

),(الفضاء التوبولون    X مفقط إ ا كانإ ا و ترابطاً موضع ً  اً  كون مترابط  

 ه  منموعة مفتوحة.، Xف   ،A مركبة أي منموعة مفتوحة

 البرهان

),(اولاً نفرض أن  X وأن  اً فضاء مترابط موضعXA  منموعة نزئ ة

فإنإ Cx. إ ا كانم Aمركبة للمنموعة المفتوحة  Cوأن  Xمفتوحة  ف  

AVبح   أن  xللنقطة  V مكن ا ت ار نوار مترابط   ح   أن .V 

للمنموعة   Cقع بالكامل ف  دا ل المركبة منموعة مترابطة فإنإ  نب أن ت

A ومن ثم فإنC   تكون منموعة مفتوحة فX. 

ه  منموعام مفتوحة.  Xف   أن مركبام المنموعام المفتوحة  ثان اً نفترض

 Cنوار له   النقطة و Vبفرض أن و قطة ا ت ار ة كن Xxا ت ارب

مفتوحة ة ومترابط C. الآن  المركبة xتحوي النقطة  و Vمركبة للمنموعة  

),( الفضاء . إ اً X ف   X موضع  عند النقطة  بطامترابط ترx.■ 

 

 (1.7) تمـار ـن

},,},{},,{},,,{},,,{{ إ ا كلللان (1 edcbdcadcaX    توبولون لللا معرفلللة

},,,,{عللل  المنموعللة  edcbaX  .الفضللاء ادرس تللرابط ),( X .هللل ؟

},,{ المنموعة النزئ ة edbA  . مترابطة 

 :ه   المنموعام ادرس ترابط .2Rالمنموعام التال ة نزئ ة من  (2

 },:),{(}0:),{( 1
a

boababbaA . 

 }0{2  RA. 
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 }1:),{( 221  yxyxS. 

 }1:),{( 22  yxyxB. 

:),(),( للللتكن (3  YXf   ن الفضلللاءبلللرهن أ ، ن تشلللاكل توبوللللوداللللة  
),( Y و فقط إ ا كان الفضاء إ ا اً رابطً  كون مت  ),( X . ًفضاءً مترابطا 

 أن  اص ة الترابط  ل سم  اص ة وراث ة   ب ن بمثال (7

   من الفضاء التوبولونـلـ  ة مترابطةنزئ ةمنموع ,BA كل من بفرض أن  (7

),( Xح   أن  BA..فبرهن أن BA منموعة مترابطة. 

:),(),(  لتكن  (6  YXf من الفضاء  شاملةو مفتوحة  و  ةتصلدالة م 

),( موضع اً  المترابط  التوبولون X   إل ),( Y.فب ن أن الفضاء),( Y  

 .ترابط موضع اً م
 المترابط موضع اً الفضاء التوبولون  من   نزئ ة منموعة  Aلتكن  (7

),( X وبح   أن)(Ab  ًن أن   . فبمنموعة مترابطة موضع اA وعةمنم 

 .مترابطة موضع اً  

اثبلللم أن الصلللور  المتصللللة ىي منموعلللة نزئ لللة مترابطلللة مسلللار اً هللل    (8

 منموعة مترابطة مسار اً.

),( كن لللل (9 X و للللتكنتوبوللللون   فضلللاء XA ة منموعلللة نزئ لللة كث فللل

),(  الفضاء هل .و مترابطة مسار اً Xف  X مسار اً  رابطمت . 

برهن أن اتحلاد عائللة المنموعلام المترابطلة مسلار اً  ام التقلاطع غ لر  (11

 ال ال هو منموعة مترابطة مسار اً.
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),(إ ا كللان  (11 X فضللاءً مترابطللاً موضللع اً و لللتكنXA  و المنموعللة

B   مركبة فAبرهن أن . 

).()()3(

)()()2(

)1(

AbBBbAAif

AbBb

ABB Oo







 

),(لل كن  (12 X موضللع اً و  اً فضلاءً توبولون للاً مترابطلA منموعلة نزئ للة

),(الفضلللاء النزئللل  بح للل  أن  Xملللن 
A

A هن أن.بلللر متلللرابط موضلللع ا 

 مترابطة موضع اً. Aالمنموعة 
2}0{أثبم أن الفضاء  (77 R. مترابط 

:}0{]1,0[لللتكن  (77 2 Rf10دالللة متصلللة و شللاملة. اثبللم أنللإ لكللل  c 

1)(فإن  cf  .غ ر  ابل للعد 

 كلون متلرابط مسلار اً و هلو متلرابط nR اثبم أن كل مفتوح متلرابط فل  (77

 موضع اً. 

و المنموعللللللللللة  Rهللللللللللل  ونللللللللللد تشللللللللللاكل توبولللللللللللون  بلللللللللل ن  (76

}0:),{( 2  xyRyx . 

و اي منموعلة مفتوحلة نزئ لة ملن  Rهل  ونلد تشلاكل توبوللون  بل ن  (71

R . 

 ب ن أن الفضاء   و بعد صفري إما غ ر متقطع أو غ ر مترابط.  (78

ر بلل ن أن الفضللاء صللفري البعللد و اللل ي ف للإ كللل منموعللة وح للد  العنصلل (79

 مغلقة هو غ ر مترابط  بالكامل 

بلللرهن أن كلللل فضلللاء هاوسلللدورف و صلللفري البعلللد هلللو غ لللر متلللرابط  (27

 بالكامل 
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و مثللال لفضللاء ضلع مثللال لفضللاء صللفري البعللد و غ لر متللرابط بالكامللل  (27

 غ ر مترابط بالكامل ول س صفري البعد. 

برهن أن كل فضاء نزئ  من الفضلاء الغ لر متلرابط بالكاملل هلو فضلاء  (22

 غ ر مترابط بالكامل 
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دمة  -  -مق 
 .ؽذ٠ســــأُ٘ أفشع اٌعثش اٌ اٌش٠اػ١اخ ٠ٚؼرثش ِٓ فشع اٌعثش اٌخطٟ ٘ٛ

  ٠ٙرُ اٌعثش اٌخطٟ تذساعح اٌفؼاءاخ اٌّرعٗ ٚاٌرؽ٠ٛلاخ اٌخط١ح ٚإٌظُ اٌخط١ح. 

ذاٌٟ ٚإٌٙذعح ــــــ٠غرؼًّ اٌعثش اٌخطٟ وص١شا فٟ ولا ِٓ اٌعثش اٌّعشد ٚاٌرؽ١ًٍ اٌ

 ٍَٛ الاظرّاػ١ح.ــــــــح ٚاٌؼـاٌرؽ١ٍ١ٍح وّا ٌٗ أ٠ؼا ذطث١ماخ فٟ اٌؼٍَٛ اٌطث١ؼ١

أثصمد دساعح اٌعثش اٌخطٟ لأٚي ِشج ِٓ أِا ػٓ ذاس٠خ اٌعثش اٌخطٟ فمذ 

اعرؼٍّد ٚط١ح. ــــــٔظُ اٌّؼادلاخ اٌخ ؼً، اٌرٟ وأد ذغُرؼًّ فٟ اٌّؽذداخ دساعح

اتش١٠ً ظ ا تؼذ، اعرخٍضـــــــــــ، ٚف9911ّ١فٟ ػاَ  لا٠ثٕض اٌّؽذداخ ِٓ ؽشف

شُ ػًّ الأٔظّح اٌخط١ح. ً ؼ لايـــخ اٌرٟ ذّىٓ ِٓ لاػذج وشاِش  9541وشاِش

  .اٌؽزف الأٔظّح اٌخط١ح تاعرؼّاي ؽش٠مح ٔظش٠ح ؼً فٟ  ٚطظا

شج فٟ إٔعٍرشا، فٟ ــــفٟ تذا٠اخ اٌمشْ اٌراعغ ػشش ظٙشخ دساعح اٌّظفٛفاخ لأٚي ِ

 اٌّظفٛفاخ. ( Matrix)ِفَٙٛ  عٍفغرشظ١ّظ ظٛص٠ف  ، لذ9141َػاَ 

اخ اٌرؽ٠ٛلاخ ــــــــــِٓ خلاي دساعرٗ ٌرشو١ث  أسشش وا٠ٍٟ اعرطاع ػاٌُ اٌش٠اػ١اخ 

. وّا ٚظذ أ٠ؼا  ٛط ِظفٛفحـــــِؼى اٌخط١ح، ذؼش٠ف ػشب اٌّظفٛفاخ ٚإٌٝ ذؼش٠ف

 .ؽذداخـــــــتاٌّ اٌؼلالح اٌرٟ ذشتؾ اٌّظفٛفاخ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AD%D8%AF%D8%AF
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%BA%D9%88%D8%AA%D9%81%D8%B1%D9%8A%D8%AF_%D9%84%D8%A7%D9%8A%D8%A8%D9%86%D8%AA%D8%B3
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%BA%D8%A7%D8%A8%D8%B1%D9%8A%D9%8A%D9%84_%D9%83%D8%B1%D8%A7%D9%85%D8%B1
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https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%82%D8%A7%D8%B9%D8%AF%D8%A9_%D9%83%D8%B1%D8%A7%D9%85%D8%B1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%82%D8%A7%D8%B9%D8%AF%D8%A9_%D9%83%D8%B1%D8%A7%D9%85%D8%B1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%83%D8%A7%D8%B1%D9%84_%D9%81%D8%B1%D9%8A%D8%AF%D8%B1%D9%8A%D8%B4_%D8%BA%D8%A7%D9%88%D8%B3
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AD%D8%B0%D9%81_%D8%BA%D8%A7%D9%88%D8%B3%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AC%D9%8A%D9%85%D8%B3_%D8%AC%D9%88%D8%B2%D9%8A%D9%81_%D8%B3%D9%8A%D9%84%D9%81%D8%B3%D8%AA%D8%B1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A2%D8%B1%D8%AB%D8%B1_%D9%83%D9%8A%D9%84%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%B9%D9%83%D9%88%D8%B3_%D9%85%D8%B5%D9%81%D9%88%D9%81%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AD%D8%AF%D8%AF
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   ثاباٌ

 

 

 

 

وكذلك  الفضاءات المتجة  التحوٌل الخطً بٌنبتعرٌف ودراسة مفهوم فً هذا الفصل سوف نقدم 

  .صفرٌة ورتبة التحوٌل الخطً أٌضانواة ومدي " صورة" التحوٌل الخطً و

 تعشَف:

 ُ( ِٓـداٌٗ )ساع          ، ٚأْ  ػٍٟ اٌؽمً  اء٠ٓ ِرع١ٙٓـفؼ      تفشع أْ

ا  ٠لاا ذؽٛ    ف١ماي تأْ  اٌفؼاء إٌٝ    اٌفؼاء   :إرا ذؽمك خط١ا

                                              
                                              .   

 ٠ّٚىٓ دِط اٌششؽ١ٓ اٌغاتم١ٓ فٟ ششؽ ٚاؼذ والاذٟ:

                                        

 Linear مؤثر خطًبمى ـسٌ  ن إف   فً التحوٌل الخطً       إذا كان و -

operator . 

 :مثـــال

 ذؽ٠ًٛ خطٟ ؼ١س            تحقق من كون 

                   

 الحـــل:

                                     

                                                 

                                                                                    

                                                                                      

                                                                                   

                                 

1 

 انتحىَلاث انخطُت

Linear Transformations 



        1ِؽاػشاخ فٟ اٌعثش اٌخطٝ  الراوي                                                       د. عمرو    

 

 

 

 

                                                       

                                                     

                                                    

 مثـــال:

 ذؽ٠ًٛ خطٟ أَ لا ؼ١س            وضح ما إذا كان 

                 

 الحـــل:

                       

                         

                                              

                                                    

                                                       

 فضاء خطً. للا ٌمث  وبالتالً 

 مثـــال:

 ذؽ٠ًٛ خطٟ أَ لا ؼ١س            وضح ما إذا كان 

              

 الحـــل:

                       

                         

                                              

                                                    

                                                       

 فضاء خطً. للا ٌمث  وبالتالً 



        4ِؽاػشاخ فٟ اٌعثش اٌخطٝ  الراوي                                                       د. عمرو    

 

 

 

 

 ملحوظة:

 راسم التناظر أحادي ٌكون تحوٌل خطً والعكس لٌس بصحٌح. 

 

 :مثـــال

 ذؽ٠ًٛ خطٟ ١ٌٚظ ذٕاظش أؼادٞ ؼ١س            تحقق من كون 

                   

 الحـــل:

                                       

                                                 

                                                                                     

                                                                                       

                                                                                      

                                 

                                                      

                                                   

                                                    

 وأن                       لا ٌكون أحادي حٌث    التحوٌل 

                  . 

 نظرية:

 تحوٌل خطً فإن:      بفرض أن 
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 البرهان:

 

 

                     

                                       

                                       

                                    

                            

                                

 .متروك للطالب     

 نظرية:

       فضاء جزئً فإن     وكان تحوٌل خطً       بفرض أن 

 فضاء جزئً.        وكذلك   فضاء جزئً من 

 البرهان:

                                                        

     

                     

                                           

              

                                 

.أما الجزء الثانً فٌترك للطالب  
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 نواة ومدى التحويل الخطي -2

Kernel & Image Linear Transformation 

 تعريف:

 فئْ ٔٛاج اٌرؽ٠ًٛ ذؼشف واٌراٌٟ: ذؽ٠ًٛ خطٟ      تفشع أْ 

     {           }     

 

 

 

 :مثـــال

 ذؽ٠ًٛ خطٟ. فأٚظذ ٔٛاج اٌرؽ٠ًٛ ؼ١س            إذا كان  

                 

 الحـــل:

                              

                                                          

 وبالتالً

                     {              }  

 

𝑂𝑊  𝐾𝑒𝑟𝑇 

𝑇 
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 تعريف:

 اٌرؽ٠ًٛ ذؼشف واٌراٌٟ: ِذٜ "طٛسج"فئْ  ذؽ٠ًٛ خطٟ      تفشع أْ 

     {              }  

 

 :مثـــال

 اٌرؽ٠ًٛ ؼ١س مدىذؽ٠ًٛ خطٟ. فأٚظذ             إذا كان  

                 

 الحـــل:

                            
                                                          

 وبالتالً
    {            }  

 

 .  أي أن مدى التحوٌل ٌمثل محور السٌنات فً الفضاء المتجه 

 نظرية:

 فإن:تحوٌل خطً       بفرض أن 

 . ( نواة التحوٌل فضاء جزئً من 1)

  . ( مدى التحوٌل فضاء جزئً من 2)

 البرهان:
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 .  وبالتالً نواة التحوٌل تكون فضاء جزئً

                                             
                  

     
                      
                                           
               
                                

 .  ٚتاٌراٌٟ ِذٜ اٌرؽ٠ًٛ فؼاء ظضئٟ ِٓ 

 نظرية:

 فإن:تحوٌل خطً       بفرض أن 

   تكون مرتبطه أٌضا فً      فإن   مجموعة متجهات مرتبطة خطٌا فً   ( إذا كان 1)

   تكون مستقلة أٌضا فً      فإن   مجموعة متجهات مستقلة خطٌا فً   ( إذا كان 2)

 البرهان:

 فئْ  ِشذثطح خط١ا فٟ     حٌث  {            }  نفرض أن ( 9)

                     

 وبالتالً                 فإنه ٌوجد علً الأقل 

                            

                               

 أٌضا مرتبطة خطبا.                        حٌث وهً 
 ِرشٚن ٌٍطاٌة( 2)
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 نظرية:

 فضاء جزئً بحٌث    تحوٌل خطً وأن       بفرض أن 

 .                            فإن                   

 البرهان:
      ٌولد الفضاء                   لكً نثبت أن

                                 
                       
                                      
                                                      
                                                      

 ٌمكن التعبٌر عنه كمجموع من المتجهات      أي أن أي متجه فً
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 رتبة وصفرية التحويل  -3

Rank &Nullity 
   

 تعريف:

 تعرف كالتالً     والتً ٌرمز لها ب        رتبة التحوٌل الخطً  -

                 

تعرف            والتً ٌرمز لها ب        صفرٌة التحوٌل الخطً   -

 كالتالً

                    

 مثال:

 المعرفللتحوٌل الخطً          و       أوجد 

                         

 الحل:

        

           

 نظرية:

                       

 البرهان:
 وبفرض أن مجموعة المتجهات                  نفرض أن 

 .      الجزئًأساس للفضاء تكون  {            }

 تكون المجموعة بحٌث               من المتجهات      هذه المجموعة بعدد بإكمال

 .   أساس للفضاء {                           }
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 بفرض أن 

                             
                               
                                           
                                           

 أي أن                  فنحصل علً ) من تعرٌف الأساس(     فعند 
              

 
                         

 
 علً ( نحصل2( و )1بطرح )

                                            
 ومن تعرٌف الأساس نلاحظ بأن

 
                 
               

تكون مستقلة وهً تولد الفراغ الجزئً                        أٌضا فإن المتجهات 
    . 

                           
                                                                                  
                     

 
 

 نظرية:

تحوٌل خطً فإنه ٌكون أحادي إذا كان وكان فقط نواة التحوٌل       إذا كان 

 مساوٌة للمتجه الصفري أي أن

     { }           

 البرهان:
 { }     نثبت أن وستحوٌل أحادي    نفرض أن  :الاتجاه الأول
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           { }  

  أن النواة مساوٌة للمتجه الصفري وسوف نثبت أن التحوٌل أحادينفرض  الاتجاه العكسً:
                                  
                                                                     
                                                                     
                                                                  
                                                                 
               

   
 ملحوظة:

 . { }    صفري إذا كان   ٌقال بأن التحوٌل الخطً  -1

 .     إذا كان  ontoفوقً   ٌقال بأن التحوٌل الخطً  -2

 متحققٌن. 2و 1تناظر أحادي  فإن   ٌقال بأن التحوٌل الخطً  -3

  وبالتالً فإن                  فإن            إذا كان  -4

 ٌكون التحوٌل الصفري.

  وبالتالً فإن                فإن               إذا كان  -5

  ٌكون تحوٌل  تناظر أحادي "غٌر مفرد".

وفً هذه الحالة               فإن               إذا كان  -6

 ٌكون التحوٌل ٌكون تحوٌل مفر او شاذ.
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 المصفوفات والتحويلات الخطية

فإن أي تحوٌل خطً )مؤثر              ذو الأساس   فضاء اتجاهً علً الحقل   بفرض أن 

علً نفس الحقل والعكس صحٌح وهذا ما     خطً( تناظره مصفوفة وحٌدة مربعة من النوع 

 توضحه النظرٌة التالٌة.

 نظرية:

وبٌن     علً الحقل   ٌوجد تناظر أحادي بٌن مجموعة المصفوفات المربعة من النوع 

ساس مجموعة التحوٌلات الخطٌة للفضاء الاتجاهً المعرف علً نفس الحقل بالنسبة للإ

            . 

 البرهان:

              أن صور متجهات الأساس هً      بفرض أن لدٌنا التحوٌل الخطً 

 حٌث

                               

أن نكتبها كارتباط خطً لمتجهات ٌمكن  فإن صور متجهات الأساس وبالتالً

 أي أن              الأساس

                               

                               

  

                               

 

 وٌمكن كتابة نظام المعادلات السابق فً الصورة المصفوفٌة كالتالً:
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(

  

  

 
  

)  (

     
     

 
     

)  (

            

            

    
            

)(

  

  

 
  

) 

 أي تحوٌل خطً تناظره مصفوفة.  لذا فإن لأي أساس فً الفضاء الاتجاهً 

 بفرض أن لدٌنا المصفوفة المربعة ً: العكس الاتجاه

(

            

            

    
            

) 

 فإننا سوف نحصل علً المتجهات  أساس للفضاء             وكان

                               

 ٌمكن كتابته فً الصورة   متجه فً الفضاء  وأي

                     

 ومن خواص التحوٌل الخطً نجد

                           

                                       

                              

أي من خلال المصفوفة ٌمكن الحصول علً صورة وحٌدة فً نفس الفضاء أي حصلنا علً تحوٌلة 

 . خطٌة للفراغ 

 ملحوظة:

  المصفوفة المعتادة هً مصفوفة التحوٌل بالنسبة للأساس القٌاسً أو المعتاد .

 مثـــال:

 حٌثالمصفوفة المناظرة للتحوٌل ذؽ٠ًٛ خطٟ. فأٚظذ             إذا كان  
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 الحـــل:

 حٌث    أساس  {        }هنا باعتبار المجموعة  

              

               

              

 

 وبالتالً فإن المصفوفة المناظرة للتحوٌل تكون 

  (
   
    
   

) 

 وٌمكن إٌجاد هذه المصفوفة بطرٌقة أخري

                                 

                                 

                                 

 

 ومنها نحصل

                                                         

                                         

                  

                                                         

 وبالتالً تكون 

  (
   
    
   

) 
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 مثـــال:

 المصفوفة المناظرة للتحوٌل حٌثذؽ٠ًٛ خطٟ. فأٚظذ             إذا كان  

                      

 .  ٌـ  {                  }ؼ١س الأعاط 

 انحـــم:

 

                         

                          

 ومنها نحصل

                                     

                                        

 وبالتالً تكون 

 

  (
  

   
) 

 

 

 

 

 

 

 

 



        95ِؽاػشاخ فٟ اٌعثش اٌخطٝ  الراوي                                                       د. عمرو    

 

 

 

 

 تمارين
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II.         
         

                          

          

خطً وأوجد المصفوفة التً                        اثبت أن التحوٌل  -3

 فً الحالات الاتٌه       تمثله بالنسبة للأساس 

a)       { }  
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c)    {                         }    

{                       }   

                 عندما        حٌث     بٌن  -4

 قابل للعكس فً الحالات الاتٌة:  حدد فٌما إذا كان التحوٌل  -5
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II.         
       

                      

III.         
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   ثاباٌ

 

 

 

 

فً هذا الفصل سوف نناقش أحد أهم موضوعات الجبر الخطً لما له العدٌد من التطبٌقات المختلفة 

 فً الرٌاضٌات والفٌزٌاء. 

 تعشَف:

 فئْ ٠ماي تأْ ِؤشش خطٟ           ، ٚأْ  ػٍٟ اٌؽمً  اءِرعٗـفؼ    تفشع أْ

 تؽ١س     إرا ٚظذ ػذد  ِرعٗ راذٟ ٌٍّؤشش    

                  
 ٠ٚغّٟ اٌؼٕظش      .تاٌم١ّح اٌزاذ١ح ٌٍّؤشش

 

 نظرية:

الً المتجه  بالإضافة  المناظرة للقٌمة الذاتٌة          مجموعة المتجهات الذاتٌة للمؤثر 

 . الصفري تكون تكون فضاء جزئً من 

 البرهان:

مضافا الٌها    مجموعة المتجهات الذاتٌة المناظرةللقٌمة الذاتٌة {         }   نفرض أن 

 المتجه الصفري  وبالتالً 

                             

 نحصل علً 

                         

                                        

                                         

         أي أن 

2 

 انقُى انزاتُت "انًًُزة" وانًتجهاث انزاتُت

Eigenvalues and Eigenvectors 
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       أي أن 

 تعشَف:

 تؽ١س ٠ىْٛ    إرا ٚظذ اٌؼذد   ٠غّٟ تاٌّرعٗ ا١ٌّّض ٌٍّظفٛفح      اٌّرعٗ 

                   
ٌٍّظفٛفح  تاٌم١ّح اٌزاذ١ح   ٠ٚغّٟ اٌؼٕظش      

 

 ملحوظة:

ٌكون مناظر لقٌمتٌن ممٌزتٌن وٌمكن توضٌح   للمصفوفة    لا ٌوجد متجه ممٌز  

 ذلك كالتالً:

أي   للمصفوفة    ممٌزتٌن وتناظران المتجة الممٌز      نفرض أن لدٌنا قٌمتن 

 أن 

                       

 وبالتالً

                             

 وهذا تناقض 

 

 ملحوظة:

قد ٌكون هناك قٌمة أكثرمن متجه ممٌز مناظر لقٌمة ممٌزة واحده وٌمكن استنتاج ذلك  

 من المعادلة

                      

    وبالتالً ٌوجد متجه ذاتً اخر هو  
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 ملحوظة:

فإننا نعنً المصفوفة المعتاده   للمصفوفة عندما نقول القٌم الذاتٌة والمتجه الذاتً  

         للتحوٌل الخطً 
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 Characteristic equationانًعادنت انًًُزة 

 تعشَف:

 فإن      مصفوفة مربعه من النوع   بفرض أن 

                       

نها عذد لاَهائٍ يٍ انحهىل إرا كاٌ وكاٌ وهى َظاو يٍ انًعادلاث انخطُت انًتجاَست وانتٍ 

 فقط

               

 أي كثيرة حدود من الدرجة النونية أي أن    ونلاحظ أن مفكوك هذا المحدد هو داله في 

                

                                                         
               

وتسمي   وتسمي بالمعادلة المميزة للمصفوفة   في    المعادلة من الدرجةوهذه 

 . جذورها بالجذور المميزة للمصفوفة 

 

  مثال:

 للمصفوفةوالمتجهات الذاتٌة أوجد القٌم الذاتٌة 
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 انحم:

ذىْٛ Aاٌّؼادٌح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح   
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 ٚظزٚس ٘زٖ اٌّؼادٌح ذىْٛ:

1,6

0)1)(6(









 
 . Aٟٚ٘ اٌم١ُ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح

ٌزٌه ٔفشع أْ









y

x
X 6٘ٛ اٌّرعٗ اٌزاذٟ إٌّاظش ٌٍم١ّح اٌزاذ١ح 
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  2xٔؽظً ػٍٝ  5yٚتٛػغ 

٠ىْٛ ٘ٛ 6ٚإراا اٌّرعٗ اٌزاذٟ إٌّاظش ٌٍم١ّح اٌزاذ١ح
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)(٠0ىْٛ: 1ٚفٟ ؼاٌح  XIA  
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yxyx  022 

  1xٔؽظً ػٍٝ  1yٚتٛػغ 

٠ىْٛ ٘ٛ 1اٌزاذ١حٚإراا اٌّرعٗ اٌزاذٟ إٌّاظش ٌٍم١ّح 
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 يثال:
 أٚظذ اٌم١ُ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح 
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 انحم:

 اٌّؼادٌح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح ذؼُطٝ ِٓ: 
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 ِٚٓ شُ اٌم١ُ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح ذىْٛ:

1,1,1 
  يثال:
 اٌّرعٙاخ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفحأٚظذ 
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 انحم: 

 ذؼُطٝ ِٓ: Aاٌّؼادٌح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح

0)3)(2)(1(]2256)[1(

0)]2(22[]2)3)(2)[(1(

0

322

121

101

2 





















 
 ذىْٛ Aٚإراا اٌم١ُ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح

3,2,1 
 تّا أْ  Aاٌّرعٙاخ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفحلا٠عاد 

0)(  XIA  
 فئْ 
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 ٠ىْٛ 1فئْ اٌّرعٗ اٌزاذٟ إٌّاظش ٌٍم١ّح اٌزاذ١ح 1yٚتٛػغ 
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 ٠ىْٛ 2فئْ اٌّرعٗ اٌزاذٟ إٌّاظش ٌٍم١ّح اٌزاذ١ح 1yٚتٛػغ 
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 ٠ىْٛ 3فئْ اٌّرعٗ اٌزاذٟ إٌّاظش ٌٍم١ّح اٌزاذ١ح 1yٚتٛػغ 
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 كيلي هاميلتون" “ نظرية:

 مربعة تحقق معادلتها أي أن  كل مصفوفة 

  

            
                  

 انبشهاٌ:

ٚتاٌراٌٟ ػٕاطش٘ا         ٟٚ٘ اٌّظفٛفح اٌّرشافمح ٌٍّظفٛفح     ٔفشع اْ ٌذ٠ٕا اٌّظفٛفح

فٟ وص١شاخ اٌؽذٚد ٘زٖ وً   أٚ ألً ِٚؼاِلاخ     ذىْٛ ػثاسج ػٓ وص١شاخ ؼذٚد ِٓ اٌذسظح 

 ٚتاٌراٌٟ ٠ّىٓ وراتح فٟ اٌظٛسج     ِٕٙا وص١شج ؼذٚد فٟ اٌؼٕاطش 

                         

ٚػٕاطش٘ا وص١شاخ     وً ِٕٙا ِظفٛفح ِشتؼح ِٓ اٌشذثح                 ؼ١س 

 . تّا أْ    ؼذٚد فٟ 

       
 

          
    

 ِٕٚٙا ٔؽظً ػٍٟ 

                               

        
                  

 فٟ اٌطشف١ٓ ٔؽظً ػٍٟ  ٚتّماسٔح ِؼاِلاخ 

     اٌؽذ اٌّطٍك

          ِؼاًِ 

.... ... 
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                 ِؼاًِ 

         ِؼاًِ 

 ػٍٟ اٌرشذ١ة ٚاٌعّغ ٔؽظً ػٍٟ                ٚتؼشب ٘زٖ اٌّؼاِلاخ فٟ 

      
                  

 ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب اشثاذٗ.

 ملحوظة:

سوف نستخدم نظرٌة كٌلً هاملتون فً إٌجاد معكوس المصفوفة الغٌر شاذة وسوف 

 نوضح كالتالً :

 مصفوفة مربعة وغٌر شاذة ومن نظرٌة كٌلً هاملتون نحصل علً   بفرض أن 

      
                  

 فنحصل علً    وبضرب طرفً المعادلة فً 

        
                    

 ومنها

     
 

  
         

             

 نلاحظ أٌضا 

                        

                       

 

 مثال: 

 المصفوفةباستخدام نظرٌة كٌلً هاملتون أوجد محدد وأثر وكذلك معكوس 
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 الحل:
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 ٚتاٌراٌٟ فئْ ِؽذد اٌّظفٛفح ٠ىْٛ 

          

 ٚأشش اٌّظفٛفح ٠ىْٛ

        

 تّا أْ 

               
  

 
       

 أٞ أْ

    
  

 
(
    
   

)  

 

 

 

 

 



        21ِؽاػشاخ فٟ اٌعثش اٌخطٝ  الراوي                                                       د. عمرو    

 

 

 

 

 :خىاص انقُى انزاتُت وانًتجهاث انزاتُت نهًصفىفت

 عٛف ٔغرؼشع تؼغ خٛاص اٌم١ُ اٌزاذ١ح ٚاٌّرعٗ ٌٍّظفٛفاخ

 نظرية:

 .القٌم الذاتٌة للمصفوفة الصفرٌة تكون منعدمة

 اٌثش٘اْ:

 ٟ٘   تّا أْ اٌّؼادٌح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح 

             

 فٙزا ٠ؤدٞ اٌٟ     ٌىٓ 

                                        

 نظرية:

 متساوٌة وتساوي الواحد الصحٌح. تكون وحدةالقٌم الذاتٌة للمصفوفة ال

 اٌثش٘اْ:

 ٟ٘   تّا أْ اٌّؼادٌح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح 

             

 فٙزا ٠ؤدٞ اٌٟ      ٌىٓ 

                           

           

                                   

 نظرية:

 القٌم الذاتٌة للمصفوفة القطرٌة تكون عناصر القطر الرئٌسً.

 اٌثش٘اْ:

 ٟ٘   تّا أْ اٌّؼادٌح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح 
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 فٙزا ٠ؤدٞ اٌٟ                      ٌىٓ 

             

                        

                                            

 نظرية:

 تكون شاذة إذا كان وكان فقط إحدي قٌمها الذاتٌة مساوٌة للصفر.  المصفوفة 

 اٌثش٘اْ:

 ٟ٘   تّا أْ اٌّؼادٌح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح 

             

 فٙزا ٠ؤدٞ اٌٟ     ٌىٓ 

             

           

 نظرية:

 لهما نفس القٌم الذاتٌة.      المصفوفتان 

 اٌثش٘اْ:

 ٟ٘   تّا أْ اٌّؼادٌح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح 
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 نظرية:

هً القٌمة الذاتٌة     فإن   ٟ٘ اٌم١ّح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح اٌماتٍح ٌلأؼىاط    إرا وأد 

 .   للمصفوفة

 اٌثش٘اْ:

 تّا أْ ِؽمك     ٚتاٌراٌٟ فئْ ٚظٛد     لاتٍح ٌلأؼاط فئْ   تّا أْ اٌّظفٛفح 

               

                                               

 نظرية:

 .اٌّرعٙاخ اٌزاذ١ح إٌّاظشج ٌم١ُ راذ١ح ِخرٍفح ذىْٛ ِغرمٍح خط١ا

 اٌثش٘اْ:

 ِرشٚن ٌٍطاٌة
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 انتحىَم إنٍ انصىسة انقطشَت

٠ّىٓ ذؽ٠ًٛ ِظفٛفح ِا إٌٟ ِظفٛفح اٌّظفٛفح تاعرخذاَ اٌؼ١ٍّاخ الأ١ٌٚح ػٍٟ طفٛف أٚ أػّذج 

 لطش٠ح ٕ٘ا عٛف ٔغرؼشع ؽش٠مح اخشٞ ٌرؽ٠ًٛ اٌّظفٛفح إٌٟ ِظفٛفح لطش٠ح

 تعشَف:

 فإن      مصفوفة مربعه من النوع   بفرض أن 

          

هً مصفوفة قطرٌة   و   مصفوفة أعمدتها هً المتجهات الذاتٌة للمصفوفة   حٌث 

 . فٌها عبارة عن القٌم الذاتٌة للمصفوفة عناصر القطر 

 يثال:

 ؼٛي اٌّظفٛفح اٌرا١ٌح إٌٟ ِظفٛفح ػّٛد٠ح











45

21
A 

 اٌؽً:

 ٟ٘ Aِظفٛفح اٌّرعٙاخ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفحتّا أْ 
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 ٚتؽغاب اٌّؼىٛط اٌؼشتٟ ٌٙزٖ اٌّظفٛفح ٠ىْٛ
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 فٕعذ أْ:





























 
































10

06

15

12

45

21

25

11

7

11APP

 
APPٔلاؼع أْ اٌّظفٛفح 1

ذىْٛ ِظفٛفح لطش٠ح ػٕاطش لطش٘ا اٌشئ١غٟ ٟ٘ اٌم١ُ اٌزاذ١ح  

 . Aٌٍّظفٛفح
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  أٚظذ اٌّرعٙاخ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح يثال:
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 ِظفٛفح لطش٠ح؟شُ ؼٌٛٙا إٌٟ 

 انحم:
 ذؼُطٝ ِٓ: Aاٌّؼادٌح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح تّا أْ
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 اٌم١ُ اٌزاذ١ح ٟ٘ ٚتاٌراٌٟ فئْ

2,2,6 
 اٌؼلالح  تٛاعطح Aاٌّرعٙاخ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح الاْ عٛف ٔٛظذ
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 ػٕذ فشعٚ

syrx  , 
 ٔؽظً ػٍٟ 

srz  
 ٚتاٌراٌٟ فئْ اٌّرعٗ اٌزاذٟ ٠ىْٛ: 
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 ّ٘ا "ظزس ِىشس" 2ٌٍم١ّحٚتاٌراٌٟ ٔؽظً ػٍٝ ِرع١ٙٓ ِغرم١ٍٓ ِٕاظش٠ٓ 
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 ٠ىْٛ 6فئْ اٌّرعٗ اٌزاذٟ إٌّاظش ٌٍم١ّح اٌزاذ١ح 1zٚتٛػغ 
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 ذىْٛ: Aاٌّرعٙاخ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفحٚإراا ِظفٛفح 
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 ٠ّٚىٕٕا اٌرؽمك ِٓ أْ:
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 تعشَف:

 بحٌث  ٌوجد مصفوفة قابلة للانعكاس      مصفوفة مربعه من النوع   بفرض أن 

          

قابلة للتحول إلً صورة   . فً هذه الحالة ٌقال أن المصفوفة هً مصفوفة قطرٌة  حٌث 

 diagonalizationقطرٌة أو قابلة للاستقطار

 

 الاْ عٛف ٔغرؼشع ِفَّٙٛ اٌّظفٛفاخ اٌّرشاتٗ

 تعريف:
واللتان من نفس النظام أنهما متشابهتان إذا وُجدت  ,BAٌقُال أن المصفوفتان المربعتان

 غٌر مفردة بحٌث ٌتحقق Pمصفوفة

APPBPBPA 11   

 :يثال

 بمعلومٌة أن
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 فأوجد المصفوفة المشابهة للمصفوفة: 
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 الحل: 

 هو ومعكوسها الضربى غٌر مفردة Pأن المصفوفة بما
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 فإن Aتشابه المصفوفة Bالمصفوفة ولكً تكون

APPB 1 
 أي أن 
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 :تيجةن

فإنها تشابه مصفوفة قطرٌة عناصر قطرها       مصفوفة مربعه من النوع  إذا كانت 

 .  الرئسً هً القٌم الذتٌة للمصفوفة 

 

 يثال:

APPBشُ أٚظذ اٌّظفٛفح اٌرٟ ذؽمك   ِظفٛفح لطش٠ح ذشاتح   اشثد أْ اٌّظفٛفح  1 ؼ١س 
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 انحم:

 ذىْٛ: Aاٌّؼادٌح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح  

0)5()1(

221

131

122
2 















 
 ٟ٘ Aِٚٓ شُ ذىْٛ اٌم١ُ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح

5,1,1  
 ٟ٘: Aٚوّا عثك ذىْٛ اٌّرعٙاخ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح
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 ِٓ اٌّرعٙاخ اٌزاذ١ح وّا ٠ٍٟ: Pاٌّظفٛفح ٚتاٌراٌٟ فئْ 
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 ٚ٘زٖ اٌّظفٛفح غ١ش ِفشدج ِٚؼىٛعٙا اٌؼشتٟ ٠ىْٛ:
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ظذخ ِظفٛفح غ١ش ِفشدج ُٚ APPBذشاتٗ اٌّظفٛفح Aفاٌّظفٛفح Pٚؼ١س  1: 
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 Aِظفٛفح لطش٠ح ػٕاطش لطش٘ا اٌشئ١غٟ ٟ٘ اٌم١ُ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح Bٚٚاػػ أْ اٌّظفٛفح

 فرىْٛ ِشاتٙح ٌٙا.

 يثال:

 ذشاتٗ ِظفٛفح لطش٠ح ؼ١س  ً٘ اٌّظفٛفح 

  (
    
    

     
) 

 انحم:

 تّا أْ اٌعزٚس ا١ٌّّضٖ ٌٙزا اٌّظفٛفح ٟ٘ 

 
 

     
 

     
 

    

 ٚتاٌراٌٟ فئْ اٌّؼادٌح اٌّظفٛف١ح ذىْٛ
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 ٚؼً ٘زا إٌظاَ ٠ىْٛ فٟ اٌظٛسج

  {               } 

لاتشابه   فإن الجذور الثلاثة متساوٌة وجمعٌها تناظر متجها ذاتٌا واحد وبالتالً فإن وبالتالً 

 مصفوفة قطرٌة.

 :الاْ عٛف ٔغرؼشع تؼغ خظائض اٌّظفٛفاخ اٌّرشاتٗ

 :نظرية

 أي مصفوفتان متشابهتان لهما نفس القٌم الذاتٌة  .

 البرهان:
 متشابهتان فإنهما ٌحققان العلاقة: ,BAنفرض أن المصفوفتان 

APPB 1  

PIAP

PPAPP

IAPPIB

)(1

11

1



















 

.

)(

1

1

1

1

IA

IAI

IAPP

IAPP

PIAP

PIAPIB

































 
 نظرٌة:

 مصفوفتان متشابهتان أي أن ,BAبفرض أن 
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APPB 1 

فإن  iالمناظر للقٌمة الذاتٌة  Aهو المتجه الذاتً للمصفوفة  iXوكان  
ii XPY 1  ٌكون

 .iالمناظر للقٌمة الذاتٌة  Bهو المتجه الذاتً للمصفوفة 

 البرهان:
 وبالتالً فإن  iالمناظر للقٌمة الذاتٌة  Aهو المتجه الذاتً للمصفوفة  iXنفرض أن  

iii XAX  
APPBPBPA لكن  11    

 هذا ٌؤدي إلً 

iiiiii XPXBPXXPBP 111)(    

وبوضع 
ii XPY 1  ًنحصل عل iii XBY   ًوبالتال ii XPY 1  ٌكون 

 . iمناظر للقٌمة الذاتٌة  Bمتجه ذاتً للمصفوفة 

  
 يصفىفت انقىٌحساب 

٠ّىٓ اعرخذاَ ذؽ٠ًٛ اٌّظفٛفح إٌٟ ِظفٛفح لطش٠ح فٟ ؼغاب ِظفٛفح اٌمٜٛ ِٓ خلاي اٌؼلالح 

 اٌرا١ٌٗ:

 

 

 

 يثال:

 ػٍّا تأْ     اؼغة 

  (
    
   
   

) 

 اٌؽً:

 "ذؽمك ِٓ رٌه ٚذىْٛ ِظفٛفح اٌم١ُ اٌّرعٗ ٟ٘  2,2,1اٌم١ُ اٌزاذ١ح ٌٙزٖ اٌّظفٛفح ٟ٘ 

𝑫  𝑷 𝟏𝑨𝑷  𝑨  𝑷𝑫𝑷 𝟏 
                          𝑨𝒌  𝑷𝑫𝒌𝑷 𝟏
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  (
     
   
   

) 

 ِٚؼىٛعٙا ٟ٘

    (
   
   

     
) 

 ٚتاٌراٌٟ اٌّظفٛفح اٌؼّٛد٠ح ٟ٘ 

  (
   
   
   

) 

 ٚتاٌراٌٟ:

            (
            
            
          

)  
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 ذّاس٠ٓ

 .    ٟ٘ اٌم١ّح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح    فثش٘ٓ أْ    ٟ٘ اٌم١ّح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح   إرا وأد  -9

ؼ١س     ٟ٘ اٌم١ّح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح    فثش٘ٓ أْ    ٟ٘ اٌم١ّح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح   إرا وأد  -2

 ػذد طؽ١ػ ِٛظة .  

ٟ٘ اٌم١ّح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح     فثش٘ٓ أْ    ٟ٘ اٌم١ّح اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح   إرا وأد  -1

 ػذد ل١اعٟ .  ؼ١س       

 أٚظذ ِظفٛفح لطش٠ح ِشاتٙح ٌٍّظفٛفح -4
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 ذؽمك ِٓ أْ اٌّظفٛفر١ٓ -4
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 ٠ىْٛ ٌّٙا ٔفظ اٌم١ُ اٌزاذ١ح ٌٚىٓ غ١ش ِرشاتٙر١ٓ.

APPبحٌث ٌكون Pأوجد المصفوفة   -6 1
مصفوفة قطرٌة عناصر قطرها الرئٌسً  القٌم الذاتٌة  

 فً كل من الحالات الآتٌة:     ثم احسب Aللمصفوفة

(i) 






















500

032

023

A    

(ii) 
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(iii) 
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A  
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 أٚظذ أعاعاخ اٌفؼاءاخ اٌزاذ١ح ٌٍّظفٛفح  -5
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   ثاباٌ

 

 

 

 

 

 

ا ، ٔمَٛ  "ذشف١ش"فٟ ٘زا اٌفظً ، ٔمذَ ؽش٠مح ذش١ِض اٌؽغاب  تاعرخذاَٚفه ذشف١ش اٌشعائً. أ٠ؼا

 .ذشف١شاٌؼثاساخإٌّطٟ ٚششغ و١ف ٠ّىٓ أؼ١أاا اعرخذاَ إصاٌح 

 شُشفتان
٠ؼٛد ذاس٠خ اٌشِٛص اٌغش٠ح إٌٝ الأ٠اَ الأٌٚٝ ِٓ الاذظاي اٌىراتٟ ، ٚواْ ٕ٘ان ص٠ادج فٟ الا٘رّاَ 

ا تغثة اٌؽاظح إٌٝ اٌؽفاظ ػٍٝ خظٛط١ح اٌّؼٍِٛاخ إٌّمٌٛح ػثش خطٛؽ  تاٌّٛػٛع ِؤخشا

 ِح.الاذظاي اٌؼا

 تعشَف:

 ػٍُ اٌرشف١ش ٘ٛ دساعح ذش١ِض ٚفه ذشف١ش اٌشعائً اٌغش٠ح.

 

 

 

 

 

 

 

 ػٍٟ عث١ً اٌّصاي عٛف ٔمَٛ تاعرثذاي اٌؽشف وّا فٟ اٌعذٚي اٌراٌٟ:

 
 يثال:

 لاعرثذا١ٌح ؽثما ٌٍعذٚي اٌغاتكا إٌض اٌراٌٟ تاعرخذاَ اٌشفشج اٌثذ٠ٍحشفش 

ROME WAS NOT BUILT IN A DAY 

 انحم:

3 

 انتشفُش

Cryptography 

، ٟ٘ ذٍه اٌرٟ ذغرثذي وً ؼشف ِٓ اٌؽشٚف  لاعرثذا١ٌحا اٌشفشج، ذغّٝ  أٔٛاع اٌشفشاخأتغؾ 

 .الأتعذ٠ح تؽشف ِخرٍف
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 ؽثما ٌٍعذٚي أػلاٖ ٔعذ ٠ظثػ إٌض اٌّشفش ٘ٛ

URPH ZDV QRW EXLOW LQ D GDB 

 

 شفشة هُم

أؼذ أٔٛاع اٌشفشاخ ف١ّا ذؼشف تشفشج ١ً٘ ٚاٌرٟ عٛف ٔغرخذَ اٌّظفٛفاخ ف١ٙا عٛف ٔذسط  ٕ٘ا

 ٌرؽ٠ًٛ إٌض إٌٟ ٔض اخش ِشفش. 

ػٍٟ ؼغة ذشذ١ة اٌؽشٚف  24ؼرٟ  9ؼشف ِٓ اٌؽشٚف ٌذ٠ح ل١ّح ػذد٠ح ِٓ ا٢ْ ، ٔفرشع أْ وً 

(. لأعثاب عررؼػ لاؼماا ، ذُ ذؼ١١ٓ ل١ّح 4.9)اٌعذٚي  ٌٍعذٚي ذىْٛ ل١ّرٙا ؽثما Zتاعرصٕاء اٌٙعائ١ح  

Z .إٌٝ طفش 

 
، ٠رُ ذؽ٠ًٛ الأصٚاض اٌّررا١ٌح ِٓ إٌض اٌظش٠ػ إٌٝ ٔض  ١ً٘ -2شفشج ١ً٘ ٘ٛ ٔٛع ِٓ فٟ أتغؾ 

 اٌراٌٟ: اخِشفش ِٓ خلاي الإظشاء

 

 .    قابله للانعكاس من النوع  "تسمً بمصفوفة التشفٌر" اختٌار مصفوفة -1

  (
      

      
) 

تقسٌم النص المراد تحوٌلة الً نص مشفر الً أزواج من الحروف وفً حالة كون عدد  -2

 حروف النص عدد فردي ٌتم تكرار اخر حرف.

ٌتم تحوٌل كل زوج من حروف النص الصرٌح إلً متجه وإعطاء قٌمة كل حرف حسب  -3

 1-5الجدول 

  (
   

   
) 

 .1-5جدول وتحوٌل المتجه الناتج الً ما ٌناظره من الحروف طبقا لل    ٌتم حساب   -4
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 يثال:

 تاعرخذاَ اٌّظفٛفح اٌرا١ٌح 

  (
  
  

) 

 ١ً٘ -2شفش إٌض اٌراٌٟ تاعرخذاَ شفشج 

I AM HIDING 

 

 اٌؽً: 

 ٔىرة إٌض اٌّشاد ذشف١شج إٌٟ أصٚاض ِصٕٟ ِصٕٟ واٌراٌٟ

IA MH ID IN GG 

 9-٠4ماتٍٙا ِٓ الأسلاَ ؽثما  ٌعذٚي ٔؽٛي ٘زٖ الأصٚاض إٌٟ ِا 

9 1 13 8 9 4 9 14 7 7 

 الاْ عٛف ٔعشٞ ػ١ٍّح اٌرشف١ش

(
  
  

) (
 
 
)  (

  
 

) 

(
  
  

) (
  
 

)  (
  
  

)  (
 
  

) 

(
  
  

) (
 
 
)  (

  
  

) 

(
  
  

) (
 
  

)  (
  
  

)  (
  
  

) 

(
  
  

) (
 
 
)  (

  
  

) 

 ٔؽٛي اٌّرعاخ اٌٟ ِا ذٕاظشج ِٓ ؼشٚف ٌٕؽظً ػٍٟ 

KC CX QL KP UU 

 ػٍٟ إٌض اٌّشفشاٌخطٖٛ الأخ١شج عٛف ٔؽزف اٌّغافاخ ٌٍؽظٛي 

KCCXQLKPUU 
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 ساب انتطابق بًقُاسح

ِٓ اٌُّٙ  دساعح صِشج الإئرلاف أٚ اٌرطاتك تّم١اط ٌىٟ ٔغرف١ذ ِٕٙا فٟ إػادٖ إٌض اٌّشفش إٌٟ 

 إٌض اٌظش٠ػ " فه اٌرشف١ش"

 تعشَف:

   ِرطاتماْ تّم١اط    فأٔٗ ٠ماي تاْ اٌؼذد٠ٓ         ػذد ِٛظة ٚواْ   تفشع أْ 

 إرا ذؽمك

                       

                                                               

 ٠ىْٛ أؼذ اٌؼٕاطش      ٠طاتك     ػ ١ٔلاؼع ٕ٘ا أٞ ػذد طؽ

           

 ٠ٚشِض ٌٙا تاٌشِض      ٠طاتك    ٘زٖ الاػذاد ذغّٟ تٛالٟ 

   {          } 

 يثال :

 ٔلاؼع أْ ٘زٖ اٌؼلالاخ طؽ١ؽٗ

            

             

              

             

       ٠طاتك   إٌظش٠ح اٌرا١ٌح ذٛػػ و١ف ٠ّىٓ إ٠عاد تٛالٟ 

 نظرٌة:

 وبفرض أن       و    لأي عدد صحٌح
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 تعطً من        ٌطابق   ل  rفإن بواقً 

  {

       
                 

               
 

 يثال:

 ل       اؼغة تٛالٟ  

        

         

       

 انحم:

              
    

  
       

  أٞ أْ 

                 

              
     

  
               

  أٞ أْ 

                   

              
     

  
       

  أٞ أْ 
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 تعشَف:

 إرا ذؽمك    فأٔٗ ٠ماي تاْ ٘زا اٌؼٕظش ٌٗ ِؼىٛط           تفشع أْ

               

ػٛاًِ أ١ٌٚح ِشرشوح ،ػٕذئزٍ ٠ىْٛ ٌذٜ   ٚ   ٠ّىٓ إشثاخ أٔٗ إرا ٌُ ٠ىٓ ٌذٜ أٔٗ  ٔلاؼع ٕ٘ا

ٙا ػاًِ أٌٟٚ ٌ  ٚ   ؛ ػٍٝ اٌؼىظ ِٓ رٌه ، إرا واْ       ِؼىٛط ٚؼ١ذ فٟ   

 .     ِؼىٛط ٚؼ١ذ فٟ ػٍٝ   ِشرشن ، إرْ لا ٠ؽرٛٞ 

 يثال:

 62ٚ  3ؼ١س لا٠ٛظذ ػٛاًِ أ١ٌٚح ِشرشوح ت١ٓ        ٌٗ ِؼىٛط ػشتٟ  فٟ  3اٌؼذد 

 الاْ عٛف ٔعذ ٘زا اٌّؼىٛط:

 ِٚٓ ذؼش٠ف اٌّؼىٛط    تفشع أْ اٌّؼىٛط ٘ٛ  

                              

                     
     

 
  

ٚتاٌراٌٟ فئْ ل١ّح      ٌزا فئْ ػذد طؽ١ػ  ٌىٟ ذعؼً ل١ّح   ٕ٘ا عٛف ٔخراس ل١ّح ي 

 .   اٌّؼىٛط 

 يثال:

 .62ٚ  4ػٛاًِ أ١ٌٚح ِشرشوح ت١ٓ  6ؼ١س ٠ٛظذ        ١ٌظ ٌٗ ِؼىٛط ػشتٟ  فٟ  4اٌؼذد 

       انجذول انتانٍ َعطٍ انعُاصش انتٍ نها يعكىس ضشبٍ فٍ  
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 فك انشفشة

فه اٌرشف١ش ٠ٌعة أْ ٠ىْٛ ٌىً ذشف١ش ِف١ذ إظشاء ٌفه اٌرشف١ش. فٟ ؼاٌح ذشف١ش ١ً٘ ، ٠غرخذَ 

ا ِٛظثاا ، ف١مُاي   ( ٌّظفٛفح اٌرشف١ش. ػٍٝ ٚظٗ اٌذلح ، إرا وأد       ِؼىٛط ) ػذداا طؽ١ؽا

إرا وأد ٕ٘ان         ذىْٛ لاتٍح ٌلأؼىاط     ِؼشفح ػٍٟ   إْ اٌّظفٛفح اٌّشتؼح 

 تؽ١س     ِؼشفح ػٍٟ   ِظفٛفح 

                

 :الاْ عٛف ٔؼشع خطٛاخ فه اٌشفشج

 

        فً  التشفٌر نوجد معكوس مصفوفة -1

  (
      

      
) 

الً أزواج من الحروف وفً حالة كون عدد حروف النص  تهشفر فكتقسٌم النص المراد  -2

 عدد فردي ٌتم تكرار اخر حرف.

ٌتم تحوٌل كل زوج من حروف النص الصرٌح إلً متجه وإعطاء قٌمة كل حرف حسب  -3

 1-5الجدول 

  (
   

   
) 

 .1-5جدول وتحوٌل المتجه الناتج الً ما ٌناظره من الحروف طبقا لل   ٌتم حساب   -4

    ِٓ اٌّف١ذ ػشع و١ف ٠ّىٓ إ٠عاد ِؼىٛط اٌّظفٛفح اٌرٟ ػٕاطش٘ا ِٛظٛدٖ فٟ 

 

 تفشع أْ ِظفٛفح اٌرشف١ش ٟ٘ 

  (
  
  

) 

 فئْ    ٚاٌرٟ ػٕاطش٘ا ِٛظٛدٖ فٟ 

                     

 13أو  2لاتقبل القسم عل         مصفوفة قابلة للانعكاس فبالتالً   وبما أن 

 : ٚٔغرط١غ ؼغاب اٌّؼىٛط ِٓ اٌؼلالح



        49ِؽاػشاخ فٟ اٌعثش اٌخطٝ  الراوي                                                       د. عمرو    

 

 

 

 

             (
   
   

)   (        

 :يثال 

 أٚظذ ِؼىٛط اٌّظفٛفح

  (
  
  

) 

 .      فٟ 

 اٌؽً:

  ِؽذد اٌّظفٛفح ٠ؼطٟ ِٓ اٌؼلالح تّا أْ

                 

 ٘ٛ        ِؽذد اٌّظفٛفح فٟ  تاٌراٌٟ فئْ ِؼىٛطٚ

                    

 ٌزا فئْ ِؼىٛط اٌّظفٛفح ٠ىْٛ

     (
   

   
)   (        

          (
     

     
)   (        

    (
   
   

)   (        

 يثال:

 ١ً٘ -6اعرشظغ إٌض الأطٍٟ ٌٍشعاٌح اٌّشفشج تشفشج 

GTNKGKDUSK 

 إرا ػٍّد تأْ ِظفٛفح اٌرشف١ش ٟ٘ 

  (
  
  

) 

 اٌؽً:



        42ِؽاػشاخ فٟ اٌعثش اٌخطٝ  الراوي                                                       د. عمرو    

 

 

 

 

ِٓ اٌّصاي اٌغاتك ٔعذ أْ ِؼىٛط         فٟ   أٚلا: عٛف ٔٛظذ ِؼىٛط اٌّظفٛفح  

 ٟ٘ اٌّظفٛفح  اٌّظفٛفح 

  (
   
   

) 

 9-4اٌعذٚي ؽثما ٌٍعذٚي شا١ٔا: عٛف ٔؽٛي ؼشٚف اٌشعاٌح إٌٟ ِٕا ذٕاظشج ِٓ أسلاَ 

 ػٍٟ فٕؽظً 

7 20 14 11 7 11 4 21 19 11 

 واٌراٌٟ:  ٌٍؽظٛي ػٍٟ إٌض الأطٍٟ عٛف ٔؼشب وً ِرعٗ ِشفش فٟ اٌّظفٛفح 

(
   
   

) (
 
  

)  (
   
   

)  (
  
  

)            

(
   
   

) (
  
  

)  (
   
   

)  (
  
 

)            

(
   
   

) (
 
  

)  (
   
   

)  (
  
 

)            

(
   
   

) (
 
  

)  (
   
   

)  (
  
  

)            

(
   
   

) (
  
  

)  (
   
   

)  (
  
  

)            

 ٚترؽ٠ًٛ ل١ُ اٌّرعٙاخ إٌاذعح إٌٝ ؼشٚف ٔؽظً ػٍٟ 

ST RI KE NO WW 

 ٚتاٌراٌٟ إٌض الأطٍٟ ٘ٛ 

STRIKE NOW 
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 تًاسٍَ

 هٌل للرسالة التالٌة-6احصل علً شفرة  -1

DARK NIGHT 

 باستخدام المصفوفة التالٌة

   (
  
  

)  

    (
  
  

)  

       أوجد معكوس المصفوفات التالٌة فً  -6

   (
  
  

)  

    (
  
  

)  

     (
   
  

)  

 ثم استخدم هذا المعكوس  فً استرجاع النص الأصلً للنص المشفر التالً

SAKNOXAOJX 
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   ثاباٌ

 

 

 

 

 

تالإػافح إٌٟ فؼً فٟ اعرىشاف ؽشق اٌثش٘اْ فٟ اٌش٠اػ١اخ اٌّرمطؼح ، ٌٙا اٌ  ٔظش٠ح اٌث١اْ رثشذؼ

٠غرٕذ إٌٝ ٔرائعٙا ٚوزٌه إٌٛاؼٟ اٌؽغات١ح ٚاٌعرّاػ١ح ٚاٌؼٍَٛ اٌطث١ؼ١ح ا  شرِٟٓ اٌرطث١ماخ فٟ  اٌؼذ٠ذ

وّا أْ ٔظش٠ح اٌث١اْ ذؼذ ِٓ اٌؼٍُ اٌؽذ٠س ٔغث١ا ، ؼ١س ظٙشخ فٟ تذا٠ح اٌمشْ اٌصآِ ػشش ، ٠ٚؼٛد 

ً ا فٟ ظٙٛس٘ا إٌٝ ػاٌُ اٌش٠اػ١اخ اٌغ٠ٛغشٞ ١ٌٛٔاسد أٌٚش ؼ١س لاَ ترمذ٠ُ ألذَ ٚش١مح فٟ اٌفؼ

َ ، ٚ٘زٖ اٌٛش١مح ذؼشف تّغأٌح اٌعغٛس اٌغثؼح ٌّذ٠ٕح وٛٔغ عثشٔغ ،  9591ٔظش٠ح اٌث١اْ فٟ ػاَ 

 . ٌؼابالأٚ الأٌغاصؼ١س ظٙشخ فٟ اٌثذا٠ح ٔظش٠ح اٌث١اْ تٛطفٙا أداج وً 

 

 
 

 انتجىال فٍ هزِ انجسىس انسبعت دوٌ أٌ ًَش عهً انجسش يشتٍُ ؟؟هم َستطُع 
ا ٌٙز11ٖؼاٚي اٌؼاٌُ أ٠ٍٚش ؼً ٘زٖ اٌّغأٌح ٌّذج  ا ٌىٓ دْٚ ظذٜٚ ، فؽاٚي أ٠ٍٚش أْ ٠شعُ ّٔٛرظا  ػاِا

 : اٌّغأٌح ، فىأد اٌشعّح وا٢ذٟ

 

3 

 َظشَت انبُاٌ

Graph Theory 
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ٚػثش ػٓ اٌعغٛس ،  {       }ؼ١س أؽٍك ػٍٝ وً ٠اتغح ) ِٕطمح ( اعُ ػمذج ٚسِض ٌٙا 

ػٍؼ١ٓ  فشعُظغشاْ ٠ظلاْ ت١ّٕٙا    ٚإٌّطمح    ٚاطٍح ت١ٓ اٌؼمذ ، ٚتّا أٔٗ ت١ٓ إٌّطمح  تأػلاع

 . ؼ١س ذظً إٌّاؽك اٌصلاز تثؼؼٙا   ٚوزٌه الاِش ٌٍّٕطمح    ٚ    ٌٍّٕطمر١ٓ  ، ٚتاٌّصً

 

 يسأنت الأنىاٌ الأسبعت:

 

واْ لذ ؽشؼٙا اٌطاٌة فش٠ذس٠ه وٛششٞ ػٍٝ اٌؼاٌُ دٞ ِٛسغاْ ٟٚ٘ ِٓ اٌّغائً اٌمذ٠ّح فٟ اٌث١اْ ، 

 : َ ٚلذ وأد ذٕض ػٍٝ ِا 1852ٍٟ٠ػاَ

 ً٘ طؽ١ػ أْ أٞ خاسؽح ٠ّىٓ ذ٠ٍٕٛٙا تأستؼح أٌٛاْ تؽ١س أٞ دٌٚر١ٓ ِرعاٚسذ١ٓ ٌٙا أٌٛاْ ِخرٍفح ؟

ا ٌٍ  ّغأٌحتم١د اٌّغأٌح دْٚ تش٘اْ لشاتح لشْ ٚأوصش ، لذَ اي ُِؽاِٟ و١ّة ؼلاا إ٠عات١ا

ا ٌلأواد١ّ٠ح اٌش٠اػ١ح فٟ ٌٕذْ ، ٌىٓ فٟ ػاَ  وشَٚلذ   1890َػٍٝ ؼٍٗ ، ؼ١س أرخة سئ١غا

 ٘اٚد أْ إشثاخ و١ّة خاؽئ ، وّا ذؼذ ِغأٌح الأٌٛاْ الأستؼح ِٓ أُ٘ ِغائً اٌث١اْ اشثد

 .لأٔٙا وأد خطٛج وث١شج، وّا لادخ إٌٝ دساعح فٟ ذ٠ٍٛٓ اٌث١اْ ٚأٔٛاع ظذ٠ذج فٟ اٌذساعاخ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ونظرية الألعاب م البياني الموجهرستطبيق الجبر الخطي في ال  
Directed Graph & Games Theory:   

 نها هو ألتعريف الرياضي للمجموعة علمنا أن افي ضوء دراستنا لنظرية المجموعات  
 . "    أو المحددة تحديداا تاماا تعريفاا جيداا  تجمع من العناصر المعرفة   "  

  Finite Setمى مجموعة منتهية  صر تُسناوإذا احتوت المجموعة على عدد محدود من الع
  ،  على عدد لانهائي من العناصر تُسمى مجموعة غير محدودة المجموعة  أما إذا احتوت  

 .   Infinite Setأو مجموعة لانهائية 
},,...,{ويمكن لمجموعة منتهية 21 npppG أشخاص، حيوانات ،  )أن تكون عناصرها    =

  (.   إلى ذلك ...بلدان، مؤسسات، مدن، فِرق رياضية، وما 
وقد يرتبط العنصران 

21 , pp  كما يلي  من عناصر المجموعة ببعضهما البعض بعلاقة ما :
الشخص 

1p   قريب للشخص
2p    ،  أو الحيوان

1p   يعتمد في طعامه على الحيوان
2p   

أو البلدة 
1p  للبلدة  تابعة

2p   أو المدينة ،
1p   مرتبطة بالمدينة

2p   ، بخط سكة حديد 
أو المؤسسة 

1p   تبيع منتجاتها للمؤسسة
2p  و الفرقِة الرياضية ، أ

1p   تلعب مع الفرقة
2p   .... مثل هذه المجموعات يمكن تمثيلها برسم بياني موجهفي نفس الدوري ، أو   ،

  Directed Verticesالموجهه  لقمم أو الرؤوس  وعناصر هذه المجموعة تُسمى با
jiيث بح  jpبالعنصر   ipوعندما يرتبط العنصر     بعلاقة ما نكتبji pp →  

),(، وتُسمى مجموعة الثنائيات المرتبة  (  jpتصل إلى   ip) ويقُرأ  ji pp   بمجموعة الحواف
 .Directed Edges الموجهه  أو الحدود  

  Vertex Matrix لقمةاويناظر كل رسم بياني موجه مصفوفة تُسمى مصفوفة  
)(تُحسب عناصرها  ijm  :طبقاا للقاعدة 

  


 →

=
Otherwise

ppif
m

ji

ij
0

1   

 
 
 



 : أمثلة  
 المناظرة لكل من الرسوم البيانية الموجهه الآتية:  لقمةمصفوفة ا  -1

.,,,;},,,{ 4323322143211 ppppppppppppG →→→→=  

.,,,,

,,,,;},,,,{

3525542443

42325121543212

pppppppppp

pppppppppppppG

→→→→→

→→→→=
 

.,

,,,,;},,,{

1443

1332122143213

pppp

ppppppppppppG

→→

→→→→=
 

 

    
 
 

 

 تكون على الترتيب: 































































0001

1001

0101

0010

,

00110

10010

01000

01100

10010

,

0000

1010

0100

0010

 

  اتملاحظ  :  
   1أو   0تكون إما   قمة عناصر مصفوفة ال (1)
 أصفارا.   جميعها تكون    لقمة عناصر القطر الرئيسي لمصفوفة ا (2)

رسم بياني موجه وحيد ، والعكس   ناظرتمصفوفة بالمواصفات السابقة    كل وبالتالي فإن  
 صحيح. 

•2p                3p•  

 

 
•1p                

4p•  

               •3p   

 

 
     •2p                  

4p•   

 
                   5p•  

     •1p  

     •1p  

                       
4p•  

                  
       •2p      3p•  



: المصفوفة (مثال)




















0000

1001

0100

0110

 تناظر الرسم البياني الموجه الآتي:   

.,,,,;},,,{ 43133231214321 ppppppppppppppG →→→→→=  

ابنها  من ابنتها و   ل والأم يمكنها التأثير على ك،    ابنينأم وأب وبنت و مكونة من   أسرة  -2
، والبنت يمكنها التأثير على أبيها ،   بنينوالأب يمكنه التأثير على كل من الاالأكبر ،  

والإبن الأكبر يمكنه التأثير على أخيه الأصغر ، والإبن الأصغر يمكنه التأثير على والدته. 
 بصورة مصفوفية.  سرة التأثير التي بين أفراد هذه الأ  عبر عن علاقة

 نعبر عن الأسرة كمجموعة رسم بياني موجه كما يلي: :  الحل

.,

.,,,,;},,,,{

MYSYSOS

FDYSFOSFOSMDMYSOSDFMG

→→

→→→→→=
 

 المناظرة كالتالي:   القمةتكون مصفوفة  ومن ثم  























00001

10000

00010

11000

01100

. 

},,,{التالي يمثل خط سير رحلة طيران بين أربعة مدن رئيسية   شكلال  -3 4321 pppp 
    
 
 

 

 
 

 عبر عنه بصورة مصفوفية.
 
 

               •2p   

 

 
     •1p                  3p•   

 
                  4p•  

      



 نعبر عن خط سير رحلة الطيران كمجموعة رسم بياني موجه كما يلي: :  الحل

.,,

,,,,,;},,,{

342443

13321231214321

pppppp

ppppppppppppppG

→→→

→→→→→=
 

 المناظرة كالتالي:   القمةومن ثم تكون مصفوفة  





















0110

1001

0101

0110
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   تمارين  : 
 وفية المناظرة لكل من الرسوم البيانية الموجهه الآتية:لصورة المصف اكتب ا

.,,

,,,,,;},,,{

432313

423212413143211

pppppp

ppppppppppppppG

→→→

→→→→→=
 

------------------------------------------------------------------- 

.,,,,

,,,,,;},,,{

3414231342

321241312143212

pppppppppp

ppppppppppppppG

→→→→→

→→→→→=
 

------------------------------------------------------------------- 

.,,,,

,,,,,;},,,,{

4535152443

5232124131543213

pppppppppp

pppppppppppppppG

→→→→→

→→→→→=
 

------------------------------------------------------------------- 

.,,,

,,,;},,,,{

35344313

523121543214

pppppppp

pppppppppppG

→→→→

→→→=
 

------------------------------------------------------------------- 

.,,,,,,

,,,,;},,,,,{

56366564635343

231241216543215

pppppppppppppp

ppppppppppppppG

→→→→→→→

→→→→= 

------------------------------------------------------------------- 

 

  
 
 



},,...,{ليكن :  تعريف   21 npppG  لأي عنصرين  رسم بياني موجه. فإذا كان   =
ji pp ji إما  , pp ijأو   → pp jiحيث   →    وليس الاثنان معاا 

  Dominance Directed Graphد  يُسمى رسم بياني موجه سائ  Gفإن 
jiوعندما يكون pp  .jp)سائد أو فائز( على العنصر  ipفهذا يعني أن العنصر  →

ومثال على ذلك الدورات الرياضية والتي يتبارى فيها عدد من الفِرق الرياضية بحيث 
يتم ترتيب الفِرق بناءاا على أخر مرة واحدة فقط ، وبالتالي    يلاعب كل فريق منها فريق

 ، حتى التصفية النهائية ليتحدد من الفائز بالبطولة. الفوز  كل فريق من نقاط  رصيد  
 : كما يلي  of Team Powerوتُحسب نقاط الفوز والتي تُسمى أيضاا نقاط القوى  

 ، )والتي تكون مصفوفة مربعة(  مثلاا    Mولتكن ، نكتب أولاا مصفوفة القمة المناظرة  
2MMAثم نحسب المصفوفة الناتجة من المجموع  2Mثم نحسب  ثم نجمع عناصر كل   =+

فتكون نقاط القوى للفريق الأول تساوي مجموع عناصر   Aصف من صفوف المصفوفة 
تساوي مجموع عناصر الصف الثاني، وهكذا   لفريق الثاني نقاط القوى لل، و الصف الأو 

...   . 
  مثال : 

},,,,{تتبارى خمس فِرق 54321 TTTTT  بحيث يلاعب كل فريق منها فريق   في دورة رياضية
 أخر مرة واحدة فقط ، وكانت نتائج الفوز على النحو التالي: 

.,,,,,,,,, 431524435312431 TTTTTTTTTTTTTTT →→→→→  

 . )وذلك باستخدام المصفوفات(  رق حسب رصيد كل منها رتب الخمس فِ 
 : مصفوفة القمة المناظرة تكون: الحل
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.7)(,4)(,2)(,9)(,4)( 54321 =====  jjjjj aaaaa   
 وبالتالي ترتيب الفِرق يكون كالتالي: 

 الفِرقة
  Team 

1T  
2T  3T  

4T  5T  

 الرصيد 
  Power 

4 9 2 4 7 

 الرتبة 
  Rank 

3 1 4 3 (tie) 2 

واضح أن الفريق 
2T    الأول في الترتيبهو. 

 
 
 
 



 :  تمارين   

},,,{فِرق أربع  تتبارى    -1 4321 TTTT  بحيث يلاعب كل فريق منها فريق   يةفي دورة رياض
 كانت نتائج الفوز على النحو التالي: و أخر مرة واحدة فقط ،  

.,,,,, 2442312431 TTTTTTTTTT →→→→  

 .)باستخدام المصفوفات(  فِرق حسب رصيد كل منها  لأربعرتب ا
 ================================================ 

},,,,{تتبارى خمس فِرق   -2 54321 TTTTT  بحيث يلاعب كل فريق منها  في دورة رياضية
 فريق أخر مرة واحدة فقط ، وكانت نتائج الفوز على النحو التالي:

.,,,,,,,,, 415245435324321 TTTTTTTTTTTTTTT →→→→→  

 . )باستخدام المصفوفات(  رتب الخمس فِرق حسب رصيد كل منها 
 ================================================ 

},,,,{تتبارى خمس فِرق   -3 54321 TTTTT   في دورة رياضية بحيث يلاعب كل فريق منها
 فريق أخر مرة واحدة فقط ، وكانت نتائج الفوز على النحو التالي:

.,,,,,,,,, 155454235424321 TTTTTTTTTTTTTTT →→→→→  
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 الباب الرابع
 الجبر الخطي تطبيقات

 سنعرض بعض التطبيقات للجبر الخطي في أفرع الرياضيات فيما يلي
 . المختلفة مثل التحليل الرياضي ، والمعادلات التفاضلية ، والهندسة

 : الدالة الأسية في حالة المصفوفات - ١
 في حالة المصفوفات والتي y=e x لدراسة الدالة الأسية : مقدمة ) ١ - ١ (

 وجد عدة طرق لتعريف الدالة الأسية ت تلعب دوراً هاماً في التحليل الرياضي
 هلها الطريقة المباشرة لتعريف الدالة الأسية ـ وأس الطرق من ضمن هذه

 استخدام متسلسلات القوى ، أي أن ب

∞ + + + + + + = p x 
n 
x x x x e 
n 

x  ; ... 
! 

... 
! 3 ! 2 ! 1 

1 
3 2 

. 

 ) أو مركبة ( متسلسلة القوى في الطرف الأيمن تتقارب لأي قيمة حقيقية
 وفي دراستنا هذه e x ويكون اموع لهذه المتسلسلة مساوياً x للمتغير

 سنبحث امتداد هذا التعريف في حالة المصفوفات التي عناصرها الداخلية
 : أعداد حقيقية أو مركبة ، ونعرف تقارب متسلسلة المصفوفات

A0+A1+A2+.… ; A n = ( aij (n) ) .
 : كما يلي ور متسلسلات مركباا لبحث هذا التقارب سوف نستخدم ص

aij (0)  + aij (1)  + aij (2) + ....  ; (1≤ i ≤ n , 1≤ j ≤ n) . 

 ∑ وفي هذه الحالة يكون
∞ 

=0 n 
A = ) (∑ 

∞ 

n 

n 
ij a .
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ائية قال أنه مجموع متسلسلة لا وي ) لوب ـ ، وبنفس الأس ) من المصفوفات 
 تابعات من المتجهات ت والنهايات ، وما إلى ذلك للم لمفهوم التقارب والتباعد

 . يمكن تعريفه للمصفوفات
A لتكن : تعريف ) ٢ - ١ ( = (aij (0) ), A1= (aij (1) ), A2 = (aij (2) ), ... 

 i,j لأي زوج من الأعداد الصحيحة فإن m×n من النوع صفوفات م متتابعة

 ) ( تكون المتسلسلة
0 

) ( ∑ 
∞ 

= n 

n
ij a موائي من تقاربية ، واع اللا 

 مصفوفة من C حيث C = (cij) يعرف بالمصفوفة ...,A0,A1,A2 المصفوفات

 ∑ يكون i,j ولأي زوج من الأعداد الصحيحة m×n النوع
∞ 

= 

= 
0 

) ( 

n 

n
ij ij  a c . 

 : مثال ) ٣ - ١ (
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 exp (A) فإن n مصفوفة مربعة من درجة A إذا كانت : تعريف ) ٤ - ١ (

 : المصفوفة ب تعرف
E + A + A 2 /2! + A 3 /3! +  ... 

 : مصفوفة الوحدة ، وإذا كان E حيث
lim 

∞ → n 
An = A ,  lim 

→∞ n 
Bn = B . 

 فإن
lim 

→∞ n 
( An + Bn ) = A + B ,  lim 

→∞ n 
An Bn = AB .



 سعد شرقاوي . الجبر الخطي                                                                        د &
_____________________________________ ____________________ 

٣ 

 سية للمصفوفات تحقق قانون الدالة الأسية العادية الدالة الأ : نتيجة ) ٥ - ١ (
AB تبادليتين أي أن A,B وهذا يعنى أنه إذا كانت = BA فإن 

exp (A+B) = exp (A) exp (B) . 
 في حالة الدالة e a+b = e a .e b إثبات القانون وإثبات هذا القانون يشبه تماماً

 . الأسية للأعداد
 = F(t) = F'(t) (d/dt) فإن F(t) = exp (tA) إذا كانت : نظرية ) ٦ - ١ (

A.F(t) . 
 لمصفوفة عناصرها دوال من F'(t) وأن المشتقة ، قيمة حقيقية t حيث

 . المتغيرات الحقيقية المعرفة

 حيث exp (tA) احسب قيمة : مثال ) ٧ - ١ (
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 : الحل
exp (tA) = E + t A + (t 2  /2!) A 2 + (t 3 /3!) A 3 + ... 

= ∑ 
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=0 n 
[ (t n  /n!) A n ] . 

 : على الصورة A ضع المصفوفة وبو
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= 3K , 

K 3 = K 2 .K = 3K.K = 3K 2 =3.3K = 9K , 
K 4 = K 3 .K = 9K.K = 9K 2 = 9.3K = 27K ,
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 A 2 ,A 3 , ... ,A n ، نحسب بعد ذلك قيم ... , K 5 , K 6 هكذا يمكن حساب و

 فيكون
A 2  = (E+K) 2 = E +2K + K 2 = E +2K +3K = E +5K , 

∴ A 2 = E + (1+4) K 
A 3  = (E+K) 3 = (E+K) (E+K) 2 = (E+K) (E+5K) 

= E +6K +5K 2 = E +6K +15K = E+21K , 
∴A 3 = E + (1+4+4 2 ) K. 

 أن ينتج باستخدام الاستنتاج الرياضي و
A n = E + (1+4+... +4 n1 ) K. 

 4 وأساسها 1 والمتسلسلة التي بين القوسين هندسية حدها الأول

∴A n = E +( (4 n 1)/3 ) K. 
 : ومن ثم يكون
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 وبالتعويض عن
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. exp (tA) تنتج قيمة
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 إيجاد الحل العام موعة المعادلات التفاضلية من الدرجة الأولى - ٣
 : والرتبة الأولى

 كيفية تعيين المتجهات الذاتية لأي مصفوفة علمنا مما سبق : تعريف ) ١ - ٣ (
 ي المتجهات غير الصفرية التي وعرفنا أا ه λ المناظرة لقيمة ذاتية A مربعة

Ax تحقق المعادلة = λx ) وبطريقة أخرى المتجهات الذاتية المناظرة للقيمة 
λIA) هي المتجهات غير الصفرية في فضاء الحل للمعادلة λ الذاتية )x = 0 

 A للمصفوفة الفضاء الذاتي ويسمى فضاء الحل هذا

 . λ المناظر للقيمة الذاتية
 بالمثل يم الذاتية والمتجهات الذاتية للمؤثرات الخطية ويمكن تعريف الق

 . للمصفوفات
 إذا وجد متجه T:V→V للمؤثر الخطي قيمة ذاتية λ يسمى العدد القياسي

T x يكون بحيث V في x غير صفري = λ x سمى المتجهوي x ًمتجهاً ذاتيا 
 لمناظرة ا T للمؤثر الخطي المتجهات الذاتية و . λ مناظرا للقيمة T للمؤثر
 تسمى هذه ( λI T) تكون هي المتجهات غير الصفرية في نواة λ للقيمة
 . λ المناظر للقيمة T للمؤثر الفضاء الذاتي النواة

 أوجد أساسات الفضاءات الذاتية للمصفوفة : مثال ) ٢ - ٣ (
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A  . 

 2 = 0 ( λ5)( λ1) تكون A للمصفوفة الذاتية المعادلة : الحل

) تحقق من ذلك ؟ (
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 مكرر λ=5, λ=1 تكون A وإذاً القيم الذاتية للمصفوفة

 والمتجه
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X = للمصفوفة ذاتياً متجهاً يكون A مناظرا للقيمة λ 

 : أي أن X = 0(λIA) حلا غير تافه للمعادلة X ت إذا وإذا فقط كان
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 : كما يلي تصبح (1) فإن المعادلة λ = 5 إذا كانت و
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 x1 = s ويكون الحل هو ,x2 =s  , x3 = t ) تحقق من ذلك ؟ ( . 
 هي λ 5 = المناظرة للقيمة A لذلك فإن المتجهات الذاتية للمصفوفة

 : المتجهات غير الصفرية والتي تكون على الصورة
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 { إن اموعة حيث و
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S = { فة نشئ الفضاء الذاتي للمصفو ت A 

 ) تحقق من ذلك؟ ( مستقلة خطياً S وأن متجهات
. λ =5 المناظر للقيمة A للفضاء الذاتي للمصفوفة أساساً S فتكون
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 : تصبح (1) فإن λ =1 وإذا كانت
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 . ) تحقق من ذلك ؟ ( x1= t , x2= t , x3 = 0 ويكون الحل هو
 هي λ=1 المناظرة للقيمة A لذلك فإن المتجهات الذاتية للمصفوفة

 : التي على الصورة و المتجهات غير الصفرية

X = 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
= 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

0 
1 
1 

0 
t t 

t 
. 

 يكون المتجه اً وإذ
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. λ=1 المناظر للقيمة
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 سنوضح فيما يلي إحدى الطرق التي يطبق فيها الجبر : تعريف ) ٣ - ٣ (
 . الخطي لحل مجموعة معينة من المعادلات التفاضلية

 : من الرتبة الأولى والدرجة الأولى على الصورة نفرض أن المعادلة التفاضلية
y' = ay  (1). 

y والدالة ثابت ، a حيث = f (x) راد تعيينها ، دالة مجهولةوأن ي y' = 

(dy/dx) ائية في الصورة مشتقتها  وأن لهذه المعادلة حلول لا : 
y = c e ax  (2) . 

 . ثابت اختياري c حيث
 حيث y'= ay كل دالة على هذه الصورة تكون حل للمعادلة

y' = c ae ax  = ay . 
'y كل حل للمعادلة وبالعكس = ay يجب أن يكون دالة على الصورة 

c e ax 

التفاضلية للمعادلة الحل العام (2) سمى المعادلة وت y' = ay . 
 ل ين ح ي ع بت وأحيانا تنص المسألة على بعض الشروط الابتدائية التي تسمح

 . وذلك بالتعويض ذه الشروط الابتدائية ، خاص من الحل العام
 : لتفاضلية التي على الصورة مجموعة المعادلات ا حلول دراسة ل و

y'1 = a11y1 + a12y 2 + ... + a1nyn 
y'2 = a21y1 + a22y 2 + ... + a2nyn 
................................................                   (3) 
y'n = an1y1 + an2y 2 + ... + annyn  . 

 دوال يراد تعيينها ، y1 = f(x1), y2 = f(x2), ... , yn = f(xn) حيث
: الصورة على (3) ثوابت وباستخدام المصفوفات يمكن كتابة aij والمعاملات
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 : المختصرة المصفوفية أو في الصورة
y' = A y. 

 : التفاضلية الآتية اكتب مجموعة المعادلات : مثال ) ٤ - ٣ (
y'1 = 3y1 ,    y'2 = 2y2  ,    y'3 = 5y3  . 

 والحل الخاص الذي يحقق لها ، ثم أوجد الحل العام . في صورة مصفوفات
 : الشروط الابتدائية الآتية

y1(0) = 1 ,  y2(0) = 4 ,  y3(0) = 2. 
 : الحل
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'y أي أن = AY حيث 
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 لأن كل معادلة تتضمن ه على حد ويمكننا حل المعادلات بحل كل معادلة
 : على نحصل (2) وباستخدام دالة مجهولة واحدة فقط

y1 = c1 e 3x  ,    y2 = c2 e 2x  ,     y3 = c3 e 5x  . 
 : يكون وبصيغة المصفوفات
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: الشروط الابتدائية المعطاة نحصل على لتعويض ب وبا
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1 = y1(0)=c1e 0 = c1  . 
4 = y2(0)=c2e 0 = c2  . 
2 = y3(0)=c3e 0 = c3  . 

 : موعة المعادلات كما يلي لهذا يكون الحل المستوفي للشروط الابتدائية

Y = 
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 سهلة كانت مجموعة المعادلات التفاضلية في المثال السابق : ملاحظة ) ٥ - ٣ (
 وذلك لأن ، الحل لأن كل معادلة تضمنت دالة مجهولة واحدة فقط
 قطرية مصفوفة مصفوفة المعاملات موعة المعادلات التفاضلية كانت

'Y التفاضلية مجموعة المعادلات ف نبحث حل والسؤال الآن كي = AY 

 . ليست قطرية ؟ A لها المصفوفة التي و
 : الإجابة على هذا السؤال في الطريقة الآتية

 A إذا كانت AY = ' Y حل مجموعة المعادلات التفاضلية ) ٦ - ٣ (

 : مصفوفة غير قطرية
 ولذلك ، فوفة قطرية ـ إلى مص A الفكرة تتلخص في تحويل المصفوفة

 تفاضلية يؤدى إلى مجموعة معادلات Y عن المصفوفة سنجرى تعويضاً
 وبذلك نستطيع حل هذه اموعة الجديدة ، بمصفوفة معاملات قطرية

 تخدم هذا الحل لتعيين حل اموعة ـ بالطريقة السابقة ، ومن ثم نس
 ، الأصلية

: كما سيتضح فيما يلي
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 : لدينا مجموعة المعادلات التفاضلية الآتية نفرض
y1 = p11u1 + p12u2 + ... + p1nun 
y2 = p21u1 + p22u2 + ... + p2nun 
..............................................              (5) 
yn = pn1u1 + pn2u2 + ... + pnnun . 

 : الصورة على بصيغة المصفوفات (5) كتابة ويمكن
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 أي أن
Y = P U  (6). 

 ثوابت يراد تعيينها بحيث يكون موعة المعادلات الجديدة Pij المعاملات و
 . مصفوفة معاملات قطرية u1,u2, ... ,un المتضمنة للدوال اهولة

 : ينتج أن (5) وبإجراء عملية التفاضل على كل معادلة من
Y' = P U'  (7) . 

: نحصل على Y'= AY في المعادلة (7) , (6) دلتين وبالتعويض بالمعا
PU' = A ( P U ) . 

 : قابلة للانعكاس فإننا نحصل على P اعتبرنا أن المصفوفة وإذا
U' = ( P 1 A P ) U = D U . 

 = D حيث P 1 A P ويكون الآن اختيار P ًفإذا أردنا لمصفوفة واضحا ، 
 لتكون مصفوفة تحول P ر أن تكون قطرية ،فيجب أن نختا D المعاملات
. إلى الصورة القطرية A المصفوفة
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 التي لها و AY = ' Y لحل مجموعة المعادلات التفاضلية مما سبق نستنتج أنه
 : قابلة للتحويل إلى الصورة القطرية نتبع ما يلي A مصفوفة معاملات

 . إلى الصورة القطرية A التي تحول المصفوفة P نوجد المصفوفة ) ١ (
'Y = PU, Y نستخدم التعويض ) ٢ ( = PU' لنحصل على مجموعة 

'U على الصورة معادلات جديدة = D U حيث D = P 1 A P . 
'U نحل مجموعة المعادلات التفاضلية ) ٣ ( = D U . 
 . Y= P U من المعادلة Y نعين قيمة ) ٤ (
 : الآتية موعة المعادلات التفاضلية العام  ل الح أوجد : مثال ) ٧ - ٣ (

y'1 = y1 + y2  ,   y'2 = 4y1 2y2  . 
 : ثم أوجد الحل الخاص الذي يحقق الشروط الابتدائية

y1(0) = 1, y2 (0) = 6 . 
 : هي المعطاة تكون مصفوفة المعاملات موعة المعادلات : الحل

A =   
 

 
  
 

 
− 2 4 
1 1 

 للمصفوفات فإن الذاتية والمتجهات الذاتية للمفهوم السابق للقيم وفقاً و
 قابلة للتحويل إلى الصورة القطرية بواسطة أي مصفوفة تكون A المصفوفة

 : وحيث إن A للمصفوفة أعمدا متجهات مميزة مستقلة خطياً

|λ I  A| = 
2 4 

1 1 
+ − 

− 
λ 

λ  = λ 2 +λ 6 = (λ+3) (λ2) . 

λ = 2, λ = 3 هي A للمصفوفة الذاتية فتكون القيم
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   يكون الذاتية ريف المتجهات ومن تع
 

 
  
 

 

2 

1 

x 
x x  A للمصفوفة مميزاً متجهاً =

 λI) للمعادلة غير صفرياً لاً ح x إذا وإذا فقط كان λ الذاتية للقيمة ناظراً م

A) x  : أي أن 0 =

  
 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 


  
 

 
  
 

 
+ − 

− − 
0 
0 

2 4 
1 1 

2 

1 

x 
x 

λ 
λ  . 

 فإن λ=2 فإذا كانت

  
 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 


  
 

 
  
 

 
− 

− 
0 
0 

4 4 
1 1 

2 

1 

x 
x  . 

 لهذا فإن ، و x1 = t , x2 = t ل هو ويكون الح

  
 

 
  
 

 

2 

1 

x 
x  =   

 

 
  
 

 
t 
t  =   

 

 
  
 

 
1 
1 

t  . 

   وإذاً يكون المتجه
 

 
  
 

 
1 
1 p1 = ًللمصفوفة للفضاء الذاتي أساسا A المناظر 

 . λ =2 للقيمة

   أن المتجه إثبات وبطريقة مماثلة يمكن
 

 
  
 

− 
1 
4 / 1 p2 = ًللفضاء يكون أساسا 

 . λ = 3 المناظر للقيمة A للمصفوفة الذاتي

   وإذاً المصفوفة
 

 
  
 

 − 
1 1 
4 / 1 1 P = تحول المصفوفة A إلى الصورة القطرية 

 : ويكون

D = P 1 A P = (4/5)   
 

 
  
 

 
− 

=   
 

 
  
 

 − 
  
 

 
  
 

 
−   

 

 
  
 

 
−  3 0 

0 2 
1 1 
4 / 1 1 

2 4 
1 1 

1 1 
4 / 1 1  . 

'Y = P U , Y ذلك يؤدى التعويض وب = P U' إلى مجموعة المعادلات 
: القطرية الجديدة الآتية
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٢٦ 

U' = D U =   
 

 
  
 

 
− 3 0 
0 2 

⇒ u'1 = 2u1  ,  u'1 = 2u1  . 

 u1 = c1 e 2x ويكون حل مجموعة المعادلات هذه هو ,  u2 = c2 e 3x . 

∴U =   
 

 
  
 

 
−  x 

x 

e c 
e c 

3 
2 

2 
1  . 

 : ا يلي م ك Y الحل بالنسبة إلى Y= P U ومن ثم تعطى المعادلة

Y =   
 

 
  
 

 

2 

1 

y 
y  =   

 

 
  
 

 − 
1 1 
4 / 1 1 

  
 

 
  
 

 
−  x 

x 

e c 
e c 

3 
2 

2 
1  =  

 
 

 
 
 
 

 

+ 
− 

− 

− 

x x 

x x 

e c e c 
e c e c 
3 

2 
2 

1 

3 
2 

2 
1  ) 4 / 1 (  . 

 : الحل العام موعة المعادلات يكون أي أن
y1 = c1 e 2x  (1/4) c2 e 3x  ,    y2 = c1 e 2x + c2 e 3x  . 

 : بالشروط الابتدائية نحصل على بالتعويض و
c1  (1/4) c2 = 1 ,  c1 + c2 = 6 . 

∴ c1 = 2  , c2 = 4 . 
 : هو موعة المعادلات التفاضلية ويكون الحل الخاص المطلوب

y1 = 2e 2x  e 3x  , 
y2 = 2e 2x + 4e 3x  . 

 أن مصفوفة المعاملات موعة ذه لقد افترضنا في دراستنا ه : ملاحظة
'Y المعادلات التفاضلية = AY قابلة للتحويل إلى الصورة القطرية ، تكون 

 . يجب أن نستخدم طرق أخرى للحل ف فإذا لم تكن الحالة كذلك ،
. ذه سنبحث هذه الطرق في دراسات عليا عن مجال دراستنا ه
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 : ع المخروطية و تطبيق في القط - الصيغة التربيعية - ٤
 : تسمى المعادلة : تعريف ) ١ - ٤ (

ax 2 +2hxy + by 2 +2fx +2gy + c = 0  (1). 
x بمعادلة الدرجة الثانية في ,y حيث a, b, c, f, g, h أعداد حقيقية 

 . صفر ال على الأقل لا يساوى a, h, b ويشترط أن يكون أحد الأعداد
ax 2 +2hxy التعبير + y 2 سمىالصيغة التربيعية المرافقة ي . 

 تعرف ال ية كيف ثم ، xy سندرس الآن كيفية تدوير المحاور لحذف معامل
 وذلك بوضعها في الصورة ع المخروطية التي تم تدويرها ، و على القط
 . القياسية

 : بصيغة المصفوفات كما يلي (1) هذا ويمكن كتابة المعادلة

( ) ( )  0 = +   
 

 
  
 

 
+   

 

 
  
 


  
 

 
  
 

 
c 

y 
x 

g f 
y 
x 

b h 
h a 

y x  . 

 : أو في الصورة المختصرة
X T A X + K X + c =0  (2) . 

 حيث

X =   
 

 
  
 

 
y 
x  ,  A =   

 

 
  
 

 
b h 
h a  , K = ( ) g f  . 

 X T A X هي  (2)ذا الاصطلاح تكون الصيغة التربيعية المرافقة للمعادلة و

. X T A X مصفوفة الصيغة التربيعية A تسمى المصفوفة المتماثلة
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 : للقطع المخروطي ) لرئيسية ا ( إيجاد المحاور الأساسية ) ٢ - ٤ (
 : بالمعادلة لاً ممث مخروطياً إذا اعتبرنا قطعاً

X T  A X + K X + c = 0. 
 في y ′ x ′ بحيث ينعدم معامل Y , X محاور الإحداثيات تدوير كن يم

 : وذلك باتباع الخطوات التالي الإحداثيات الجديدة

   نوجد مصفوفة ) ١ (
 

 
  
 

 

22 21 

12 11 

p p 
p p P = ة تحول المصفوف A ًإلى الصورة عموديا 

 . القطرية
|P| إذا لزم الأمر لجعل P نبدل أعمدة ) ٢ (  ويؤكد هذا أن تحويل 1 =

 : الإحداثيات العمودي

  
 

 
  
 

 
y 
x  =  P   

 

 
  
 

 
′ 
′ 
y 
x  (3). 

 . يكون دوراناً ′X = P X أن أي
 ′X′Y لى معادلة القطع المخروطي في الإحداثيات الجديدة للحصول ع ) ٣ (

 : فنحصل على (2) في (3) نعوض من
(PX′) T A (PX′) + K(PX′) + c = 0 . 

 : على الصورة أو
X′ T (P T A P)X′+ (KP)X′ + c = 0  (4). 

 : إلى الصورة القطرية عمودياً A تحول P حيث

P T A P =   
 

 
  
 

 

2 

1

0 
0 
λ 

λ  . 

. A هما القيمتان الذاتيتان للمصفوفة λ1, λ2 حيث
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 : في الصورة (4) لذلك يمكن كتابة المعادلة و

( ) ( )  0 
0 

0 

22 21 

12 11 

2 

1 = +   
 

 
  
 

 
′ 
′ 

  
 

 
  
 

 
+   

 

 
  
 

 
′ 
′ 

  
 

 
  
 

 
′ ′  c 

y 
x 

p p 
p p 

g f 
y 
x 

y x 
λ 

λ  . 

 : أو في الصورة
λ1 x′ 2 +λ2 y′ 2 + f′ x′ +g′ y′ +c = 0 . 

 f′ = f p11 + g p21 حيث ,  g′ = f p12 +g p22 . 
 وباستخدام إكمال ′x′y هذه معادلة من الدرجة الثانية خالية من معامل و

 . المربع يمكن تعيين نوع القطع وأطوال المحاور الأساسية له
 : الآتية تيجة ونخلص مما سبق بالن

ax 2 +2hxy لتكن : تيجة ن ) ٣ - ٤ ( + by 2 +2fx +2gy + c = 0 معادلة 
X T A X = ax 2 + 2hxy ولتكن ، قطع مخروطي + by 2 الصيغة التربيعية 

 يمكن دوران المحاور بحيث يكون لمعادلة القطع المخروطي فإنه . المرافقة
 : في الصورة ′x′y الإحداثيات الجديدة

λ1 x′ 2 + λ2 y′ 2 + f′ x′ + g′ y′ +c = 0. 
 A هما القيمتان الذاتيتان للمصفوفة λ1, λ2 حيث

 إلى ودياً عم A تحول P حيث ′X = PX تخدام التعويض ـ وذلك باس
|P| يكون يث بح الصورة القطرية = 1 .
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 : أمثلة ) ٤ - ٤ (
5x 2 4xy صف القطع المخروطي - ١ + 8y 2  36 = 0 

 حيث X T A X  36 = 0 تكون لهذه المعادلة ية المصفوف ورة ص ال : الحل

  
 

 
  
 

 
− 

− 
= 

8 2 
2 5 

A 

 تكون A للمصفوفة الذاتية والمعادلة

| λI  A | =   
 

 
  
 

 
− − 

− − 
8 2 
2 5 

λ 
λ  =  (λ  9) (λ 4) = 0 . 

 λ = 4 هما A إذاً القيمتان الذاتيتان للمصفوفة و , λ = 9 . 
 : هي الحلول الغير صفرية للمعادلة λ = 4 المتجهات الذاتية المناظرة للقيمة

  
 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 


  
 

 
  
 

 
− 

− 
0 
0 

4 2 
2 1 

y 
x  . 

 : بحل هذا النظام نحصل على و

  
 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 

 
1 
2 2 

t 
t 
t 

y 
x  . 

   المتجه وإذاً
 

 
  
 

 
1 
 . λ = 4 يكون أساس للفضاء الذاتي المناظر للقيمة الذاتية 2

 نجعل هذا المتجه متجه قياسي فنحصل على
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 

5 
1 
5 
2 

v1 = . 

 بالمثل يكون المتجه القياسي و
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 − 

5 
2 
5 
1 

v2 = أساس للفضاء الذاتي المناظر 

. λ = 9 للقيمة
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 فالمصفوفة وإذاً
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 − 

5 
2 

5 
1 

5 
1 

5 
2 

P = تحول المصفوفة A ًإلى الصورة عموديا 

|P| القطرية ، بالإضافة إلى ذلك فإن  وعليه فإن التحويل العمودي 1=
 الصورة المصفوفية وبالتعويض في ، يكون دورانياً ′X= PX للإحداثيات
 : نحصل على لمعادلة القطع

(PX′) T A ( PX′ )  36 = 0. 
(X′) T (P T A P) X′36 = 0. أو 

   وحيث إن
 

 
  
 

 
9 0 
0 4 P T A P = فهذه المعادلة يمكن كتابتها على الصورة :

(x′  y′)   
 

 
  
 

 
9 0 
0 4 

  
 

 
  
 

 
′ 
′ 
y 
x   36  = 0. 

∴ 4x′ 2 + 9y′ 2  36  = 0. 
 x′ 2 /9 + y′ 2 /4 = 1 في الصورة ذه المعادلة يمكن كتابتها أيضاً ه و

. وهي تمثل قطع ناقص
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 : صف القطع المخروطي - ٢
5x 2  4xy + 8 y 2 + (20/√5)x  (80/√5) y + 4 =  0 . 

 X T A X + K X + 4 = 0 تكون لهذه المعادلة ية لمصفوف الصورة ا : الحل

 حيث

A =   
 

 
  
 

 
− 

− 
8 2 
2 5  ,  K =  

 

 
 
 

 − 
5 
80 

5 
20  . 

 : المصفوفة من المثال السابق وجدنا أن و

P = 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 − 

5 
2 

5 
1 

5 
1 

5 
2 

. 

 ′X= PX بوضع و ، إلى الصورة القطرية عمودياً A المصفوفة تحول

 : نحصل على الصورة المصفوفية لمعادلة القطع في
( P X′) T A (P X′) + K (P X′) + 4 = 0 . 

 و المعادلة أ
X′ T (P T A P) X′ + (K P) X′ + 4 = 0 .                 (*) 

 حيث إن

P T A P =   
 

 
  
 

 
9 0 
0 4  , K P =  

 

 
 
 

 − 
5 
80 

5 
20 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 − 

5 
2 

5 
1 

5 
1 

5 
2 

= ( ) 36 8 − −  . 

 : الصورة على (*) إذاً يمكن كتابة
4 x′ 2 + 9 y′ 2 8 x′ 36 y′ + 4 =0 . 

 : ويمكن كتابة المعادلة السابقة في الصورة
4( x′ 2  2 x′ ) + 9 (y′ 2  4y′) =  4 

∴ 4( x′ 2  2 x′ + 1 ) + 9 (y′ 2  4y′ + 4) = 4 +4+36.
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∴4( x′ 1 ) 2 + 9 (y′  2) = 36. 
 ولتحويل معادلة القطع المخروطي هذه إلى الصورة القياسية

 بوضع لك وذ ′X′Y نقل المحاور ن
x′′ = x′1 ,  y′′ = y′2 . 

 : فتصبح المعادلة السابقة في الصورة
4x′′ 2 + 9 y′′ 2 = 36 

∴ x′′ 2 /9  + y′′ 2 /4 = 1. 
. عادلة تمثل قطع ناقص الم وهذه
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 ن ــ اري تم

 للمصفوفة tA ( exp ( أن تحقق من - ١
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

A  : يكون هو =

exp (tA )= (1/3 )e 3t (E +K) . 

 حيث
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 

K = . 

 : لمصفوفات الآتية كل من ا ل الذاتية والمتجهات الذاتية أوجد القيم - ٢

(i) 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 − 

3 2 2 
1 2 1 
1 0 1 

(ii) 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
− 

− 

1 1 0 
1 2 1 
2 1 1 

(iii) 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 − − − 

1 0 0 
4 4 1 
12 8 2 

. 

 لمصفوفتين ا أن تحقق من - ٣
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

2 2 1 
1 3 1 
1 2 2 

, 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− − 
− 
− 

3 2 3 
1 2 0 
1 1 2 

 نفس يكون لهما

 . ولكنهما غير متشاتين الذاتية القيم
 AZ Z بحيث يكون Z أوجد المصفوفة - ٤  مصفوفة قطرية عناصر قطرها − 1

 : الآتية في كل من الحالات A للمصفوفة الذاتية الرئيسي القيم

(i) 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− 

− 
= 

5 0 0 
0 3 2 
0 2 3 

A  (ii) 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− − − 

− 
= 

6 6 3 
2 2 2 
2 2 1 

A  (iii) 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 

− 
= 

1 3 1 
1 1 1 
3 2 2 

A  .
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 : أوجد حل المعادلتين التفاضليتين بتطبيقات الجبر الخطي - ٥
y′1 = y1 + 3y2, 
y′2= 4y1 + 5y2. 

 : الخاص الذي يحقق الشروط الابتدائية ثم أوجد الحل
y1(0) = 2 , y2 (0) =1. 

 : الآتية حل مجموعة المعادلات التفاضلية أوجد بتطبيقات الجبر الخطي - ٦
y′1 =4 y1 + y3 , 
y′2 = 2y1 + y2 , 
y′3 = 2y1  . 

 : ثم أوجد الحل الذي يحقق الشروط الابتدائية
y1(0)=1, y2 (0)=1, y3 (0)= 0. 

 : الآتية لتفاضلية حل مجموعة المعادلات ا أوجد بتطبيقات الجبر الخطي - ٧
y′1 = 4y1 + 2y2  + 3y3 
y′2 = 2y1 + 4y2  + 2y3 
y′3 = 2y1 + 2y2  + 4y3  . 

 حل المعادلة التفاضلية أوجد بتطبيقات الجبر الخطي - ٨
y′′ y′  6y = 0. 

y1= y افرض أن ): إرشاد ( , y2 = y′ 

 y′1 = y2 ثم اثبت أن ,  y′2 = y′′= y′+6y  = 6y1+ y2 

 حل المعادلة التفاضلية أوجد بتطبيقات الجبر الخطي - ٩
y′′′ 6 y′′ +11 y′ 6y = 0 . 

y1= y افرض أن ): إرشاد ( , y2 =y′, y3 = y′′ 

 y′1 = y2 ثم اثبت أن , y′2 =  y3 , y′3 = 6y111y2 +6y3



 سعد شرقاوي . الجبر الخطي                                                                        د &
_____________________________________ ____________________ 

٣٦ 

 : الآتية ع المخروطية و القط كلا من صف بتطبيقات الجبر الخطي - ١٠
(1)  2x 2  4xy  y 2 + 8 = 0. 
(2)  x 2  + 2xy + y 2 + 8x  + y = 0. 
(3)  5x 2  4xy  5y 2  = 9. 
(4)  11x 2 +24xy + 4y 2 – 15 = 0. 
(5)  9x 2  4xy + 6y 2  10x  2y = 5. 

********* *************** تم بحمد االله *********** ** *********


