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 الأول الفصل
 

 مقدمة
INTRODUCTION 

 

 ؟ما هي المعادلة التفاضلية الجزئية 1-1

 -أو دوال  -التفاضةةة   الئية ةة  الةةق العن ةة   ةة   دالةة   المعادلة 
في الوا ع، فةي لةم مئةال مة  وهي موجودة مئهول  ومشتقااها الئية  . 

ندما عالمئالات التي يوجد ف ها افاعم     عدد م  المتغ رات المستقة ، و

عة   ؛نموذج لهذا التفاعةمأنحاول احديد دوال في هذه المتغ رات واكوي  

طريق  ناء المعةادلات لهةذه الةدوال، وعنةدما اكةوة   مة  الدالة  (الةدوال  

اعتمةد فقةةل عةة  مةةا يحةدا فةةي جةوا  هةةذه  ؛المئهولة  عنةةد نقمة  مع نةة 

  شكم عام، نحلم عة  معادل  افاضة   جية  . فإننا؛ النقم 

العام  لمعادل  افاضة   جية   لدال  الل غ  1 2, , , nu x x x  اكوة

 :عة  اللو ة

)1     
1 21 2, , , , , , , , , 0

nn x x xF x x x u u u u  

1ح ةة  2, , , nx x x متغ ةةةرات مسةةتقة ، وu  المتغ ةةةر  - الدالةةة  المئهولةة

و -ا عـالت
ixu مشتق  التفاضة   الئية  ارمي لة

i

u

x




.  

 وجه عام، يلحب المعادل  التفاضة   الئية   شروط إضةاف  . إذا 

الشةروط أعم ت هذه الشروط عند لحظ  زمن  ، امثم لحظ  البداي ، هذه 

المعةةادلات لمةا فةةي حالة   - initial conditions  تداة ةة الا الشةروطسةمي ا

والشروط التةي اتحقةق عنةد حةدود منمقة  فةي الفةرا   - التفاضة   العادي 

لمسةةاةم المرابمةة  أمةةا ا .boundary conditions اسةةم  الشةةروط الحديةة 

lab
Highlight

lab
Highlight

lab
Highlight

lab
Highlight

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil



 النظري  والتمب ق -مقدم  في: المعادلات التفاضة   الئية  

 2 

ندما اكوة الشروط عا تداة   وأخرى حدي . و ا  تعم  عادة شروطف اليم  

  لوشةي فةإة المسةةل  اسةم   مسةةل ؛ا تداة ة  ا  المعماة فةي مسةةل  شةروط

Cauchy problem . 

 ا  ألثر هذه الشةروط ههةو  ،هناك أنواع مختةف  م  الشروط الحدي 

 :في مساةم الرياض ات التمب ق   والف يياء الرياض   هي

 عةةةة  u : ح ةة  اطعمةةة   ةة  Condition Dirichlet   شةةرط د يشةةةت1(

 .الحدود

: ح ةة  اطعمةة   ةة   Condition Neumann   شةةرط ن ومةةاة2(
u

n




عةةة   

ح ةة  ، لحةةدودا
u

n




فةةي اائةةةاه  ،uهةةةي المشةةتق  الاائاه ةة  لةدالةةة   

 .الحدودعة   nالعمودي لةخا ج

: هذا الشةرط يكةوة عةة  اللةو ة Mixed Condition   الشرط المختةل3(
u

hu
n





x,لقة     y ح ة   ،عةة  الحةةدودh   دالةة  متلةة  معةومةة

 معرف  عة  الحدود.

 

والتةةي اعةرذ لةذلل  الشةةرط  ،ثنثة  الإضةاف  إلة  هةةذه الشةروط ال

اوجةةد شةروط أخةرى مثةم شةةرط  ، عةة  الترا ةب؛الأول والثةاني والثالة 

في هذا الشرط يتحقق أحد الشروط السا ق  عة   ،Robin Condition  و  

   نما يتحقق شرط آخر منها عة   ق   أجياء الحدود. ،جيء م  الحدود

نمةوذج لمشةكة  أ  التفاضةة   الئية ة  مة   لف  عام ، انشة المعادل

، اةقاة ةا أة هةةذا النمةةوذج ا  ف يياة ة  أو مشةةكة  هند.ة  . ولا يكةةوة واضةةح

 معن  أنه يؤدي إل  معادل  افاضة   جية    ا ةة  لةحةم. وعةنوة  مستقر؛

يكوة الممةوب في معظة  الحةالات الحلةول عةة  حةم وح ةد ؛ عة  ذلل

المعم ات. لذا فالفه  النظري لةمعادل   فيمستقر احت التغ رات اللغ رة 

التفاضة   يمكننا م  احق ق هذا الممةوب. لمةا .ةنرى فةي مةا  عةد، هنةاك 

طرق عديدة لحم المعادلات التفاضة   الئية  . لم طريق  انمبق عة  فئ  

مع ن  م  المعادلات التفاضة   الئية  . ولذلل فم  المه  أة يكةوة هنةاك 

حةها. والسؤال  - أو أثناء -لةشروط الإضاف    بم و ،احة م شامم لةمعادل 
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إذا لانت المسةةل  التةي اتكةوة مة  المعادلة  وشةروطها  ما  عهو  :الأ.اس

الفرنسةةي  ةةام  ؛و للإجا ةة  عةةة  هةةذا السةةؤال ؟الإضةاف    ةةد تةة غت ج ةةدا

 .well-posed problem ج ةةدة اللةة ا    دايةة    تعريةةق المسةةةل هادامةةا د 

إذا  ؛أنهةا ج ةدة اللةة ا  مةةا  عة  مسةةل ووفقةا لتعريةق هادامةا د، نقةةول 

 :ا.توفت جم ع الشروط التال  

 حم. لةمسةل : يوجد (Existence) . الوجود1

 : ل س هناك ألثر م  حم واحد.(Uniqueness). التفرد 2

ط أو فةي الشةةرو ،التغ  ةر المف ةةق فةي المعادلةة : (Stability)  . الا.ةتقرا3

 يؤدي إل  اغ  ر تغ ر في الحم. ؛الإضاف  
 

 الشرط الأول يتمةب وجود عدد   ر لب ةر مة  الشةروط الا تداة ة 

والحدي ، حت  لا نفقد إمكان   وجود حةةول. الشةرط الثةاني يعنةي أة عةدد 

، ف ؤدي ذلل إل  وجود ألثر م  الشروط الإضاف   يئب أة لا يكوة  ة ن  

 ا  اةةةث ر فةي المعم ةةات يعنةي أة لةتغ  ةةرات اللةةغ رة حةم. ا.ةةتقرا  الحةةم

 -. وهذا المفهوم يمك  د ا.ته .ةواء فةي نمةاق محةةي ا  عة  الحمتغ ر
 أو في نماق   ر منتهي. - مثم فترة أو شريح  منته  

 ،إذا لاة واحد أو ألثةر مة  الشةروط المةذلو ة أعةنه   ةر متحقةق

إلة   - . ويمكة  القةولill-posed problemاللة ا    .ة ئ  المسةل ة إ نقول

الأ.ا.   لةف يياء الرياض   لةها ج دة الل ا  . ومع  المساةمة إ - حد ما

. ئ  الل ا  . عمة ا،  مساةم د نئد  ؛في  عض التمب قات الهند.   ؛ذلل

.ة ئ   مسةةل مثم هذه المشالم هي   ر  ا ةة  لةحةم. لةذلل، عنةدما نواجةه 

هو الل ا  ، ينبغي أة اكوة الخموة الأول  لتعديةها عة  النحو المنا.ب 

 جعةها ج دة الل ا  . 

فإننةةا نلةةنق  ؛عنةةد احديةةد طريقةة  الحةةم لمعادلةة  افاضةةة   جية ةة 

.ند س  ،. هناك عدة الن فات لةمعادلات التفاضة   الئية  أولا ، المعادل 

 ا  الةن ف يء مة  التفلة م شة  عضها في الفلول التال  ، و.ةنعر  انة

 :يعتمد عة  المفاه   التال  

 

 :التفاضة   الئية    اب  المعادل  •
 The order of a Partial Differential Equation  
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. يكةوة حسةب  ابة  المعادلة  ؛التلن ق الأول لةمعادلات التفاضة  

ب  أعةي مشتق  افاضة   جية   في المعادلة ، فةإذا  ا :واعرذ الراب   ةنها

ة المعادل  م  إنقول فإننا ، kلانت أعة  مشتق  في المعادل  هي م   اب 

 :. فمثنk اب 

0, 6 0
u u z z

x y u x
x y x y

   
    

   
 

  :هي معادلات افاضة   جية   م  الراب  الأول ،   نما
2 2 2 2 2

2 2 2 2
3 4 0, 0

z z z u u

x y x y x y

    
    

     
 

 والمعادل . هي معادلات افاضة   م  الراب  الثان  

4

4
0

u u

t x

 
 

 
م   

 الراب  الرا ع .

 

  :التفاضة   الئية   خم   المعادل  •
Linearity of a Partial Differential Equation  

: شةةكة  الئية ةة  فةي أحةةد الةن ق أخةةر يضةةع المعادلة  التفاضةةة   

إذا  ؛نها خم ة إ  1أو أخرى   ر خم  . ف قال لةمعادل  ( ،معادلات خم  

 :ومشتقااه التفاضة  . فمثن المعادل  ،uدال  خم   في المئهول Fلانت

   2 2 sin
u u

x y x y yu x y
x y

 
    

 
 

 :،   نما المعادلاتهي معادل  خم  

 2 2 2 0, cos
u u u u

x y x y yu u x u
x y x y

   
     

   
 

 :المعادلات   ر الخم   النق عادة إل  .هي معادلات   ر خم  

 -Q: (ونقول  اختلا   Quasilinear equations ةمعادلات شبه خطي ❖

   دال  خم   فقل في 1( في المعادل  ( Fوذلل عندما اكوة  خم   ؛

xx لمعادل ا المشتقات العة ا، مثم ذلل yy xu u u u . 
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 -S: (ونقول  اختلا  Semilinear equations معادلات نصف خطية ❖

، مثةم ذلةل uالمئهةول دال    ر خم ة  فقةل فةي Fإذا لانت خم   ؛

2 المعادل 

xx yyu u u . 

دالة    ةر  Fإذا لانةت :equations Nonlinear معادلات غير  خطيرة ❖

 ومشتقااه التفاضة  . uخم   في المئهول
 

 nيمك  لتا   المعادل  التفاضة   الئية   الخم   م  الراب  ؛عموما

,xومتغ ري  المستقة   ،uفي متغ ر اا ع y  اللو ة عة: 

   
0 0

i ji j n

ij i j
i , j

u
a x, y R x, y

x y

 

 




 
 

هةةةي دوال  Rودالةةة  المةةةرذ الأيمةةة   ،تاسةةةمي  المعةةةامن( ijaالةةةدوال

,xفي y،  كوة  عض المعةامنت أو المةرذ الأيمة  مقةادير ثا تة  أو او د

يكةوة عةة  يئب أة  ؛n. ولكي اكوة المعادل  التفاضة   م   اب ا  أتفا 

0ijaواحد معامم  الأ م ،   ح i j n .  

نهةةا إيقةةال  ؛ةمعادلة  مسةةاويا تةةفرلوعنةدما يكةةوة المةةرذ الأيمةة  

 ة المعادلة    ةر متئانسة : إوخةنذ ذلةل يقةال ،homogeneous متئانس 

nonhomogeneous . 

  جم عهةا إذا لانت المشتقات الئية   في المعادل  التفاضةة   الخم ة

، فةةي ، أي إذا لةاة لةةم حةةد مةة  حةدود المةةرذ الأيسةةرنفسةةها مة  الرابةة 

هةةذه المعادلةة  ذات حةةدود  ة  : إ، يقةةالهانفسةة لةةه الرابةة  المعادلةة  السةةا ق ،

عةدم الةةةبس  ةة    إلةة   ونةفةت النظةةر (of homogeneous terms متئانسة 

لونهةا متئانسة  (انعةدام  أي ،ائانس المعادل  التفاضةة   الئية ة  الخم ة 

أي لةةوة المشةةتقات  ،المةرذ الأيمةة   و ةة   لونهةةا ذات حةدود متئانسةة 

  :. فالمعادل نفسها الئية   جم عها م  الراب 
2 sin x y

xxx xyy yyyu xy u x u e    

  :، لكنها   ر متئانس . أما المعادل ذات حدود متئانس  هي معادل  خم  
2 0xx yx yyxu u y u   

 وذات حدود متئانس . ،متئانس  هي معادل  خم  ف
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 :المعادلات الق ا.   وأنظم  المعادلات •
 Scalar equations and system of equations 

ها معادل    ا.ة  . إن :يقال لمعادل  افاضة   جية   في مئهول واحد

 nفةي عةدد ،م  المعةادلات mيقال لمئموع  اتكوة م  عدد ؛ا مفي المق

 م  المعادلات. mنها نظام في إم  المئاه م 

 

 المعادلات التفاضلية الجزئية في الفيزياء 1-2
Partial differential equations in Physics 

هر المعادلات التفاضة   الئية ة  دوة ا.ةتثناء فةي جم ةع فةروع اظ

لظةواهر  ا   ياضة  ا  الف يياء. فالقوان   الأ.ا.   فةي الف ييةاء اعمةي وتةف

اعتمد عة  عامةي اليماة والمكاة، ولةذا فةإة النمةاذج الرياضة   ، طب ع  

افاضة   جية  . عة  .ب م - أو معادلات-اتضم  معادل   ؛لهذه الظواهر

لدينام كا الأجسام الئا.ةئ  ولحرلة  .ةاةم مثةالي،  معادلات أويةر :المثال

معادلات هامةتوة في الم كان كةا التحة ة ة ، ومعادلات لاجرانج لةحرل ، و

ومعادلة  نةاف ر فةي ، معادلة  لوشةيومعادل  فةو ي ر لانتشةا  الحةرا ة، و

حرلةة  السةةواةم الةيجةة ، .ةةتولس ل-معةةادلات نةةاف رونظريةة  المرونةة ، 

-معةادلات لوشةيو يماة في نظري  الدوال المرلب ، -معادلات لوشيو
معةةادلات وجةةري  لةسةةةوك السةةال  والةةدينامكي لةمةةواد اللةةةب  المرنةة ، 

معةةةةةةادلات مالسةةةةةةويم لةحقةةةةةةول ول رشةةةةةوذ لةةةةةةةدواةر الكهر اة ةةةةةة ، 

 . ومعادل  ديراك في م كان كا الك  ،الكهرومغناط س  ، ومعادل  شرودنئر

ل ف   اشتقاق  عض م  هذه المعادلات. ولكننا نقدم  ؛.نب   ف ما  عد

 :النتاةج التال  ، والتي .تستخدم  كثرة ف ما يةي

، nفةةةةةةي  دالةةةةةة  متلةةةةةةة  عةةةةةةة  نمةةةةةةاق fلانةةةةةةت إذا (:1) تمهيديررررررة

 ح   
0

0f x dx


 0 لكم )0

n  ، 0فإةf   عة. 

 Reynolds Transport Theorem :للانتقال نظ ية  ينولدز (:2) تمهيدية

)2         , ,

t t

d u
u x t dx x t uv dx

dt t
 

 
  

 
  

 . tعند الةحظ     tنقاط الح ي اتحرك  هات مز للس عة التي   v ح 
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التي اظهر  ،م  المعادلات التفاضة   الئية   الق ا.   ا  انة .نعر  عدد

 م  التمب قات. في لث ر  

 

 :وتدفق المرور( ،)تدفق غاز معادلة الاتصال  -1
 Continuity Equation (Gas Flow and Traffic Flow) 

فةةي   ، اةةدفق  ةاز مختةفتة  ف ييةةاة ت    لظةاهريت ا  انة نقةدم وتةةف

والمرو  عة  طريق .ريع، ح ة  يمكة  وتةق اةةل الظةاهرا    أنبوب

(أو  معادلةة  الاالةةال :التةةي اسةةم  ،ضةةة   الئية ةة  ةةنفس المعادلةة  التفا

الا.ةةةةةتمرا  . لةةةةةتك  ,x t  أنبةةةةةوبلثافةةةةة   ةةةةةاز يتةةةةةدفق (داخةةةةةم  

 سةرع  ,v x t فةي اائةةاهx. لةاة إذا   1 2: ,t x t x t     مةة   ا  مقمعة

المتحرك، ح   الغاز x t هو الموضعx  عند الةحظt، 

 
 :فإة لم   الغاز في هذا المقمع هي

 ,

t

tM x t dx


  

  :  نحلم عة 2 تمب ق امه دي  (

 
t

tdM
v dx

dt t x






  
    
 

0tdMةفإ ، حسب  انوة  قاء الكتة 

dt
فإة . و التالي؛: 

  0

t

v dx
t x






  
    

 

 :  فإة1. و حسب التمه دي  (tاخت ا يلأي مقمع 

)3                                    0v
t x
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 معادل  الاالال. واسم   ،وهذه معادل  افاضة   جية   م  الراب  الأول 

المقةدا  ,v x t  يعبةر عةة  لتةة  الغةةاز الةذي يعبةر مقمةةع الأنبةوب عنةةد

 ؛ أو vمعادل  في متغ ةر واحةد ( عة . ولةحلول tوالةحظ  xالنقم 

 .vوالسرع  عن   إضاف       الكثاف  إل فإننا  حاج  

لثاف  الس ا ات في جيء    الق أي ادفق. فإذا لانت3المعادل  (

 :إةف vاس ر عة ه الس ا ات  سرع  ،ما م  طريق .ريع

  0v
t x




 
 

 
 

 :اكوة تغ رة فإة vأة .رع  الس ر ؛اعني وح   إة زيادة الكثاف 

max

max

1v v




 
  

 
 

  الل غ : اطعم  دال  التدفق المرو ي ؛وعادة  

     max

max

, 1f v x t v


  


 
   

 
 

  :اللو ة عة   3وعندةذ البح المعادل  (

  0f
t x




 
 

 
 

 

 The heat equation :معادل  الحرا ة  -2

فةةإذا  ،3فةةي Pيشةةغم حئةة  لثافتةةه مةةا اعتبةةر لو ةةا مةة  .ةةاةم

نتلا ,u x t فإة الما   الحرا ي  في ح ةي ؛د ج  حرا ة الساةم   مة

الساةم P: اعم   الل غ 

 : ,t PE C u x t dx


  

حدة الكتة  يحدد مقدا  الما   النزم  لرفع د ج  حرا ة و ،ثا ت PCح  

حئة   إةم  الساةم  مقدا  د ج  واحدة. و فةر  أة السةاةم .ةال ، أي 

  :ثا ت، فإنه الح ي

 ,t
P t

dE
C u x t dx

dt
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في الما   الحرا ي  ،التغ ر إةوح   
tE  يساوي مئموع لم ات الحرا ة

 ،والما ة  المتولةةدة داخةةم الح ةةي ،لةح ةةي المتدفقة  خةةنل الحةةدود

وفي حال  عةدم وجةود  ،(نت ئ  لتفاعم ل م اةي أو اسخ   أو خنذ ذلل 

 ،فةةإة لم ةة  الحةةرا ة المتدفقةة  عبةةر الحةةدود ؛ملةةد  داخةةةي لةما ةة 

(وح   إة الحةرا ة انتقةم مة  الأجسةام السةاخن  إلة  الأجسةام الأ ةم فةي 

  :د ج  الحرا ة  هي

f k u   

0ح   k يسم  معامم التوت م الحرا ي. و التالي ،ثا ت: 

   ,P tC u x t dx f nds k u nds k u dx
   

            

 :  نئد أة1و تمب ق التمه دي  (

)4      2 , ; , 0tu u x t x P t    

0ح ة  : Pk C  )  أو معادلةة   ،اسةةم  معادلة  الحةةرا ة  4. المعادلةة

 .الانتشا 

  :نعتبر الشرط الا تداةي ؛ولةحلول عة  مسةل  ج دة الل ا  

   0,0 ;u x u x x P  

 :وأحد الشروط الحدي 

 :شةةةةرط د يشةةةةةت  1(   , ,u x t g x t لكةةةةمx   نقمةةةة  عةةةةة

0ولحظ  ،Pالحدود t. 

 :ن ومةةةةاةشةةةةرط   2(   , ,
u

x t g x t
n





عةةةةة   نقمةةةة  xلكةةةةم 

0ولحظ  ،Pالحدود t. 

 (المخةةةةةةةتةل :شةةةةةةةرط  و    3(     , , ,
u

u x t x t g x t
n




 


 

0ولحظ  ،Pنقم  عة  الحدود xلكم t. 

0لكم لحظ  ،Pدال  معماة عة  الحدود gح   t 0و . 

 

 Vibrating String :اهتزاز وتر مرن مشدود  -3

في  Lالبعد   نهما ،    نقمت   ثا ت   ا  مشدود ا  مرن ا  وار نااعتبرإذا 

  لما  الشكم التالي. ،اائاه أفقي
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 .نعتبر الفرو  التال  : ،لتبس ل المسةل 

ح   نقم  الأتم عند إحدى  ،  نظام الإحداث ات هو النظام الديكا اي1(

 xعةة  محةو  ا  يكوة الوار منمبقة ؛وفي حال  السكوة .نهايتي الوار

 :لما  الشكم

 
 

 إةعموديا عةة  وضةع السةكوة. أي  ،xyك في المستوى  الوار يتحر2(

 xفالإحةداثي . و التةالي؛yالاهتيازات مستعرضة  فةي اائةاه محةو 

 .tع  اليم  يكوة مستقن  

اجعةم ,y u x t لدالةة  التةةي اعة   الإحةةداثياy،   حةةداث ها إلنقمةة

فةإة  tأثناء اهتياز الةوار. عنةد الةحظة  tعة  الوار عند الةحظ  xالأول
جيء الوار عة  أحد جانبي النقم   , ,x u x tخةر يشةد جةيء الةوار ان ؛

وفي اائاه المماس عنةد  ،خر م  النقم    قوة مقدا ها(عة  الئانب ان

فةةإة القةةوة  ؛yهةةذه النقمةة . وح ةة  إة الحرلةة   أ.ةة   فةةي اائةةاه محةةو 

sinالمؤثرة .تكوة هي المرلب  الرأ.    لةشد  ح ،   هي الياوي
    الوار عند النقم    , ,x u x t  واائةاه الموجةب لمحةوx  و فةر .

فإة ؛أة الاهتيازات تغ رة   sin , ,xx t u x t. 

فإذا اعتبرنةا الئةيء 1 2,x x فةإة مئمةوع القةوى المةؤثرة  ؛مة  الةوار

 :يكوة tعة ه عند الةحظ 
   2 1sin , sin ,F x t x t     

  إة  نما اكوة المرلبات الأفق   لةشد متين ، أي 
   1 2cos , cos ,x t x t    
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  :ثا ت  فإة إذا لانت القوة (لةشد  ؛وعة ه

      
2

1
2 1, , ,

x

x x xx
x

F u x t u x t u x t dx     

  -لتةةة  وحةةدة المةةول-لثافتةةه  إةأي  اعتبرنةةا أة الةةوار متئةةانس، وإذا

ثا ت . عندةذ اكوة لم   التحرك لةئيء 1 2,x x م  الوار هي: 

   
2

1
1 2, ,

x

t
x

I x x u x t dx  

مئموع القوى المةؤثرة يسةاوى التغ ةر فةي ( ؛و حسب  انوة ن وا  الثاني
 :  فإةلم   الحرل 

   
2 2

1 1

, ,
x x

xx tt
x x

u x t dx u x t dx   

1لأي 2,x x)  نحلم عة 1. و تمب ق التمه دي  : 

)5       2, , ; 0 , 0tt xxu x t c u x t x L t    

cح      )  فةي  ،اسةم  معادلة  الموجة   5مقدا  ثا ةت. المعادلة)

  عد واحد .

شةةروط  إلةة فإننةةا نحتةةاج  ؛مسةةةل  ج ةةدة اللةة ا   عةةة لةحلةةول 

فةإة ذلةل يضة ق الشةروط  ؛مثبةت عنةد طرف ةه وح   إة الةوار ،إضاف  

  :الحدي 

   0, , 0; 0u t u L t t   

ضةع الا تةداةي ا تداة ة  الةق الو ا  ولتحديد حم وح د فإننةا نعتبةر شةروط

0tأي عند الةحظ  ،والسرع  الا تداة   مثم ،: 

       0 0,0 , ,0 ; 0 .tu x u x u x v x x L    

3xلاة إذا  -فإة معادل  الموج -في حال  د ا.  اهتيازات و.ل مرة 

 :اكوة عة  اللو ة  5(
   2, ,ttu x t c u x t  

 Further real world equations مزيد من معادلات العالم الحقيقي -4

 :Laplace equation معادلة لابلاس  •

 :م  النماذج السا ق  احتوي عة  المؤثر ا  واضح أة لث ر
2 2 2

2 2 2

u u u
u

x y z

  
   

  
 

lab
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 . Laplacian (أو لا ن. اة  هذا المؤثر يسم  مؤثر لا نس

 هي معادل  لا نس - و  ما لانت الأه -معادل  التفاضة   الئية   ال

0u  الةةذي حلةةم عةةة    1749-1827الفرنسةةي لا ةنس ( ، نسةب  إلةة

. حةةول معادلةة  لا ةنس اسةةم   الةدوال التوافق ةة  1780فةةي  هةذه المعادلة 
Harmonic functions عةةة  رةامب قةات لث ةة. اظهةةر معادلةة  لا ةنس فةةي ،

الم كان كةةةةةا، وفةةةةةي مسةةةةةاةم التوتةةةةة م الحةةةةةرا ي،  :.ةةةةةب م المثةةةةةال

الئاذ  ةة ، وم كان كةةا الكةة ، ونظريةة  الاحتمةةالات، والكهرومغناط سةة  ، و

 لخ.إ ،والب ولوجي

 

 :The minimal surface equation معادلة الأسطح ال قيقة •

أة مسةاح  السةمح لش شة    1760وجد الفرنسي لاجرانج في عام 

اكةوة أتةةغر مة  مسةةاح  السةمح لكةم .ةةمح ينةتج  اضةةمراب  ؛الر  قة 

      تةةغ ر لةغشةةاء. لةةذا اسةةم  مثةةم هةةذه السةةموي  السةةموي الر  قةة .   ةة

هةو الر.ة  الب ةاني لحةم المعادلة  التفاضةة    ؛لاجةرانج أة السةمح الر  ةق
الئية     ر الخم     2 21 2 1 0y xx x y xy x yyu u u u u u u    . 

 

 :The Schrödinger equation لة ش ودنج معاد •

ها فشةةلتوالتةةي ا ،واحةةدة مةة  المعةةادلات الأ.ا.ةة   لم كان كةةا الكةة 

الةق الحرلة   و معادل  شرودنئر .1926النمساوي شرودنئر في عام 

 :Vالموج   لئس   في مئال الئهد

2

u
i u Vu

t m


   



 

 Planck’sثا ت  ننل  لتة  الئس  ، و mدال  الئهد (معةوم  ،  Vح  

constant  2مقسوما عة. 

 Eikonal equation معادلة إيكونال •

 ،  لةمعادل  الموج  ، أحةدهما لموجة  اللةوت شتقا إ أينا ف ما .بق 

مة  الظةواهر الف يياة ة   والأخر لموج  مرن  (اهتياز واةر مةرة . لث ةرط 

الموجةات الكهرومغناط سة  ،  ؛لموجات، مة  هةذه الظةواهراامثم انتشا  

فةإة  ؛وموجات الماء.  سةبب اخةتنذ طةول الموجة  مة  هةاهرة لأخةرى

مختةفةة ، فمةةثن فةةي البلةةريات الهند.ةة    ا  اةخةةذ تةةو  عادلةة  الموجةة م
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Geometrical optics الموج  لةئيء المرةي م  الم ةق  ؛ ح   يكوة طولط

 اقريبا، ولةحلول عة  أنموذج  m6 -10الضوةي مساويا نلق م كروة (

 :3لهذه الحال ، نبدأ  معادل  الموج  في
     2 , , 0.ttu c x y z u   

.  ا.ةتخدام ا  ثا تة ا  مقةدا  cلة س مة  الضةرو ي أة اكةوة .ةرع  الموجة 

 :التعويض
   , , , , ,i tu x y z t e x y z 

 :نحلم عة  المعادل 

)6      2 2 , , 0k n x y z    

ح ةة  0 0, , ,k c n c c x y z  و
0c  الموجةة  فةةةي متو.ةةل .ةةةرع 

 يسم      الموج . kيسم  دل م الانكسا ، والعدد nالو.ل. المقدا 

12في الوا ع، طول الموجة  يعمة   اللة غ  k  وح ة  إة طةول ،

 kفإة العدد ؛وال الأخرى في المسةل الموج  يكوة أتغر  كث ر م  الأط

  6جدا. هذه الحق ق   اسةتخدم فةي البحة  عة  حةم لةمعادلة  ( ا  يكوة لب ر

 عة  اللو ة:

     , ,
, , , , ;

ikS x y z
x y z A x y z k e  

  ة، أي إkفي المتغ ر ةمحدود Aاحت شرط أة الدال 

 2 2 1
A S n o

k

 
    

 
 

 :equation Eikonal احقق معادل  إيكونال Sفإة الدال  ؛وم  ث 
     , ,S n x y z  

، 1827هو الايرلندي هامةتوة في عام  ؛أول م  حلم عة  هذه المعادل 

ةة  البلةريات الهند.ة  . وهةذه المعادلة  مف ةدة لع الأ.ةاس   المعادلة ط  وامثم

الةةرادا ،  :مةة  التمب قةةات فةةي مئةةال البلةةريات، مثةةم لةغايةة  فةةي عديةةد  

 والعد.ات النتق ، وأجهية العر ، والمرايا.

 

 تكوين المعادلة التفاضلية الجزئية 1-3
Constitution of Partial Differential Equations 

أو  لمعةةادلات التفاضةةة   الئية ةة انةةد س اكةةوي   ؛فةةي هةةذا الفلةةم

 ف يياة   وهند.  .مساةم عند د ا.   اهانشة
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 حذف الثوابت الاختيارية ب ؛: تكوين المعادلات التفاضلية الجزئيةأولاا 

 :3في  المعادل  التال  ؛ امثم عاةة  (ثناة   البا امترات  م  السموي

)1       0x, y,z,a,b  

,x    مسةةتقةيلدالةة  فةةي متغ ةةر zاعةةرذح ةة   y،  ثةةا ت    عةةة واعتمةةد

,xإل    النسب  1.  تفاضم المعادل  (a,bاخت ا ي   y ينتج أة: 

)2    0, 0
z z

x z x y z y

        
   

     
 

عن ة ،  ة    عةة   نحلةم 2  و(1مة  المعةادلات ( a,bلثةا ت  و حذذ ا

,x,المتغ ةرات y z ومشةتقاتz   لةم مة  إلة الئية ة   النسةبx, y  عةةة ،

 :اللو ة

)3     0)(x,y,z,p,qψ 

xح   yp z , q z )  1  افاضة   جية   حةها العام (3. المعادل .  

أنه إذا لةاة عةدد الثوا ةت الاخت ا ية   ؛لما .نري م  الأمثة  التال  

 إل ؤدي يفإة حذذ هذه الثوا ت  ؛لعدد المتغ رات المستقة  يا  مساو1في (

د ههو  معادل  افاضة   جية   واحدة م  الراب  الأولي. أمةا إذا لةاة عةد

 فإننةا نحلةم عةة  ؛الثوا ت الاخت ا ي  أ م مة  عةدد المتغ ةرات المسةتقة 

ألثر م  معادلة  افاضةة   جية ة  مة  الرابة  الأولةي.   نمةا إذا لةاة عةدد 

.ةتظهر ألثةر مة   ؛الثوا ت الاخت ا ي  ألثر م  عدد المتغ ةرات المسةتقة 

 معادل  افاضة   جية   م   اب أعةي م  الراب  الأولي.

 

,احذذ الثوا ت الاخت ا ي  :(1مثال) ,a b c  ح ة  ،م  العن ةات التال ةz 

x,و ،متغ ر اا ع y: متغ راة مستقنة 

     
2 221) 2)

3) 4)

z a x y c z x - a y - b

z ax by c z ax y

    

    
 

 

 الحل:
العن ةةة    1 2z a x y c  احتةةةوي عةةةة  ثةةةا ت   اخت ةةةا ي   ؛,a c ،

x,ولةةذلل احتةةوي عةةة  متغ ةةري  مسةةتقة   y و التفاضةةم فةةي هةةذه .
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نحلةةم  ،مةةرة أخةةرى yو النسةةب  إلةة  ،مةةرة xالعن ةة   النسةةب  إلةة 

2عة  ,x yz ax z a  . 

2xيعمي ؛م  هاا   المعادلت   a ذذحفإة  ؛و التالي yz xz .هذه و

 والد ج  الأولي. ،معادل  افاضة   جية   م  الراب  الأولي

 تفاضم العن    2   
2 2

z x - a y - b ،   إل  النسب,x y، نئد أة: 

   2 , 2x yz x a z y b    

 : انتج المعادل  ؛م  هذه المعادلات a,bو حذذ الثا ت  
22

2 2

yx
zz

z
  

    
   

 

الد ج  الثان   (  ر و ،وهذه معادل  افاضة   جية   م  الراب  الأولي

خم   . ويمك  وضعها عة  اللو ة
2 24 x yz z z . 

zفي العن    3 ax by c  نمةا  ،واضةح أة عةدد الثوا ةت الاخت ا ية  ثنثة  ؛  

x,إلةةةة عةةةةدد المتغ ةةةةرات المسةةةةتقة  اثنةةةةاة.  التفاضةةةةم  النسةةةةب   y  نحلةةةةم

x,عةة  yz a z b وهةةذه العن ةةات لا اكفةةي لحةةذذ الثوا ةةت ., ,a b c، 

x,رة أخري فيإجراء التفاضم م إل لذا نةئة  y فنئد أة: 

0, 0, 0x x x y y yz z z   

 والد ج  الأولي. ،ولةها معادلات م  الراب  الثان   

zعةةةدد الثوا ةةةت الاخت ا يةةة  فةةةي العن ةةة   4 ax y   أ ةةةم مةةة  عةةةدد

x,إلةةة المتغ ةةرات المسةةتقة .  تفاضةةم العن ةةة  المعمةةاة  النسةةب   y؛ 

, عةة نحلةم  1x yz a z و حةذذ الثا ةت الاخت ةا ي .a  انةتج

 :المعادلتاة
, 1x yz y xz z   

 وهما معادلتاة افاضة تاة جية تاة م  الراب  الأولي.

 

 (: 2مثال )
نلق  مر لم منها أوجد المعادل  التفاضة   لمئموع  الكرات التي  -أ

0zالمستوىومرلي لم منها يقع في  ،2 . 
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وضح أة المستويات ؛دال  fلأي -ب z ax by f a,b    هي حم

 :(Clairaut's equation) لمعادل  لة روت

 x y x yz xz yz f z , z   

مة   ،a,bالناائة  مة  حةذذ الثةا ت   الاخت ةا ي   ثبةت أة المعادلة أ -ج

المعادل   z ax h a y b   لأيh   دال  اخت ا ي ، هي معادل

افاضة   جية   اللو ة  0x yz , z ،   ح . دال  اخت ا ي 

 

 : الحل
)ومرليها عند نقم  ،2معادل  الكرة التي نلق  مرها  -أ , ,0)a b  في

0zالمستوى  هي:  

 )*       
2 2 2 4x a y b z     

x,في zوهذه المعادل  اعرذ دال  ضمن    y،  واحتوي عة  ثا ت  

a,اخت ا ي   b  إل .  تفاضم هذه المعادل   النسب,x y نئد أة:  

   2 2 0, 2 2 0x yx a zz y b zz      

ومنهةةا  ةةالتعويض عةة    ,y b x a    ) ؛ فةةي معادلةة  الكةةرات

 نحلم عةة  المعادلة  التفاضةة   الئية ة    ةر الخم ة  ذات الرابة 

الأولي  2 2 2 1 4x yz z z  . 

a,لحذذ الثا ت   الاخت ا ي   -ب b  في المعادل: 

 z ax by f a,b   

x,إلةةةةة نفاضةةةةةم هةةةةةذه المعادلةةةةة   النسةةةةةب   yعةةةةةة لنحلةةةةةم  ؛ 

x yz a , z b  ومنهةةةةا  ةةةةالتعويض عةةةة .,a b   فةةةةي معادلةةةةة

 : المستويات المعماة نحلم عة  معادل  لة روت

 x y x yz xz yz f z , z   

افاضم المعادل  -ج z ax h a y b     إل  النسب,x yيؤدي  ؛

 إل  x yz a , z h a . 
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فةةإة المعادلةة  التفاضةةة   الئية ةة  الناائةة   حةةذذ الثا ةةت  ؛و التةةالي

هةةةي aالاخت ةةةا ي y xz h z،   والتةةةي يمكةةة  وضةةةعها عةةةة

اللو ة  0x yφ z , z . 

 

x,و ا ،اا عة ا  متغ ةر zلةاة إذا ؛العن ات التال  في  (:3مثال) y يمتغ ةر  

,لوة المعادل  التفاضة    حذذ الثا ت   ،  مستقة  a b : 
2 21) sin 2)

3) 0

bxz ae by z ax by ab

axz byz abxy

   

  
 

 

 الحل:

sinbxz   تفاضم طرفي1 ae by   إل  النسب,x y ينتج أة:  

)*     sinbxz
abe by

x





 

)**     cosbxz
ab e by

y





 

 نحلم عة : y    النسب  إل**وافاضم (، x    النسب  إل* تفاضم (

2 2
2 2

2 2
sin , sinbx bxz z

ab e by ab e by
x y

 
  

 
 

 :ىمعادل  لا نس في المستو  نحلم عة ، ئمع هاا   المعادلت  
2 2

2 2
0

z z

x y

 
 

 
 

2   تفاضم طرفي2 2z ax by ab     إل  النسب,x yنئد أة ؛: 
2 , 2x yz ax z by  

a,فإة التعويض ع  ؛منهاو b في العن   المعماة يعمي: 
2 24 2 2x y x yxyz x yz y xz z z   

 :فاضم العن   المعماةت   3

)i     0axz byz abxy   

x,إل  النسب   y نحلم عة:   

lab
Pencil

lab
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)ii     0az axp byp aby    

)iii     0axq bz byq abx    

   :  نحلم عةiوالمري م  ( ،xفي (ii) ضرب المعادل  

)*       0xbyz x ax by z   

  :ينتج أة ؛ iو طرحها م  ( ،y  فيiiiلذلل  ضرب المعادل  (

)**       0yaxz y ax by z   

    الئمع نحلم عة : ** ،(*م  (

    x yax by z ax by xz yz    

 
 قسم  المرف   عة  ؛ومنها ax byنحلم عة  المعادل  التفاضة   ؛: 

x yz xz yz  

 

,احذذ الثوا ت الاخت ا ي (: 4) مثال ,a b c   م  العن: 
z ax by cxy   

 

x,إل  التفاضم  النسب   الحل: y في طرفي: 

)*     z ax by cxy   

 :نئد عة  الترا ب أة

)**     xz a cy  

)***     yz b cx  

,    ةةر لاف ةة  لتع ةة  ***  ـــةةـ (*المعةادلات ( ,a b c، ) لةةذلل نفاضةةم***  

xycفنئةةد أة ، y   النسةةب  إلةة **(أو نفاضةةم ( ،xإلةة  النسةةب   z .

   نحلم عة :***  و(**في ( cو التعويض ع 

x xy y xya z yz , b z xz   . 

,فإة التعويض ع  ؛وهكذا ,a b c ) يؤدي إل *في  : 



 مقدم  الفلم الأول:
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   x xy y xy xyz z yz x z xz y xyz     

 :أو  لو ة  س م 

x y xyz xz yz xyz  . 

 حةذذ  ؛ *لمعادلات التي يمك  الحلول عة ها مة  العن ة  (ا ىحدإهذه 

الثوا ةت الاخت ا ية ، وذلةل لأة عةدد الثوا ةةت الاخت ا ية  يييةد عة  عةةدد 
  :المعادلات عة المتغ رات المستقة . يمك  الحلول لذلل 

0 0xx yyz , z . 

 تياريةحذف الدوال الاخبتكوين المعادلات التفاضلية الجزئية ثانياا: 

انشة لث ر م  المعادلات التفاضة   الئية   ع  حذذ دال  اخت ا ي  

ادخم ضم  عن   ار ل     متغ ر اا ع وعةدة متغ ةرات  ،واحدة أو ألثر

هةي  ،مستقة . و د اكوة لةدال  الاخت ا ية  متغ ةر واحةد أو عةدة متغ ةرات

  .وجه العموم عة دوال في المتغ ر التا ع و المتغ رات المستقة  

 لنعتبر الدال  الاخت ا ي  : 

)4        0u,v  

u,ح ةة  لةةةم مةة  v  فةةةي المتغ ةةر التةةةا ع ،دالةةة  معةومةةz،   والمتغ ةةةري

x,المستقة   y إة:، أي 

)5       u u x, y,z , v v x, y,z  

  :نحلم عة xإل    النسب  4 تفاضم (

)6    0
u u v v

p p
u x z v x z

         
      

        
 

xpح   z. 

 :اعمي yإل    النسب  4فإة افاضم ( ؛ المثم

)7    0
u u v v

q q
u y z v y z

         
      

        
 

yqح   z . 

,حذذ
u v

  

 
 يعني أة  ؛ 7  و(6م  المعادلت   ( 
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0

u u v v
p p

x z x z

v v v v
q q

y z y z

   
 

   


   
 

   

 

 اللو ة:  عة يمك  وضعها  ؛هذه المعادل 

)8    
 

 

 

 

 

 , ,

u,v u,v u,v
p q

y, z z x x y

  
 

  
 

 :ح  

 

 
x y

x y

u uu,v

v vx, y





 

و وضةةع
 

 

 

 

 

 
, ,

, ,

u,v u,v u,v
R

y, z z x x y

  
    

  
  8الةةبح المعادلةة  ( 

 :عة  اللو ة
)9         , , , , , ,x yΦ x y z z Ψ x y z z R x y z  

مةة  الرابة  الأولةي والد جةة   ،وهةذه معادلة  افاضةة   جية ةة  شةبه خم ة 
  9 . المعادلة  (4مة  المعادلة  ( انةتج  حةذذ الدالة  الاخت ا ية  ،الأول 

فةةإة حةةذذ دالةة   ؛اسةةمي  معادلةة  لاجةةرانج التفاضةةة   الئية ةة . وهكةةذا
 عادل  افاضة   جية   م  الراب  الأولي. يعمي م ؛اخت ا ي  واحدة

 : تعب ر عة  اللو ة zفي الحال  عندما اعم  الدال 
)10         z u v   

,ح ة   دالتةاة اخت ا يتةاة فةي,u v  عةة  الترا ةب، ولةم مة,u v   دالة

x,معةوم  في y. 

x, النسةب  إلة  لةم مة  ، 10 التفاضم في طرفي المعادل  ( y  نئةد

 :أة
       ,x x x y y yz u u v v z u u v v          

  :وم  ث  فإة

       

       

       

2 2

2 2

,

,

xx x x xx xx

xy x y x y xy xy

yy y y yy yy

z u u v v u u v v

z u u u v v v u u v v

z u u v v u u v v
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 خت ا يةةة اتضةةةم  أ  ةةةع دوال ا ،لةةةدينا خمةةةس معةةةادلاتفإننةةةا وهكةةةذا 

, , ,       حذذ هذه الدوال الاخت ا ي  م  المعادلات الخمس  نحلم  .

 :عة  العن  

)11    2 2

2 2

0 0

0 0

0

x x x

y y y

xx xx xx x x

xy xy xy x y x y

yy yy yy y y

z u v

z u v

z u v u v

z u v u u v v

z u v u v

 

,وهذه معادل  اتضةم  المشةتقات التفاضةة   الئية ة  , , ,x y xx xy yyz z z z z، 

x,ودوال معةوم  في yمعادل  افاضةة   جية ة  خم ة  11فإة ( ؛. ولذلل  

 :  عة  اللو ة11م  الراب  الثان  . يمك  وضع المعادل  (

)12    xx xy yy x yPz Qz Rz Sz Tz W     

,ح   , , , ,P Q R S T W دوال معةوم  في,x y. 

 :فإة امب ق المريق  السا ق  عة  عن   عة  اللو ة ؛ وجه عام

 
1

n

k k

k

z f u


 

1ح   2, , , nf f f  1و ،دوال اخت ا ي 2, , , nu u u دوال معةوم  فةي,x y ،

 .nيؤدي إل  معادل  افاضة   جية   خم   م  الراب 

 

,احذذ الدالت   الاخت ا يت   (:5) مثال   كةوي  لت ؛م  العن ات انا ة

 : معادلات افاضة   جية   منها

   
     

2 21) 2) , 0

3) 4)

z x x y z x x y

xyz x y z z xy x y

 

  

   

     
 

x,  نما ،هو المتغ ر التا ع zح   y  .هما المتغ راة المستقنة 
 

 الحل:
 لاة:إذا   1

)1       2z x x y  
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x, التفاضم  النسب  إل فإننا  y  : نحلم عة 

)2    
   

 

2

2

2 ,x

y

z x x y x x y

z x x y

 



   

 
 

 :  فإة2  و(1وم  (

   2 2
,

yzz
x y x y

x x
      

  :  نحلم عة2في ( و  التعويض ع 

   2 2 22x yz x z x x z x  

و التالي نحلم عة   2x yx z z z  

 وهذه معادل  افاضة   جية   خم   م  الراب  الأولي. 
 

2uفر     2 z x , v x y   عة  اللو ة البح المعادل  المعماة 

  0u,v  و التفاضم  النسب  إل  لم م .,x y : نحلم عة 

2

3 2

2
0, 0x

y

zz
z x

x x u v u v

        
     

    
 

,وهما معادلتاة خم تاة في
u v

  

 
 . 

,حذذ
u v

  

 
المعادل  التفاضةة    إل م  هاا   المعادلت   يؤدي  

الئية ةةة   2 0x yxz z xz   عةةةة  إلةةة  المعادلةةة  التفاضةةةة   . أو

اللو ة   2x yx z z z . 

في المثال السةا ق. و  ةد يظة  أة هةذه  هاي المعادل  التفاضة   نفسه

 فةةة مك  لتا ةةة  .المعادلةةة  اقبةةةم حةةةة  . لكنهمةةةا فةةةي الحق قةةة  حةةةم واحةةةد

 2z x x y   اللةةو ة عةةة 2z x x y  وهةةذه اعنةةي .

ةةةةةةةةةةةة  ائعةةةةةةةةةةةم المعادلةةةةةةةةةة  الأخ ةةةةةةةةةةةرة ع ، وجةةةةةةةةةةود دالةةةةةةةةةةة 

اللو ة 2 , 0z x x y  . 
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عم ناأ    3 xyz x y z    لم م  إل . و التفاضم  النسب,x y  ينتج

 أة: 

 (1 )x xyz xyz z x y z     

 (1 )y yxz xyz z x y z     

المعادلةة  التفاضةةةة   مةة  هةةةاا   المعةةادلت   يعمةةي  فةةإة حةةذذ ؛انة

 :الئية  

     1 1y x x yz yz xyz z xz xyz     

 م  الراب  الاول . ويمك  وضعها عة  اللو ة  وهي معادل  خم  

     x yx y z z y z x z z x y     
 

إذا  4   z xy x y     لةم مة  إلة . فإنه  التفاضم  النسةب,x y 

 : نئد أة

)*     
   

   

x

y

z y xy x y

z x xy x y

 

 

   

   
 

,هةةذه المعةةادلات لا اكفةةي لحةةذذ , ,     لةةذا فإننةةا نفاضةةم طرفةةي .

x,لم م  إل المعادلت   الأخ را    النسب   y : فنحلم عة 

)**   

   

     

   

2

2

xx

xy

yy

z y xy x y

z xy xy xy x y

z x xy x y

 

  

 

   

     

   

 

,يمكةة  حةةذذ ؛ةان , ,       ) لنحلةةم **و( ، *مةة  المعةةادلات  

 عة : 

2

2

1 0 0

1 0 0

0 0 1 0

1 0 1

0 0 1

x

y

xx

xy

yy

y z

x z

zy

xy z

zx
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  :ومنها نحلم عة  المعادل  التفاضة   الئية  

    

   2 2 0

x y xx

xy yy

x y z z x y x z

x y z y x z

   

    
 

 م  الراب  الثان  . وه  معادل  خم  

 

,و ا  ثا ت ا  مقدا  cلاة إذا (:6مثال)  فةوجد المعادل   ،    اخت ا يت دالت

لةم  يفة ،انشة ع  حةذذ الةدوال الاخت ا ية  يالتفاضة   الئية   الت

  :م  العن ات التال  
   

 

 3

1)

2)

3) , 0

z x cy x cy

z x y x

z x y x

 





   





 

 

 الحل:
لانت إذا  1   z x cy x cy     التفاضم  النسب  إل  لةم مة  . 

,x y  :نئد أة 

       ,x yz x cy x cy z c x cy c x cy              

x,و تكرا  التفاضم في لم م  y :ينتج أة 

   

   2 2

,xx

yy

z x cy x cy

z c x cy c x cy

 

 

    

    
 

 م  العن ت   الأخ را   نحلم عة  معادل  الحرل  الموج  
2

yy xxz c z 

x, التفاضةةةةم  النسةةةةةب  إلةةةة  لةةةةةم مةةةة   2 y،  فةةةةةي طرفةةةةي العن ةةةةة 

 z x y x : نحلم عة 

,x y

y y y y
z z

x x x x
  
       

          
       

 

,و حذذ     م  المعادلات الثنث  انتج المعادل  التفاضة   الئية: 

x yxz yz z  
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 وضةةةةةةةع   3   3, , , , ,u x y z z x v x y z y x   الةةةةةةةبح

اة عة  اللو ةالمعادل  المعم , 0u v   حذذ . وح   إة  يعمي

 :المعادل  التفاضة   الئية  

)*    
 

 

 

 

 

 

, , ,

, , ,
x y

u v u v u v
z z

y z z x x y

  
 

  
 

  :وح   إة

 

 

4 2

5

3

, 3
,

1,
0

x x

y y

z y
u vu v zx x

u vx y x

x

 


   


 

 

 

3

5

4 2

1
0

,
,

3,

z z

x x

u vu v yx

u v z yz x x

x x


   


 

 

 

  4

3

1
0

, 1

1,
0

y y

z z

u vu v x

u vy z x

x


   


 

لةبح عةة  اللةو ة   ا*فإة المعادلة  (
4 5 5

1 3
x y

y z
z z

x x x
 و ضةرب . 

3xنحلم عة  5xالمرف   في yxz yz z . 

 

a,احةةذذ الثوا ةةت الاخت ا يةة  (:7مثررال) b،  والدالةة  الاخت ا يةة   مةة

  :العن ات انا  

     2 2 21
1) 2) 2

2
z ax y z a x axy bx ax y         

 الحل:
لانت إذا  1 2z ax y  فإنه  التفاضةم  النسةب  إلة  لةم مة .,x y؛ 

نحلم عة  2 ,x yz ax z y   و التفاضم مرة ثان    النسب  إل .

lab
Pencil
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x,لم م  y2ينتج أة ؛ , 0xx xyz a z .   م  هذه العن ات يمك

0الحلول عة  , 0xx x xyxz z z   

 معادلات افاضة   جية   خم   م  الراب  الثان  . وهي

لانةةةت إذا  2   2 21
2

2
z a x axy bx ax y     فةةةإة التفاضةةةم  ؛

x, النسب  إل  لم م  y يعمي: 

   

 

2 2 ,

,

x

y

z x a ay b a ax y

z ax ax y





     

  
 

 

  

 

2 2 2,

1 ,

xx

xy

yy

z a ax y a

z a ax y

z ax y







   

  

 

 

  نئد أة: ؛وم  المعادلات الثنث  الاخ رة

   2 1 2, 1xx yy xy yyz a z z a z     

 :و التالي فإة

    
2

2 2 1 2 1 2 2xy yy xx yy xx yy xx yyz a z z z z z z z         

2ومنها نحلم عة  2 2xx yy xy xx yyz z z z z    

 م  الراب  الثان  . ،وهذه معادل  افاضة   جية     ر خم  

 

 حل المعادلات 1-4
dx dy dz

P Q R
  

 لإضاف  إل  أهم   مئموع  المعادلات التال   ا

)1    
     , , , , , ,

dx dy dz

P x y z Q x y z R x y z
  

في لث ر م  الا.تنتاجات في الف يياء النظري ، عة  .ب م المثال لمةا فةي 

ولذلل في الم كان كا التحة ة  ، فإة هذه  ،النظري  العام  لةتحولات المشع 

ت التفاضةة  ، لمةا .ةنرى هما  في نظري  المعادلامدو ا   ؤديالمعادلات ا

م  الواضح هند. ا  أة هذه المعادلات الق مئموعة  منحن ةات،  لاحقا.
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,المتئه المماس يكوة؛ منها لأي    ,
dx dy dz

ds ds ds

 
 
 

عند نقم   , ,x y z  موازيا

 المتئةةه , ,P Q R.  ل وح ةةدة انةةا م مسةةةل  وجةةود حةةةو ؛النظريةة  التال ةة

  .1لةمعادلات م  النوع (

 

إذا لانةةةةت (:1نظ يررررة )   1 2, , , , ,f x y z f x y z   متلةةةةة  عةةةةة   دولا

 :المنمق 
  : , , : , ,D x y z x a k y b l z c m       

 :، أيDوإذا حققت هذه الدوال شرط ل بشتي عة  المنمق 

   

   

1 1 1 1

2 2 2 2

, , , ,

, , , ,

f x y z f x A y B z

f x y z f x A y B z

   

   

    

    
 

0فإنه يوجد العدد ، ح   لكم x في الفترة ,a a    اوجد دالتةاة

وح دااة   ,y x z x، ولهما مشتقات متلة  عة  هذه الفتةرة  ،متلةتاة

 : ح  

)2       1 2, , , , ,
dy dz

f x y z f x y z
dx dx

  

 ح     ,y a b z a c   ح ., ,a b c . أعداد اخت ا ي 

 : الشكم التالي ،يمك  اوض ح نتاةج هذه النظري  هند. ا

 

ismail.masci
Line

ismail.masci
Line

ismail.masci
Line

ismail.masci
Line

ismail.masci
Line

ismail.masci
Line

ismail.masci
Line



 النظري  والتمب ق -مقدم  في: المعادلات التفاضة   الئية  

 28 

اوجد أ.موان  ؛ حسب النظري  y y x  امر  النقم , ,0a b،  وأ.موان 

 z z x   امر  النقم ,0,a c، ) ؛ . و التةالي2 ح ة  اتحقةق المعةادلات 

 .موانت    حم يتكوة م  مئموع  النقاط المشترل      الأ2لةمعادلات (

   ,y y x z z x هةةذا الحةةم هةةو منحنةة  اقاطعهمةةا، ويمةةر  . أي إة

 النقمةة  , ,a b c وح ةة  إة ., ,a b c  فةةإة الحةةم العةةةام  ؛ا يةةة أعةةداد اخت

.موانات،   يتكوة م  المنحن ات الناائ  م  اقاطع عاةة  الأ2لةمعادلات (

التةةي  y y x  عنلةةةر منهةةةا، مةةةع عاةةةة  الا.ةةةموانات التةةةي احةةةوي

.موان الأ z z x .يعرذ  المعادلات:هذا الحم و التالي؛  لعنلر 

)3       1 1 2 2, , , , ,u x y z c u x y z c  

ح  
1 2,c c فإننةا نبحة  عة  الةدوال ؛ثا تةاة اخت ا يةاة. لإيئةاد هةذا الحةم 

, ,P Q R     ح   اكوة الل غ  التفاضة : 

)4     
1

P dx Q dy R dz
dW

PP QQ RR

   


   
 

   اساوي4فإة النسب  في ( ؛ت غ  افاضة   اام . و حسب  واعد التنا.ب

 :  .  وضع1أيا م  النسب (

1dW 1إحدى النسب (  

والتكامم نحلم عة  عاةة  السموي في  ا امتر واحد  1 1, ,u x y z c. 

,أيضا إذا وجدت الدوال ,P Q R  ،   ح   اكوة الل غ  التفاضة : 

)5     
2

P dx Q dy R dz
dW

PP QQ RR

   


   
 

 :اام . فإة ت غ 

2dW 1إحدى النسب (  

1نئد أة  ،وم  ث  2dW dW  سموي في  ا امتر واحد.ال. و تكامم عاةة 

 المثم يمك  اع    عاةة  السموي 2 2, ,u x y z c. 

 :ةمعادلاتل أوجد المنحن ات التكامة   (:1مثال )

)6    
     

dx dy dz

y x y a z x x y a z z x y
 

    
 

,1إذا أخذ  الحل: 0P Q R      نحلم عة: 
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 6إحدى النسب (
 

2

dx dy

x y





 

 : وضع

   2

dx dy dz

z x yx y





 

و ضرب المرف   في x y:ث  التكامم نحلم عة  السمح ، 

1

x y
c

z


 

, ةخذ ؛مرة ثان   , 0P x Q y R     ،  نحلم عة: 

 6إحدى النسب (
 

xdx ydy

a z x y





 

  ، نحلم عة :6 مساواة هذه النسب   النسب  الثالث  في (

   
xdx ydy dz

a z x y z x y




 
 

و ضرب المرف   في z x y:ث  التكامم نحلم عة  السمح ، 

 2 2

2

1

2
x y a z c   

 عم   المعادلاتاط  فإة المنحن ات الممةو   عاةة  في  ا امتري ، ؛وهكذا

 2 2

1 2

1
,

2

x y
c x y a z c

z


    

1ح   2,c c .ثا تاة اخت ا ياة 

 

 :حم المعادلات (:2مثال )

)7     
dx dy dz

y z z x x y  
 

  
 

,لأي أعداد الحل: ,  7فإة النسب  التال   اساوي أيا م  النسب ( ؛  

)8    
     

dx dy dz

y z z x x y

  

     

 

    
 

 :إذا لانت عة  اللو ة ،وهذه النسب  اعمي ت غ  افاضة   اام 
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1 dx dy dz

x y z

  

   

 

 
 

 :. هذا يكوة ممكنا فقل إذا احقق الشرطلأي عدد

       y z z x x y x y z                 

   اكوة اام  إذا لاة8نئد أة الل غ  ( ؛وم  ذلل

)9     

0

0

0

  

  

  

    


   
   

 

وهةذه المعةادلات الخم ة  يكةوة لهةا حةم   ةر تةفري , ,   إذا  ؛فقةل

 :جذ ا لةمعادل  لاة

1

1 0

1

 

 

 



 



 

 :عها عة  اللو ةوالتي يمك  وض

)10      3 1 0            

1  اوجد ثنث  جذو 10لةمعادل  ( 2 3, ,       مقا م لم   م  م . ، نوجد

 . فإذا لاة9حم مئموع  المعادلات الئبري  ( , ,i i i   لةمعادلات  الحم

1,2,3iلكم iهر الق م   الذي ينا9( فإة لم م  النسب ،: 

)11    
1

, 1,2,3i i i

i i i i

dx dy dz
i

x y z

  

   

 


 
 

 إة:، أي   . لذا فإة هذه النسب متساوي7اساوي أيا م  النسب (

)12   
1 1 j j ji i i

i i i i j j j j

dx dy dzdx dy dz

x y z x y z

    

       

  


   
 

لكم , 1,2,3i j . 

فإنةه  تكامةم  ؛  اعمي تة غ  افاضةة   اامة 11نسب (وح   إة لم م  ال

 :  نحلم عة  العن ات التال  12المعادلات (

   1 21 1

1 1 1 1 2 2 2x y z c x y z
 

          

   1 31 1

1 1 1 2 3 3 3x y z c x y z
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ح  
1 2,c c  عرذ عاةة  .موي عدداة اخت ا ياة. لم م  هاا   العن ت   اط

عرفةاة عاةةة ، ذات  ةا امتري ، مةة  مةةا يط فه ؛فةي  ةا امتر واحةد. و التةالي

  .7( لةمعادلات المنحن ات التكامة  

  نسةةةئم 1 بةةةم أة ننةةةا م  عةةةض الحةةةالات الخاتةةة  لةمعةةةادلات (

 :المنحظت   التال ت  

في  عض الحالات يمك  الحلول  سهول  عة  واحدة م   (:1) ملاحظة

 ، ولكةة  لةة س مةة  السةةهم إيئةةاد 1ت (مئموعةةات السةةموي مةة  المعةةادلا

فمة  الممكة  ا.ةتخدام الحةم الأول  ،المئموع  الثان  . عنةدما يحةدا ذلةل

أننا نحاول احديد منحن ات  :عة  .ب م المثال ،لنفتر  .عة  النحو التالي

 ، وأنه أمكننا اشةتقاق مئموعة  6اكامة   لمئموع  المعادلات التفاضة   (

 :السموي

1

x y
c

z




 

 

لا.تخدام هذا النت ئ  لةعثو  عةة  المئموعة  الثان ة  مة  السةموي، فإننةا 

نكتب   1z x y c  ) ث  ضرب 6في المتساوي  الأول  م  المعادلات ، 

طرفي المعادل  الناائ  في  x yانتج المعادل  التفاضة   العادي  ؛: 

1 1

dx dy

y a c x a c


 

 

 :التي يكوة لها حم عة  اللو ة

   
2 2

1 1 2x a c y a c c    

 :هو ثا ت اخت ا ي. هذا الحم يمك  لتا ته عة  اللو ة 2cح  

 2 2

2

1

2a
x y x y c

c
    

 :لم عة  المنحن ات التكامة  وهكذا نح
2 2

1 2, 2
x y

c x y az c
z


    

  .1التي حلةنا عة ها في مثال ( هاوهي النت ئ  نفس
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  1يمكة  إيئةاد حةم المعةادلات ( ؛ مريق  ألثةر عموم ة  (:2) ملاحظة

، فةي  7أننا ننا م حم المعةادلات ( : ا امتريا . لنعتبر، عة  .ب م المثال

، نحلةةم dt  لتسةاوي11 .  وضةع لةم مة  النسةب المتسةاوي  (2مثةال (

 :عة  العن ات
1 i i i

i i i i

dx dy dz
dt

x y z

  

   

 


 
 

 :عند اكامم طرف ها العن ات البا امتري  عميالتي اط 
i t

i i i ix y z c e
     

1,2,3iلكم 7اعمي حم المعادلات ( تري . هذه المعادلات البا ام.  

 1uالتةةي يمكةة  ف هةةا الدالةة  ،نعةةود انة لد ا.ةة   عةةض الحةةالات الخاتةة 

  .2uو المثم(

 

,إذا وجدت الدوال (:1) الحالة ,P Q R  ،   ح   اتحقق العن : 

0PP QQ RR     

Pولانت dx Q dy R dz     1عندةذ اوجد دال  ،ت غ  افاضة   اامu ،

1 ح    1 1, ,
u u u

P Q R
x y z

  
    

  
  

 .وذ نوضح هذه المريق   المثال التالي:

 

 حم المعادلات التال  : (:3) مثال

     2 3 3 2 3 3 2 3 3

dx dy dz

x y z y z x z x y
 

  
 

,عند أخذ الحل: ,P x Q y R z     يتضح أة: 

     3 3 3 3 3 3 3 3 3 0

PP QQ RR

x y z y z x z x y
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اكةةوة و 2 2 21

2
xdx ydy zdz d x y z        تةة غ  افاضةةة

2فإة اام . و التالي؛ 2 2
1u x y z  . 

إذا أخذنا ؛ المثمو
2 2 2

1 1 1
, ,P Q R

x y z
     نئد أة 

     3 3 3 3 3 3 0PP QQ RR y z z x x y           

وأة 
2 2 2

1 1 1dx dy dz
d

x y zx y z

 
      

 
تةةةة غ  افاضةةةةة   اامةةةة .  

2نحلم عة  ؛وهكذا

1 1 1
u

x y z
  . 

 :يكوة الحم الممةوب عة  اللو ة ؛ولذلل

2 2 2
1 2

1 1 1
,x y z c c

x y z
      

 

  مة  أحةد المتغ ةرات، فإننةا 1عندما اخةو إحدى المعادلات ( (:2) الحالة

ر  أنه يمك  لتا      سهول .  ف1نستم ع الحلول عة  حم المعادلات (

المعادلةة 
dx dy

P Q
 عةةة  اللةةو ة  ,

dy
f x y

dx
 .  فةةإة هةةذه المعادلةة

التفاضة   العادي  يكوة لها حم، ل ك  عة  الل غ  1, , 0x y c  . حم 

 :لةحلول عة  المعادل  yوالتعويض ع    م   yهذه المعادل  في

 1, ,
dz

g x z c
dx

 

 ل غ  التال  :الوحم هذه المعادل  يكوة عة  

 1 2, , , 0x z c c  

 :لةمعادلات أوجد المنحن ات التكامة   (:4) مثال

2

dx dy dz

x z y z y
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 :ادل  الثان   م  هذه المعادلات عة  اللو ةيمك  لتا   المع الحل:

dz z
y

dy y
  

 :وهذه معادل  افاضة   عادي  خم  ، و اكافئ المعادل 

1
d z

dy y

 
 

 
 

 :والتي منها نحلم عة  الحم
2

1z c y y  

 ؛م  المعادلات المعماة في المثال في المتساوي  الأول  z التعويض ع 

 :نحلم عة  المعادل  التفاضة   العادي 

1

dx x
y c

dy y
   

 :يمك  إعادة ت ا   هذه المعادل  عة  اللو ة

1 1
d x c

dy y y

 
  

 
 

 :التي  تكامةها نحلم عة  الحم
2

1 2logx c y c y y   

 :لةمعادلات الممةو   اعم   المعادلات فإة المنحن ات التكامة   ؛وهكذا
2 2

1 2 1log ,x c y c y y z c y y     

 تمارين 1-5
اذلةر المتغ ةر التةا ع  ؛في لم م  المعادلات التفاضة   الئية   التال    1(

 ،الخم ةةة ووالمتغ ةةةرات المسةةةتقة ، ولكةةةم معادلةةة  حةةةدد الرابةةة ، 
 والتئانس:

 

2 2 2 2

2

xx yy zz

2 2

1) 2)

3) 1 4)

5) u u u 0 6)

7) 0

x y x y

r s t r

xx

xx yy zzzz

z z z y zz x z z x y

z z z z z rt

u xy

  u u x y u
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 ،اذلةر المتغ ةر التةا ع؛ كم م  المعةادلات التفاضةة   الئية ة  التال ة   ل2(
 ،ثةة  تةةنق لةةم معادلةة  مةة  ح ةة  الرابةة  ،والمتغ ةةرات المسةةتقة 

 .والتئانس ،والخم   ،والد ج 
   

 

 

2 2 2

4 2 2
2 2 2 2

4 2 2

3 2 2 2 2
2 3

3 2 2 2 2

3 0 ( )

( ) cos 0 ( )

( ) ( ) , , 0

x y x y

xx yy

i z z ii x yz x y z xyz

T T T
iii x z y x z v x y

z x y

z z u u u
vi vii A x y z u

x y z
  

 

    

  
    

  

    
           

,وم  فيدال  معة و ،مقدا  ثا ت Aح    ,x y z. 
 

 :لةمعادلات المناهرة    امثم حةولا  الاحقق م  أة العن ات الت  3(
   

 

1 2(1) ; 0

(2) ; 0

xy

x y

z x y z

u Ax By A u Bu

 



  

   
 

 

     1 2 3

(3) 2 ; 2 0

(4) 2 3 ;

6 11 6 0

x y

xxx yxx yyx yyy

u x x y xu xu u

u x y x y x y

u u u u



  

    

     

   

 

 :ثبت أة  أ4( 

(أ  الدالةة          212

0

2

0

2

0,,


 zzyyxxzyxfاحقةةق معادلةة   ؛

02 لا نس  f د.في ثنث  أ عا 

(ب  الدال       
2 2

0 0, lnh x y x x y y    
 

احقق معادل  لا ةنس  ؛

02  h عدي . في  
 

  ةةةةة   أة  5(     txtxtxu 5252,  حةةةةةةم لةمعادلةةةةةة  هةةةةةةي ؛ 

xxtt uu 254 ،   يحقق الشروط ا  خات وم  ث  أوجد حن: 

       0, , , ,0 sin 2 , ,0 0tu t u t u x x u x   
 

 احقق المعادل  التفاضة   المناهرة:-ف ما يةي -اة     أة الدال  المعم  6(

   2 2 , x yi u f x y yu xu   

   , 0x yii u f xy xu yu   
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   ,y
x yiii u e f x y u u u    

  , x y x yiv u ax by ab u xu yu u u      

 
 

   أثبت أة الدال :7(

 
2 4

0
,

x t sx t A B e ds    

x,ولةم مةة   t ا ة. احقةةق معادلة  الحةةر t xxu u  ح ةة .,A B 

 ثا تاة اخت ا ياة.

  إذا لانت 8(   :دال  اخت ا ي ،  ح   يكوة التكامم 

   
   

2

1 20

1
, exp

4

x
x t d

tt
   



  
  

  
 

tهي حم لمعادل  الحرا ة اقا   ا ، فةثبت أة الدال   xxu u. 
 

  إذا لانةةةت 9(   , , ,u u x y x y    حةةةةولا  لمعةةةادلتي لوشةةةي

x, يماة  y y xu u     فةثبت أة لم م .,u    احقق معادل

 لا نس.
 

  إذا لانت10(
1

lnu
r

  ح ،   
2 2

r x a y b    فةثبت أة ،

u .احقق معادل  لا نس 
 

  إذا لانت المعادلات التال   امثم اقريبا  خم ا  في  عد واحد لانسة اب 11(

  از مثالي:

0t xu  
2 0x tu   ,  

ح ة  ,u x t و ،رع  الغةةازامثةةم .ة ,x t  .امثةم لثافةة  الغةةاز

,فةثبت أة لم م  u  احقق معادل  الموج 
2

tt xxu c u. 
 

 : بت أة حم معادل  لو ت دي فريسث  أ12(

  0t x xxxu eu u u     
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 هو: 

 
1 2

2 1
sech ,

12 3

eA
u A x Vt V eA



  
     

   

 

 

احةةذذ الثوا ةةةت الاخت ا يةةة   13(
21, AA  لتكةةةوة  ؛مةةة  العن ةةةات انا ةةة

موضةةةحا  العن ةة   ةةة   عةةدد الثوا ةةةت  ،معةةادلات افاضةةةة   جية ةة 

 ،لةةم مة  هةةذه العن ةةات فةةيالاخت ا ية  وعةةدد المتغ ةةرات المسةتقة  

 اائ :وانعكاس ذلل عة  المعادلات الن
   

     

 

1 1 2

1 1 2

2 2

1 1 2

,

,

1

2

x x

i z A x y ii z A x A xy

iii z A x y iv z A xy A

v z A ye A e A

   

   

  

 

 

 أوجد المعادل  التفاضة   الئية   لعاةة  السموي التال  :  14(

ومراليها اقع عةة  المسةتوى  ،4  .موي لروي  نلق  مر لم منها أ(

yx . 

 .,yxالإحداث ات محو يمتساوي  م   أجياءاقمع  التي  المستويات ب(
 

  :احذذ الدوال الاخت ا ي  م  المعادلات انا    15(

 

   
   

 

   

2 2 2

2 2

0 0

0 0

1 1 2 2 1 2

( ) , 0

( )

( ) , 0

( ) 2 3

( ) ;

x

i x y z x y z

ii z x y x y

iii z x y

x x y y
iv

z z z z

v z e y x

vi z m x y m x y m m











 

    

  

 

  
 

  

 

    

 

 

,21احذذ الثا ت    16( AA،  والدال :  م  العن   انا 
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   yAxyAyAxyAz 12

22

11 2
2

1
  

لةةوة المعةةادلات التفاضةةة    حةةذذ الثوا ةةت الاخت ا يةة  والةةدوال   17(

 الاخت ا ي  م  لم م  العن ات انا  :

 

   

 

      

     

2 2

2 2 2

(1) (2) 1

(3) (4)

(5) (6)

(7) (8)

z x a y b ax by cz

z xy y x a b z x x y

z x y y x z x y

x y xyz z x y xy



   

 

      

     

  

   

 

 :لكم مئموع  م  المعادلات التال   أوجد المنحن ات التكامة    18(

     

     

2

1)

2)

3)
1

dx dy dz

x y z y z x z x y

adx bdy cdz

b c yz c a xz a b xy

dx dy dz

xz y yz x z

 
  

 
  

 
  

 

,ح    ,a b c . أعداد حق ق   معةوم 
 

 لات المتيامن  التال  :حم لم م  المعاد  19(

  2 2

dx dy du
i

nxyx y
  

 
dx dy du

ii
mu ny nx u y mx

 
  

 

  2 2 2

dx dy du
iii

x yu y ux u xy
 

  
 

 
    2 2

dx dy du
iv

u x y u x y x y
 

  
 

 
     2 2 2 2 2 2

dx dy du
v

x y u y u x u x y
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 الثاني الفصل
 

المعادلات التفاضلية الجزئية شبه 
 الخطية من الرتبة الأولى

QUASI-LINEAR FIRST ORDER PARTIAL 

DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 
 

 مقدمة 2-1

مسفيز،ررف   ومسدسة ررك ،ا ررا ومررا مسائررفي  لررا مس ،ف رريف    كثيرر   

مرا هدرك صيفغتدف وما ثم حلدف كاعفدلا  تفف رليك مرا مس ت رك مىوسر   

لإن درم ك حلول معفدلا  مس ت ك مىوس  تفية لرا درم رك معرفدلا  ثفنيك؛ 

 سةرس مساعفدلا  مستفف رليك  ؛لا هذم مسفص  تفف ليك ما مس تب مىعل  

عرة  رر   وش ه مسخطيك ذم  مس ت ك مىوسر   وحلوسدرف    مسجزييك مسخطيك

ر ،قررك لصرر  مساتتيرر م   وسلاسحسيررف  مساايررز    ر ،قررك لاهرر من مسدررف 

و سةرس مئفسك   ومختزمل مساعفدسك إس  صور  قيف يك  وما ثم إ،جفد مسح 

 سلاعفدلا  ش ه مسخطيك ذم  مس ت ك مىوس   كوشا

 ةرم ك مساعفدلا  مستفف ليك مسجزييك ما مس ت ك مىوس  لا  أولاا  ن ةأ 

 :ل  مسصور متتي ،ا  ومستا لا مسحفسك مسعفمك ت ون ع

(1)       2
, , , , 0, , ,

x y
F x y z z z x y D   

و  دمسك معلومك Fحيث ,z z x y  تاث  مسةمسك مساجدوسك  هذه مسةمسك تعتاة

x,عل  مساتتي ،ا y  لا مسطقرك محرةدD  ( 1  مساعفدسرك )2لرا مسائرتو

 مستفسيك:ت تب  غفس ف  عل  مسصور  

(2)     , , , , 0F x y z p q  

,حيث
x y

p z q z   
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 nعةد مسصور  مسعفمك ساعفدسك تفف ليك هزييك ما مس ت ك مىوس  لا

 سيك:مسصور  مستفما مساتتي م  مسائتقلك ت ون عل  

(3)     1 2
1

, , , , , , 0
n x x

n
F x x x z z z   

إذم خطيررك(   - Q)أو  Quasilinear مساعررفدلا  مسئررف قك تئررا  شرر ه خطيررك

  وسذسك؛ zخطيك لا مشتقف  مس ت ك مىوس  سلةمسك مساجدوسك Fكفنت مسةمسك

 :ا مس ت ك مىوس  هالإن مسصور  مسعفمك ساعفدسك ش ه خطيك م

(4)      1 1
1

, , , , , ,
n

k n n
k

k

z
a x x z f x x z

x


   


 

حيث إن مساعفملا  1 ,  
k

a k n f  ها دومل لا
1
, , ,

n
x x z  

 خطيك(: -Q) مىمثلك مستفسيك ساعفدلا  ش ه خطيك

     

 

2 2 2 2

2 2 2

,

0, .

x y

x t x y

x y z z y x z z x y z

zz z nz y z z xyz xz

    

     

 

 - S)أو  Semilinear equation( تئررا  معفدسرك نصررة خطيررك 4مساعفدسرك )

إذم كفنت مساعفملا خطيك(  
k

a  1  س ر k n مئرتقلك عرا  zكفنرت   و

لإنه ،ا ا مستع ي  عا مساعفدسك نصة  ؛وما ثم  zغي  خطيك لا fةمسك مس

 :سخطيك  فسصيتكم

(5)      1 1
1

, , , , ,
n

k n n
k

k

z
a x x f x x z

x


   


 

 خطيك(: - S)أو  مساعفدلا  مستفسيك ها معفدلا  نصة خطيك

     

2 2 2

2 2 2

, 0,

1 1 .

x y x t

x y

xz yz z x z z z

x z y z x y z

     

    

 

 دمسك خطيرك Fإذم كفنت  linear equation( تئا  معفدسك خطيك1) مساعفدسك

,لا ك  ما مساتتي م  ,x yz z z مسصور  مسعفمك ساعفدسرك تفف رليك هزييرك  

 ها:خطيك ما مس ت ك مىوس  

(6)       1 1 1
, , , , , ,

1
k n n n

k

n z
a x x b x x z f x x

k x
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حيث إن مساعفملا  , 1
k

b a k n  ومسةمسكf - هرا دومل  - وهه عفم

لا مساتتي م  مسائتقلك 
1
, ,

n
x x   

أن مساعفدلا  مسخطيك ها حفسك خفصرك مرا مساعرفدلا  شر ه وم ح 

مسخطيك إذم كفنت مسرةومل  1
k

a k n   مئرتقلك عرا مساتتير مz وf 

 :  مىمثلك مستفسيك تع ض نافذج ساعفدلا  خطيكzدمسك خطيك لا

   

     

2

2 2

,

1 1 ,

0.

x y

x

x y

x y t

xz yz z x

x z y z z e

y t z t x z x y z

  

    

     

 

 تئا  غي  خطيك  مف خطيك  عفد  مساعفدلا  مستا لا ت ون
0f إذم كرفن  homogeneous ( تئا  متجفنئك4)-(6مساعفدلا )   

0f إذم كفن  Nonhomogeneous وتئا  غي  متجفنئك    
 

 الرتبة الأولى المعنى الهندسي لمعادلة 2-2
Geometrical Interpretation of a First-Order Equation 

يح مساعس  مسدسة ا ساعفدسك تفف ليك هزييك ما مس ت ك مىوس    ستو
 ن ةأ  اعفدسك ش ك خطيك عل  مسصور :

(1)        , , , , , ,x ya x y z z b x y z z c x y z   

( علرر  مسصررور 1لرإذم كررفن حرر  مساعفدسررك ) ,z z x y    أو لررا صررور

 : اسيك

(2)      , , 0f x y z  

،ئررا   ررطح  - عررفد  –   هرذم مسئررطحxyz مغلررا مسفرر فلإنره ،اثرر   ررطح

 :(  وحيث إن متجه ملانحةمر1سلاعفدسك ) Integral surface ت فملا
   , , , , 1x y z x yf f f f z z    

كعسة أ،ك نقط , ,x y z  (2، ون عاود،ف عل  مسئرطح )  لإنره ،ا را كتف رك

 :( كحفص    ب قيف ا ساتجديا1مساعفدسك )

(3)      , , , , 1x y x ya z b z c a b c z z     
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هرذم ، رريا أن مساتجرره , ,a b c ( عسررة 2اارفس سلئررطح)،قر  لررا مسائررتو  مس

مسسقطك , ,x y z  ئرا   فا متجدر ( تعر   مجرفلاا 3لرإن مساعفدسرك ) ؛وما ثرم،

  Monge axis أو محررور مررون   characteristic direction ملاتجررفه مساايررز

إذم ولقر   ؛(1، ون حر  سلاعفدسرك) xyzلا مسفضف  (2وه ذم؛ لإن مسئطح)

مساتجه كفن مساجفل إذم , ,a b c ( 2ومقعف لرا مسائرتو  مساارفس سلئرطح )

عسرة كر  نقطرك , ,x y z0  حيرث ، رونf    كارف هرو مو رح  فسشر  

 :مستفسا

 
جفه لا متهو  -xyzلا مسفضف  -مف عسة ك  نقطك ساسحس   إذم كفن مساافس

مساجررفل  , ,a b c   لررإن هررذم مساسحسرر  ،ئررا  مسحسرر  مايررز  وإذم كفنررت

 مساعفدلا  مس فرممت ،ك سدذم مساسحس  مساايز عل  مسصور :

(4)        ,     ,     x x t y y t z z t   

,لررإن مساتجرره مسااررفس ,
dx dy dz

dt dt dt

 
 
 
 سدررذم مساسحسرر  ،سط ررق علرر  مساتجرره 

 , ,a b cنحصر  علر  مجاوعرك مساعرفدلا  مستفف رليك مسعفد،رك     و فستفسا

 :سلاسحس  مساايز

(5)       , , ,    , , ,    , ,
dx dy dz

a x y z b x y z c x y z
dt dt dt

   

) أو مساعفدلا  مسائفعة  ( سلاعفدسرك شر ه  ومستا تئا  مساعفدلا  مساايز 

  فرممت ،رفا سلئرطح   ىن حلرول هرذه مساعرفدلا  تعطرا تاثريلاا (1مسخطيرك )

  (1)مست فملا سلاعفدسك
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0zلررا مسائررتو  مسائرق    ساسحسرر  مايرز ،ئررا  مسحسرر  مايررز

( ،ا ررا 5) مايررز  مساعررفدلا  مس فرمت ،رركمسحسرر   – سلئرردوسك -أ ف ررا أو

 :و عدف لا مسصور  غي  مس فرممت ،ك

(6)     .
dx dy dz

a b c
  

 ا مس فب مىول ر   ح  مث  هذه مساعفدلا  وقة نفقشسف ل

 

 ومسألة كوشي ،طريقة المنحنيات المميزة 2-3
Method of Characteristics and Cauchy Problem 

مرا مستفئرري  مسدسة ررا سلاعررفدلا  شرر ه مسخطيررك ذم  مس ت ررك مىوسرر  

،ا سسرف م رتستفج ر ،قرك ا،جرفد مسحر  مسعرفم  ؛وخومص مساسحسيرف  مساايرز 

وت هر  إسر    ساعفدسك ش ه خطيك  هرذه مسط ،قرك تئرا  ر ،قرك مساايرزم 

  لاه من   وسذم لإندف تئا  كذسك ر ،قك لاه من 

إذم كفن ,z f x y  عفدسك مستفف ليك مسجزييكمعفدسك مسئطح مست فملا سلا: 

(1)       , , , , , ,x ya x y z z b x y z z c x y z  

مسئررطح  لررا متجررفه  هررذم علرر  Mمختيفر،رركوإذم  ررةأنف نتحرر   مررا نقطررك 

مساجفل , ,a b cسلاعفدلا  مساايز  فا   لإنسف ن  م مسحس  ت فملي: 

(2)    
dx dy dz

a b c
  

,يث إنسف نفت ض أن مسةوملوح ,a b c لإن مساسحس  مسذي ،ا   ؛وحية  مسقياك

  وحيرررث إن مساجرررفلما ، رررون وحيرررة M فسسقطررك , ,a b c  ارررل مسئرررطح،

( ،قر  كليرك 2لإن هذم مساسحس  مست فملا سلاعفدلا ) ؛مست فملا عسة ك  نقطك

مسئررطحعلر   ,z f x y(1  هرذم ،عسررا أن مسئرطح مست ررفملا سلاعفدسررك)  

 ( 2سلاعفدلا ) ،توسة  اجاوعك مساسحسيف  مست فمليك

( تق  عل  2سلاعفدلا ) ما هدك ثفنيك  إذم كفنت مساسحسيف  مست فمليك

 طح ,z f x y لإن مساتجه   , , 1x yz z   مسعاودي علر  هرذم مسئرطح

عسررة مسسقطرررك , ,x y zعلررر  ملاتجرررفه مساايرررز ما ، رررون متعفمررة ؛ , ,a b c 

 سلاسحسيف  مساوسة  سلئطح  وسذسك؛ نجة أن:
  0x ya z b z c   
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وهذم ،عسا أن  ,z f x y (  1سلاعفدسك) هو  طح ت فملا 

  :، ق  إث ف  أنه إذم كفنت

(3)      1 2, , ,       , ,x y z c x y z c    

(  لإن أي  طح ،توسة  دذه 2سلاعفدلا ) ها مجاوعك مساسحسيف  مست فمليك

  ،عُ    اعفدسك عل  مسصور : ؛  مست فمليكمساسحسيف

(4)      , 0.g    

مسحس  مف عل  مسئطح  سيل ما  اث ف  ذسك  معت    1Cنوع gىي دمسك

 :(  معفدلاته3) مجاوعك مساسحسيف  مست فمليك

(5)      , , 0,         , , 0u x y z v x y z  

(  5( هو مسحس  موسة سلئرطح  لإنره ،قطر  مساسحسر  )3لإذم كفن مساسحس  )

,ش ر حةوث هذم مستقرفر  نحصر  عليره  حرذ  و ,x y z   مرا مساعرفدلا

 (  هذم مسش ر ،أخذ مسصور :4( و)3)

(6)      1 2, 0g c c  

( 6( مسترا تحقرق مسشر ر )3مسئطح مسذي ،توسة  فساسحسيرف  ) لإن ؛و فستفسا

 (  4ت ون معفدسته عل  مسصور  )

تعسرا إ،جرفد  رطح  ؛(1لإن مئأسك إ،جفد مسح  مسعفم سلاعفدسك ) ؛ه ذم

و،حتررروي مجاوعرررك   (1،حقرررق مساعفدسرررك )   xyzلرررا مسفضرررف  ت رررفملا

  هذه مسط ،قك ،ا ا صيفغتدف لا ((2حلول مساعفدلا )) يز مساسحسيف  مساا

 :مسسظ ،ك مستفسيك

مسح  مسعرفم ساعفدسرك تفف رليك هزييرك شر ه خطيرك مرا مس ت رك  (:1نظرية )

  ، ون عل  مسصور :( 1) مىوس 

(4)      , 0,g    

, ك مختيفر،ك لادمس gحيث      

   1 2, , ,  , ,x y z c x y z c   

مختيررفر،يا   ىي ثرف تيا (2) سلاعررفدلا  مساايرز  هرا مساسحسيرف  مست فمليرك

1 2,  c c  

 

  :حةد مسح  مسعفم سلاعفدسك مستفف ليك مسجزييك (:1مثال)
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1









y

z

x

z
 

dzdydxسدذه مساعفدسك ها مساعفدلا  مساايز  الحل:    

وم ررح أن مسسئرر ك مىوسرر  و مسثفنيررك تحررةدمن  ؛مررا هررذه مساعررفدلا 

مساسحسرررر 
1cyx نحصرررر  علرررر   ؛  ومررررا مسسئرررر ك مىوسرررر  و مسثفسثررررك

مساسحس 
2cxz حيث  

1 2,c c  ثف تفن مختيفر،فن  و فستفسا؛ لإن مسح  مسعفم

 : هو مسئطح مسذي ،توسة  فساسحسيف  مساايز 

1 2,  x y c z x c    

 معفدستررره ت رررون علررر  مسصرررور و , 0F x y z x  حيرررث  F  دمسرررك

 مختيفر،ك 

 علرر لرإن مسحرر  مسعررفم ،صرر ح  ؛zاعفدسررك  فسسئرر ك إسرر و حر  هررذه مس

 مسصور : 

 z x g x y   

 دمسك مختيفر،ك  gحيث

 

  :أوهة مسح  مسعفم سلاعفدسك مستفف ليك مسجزييك (:2مثال)
z z

x y z
x y

 
 

 
 

  :ها) أو مسائفعة  ( سدذه مساعفدسك  مساعفدلا  مساايز  الحل:

z

dz

y

dy

x

dx
 

نحص  عل     ت فم  مسسئ تيا مىوس  ومسثفنيك
1c

x

y
  وما مسسئ تيا مىوس  

،ست  أن ؛و مسثفسثك  فست فم 
2c

x

z
1  حيث 2,c c ختيفر،فن  و فسترفسا؛ ثف تفن م

لررررإن مسحرررر  مسعررررفم هررررو مسئررررطح مسررررذي ،توسررررة  فساسحسيررررف  مساايررررز  

1 2,  
y z

c c
x x
    ومعفدسته ت رون علر  مسصرور , 0

y z
F

x x

 
 

 
  أو علر  

مسصور 









x

y
xfz  حيث ك  ماF وf يفر،ك دومل مخت 
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 :ح  مساعفدسك مستفف ليك مسجزييك (:3مثال)
    bxayazcxqcybzp  

cbaحيث  ثوم ت حقيقيك مطلقك  ,,

 :امساعفدلا  مسائفعة  ه الحل:

bxay

dz

azcx

dy

cybz

dx








 

0adxنجة أن  ؛ومسدف bdy cdz  : و فست فم  نحص  عل   

1ax by cz c   

مجاوعررك مررا مسائررتو،ف  تعتاررة علرر  مس ررفرممت  هررا
1c  مقررةمر ثف ررت (

 (  مختيفري

 كذسك ما مسسئب مسثلاث مسئف قك نحص  عل :
0xdx ydy zdz   

2  فست فم  ،ست  أن 2 2

2x y z c    

   2cرممت تعتاة عل  مس ف  معفدسك مجاوعك ما مسئطوح مس  و،ك ها

وه ررذم؛ لررإن مسحرر  مسعررفم هررو  2 2 2, 0F ax by cz x y z     

 دمسك مختيفر،ك  Fحيث 

 

 : م تست  مسح  مسعفم سلاعفدسك مستفف ليك مسجزييك (:4) مثال

 2 2

x yx z y z x y z    

 سدذه مساعفدسك ت ون عل  مسصور : ساعفدلا  مساايز م الحل:

 2 2

dx dy dz

x y x y z
 


 

 ما مساتئفو،ك مىوس  ما هذه مساعفدلا   ،ست  أن: 

(7)     1

1 1
c

x y
  

 ثف ت مختيفري   1cحيث

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil



ساعفدلا  مستفف ليك مسجزييك ش ه مسخطيك ما مس ت ك مىوس سفص  مسثفنا: مم   

 47 

أن نجرة ؛م   ثفنيك  مرا مساعرفدلا  مساايرز 
 2 2

dx dy dz

x y x y z




 
  

نحص  عل  مساعفدسك مستفف ليك مسعفد،ك  ؛ومسدف
 d x y dz

x y z





   ح  هذه 

 :مساعفدسك ،ست  مساسحس  مساايز

(8)      
2

x y
c

z


 

حيث
2c ( تعطيفن مساسحس  م8( و)7ثف ت مختيفري  مساعفدستفن )ساايز: 

(9)      3

xy
c

z
 

حيث
3c لإن مسح  مسعفم ،عط   فساعفدسك ؛ثف ت مختيفري  وه ذم: 

, 0
xy x y

F
z z

 
 

 
 

 دمسك مختيفر،ك  Fحيث 

 

z  يا أن مسح  مسعفم سلاعفدسك مستفف ليك مسجزييك (:5) مثال

x yxz yz xe   

  :،عط   فساعفدسك

ln
y

z x f
x

  
    

  
 

 دمسك مختيفر،ك  fحيث

 ت ون عل  مسصور : مساعفدلا  مساايز  الحل:

z

dx dy dz

x y xe 
  

 مساعفدلا : أو

,
z

dx dz dx dy

x xe x y
  

 عل  مساسحسيف  مساايز  نحص  ؛مسدفو
1 2,    zy

c e x c
x
  1  حيرث 2,c c 

 ثف تفن مختيفر،فن 
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,و فستفسا؛ لإن مسحر  مسعرفم ،عطر   فساعفدسرك 0z y
F e x

x

 
  

 
  وهرذه 

lnمساعفدسك ت فلئ 
y

z x f
x

  
    

  

 دمسك مختيفر،ك  fحيث  

ك مسفيز،رف   ومسدسة رولرا مس ،ف ريف  مستط يقيرك   مسعة،ة ما مسائفي 

مسحلول سلاعفدلا   غفس ف مف ن حث عاوتتضاا معفدلا  تفف ليك هزييك  

مستفف رليك مسجزييررك مستررا تحقرق  عرر  مسشرر ور ما رفليك  عررفد   نئرراا 

   فسائأسك  ؛كمساعفدسك مستفف ليك ومجاوعك مسش ور ما فلي

ساعررررفدلا   initial-valued problem ملا تةمييررركمئرررأسك مسقيارررك ملآن؛ نرررةرس 

  Cauchy problemائأسك كوشا مس ت ك ملاوس   وهذه مسائأسك تع   كذسك:  

 

 :"عامةالحالة ال-من الرتبة الأولى لمعادلة مسألة كوشي" (:2نظرية)

   معفدلاتهxyمسحس  معط  لا مسائتو  C ف ض أن

(10)       0 0,          ,x x t y y t  

   حيرث إن مساشرتقف I،ستارا إسر  لتر   tحيرث   0 0,   x t y t  هرا دومل 

متصلك قطعيرفا  تحقرق أن   
2 2

0 0 0x y  و فر ض أن   0z z t  دمسرك

  لإنه ،وهة ح  Cمعطف  عل  مساسحس  ,z z x y سلاعفدسك مستفف ليك: 

(11)     , , , , 0x yF x y z z z   

  هرررذم Iلرررا مسفتررر   tس ررر  Cتحتررروي مساسحسررر  2لرررا  Dلرررا نطرررف 
مسح  ,z x y حقق مسش ر ملا تةميا،: 

(12)          0 0 0,z x t y t z t 

  Iلا مسفت   tس  
ائرأسك كوشرا  هرذه مسائرأسك ترتلخ  لرا  ( تع   12( و)11مساعفدلا  )

إ،جرفد حرر  ,z x y  ( لررا هررومر مسحسرر  معلرروم11سلاعفدسررك )C حيررث   

ت ون قياك هذم مسح  مئفو،ك سقياك معلومك  0z t   عسة ك  نقطك علC  

 تةميا سلائرأسك  و،ئا   فساسحس  ملا Cمساسحس  0z t   اعطيرف  مستئرا

  تةميا سلائأسك  ( تئا   فسش ر ملا12 تةمييك  مساعفدسك )ملا
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(  اثف ك 12( و)11) لإنسف نعت   مساعفدلا  ؛شاعسة إ،جفد مسح  سائأسك كو

  و F  0x  0yمسش ور عل  
0z لق  حةممستا  تحققدف نضاا وهود ح  و 

 سلائأسك  هسة ريف  لرإن مساعرفدلا      0 0 0,  ,  x x t y y t z z t     تاثر

  مسرررذي تتحقرررق عليررره C  مساسحسررر xyzلرررا مسفضرررف  م ترررةمييفا مسحسررر  

   xyعل  مسائتو   تةمييك  هو مئق  مساسحس مساعطيف  ملا

عفمك سسظ ،ك كوشا لا ،ا ا إث فتدف ما غي  ل وض هذه مسصور  مس

  وسرذسك؛  رو  نسرفق   ترةمياوعل  مساسحس  ملا  Fإ فليك عل  مسةمسك

س ت ك مىوسر   سلاعفدسك مستفف ليك ذم  م لياف ،لا ر ،قك سح  مئأسك كوشا

  مسسظ ،ك مستفسيك تع ض صيتك وم رحك سائرأسك كوشرا ( 1ش ه مسخطيك )

   سلاعفدسك مستفف ليك ش ه مسخطيك ذم  مس ت ك مىوس

 

 (لمعادلة شبه خطية من الرتبة الأولى مسألة كوشي) (:3) نظرية

 : ف ض أن
مسةومل (1     0 0 0, ,x t y t z tمتصلك عل  مسفت   ؛ومشتقفتدف  0,1   

 لرا c  وa bمساشتقف  مستفف ليك مسجزييك مرا مس ت رك مىوسر  سلرةومل (2
,متتي متدرررف ,x y z   هرررا دومل متصرررلك علررر  نطرررفD (3D )  

 : تةمياملا ،حتوي مساسحس 
(13)        0 0 0:     ,    ,    ,x x t y y t z z t    

0حيث  1t    
0مسةومل  (3 0, , , ,x y a b c  تحقق مسش ر مسض وري ومس فلا  

(14)          0 0 0 0 0 0 0 0, , , , 0a x y z y t b x y z x t   

عسةيذ ،وهة ح  وحية ,z z x y لرا هرومر  (1) سلاعفدسك شر ه مسخطيرك

 :مساسحس 
   0 0:     ,    ,C x x t y y t  

 : تةميالاهذم مسح  ،حقق مسش ر م
(15)          0 0 0,z t z x t y t 

0س    1t   
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سرررررررك مستفف رررررررليك  ررررررريا سارررررررفذم لا ،وهرررررررة حررررررر  سلاعفد (:6) مثااااااال

مسجزييك
x yz z z   1،ا   فسخ  مسائتقيم,z y x ؟ 

 مساعفدلا  مس فرممت ،ك سلخ  مسائتقيم  الحل:
, , 1x t y t z   

 عل  رول هذم مسخ  نجة أن:
0t x yz z z z   

 
 :وما ثم لا ،وهة ح  سائأسك كوشا

  , , 1x yz z z z x x   

 ها: لا مسصور  مس فرممت ،ك ما هدك ثفنيك  لإن مساعفدلا  مساايز 

1,   1,   
dx dy dz

z
ds ds ds

   

ما هذه مساعفدلا  ومساعفدلا  مس فرممت ،رك سلخر  مسائرتقيم نجرة  ؛و فستفسا

 أن:

1 1
0

1 1

s s

t t

x y
J

x y
   

  يم هو أحة مساسحسيف  مساايز هذم ،عسا أن مسخ  مسائتق

 
 :درس مئأسك كوشافل ؛ كفن إذم(: 7مثال)

 
2

0, ,
y

x yz z z y y e


   

 ها: لا مسصور  مس فرممت ،ك مساعفدلا  مساايز  الحل:

1, 1, 0
dx dy dz

ds ds ds
   

 عل  مسصور : ت ون  ملا تةمياومساعفدلا  مس فرممت ،ك سلش ر 
2

, ,
t

x t y t z e


   

   مستا تحقق مسش ور ملا تةمييك  ها:وه ذم؛ لإن حلول مساعفدلا  مساايز 
2

, ,
t

x s t y s t z e


     

 ما ذسك ،تضح أن:
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1 ,s s

t t

x y
J

x y
     

1لإذم  0لإن  ؛J   وعسةيذ مسح  هو: 

 
2

1
exp

y x
z



  
     

 

1 لا مسحفسك عسةمف 0لإن  ؛J    لا هذه مسحفسك لا ،ا ا حذ,s t  ما

 :و مساسحس  ملا تةميا   فرممت ،ك سلاسحسيف  مساايز مساعفدلا  مس

2

1 2 3, , c

, ,
t

y s c z

x t y t z e

x s c



  

  

 
 

1حيررث 2 3, , ccc هررو أحررة  ثوم ررت إختيفر،ررك  لاحررل أن مساسحسرر  ملا تررةميا

 :  رول هذم مساسحس   وعلمساسحسيف  مساايز 
2

2 0
tdz

z z tex y
dt


     

 :هذم ،عسا أنه لا ،وهة ح  سائأسك كوشا

  
2

0, ,
t

x yz z z t t e


   

(  ف رتخةمم مساسحسيرف  1ما مسوم رح أن ر ،قرك حر  مساعفدسرك ) :ملاحظة

  تعطررا معلومرف  أكثر  عررا ر يعرك مسحرر  ؛(2سلاعرفدلا  ) مساايرز 

( علر  مساعطيرف  1عتارفد مسحر  سلاعفدسرك )مت يا  صور  وم رحك و

  تةمييك ملا

 

0 أوهة مسئطح مست فملا سلاعفدسك مستفف ليك مسجزييك (:8مثال) ypxq  

2,0،ا   فساسحس  مساعط   فساعفدلا  مسذي yzx    

مررا مساعررفدلا  مسائررفعة   الحال:
0

dz

x

dy

y

dx



،ا ررا مسحصررول علرر   ؛

 :مساسحسيف  مساايز 
2 2

1 2,z c x y c   

 مساعفدلا  مس فرممت ،ك سلاسحس  ملا تةميا ها: 
20, ,x y t z t   
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, ررفستعو،  عررا ,x y z   مررا هررذه مساعررفدلا  لررا معررفدلا  مساسحسيررف

 :نحص  عل  مساايز 
2 2

1 2,   c t c t   

 نجرة أن ما هرذه مساعرفدلا  tو حذ 
1 2c cرفستعو،  عرا ؛  و فسترفسا  

21 ,cc  نحص  عل :  ما مساسحسيف  مساايز 
22 yxz  

 ها معفدسك مسئطح مساطلوب  

 

 :أوهة مسح  سلاعفدسك مستفف ليك مسجزييك (:9مثال )

    2 2

x yx y zz x y zz x y     

,0مسذي ،حقق معطيف  كوشا:     2z y x   

 سدذه مساعفدسك ت ون عل  مسصور : مساعفدلا  مساايز  الحل:

    2 2

dx dy dz

x y z x y z x y
 

  
 

 ومسدف؛ نئتست  أن:

إحة  مسسئب
0 0

ydx xdy zdz xdx ydy zdz   
  

 :و فستفسا؛ لإن
0xdx ydy zdz   0,ydx xdy zdz   

 :نحص  عل  مساسحسيف  مساايز  ؛ما ذسك
2

2 2 2

1 2,     
2

z
xy c x y z c     

1 نحصر  علر  ؛(ملا ترةميا ف تخةمم معطيف  كوشا )مسش ر  23 2c c   

  :وسذسك؛ لإن

 
2

2 2 23 2
2

z
xy x y z
 

     
 

 

 :وه ذم؛ لإن مسح  مساطلوب ،عطا  فساعفدسك

 2 2 27 6 4 .z xy x y   
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0أوهررة مسحرر  سلاعفدسررك مستفف ررليك  (:10مثااال) yxqxpy    مسررذ

،حقق مسش ر ملا تةميا  0, 2x yz e x x y    

  :ها مساعفدلا  مساايز  الحل:

 yx

dz

x

dy

y

dx


 

,نجرة أن  ؛ومسدف     0xdx ydy dx dy dz     فسترفسا لرإن مساسحسيرف   

  :تعط   فساعفدلا  مساايز 
2 2

1 2,     x y c x y z c     

سلاعفدسررك  مسررذ  ،حقررق مسشرر ر ملا تررةميا  نوهررة  ا،جررفد مسحرر  مسخررفص

مسثف تيا
21,cc  تقط  مساسحس   حيث إن مساسحسيف  مساايز:  

 0, 2x yz e x x y    

 :، ون 0zم  مسائتو  عسة تقفر  مساسحسيف  مساايز 
2 2

2 1,x y c x y c    

1 نحص  عل  ؛وما ذسك
2

2

,
c

x y c x y
c

    و فستعو،  لا مساعفدسك  

 2x ye x x y   : نحص  عل 

2

2

21
2 2 1

2

c c
e c c c c

c

 
    
 

 

1 فستعو،  عا 2,c c  ن: نجة أ  ما مساسحسيف  مساايز 

 
2 2 2x y ze x y z x y       

 هو مسح  مسخفص مساطلوب 

 

1أوهرة مسحرر  سلاعفدسرك مستفف ررليك مسجزييرك مسخطيررك  (:11مثاال) qp  

 ملا تةميامسذي ،حقق مسش ر   2,0z x x   

 هررررا مجاوعررررك مساعررررفدلا  مستررررا تحررررةد مساسحسيررررف  مساايررررز  الحاااال:

dx dy dz   مسدف نحص  عل  مساسحسيف  مساايز  : 

1 2z x c , z y c    

  ها ملا تةميامس فرممت ،ك سلاسحس   مساعفدلا 
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2,  0,  .x t y z t   

    وحرذ فستعو،  ما هذه مساعرفدلا  لرا معرفدلا  مساسحسيرف  مساايرز 

 ما مساعفدلا  مسسفتجك  نحص  عل  tمس فرممت   
2

2 2 1c c c ؛  وما ثم 

 نحص  عل  مسح  مساطلوب عل  مسصور :

  
2

z x y y   

 
: أوهة مسئرطح مست رفملا سلاعفدسرك مستفف رليك مسجزييرك مسخطيرك (:12مثال)

     2 2 2 2x y z p y x z q x y z        مسررررذي ،اررررر   رررررفسخ

,1 مسائتقيم  0z x y    

  :مساعفدلا  مساايز  الحل:

     2 2 2 2

dx dy dz

x y z y x z x y z
 

   
 

 : سحسيف  مساايز انحص  عل  مس ؛ومسدف
2 2

1 2,    2xyz c x y z c    

 فرممت ،رك سلخرر  مسائرتقيم ت ررون علرر  مرا هدررك ثفنيرك  لررإن مساعررفدلا  مس

 مسصور :
,   ,   1x t y t z    

 نحص  عل : مسدف   فستعو،  لا معفدلا  مساسحسيف  مساايز 
2 2

1 2,    2t 2t c c    

1ما هذه مساعفدلا  تست  أن مسعلاقرك t حذ  22 2 0c c   هرذه مسعلاقرك  

  :ت يا أن مسئطح مست فملا مساطلوب ،عط   فساعفدسك

 2 2 2 2 2 0x y xyz z     

 

 :ح  مساعفدسك مستفف ليك مسجزييك مسخطيك (:13مثال)

x yyz xz z  

 : حيث تتحقق ش ور كوشا
   3 3,0 ,      0, .z x x z y y  

 سدذه مساعفدسك مسخطيك تأخذ مسصور : مساعفدلا  مساايز  الحل:
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dx dy dz

y x z
  

 ومسدف؛ نئتست  أن:
dx dy dx dy dz

y x y x z

 
 

 
 

 : ح  هذه مساعفدلا  نحص  عل  مساسحسيف  مساايز 

  2 2

1 2,      z c x y x y c    

  و فستفسا؛ لإن مسح  مسعفم عل  مسصور   2 2z x y f x y   

  ف تخةمم مسش ور ملا تةمييك نجة أن:

   2 2 2 2,  f x x f y y   

و فستفسا؛ لإن f x x   سxوسذسك؛ لإن مسح  مساطلوب هو  : 

   2 2 z x y x y   

 

 ن الرتبة الأولىالصور القياسية للمعادلات الخطية م 2-4
Canonical Forms of First-Order Linear Equations 

مختررزمل مسصررور  مسعفمررك سلاعفدسررك مستفف ررليك مسجزييررك مسخطيررك مررا 

 مس ت ك مىوس : 

(1)         , , , , ,x ya x y z b x y z c x y z d x y   

إس  صور  قيف يك  ،ئد  ت فملدف ا،جفد مسح  مسعفم  وسلحصول عل  هذه 

( ستع ،ة تحو،  1سلاعفدسك) ؛ نئتخةم مساسحسيف  مساايز مسصور  مسقيف يك

 هة،ة عل  مسصور  مستفسيك:

(2)       , ,      ,x y x y     

,حيث      دومل سدف مشتقف  تفف ليك ما مس ت ك مىوس  متصلك  ومساحةد

xمسجرفكو ا سدرف  y y xJ      غير  صرف ي لرا نطرف  مرفD  2لررا  

x,سذسك؛ لإنه ،ا ا تحة،ة y (  و فستفسا؛ 2 صور  وحية  ما مساعفدلا  )

  ف تخةمم قفعة  مسئلئلك  نحص  عل :

(3)   ,       ,x x x y y yz z z z z z          

 ( تست  مساعفدسك:1( لا )3 فستعو،  عا هذه مساشتقف  ما )
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(4)    ,Az Bz cz d    

 حيث:

(5)   ,       .x y x yA a b B a b       

0B( ،تضح أن5ما مساعفدلا  ) إذم كفن   :حلا سلاعفدسك 

(6)     0,x ya b   

سدذه مساعفدسك عةد لاندفيا ما مسحلول  لإذم كفن ,x y ( 6ح  سلاعفدسك  )

لررإن مساسحسيررف    1,x y c  - ىي
1c ت ررون مسحسيررف   -ثف ررت مختيررفري

ساسحسيرف  ( مرا م2) (  وسذسك؛ لإنسف نأخذ أحة مستحرو،ليا1) مايز  سلاعفدسك

 -(  ومستحو،  مسثفنا 1) سلاعفدسك مساايز   2,x y c  -  ا ا أخذه سي ون،

   حيث لا تال 2cمجاوعك ما مسحسيف  ملئف   تعتاة عل   فرممت  ومحة

م مررا نقفردررف مجاوعررك مساسحسيررف  مساايررز   خلالرر فا سررذسك ،رر دي عسررة أي 

0Aإس    

0Aوسررذسك؛ ،جرررب مستأكيررة علررر  أن   لررا هرررومر كرر  نقطرررك لرررا

  حيرررثDمسسطرررف  ,x y   0مع لرررك ) و رررB 0( وJ   علرررD  

0Aاث رف  أن 0  ملرر ض أنA   لرا هررومر نقطررك مرف لررا مسسطررفD  

0Bلإن  (  ت رون مجاوعرك 5عسة مسسقطك نفئدف  وسذسك؛ لإن مساعرفدلا )

a,لررا مررا معررفدلا  خطيررك ومتجفنئررك  b وحيررث إن محررةد مصررفولك  

0Jمساعفملا  سدذه مساعفدلا  لا ،ئفوي مسصف  0  لإن, 0a b  وهذم  

a,،سفق  مسف ض  أن  b 0لا تتلاش  متزممسكا  وه ذم؛ لإنB  0وA   

 :( عل  مسصور  مسقيف يك4نحص  ما مساعفدسك ) Aو فستفسا؛  فسقئاك عل 

(7)       , , ,z z        

حيث ,
c

A
    و ,

d

A
     

كاتتير  مئررتق    سرك تفف ررليك عفد،رك لرا ( تاثر  معفد7مساعفدسرك )

( 1سلاعفدسك ) مقةمرما ثف تفا  هذم مساعفدسك تئا  مسصور  مسقيف يك  فعت فر 

 ةلاسك ماحةمثيف   , ( قف 7   صور  عفمك مساعفدسك )  لرك سلحر   ومسحر

(   عة م ت ةمل 7) (؛ ،ا ا مسحصول عليه ما ح  مساعفدسك1مسعفم سلاعفدسك )

,     فساتتي م ,  x y   
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 ك  ما مساعفدلا  مستفسيك: مختزل (:1مثال )

(8)     ,x yz z z  

(9)     x yyu u x  

 إس  صور  قيف يك  وم تست  مسح  مسعفم 

 ( ت ون عل  مسصور :8سلاعفدسك ) مساعفدلا  مساايز  الحل:

1 1

dx dy dz

z
 


 

xومسدف؛ نحص  عل  مجاوعك مساسحسيف  مساايز  y c حيث  c  ثف ت

 مختيفري   ف تخةمم مستحو، :

   , ,   ,x y x y x y x    

,وحيث إن   x yz z z z z    ( تص ح عل  مسصور  8  لإن مساعفدسك )

zمسقيف ررريك z     ومسحررر  مسعرررفم سدرررذه مساعفدسرررك ، رررون علررر  مسصرررور

   ,z f e  حيث  f  دمسك مختيفر،ك لا   لق 

x, ةلاسك مساتتي م  y( هو: 8  لإن مسح  مسعفم سلاعفدسك ) 

    , xz x y f x y e   

 ( ها:9) سلاعفدسك مساعفدلا  مساايز 

1

dx dy du

y x
  

21ما تئفوي مسسئ تيا مىوس  ومسثفنيك؛ نحص  علر 

2
x y c حيرث  c 

 و ف تخةمم مستحو، : ثف ت مختيفري 

   21
, ,    , ,

2
x y x y x y y    

,نجة أن    ux yu u yu u     ( تص ح عل  9  و فستفسا؛ لإن مساعفدسك )

 :مسصور  مسقيف يك
21

2
u    

 مسح  مسعفم سدذه مساعفدسك ، ون عل  مسصور :
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   31
,

6
u f       

( 9سرك )لقر   وه رذم؛ لرإن مسحر  مسعرفم سلاعفد دمسك مختيفر،رك لرا  fحيث

x, ةلاسك y هو 

  
2

31
,

3 2

y
u x y xy y f x

 
    

 
 

 

 ك  ما مساعفدلا  مستفسيك: مختزل (:2مثال )

(10)    2 ,x yz xyz x  

(11)    1.x yz yz z   

 (:10سلاعفدسك )  ت و،ا مساعفدلا  مساايز  الحل:

1 2

dx dy dz

xy x
  

ما تئفوي مسسئر تيا مىوسر  ومسثفنيرك؛ نحصر  علر  مجاوعرك مساسحسيرف  

2مساايز  lnx y c حيث  c  و ف تخةمم مستحو، : ثف ت مختيفري 

   2, ln ,    , ,x y x y x y y    

نجرررة أن 
1

2 ,   x yz xz z z z
y

     ( 10  و فسترررفسا؛ لرررإن مساعفدسرررك )

 :تص ح عل  مسصور  مسقيف يك
1

2
z 


 

مسح  مسعفم سدذه مساعفدسك ، ون عل  مسصور   2zf e  حيث  f  دمسرك

 مختيفر،ك 

x,(   ةلاسرك10  مسعفم سلاعفدسك )ما ذسك؛ نحص  عل  مسح y  علر  

 مسصور :

  2 2ln zf x y e y  

 (:11سلاعفدسك ) مساعفدلا  مساايز 

1 1

dx dy dz

y z
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ما تئفوي مسسئر تيا مىوسر  ومسثفنيرك؛ نحصر  علر  مجاوعرك مساسحسيرف  

xye مساايز  cحيث  c  و فستفسا؛ نع   مستحو، : ثف ت مختيفري 

   , ,    , ,xx y ye x y x   

, ف تخةمم هذم مستحو، ؛ نجة أن    x x

x yz ye z z z e z     و فسترفسا؛  

1z ( تص ح عل  مسصور  مسقيف يك11) لإن مساعفدسك z    

مسحرر  مسعررفم سدررذه مساعفدسررك؛ ، ررون علرر  مسصررور  1 z f e   

 دمسك مختيفر،ك  fحيث 

, فستعو،  عا   xye x    نحص  علر  مسحر  مسعرفم سلاعفدسرك

( عل  مسصور 11)  1x xz f ye e   

 

 طريقة فصل المتغيرات 2-5
Method of Separation of Variables 

مسط ،قك مىقرةم سحر  مساعرفدلا  ت ون ر اف   م تتيمسالص  ر ،قك 

  ،رتحومسف    مى ف يك سط ،قك لص  مساتتي م ؛ تتلخ  لرا مستفف ليك  

مجاوعررك معررفدلا  تفف ررليك عفد،ررك  إسرر  مساعررفدلا  مستفف ررليك مسجزييررك 

  مررا مس ت ررك تفف رليك هزييررك كمسحر  مساطلرروب ساعفدسرر ستحقيرق ذسررك؛ لررإن

x,مىوس  لا متتي ،ا مئتقليا y ومتتير  ترف   ومحرةz    ترب كحفصر ُ،

   ب أو كاجاوع:

           , 0, , 0z x y X x Y y z x y X x Y y     

حيث   ,  X x Y y  دومل لا,  x y  عل  مست تيب  مىمثلك مستفسيك تدرة  

لرا حر   عر  مساعرفدلا   إس  تو يح م تخةمم ر ،قرك لصر  مساتتير م 

 مستفف ليك مسجزييك ذم  مس ت ك مىوس  

 

 :مئأسك مسقياك ملا تةمييك ح  (:1) مثال

(1)       2 0,x yz z  

(2)      20, 4 yz y e  

 ن حث عا مسح  عل  مسصور : الحل:

     , 0z x y X x Y y  
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 (؛ ،ست  أن:1و فستعو،  لا مساعفدسك)

       2 0X x Y y X x Y y   

 عفدسك ،ا ا أن تو   عل  مسصور :هذه مسا

(3)    
 

 

 

 
.

2

X x Y y

X x Y y

 
  

  وأن x( أن مسطر   مى،ئر  ،اثرر  دمسرك لقر  لررا3وم رح لرا مساعفدسررك )

( ت ررون 3  و فسترفسا؛ لررإن مساعفدسرك )yمسطر   مى،ارا هررو دمسرك لقرر  لرا

  هررذم مرا مسطرر ليا ،ئرفوي مساقرةمر مسثف رت نفئره حقيقيرك؛ إذم كرفن كر  

( تخترزل 3مسثف ت ،ئا  ثف ت لص  مختيفري  نتيجك سذسك  لرإن مساعفدسرك )

 إس  معفدستيا تفف ليتيا عفد،تيا:

       2 0,      0.X x X x Y y Y y      

 حلول هذه مساعفدلا  ها عل  مست تيب:

   2

1 2,         x yX x c e Y y c e   

1يثح 2,c c  ثف تفن مختيفر،فن 

 ( ، ون عل  مسصور :1سذسك؛ لإن مسح  مسعفم سلاعفدسك )

  2 2

1 2, .x y x yz x y c c e ce      

1حيث 2c c c  ثف ت مختيفري 

 :( نجة أن2 ف تخةمم مسش ر ملا تةميا )
24y yce e   

,4وما ذسك؛ نحصر  علر   2c    ومرا ثرم؛ لرإن حر  مئرأسك مسقيارك  

( هو 2( و)1) ملا تةمييك  4 2, 4 x yz x y e   

 أوهة مسح  مسعفم سلاعفدسك مستفف ليك غي  مسخطيك: (:2مثال)

(4)     
22 2 2 2 .x yy u x u xyu  

 فررررر ض أن  الحااااال:     , 0u x y f x g y  ( 4حررررر  سلاعفدسرررررك  )

 (  نحص  عل :4و فستعو،  لا )

              
2 2 22 2 2 2 ,y f x g y x f x g y x y f x g y   

 أو  صور  م فلئك لإن:



ساعفدلا  مستفف ليك مسجزييك ش ه مسخطيك ما مس ت ك مىوس سفص  مسثفنا: مم   

 61 

 

 

 

 

2 2

2 2

1 1
1,

f x g y

x f x y g y

       
    

      

 

 أو عل  مسصور :

 

 

 

 

2 2

2

2 2

1 1
1 ,

f x g y

x f x y g y


       
     

      

 

 سذسك؛ ثف ت لص   2حيث

 

 

 

 
21 1

,      1
f x g y

x f x y g y
 

       
     

      

 

 ساعفدلا  ،ست  أن: ت فم  هذه م

   2 2 21
exp ,       exp 1

2 2
f x A x g y B y




   
     

   
 

,حيث  A B :ثف تفن مختيفر،فن  و فستفسا؛ لإن مسح  مسعفم هو 

  2 2 21
, exp 1 ,

2 2
u x y C x y




 
   

 
 

Cحيث AB  ثف ت مختيفري 

 

 ف رررررتخةمم مسصررررريتك  (:3) مثاااااال     ,z x y f x g y   سفصررررر  

تتيرر م ؛ أوهررة مسحرر  مسعررفم سلاعفدسررك مستفف ررليك مسجزييررك غيرر  مسا

 مسخطيك:

(5)     2 2 1x yz z  

 ف تخةمم مستعو،  الحل:     ,z x y f x g y  :ست  أن، 

     
2 2

1f x g y   

 ومسدف؛ نحص  عل :

     
2 2 21f x g y     

 ثف ت لص  مختيفري  وما ذسك؛ لإنسف نئتست  مستفسا: 2حيث

    2,     1f x g y     

  ح  هذه مساعفدلا  مستفف ليك مسعفد،ك نحص  عل :
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    2

1 2,     1 ,f x x c g y y c      

حيث
1 2,c c ( هو:5م لإن مسح  مسعفم سلاعفدسك )لهذثف تفن مختيفر،فن   و 

  2, 1 ,z x y x y c     

حيث
1 2c c c   ثف ت مختيفري 

 

 ف ررررررتخةمم مسصرررررريتك (:4) مثااااااال     ,z x y f x g y    سفصرررررر

مساتتيرر م ؛ أوهررة مسحرر  مسعررفم سلاعفدسررك مستفف ررليك مسجزييررك غيرر  

 مسخطيك:

(6)    2 2 0x yz z x   

 فستعو،  الحل:     ,z x y f x g y  ( ،ست  أن:6عفدسك )لا مسا 

    
2 2 2f x x g y      

ثف ت لص  مختيرفري  و فسترفسا؛ لإنسرف  فصر  مساتتير م  نحصر   2حيث

 عل  مساعفدلا  مستفف ليك مسعفد،ك:

   2 2 2,     f x x g y      

  ت فم  هذه مساعفدلا  نحص  عل :

  2 2

1f x x dx c   

sinx فستعو،   ف تخةمم   :نجة أن 

  2 2

1cosf x dx c   

 
2

11 cos 2
2

dx c


   

22
1

1sin 1
2

x x x
c



  


 

   
       
    
 

 

كذسك سة،سف   2

2g y y c    

 ( ، ون عل  مسصور :6ماف   ق؛ نجة أن مسح  مسعفم سلاعفدسك )
2

1 2 2 2sin ,
2 2

x x
z x y c
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حيث
1 2c c c   ثف ت مختيفري 

 

 السطوح المتعامدة 2-6
Orthogonal Surfaces 

 

 ليك مسجزييك ذم  مس ت ك مىوس ؛ مستط يقف  مساداك سلاعفدلا  مستففما 

عل  مجاوعك معلومك ما  مئأسك إ،جفد مجاوعك مسئطوح مسعاود،ك

  مع لك  فساعفدسك: 3ح   ف ض أن مجاوعك ما مسئطوح لا مسئطو

(1)      , ,f x y z c 

مجاوعك مسئطوح  ثف ت مختيفري  ،ئا   فرممت  cحيث 1   لإنسف ن ،ة

 مسئرطوح إ،جفد مجاوعك مسئطوح مستا تقطر  كر  مرا 1   علر  مستعفمرة

منظ  مسش   مستفسا  مساتجه مسعاودي عسرة مسسقطرك  , ,x y z  علر  مسئرطح

ما مساجاوعك  1:مسذي ،ا   دذه مسسقطك ،تحةد  سئب ملاتجفه مستفسيك   

(2)     , , , ,
f f f

P Q R
x y z

  


  

 
 
 

 

 
 إذم كفنت:ل

(3)      ,z x y  

معفدسررك  ررطح ،قطرر  كرر   ررطح مررا مساجاوعررك 1  علرر  مستعفمررة؛ لررإن

مسعاررودي  , , 1x yz z   علرر  هررذم مسئررطح 3  عسررة مسسقطررك , ,x y z 



مسسظ ،ك ومستط يق -مقةمك لا: مساعفدلا  مستفف ليك مسجزييك  

 64 

اتجرره ، ررون عاود،ررفا علرر  مس , ,P Q R مسعاررودي علرر  مسئررطح مررا  

مساجاوعك  1  وسدرذم نحصر  علر  مساعفدسرك مستفف رليك  عسة هرذه مسسقطرك

 مسجزييك مسخطيك:

(4)     x yPz Qz R  

هذه مساعفدسك تحةد مسئطح 3   

ساعفدسك  فستعو،  ما م 2  لإن مساعفدسك 4 : تص ح عل  مسصور 

x y z

z z
f f

x y
f

 
 

 
 

و فسع ل؛ لإن أي ح  سلاعفدسك مستفف ليك 4  ون  طحفا عاود،رفا  عسرة ،

ك  نقطك عليه  عل  أحة مسئرطوح 1 سرذسك؛    مسرذي ،ار   فسسقطرك نفئردف

لررإن مساعفدسررك مستفف ررليك 4  هررا مساعفدسررك مستفف ررليك مسعفمررك مستررا تحررةد

علر  مجاوعرك مسئرطوح مسئطوح مسعاود،ك 1 و فسترفسا؛ لرإن مسئرطوح  

مسعاود،رك علر  مساجاوعررك 1   هرا تلررك مسئرطوح مستررا تسشرأ  فساسحسيررف

 مساايز : مست فمليك سلاعفدلا 

(5)     
x y z

dx dy dz

f f f
  

 

عل  ك   اجاوعك مسئطوح مساتعفمة مساعفدسك مستفف ليك سأوهة  (:1مثال )

  طح ما مجاوعك مسئطوح مساع لك  فساعفدسك:

(6)     2z kxy 

 عةد حقيقا  kحيث

x,(  فسسئر ك إسر 6 فستفف   لا ر لا مساعفدسرك ) الحل: y  علر  مست تيرب

 نحص  عل :

1 1,        
2 2 2 2

ky z kx z
p q

z x z y
    

(  6عل  مجاوعرك مسئرطوح) أحة مسئطوح مسعاود،ك S ف ض أن مسئطح

لرررإذم , , 1n p q  و 1 1 1, , 1n p q  هارررف مسعاود،رررفن علررر  مسئرررطحS 
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تعفمة هذ،ا مسئرطحيا  (  عل  مست تيب  لإن ش ر6ومحة ما مسئطوح )و

،عسا أن مساتجديا 
1,n n :ونفن متعفمة،ا  عسةيذ ،تحقق مستفسا ، 

(7)      
1 1 1 0pp qq   

 فستعو،  عا
1 1,  p q ( ست  مساعفدسك مستفف ليك  ساجاوعك 7لا مساعفدسك، )

 (6عل  مسئطوح ) مسئطوح مسعاود،ك

(8)       2z py qx xy   

 سدذه مساعفدسك مستفف ليك ت ون عل  مسصور : ساعفدلا  مساايز م

2

dx dy dz

yz xz xy
 


 

 :ومستا مسدف  فست فم  نحص  عل  مساسحسيف  مساايز 
2 2 2 2

1 2,         2x y c x z c    

1حيث 2,  c c ،(  مسرذي 8وه ذم؛ لإن مسحر  مسعرفم سلاعفدسرك)فن  ثف تفن مختيفر

 (  هو:6عل  مسئطوح ) ،اث  مجاوعك مسئطوح مسعاود،ك

 2 2 2 2, 2 0x y x z    

 دمسك مختيفر،ك  حيث

 

أوهرة مسئرطح مسرذي ،تعفمرة علر  مجاوعرك مسئرطوح مساع لرك  (:2) مثال

 ك: فساعفدس

(9)       3 1z x y c z   

2ومسذي ،ا   فسةمي    2
1x y    1مستا تق  لا مسائتوz   

  و   الحل:

 
 

, ,
3 1

z x y
f x y z

z





 

 تأخذ مسصور : لإن مساعفدلا  مساايز 

   3 1 3 1

dx dy dz

z z z z x y
 

  
 

 :ومستا ،ا ا مسحصول مسدف عل  مجاوعك مساسحسيف  مساايز 
2 2 3 2

1 2, 2x y c x y z z c      
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حيث
1 2,  c c ثف تفن مختيفر،فن  و فستفسا؛ لإن ك   طح ،تعفمة عل  مسئطوح

 ( ت ون معفدسته9مساعطف  )

 2 2 3 2
2x y z z x y     

2ارر   فسرةمي   هرذم مسئررطح ، 2
1x y   1مسومقعررك لررا مسائررتوz   إذم-

تحقق -ولق  إذم  2t    س رt وعليره لرإن معفدسرك مسئرطح مساطلروب  

 ها:
2 32 2 0x y z z      

 

دي عل  مجاوعك مسئطوح مساع لرك أوهة معفدسك مسئطح مسعاو (:3مثال)

  فساعفدسك:

(10)      2 2
z cxy x y  

2ومسذي ،ا   فسقط  مسزمية 2 2
x y a    0مسومق  لا مسائتوz   

 ع   مسةمسك: الحل:

 
 2 2

, ,
xy x y

f x y z
z


 

    فساعفدسك:و فستفسا؛ لإن مجاوعك مسئطوح مساعطف  تع 

 
1

, ,f x y z
c

 

 ومسدف؛ نحص  عل :

 2 22 3 3 2

2

3 3
,   ,   x y z

xy x yx y y x xy
f f f

z z z

 
    

 ساجاوعك مسئطوح مساطلو ك ها: و ذسك لإن مساعفدلا  مساايز 

(11)   
2

2 3 2 3 3 33 3

zdyzdx z dz

x y y xy x x y xy
  

  
 

 ومسدف؛ ،ا ا م تستفج أن:

  3 33 3
4

xdx ydy zdz

x y xyx y xy
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4xdxم؛ ،ست  أن وما ث ydy zdz   فست فم  نحص  علر  مجاوعرك   

 :مساايز   مساسحسيف

(12)    2 2 2
14x y z c   

حيث
1c  ثف ت مختيفري  

 نجة أن:( 11م   ثفنيك؛ ما مسسئ ك مىوس  ومسثفنيك لا )

   2 2 2 2
4 2

xdx ydy xdx ydy

xy x y xy x y

 


 
 

 أو: 

  2 22 2
2

xdx ydy xdx ydy

x yx y

 



 

 :مساايز    فست فم  نحص  عل  مجاوعك ثفنيك ما مساسحسيفو

(13)    
2 2

22 2

x y
c

x y





 

(  تحرررةد عفيلرررك 13( و)12  مساع لرررك  فساعرررفدلا  )مساسحسيرررف  مساايرررز 

 مسئطوح:
2 2

2 2 2

2 2
,4 0

x y
x y z

x y



 



 
 

 
 

 

 دمسك مختيفر،ك  حيث ( 10مسعاود،ك عل  مسئطوح )

2و تط يررق مسشرر ور  2 2
0,z x y a   (  13( و)12علرر  مساعررفدلا )

 نحص  عل :
2 2

2 2

21 2,   
x y

x y c c
a


   

2ومسدف؛ ،ست  أن
1 2c c a( نجة أن: 13( و)12   فستعو،  ما ) 

2 2
2 2 2 2

2 2
4

x y
x y z a

x y


   

 أو:
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  2 2 2 2 2 22 2 4x y x y z a x y     

 ها معفدسك مسئطح مساطلوب 

 

 إذم كفنت مجاوعك ما مسئطوح تع    فساعفدسك: (:4) مثال

(14)    2 2 2 ,ax by z c   

,حيرث  ,  a b c أعررةمد حقيقيررك معلومررك  و  عرةد حقيقررا مختيررفري  أوهررة

(  ثررم أوهررة مررا هررذه 14علرر  مسئررطوح ) مجاوعررك مسئررطوح مسعاود،ررك

2مساجاوعك مسئطح مسذي ،ا  مساسحس  az y 1  مسومق  لا مسائتوx   

ع   مسةمسك الحل:  2 2 2, ,f x y z ax by z  : نحص  عل   

2 ,   2 ,   2x y zf ax f by f z    

 عةد مختيفري  نحص  عل : (  حيث14ما مساعفدسك )  فستعو،  عا
2 2

2 ,   2 ,   x y zf ax f by f
c ax by

z
  

 
 

 و ك ها:ساجاوعك مسئطوح مساطل و ذسك؛ لإن مساعفدلا  مساايز 

2 2

dx dy zdz

ax by c ax by
 

 
 

 مسدف نحص  عل  مساعفدلا  مستفف ليك مسعفد،ك:

,    
dx dy xdx ydy zdz dx

b a
x y c ax

 
  

 : ح  هذه مساعفدلا  نحص  عل  مساسحسيف  مساايز 

(15)    2 2 2

1 2,    2 ln ,
a

b

y
c a x y z c x c

x
     

1حيث 2,  c c ها: و فستفسا؛ لإن معفدسك مسئطوح مسعاود،ك ن ثف تفن مختيفر،ف 

 2 2 2, 2 ln 0,
a

b

y
a x y z c x

x

 

    
 

 

 دمسك مختيفر،ك  حيث

,21ا،جرررفد مسئرررطح مسرررذي ،حقرررق مسشررر ور   ax z y  لإنسرررف نعررروض  

,21عا  ax z y  (  15لا مساعفدلا ): نحص  عل 
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 2

1 2,    1 ,a ay c a y y c    

ومسدف؛ لإن 2

2 1 11 ac a c c   وما ثم لإن   

 
2

2 2 2

2
2 ln 1

a

b a b

y y
a x y z c x a

x x

 
      

 
 

 

 معادلات الرتبة الأولى في عدة متغيرات مستقلةأمثلة ل 2-7
Examples of higher dimensional first order equations 

  ومستا م تخةمت سحر  مساعرفدلا  مس ت رك ر ،قك مساسحسيف  مساايز 

مىوسرر  لررا متتيرر ،ا مئررتقليا ،ا ررا  ررفسط   تعايادررف سحرر  مساعررفدلا  

مسحفسك عسرةمف ،وهرة  مستفف ليك مسجزييك ش ه مسخطيك ما مس ت ك مىوس   لا

  ما مساتتي م  مسائتقلك  nعةد

مستفف ليك مسجزييك ح  مساعفدسك  (:1مثال)
1

0
n

i

i i

z
x

x





 

 سدذه مساعفدسك ها: مساعفدلا  مساايز  الحل:

1 2

1 2

n

n

dx dx dx

x x x
   

 ما هذه مسسئب  فست فم  نحص  عل  مسحلول مسائتقلك:

1 2 1
1 2 1.

n
n

n n n

x x x
c , c , , c

x x x


   

1و فسترفسا؛ لررإن مسحرر  مسعرفم هررو 2 1n

n n n

x x x
z , , ,

x x x


 

  
 

دمسررك    حيررث

 مختيفر،ك 

 

 أوهة مسح  مسعفم سلاعفدسك مستفف ليك مسجزييك:  (:2) مثال

1

n

i

i i

z
x z

x








 

0حيث    مقةمر ثف ت 

 ها: مجاوعك مساعفدلا  مساايز  الحل:

1 2

1 2

n

n

dx dx dx dz

x x x z
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 ما هذه مسسئب ،ا ا مسحصول عل  مساعفدلا  مستفف ليك مسعفد،ك: 

1 2 1

1 2 1

,  , , ,  n n n n n

n n n n n

dx dx dx dx dx dx dxdz

x x x x x x z x




    

 وحلول هذه مساعفدلا  علا مسصور : 
1 2 1

1 2 1, , , ,n
n n

n n n n

x x x z
c c c c

x x x x 


    

 و فستفسا؛ لإن مسح  مسعفم سلاعفدسك مستفف ليك هو 

1 1,....., , 0n

n n n

x x z

x x x 


 

  
 

 

 أو عل  مسصور : 

1 1, , n
n

n n

x x
z x

x x

 
 

  
 

 

,حيث   دومل مختيفر،ك 

 

 ح  مساعفدسك مستفف ليك مسجزييك:  (:3) مثال

1 2 3 1 2 3

1 2 3

z z z
x x x x x x

x x x

  
  

  
 

 ها:  وم ح أن مساعفدلا  مساايز  الحل:

3213

3

2

2

1

1

xxx

dz

x

dx

x

dx

x

dx
 

 ومسدف؛ ،ا سسف مسحصول عل :

31 2 2

1 2 2 3

2 3 1 1 3 2 1 2 3

,      ,

3 0

dxdx dx dx

x x x x

x x dx x x dx x x dx dz

 

   

 

 يز :او ت فم  هذه مساعفدلا  تست  مساسحسيف  مسا
1 2

1 2 1 2 3 3

2 3

,    ,     3
x x

c c x x x z c
x x

    

 ،عط   فساعفدسك:  وه ذم؛ لإن مسح  مسعفم سلاعفدسك مستفف ليك

1 2
1 2 3

2 3

, , 3 0
x x

x x x z
x x
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 دمسك مختيفر،ك  أو عل  مسصور :  حيث

1 2
1 2 3

2 3

1
,

3

x x
z x x x

x x

 

   
 

 

 دمسك مختيفر،ك  حيث

 

 أوهة مسح  مسعفم سلاعفدسك مستفف ليك مسجزييك:  (:4) مثال

    .
u u u

x z u y u y z
x y z

  
     

  
 

 : ن ون مساعفدلا  مساايز  الحل:

,
dx dy dz du

x z u y u y z
  

  
 

 اعفدلا  مستفف ليك مسعفد،ك:ما هذه مسسئب ،ا ا مسحصول عل  مس

 
,     ,    ,

2

dz du dy dz dx dy dz du dx dz du

u z z y x y z u x u z

    
  

    
 

 :و ت فم  ك  ما هذه مساعفدلا  نحص  عل  مساسحسيف  مساايز 

 
2

1 2 3,       ,       ,
z u x

c c x u z c
y z y z u


   

  
 

1حيث  2 3,  ,  c c c  ثوم ت مختيفر،ك 

 :ف  هووه ذم؛ لإن مسح  مسعفم سلاعفدسك مستفف ليك مساعط

 
2

, , 0
z u x

x u z
y z y z u

 
   

   
 

 دمسك مختيفر،ك  حيث 
 

 ح  مساعفدسك مستفف ليك مسجزييك:(: 5) مثال

    .
u u u

u x u y z x y
x y z

  
     

  
 

 : ن ةأ كفساعتفد  ت و،ا مساعفدلا  مساايز  الحل:
dx dy dz du

u x u y z x y
  

   
 

 ساعفدلا  مستفف ليك مسعفد،ك:متست  مسدف نئ
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2

,   ,   
2 2

dx dy dz du dx dy dz du dx dy dz

y x z u x y z u x y z

    
  

        
 

 وحلول هذه مساعفدلا  ها:

 1 2 32
,   z 2 ,   

y x u x y
c u x y c c

z z

  
     

 و فستفسا؛ لإن مسح  مسعفم مساطلوب هو:

  2
, z 2 , 0

y x u x y
u x y

z z

   
    
 

 

 دمسك مختيفر،ك  حيث 

 
 سجزييك:ح  مساعفدسك مستفف ليك م (:6) مثال

21
u u u u

xy y y z xy
x y z z

    
    

    
 

 سدذه مساعفدسك ت ون عل  مسصور : مساعفدلا  مساايز  الحل:

2 2
,

01 1

dx dy dz du

xy y y z y xy
  
   

 

 ومسدف؛ ن ون مساعفدلا  مستفف ليك مسعفد،ك:

 

2

2

2

0,       0,
1

1 2 2 0
1

dx dy
du

x y

xy
y y dx z x dy ydz

y

  


 
       
  

 

 حلول هذه مساعفدلا  ها:

 1 2

1 2 3,    sin ,     2 1 ,u c x y c yz x y y c      

 وسذسك؛ لإن مسح  مسعفم سلاعفدسك مستفف ليك مسجزييك مساعطف  هو:

  1 2sin ,2 1 ,u x y yz x y y     

 دمسك مختيفر،ك  حيث 

 أوهة صور  قيف يك سلاعفدسك مستفف ليك مسجزييك:  (:7) مثال

      0,
u u u

y z z x x y
x y z
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 دسك وما ثم؛ أوهة مسح  مسعفم سدذه مساعف

 سدذه مساعفدسك ها: مساعفدلا  مساايز  الحل:

,
0

dx dy dz du

y z z x x y
  

  
 

 ما هذه مساعفدلا ؛ نحص  عل  مساعفدلا  مستفف ليك مسعفد،ك:
0,      0dx dy dz xdx ydy zdz      

سلاعفدسرك   ح  هفتيا مساعرفدستيا؛ نحصر  علر   عر  مساسحسيرف  مساايرز 

 مساعطف :
2 2 2

1 2,      .x y z c x y z c      

 ع   مستحو، :

 2 2 2,    ,    , ,x y z x y z x y z          

,ت كي ك مختيفر،ك ما حيث  x y وzو ف ض أن  z  :لإن 

2 ,
u u u u u u

x
x x x x

  

    

        
    

        
 

2 ,
u u u u u u

y
y y y y

  

    

        
    

        
 

 2 ,
u u u u u u u

z
z z z z

  

     

         
     

         
 

  فستعو،  عا مساشتقف  لا مساعفدسك مستفف ليك مساعطف  نحص  عل :

   2 2
u u u u

y z x z x y
   

      
       

      
 

  2 0,
u u u

x y z
  

   
     

   
 

 و فست ئي  نحص  ما هذه مساعفدسك عل :

0
u







 

 تفف ليك ح  عفم عل  مسصور سدذه مساعفدسك مسو ,u   حيث    دمسك

 مختيفر،ك 

,و فستعو،  عا  ةلاسك , ,x y z :نحص  عل  مسح  مسعفم مساطلوب 

  2 2 2,u x y z x y z     
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سلاعفدسك مستفف ليك مسجزييك   ك مئأسك كوشاق   أن نسدا هذم مسفص ؛  ةرم

ش ه مسخطيك ما مس ت ك مىوس  لا أكث  ما متتي ،ا مئتقليا  لإنسف نعت ر  

مساثفل مستفسا مسرذي ، ريا م رتخةمم مسصريتك مسقيف ريك لرا إ،جرفد مسحر  مسعرفم 

ساعفدسرك  مئرأسك كوشرا ساعفدسك  ،حتوي عل  أكث  ما متتي ،ا مئرتقليا 

تتلخص في إيجاد حال  ما مساتتي م  مسائتقلك nتفف ليك هزييك لا عةد

 للمعادلة:

(1)       1 2 1

1

n

i n n

i i

z
P x ,x , , x , z R x , , x , z

x





 

 ،حقق مسش ر ملا تةميا:

(2)      0

0 1 1 1 1
,..., , ,..., ,

n j j n
z z t t x x t t

 
  

j,...,1,2حيث n  

سحرر  هررذه مسائررأسك؛ نوهررة س رر  قياررك سلاتجرره  1 1
,...,

n
t t

  حلررولاا 

 :مساعفدلا  مساايز 

1 2

1 2

n

n

dx dx dx dz

P P P R
    

 s(  وستحقيرق ذسرك مهعر 2) تحت مسش ور ملا تةمييك مساعطف   فساعرفدلا 

(  لرررإن هرررذه 2سلاعرررفدلا  ) سحسيرررف  مست فمليرررك رررفرممت ما علررر  ررررول مسا

 مساعفدلا  تص ح عل  مسصور :

   1 1
,..., , , ,..., , , 1,2,...,

n j n

dz dx
c x x z a x x z j n

ds ds
   

 وست ا حلول هذه مساعفدلا  عل  مسصور : 

(3)      1 1 1 1
, ,..., , , ,..., ,

n j j n
z z s t t x x s t t

 
  

j,...,1,2س   n  

( 1n ت ،رررفا سلئررطح مست ررفملا )لرررا( تعطررا تاثرريلاا  فرمم3مساعررفدلا  )
1 حرررذ   ( 1سلاعفدسرررك ) 1

, ,...,
n

s t t
 (  نحصررر  علررر  3مرررا مساعرررفدلا )

مساعفدسررك مسة، فرتيررك  1
,...,

n
z z x x  سدررذم مسئررطح مست ررفملا  و،ا ررا

 تحقق مسش ر مستفسا:  -ولق  إذم-حذ  هذه مس فرممت م  إذم 
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(4)   

1 2

1 2

1 1 1

1 2

1 1 1

0

n

n

n

n n n

a a a

x x x

t t t
J

x x x

t t t
  

  

  
 

  

  

 

)لا مسحفسك عسرةمف  0) 0J s   1  وحيرث إن
,...,

n
x x  متتير م  مئرتقلك؛

0لإنه ،وهة   و 1 1k n k  :حيث  

, 1,2,...,
j

j

k

x
a j n

t



 


 

0Jمسرذي عليره ( 3)لا  وهذم ،عسا أن مسئطح مساع    فساعرفد   حقرق،

(  1(  وما ثم؛ لدو أحة مسئطوح مساايرز  سلاعفدسرك )2) مساعفدلا  مساايز 

( ح  وحية  و،قفل لا هذه مسحفسرك إن مسائرأسك 1وعسةيذ لا ، ون سلاعفدسك )

 ( غي  متوملقك  أي سيل سدف ح   2( و)1)

 

 مستفسيك:  ح  مئأسك كوشا (:8) مثال

   
1 2 31 2 1 2 1 2

0, , ,0 ,
x x x

x z x z z z z x x h x x     

 معلومك   1Cدمسك hحيث

 مساعفدلا  مستفف ليك سلاسحسيف  مساايز : الحل:

1 2 3
1 2
, , 1,

dx dx dx dz
x x z

ds ds ds ds
     

 : حيث
         1 1 2 2 3 1 2
0 , 0 , 0 0, 0 ,x t x t x z h t t    

 ه مسائفي  سلقياك ملا تةمييك نحص  عل :  ح  هذ

)*(  
   

     

1 1 1 2 2 2

3 1 2 1 2

, , , ,

, , , ,

s s

s

x s t t e x s t t e

x s s z s t t h t t e 

 

 
 

 وحيث إن:
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1 2 3

1 2 3

1 1 1

1 2 3

2 2 2

x x x

s s s

x x x
J

t t t

x x x

t t t

  

  

  


  

  

  

 

1 2

2

1

0 0 0

0 0

s s

s

x x

e e

e

   

1سدف ح  وحية  نحص  عليه  حذ     لإن مئأسك كوشاsىي 2
, ,s t t ما 

 نجة أن: (*مساعفدلا  )

3 3

3 1 1 2 2
, ,

x x
s x t x e t x e

 
   

 وعليه؛ لإن مسح  هو: 

   3 3 3

1 2 3 1 2
, , ,

x x x
z x x x h x e x e e

  
 

 

 أوهة مسح  مسعفم سلاعفدسك مستفف ليك مسجزييك: (:9) مثال

321

1
x

z

x

z

x

z














 

2ثم أوهة مسح  مسخفص مسذي ،حقق 

2 1 3 0x x x  0عسةمفz   

 سدذه مساعفدسك ها:  مساعفدلا  مساايز  الحل:

1111

321












dzdxdxdx
 

وم ح ما مسسئ ك مس م عك و ك  م ما مسسئب مسثلاثك مىوسا ،ا را مسحصرول 

 عل :

1 2 30,    0,    0dz dx dz dx dz dx      

 وما ثم؛ لإنسف نحص  عل  مجاوعك مسحلول مسائتقلك:

1 1 2 2 3 3,   ,   z x c z x c z x c      

 وه ذم؛ لإن مسح  مسعفم مساطلوب هو:  
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0),,( 321  xzxzzxF 

 دمسك مختيفر،ك  Fحيث

ا،جفد مسح  مسخفص نختفر مسثوم رت
321 ,, ccc حيرث تحقرق مسشر ور   

2ملا تةمييك 

2 1 30, 0z x x x    

0zعسرةمف   نجرة أن
1 1 2 2 3 3, ,c x c x c x     و رفستعو،  لرا  

031مسش ر معفدسك

2

2  xxx  031نجة أن

2

2  ccc 

321 فستعو،  عا  ,, ccc  نحصر  علرا مسحر  (3),(2),(1) ما مسعلاقف

)())((0مسخفص مساطلوب:  31

2

2  xzzxxz  

 

 عفم سلاعفدسك مستفف ليك: أوهة مسح  مس (:10مثال )

   

 

2 3 1 3

1 2

1 2 1 2 3

3

z z
x x z x x z

x x

z
x x z x x x

x

 
    

 


     



 

13ثم أوهة مسح  مسخفص إذم كفن 

3

3

2

3

1  xxx 0عسةمفz   

 ما مساعفدلا  ما فليك:  الحل:

32121

3

31

2

32

1

xxx

dz

zxx

dx

zxx

dx

zxx

dx











 

  فسجا  نحص  عل : 

محةي مسسئب 
 
1 2 3

1 2 33

dx dx dx dz

x x x z

  


  
 

  :مىوسا ومس م عك نحص  علا وما مسسئ تيا

إحة  مسسئب =
1

1

xz

dxdz




 

 وما ذسك نجة أن:

 
1 2 3 1

1 2 3 13

dx dx dx dz dz dx

x x x z z x

   
 

   
 

  فست فم  نحص  عل : 

(1)     
1 3

1 1 2 3 1z x x x x z c     
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  سفل مسط ،قك نحص  عل : 

(2)     
1 3

2 1 2 3 2z x x x x z c     

(3)     
1 3

3 1 2 3 3z x x x x z c     

نجررة أن مسحرر  مسعررفم ،عُطرر   فساعفدسررك مسضرراسيك  (3),(2),(1)فدلا مررا مساعرر

 , , 0F u v w حيث  F دمسك مختيفر،ك لا, ,u v w :حيث 

  

  

  

1 3

1 1 2 3

1 3

2 1 2 3

1 3

3 1 2 3

u z x x x x z

v z x x x x z

w z x x x x z

    

    

    

 

321ا،جفد مسح  مسخفص نختفر مسثوم ت ,, cccق مسش ر   حيث ،تحق:  

13

3

3

2

3

1  xxx 0عسةمفz   :نجة أن 

 

 

 

1 3

1 1 1 2 3

1 3

2 2 1 2 3

1 3

3 3 1 2 3

,

,

.

c x x x x

c x x x x

c x x x x

   

   

   

 

 ومسدف:

(4)     
4 3

1 2 3 1 2 3c c c x x x      

3وكذسك 3 3 3 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3( )( )c c c x x x x x x          

13لإذم

3

3

2

3

1  xxx :لإن 

(5)     3 3 3

1 2 3 1 2 3c c c x x x      

   أن: ،ست (5),(4)ما 
43

3

3

2

3

1

3

321 )()( cccccc  

321 فستعو،  لا هذه مسعلاقك عا ,, ccc  نجة أن:  (3),(2),(1)ما مسعفقف 

    

        

3
1 3

1 2 3 1 2 3

4
3 3 3

1 2 3 1 2 3

3z x x x x x x z

z x z x z x x x x z

       

         
 

 

 ومسدف؛ نجة أن مسح  مسخفص مساطلوب ،تحةد ما مساعفدسك:
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3 3

1 2 3 1 2 3

3 3 3

1 2 3

3x x x z x x x z

z x z x z x

      

      
 

 

 تمارين 2-8

  مسةمي ،ررك مسقفياررك ومساتافثلررك حررول ( )أ(  رريا أن عفيلررك مساخ ورررف1)

 :zمحور

 
22 2 2tanx y z c    

 تحقق مساعفدسك مستفف ليك مسجزييك ذم  مس ت ك مىوس :
0yp xq  

)ب(  رريا أن مسئررطوح مسةورمنيررك  2 2z f x y   حررول محررورz  

0ypدمسك مختيفر،ك  تحقق مساعفدسك fحيث  xq   

 )ج( أث ت أن مسعفيلك ثسفييك مس فرممت م  ما مساسحسيف :
u ax by ab   

xpتحقق مساعفدسك yq pq u    
 

   مسئطوح مستفسيك:( أوهة مساعفدسك مستفف ليك س   ما عفيلا2)

       

       
22 2

1 2

3 4 2 .

z x y f xy z f x y

z xy f x y z ax y 

    

     
 

 

 ( أوهة مسح  مسعفم س   ما مساعفدلا  مستفف ليك مستفسيك:3)

 1 0xu   

 2 0,x yau bu  

a,حيث b  مقةمرمن ثف تفن 

 3 0x yu yu  

   24 1 0x yx u u   

  25 2 0x yu xy u  
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 ( ح  كلاًّ ما مساعفدلا  ذم  مس ت ك مىوس  مستفسيك:4)

   2 2 21 2 2x yx y u u xyu xu    

     2 x yy u u x y u u x     

     2 2 23 x xx yu u y ux u u xy     

   24 2x yy u xyu x u y   

   2 25 x yx u y u x y u   
 

 ( أوهة مسح  س   ما مئفي  كوشا:5)

   1 3 2 0, ,0 sinx yu u u x x   

   
2

2 0, 0, e y
x yyu xu u y    

  23 2 , 2 onx yxu yu xy u y x    

   4 0, 0, sinx yu xu u y y   

   

   

2

2

5 , 0, 0, 0,

6 , 0, 0, 0,

y
x y

x
x y

yu xu xy x y u y e

yu xu xy x y u y e





    

    
 

 

 :( ح  مئأسك مسقياك ملا تةمييك6)

21
0, ,

2
t xu uu u   

 
   

 
 

 

 :( ح  مئأسك كوشا7)

 2 22 0,

exp on 1

x yxyu x y u

x
u x y

x y

  

 
   

 

 

 

 ( أوهة حلولا سلاعفدلا  مستفف ليك مستفسيك:8)

 1 0x y zxu yu zu   
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   2 22 0x y zx u y u z x y u    

       3 0x y zx y z u y z x u z x y u      

   2 24 0x y zyzu xzu xy x y u    

       2 2 2 2 2 25 0x y zx y z u y z y u z x y u      

 

x( ح  مساعفدسك مستفف ليك 9) yu xu y   مئرتخةمفا معلومرف  كوشرا

 مستفسيك:

       20, , 1, 2a u y y b u y y  

1(   ها أن 10)
xu e 2و

yu e  :ها حلول سلاعفدسك مستفف ليك 

 
2 2 0x yu u u   

xوس ا  ye e    سيئت حلاا سدذه مساعفدسك 
 

 مستفسيك: مئأسك كوشا ( ح 11)

   , 1 on 1x yy u u yu x y u x y       
 

1x( أوهررة مسئررطوح مست فمليررك سلاعفدسررك 12) yuu u   تحررت كرر  مررا

 مسش ور ملا تةمييك مستفسيك:

       1 ,0 , ,0 2 , ,0x s s y s s u s s   

       22 ,0 , ,0 2 , ,0x s s y s s u s s   

       
2

3 ,0 , ,0 , ,0
2

s
x s y s s u s s   

 لا ك  حفسك  ساسحسيف  مساايز ومر م م
 

0xسلاعفدسرك  (   ها أنره لا ،وهرة  رطح ت رفملا13) yyu xu    ار،

2 فساسحس   2 2,u y x y a    
 

 ( ح  كلاًّ ما مئفي  كوشا مستفسيك:14)
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  2 2 0, as ,x
x ya x u y u u e y    

  2 20, sin on 1,x yb yu xu u x x y     

  1 for 0 ,

2 on 3 ,

x yc xu yu x y

u x y x

    

 
 

   2 1 for 0,

2 on 1,

x yd xu x u y x

u y x

   

 
 

  2 2

2

2 for 0, 0,

on 1,

x ye xu yu x y x y

u x y

    

 
 

 

 ( أوهة مسئطح مست فملا سلائأسك:15)

 2 2 0, , 0x yu y u xyu xu u y x x       

 

 :( )أ( ح  مئأسك كوشا16)

 1, 0,x yu uu u y ay   

 ك لا )أ( تحت مسش ور)ب( أوهة مسح  سلاعفدس

     2 2,0 2 , ,0 , 0,x s s y s s u s s   
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 الثالث الفصل

 
 المعادلات التفاضلية الجزئية غير 

 الخطية ذات الرتبة الأولى
NONLINEAR FIRST ORDER PARTIAL 

DIFFERENTIAL EQUATIONS 
 

 الحلول العامة والمفردة 3-1
General solutions and Singular solutions 

سنعرض في هذا الباب المعادلات التفاضلية  الزئيةل  رةلر الة ةل  

الرتبلل  الىلللي  فللي الناللل  تنللالا تنتللال المعادللل  التفاضللية  تيللي ذات 

x,لتغةللر م لقللت يةم y   ف لل و ىلتغةللر تللاz و تكللاب  ا للم تللا  تيللي

 الصارة:

   , , , , 0 1F x y z p q  

p,دال  رةر خ ة   النقب  إلي Fحةث qو حةث,
z z

p q
x y

 
 
 

   

رأ نا في الباب الىل أب لثل هذه المعادل  التفاضية   مكم النصال 

a,تيةهلا تنللا حللذت نللا تةم اختةللار ةم b  فللي لعادللل  تعللرت تاييلل و فللي

 الق اح:   ارالتر مو لم

   , , , , 0 2x y z a b  

لاح ا؛ً أب العكس صنةحو أي إب كل لعادل  تيي الصارةبةم ىسن 1  لها

حل  ع ي  المعادل  2  

( تع للي تنللا كللل    لل 1المعادللل    , ,x y zلللم  و تيللي القلل ح

لزمات  الق اح 2 ل و تقةل الذي  مر  هلذه الن   , 0p q   لةم 
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p,التلااد qهلذه التللااد تعلرت الاتزللاه العملادي   , , 1n p q   تيللي

الق اح 2   

ليمعادلل  solution Complete ىهذه القل اح تعلرت النلل التلا  1  

  ى  ال كذلك النل الكالل

(؛ سلنرل أب لقللال  إ زللاد النللل 1 هلذا التفقللةر الهناسللي ليمعادللل  

( تتنللال إلللي إ زللاد لعادللل  القلل اح 1ليمعادللل   , , , , 0x y z a b  و

a,مدال  اختةار   تعتما تيي البارالتر  حةث b   

ىحةللث إب العمللادي تيللي الغللقت لمزماتلل  لللم القلل اح  كللاب 

تماد ا تيي كل لم هلذه القل اح فلاب الغلقت لمزماتل  القل اح 2 

 مثلل حلقً ليمعادلل  1 ى للذلك؛  قلت ة  أب  علرت حلق ليمعادللل   1  لا

الق احىلا  كاب ىاحااً لم  عتما تيي ناا ت اختةار  و  2 هذا النلل  

 اً خاص ةس حقً لها حل لقت ل ى  ى Singular solutionالمفرد النل  قمي 

و فلي المعادلل ,ba  ةم خاصل  ليثلا تةم و نتج تم التعا ض 2   ى لنفس

ل تيي النل انص مكم الالمعادلات التفاضية  العاد    فيال ر    المتبع  

    ر  تةم لةتيفتةم -إب ى ا -المفرد 

a, نذت الثا تةم الطريقة الأولى: b  لم المعادلات الثقن:  

 , , , , 0, 0, 0x y z a b
a b

 


 
  

 
 

ى ذلك؛  نصل تيي تقة  , , 0x y z    تر, ,x y z  تقمي الممةئ

a,(و  أى  اختصار المنذىتأى لنذىت الثا تةم b  

إذا كلللاب الممةلللئ , , 0x y z   ن لللق المعادلللل  التفاضلللية  1؛ 

فةكاب ها رقت الق اح 2 أيو , , 0x y z  النل المفرد  تع ي 

 

p, نذت الطريقة الثانية: q  لم المعادلات الثقن: 

 , , , , 0, 0, 0
F F

F x y z p q
p q

 
  

 
 



 الزئية  رةر الة ة  ذات الرتب  الىليالمعادلات التفاضية   الفصل الثالث:
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 نصل تيي تقة  , , 0x y z   منذىتالتقمي الممةئ أى,p q   إذا

كلللاب هلللذا الممةلللئ  ن لللق المعادلللل  التفاضلللية  1 فةكلللاب هلللا رلللقت ؛

الق اح 2أي النل المفرد  و 

ليمعادل  General solution النل العا ألا  1ل تيةم ؛ فةمكم النصا

ليمعادلل  الكالللللم النلل  1و تنلالا تا لا دالل  فلي الثلا تةم,a b   فللاذا

كا ت ab    المعادل  فاب وتفاضلةا ي  لي دال  اختةار 2  تصبح تيي

 الصارة:

    , , , , 0 3x y z a a   

لم المعادلل  aلم حذت العا  نتج النل تنايذ  3  ىالمعادلل  التلي تنلتج

المعادللل تفاضللل   3 النقللب  إلللي a  و ىهللا لللذلك  مثللل الغللقت لعاييلل

الق اح 3 ذات البارالتر الااحاa   

 لتاضةح لا سبق  اتتبر المعادل :

   2 2 21 1 4z p q   

 فاب:

     
2 2 2 1 5x a y b z     

a,حل لم الناع الىل حل كالل(و حةث  عتما تيي  ارالتر م b   لإنبات

أب المعادلللل  5  حلللل ليمعادلللل 4  تبللل  خ لللاات تكلللا م المعلللادلات 

التفاضللية   نللذت الثاا لللت الاختةار لل    تفاضلللل المعادللل  5   النقلللب 

x,إلي y :زا أب  

 

 

2 2 0

2 2 0

x

y

x a zz

y b zz

  

  
 

 ىلنها:

       
22 2 22 2 1.x yzz zz z x a y b z        

a,لم  ه  نا ة و  نذت b  لم المعادل 5 : ى المعادلات التالة 

0, 0x a y b    
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هلللذه المعلللادلات تنلللتج للللم المعادلللل  5التفاضلللل  النقلللب  إللللي ,a b  

المعادلل  التعا ضو لم هذه المعلادلاتو فلي  5  2 نصلل تيلي 1z   

1zى التالي؛ فاب  لعايي  الكرات هي لعادل  الغقت 5  ىلم لعادل  

1zالغقت  :ىاضح أب 
0, 0x yz z  

1zىلم نم؛ فاب الغقت   ن ق المعادل  4:و حةث 

 2 2 2 21 0 0 1 1x yz z z z        

1zهذا  عني أب الغقت    حل للم النلاع الثلا ي  حلل ،لاذ(و ليمعادلل

 4   

ىلإ زاد حل تا  ليمعادل  4 و دتنا  عتبرو تيي سبةل المثالو تنالا

b a تنايذ؛ فاب المعادل   5 :تأخذ الصارة 

     
2 2 2 1 6x a y a z     

 التفاضل   aت تعتما تيي  ارالتر ىاحاهذه المعادل  تمثل تايي  لم كرا

في  6  النقب  إلي a :نصل تيي  

   2 2 0x a y a     

 ىلنها:

2

x y
a


 

 التعا ض في  6  تمaو  نصل تيي لعادل  الغقت لعايي  الكرات 6: 
2 2

2 1
2 2

x y x y
x y z

    
       

   
 

 ىهذه تكافئ المعادل :

   
2 22 2 7x y z   

ىاضح أ م  التفاضل في  7  النقب  إلي ,x y: 
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2 4 0

2 4 0

x

y

x y zz

x y zz

  

   
 

 ىلنها:

   4 2 , 4 2x yzz x y zz x y     

 ىالتر ة  ىالزم  2 ال قم  تيي 

     
22 2 24 2 4 4x yzz zz x y z     

  
 

 ىلنها  نصل تيي:

   
22 2

2 2 2

1

1 1

x yzz zz z

z p q

  

    

 

ىتيةللم؛ فللاب الغللقت  7   هللا حللل ليمعادللل 4 و ى قللمي النللل العللا 

b صارة خاص  تنا  a ) 

 
 مكم إ زاد حيال تال  لةتيف  ليمعادل  التفاضية  رةر الة ة و  :ملاحظة

 نةث لا  مكم إ زاد أحا هذه النيال لم آخر  اختةارات لا ليثاا ت 

a,الاختةار    bا النصال تيي حل تا ؛ فاب كلل حلل آخلر و ىتن-

 كلاب للم لزماتل  النيلال العالل  - ما فلي ذللك كلل حلل تلا  آخلر

الذي ى لا اه   ىالشاذة التي  مكم النصال تيةها لم هذا النل التا 

فمثقً ليمعادل   2 2 2 1 1z p q   :فاب 

    2 2 21 1y mx c m z     

 ا النل  مثل رقت لزمات  الق اححل تا   هذ

   
2 2 2 1x a y b z     

bتنالا  ض   ma c   
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 طريقة كوشي للمنحنيات المميزة 3-2
Cauchy's method of characteristics 

 سنارس الآب طر    لنل المعادل  التفاضية  الزئية  رةر الة ة :

 , , , , 0 1
z z

F x y z
x y

  
 

  
 

ذه ال ر  لل  تر لل  إلللي كا،لليو ىتعتمللا  صللارة أساسللة  تيللي أفكللار هلل

هناسللة   فالمقللتال الللذي  مللر  الن  لل  0 0 0, ,P x y z و  نةللث  كللاب

المتزللللللم العملللللللادي تيةلللللللم لاان لللللللاً الاتزلللللللاه المعلللللللرت  نقللللللل  

الاتزللللللللاه 0 0, , 1p q   و  تنللللللللاد  صللللللللارة ىحةللللللللاة  مزماتلللللللل

التلااد 0 0 0 0 0, , , ,x y z p q ى لالعكس؛ فلاب أ ل  لزماتل  تتكلاب لللم  

  لهلذا القلب ؛ 3خمق  أتااد ح ة ة  تعَُّرت لقتال فلي الفلراا الثقنلي

فللاب لزماتلل  التللااد , , , ,x y z p q تقللمي تنصللر لقللتال Plane

element ا ت التااد  فاذا ك3( لم الفراا  0 0 0 0 0, , , ,x y z p q  تن ق

 المعادل :

   , , , , 0 2F x y z p q  

  :فاب هذه التااد تقمي تنصر تكالل لهذه المعادل  تنا الن   

 0 0 0, ,P x y z  

إذا ألكم حل المعادل  2 :لينصال تيي التعبةر 

   , , , 3q G x y z p 

0تنللالا تكللاب التللااد  0 0, ,x y z نا تلل و ىتتغةللرp  فا نللا  نصللل تيللي

لزماتلل  تناصللر لقللتال   0 0 0 0 0 0, , , , , , ,x y z p G x y z p هللذه  

نصلل تيلي   p  ىكيملا تغةلرتpالمزمات  تعتملا تيلي  لارالتر ىاحلا

لزماتللللل  للللللم تناصلللللر لقلللللتالو كلللللل هلللللذه المقلللللتا ات تملللللر 

 الن    0 0 0, ,P x y z ىلهذا فاب هذه المقتا ات تغيف لةرىط رأسلم  

 قللمي المةللرىط -اللذي هكللذا  نشلأ-  لثلل هللذا المةللرىط Pتنلا الن  لل 
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و كمللا  الشللكل P لل ( تنللا الن 2ليمعادللل    (cone Elementary  الىلللي

 التالي 

 
 س ح لعادلتم هي: Sلم  ه  نا ة ؛ إذا

   , 4z g x y 

,ىإذا كا ت الاىال ,
x y

g g g  هي دىال لتصي  تيي لن  ل  لعةنلD  فلي

 نلاد  Sو فاب المقتال المماس تنلا كلل    ل  للم القل حxyالمقتال

 لزمات  تناصر المقتال:

        0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , , 5x yx y g x y g x y g x y 

 تنللللا الن  لللل  Sهللللذه المزماتلللل  تقللللمي تنصللللر الممللللاس ليقلللل ح

  0 0 0 0, , ,x y g x yاً أب:   ىهكذا؛  صبح ىاضن 

في الفراا  كاب س ناً تكاليةاً ليمعادلل  التفاضلية   Sالق ح (:1نظرية)

كاب تنصر المماس تنا كل      تيي  -ىإذا ف   -إذا( 1 الزئية  

  الق ح لماسا ليمةرىط الىلي ليمعادل 
ليمعادللل  الآب  ا للا القلل ح التكللاليي 2  فللي صللارة  ارالتر لل و

لننني لعرت  المعادلات  Cىذلك  تعةةم تايي  المنننةات الممةئة لم  إذا

 البارالتر  :
       , , 6x x t y y t z z t   

فاب هذا المننني     تيي الق ح  4 كاب إذا      ,z t g x t y t  

ى التللالي ؛  كللاب الممللاس      , ,x t y t z t     ليمنننللي تنللا الن  لل

      , ,x t y t z t تماد اً تيي الاتزاه , , 1p q  

           7z t p t x t q t y t    



 النظر   ىالت بةق -ل ال  في: المعادلات التفاضية  الزئية 

 90 

و حةللث أب الن للاطtىكللذلك لكللل      , ,x t y t z t تيللي القلل ح ت لل  

 (و فاب:2ليمعادل   التكاليي

            , , , , 0 8F x t y t z t p t q t  

لم  7  التفاضل  النقب  إلي p :نصل تيي  

     0 9
dq

x t y t
dp

   

ىلم  2  التفاضل  النقب  إلي p :نصل تيي  

 0 10
F F dq

p q dp

 
 

 
 

ىلم      7 , 9 ,   زا أب: 10

 11
p q p q

dydx dz
F F pF qF

 


 

ىهلللذا  عنللللي أب لركبلللات الممللللاسو     , ,x t y t z t  و ليمنننلللليC 

,تتناس  ل  ,p q p qF F pF qF يي الترتة   ى اختةار البارالترتt نةث  

       , , 12p q p qx t F y t F z t pF qF      

ىهكلللذا؛ فا لللم لإ زلللاد التمثةلللل البلللارالتري 6 و  تعلللةم تيةنلللا حقلللاب

   ,p t q t حةللث أب  p  دالللل  فللليtو لللل  أخلللذ المعلللادلات 12  فلللي

 الاتتبارو فاب:

      p q

p q

p p p p
p t x t y t F F

x y x y

p q
F F

x x

   
     

   

 
 

 

 

لب 
p z z q

y y x x y x

      
   

      
  

ىلم المعادل  2 التفاضل في x :نصل تيي  

0x x x

F F F
F p p q

z p q
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 ؛  زا أب:ى التالي 

     13x zp t F pF    

  المثل  مكم النصال تيي:

     14y zq t F qF    

 لما سبق؛ فاب المعادلات:

     

   
 

, ,
15

,

p q p q

x z y z

x t F y t F z t pF qF

p t F pF q t F qF

     

      
 

تقللمي المعللادلات الممةللئة ليمعادللل  2 نيهللا  نصللل تيللي التمثةلللل   

البلللارالتري 6   لعاييللل  القللل اح التكاليةللل 4 القللل اح التكاليةللل  و

ليمعادل  2  

ليمعادلللل  ىالآب؛  مكننلللا حلللل لقلللأل  كا،لللي 2 أي إ زلللاد حلللل :

المعادل  2 الذي  مر  المنننيالبارالتر  : و ذا المعادلات 

       , , 16x y z        

هذا النل الم ياب  مكم النصال تيةم  نل المعادلات الممةئة  15   ل

 الخذ في الاتتبار أب:

       0 0 0, , 17x y z        

,هي ةةم ا تااية  لكل لم ,x y zو ىال ةم الا تااية  المناظرة لكل للم,p q 

 تتعةم لم العقةات:

       0 0 0 0, , , , , 0p q F p q             

ىهكذا؛  كاب حل المعادلات  15 و تنت الشرىط الا تاايةل 17 و تيلي

 الصارة:

       , , , , , 18x X t y Y t z Z t     

t, نلذت البلارالتر مى  لللم المعلادلات 18   نصلل تيللي حلل لقللأل 

 كا،ي   2 , و تيي الصارة 16 , , 0x y z   

ليمعادل  هذه المعادل  تعرت الق ح التكاليي 2 الذي  مر  المننني  
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 أى ا النل ليمعادل : (:1مثال)

    2 21

2
z p q p x q y     

  xالذي  مر  منار

 ىاضح أب ال ةم الا تااية  هي: الحل:

0 0 0 0 0, 0, 0, 0, 2x y z p q      

 ىالمعادلات الممةئة هي:

,
dx dy

p q y q p x
dt dt

      

   

,

dz
p p q y q p q x

dt

dp dq
p q y p q x

dt dt

     

     

 

 لاحظ أب:

 

 

d dp dq dy
p q y p q y

dt dt dt dt

d
p q x p q x

dt

       

    

 

 ىتيةم؛ فاب:

1 2,t tp q x c e p q y c e      

1حةث  2,c c : ناا ت تتعةم لم الشرىط الا تااية 

0 0 0 0 0, 0, 0, 2 , 0x y p q t      

 لم ذلك؛  نتج أب:

, 2t tp q x e p q y e       

ىهكذا؛ فاب   2 1 , 1t tp e q e       

 ىلم نم: 
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2 ,t tdx dy
p q y e p q x e

dt dt

dz
p p q y q p q x

dt

        

     

 

   2 2

2 2 2

4 1 1

5 3

t t t t

t t

e e e e

e e

 

 

   

 
 

 ى التكالل  نصل تيي:

   

   2 2 2

2 1 , 1 ,

5
1 3 1

2

t t

t t

x e y e

z e e

 

 

   

   

 

 ىلنها  زا أب: 

2 1
,

1

t

t t

e x x y

ye e


 
 


 

,ىلم هذه المعادلات؛  قتنتج أب 2
2

t y x
e x y

y x



  


لم نم؛   ى

  نتج أب:

 
1

4 3
2

z y x y  

 

2 أى ا حل لعادل  إ كا ال (:2مثال) 2 2p q n  و الذي  ن ق الشلرط

 ,2 1z x x  و حةثn  نا ت  قمي لعالل الا كقار 

 رة: اض  المعادل  تيي الصا الحل:

  2 2 2, , , , 0F x y z p q p q n    

 ىالشرط المع ي تيي الصارة البارالتر  :
, 2 , 1x y z    

 فا نا  نصل تيي المعادلات الممةئة:
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22 , 2 , 2

0, 0.

x t p y t q z t n

p t q t

    

  
 

 ىالشرىط الا تااية :

0 0 0 0 0

2
, 2 , 1, ,

5 5

n n
x y z p q       

 ة ؛  نصل تيي: تكالل هذه المعادلات الممةئةو ىت بةق الشرىط الا تااي

22 2
, 2 , 1 2 , ,

5 5 5 5

n n n n
x t y t z n t p q          

ىلنها؛ فاب النل الم ياب ها 
2

1 2
5

n
z x y    

 المعادلات المتوافقة 3-3
Compatible equations 

   ال لمعادلتةم:

   , , , , 0 1F x y z p q  

   , , , , 0 2G x y z p q  

للأخلرل   نلم الآب أ هما لتااف تابو إذا كاب كلل حلل لإحلااهما هلا حلل 

 : بنث تم الشرىط التي  تن  ها تكاب المعادلتاب لتااف تةم  إذا كاب

 
 

 
,

: 0 3
,

p p

q q

F GF G
J

F Gp q


  


  

فلاب المعلادلات   1 , p,تكلاب ةا يل  لينللل فلي 2 q و للتكم النيلال تيللي

 الصارة:

     , , , , , 4p x y z q x y z   

ن  ليمعللادلاتالشللرط الللق   1 ,  لتكللاب لتااف لل ؛  كللافئ الشللرط  للأب 2

المعادلات 4 ةا ي  ليتكالل  هذا  عني أب تكاب لعادل   فافةم: 

0dx dy dz    

تكلاب  لل   فلافةم(و الباب الىلو  عيم أب لعاد1ةا ي  ليتكالل  لم  ظر    

 ةا ي  ليتكالل إذا ىإذا ف   تن ق الشرط:
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    0z z x y         

 هذه المتقاى   تكافئ المعادل : 

 5y z x z      

p,لم  ه  نا ة ؛ تنا التعا ض تم q لم المعادلات 4المعلادلات  فلي

   1 , x,و ىالتفاضل  النقب  إلي2 z :نصل تيي  

0, 0

0, 0

x p x q x z p z q z

x p x q x z p z q z

F F F F F F

G G G G G G

   

   

     

     
 

 ىلم هذه المعادلات؛  قتنتج أب:

   

   

0

0

x z p x z q x z

x z p x z q x z

F F F F

G G G G

    

    

     

     
 

و نللم pFو ىضلرب المعادللل  الثا ةلل  فلليpG ضلرب المعادللل  الىلللي فللي

 ال رح  نتج أب:

  1

x z

p x p x p z p z
q p q p

G F F G G F F G
G F F G

 





   


 

  مكم ىض  هذه النتةز  تيي الصارة:

 
 

 
 

 
, ,1

6
, ,

x z

G F G F

J x p z p
  

   
   

   
 

لعرف   المعادل  Jحةث 3  

p,لللللرة نا ةللللل ؛  للللالتعا ض تلللللم q المعلللللادلات لللللم 4 فلللللي

المعادلات   1 , y,و ىالتفاضل  النقب  إلي2 z :مكننا النصال تيي  

 
 

 
 

 
, ,1

7
, ,

y z

G F G F

J y q z q
  

   
    

   
 

الآب؛  للالتعا ض لللم المعللادلات   6 , فللي المعادللل  7 5 ىحةللث إبو 

,p q   فاب ،رط أب تكاب المعادلاتو   1 ,  لتااف   ها: 2
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, , , ,

0 8
, , , ,

F G F G F G F G
p q

x p z p y q z q

   
   

   
 

 

  ةم أب المعادلات التالة  لتااف  : (:1مثال)

 , 2xp yq z xp yq xy   

 ترت: الحل:

 

   

, , , ,

, , , , 2

F x y z p q xp yq

G x y z p q z xp yq xy

 

  
 

  زا أب:

  
 

2,
2

,

x x

p p

F G p zp yF G
xy

F G x xzx p


  


 

 
 

 
0,

,

z z

p p

F G xp yqF G
x xp yq

F G x xzz p


    


 

 
 

2,
2

,

y y

q q

F G q zq xF G
xy

F G y yzy q

 
   


 

 
 

 
0,

,

z z

q q

F G xp yqF G
y xp yq

F G y yzz q


   


 

 ىلنها  زا أب:
 
 

 
 

 
 

 
 

   

  

, , , ,

, , , ,

2 2

0

F G F G F G F G
p q

x p z p y q z q

xy xp xp yq xy yq xp yq

xp yq yq xp

   
  

   

     

   

 

 ىهذا  بةم أب المعادلتةم لتااف تاب 

 

 طريقة شاربت 3-4
Charpit's method 

النتايج القا     في هذه ال ر   و فلاب تعتما هذه ال ر    كثةراً تيي 

 لإ زاد حل لعادل  تفاضية   ئية  رةر خ ة  تيي  نا: فكرة ،ار ت
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   , , , , 0 1F x y z p q  

 تباأ  تعةةم لعادل  نا ة :

   , , , , 2G x y z p q a 

 (و ىالنصال تيي الاىال 1( ى 2 نةث  مكم حل المعادلتةم  

     , , , , , , , 3p p x y z a q q x y z a  

 :ى لم نم؛  كاب لعادل   فافةم
     , , , , , , 4dz p x y z a dx q x y z a dy  

ى نل لعادل   فافةم 4 ليمعادل   نصل تيي النل الكالل 1 و للةكم هلذا

 النل تيي الصارة:

   , , , , 0 5x y z a b   

a,حةث b  نا تاب اختةار اب 

و أي لإ زاد المعادل Gلتعةةم الاال  2  قتةا  الشرط الضرىري 

ىالكافي لكي تكاب المعادل  4   ةا ي  ليتكالل 

فلللاذا   , , , , , ,n p x y z a i q x y z a j k   ؛ فلللاب المعادلللل 4 

0n-ىف   إذا-تكاب ةا ي  لينل إذا  n   هذا الشلرط  مكلم ىضلعم  

 تيي الصارة: 

 0 6
q p p q

p q
z z y x

   
   

   
 

,المشت ات الزئية   , ,
p p q q

y z x z

   

   
 مكلم حقلا ها للم المعلادلات  3 أى  

لم المعادلات    2 ,  كما  يي  1

 التفاضلو في طرفي المعادلات   2 , zyxو  النقب  إلي1  نصلل  ,,

 تيي: 
 
 
 
 

 
 
 
 

, ,

, ,
,

, ,

, ,

D F G D F G

D p x D y qq p

D F G D F Gx y

D p q D p q
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, ,

, ,
,

, ,

, ,

D F G D F G

D z q D p zp q

D F G D F Gz z

D p q D p q

 
   

 
 

المعادل  التعا ض تم هذه ال ةم في  6  :نتج أب  

   

    0

z p p z z q q z

x p p x y q q y

p F G F G q F G F G

F G F G F G F G

  

    
 

ىهلذا هلا الشلرطو اللذي  زعلل المعلادلتةم   2 , لتلااف تةم  هلذا الشلرط 1

 :ىلشت اتها Gالة ة  في  مكم ىضعم تيي صارة لعادل  لا را ج

      0p x q y p q z x z p y z qF G F G pF qF G F pF G F qF G        

ىكملا درسلنا فلي البللاب الثلا ي؛ فلاب حلل هللذه المعادلل   تعلةم للم حيللال 

 لزمات  المعادلات الممةئة: 

 7
p q p q x z y Z

dx dy dz dp dq

F F pF qF F pF F qF
     

  
 

ىهكذا؛ فا م  مكم اختةار , , , ,G x y z p q a حل ليمعلادلات 7  نةلث 

 

 

,
0

,

D F G

D p q
  

 دتنا  عرض المثال التالي: لتاضةح طر    ،ار ت

 

2ليمعادل   أى ا النل الكالل(: 1مثال) 0yzp q   

 اض   الحل:  2, , , ,F x y z p q yzp q  ى كلاب لزماتل  المعلادلات  

 المقاتاة: 

2 3 2 22 1 2

dx dy dz dp dq

pyz p zy q yp zp yp q
     
  

 

2ث إبىحةل 0yzp q  و ىللم تقلاىي النقلبتةم الثالثل  ىالرا عل   نصلل

 تيي:
dz dp

z p
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zpى التكالل؛  نصل تيي a فرض أب   G pz :و  زا أب 

 

 

,
0

,

D F G

D p q
 

2 مالآب؛  نل المعادلتة 0,yzp q zp a   في,p q :نصل تيي  
2

,
a a y

p q
z z

  

ى التالي؛ فاب
2a a y

dz dx dy
z z

  ىلم ذلك  التكالل  نصل تيي النل  

 : الكالل
2 2 21

2
z ax a y b   

a,حةث b نا تاب اختةار اب  

 

 لكل لم المعادلات التفاضية  التالة : أى ا النل الكالل(: 2) مثال

 2 2 2(1) (2) 0p xzq zp y p q    

 (  اض :1 الحل: 

 8 )     2, , , , : 0F x y z p q p xzq    

  نصل تيي:
2 2, 0, , 1, 2x y z p qF zq F F xq F F xzq        

  تكا م المعادلات المقاتاة: 

2 2 2 31 2 2

dx dy dz dp dq

xzq p xzq zq xpq xq
     
    

 

pxzqىحةث إب  2  :فاب 

 2 2 31 2

dx dy dz dp dq

xzq xzq q xp z xq
   
  

 

dz؛  زللا أبىالخةللرة الثالثلل لللم النقللبتةم  dq

z q
  ى التكالللل  نللتج أب  

a
q

z
حةث  a نا ت اختةاري  الآب  فرض أب: 
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 9 )    , , , , , : 0
a

G x y z p q a q
z

   

 (  تضح أب: 9( ى 8لم  
 

 

1 2,
1 0

0 1,

xzqF G

p q


  


 

ىأب
2

,
a a x

q p
z z

 :ى ذلك  كاب   

2a x a
dz dx dy

z z
  

 الم ياب ها: و ىالتكالل  نتج أب النل الكاللz الضرب في
2 2 2 2z a x ay b   

 نا تاب اختةار اب   ,baحةث

 
 أى ا حقً كالقً آخرَ لهذه المعادل   تمرين:

 (  اض :2 

 10)      2 2, , , , 0F x y z p q zp y p q    

 لنها  زا أب: 
  2 2 20, 2 , , 2 ,x y z p qF F y p q F p F zp y F y        

 ىلم نم؛  كاب المعادلات المقاتاة: 

   2 2 3 22 22 22

dx dy dz dp dq

zp y y p y q p qpp zp y qy
     

    
 

  تصللبح تيللي الصللارة( فللاب النقللب  الثالثلل10ىلللم  
2

dz

zp
  ى التللالي لللم 

dzالنقللللبتةم الثالثلللل  ىالرا علللل ؛  زللللا أب dp

z p
  ى التكالللللل  نصللللل  

تيي
a

p
z

 حةثa   نا ت اختةاري 

  اض :

 11)    , , , , , : 0
a

G x y z p q a p
z

   

 ( تيي:11( ى 10  نصل لم 
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2 2

2
, 2

0
, 1 0

F G zp y y
y

p q

  
  


 

ىأب 
2

, 1
a a a

p q
z z y

 
   

 
   ى ذلك؛ فاب: 

2
1

a a a
dz dx dy

z z y

 
   

 
 

 الم ياب:  و ىالتكالل  نصل تيي النل الكاللz ضرب ال رفةم في

2 a
z ax a y b

y

 
    

 
 

 نا تاب اختةار اب  ,baحةث

 

 تمارين 3-5

لكلل لللم المعللادلات  –إب ى للا  –ىالنلل المفللرد ( أى لا النللل الكالللل1 

 التفاضية  التالة : 
2 2(2) 4p q    2(1) 3 2q q p   
6 2 2 3(4) 2 3 0q p q p   (3) sin 0q p  

(6) pq xy 2 2(5) 3 0p x y q    
2(8) q xyp (7) 2 logpy yx q  

  

  

  

  

( حلل المعلادلات التفاضلية  التالةل و لقلتةالاً التعلا ض المنلاظر لكللل 2 

 حال : 
2 2 2 1 2(1) , ln , ln , 2x p y q z t x y z      

4 2 2 2 1 1
(2) 2 , , , lnx p y zq z t z

x y
      

1 1 1
2(3) , , ,

1 1 1

m n a
m n a x y z

pq x y z t
m n a

 
  

   
  

 

2 2 2 2(4) 2 2 4 , ,pq px y qxy xyz u x v y      
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pq( أى ا المعادلات الممةلئة ليمعادلل 3  zو ىحلاد القل ح التكلاليي 

x,20الذي  مر  ال    المكافئ y z   

( أى ا المعادلات الممةئة ليمعادل 4   21 q z px  و ىحلاد القل ح

,20الذي  مر  ال    المكافئ التكاليي 2y x z   

2( حللاد المنننةلللات الممةللئة ليمعادلللل 5  2z p q  و ىأى للا القللل ح

,20الذي  مر  ال    المكافئ التكاليي 4 0y z x    

( ليمعادل  التفاضية 6  2 2p q y qz اللذي  و أى ا الق ح التكاليي

2 مر  ال    الئايا 20, 2 0x z y    

2ليمعادل   ( أى ا حقً 7  2 4p q   :الذي  ن ق الشرط الا تاايي 

  2,1 2 1z x x   

xp,2(  للةم أب المعللادلتةم8  yq x x p q xz     لتااف تللابو نللم

 أى ا حيهما 

z(  لةم أب المعادلل 9  xp yq   تكلاب لتااف ل  لل  كلل لعادلل  تيلي

 الصارة: 

 , , , , 0F x y z p q  

,دال  لتزا ق  في المتغةلرات Fتكاب فةها ,x y z ًأى لا حلقً تاللا  

 ليمعادلتةم:

   2 2, 2z xp yq xy p q z yp xq     
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(  لللللةم أب المعلللللادلتةم10    , , , 0, , , , 0F x y p q G x y p q  ؛

لتااف تللللاب إذا  
 

 
 

, ,
0

, ,

F G F G

x p y q

 
 

 
  نللللم  للللةم أب المعللللادلتةم 

   , , ,p P x y q Q x y  لتااف تاب إذا
P Q

y x

 


 
  

 لكل لم المعادلات التالة : أى ا النل التا  (11 

   

 
     

22 2

2 2 2

2

1) 2)

3) 4) 3 2

5) 2 6) 2

p q y qz p z qy

z pqxy xp yq z x q

z xp yq yp y zq q xpyq

   

   

    

 

2xpليمعادللل  ( أى لا القلل ح التكللاليي12  yq z   و الللذي  مللر الةلل

,1المقت ةم 0y x z    

ليمعادللللل  ( أنبلللت أب القلللل ح التكلللاليي13    21 2z q xp yq   و

x,1ىالذي  مر  الة  المقت ةم y hz k   : عرت  المعادل  

    
2 21 1y kx z h x    
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 الرابعالفصل 
 

 

 المعادلات التفاضلية الجزئية 
 الثانية من الرتبة

SECOND ORDER PARTIAL  

DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 

؛  لمعذالات   لففالذة ا  لئية ذا ا    لةف ذا  لفصذ نناقش في هذا  
 لئية ذذا  ( نقذذلات فصذن ل  لمعذذالات   لففالذة ا1.4) لفصذ   لثان ذا  فذذي 

 لخط ذذا ا    لةف ذذا  لثان ذذات س ذذل فقدذذت  لمعذذالات   لففالذذة ا  لئية ذذا 
 لخط ذذا ا    لةف ذذا  لثان ذذا ثلذذن ثعثذذا ةنذذ: ا ةة دذذا هذذي   لمعذذالات  

( 2.4)   :في  لفص  لمعالات   لناقص ات :ت : لمعالات   لمكافةا لي ةلا ا
( نقذلات 3.4) نلاةس  لص:ة  لق اد ا لهاه  لأن: ا  لةة د ا  :فذي  لفصذ 

طةق س   لمعالات   لخط ا ا    لمعامع   لثا فات :نعمت هاه  لطذةق 
 لمعالات  خط ا من ةفب ةعةن من  لةف ا  لثان ا    نما نخصص  لفص 

معذامع   لمفي ذة   فذي ( للاة دا  عذ   لمعذالات   لخط ذا ا    ل4.4)
 ( نقلات علالا ً من  لفماة ن عةن مسف: ا   ل اب 5.4)  لفص 

 تصنيف معادلات الرتبة الثانية الخطية 4-1
Classification of the linear second equations 

ةمعالالا  لففالة ا  لئية ا  لخط ا من  لةف ا  لثان ا لعاما  لص:ة   ل
1 :عذلالا مذن  لمفي ذة    لمدذفقةا، u في مفي ة فا ع : سلا 2, ,..., nx x x 

  هي
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, 1 1

1
i j i

n n

ij x x i x

i j i

A u B u Fu G
 

    

,س ذذل  , ,ij iA B F G  لا:   سق ق ذذا معةفذذا عةذذن منطقذذا ئية ذذا مذذن

 لفة غ  1 2, ,..., nx x x  ففة  ةن  لمعامع   , , ,ij iA B F G لا : للا 

u  2هي ن:اCمذنعةن  لمنطقذا  تn  لذال    لمعةفذا عة هذا  لمعالالذا
ij نعف ة ةن jiA Aلأن ؛(

i j j ix x x xu u ) 

ن:ا نها ث f قا  للا لا معسظا  0 , kk C Dثا  كانذ   تf   كذ:

ئم عهذذا لا:   مفصذذةا عةذذن  ؛kمشذذفقافها  لففالذذة ا سفذذن ةف ذذا 
  Dنطاق ل
فذي مفي ذة دنعف ة معالالذا معالات   لةف ا  لثان ا فصن ل مناقشا ل

x,في ذة ن مدذفقة نفا ع : سذلا :م yفذي هذاه  لسالذا فذلن  لمعالالذا   1 

 فص ح عةن  لص:ة  
 2xx xy yy x yAu Bu Cu Du Eu Fu G      

, لمعامع  ,...,A B G  ًفقذط فذي  فك:ن لا: ت,x y    :لذلا , ,A B C ت 

 ففعشن مفي مناً 
فكة  فصن ل  لمعالالالف:ل ح  2 ده:لا ةكثةت لاعنا نعف ة  لمعالالذا  ت

2 لم:ئ ا في  علا : سلا
tt xxu a u فلنه لأي لا لا  F 2من  لن:اC  نئلا

 ةن 

   2 , ,tt xxF F x t F F x t         

):ها   عنذي ةن  )u F x t   2سذعً لةمعالالذا  لم:ئ ذا
tt xxu a u   ثا- 

2-:فقذذذط ثا  2 0a  ت ةيa   سةذذذ:  هذذذاه   فلذذذح ةن ؛  مذذذن هذذذا

2 لئ ة ذذا سةذذ:   لمعالالذا فعفمذذلا عةذن لمعالالذا  2 0a  لفذي فدذذمن  ت 
  المعالالا  لمداعلا  

   لآن ثا   عف ةنا  لمعالالا  لففالة ا  لئية ا 
0xx xy yyAu Bu Cu   
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)فذذلن  )u F x y   فسقذذق  -:فقذذط ثا -ثا    كذذ:ن سذذعً لهذذاه  لمعالالذذا

   لشةط
2 2 0A B C     

, :هاه معالالا ئ ة ا من  للاةئا  لثان ا في  ي ةلا اً فمث  هنلاد اً قطع ً  

2 -:فقذذذط ثا  -ثا   4 0B AC  فقذذذط ثا -ثا   اً ناقصذذذ اً :فمثذذذ  قطعذذذ:- 
2 4 0B AC   2 -:فقط ثا -ثا   اً كافة اً :فمث  قطع 4 0B AC  س ل  

  لقطع  لفة  عي(معالالا لاةئا  لثان ا )فصن ل  لمعالالا  لئ ة ا من  لثن 
  عفملا عةن معامع  سلا:لا  للاةئا  لثان ا فقط  

:هكذذا ؛ فذذلن فصذذن ل  لمعالالذذا  لففالذذة ا 2  ذذيفي مذذن فصذذن ل 

  لمعالالا  لفة  ع ا  لئ ة ا
2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F      

ثا   اًتت ة: ناقص  اً ت مكافة ً   ي ةلااً مخة:ط  اً هاه  لمعالالا فمث  هنلاد ا قطع

2كذذذان  لمقذذذلا ة ) لمم ذذذي( 4B AC عةذذذن  اً ت ة: دذذذال    ت صذذذفةاً م:ئ ذذذ
  لفةف ب 

: الفذذالي؛ فذذلن  لمعالالذذا 2 فكذذ:ن ي ةلا ذذا(hyperbolic)ت مكافةذذا 

(parabolic) (ة: ناقص اellipticعنلا  لنقطا ) 0 0,x y  لمقلا ةثا  كان   

     2
0 0 0 0 0 0, 4 , ,B x y A x y C x y 

لك  نقاط منطقا ما ال  سقق فعةن  لفةف ب  :ثا   اً ت ة: دال  ً ت صفةاً م:ئ 

فلن  لمعالالا فك:ن ي ةلا ات مكافةات ة: ناقص ا عةن هاه  2في  لمدف:ى
  لمنطقا 

 لففالة ا  لئية ا  لفال ا سلالا ن:ا ك  من  لمعالات    ( 1) مثا 
1) 3 2 5 0xx xy yy yu u u xu    

2) 0xx yyu yu  

3) 2 0

4) 2 0

xx xy yy x

xy y x

u yu xu u u

xyu xu yu

    

  
 

3  لمعالالا (1  لس   2 5 0xx xy yy yu u u xu    لأن  ؛ناقص ا 

2 4 56 0B AC    
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0xx( لةمعالالا2 yyu y u :ةن يت نئلا مت :فدمن معالالا فةك  

2 4 4B AC y   

0yثا  :لذذا  فهذذي ناقصذذا 0ت مكافةذذا عنذذلاماy  عةذذن مسذذذ:ة(x ت)

0y:ي ةلا ا عنلاما     

2( لةمعالالا 3 0xx xy yy xu yu xu u u    نئلا ةن  ؛ 

 2 24 4B AC y x   

2yفهي ناقصا عةن  لمنطقا ؛:عة ه x من  لمدف:ىxy ت فك:ن مكافةا

2yعةن  لقطع  لمكافئ x2ت :فك:ن ي ةلا ا عةن  لمنطقاy x   

2 ( لةمعالالذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذا4 0xy y xxyu xu yu  فذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذلن ؛ 
2 2 24 4 0B AC x y   الفالي؛ فلنها ي ةلا ذا لكذ ت :,x yمذا عذلا   ت

0yعنلاما  0ة: تx  ال  عةن  لمسا:ة  لأداد ا  تفك:ن مكافةا:

0, 0x y   

ا  لففالذذة ا  لئية ذا  لخط ذذا ا   فذلن  لمعالالذ ؛فذي  لسالذا  لعامذذا
من  لمفي ة    لمدفقةا فك:ن عةن  لص:ة   n لةف ا  لثان ا في  1  

, 1 1
i j i

n n

ij x x i x

i j i

A u B u Fu G
 

    

:س ذذل ثن
j i i jx x x xu uفذذلن  لئذذيس  لأدادذذي لةمعالالذذا ت 1 مئمذذ:ا ت

  مكذن فةف  ذه  س ذلت  لسلا:لا  لفذي فسفذ:ي عةذن مشذفقا   لةف ذا  لثان ذا

ij jiA A   ال ؛ فكذ:ن مصذف:فا  لمعذامع : ijM A  مفماثةذا مذن

n لن:ا  nمن ثت  ك:ن لها علالا ت:n ف ذا  لسق ق ذا  لق مذا  مذن  لقذ ت  لا
 فذي  تnكث ذة   لسذلا:لا مذن لاةئذال  ً هاه  لق ت  لا ف ا فك:ن هي ةصفاة

) لمعةفذا  ذلالص يا ) det( )P M I     س ذلI  مصذف:فا  ل:سذلا  مذن

n لن:ا  n فة  ةن   p ته: علالا  لق ت  لا ف ا  لم:ئ ا :z  علالا  لق ت

 فلن   A لا ف ا  لصفة ا لةمصف:فا 

 لمعالالذذذذذذا • 1  0ثا  تفكذذذذذذ:ن معالالذذذذذذا ي ةلا ذذذذذذا, 1z p n  ة: ت 

0, 1z p  
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 لمعالالا • 1  0ثا   تفك:ن مكافةاz  ةي(det 0M ) 

 لمعالالا • 1 0ثا   تناقص ا  فك:ن,z p n  :0ة, 0z p  

معالالا قا  ثن  ل • 1 0ثا  تف:ق ي ةلا ا, 1 1z p n    

فذلن نذ:ا  لمعالالذا ا؛غ ذة ثا فذ ijA:ثا  كان   عذ   لمعذامع  1 

  في ة  في  ة  لم:لع 
 

 ل ا  سلالا ن:ا ك  من  لمعالات   لففالة ا  لئية ا  لفا ( 2مثا )

1 1 2 2 2 3 3 3
1) 3 4 4 0

2) 5 2 0

x x x x x x x x

xx xy yx yy yz zz

u u u u

u u u u u u

   

     
 

 لعذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذالا  صذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ اغا ( 1  لسذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ  

لمعالالا 
1 1 2 2 2 3 3 3

3 4 4 0x x x x x x x xu u u u      عةن  لص:ة 

1 1 2 2 2 3 3 2 3 3
3 2 2 4 0x x x x x x x x x xu u u u u     

 نئلا ةن 
3 0 0

0 1 2

0 2 4

M

 
 

  
 
 

 

det : لح ةن 0M الفالي فالمعالالا مكافةا ت :  

xy,س ل ثن( 2 yx yz zyu u u u   ت فلنه  مكن :لع  لمعالالا  لمعطا

 عةن  لص:ة  
3 3 0xx xy yx yy yz zy zzu u u u u u u       

 نع لا كفا ا  لمعالالا عةن  لص:ة   :من ثت؛ 

1 1 1 2 2 1 2 2 2 3 3 2 3 3
3 3 0x x x x x x x x x x x x x xu u u u u u u       

1س ذذل 2 3, ,x x x y x z     الفذذالي؛ فذذلن مصذذف:فا  لمعذذامع :

 لةئيس  لأدادي لها   لمعالالا هي 
1 3 0

3 1 1

0 1 1

M
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: الفالي؛    2det 1 2 9M I       فلن  لق ت  ؛  :من ثت

,1هذي Mلةمصف:فا  لا ف ا 1 100ت ةي ثن, 2z p  هذا   عنذي:  

 ةن  لمعالالا ي ةلا ا 
 
 

 الرتبة الثانية الصور القياسية لمعادلات 4-2
Canonical forms of second order equations 

 مكن فس:    لمعالالا 2 ادذف لا    لمفي ذة    ثلن ص:ة  ق اد ا 

   لمدفقةا  :لال  نسفاج ثلن فس:   مث 

     , , , 3t t x y x y   

t,س ل   :2ن:ا من    لاC  فسقق  لشةط 

 
 

,
0

,

x y

x y

t tt

x y



 


 


 

x,ها   لشةط  عنذي ةن y  2لا:   نذ:اC  فذي,t  الفذالي؛ ندذفط ع :  

x,سداب  لمشفقا   الند ا ثلن yلاتلا  لمشفقا   الند ا ثلن ت ,t  ت كما

    ةي
 ,x t x x y t y yu u t u u u t u      

2 2

2 2

2

2

xx tt x t x x x t xx xx

xy tt x y t x y y x x y t xy xy

yy tt y t y y y t yy yy

u u t u t u u t u

u u t t u t t u u t u

u u t u t u u t u

  

  

  

  

    

  

    

       

    

 

: الفع:   عن هاه  لمشفقا  في  لمعالالا  2  نسص  عةن  لمعالالا 

 * * * * * * * 4tt t tA u B u C u D u E u F u G        

  س ل

 * 2 2
x x y yA At Bt t C t   

 * 2 2x x x y y x y yB At B t t C t       



  لنظة ا : لفط  ق -مقلاما في   لمعالات   لففالة ا  لئية ا

 110 

 * 2 2
x x y yC A B C      

 *
xx xy yy x yD At Bt Ct Dt E t     

*

* *,

xx xy yy x yE A B C D E

F F G G

        

 
 

: مكذذذن ثث ذذذا  ةن    
2*2 * * 24 4x y y xB A C t t B AC     ت

   ةي

   *2 * * 2 24 4 5B A C J B AC   

س ل 
 
 

,

,
x y y x

t
J t t

x y


 


  


  

 لمفدا: ا 5 2فعني ةن  لمقذلا ة ن 4B AC  لمم ذي لةمعالالذا ( 2 )

:*2 * *4B A C  لمم ي لةمعالالا  لمس:لا ( 4 هانفدذ ( لهمذا  ششذاة  

فلن  لمعالالا ؛:من ثت 4 لص:ة  لةمعالالا هي من نفس ن:ا  2   فس

(   لمعالالا 3 لفس:   ) 4  فدمن  لص:ة   لق اد ا لةمعالالا 2  

*نظة  لةفناظة   ن  لفع  ة ن *,A C   فلنه  مكننذا  لسصذ:  عةذن صذ:ة

 ا  :ال   ادفخلا ت فس:   منادب د طا لةمعالالا  لق اد ,t   ئع   
* *0, 0A C  

   سقق  لشة:ط ةي ثن ها   لفس:  
2 2 2 20, 0x x y y x x y yAt Bt t C t A B C         

  هافان  لمعالالفان هما ص:ةفان لةمعالالا

 2 2 0 6x x y yA B C      

2 القدما عةن 
y  0لسالا عنلامات فيy 2فلننا نقدت عةن ت

x  ت نسص

 عةن 

 

2

0 7x x

y y

A B C
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عةن  لمنسنن  لفكذامةي ؛من ئها ثان ا , const.x y  لةمعالالذا 7 

0dنئلا ةن     0:لالx ydx dy    :عن   :منها  الفع   

x

y

dy

dx




  

 لمعالالا في 7  نسص  عةن 

 
2

0 8
dy dy

A B C
dx dx

   
     

   
 

dy س  هاه  لمعالالا في  dx  نسص  عةن 

(9 )

2 24 4
,

2 2

B B AC B B AC
dy dy

dx A dx A

      
        

فدمن  المعالات   لمم ي   لفكن سة:  هاه  تعالا اهاه معالات  ففالة ا 
 ( عةن  لص:ة  9)  لمعالات 

   1 1 2 2, , ,x y c x y c   

1س ل  2,c c  ث:     خف اة ا  :هكا  فلن 

(10)                    1 2, , ,t x y x y    

فس:    خفي   لمعالالذا 2  كذ:ن لذلا نا  لسذات  صذ:ة  ق ادذ اثلذن :  

  لفال ا 
 
 (  لص:ة   لق اد ا لةمعالات   لي ةلا ا1)

The canonical form of hyperbolic equations 

عنذذلاما فكذذ:ن  لمعالالذذا 2 2فذذلن  ؛ي ةلا ذذا 4 0B AC  فذذلن ت

 لمعالات   لمم ي  9من ثت نسص  عةن  تسق ق ا مخفةفا اً عةل ق مف   ؛:

t,مفي ة ن مدفقة ن  فص ح  لص:ة   لق اد ا لةمعالالا ت: 2  هي 

   * * * *
1*

1
, , , 11tu H D E F G

B
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س ذذل ثن * * * *
1 , , ,H D E F G ( 4 ق ذذا سذذلا:لا  لمعالالذذا  ) قذذن فقذذط  

* ثث ا  ةن 0B   س ل ثن:  

 * 2 2

2 2

x x x y y x y y

x x x x
y y

y y y y

B At B t t C t

t t
t A B C

t t

   

 


 

   

      
            

      

 

x,:س ل ثن  x

y y

t

t




سة:   لمعالالا  70ت  فة  ةنA  ت فلن 

,x x x x

y y y y

t B t C

t A t A

 

 

  
       

  

 

 فلن  ؛:عة ه
2 2

* 4
2 2 0y y y y

C B AC B
B t A C t

A A A
 

  
     

 
 

 لمعالالا 11 فدمن  لص:ة   لق اد ا  لأ:لن لةمعالالا  لي ةلا ا 2   

t, :لذذذع t       فذذذذلن  لمعالالذذذا؛ 11  فصذذذذ ح عةذذذذن

  لص:ة  

   2 , , , , 12u u H u u u      

   لق اد ا  لثان ا لةمعالالا  لي ةلا ا:هاه  لمعالالا فدمن  لص:ة 2  

 
   خفي   لمعالالا  لفال ا ثلن ص:ة  ق اد ا ( 3مثا  )

2 2 0xx yyy u x u  

2للا نا   لس   2, 0,A y B C x   الفالي :    

 2 2 2 2 24 0 4 4 0B AC y x x y      

0xلاما  لمفدذا: ا فسذذلال عنذذ   عةذن مسذذ:ة(y)0ة: عنذذلاما  تy  

(  ةي ثن  لمعالالا  لمعطا  هي ي ةلا ذا لكذ x)عةن مس:ة  ,x y  فذي
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 ما علا  عنلا  لنقاط ت2 ,x y عنذلا هذاه  ت لفي فقع عةذن  لمسذ:ة ن:

 لنقذذاط فكذذ:ن  لمعالالذذا مكافةذذا   لمعذذالات   لففالذذة ا  لمم ذذي  9 فيخذذا

  لص:ة  
2 2

2

0 4

2

x ydy x

dx yy


   

 :هي   الفكام  نسص  عةن  لمنسن ا   لمم ي 
2 2 2 2

1 2,y x c y x c    

1س ل  2,c c  ثا فان  خف اة ان 

2  المعالات  (3ثا  عةفنا  لفس:   ) 2 2 2,t y x x y     نئذلا

 ةن 
 2 2 , 2 2x t y tu xu xu u yu yu      

 

 
2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 4 4 4 4

xx t tt t

t

t tt t t

u u x xu xu

u x xu xu

u u x u x u x u x u



  

   

      

     

      

 

 

 

 
2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 4 4 8

yy t tt t

t

t tt t

u u y yu yu

u y yu yu

u u y u y u y u



  

  

  

  

    

 

yy, الفع:   عن  xxu u  نسص  عةن  تفي  لمعالالا  لمعطا 

2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 8 2 2

4 4 8 2 2 0

tt t t

tt t t

y x u x u x u u u

x y u y u y u u u

  

  

     

       

 

 
  :منها فنفج  لمعالالا

   2 2 2 2 2 216 2 2 0t tx y u x y u x y u       

2:س ل ثن  2 2 2,x y x y t      فلن 
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2 4 2 2 4 2 4 2 2 42 , 2t x x y y x x y y      

2: الفذذالي؛  2 2 24t x y   ذذال ؛ فصذذ ح  لمعالالذذا  لأخ ذذة  عةذذن :  

  لص:ة  

 2 24 2 2 0t tt u u tu       

 :هاه فكافئ  لمعالالا 

   
2 2

2 2 2 2
0; 0

2 2
t t

t
u u u t

t t
 




 
    

 
 

 :هاه هي  لص:ة   لق اد ا  لمطة: ا 
 

  لفال ا ثلي  لص:ة   لق اد ا  من  لمعالات   لي ةلا ا س:  كعا  ( 4) مثا 
... 0tu    

 2

1) 2 4 6 0

2) 0 0

xx xy yy x

xx yy

u u u u

u x yu y

   

  
 

 ( للا نا  لمعالالا  لففالة ا لةمنسن ا   لمم ي  عةن  لص:ة   1  لس  
2

2 4 6 0
dy dy

dx dx

   
     

   
 

3:منها  1 0
dy dy

dx dx

  
    

  
   

1فالمنسن ا   لمم ي  هي  ؛:عة ه 23 ,y x c y x c   1س ل ت 2,c c 

 ثا فان  خف اة ان 
3 :لع  ,t y x y x      نسص  عةن 

     

     

3 ,

3 3 3

9 6

2

x t y t

xx x t tx t

tt t

yy y t tty

tt t

u u u u u u

u u u u u u

u u u

u u u u u u

u u u

 

  

 

  

 

   

    

  

    

  

 



  لمعالات   لففالة ا  لئية ا من  لةف ا  لثان ا  لفص   لة  ع 

 115 

 
     3 3

3 2

xy x t ty t

tt t

u u u u u u

u u u

  

 

    

  
 

 : الفع:    هاه  لمشفقا  في  لمعالالا  لففالة ا نسص  عةن  
32 3 0u u u      

 فالص:ة   لق اد ا  لمطة: ا هي  ؛:عة ه
3 1

0
32 32

t tu u u    

  لسالا فك:ن عةن  لص:ة   (  لمعالالا  لمداعلا  في هاه 2
2

2 0 ; 0
dy

x y y
dx

 
   

 
 

نسص  عةن ؛:منها
dy

x y
dx

  (0y   ) 

 : الفالي؛ فالمنسن ا   لمم ي  هي  
2 2

2 24 , 4x y c x y c    

1س ل  2,c c   ث:     خف اة ا 

   ادفخلا ت  لفس:  

 2 24 , 4t x y x y       

 نسص  عةن  لص:ة   لق اد ا لةمعالالا  لمعطا ت :هي  

 
2 2 2 2

3 3
0t t

t t
u u u

t t
 

 

 

 
  

 
 

( ثلي  لص:ة  2) لاعنا نع:لا ثلي مديلا  خفي    لمعالالا  لففالة ا ؛ لآن
.... لق اد ا  لثان ا 0ttu u  لن لاة  اخفي   معالالا  لم:ئا     

0xx yyu u  

...( 11ثلن  لص:ة   لق اد ا ) 0tu      

0xxلمعالالا  لم:ئا yyu u    فلن  لمعالات   لففالة ا لةمنسن ا

1 لمم ي  هي
dy

dx
  هي     : الفالي؛ فلن  لمنسن ا   لمم ي 

1 2,y x C y x C    

 عاةةا  لخط:ط  لمدفق ما  لمفعاملا  : لفي فصنع مع  لمسا:ة  لأداد ا

,ox oy عة ه فلن آخا  لفس:  45ي:  ا:     
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,
2 2

y x y x
t 

 
  

معالالذا  لم:ئذا ثلذي (  خفي  45) عني فلا:ة  لمسا:ة  ي : ا مقلا ةها 
0tu لص:ة   لق اد ا    

   فلح ةنه ثا  كان  ؛مما د ق

   1 2, , ,x y c x y c   

 ( فلن  لفس:   2لةمعالالا  لففالة ا  لئية ا )  لمنسن ا   لمم ي 

       , , , ,
,

2 2

x y x y x y x y
t

   


 
  

(  لدذه:لا فذي 12( ثلذن  لصذ:ة   لق ادذ ا )2 خفي   لمعالالا  لي ةلا ذا )

 2سداب  لمشفقا  فس  ها   لفس:    مكن  تدفيناس عن  لقدما عةن

    لمثا   لفالي نعة لف:ل ح ال  
 

    خفي   لمعالالا  لي ةلا ا  لفال ا ثلي  لص:ة   لق اد ا  لثان ا ( 5) مثا 
2 4 6 0xx xy yy xu u u u    

لهذاه  لمعالالذا  ةة نا ةن  لمنسن ا   لمم ي  ت(4في  لمثا   لدا ق )  لس  

 هي  

1 23( x , y ) y x c , ( x , y ) y x c       

    لآن لنلع

       , , , , ,t x y x y x y x y        

  ةي 4 , 2t x y x   8ت : لح ةن 0x y y xt t     

 نسص  عةن  لص:ة   لق اد ا  لفال ا  ت ادفخلا ت ها   لفس:  
1 1

0
8 16

tt tu u u u     

 
 مكافةا ل  (  لص:ة   لق اد ا لةمعالات2)

The canonical form of parabolic equations 

2في هاه  لسالا فلن  4 0B AC   عنلاةا فلن مئم:عا  لمعالات  

 لمم ي   9ن فقط من معالالا : سلا  هي ففك: ت 
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2

dy B

dx A
 

لةمعالالا :لال  ف:ئلا عاةةا : سلا  من  لمنسن ا   لمم ي  2 ها   عني  

*ةن  0A ة: ت(* 0C   فلا  )* 0A   فلن 

 

* 2 2

2 2

2

2

0

x x y y

x x y y

x y

A At B t t Ct

At A C t t C t

A t C t

  

  

  

 

 
   الفالي:

 

  

* 2 2

2 2 2

2 0

x x x y y x y y

x x x y y x y y

x y x y

B At B t t C t

At A C t t C t

At C t A C

   

   

 

     

   

   

 

:هكا ؛ فلن  لمعالالا  لمس:لا 4   فيخا عةن  لص:ة 

 1 , , , ,tu H t u u u  

:هاه هي  لص:ة   لق اد ا لةمعالالا  لمكافةا 1  

*كانذذذذ  ثا   معسظذذذذا  0C 0فذذذذلن ؛x yA C  مذذذذن ثذذذذت  ت:
* 0B  هي  لص:ة   لق اد ا   :هكا ؛ فلن 

 , , , ,tt tu H t u u u 

 
   خفي   لمعالالا  لفال ا ثلن ص:ة  ق اد ا ( 6) مثا 

2 22 0xx xy yyx u xyu y u   

2 :لع  لس    2, 2 ,A x B xy C y    نئلا ةن 
2 2 2 2 24 4 4 0B AC x y x y    

مكافةا  : الفالي؛ فلنه ف:ئلا معالالا ففالة ا مم ذي    لمعطا ةي  لمعالالا 
  : سلا 
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2

2

2 2

dy B xy y

dx A xx
   

  نسص  عةن  لعاةةا من  لمنسن ا   لمم ي  ت: س  هاه  لمعالالا
y

c
x
 

   ثا    خف اةي cس ل

,عذذةل  لفس: ذذ 
y

t x
x

   عسذذظ ةنذذه فذذي سالذذا  لمعذذالات   

t,فك:ن ثسلاى  للا لف ن  لمكافةا  خف اة ات  شذةط 
 
 

,
0

,

t

x y





  عةذن 

x خف اةنا  د     لمثا   سقق ها   لشةط س ل   

 
 

2, 1 1
0

, 1 0

x x

y y

tt y x

tx y xx





 
   


 

 ادفخلا ت  لفس:   لدا ق  مكننا  لفع  ة عن  لمشفقا   لففالذة ا  الندذ ا 
x,ثلن كع من y  لاتلا  لمشفقا   الند ا ثلن ,t  ت فنئلا ةن 

,x t y txu tu u yu tu    

2 2 22 2xx t tt tx u tu t u t u u      
2 2 2,yy tt xy t tt ty u t u xyu tu t u t u      

  لمعالالا  نفجف ت الفع:   عن مشفقا   لةف ا  لثان ا في  لمعالالا  لمعطا 
2 0u  

0:س ذذذل ثن ت فسق قذذذا لةشذذذةط
 
 

,
0

,

t

x y





فلننذذذا نسصذذذ  عةذذذن  ؛

  لص:ة   لق اد ا هي 
0u  

  مكن  ده:لا فكام   لصذ:ة   لق ادذ ا  لدذا قا  الندذ ا ثلذن معسظا 

 لنسص  عةن 

 1u t  
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 نسص  عةن   ت: الفكام  مة  ثان ا

     1,u t t t    

, ذذالفع:   عذذن 
y

t x
x

 لةمعالالذذا  نسصذذ  عةذذن   لسذذ   لعذذات ت

   لمعطا 

 ,
y y

u x y x
x x

 
   

    
   

 

,س ل    2لا:    خف اة ا ن:اC  

 

   لفال ا ثلن ص:ة  ق اد ا  خفي  ك  من  لمعالات   لمكافةا ( 7) مثا 

2 2

1) 4 12 9 2 0

2) 2 0

xx xy yy x

x x y y
xx xy yy

u u u u u

e u e u e u

    

  
 

 (  لمعالالا  لففالة ا لةمنسن ا   لمم ي  هي  1  لس  
2

2

4 12 9 0

2 3 0

dy dy

dx dx

dy

dx

   
     

   

 
  

 

 

2فلن  ه؛:عة  3y x c  منسنن مم ي  س لc ا    خف اةيث  

,عذذذذذذذذذذذذذذذذذذذةل  لفس: ذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ  2 3t x y x   ت تسذذذذذذذذذذذذذذذذذذذظ

2ةن 0x y y xt t     

 : ادفخلا ت ها   لفس:   نسص  عةن   

 

* 2 2

* 2 2

: 4

: 0

x x y y

x x y y

A At Bt t C t

C A B C   

   

   
 

  * : 2 2 0x x x y y x y yB At B t t C t        

 * : 2xx xy yy x yD At B t C t D t E t       
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 * : 6xx xy yy x yE A B C D E          

 * : 1F F  
 ( 4: الفالي؛ فلن  لمعالالا  لمس:لا )

* * * * * * 0tt t tA u B u C u D u E u F u        

   فك:ن عةن  لص:ة   لق اد ا
 4 2 6 0tt tu u u u    

 (  لمعالالا  لففالة ا لةمنسن ا   لمم ي  هي 2
2

2 22 0x x y ydy dy
e e e

dx dx

   
     

   
 

 هاه  لمعالالا فكافئ  لمعالالا  لفال ا 
2

0x ydy
e e

dx

 
  

 
 

 هاه  لمعالالا فعةل عاةةا : سلا  في  اة مفة : سلا من  لمنسن ا   لمم ي 
yهي  xe e c  ت س لc   ثا    خف اةي 

y, :لع  xt e e y   ، 0نئلا ةنx
x y y xt t e        

y, ادفخلا ت  لفس:   xt e e y   ،  فلن  لمعامع  في  لمعالالا

  ( فدا:ي4 لمس:لا )
2

* * * 2 *

* * *

0, 0, , ,
1

0, 0, 0

te
A B C e D

te

E F F G G





    



    

 

 فلن  لص:ة   لق اد ا  لمطة: ا هي   ه؛:عة 
2

2 0
1

t

te
e u u

te




 
 


 

 ة: عةن  لص:ة    

0
1

t

t
u u

te
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 (  لص:ة   لق اد ا لمعالالا ناقص ا3)

The canonical form of elliptic equations 

في  لسالا عنلاما فك:ن  لمعالالا  لففالة ا  لئية ذا 2  مذن  لنذ:ا

2 لناقصذذيت  كذذ:ن 4 0B AC  فذذلن  لمعذذالات    :فذذي هذذاه  لسالذذا
 لمم ي  9   فص ح عةن  لص:ة 

2 24 4
,

2 2

B i B AC B i B ACdy dy

dx A dx A

   
  

  : هاه  لمعالات  فك:ن لها سة:  مةك ا مفة فقا

   1 2, , ,x y c x y c       

  :لةسص:  عةن  لفس:   سق قي نيخا

   
1 1

Re , Im
2 2

t
i

            

t,نسص  عةن مفي ة ن سق ق  ن ؛ ال    

لةمعالالا ش ئالا ص:ة  ق اد ا 2 2ت عنلاما  ك:ن 4 0B AC  ت ن لاة

فس:    لمعالالا 2   :ادفخلا ت  لفع   

   , , ,x y x y     

فنسص  عةن معالالا مث   4ةي ,  

 * * * , , , ,A u B u C u H u u u        

*س ل  * *, ,A B C لها نفس فعة ل معامع  لةمعالالا 4لع: :    
* *0, 0, ,A C t i t i         

*فلن  0A  ؤلاي ثلن   
2 2 0x x y yA B C      

 
 

  نفج ةن  :منها
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22

0x x x x y y y yA t i B t i t i C t i          

 منها  فص   لأئي س  لسق ق ا عن  لفخ ة ا نئلا ةن 

 

2 2 2 2

2 2 0

x x x y x y y y

x x x y y x y y

At A Bt t B C t C

i At B t t C t

   

   

    

     
 

 

 

2 2 2 2

2 2 0

x x y y x x y y

x x x y y x y y

At Bt t C t A B C

i At B t t C t

   

   

          

     
 

 

  :عة ه

(13) 
 

2 2 2 2

2 2 0

x x y y x x y y

x x x y y x y y

At Bt t Ct A B C

At B t t C t

   

   

    

   
 

 ادفخلا ت  لفس:   ؛ لآن   , , ,t t x y x y  ت س ل  

Re , Imt     

فلننا نسص  عةن  لص:ة   لفال ا لةمعالالا 2  

   ** ** ** , , , , 14tt t tA u B u C u H t u u u     

  س ل
** 2 2 ,x x y yA At Bt t Ct   

** 2 2 ,x x y yC A B C      

 ** 2 2x x x y y x y yB At B t t C t       

: سدب 13فلن  ؛** ** **, 0A C B الفالي؛ فلن  لمعالالا :   14 

 فص ح عةن  لص:ة  

 ** ** , , , ,tt tA u A u H t u u u   

فلننا نسص  عةن  لص:ة   لق اد ا لةمعالالا  لففالة ا  ؛A**دما عةن الق
 لئية ا  لناقص ا 2  

 , , , ,tt tu u F t u u u   

F**س ل H A  
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   خفي   لمعالالا  لفال ا ثلن ص:ة  ق اد ا ( 8مثا )

2 0xx yyu x u  

,21 :لع   لس   0,A B C x  نئلا ةن  ت 
2 24 4 0B AC x    

0x لمفدا: ا ففسقق فقذط عنذلاما  لذال ؛ فذلن  لمعالالذا  لمعطذا  هذي:  
فكذ:ن  yسذ:ة  )عةن مyناقص ا في ك   لمدف:ى ما علا  عةن مس:ة

 لمعالالا مكافةا(   لمعالات   لمم ي  9  هي 

24

2

dy x

dx

 
 

,ةي هي
dy dy

ix ix
dx dx

   س  هاه  لمعالات  نسص  عةن :   

2 2
1 2

1 1
,

2 2
y ix c y ix c     

21نعةل  لفس:    ؛:منها
,

2
t y x 1ت س ل 2,c c  ثا فان  خف اة ان 

  ادفخلا ت ها   لفس:   نسص  عةن 

 
  2

x t x x

xx x

u u t u xu

u u x u u u

 

   





  

   
 

 
y t y y t

yy tt

u u t u u

u u

  


 

yy,: الفع:   xxu u  نسص  عةن  تفي  لمعالالا  لمعطا 

 
1

2
ttu u u 


   

 
 ا  لفال ا ثلن  لص:ة   لق اد ا  من  لمعالات   لناقص سّ:  كعا  ( 9مثا )
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 2 2

1) 2 17 0

2) 0 0, 0

xx xy yy x

xx yy

u u u u

x u y u x y

   

   
 

   ( للا نا  لمعالالا  لمداعلا 1  لس  

1 17 1
1 4

1

dy i
i

dx

 
   

4y:لهذذاه  لمعالالذذا سذذ  عةذذن  لصذذ:ة  x ix k   س ذذلتk  ثا ذذ

, :لع  خف اةي  4t y x x     نئلا ةن 

 

** 2 2

** 2 2

**

: 16

: 16

: 2 2 0

x x y y

x x y y

x x x y y x y y

A At Bt t Ct

C A B C

B At B t t C t

   

   

   

   

    

 

 

 

 

* *, , , , :

4

t

xx xy yy x y

xx xy yy x y

t

H t u u u G F u

A t B t C t D t E t u

A B C D E u

u u











    

  

    

    

 

 

 ( فص ح عةن  لص:ة  14: الفالي؛ فلن  لمعالالا  لمس:لا)
16 16 4 0tt tu u u u     

 :هكا ؛ فلن  لص:ة   لق اد ا  لمطة: ا هي  
1 1

0
16 4

tt tu u u u     

,0( س ل ثن2 0x y   فلن  لمعالالا  لمم ي  هي
dy y

i
dx x

   

ln:س  هاه  لمعالالا ه: lny i x k ت س لk   ثا    خف اةي 

lnعذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذةل  لفس: ذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ  , lnt y x  لذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذح :  

ةن
1

0x y y xt t
xy

   0ت س ل, 0x y    

  ادفخلا ت ها   لفس:   فنفج  لص:ة   لق اد ا  لمطة: ا هي 
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 0tt tu u u u     

 اخفي    لمعالالا  لففالة ا  لئية ا  هفي  لأمثةا  لفال ا دن:لح ةن
  لةمعالالا  لعاتس   لثلن  لص:ة   لق اد ا  مكن ث ئالا 

 

 :ة:ئلا  لس   لعات تلن ص:ة  ق اد ا خفي   لمعالالا  لفال ا ث  (10)مثا 

  لها
4 5 2 0xx xy yy x yu u u u u      

,4 ئع    لس   5, 1A B C  ت فئلا ةن  
2 4 25 16 9 0B AC     

ها   عني ةن  لمعالالا  لففالة ا  لمعطذا  ي ةلا ذا  فذي هذاه  لسالذا فكذ:ن 
 مم ي  عةن  لص:ة   لمعالات   ل

1
, 1

4

dy dy

dx dx
  

1  الفكام  نسص  عةن  لمنسن ا   لمم ي  2

1
,

4
y x c y x c    

:منهذذذا نعذذذةل  لفس: ذذذ  
1

,
4

t y x y x     ادذذذفخلا ت هذذذا   

  نفج ةن   لفس:  

 
1

,
4

x t y tu u u u u u      

 
1 1 1

4 4 4

1 1

16 2

xx x t tx
t

tt t

u u u u u u

u u u

 


 

   
          

   

  

 

 
     

2

yy y t tty

tt t

u u u u u u

u u u

  

 

    

  
 



  لنظة ا : لفط  ق -مقلاما في   لمعالات   لففالة ا  لئية ا

 126 

 
 

1 1

4 4

1 5

4 4

xy x t ty
t

tt t

u u u u u u

u u u

 


 

   
         

   

   

 

  نفج ةن  ت الفع:   عن هاه  لمشفقا  في  لمعالالا  لمعطا 
9 3

2
4 4

t tu u   

 نسص  عةن  لص:ة   لق اد ا  لمطة: ا  ؛:منها

(15)       
8 1

9 3
t tu u

  . 

tv :لع  u  نئلا ةن 

1 8 1 8

3 9 3 3
v v v

 
    

 
 

هاه  لمعالالا عةن ص:ة   لمعالالا  لففالة ا  لعالا ا مذن  لةف ذا  لأ:لذن  
  فص   لمفي ة   نسص  عةن 

1

8 3 3

dv
d

v



 

نسص  عةن ؛: الفكام  
1

3
8

3
v t e



 منها:    

 
1

3
8

3
tu t e



  

  (15لةمعالالا ) نسص  عةن  لس   لعات تt: الفكام  في

     
1

3
8

,
3

u t t e t


      

t,: الفع:   عن  لاتلا ,x y لمطة:ب نسص  عةن  لس   لعات   

 
 

 
1

3
1 8 1

,
4 3 4

y x

u x y y x e y x y x 
   

        
   

 

,س ل    2لا:    خف اة ا ن:اC  
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 تمارين 4-3
( سلالا  لمنطقا  لفي ف ها فك:ن  لمعالالا ي ةلا ات مكافةات ة: ناقص ات ثت 1)

فذذي  لمنطقذا  لمنذذاظة  لكذ  مذذن  سذ:   لمعالالذذا ثلذن صذذ:ة  ق ادذ ا
  لمعالات   لفال ا 

  21 xx yyxu u x    22 xx yyu y u y  

 3 0xx yyu xyu    2 24 2 x
xx xy yyx u xyu y u e   

 5 0xx xy yyu u xu    6 x y
xx yye u e u u  

 
2 21

7 2 3 2 , 0
4

x y
xx xy yy x yu y u xu xu yu u e y      

   28 cos 2 , 0xx xy yyu y u xu x y y      

 9 0xx xy x yu yu xu yu u     

 

ثت  تة: مكافةات ي ةلا ات عالات   لآف ا ثلن  ناقص امن  لم صنل كعا  (2)
  لك  منها  الطة قا  لمناد ا ة:ئلا  لس   لعات

2 2

2

( ) 0

( ) 2 0

( ) 0

( ) 3 4 5 2 4 2 3

( ) 0

xx yy

xx xy yy

t xx

xx xy yy

i u u

ii x z xyz y z

iii u c u

iv r s t p q z x

v z z z

 

  

 

      

  

 

 
( ) 2 0

( ) 0

xx xx yy

xx xy yy

vi z z z

vii z z z
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2 2

( ) 2 0

( ) 2 1

( ) 2 2 3 4

( ) 2 0

( ) 3 4

xx xy x y

xy

xx xy yy

xx xy x y

viii r s t q

ix u u u u u

x s t p q z e

xi yu xu yu

xii u u u u u x y

   

    

    

  

     

 

 
لمعالات   لفال ات ثت س:   لمعالالا لك  من   ( ة:ئلا  لمنسن ا   لمم ي 3)

  ثلن ص:ة  ق اد ا

 1 2 3 4 5 x
xx xy yy x yu u u u u u e      

 2 2 4 2 3 0xx xy yyu u u u    

 3 5 4 7 sinxx xy yy yu u u u x    

 4 2 8 0xx yy x yu u u u u     

 5 2 9 2xy yy x yu u u u    

  26 6 xx xyu u u y   

 7 3xy x yu u u x   

 8 9 7 cosyy x yu u u y   

  2 2 29 1 2xx yy xx u y u u y    

 
1

10 4 0
2

xx yy y xu yu u yu    

 

v( س:  كعا من  لمعذالات   لفال ذا ثلذن  لصذ:ة   لق ادذ ا 4) cv  ت

 مقلا ة ثا   cس ل 
  3 2 0xx yy x yi u u u u u     

  3 7 2 0xx xy yy yii u u u u u     

 ادفخلا ت  لفس:    a b
v ue

  
 ت س ل,a b  مقالا ة ثا فا 
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 ( ةعط    لمعالالا  لمكافةا ا    لمعامع  ثا فا 5)

xx t xu au bu cu f    

 دذذذفخلات  لفس: ذذذ  
1

2
bx

u ve ت عنذذذلاما
2

4

b
c  لمعالالذذذا    ةن  ةث ذذذ 

xx لدا قا ف خفي  ثلن  لص:ة   tv av g 2ت س لbxg fe   
 

  Tricomi equation ي(  خفي  معالالا فة ك:م6)
0xx yyu xu  

 ثلن  لص:ة   لق اد ا  لفال ا 

     
1

6 0, for 0i u u u x   


       

 
1

0, for 0
3

ii u u x 


    

0عنلاما  :ةث   ةن  لمنسن ا   لمم ي  x  هي قط:ا مكافةا مكع ا 
 

r,(  دذذذفخلات  شسذذذلا ث ا   لقط  ذذذذا 7)  (cos , sinx r y r   )

0xxلفس:   معالالا ت عس  yyu u   ثلن  لص:ة   لقط  ا 

2

1 1
0rr ru u u

r r
   

 

cos( )ة(  دفخلات  شسلا ث ا   تدط: ن ا8) , sin ,x r y r z z    

0xxلفس:   معالالا ت عس  yy zzu u u     ثلن  لص:ة 

2

1 1
0rr r zzu u u u

r r
    

 )ب(  ادفخلا ت  شسلا ث ا   لكة: ا 
sin cos , sin sin , cosx r y r z r       

 س:  معالالا ت عس ثلن  لص:ة  

 2 2 2

2 1 1
sin 0

sin sin
rr ru u u u

r r r
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ax,(  دفخلا ت  لفس: ذ   لخطذي 9) by cx dy       ؛ تخفذي

  معالالا ة: ةة  لفال ا ثلن ص:ة  ق اد ا
2 0xx xy yyAu Bu Cu   

,س ل  , , , , ,a b c d A B C ا مقالا ة ثا ف 
 

  ( ناقش س  مديلا ك:شي10)

       

0

,0 , ,0

xx yy

y

u u

u x f x u x g x

 

 
 

 

( صذنل كذعا مذن  لمعذالات   لفال ذات :سذ:  كذعا منهذا ثلذن صذذ:ة  11)
  ق اد ا

 1 0, 0, 0xx yyyu xu x y    

  2 22 0xx yyy u x u  

   43 sech 0xx yyu x u  

   44 sech 0xx yyu x u  

 5 6 9 3 0xx xy yy yu u u yu    

  2 26 2 2 0xx xy yy xy u xyu x u xu    
 

( سذذ:   لمعالالذذا  لففالذذة ا 12) sin 0xy yyu yu x y     ثلذذن

  ت :منها ة:ئلا  لس   لعاتص:ة  ق اد ا
 
 ( صنل كعا من  لمعالات   لففالة ا  لفال ا 13)

   1 t x x
u pu   22 0tt xxu c u u   

     3 0x tx t
au au   4 0xt tu au  

س ذذذل        , , , , , ,p x t c x t a x t x  ًلا:   معة:مذذذات فيخذذذا ق مذذذا

لةمعالالا ت :ة:ئلا  لس   لعاتxtم:ئ ا في  لمدف:ى  4  
 

لك  من  لمعالات   لففالة ا  لفال ذا  لفذي  ( ة:ئلا  لمنسن ا   لمم ي 14)
فمة  النقطا  0,1p  
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 1 0tt xxu tu  

  2 22 2 cos sin 0x x
tt tx xx t xu e u e u xu xu x u      

   2 23 cos sin 2cos 0tt tx xxx x u xu u u     

 

 سن ا   لمم ي ( ة:ئلا  لمن15)   , , ,x y x y      لةمعالالا 

 2 2 0x x
tt tx xxu e t u t e u    

 س ل    ,0 ,0x x x    
 

ت ثذت ( س:  كعا من  لمعالات   لففالة ا  لفال ذا ثلذن صذ:ة  ق ادذ ا16)
 ة:ئلا  لس  لك  منها 

 1 2 0tt tx xxu u u   

  22 2sin cos cos 0tt tx xx xu tu u tu    

     2 2 2 23 2tt tx xx t xx u txu t u x t u t x u    

 
 




