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 انباب الاول

نهمعادلاث انتفاضهيت انعاديت حهول انعذديت ان

 Numerical solutions for ordinary differential equations 

 مقذمت  (1.1)

 تذ ٚلا حاٌرحٍٍٍٍ تاٌطشق حٍٙا ٌّىٓ لا حاٌخطٍ غٍش حٚخاص حاٌرفاظٍٍ اٌّعادلاخ ِٓ اٌىصٍش ِٓ اٌّعشٚف اْ 

 .اٌّعادلاخ ٘زٖ ِصً ٌحً حاٌعذدٌ اٌطشق اسرخذاَ ِٓ

 حاٌشذث ِٓ حاٌعادٌ حاٌرفاظٍٍ اٌّعادلاخ ٌحً حاٌّسرخذِ حاٌعذدٌ اٌطشق تعط عٍى سٕرعشف اٌثاب ٘زا فً 

 : جاٌصٛس عٍى اٌرً الاٌٚى

0( ) ( , ), ( ) (1.1)
dy

y x f x y y a y
dx

    

 جاٌفرش فً ,a b. 

                     اٌٍٙا ٌشاس ِا وصٍشا جاٌّعطا حالاترذائٍ حاٌمٍّ راخ (1.1) حاٌرفاظٍٍ حاٌّعادٌ اْ روشٖ ٌعة ِّٚا 

Intialvalue)تـ  problem). 

) حاٌذاٌ حاٌرمشٌثٍ حاٌمٍّ اٌعاد ٌّىٕٕا فأٗ حاٌعذدٌ اٌطشق تاسرخذاَ ٚ )y x إٌماغ عٕذ  

1 2 3, , , , nx x x x ًجاٌفرش ذمسُ اٌر  ,a b حِرساٌٚ اظضاء اٌى. 

 حً غشق اٌى ٚوزٌه الاٌٚى حاٌشذث ِٓ حاٌرفاظٍٍ اٌّعادلاخ حأظّ حً غشق ٘زا اٌثاب اًٌ فً سٕرطشق وّا

 .اٌعٍٍا اٌشذة ِٓ حاٌرفاظٍٍ اٌّعادلاخ

  ّ٘ا سئٍسٍٍٓ ٔٛعٍٓ اٌى حاٌعادٌ حاٌرفاظٍٍ اٌّعادلاخ ٌحً ذسرخذَ اٌرً حاٌعادٌ اٌطشق ذصٍٕف ٌّٚىٓ

 انخطوة حاديتأ انطزق (One-step methods) 

 انطزق متعذدة انخطواث (Multi-step methods) 

 ، فمػ اٌساتمح إٌمطح عٕذ اٌذاٌح لٍّح تاسرخذاَ ِعٍٕح ٔمطح عٕذ اٌذاٌح لٍّح ذمذٌش ٌرُ اٌخطٛج ففً اٌطشق أحادٌح

 ٔماغ عذٌذج عٓ اٌذاٌح لٍّح اسرخذاَت ِعٍٕح ٔمطح عٕذ اٌذاٌح لٍّح ذمذٌش ٍرُف اٌخطٛاخ ِرعذدج اٌطشق فً اِا

 .إٌمطح ٌرٍه ساتمح

  الاٌٚى اٌشذثح ِٓ اٌرفاظٍٍح اٌّعادلاخ ٌحً ذسرخذَ ٚاٌرً اٌخطٛج أحادٌح طشقٚ ِٓ تعط اٌ
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 بيكارد طزيقت (Picard method) 

 روهتاي طزيقت  (Taylor method) 

 انمعذنت يهز)أو أويهز  طزيقت( )Euler method) 

 كوتا - رونج طزيقت (Runge-Kutta method) 

Single-step) انواحذة انخطوة طزق  2.1 methods) 

  .فمػ اٌساتمح إٌمطح عٕذ اٌذاٌح لٍّح تاسرخذاَ ِعٍٕح ٔمطح عٕذ اٌذاٌح لٍّح ذمذٌش ٌرُ اٌخطٛج احادٌح اٌطشقفً 

  (اٌرىاًِ عٍى ذعرّذ غشٌمح ًٚ٘)  بيكارد طزيقت  1.2.1

 الاٌٚى اٌشذثح ِٓ اٌرفاظٍٍح ِٓ اٌّعادلاخ ٌحً ذسرخذَ اٌرً اٌخطٛج أحادٌح اٌطشق ًِٓ٘  ٚ

)تفشض اْ  , )y f x y    ٚ0الاترذائٍح  اٌمٍّح 0( )y x y
 

)0 ٚاٌّطٍٛب اٌعاد لٍّح )y x h  ْحٍس ا 

0 0( , ) , ( ) (1)y f x y y x y    

  ٔحصً عٍى xاٌى  0xترىاًِ ٘زٖ اٌّعادٌح ِٓ 

0
0

0

0

( , )

( , ) (2)

x
x

x
x

x

x

dy
dx f x y dx

dx

y y f x y dx







 





 

 (2) ٍّعادٌحٌ ّٓالاٌاٌطشف  فً  y تذلا 0yِٓ تإتذاي ٌّٗىٓ اٌحصٛي عٍٍ y ٌـ  1y الاٚياٌرمشٌة 

 اي اْ 

0

1 0 0( , ) (3)
x

x

y y f x y dx    

  (2)فً اٌطشف الآٌّ ٌٍّعادٌح  yتذلا ِٓ  1y تأتذاي ٌّٗىٓ اٌحصٛي عٍٍ 2y اٌصأً شٌةاٌرم
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0

2 0 1( , ) (4)
x

x

y y f x y dx    

  الاذٍحتالاسرّشاس فً ٘زٖ اٌعٍٍّح ٌّىٓ اٌحصٛي عٍى اٌعلالح اٌرىشاسٌح 

0

1 0( ) ( , ( )) , 0 (5)
x

n n
x

y y x f x y x dx n      

 ٘زٖ اٌعٍٍّح اٌرىشاسٌح عٕذِا ٌرحمك اٌششغ  ذمف ٚ

1n ny y    

 ِٛظة. صغٍشِمذاس  حٍس 

 ( 1مثال )

0.2xعٕذ y ــٌلٍّح ذمشٌثٍح  لإٌعاداسرخذَ غشٌمح تٍىاسد   اْ ارا عٍّد  

, (0) 1y x y y     

 انحم 

 

 

0

0

0

1 0

0

( ) ( , )

( )

1 , 0,1,2,

x

n n
x

x

n
x

x

n
x

y y x f x y dx

y x x y dx

x y dx n

  

  

   







 

 
2

1
0

( ) 1 1 1
2

x x
y x x dx x       

2 3
2

2
0

( ) 1 1 1
2 6

x x x
y x x x dx x x

  
          

  
  
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3
2

3
0

3 4
2

( ) 1 1
6

1
3 24

x x
y x x x x dx

x x
x x

  
       

  

    


 

3 4
2

4
0

3 4 5
2

( ) 1 1
3 24

1
3 12 120

x x x
y x x x x dx

x x x
x x

  
        

  

     


 

3 4 5 6
2

5( ) 1
3 12 60 720

x x x x
y x x x        

0.2x عٕذِا    

0 1 2

3 4 5

1, 0.2, 0.83867

0.83740, 0.83746, 0.83746

y y y

y y y

  

  
  

(0.2) 0.83746y   

 (2)مثال 

 :ٌح اٌمٍّح الاترذائٍح الاذٍحسأِتاسرخذاَ غشٌمح تٍىاسد اٚظذ حً 

, (0) 1y y y    

٘ٛ  رحًٍٍٍاٌاٌحً  ( ) xy x e 

 انحم 

0

0

1 0

0

( ) ( , ( ))
x

n n
x

x

n
x

y y x f x y x dx

y y dx

  

 




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1
0

( ) 1 1
x

y x dx x     

 
2

2
0

( ) 1 1 1
2

x x
y x x dx x       

……………………………………………………………………… 

2

( ) 1
2 !

n

n

x x
y x x

n
      

 (3)مثال 

  :اٚظذ حً ِساٌح اٌمٍّح الاترذائٍح الاذٍح دساتاسرخذاَ غشٌمح تٍى

, (0) 0ydy
xe y

dx
   

,(0.1)اٚظذ شُ  (0.2), (1)y y y. 

 اٌرحًٍٍٍ ٘ٛ حٍس اٌحً)

2

( ) ln 1
2

x
y x

 
   

 
)  

 انحم

0

1 0

0
0

( , ( ))

n

x

n n
x

x
y

y y f x y x dx

y xe dx

  

 





 

2
0

1
0

( ) 0
2

x x
y x xe dx    

 
2 2/2 /2

2
0

( ) 0 1
x

x xy x x e dx e     
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2 /2( ) 1xy x e    

(0.1) 0.0050125

(0.2) 0.0202013

(1) 0.6487213

y

y

y





  

 (4)مثال 

0.1,0.2,0.3x عٕذ yـ ٌٌعاد لٍّح ذمشٌثٍح لاسد اسرخذَ غشٌمح تٍىا   اْ ٚرٌه تفشض 

1 , (0) 1
dy

xy y
dx

    

 انحم 

 سرخذَ اٌعلالح اٌرىشاسٌح اٌخاصح تطشٌمح تٍىاسد ًٚ٘ ٔ

0

1 0 ( , ( ))
x

n n
x

y y f x y x dx     

 

 

0

1 0 0

0
0

2

0

( ) ( , )

1 1

1 1 1
2

x

x

x

x

y x y f x y dx

xy dx

x
x dx x

 

  

     






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 

0

2 0 1

1
0

2

0

2 3 4

( ) ( , )

1 1

1 1 1
2

1
2 3 8

x

x

x

x

y x y f x y dx

xy dx

x
x x dx

x x x
x

 

  

  
      
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 

0

3 0 2

2
0

2 3 4

0

2 3 4 5 6

( ) ( , )

1 1
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2 3 8
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2 3 8 15 48

x
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y x y f x y dx
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x x dx

x x x x x
x
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        

  

      




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0

4 0 3

3
0

2 3 4 5 6

0

2 3 4 5 6 7 8

( ) ( , )

1 1

1 1 1
2 3 8 15 48

1
2 3 8 15 48 120 284

x

x

x

x

y x y f x y dx

xy dx

x x x x x
x x dx

x x x x x x x
x

 

  

  
          

  

        







 

0.1xٌٍحصٛي عٍى اٌحً عٕذ  :اولا  ٔٓ0.1 عٛض عx   ٔحصً عٍى 
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1 2 3

4 3

1.105, 1.1053458, 1.1053465y y y

y y

  


 

 ٚ ِٕٙا 

(0.1) 1.105y   

0.2xٌٍحصٛي عٍى اٌحً عٕذ  :ثانيا  ٔ0.2 عٓ عٛضx   ٔحصً عٍى 

1 2 3 41.22, 1.2228667, 1.2228894, 1.2228895y y y y     

 ٚ ِٕٙا  

(0.2) 1.223y   

0.3xٌٍحصٛي عٍى اٌحً عٕذ ثانثا:   ٔٓ0.3 عٛض عx  ٔحصً عٍى 

1 2 3 41.345, 1.35550125, 1.3551897, 1.355192y y y y     

  ٚ ِٕٙا

(0.3) 1.355y   

 

 

 عيوب هذه انطزيقت:  

ٍرىاِلاخ اٌرً ذحرٌٛٙا ٘زٖ اٌطشٌمح ذعرثش ٘زٖ اٌطشٌمح غٍش عٍٍّح ٚلذ ٌصعة ٚظع تشٔاِط ٌحٍٙا ٌ أظش

 .تاسرخذاَ اٌحاسة الاًٌ

 (ٚ ً٘ غشٌمح ذعرّذ عًٍ اٌرفاظً)ر ويهات تمتسهسه تطزيق  2.2.1

)اْ  ضشفٔ )y x تفه ( 1.1)٘ٛ حً اٌّعادٌح( )y x  0تاسرخذاَ ِفىٛن ذاٌٍٛس حٛي إٌمطحx x ْٔعذ ا 

 
   

2
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2! !
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x x x x
y x y x x y y y R

n 
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         
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 
 

1

0 ( 1)
1 0( ) , ,

( 1)!

n

n
n

x x
R y x x

n
 








 


 

0xتفشض اْ  x h  ًٍٔحصً ع 

2
( )

0 0 0 0 1( ) (1)
2! !

n
n

n

h h
y x y hy y y R

n 
        

 
1

( 1)
1 0 0( ) , ,

( 1)!

n
n

n

h
R y x x h

n
 




   


 

 عٍٓ اٌمٍُ ٌٍٔحصٛي عٍى اٌحً 

0 0 0( ), ( ), ( )y x y x y x    

)رفاظً اٌّعادٌحتٚرٌه  , )y f x y   تإٌسثح اٌىx  ْاي ا 

( ) ( , )y x f x y   

( ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) (2)
x y

x y

y x f x y f x y f x y y

f x y f x y f

    

 
 

) ٘ا تذلاٌحٛظذٔ ايا تٕفس اٌطشٌمح ٘اٌّشرماخ ِٓ اٌشذة اٌعٍٍا ٌّىٓ اٌعادثالً ٌ تإٌسثح ٚتاٌّصً , )f x y 

  .ِٚشرماذٙا اٌعضئٍح

 ٔحصً عًٍ (1)فً   (2)ِٓ  ٚ تاٌرعٌٛط

 

 

0 0

0 0

2

0 0 0 ( , )

3
2 2

( , )

( )
2!

2 (3)
3!

x y x y

xx xy yy x y y x y

h
y x h y hf f f f

h
f f f f f f f f
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     

 

 ٌؤخز اٌصٛسج  ئزاٌخطا فً ٘زٖ اٌطشٌمح عٕذ
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Placed Image

lab
Rectangle
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 

1 ( 1) ( )
Error , 0

1 !

n nh y
h

n




 

  


 

)1ٌٍحصٛي عٍى  :لااو )y x ،0 ٔحسة اٌرفاظلاخ 0 0( ), ( ), ( )y x y x y x  
 

   -حٍس:

yً٘( , )f x y اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح ِٓ. 

y  ٔحصً عٍٍٙا تّفاظٍحy  تإٌسثح ٌـx    

y  ٔحصً عٍٍٙا تّفاظٍحy  تإٌسثح ٌـx    

....................................................................... 

   0x ـت x ِع اٌرعٌٛط فى وً ِشج عٓ

1ٛظع ت ٌّىٓ وراتح اٌّعادٌح اٌراٌٍحارْ  0x x h   

2 3

1 0 0 0 02! 3!

h h
y y hy y y        

)1ىْٛ لذ حسثٕا ٔٚتزٌه  )y x  1حٍس 0x x h   

)2ٌٍحصٛي عٍى  :ثانيا )y x  

1ٔحسة اٌرفاظلاخ 1 1( ), ( ), ( ),y x y x y x    ٚتاٌراًٌ ٌّىٓ وراتح 

2 3

2 2 1 1 1 1( )
2! 3!

h h
y y x y hy y y         

2 حٍس 1x x h . 

)3 ٌٍحصٛي عٍى :ثانثا )y x  

2ٔحسة اٌرفاظلاخ  2 2( ), ( ), ( ),y x y x y x   ٚتاٌراًٌ ٌّىٓ وراتح 
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2 3

3 3 2 2 2 2( )
2! 3!

h h
y y x y hy y y         

3حٍس 2x x h 
 

  ٚ٘ىزا

)ٚتاٌراًٌ ٌّىٓ اٌمٛي تاْ ٘زٖ اٌعٍٍّح ذرىشس ٌٍحصٛي عٍى اٌمٍُ  )n ny y x عٕذ إٌماغ

0nx x nh 
 

،
 

0,1,2,n . 

2 3

1 1 1 1( )
2! 3!n n n n n n

h h
y y x y hy y y   

         

 (1)مثال 

 س لاٌعاد حً اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح ٌٍٛاسرخذاَ غشٌمح ذا

, (0) 1, 0.2
dy

x y y h
dx

     

 انحم 

 ٔاخز

iv iv

v iv v

( ) (0) 1

( , ) (0) 1

1 (0) 2

(0) 2

(0) 2

(0) 2

y y x y

y f x y x y y

y y y

y y y

y y y

y y y

 

     

    

     

  

   

 

 اٌراٌٍح  حشُ تاٌرعٌٛط فً اٌعلال

2 3

1 1 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
2! 3!

h h
y x y y hy x y x y x          

lab
Highlight

lab
Rectangle

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil
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2 3

1

4 5

(0.2) (0.2)
(0.2) 1 (0.2)( 1) (2) ( 2)

2! 3!

(0.2) (0.2)
(2) ( 2)

4! 5!

y y      

   

 

1(0.2) 0.83746y y   

  (2)ال ثم

 اٚظذ حً اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح 

, (0) 2
dy

x y y
dx

    

,(0.1) شُ اٚظذ (0.2)y y. 

 انحم

   xتإٌسثح اٌى yـفً اٌثذاٌح ٔحسة اٌرفاظلاخ اٌّرراٌٍح ٌ

( ), ( ) , ( ) 1
(1)

( ) , ( ) , ,iv v iv

y y x y x x y y x y

y x y y x y y y

      


    
 

 ٌٕحصً عٍى 0.1تـ x عٓ (1) عٛض فً اٌطشف الآٌّ ِٓ اٌرفاظلاخ اٌساتمحٔ y(0.1)ٌحساب  :اولا

(0) 2, (0) 0 2 2, (0) 1 2 3

(0) 3, (0) 3 , 3,iv v

y y y

y y y

       

   
 

 اٌّعادٌح  فً ُاٌمٍشُ ٔعٛض تٙزٖ 

2 3 4

1 1 0

5

( ) (0) (0) (0) (0)
2! 3! 4!

(0) ,
5!

iv

v

h h h
y x y y hy y y y

h
y

       

 
 

1 0 0.1 0 0.1h x x      

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Highlight

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil
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2 3 4

1

5

(0.1) (0.1) (0.1)
(0.1) 2 (0.1)(2) (3) (3) (3)

2! 3! 4!

(0.1) 88.62051
(3) 2.2

5! 40

y y     

  

 

0.2xتـ  x عٓ(1)عٛض فً اٌطشف الآٌّ ِٓ اٌرفاظلاخ اٌساتمح ٔ y(0.2) حسابٌ :ثانيا  

 ٌٕحصً عًٍ

(0.1) 2.2, (0.1) 0.1 2.2 2.3, (0.1) 1 2.3 3.3

(0.1) (0.1) 3.3, (0) (0.1) 3.3 ,

(0.1) (0) 3.3,

iv

v iv

y y y

y y y y

y y

       

     

 

 

 عٛض تٙزٖ اٌمٍُ فً اٌّعادٌح شُ ٔ 

2 3

2 2 1 1 1 1

4 5

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2! 3!

( ) ( ) ,
4! 5!

iv v

h h
y x y y x hy x y x y x

h h
y x y x

      

  
 

2 1 0.2 0.1 0.1h x x      

 ٚ ِٕٙا ٔحصً عًٍ

2 3

2

4 5

(0.1) (0.1)
(0.2) 2.2 (0.1)(2.3) (3.3) (3.3)

2! 3!

(0.1) (0.1) 88.62051
(3.3) (3.3) 2.21551275

4! 5! 40

y y    

   

 

 (3)مثال 

 اسرخذَ غشٌمح ذٍٍٛس لاٌعاد حً اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح 

2 2 , (0) 1
dy

x y y
dx

    

lab
Pencil

lab
Pencil
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 انحم 

2 2
0 0( , ) , 0, 1f x y x y x y      

 

2 2

2

( ) (0) 1
( , ) (0) 1

2 2 (0) 2

(0) 82 2 2

y y x y
y f x y x y y
y x yy y

yy yy y

 

     

    

     

 

  تانتاني تانعلاق بانتعويض في

 
 

2

0
0 0 0 0( ) ( ) ( )

2!

x x
y x y x x y x y x


       

 نحصم عهي

2 38
( ) 1

3!
y x x x x      

  تعيوب هذه انطزيق

ا ٘زٖ اٌطشٌمح ٌٚٙزا فإٔا ٔمذَ تعط ٍٙرفاظلاخ اٌرً ذحرٌٌٛٚرٌه  غٍش عٍٍّح سٌٍٛذا اٌٛاظح اْ غشٌمحِٓ 

  .اٌطشق اٌرً ٌّىٓ اٌرعاًِ ِعٙا ِٓ إٌاحٍح اٌعٍٍّح

  تديهز انعاويأ تطزيق  3.2.1

ٌّىٓ  تاٌراًٌ ٚ .فً ِفىٛن ذاٌٍٛس 1hاٌساتمح ٚرٌه تفشض اْ سٌٍٛذا ٘زٖ اٌطشٌمح ِشرمح ِٓ غشٌمح

 تاٌرعٌٛط فً اٌّفىٛن ٔعذ اْ  ن.ٛفىحذٚد ِٓ ٘زا اٌّ تصلاشح لاورفاءا

2

0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ), (1)
2!

h
y x y x h y x hy x y x x h           

  h اٌحذ اٌصاٌس فً ٘زٖ اٌّعادٌح ٌّصً اٌخطا فً غشٌمح اٌٍٚش ٌٚىْٛ ٘زا اٌخطا الً ِا ٌّىٓ عٕذِا ذىْٛ
  صغٍشج

 
2

2( )
Error (2)

2

y h
E O h


    

lab
Rectangle

lab
Rectangle

lab
Highlight

lab
Highlight

lab
Highlight

lab
Highlight

lab
Pencil

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Pencil
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0xعٕذ إٌمطح اٌحً( ذّصً 1اٌّعادٌح ) x h  0تّعٍٍِٛح اٌحً عٕذx x 0اي تّعٍٍِٛح( )y x  

0ٚ٘ىزا ٌّىٓ اٌعاد اٌحً عٕذ .اترذائٍح حٍّمو جعطااٌّ 2x x h   ًٚترىشاس ٘زٖ اٌعٍٍّح ٌّىٓ اٌعاد اٌح

0عٕذ ( 1)x x n h   اخز اٌصٛسج ذاٌرىشاسٌح  اٌٍٚش ٚتزٌه فاْ غشٌمح 

2
1 ( )n n ny y hy O h

    

 تّا اْ 

( , )n n ny f x y   

 فً اٌصٛسج  اٌٍٚش ٌّىٓ وراتح صٍغح

1 ( , ) (3)n n n ny y hf x y    

2

1( ) ,
2 n n

h
E y x x  

    

 (1) مثال

, اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍحأٚظذ حً  (0) 1
dy

x y y
dx

   فً اٌفرشج 0,0.1  0.02، حٍسh  

 انحم 

 (3) ٔسرخذَ اٌعلالح اٌرىشاسٌح 

1 ( , )n n n ny y hf x y  
 

1 0 0 0(0.02) ( , )

1 (0.02)(0 1) 1.02

y y y hf x y  

   
  

2 1 1 1(0.04) ( , )

1.02 (0.02)(0.02 1.02) 1.0408

y y y hf x y  

   
 

3 2 2 2(0.06) ( , )

1.0408 (0.02)(0.04 1.0408) 1.0624

y y y hf x y  

   
 

lab
Highlight

lab
Rectangle

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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4 3 3 3(0.08) ( , ) 1.0048y y y hf x y     

5 4 4 4(0.1) ( , ) 1.1081y y y hf x y     

0.1xٙزٖ اٌّعادٌح عٕذٌ اٌرحًٍٍٍ اٌحً :تظوحمه  ٛ٘1.1103   ْٛاٌعذدي اٌخطأٚتزٌه ٌى 

1.1103 1.1081 0.0022E     

  تويهز انمعذنأ تطزيق 4.2.1

 اي اْ ِسرٕرعح اٌعا ِٓ ِفىٛن ذاٌٍٛس تاخز حذ صٌادج عٓ اٌٍٚش اٌعادٌح  غشٌمح اٌٍٚش اٌّعذٌح

2

1 (1)
2n n n n

h
y y hy y

     

حٍس 
1n n

n

y y
y

h

 

  (ٌٍّشرماخ ًٌٚٚرٌه ِٓ اٌرعشٌف الأ)  

  عًٍ ٔحصً ny عٓ( 1)ّعادٌح شُ تاٌرعٌٛط فً اٌ

 

2
1

1

1

1

2

1 1

2 2

2

n n
n n n

n n n n

n n n

y yh
y y hy

h

y h y y y

h
y y y








  
    

 

 
      

 

   

 

 اٌّعذٌح ذاخز اٌصٛسج  أٌٍٚش غشٌمح

 1
1 (2)

2
n n

n n

h y y
y y 



 
   

  حٍس

( , )n n ny f x y   ,  1 1 1( , )n n ny f x y  
   

lab
Pencil

lab
Pencil

ismail.masci
Rectangle

ismail.masci
Rectangle

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil
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1nyعٍٓذ :تظوحمه 
 ِٓ ٌّٓ1ٌعرّذ عٍى لٍّح (2) اٌّعادٌحٚاٌرً ذظٙش فً اٌطشف الاny  داٌّشا ٌٛحٙاٌّع 

  ًٌرااًٌ٘ و اٌّعذٌح اٌٍٚش د٘ا ٌٚزٌه فاْ خطٛاخ حً اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح تاسرخذاَ غشٌمحعاٌا

1nyعٍٓٔ .1   ٌٍٚش اٌعادٌح اٌساتمحأتاسرخذاَ غشٌمح 

1nyساتمحأٌسرخذَ اٌمٍّح  .2   ً1حسابفny 
  ْٚرٌه تاعرثاس ا 

1 1 1( , )n n ny f x y  
   

,1عٛض عٓ لٍُٔ .3 ,n n ny y y 
   ً1ٕحصً عٍى ٌ رٌهٚ (2) اٌطشف الآٌّ ِٓ اٌّعادٌحفny 

                                      ٌٍش اٌّعذٌح ذسّىاٚ ح ٌٚٙزا فاْ غشٌمحٌاٌّعذ اٌٍٚش طشٌمحتاٌّحسٛتح 

(Predictor Corrector method) 

( )
1 0 0 0 0 0( , )Py y hy y hf x y     

 ( ) ( )
1 0 0 1 0 0 0 1 1( , ) ( , )

2 2
C Ph h

y y y y y f x y f x y            

 (1)مثال 

 حً اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح  اٚظذ

2 , (0) 1
dy

x y y
dx

    

0.2xعٕذ    . ْ0.1اعرثش اh   ِسرخذِا غشٌمح اٌٍٚش اٌّعذٌح.  

 حم نا

( )
1 0 0 0( , ) 1 (0.1)(0 1) 1.1Py y hf x y     

 

    

( ) ( )
1 0 0 0 1 1

2

( , ) ( , )
2

0.1
1 0 1 0.1 1.1 1.1055

2

C Ph
y y f x y f x y    

      
 

 

(0.1) 1.1055y    
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( ) ( )
2 1 1 1

2

( , )

1.1055 (0.1) (0.1) 1.1055

1.22605

P Cy y hf x y 

    



 

    

( ) ( )
2 1 1 1 2 2

2 2

( , ) ( , )
2

0.1
1.1055 0.1 1.1055 0.2 1.22605

2
1.224577

C Ph
y y f x y f x y    

       
   



 

( )
2 1.224577Cy   

 (2)مثال 

  اٚظذ حً اٌّعادٌح:تاسرخذاَ غشٌمح اٌٍٚش اٌّعذٌح 

, (0) 1
dy

x y y
dx

    

0.04xعٕذ  ْ0.02اعرثش اh . 

 انحم

( )
1 0 0 0( , ) 1 (0.02)(0 1) 1.02Py y hf x y       

    

( ) ( )
1 0 0 0 1 1( , ) ( , )

2
0.02

1 0 1 0.02 1.02 1.0204
2

C Ph
y y f x y f x y    

     

 

( ) ( )
2 1 1 1( , ) 1.0204 0.02(0.02 1.0204) 1.041208P Cy y hf x y       
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( ) ( )
2 1 1 1 2 2( , ) ( , )

2
0.02

1.0204 [(0.02 1.0204) (0.04 1.041208)] 1.0416
2

C Ph
y y f x y f x y    

     

  

(0.04) 1.0416y   

 (3) مثال

 اٌّعذٌح ٌحً اٌّعادٌح  اٌٍٚش اسرخذَ غشٌمح

2 , (0) 2y xy y     

0.025hِسرخذِاy(0.2)ٌٍحصٛي عًٍ   

 انحم

1nyاٚلا: ٔعٍٓ    ًٕ(0.2)ٚاٌرً ذعy تاسرخذاَ غشٌمح اٌٍٚش اٌعادٌح. ٔطثك اٌعلالح اٌرىشاسٌح 

1 ( , )n n n ny y hf x y  
 

    

1 0 0 0(0.025) ( , )

2 0.025 0 4 2

y y y hf x y  

    
 
 

    

2 1 1 1(0.05) ( , )

2 0.025 0 4 2

y y y hf x y  

    
 

    

3 2 2 2(0.075) ( , )

2 0.025 0 4 2

y y y hf x y  

    
 

                                                   .............................................................................. 

(0.100) (0.125) (0.150) (0.175) (0.200) 2y y y y y       

     2
1 1 1 1(0.2) 2 , 0.2 4 0.8n n n ny y y x y   

         
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 ًٚ٘ شُ ٔسرخذَ اٌعلالح اٌخاصح تطشٌمح اٌٍٚش اٌّعذٌح

 1
1 , (0.175) 2

2
n n

n n n

h y y
y y y y



 
     

  0.175 4 0.700ny       

 
1

0.025 0.7 0.8
(0.2) 0.7 0.7187

2ny y

 
        

Runge-Kutta) كوتا  طزيقت رونج   5.2.1 method) 

ٌّىٓ اسرٕراظٙا تاسرخذاَ ِفىٛن ذاٌٍٛس  حمٌاٌرفاظٍٍح ٚ٘زٖ اٌطش خٓ اُ٘ اٌطشق اٌعذدٌح ٌحً اٌّعادلاذعرثش ِ

 عٍى حسة سذة ِفىٛن ذاٌٍٛس اٌّسرخذَ ٌٍحصٛي عٍى ٘زٖ اٌطشٌمح  حمٌٚذخرٍف ٘زٖ اٌطش

 زتبت انثانيت انطزيقت رونج كوتا من )ا( 

 ذسرخذَ غشٌمح سٚٔط وٛذا ِٓ اٌشذثح اٌصأٍح ٌحً اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح عًٍ اٌصٛسج

0 0( , ), ( ) (1)
dy

f x y y x y
dx

    

 اْ فشض ٕراض ٘زٖ اٌطشٌمح ٚرٌه تسرٌّٕىٓ اٚ 

1 1 2

1

2 1

, (2)

( , ),

( , )

n n

n n

n n

y y a k bk

k hf x y

k hf x h y k 

   



  

 

,حٍس , ,a b  ٌّىٓ ذعٍُٕٙ واٌراًٌشٛاتد 

 ٔعذ اْ  nxعٕذ إٌمطح (1ٌٍّعادٌح ) تاسرخذاَ ِفىٛن ذاٌٍٛس

2
3

1 ( , ) ( , ) ( ) (3)
2!n n n n n n

h
y y hf x y f x y O h

     

 حٍس
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 ( , ) n
n n x y x y n

n

df dy
f x y f f f f f

dx dx
 

      
 

 

 ٔحصً عًٍ (3) اٌّعادٌح فًاٌرعٌٛط تٚ 

 
2

3
1 ( , ) ( ) (4)

2n n n n x y n

h
y y hf x y f f f O h       

تاسرخذاَ ِفىٛن ) وراترٗ عًٍ اٌصٛسج ٌّىٓ اٌّسرخذَ فً غشٌمح سٚٔط وٛذا ِٓ اٌشذثح اٌصأٍح  2kاٌحذ 

 ( ذاٌٍٛس ٌذاٌح فً  ِرغٍشٌٓ

 

     

2 1

2
1

1 1

,

( , ) ( , ) ( , )

Since

n n

n n x n n y n n

n x y n x yn n

k hf x h y k

hf x y h f x y hk f x y

h f hf k f h f hf hf f k hf

 

 

   

  

  

      

 

 ٔحصً عًٍ (1فً اٌّعادٌح ) 2kتاٌرعٌٛط عٓ 

 1 ( , )n n n n x y n
y y ahf x y bh f hf hf        

 ٚ اٌرً ٌّىٓ وراترٙا عًٍ اٌصٛسج

   2
1 ( , ) (5)n n n n x y n

y y a b hf x y h b f b f f        

 ٔحصً عٍى  (5( ، )4) تّماسٔح

1 1
1, , (6)

2 2
a b b b      

 عذد لأٙائً ِٓ اٌحٍٛي ٌزٌه ٌىْٛ ٌٙاعثاسج عٓ شلاز ِعادلاخ ذحرٛي عٍى استع ِعاًٍ٘  (6) اٌّعادلاخ

 ِٓ اٌّعاًٍ٘ الاستعح. اس لٍُ ِخرٍفح لايتاخرٍ ٚرٌه

  ُٙ عٍى اٌصٛسجٌّىٓ ٚظع (6) اٌّعادلاخ

  0, 0 0b b               
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اخرٍاس ت .1
1

2
   ًٍٔحصً عa

  
 ،1b  ٌزٌه ٌفشً ٘زا الاخرٍاس حٍس  ِٓ

0a) اٌّفشٚض اْ  ) 
1اخرٍاس ت .2   ٔحصً عٍى /a b . 

,تاٌرعٌٛط عٓ  , ,a b ( ٔحصً عًٍ 2فً اٌّعادٌح ) 

 1 1 2

1

2n ny y k k     

 حٍس 

1

2 1

( , ),

( , )
n n

n n

k hf x y

k hf x h y k



  
 

  .ذّصً غشٌمح سٚٔط وٛذا ِٓ اٌشذثح اٌصأٍح  اٌّعادٌح٘زٖ 

  (1) مثال

 اسرخذَ غشٌمح سٚٔط وٛذا ِٓ اٌشذثح اٌصأٍح ٌحً اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح الاذٍح 

2 2 , (2) 1
dy

x y y
dx

     

2.3xعٕذ إٌمطح     ،0.1h . 

 انحم 

2 2( , )f x y x y 
 

  

1 2
1 0

1 0 0

,
2

( , ) (2, 1)

0.1 4 1 0.5,

k k
y y

k hf x y hf


 

  

  
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 

     

2 0 0 1

2 2

( , )

2 0.1, 1 0.5 (2.1, 0.5)

0.1 2.1 0.5 0.466

k hf x h y k

hf hf

  

     

    
 

  1

1
1 0.5 0.466 0.517

2
y         

     

 

     

1 2
2 1

1 1 1 1

2 2

2 1 1 1

2 2

,
2

( , ) (2.1, 0.517)

0.1 2.1 0.517 0.468,

( , )

2.1 0.1, 0.517 0.468 (2.2, 0.049)

0.1 2.2 0.049 0.484

k k
y y

k hf x y hf hf

k hf x h y k

hf hf


 

   

    
 

  

     

    
 

 

 2

1
0.517 0.468 0.484 0.041

2
y        

     

 

     

1 2
3 2

1 2 2 2

2 2

2 2 2 1

2 2

,
2

( , ) (2.2, 0.041)

0.1 2.2 0.041 0.484 ,

( , )

2.2 0.1, 0.041 0.484 (2.3,0.443)

0.1 2.3 0.443 0.548

k k
y y

k hf x y hf hf

k hf x h y k

hf hf


 

   

    
 

  

    

   
 

 

 3

1
0.041 0.484 0.548 0.475

2
y       
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 (2)مثال 

 ٌذٌٕا اٌّعادٌح  ارا واْ

2 , (0) 1
dy

x y y
dx

    

  .غشٌمح سٚٔط وٛذا ِٓ اٌشذثح اٌصأٍح تاسرخذاَ y  ،(0.2)y(0.1)اٚظذ 

 انحم 

2( , )f x y x y    

0 0 0 00 , 1 ( , ) 1x y f x y      

 غشٌمح سٚٔط وٛذا ِٓ اٌشذثح اٌصأٍح ذىْٛ 

  

     

1 0 0

2 0 0 1

2

( , ) 0.1 0 1 0.1,

( , )

0.1,0.9 0.1 0.1 0.9

0.089

k hf x y

k hf x h y k

hf

    

  

   
 

 

 

   1 2

1 1
0.1 0.089 0.0945

2 2
K k k      

  

1 0(0.1) 1 0.0945 0.9055y y y k       

   y(0.2)شُ تحساب

 ٔأخز   1 1, 0.1,0.9055x y  ِٓ تذلا 0 0,x y  شُ ٔىشس اٌطشٌمح 
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 

   

     

2
1 1 1 1 1

2

2 0 0 1

2

( , )

0.1 0.1 0.905 0.08955,

( , )

0.2,0.81595 0.1 0.2 0.81595

0.077595

k hf x y h x y

k hf x h y k

hf

  

    
 

  

   
 

 

 
   1 2

1 1
0.08955 0.077595 0.0835725

2 2
K k k      

2 1(0.2) 0.9055 0.0835725 0.821975y y y k     

 

 بت انزابعت تمن انزكوتا   رونجطزيقت  6.2.1

ثح اٌشاتعح ذعرثش اوصش اٌطشق اسرخذاِا لأٙا اوصش دلح ِٓ غشٌمح سٚٔط وٛذا ِٓ ذغشٌمح سٚٔط وٛذا ِٓ اٌش

٘زٖ  .رىشاس خطٛاخ اسرٕراض غشٌمح سٚٔط وٛذا ِٓ اٌشذثح اٌصأٍحتٍٔح ٚ ٌّىٓ اسرٕراض ٘زٖ اٌطشٌمح اٌشذثح اٌصا

 اخز اٌصٛسج ذطشٌمح اٌ

 1 1 2 3 4

1
2 2 ,

6n ny y k k k k       

 حٍس

1

2 1

3 2

4 3

( , ),

1 1
( , ),

2 2
1 1

( , ),
2 2

( , )

n n

n n

n n

n n

k hf x y

k hf x h y k

k hf x h y k

k hf x h y k



  

  

  

 

 (1)مثال 

 ثح اٌشاتعح ٌحً اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح الاذٍح ذاسرخذَ غشٌمح سٚٔط وٛذا ِٓ اٌش
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, ( )
dy

x y y
dx

 

0.1xذعٕ   0.1ِسرخذِاh    

 انحم 

  

  

 

  

 

1 0 0

2 0 0 1

3 0 0 2

4 0 0 3

( , ) (0,1) 0.1 0 1 0.1

1 1
( , )

2 2
0.1 0.1

(0 ,1 )
2 2

(0.05,1.05)

0.1 0.05 1.05 0.11

1 1
( , )

2 2
0.1 (0.05,1.055)

0.1 0.05 1.055 0.11050

( , )

0.1 (0.1,1.11050) 0.

k hf x y hf

k hf x h y k

hf

hf

k hf x h y k

f

k hf x h y k

f

    

  

  



  

  



  

  

  12105
 

 1 0 1 2 3 4

1
2 2

6
y y k k k k      

 
1

(0.1) 1.0 0.1 0.22 0.221 0.1205
6

1.11034

y     



 

 (2)مثال 

 ِٓ اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح 

ismail.masci
Pencil
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, ( )
dy

x y y
dx

 

  .ثح اٌشاتعحذتاسرخذاَ غشٌمح سٚٔط وٛذا ِٓ اٌش y  ،(0.2)y(0.1)اٚظذ 

 انحم 

  

   

 

   

   

1 0 0

2 0 0 1

2

3 0 0 2

2

4 0 0 3

2

( , ) (0,1) 0.1 0 1 0.1

1 1
( , )

2 2
(0.05,0.95)

0.1 0.05 0.95 0.09475

1 1
( , )

2 2
0.1 (0.05,0.952625)

0.1 0.05 0.952625 0.0950125

( , )

0.1 0.1 0.90498

k hf x y hf

k hf x h y k

hf

k hf x h y k

f

k hf x h y k

     

  



   
 

  



    
 

  

  75 0.0894987  
   

 

 

 

1 1 2 3

1
2 2

6
1

0.1 2 0.09475
6

2 0.0950125 0.0894987

0.0948372

K k k k k   

   

   

 

 

1 0(0.1) y 1 0.0948372 0.9051627y y K        

 ٔأخز y(0.2)شُ ٌحساب   1 1, 0.1,0.9051627x y   تذلا ِٓ 0 0,x y س اٌطشٌمح شُ ٔىش

 ٌٕحصً عٍى 

ismail.masci
Pencil
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   

1 1 1

2

( , ) (0.1,0.9051627)

0.1 0.1 0.9051627 0.0895162

k hf x y hf 

    
 

  

   

1
2 1 1

2

, (0.15,0.8604046)
2 2

0.1 0.15 0.8604046 0.837904

kh
k hf x y hf

 
    

 

    
 

 

   

2
3 1 1

2

, (0.15,0.8632674)
2 2

0.1 0.15 0.8632674 0.0840767

kh
k hf x y hf

 
    

 

    
 

 

   

2
3 1 1

2

, (0.15,0.8632674)
2 2

0.1 0.15 0.8632674 0.0840767

kh
k hf x y hf

 
    

 

    
 

 

 

   

4 1 1 3

2

, (0.2,0.8210859)

0.1 0.2 0.8210859 0.0781085

k hf x h y k hf   

    
 

 

 

 

 

1 1 2 3

1
2 2

6
1

0.0895162 2 0.0837904
6

2 0.0840767 0.0781085

0.0838931

K k k k k   

   

   

 

 

2 1(0.2)

0.9051627 0.0838931

0.08212695

y y y K  

 


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 (3)ِصاي 

 ح ٌحً اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح الاذٍح شاتعغشٌمح سٚٔط وٛذا ِٓ اٌشذثح اٌاسرخذَ 

, ( )
dy

y x y
dx

 

0.2xعٕذ  0.2ِسرخذِاh   

 انحم

  
1 0 0( , ) (0,2)

0.2 2 0 0.4

k hf x y hf 

  
  

  

1
2 0 0, (0.1,2.2)

2 2

0.2 2.2 0.1 0.42

kh
k hf x y hf

 
    

 

  

 

  

2
3 0 0, (0.1,2.21)

2 2

0.2 2.21 0.1 0.422

kh
k hf x y hf

 
    

 

  

 

 

  
4 0 0 3, (0.2,2.422)

0.2 2.422 0.2 0.4644

k hf x h y k hf   

  
 

 

   

0 1 2 3 4

1
(0.2) 2 2

6

2 0.4 2 0.42 2 0.422 0.4644

2.4247266

y y k k k k    

      


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  تمزين 

ِٓ اٌّعادٌح  y ،(0.2)y ،(0.3)y(0.1) لٍُ لإٌعاداسرخذَ غشٌمح سٚٔط وٛذا ِٓ اٌشذثح اٌشاتعح 

 اٌرفاظٍٍح

, ( )
dy

xy y y
dx
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 انثاب انثاني

 الاونى زتثحانمن  حانمعادلاخ انتفاضهي ححم انظم( 3.1)

 الاٌٚى ٘ٛ  شذثحإٌظاَ اٌّعادلاخ اٌرفاظٍٍح اٌعادٌح ِٓ ٌ اٌعاَاٌشىً 

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2

( , , , , )

( , , , , )

( , , , , )

n

n

n n n

y f x y y y

y f x y y y

y f x y y y

 

 

 

 

 دٍث 

1 0 1 2 0 2 0( ) , ( ) , , ( )n ny x y x y x      

 ذً ِعادٌح ذفاظٍٍح ٚادذج ٌّىٓ اسرخذاِٙا ٌذً ٔظاٌَ دسرخذِاجٍّع اٌطشق اٌرً روشخ ساتما ٚاٌرً 

 .اٌّزوٛسج اعلاٖاٌّعادلاخ اٌرفاظٍٍح 

. ششح الاْ وٍف اْ اٌطشق اٌرً اٚجذٔا٘ا ساتما ٌذً ِعادٌح ٚادذج ٌّىٓ ذٛسٍعٙا ٌّجّٛعح ِٓ اٌّعادلاخسٕ

ٌضٌادج اٌرٛظٍخ سٕسرخذَ اٌشِٛص اٌثذٌٍح والاذً ِٚعادٌرٍٓ عٍى دً إٌظاَ اٌّىْٛ ِٓ ٚسٕشوضا٘رّإِا 

 ٔفشض

( , , ) , ( , , )y f x y z z x y z    

  حط الاترذائٍِٚٓ ِعادٌرٍٓ راخ اٌشش ِىْٛ ٘ٛ ٔظاَ

0 0 0 0( ) , ( )y x y z x z   

  يكاردطزيقح ت  3.3.1

 اْ  ٔفشض

( , , )
(1)

( , , )

y f x y z

z x y z

 


 
 

  حالاترذائٍط ٚراخ اٌشش

0 0 0 0( ) , ( )y x y z x z   

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Rectangle

ismail.masci
Highlight
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1 اٌرمشٌة الاٚي  1,y z  ًاٌٛادذج اٌرفاظٍٍح اٌّعادٌح داٌح ٌّىٓ اٌذصٛي عٍٍّٙا وّا سثك ف 

0
1 0 0 0( , , )

x

x
y y f x y z dx  

 

0
1 0 0 0( , , )

x

x
z z x y z dx    

 اٌرمشٌة اٌثأً

0
2 0 1 1( , , )

x

x
y y f x y z dx     

0
2 0 1 1( , , )

x

x
z z x y z dx    

  ٚ٘ىزا

 (3)مثال 

y,ٌـ  لاٌجاد لٍّح ذمشٌثٍح دساَ طشٌمح تٍىاسرخذ z   ًاٌرفاظٍٍرٍٓاٌّعادٌرٍٓ ٌذ 

 3,
dy dz

z x y z
dx dx

    

 راخ اٌششٚط الاترذائٍح 

1
(0) 1 , (0)

2
y z   

 حم ان

  دٍث اْ

3

( , , ) ,

( , , ) ( )

dy
f x y z z

dx
dz

x y z x y z
dx



 

  

  

0
0 ( , , )

x

x
y y f x y z dx     
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Rectangle
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Highlight
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Highlight
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Highlight
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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0
0 ( , , )

x

x
z z x y z dx    

 اٌرمشٌة الاٚي 

0
1 0 0 0

0

( , , ) 1 (1/ 2) 1
2

x
x

x

x
y y f x y z dx dx         

0

3
1 0 0 0

0

4

1 1
( , , ) 1

2 2

1 3

2 8

x
x

x
z z x y z dx x dx

x


 

     
 

 

 
 

 اٌرمشٌة اٌثأً 

0

4

2 0 1 1
0

4

1 3
( , , ) 1 ( )

2 8

3
1

2 40

x
x

x

x
y y f x y z dx dx

x x

    

  

 
  

0

4
3

2 0 1 1
0

4 5 8

1 1 3
( , , ) (1 )

2 2 2 8

1 3 3

2 8 10 64

x
x

x

x x
z z x y z dx x dx

x x x

      

   

 
 

 اٌرمشٌة اٌثاٌث 

0

4 5 8

3 0 2 2
0

4 6 9

1 3 3
( , , ) 1 ( )

2 8 10 64

3
1

2 40 60 192

x
x

x

x x x
y y f x y z dx dx

x x x x

      

    

 
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0
3 0 2 2

4 5 8
3

0

4 5 8 9 12

( , , )

1 1 3 3
(1 )

2 2 2 8 10 64

1 3 3 7

2 8 10 64 360 256

x

x

x

z z x y z dx

x x x x
x dx

x x x x x

 

      

     



  

0.1xعٕذ    

1 2 3

1 2 3

1.05 , 1.500008 , 1.500008

0.5000375 , 0.5000385 , 0.5000385

y y y

z z z

  

  
 

 تايهور  حطزيق 1.3.1

)اْ  ٔفشض ), ( )y x z x (1) ٘ٛ اٌذً ٌٍّعادلاخ  

)تفه  ), ( )y x z x 0تاسرخذاَ ِفىٛن ذاٌٍٛس دٛي إٌمطحx x   ْٔجذ ا 

2 3

1 0 0 0 0

2 3

1 0 0 0 0

2! 3! (2)

2! 3!

h h
y y hy y y

h h
z z hz z z


      


       


  

 

0عٍٓ اٌمٍُٔ اٌذًٌٍذصٛي عٍى  0 0, , ,y y y  0ٚوزٌه 0 0, , ,z z z   ظً اٌّعادلاخ افرٚرٌه ت 

( , , ), ( , , )y f x y z z x y z   تإٌسثح اٌىx  ًسٛف (2) اٌّعادلاخثُ تاٌرعٌٛط عٕٙا ف 

1ٔذصً عٍى 1,y zًاٌخطٛج الاٌٚى ف.  

 ٚتاٌّثً فً اٌخطٛج اٌثأٍح 

2 3

2 1 1 1 12! 3!

h h
y y hy y y         

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Placed Image

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Rectangle

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil



                                                                                                 هشحد.شاديح أتو                                            حم انظمح انمعادلاخ انتفاضهيح من انزتثح الاوني        

13 
 

2 3

2 1 1 1 12! 3!

h h
z z hz z z        

1دٍث 1,y z1ٚ وزٌه (2) ذُ دساتُٙ ِٓ اٌّعادٌح 1 1, , ,y y y   ٚ1 1 1, , ,z z z   ٌّا ٚ٘ىزا ّٙىٓ دسات

  تإٌسثح ٌثالً اٌخطٛاخ

 (3)مثال 

 رٍٓ اٚجذ دً اٌّعادٌس ذاٌٍٛ حتاسرخذاَ طشٌم

2

, (0) 2

, (0) 1

dy
x z y

dx
dz

x y z
dx

  

  

 

0.2xعٕذ إٌمطح    0.1دٍثh . 

 انحم

 دٍث

2

, (0) 2

, (0) 1

y x z y

z x y z

   

   
 

  اٌّشرماخ والاذًدساب ٌّىٓ 

,

1 ,

y x z

y z

y z

  

  

 

 

 ٚ ٘ىزا 

2

2

,

1 2

2[ ]

z x y

z yy

z yy y

  

  

    
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1لإٌجادٌٍٛس اِسٍسٍح ذَ ٔسرخذ 1,y z   

2 3

1 0 0 0 0 (i)
2! 3!

h h
y y hy y y         

2 3

1 0 0 0 0 (ii)
2! 3!

h h
z z hz z z        

 عٕذ

0 0 00, 2, 1, 0.1x y z h     

 ً عٍى ذصٔ

2
0 0 0 0 0 01 , 4,y x z z x y          

0 0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0 0

1 1 4 3, 1 2 1 2(2)(1) 3

3, 2[ ] 2[2( 3) 1 ] 10

y z z y y

y z z y y y

              

              

 

(i),(ii) ٙزٖ اٌمٍُ فً تتاٌرعٌٛط    ٔذصً عًٍ  

2 3

1

(0.1) (0.1)
2 (0.1)(1) ( 3) ( 3)

2! 3!
2 0.1 0.015 0.0005 2.0845

y       

    

 

 

2 3

1

(0.1) (0.1)
1 (0.1)( 4) ( 3) (10)

2! 3!
1 0.4 0.015 0.001667 0.5867

z       

    

 

(0.1) 2.0845y    

(0.1) 0.5867z   

,(0.2)لإٌجادٚوزٌه  (0.2)z y  
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2 3

2 1 1 1 1 (iii)
2! 3!

h h
y y hy y y         

2 3

2 1 1 1 1 (iv)
2! 3!

h h
z z hz z z      

 

 عٕذ

1 1 10.1, 2.0845, 0.5867x y z    

 ٔذصً عًٍ

2
1 1 1 1 1 10.06867 , 4.2451403,y x z z x y          

1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1 1

1 3.2451403, 1 2 1.8628523

1.8628523, 2[ ] 12.585876

y z z y y

y z z y y y

          

            

 ذصً عًٍ ٔ  (iii),(iv)رٍٓعادٌتاٌرعٌٛط فً اٌّ

2

2

3

(0.1)
2.0845 (0.1)(0.6867) ( 3.2451403)

2!

(0.1)
( 1.8628523)

3!
2.1366338

y    

  



 

 

2

2

3

(0.1)
0.5867 (0.1)( 4.2451403) ( 1.8628523)

2!

(0.1)
(12.585876)

3!
0.1549693

z     

 


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Runge-kutta) رونج كوتاطزيقح   1.3.1 method) 

 عرثش اٌّعادٌرٍٓ الاذٍرٍٓ ٔ

1 2( , , ) , ( , , )
dy dz

f x y z f x y z
dx dx

   

 الاترذائٍحراخ اٌششٚط 

0 0 0 0( ) , ( )y x y z x z   

 اخذ انصورج ي طزيقح رونج كوتا من انزتثح انثانيح حم نظاو انمعادلاخ انتفاضهيح تاستخذاو 

 

 

1 1 2

1 1 2

1

2
1

2

n n

n n

y y k k

z z l l





  

  

 

  دٍث

1 1 1 2

2 1 1 1 2 2 1 1

( , , ) , ( , , )

( , , ), ( , , )

k hf x y z l hf x y z

k hf x h y k z l l hf x h y k z l

 

         

  جاخذ انصوري طزيقح رونج كوتا من انزتثح انزاتعح حم نظاو انمعادلاخ انتفاضهيح تاستخذاو 

 

 

1 1 2 3 4

1 1 2 3 4

1
2 2

6
1

2 2
6

n n

n n

y y k k k k

z z l l l l





    

    

 

 حيث

1 1 1 2( , , ), ( , , )k hf x y z l hf x y z    
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1 1
2 1

1 1
2 2

( , , ),
2 2 2

( , , )
2 2 2

k lh
k hf x y z

k lh
l hf x y z

   

   

 

2 2
3 1

2 2
3 2

( , , ),
2 2 2

( , , )
2 2 2

k lh
k hf x y z

k lh
l hf x y z

   

   

 

4 1 3 3

4 2 3 3

( , , ),

( , , )

k hf x h y k z l

l hf x h y k z l

   

   
 

 (3)مثال 

 ح اٌشاتعح اٚجذ دً اٌّعادٌرٍٓ شذثسٚٔج وٛذا ِٓ اٌ تاسرخذاَ طشٌمح

,

(0) 1, (0) 1

dy dz
yz x xz y

dx dx
y z

   

  

 

,(0.2)ثُ اٚجذ لٍّح  (0.2)y z. 

 حم ان

 دٍث

1 2( , , ) , ( , , )f x y z yz x f x y z xz y      

0 0 00, 1, 1x y z     

0.1hتفشض اْ    

1 1 0 0 0( , , ) (0.1)[(1)( 1) 0] 0.1k hf x y z        

1 2 0 0 0( , , ) (0.1)[(0)( 1) 1] 0.1l hf x y z      
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1 1
2 1 0 0 0 1

1 1
2 2 0 0 0 2

( , , ) (0.05,0.95, 0.95)
2 2 2

(0.1)[(0.95)( 0.95) 0.05] 0.08525

( , , ) (0.05,0.95, 0.95)
2 2 2

(0.1)[(0.05)( 0.95) 0.95] 0.09025

k lh
k hf x y z hf

k lh
l hf x y z hf

     

    

     

   

 

2 2
3 1 0 0 0

1

2 2
3 2 0 0 0

2

( , , )
2 2 2

(0.05,0.957375, 0.954875)

(0.1)[(0.957375)( 0.954875) 0.05] 0.0864173

( , , )
2 2 2

(0.05,0.957375, 0.954875)

(0.1)[(0.05)( 0.954875) 0.957375] 0.09096

k lh
k hf x y z

hf

k lh
l hf x y z

hf

   

 

    

   

 

     31

 

4 1 3 3

1

4 2 3 3

2

( , , )

(0.1,0.9135827, 0.9090369)

(0.1)[(0.9135827)( 0.9090369) 0.1]

0.073048

( , , )

(0.1,0.9135827, 0.9090369)

(0.1)[(0.1)( 0.9090369) 0.9135827]

0.822679

k hf x h y k z l

hf

l hf x h y k z l

hf

   

 

  

 

   

 

  



 

1 2 3 4

1
( 2 2 )

6
1

[0.1 2( 0.08525) 2( 0.0864173) 0.073048]
6
0.0860637

k k k k k   

     

 
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1 2 3 4

1
( 2 2 )

6
1

[0.1 2(0.09025) 2(0.0909631) 0.0822679]
6
0.0907823

l l l l l   

   

 

 

1 0(0.1) 1 0.0860637 0.9139363y y y k        

1 0(0.1) 1 0.0907823 0.9092176z z z l         

1 1 10.1, 0.9139363, 0.9092176x y z      

,(0.2)و لإيجاد  (0.2)y z نتبع الاتي 

1 1 1 1 1 1 1 1( , , ) ( ) 0.0730966k hf x y z h y z x       

1 2 1 1 1 1 1 1( , , ) ( ) 0.08230145l hf x y z h x z y      

1 1
2 1 1 1 1

1

1 1
2 2 1 1 1

2

( , , )
2 2 2

(0.15,0.877388, 0.8680669)

(0.1)[(0.877388)( 0.8680669) 0.15] 0.0611631

( , , )
2 2 2

(0.15,0.877388, 0.8680669)

(0.1)[(0.15)( 0.8680669) 0.877388] 0.07

k lh
k hf x y z

hf

k lh
l hf x y z

hf

   

 

    

   

 

    47177
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2 2
3 1 1 1 1

1

2 2
3 2 1 1 1

2

( , , )
2 2 2

(0.15,0.8833547, 0.8718587)

(0.1)[(0.8833547)( 0.8718587) 0.15] 0.062016

( , , )
2 2 2

(0.15,0.8833547, 0.8718587)

(0.1)[(0.15)( 0.8718587) 0.8833547] 0

k lh
k hf x y z

hf

k lh
l hf x y z

hf

   

 

    

   

 

    .0750851

 

4 1 3 3

1

4 2 3 3

2

( , , )

(0.2,0.8519203, 0.8341324)

(0.1)[(0.8519203)( 0.8341324) 0.2]

0.0510614

( , , )

(0.2,0.8519203, 0.8341324)

(0.1)[(0.2)( 0.8341324) 0.8519203]

0.0685093

k hf x h y k z l

hf

l hf x h y k z l

hf

   

 

  

 

   

 

  



 

1 2 3 4

1
( 2 2 )

6
1

[ 0.0730966 2( 0.0611631)
6
2( 0.062016) 0.0510614]

0.0617527

k k k k k   

   

  

 
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1 2 3 4

1
( 2 2 )

6
1

[0.08230145 2( 0.0747177)
6
2(0.0750851) 0.0685093]

0.0750693

l l l l l   

  

 



 

2 1(0.2) 0.9139363 0.0617527

0.8521836

y y y k    


  

2 1(0.2) 0.9092176 0.0750693

0.8341482

z z z l     

 
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 انعهيا زتةمن ان حانعادي حانمعادلاخ انتفاضهي (1.1)

 ً٘  nح شذثِٓ اٌ ٍّعادٌح اٌرفاظٍٍحاٌصٍغح اٌعاِح ٌ

( ) ( 1)( , , , , , , ) (1)n ny f x y y y y y     

 ٚاٌمٍُ الاترذائٍح ً٘ 

( 1)
0 0 0 1 0 2 0 1( ) , ( ) , ( ) , , ( )n

ny x y x y x y x   


      

ح الاٌٚى اٌزي ذُ شذثِٓ اٌ ٌّٚىٓ دً ٘زٖ اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح تعذ ذذٌٍٛٙا اٌى ٔظاَ ِٓ اٌّعادلاخ اٌرفاظٍٍح

  .دٍٗ ساتما حمٌششح طش

  اْ ٔفشضالاٌٚى  اٌشذثح راخ اعلاٖ اٌى ٔظاَ ِٓ اٌّعادلاخ اٌرفاظٍٍح (1) اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍحرذًٌٛ ٌ

1

2

3

( 1)

,

,

,

n
n

y y

y y

y y

y y 









 

   ذصً عًٍ٘زا إٌظاَ ٔتاشرماق 

1 2

2 3

3 4

( )
1 2 3 4

,

,

,

( , , , , , , )n
n n

y y y

y y y

y y y

y y f x y y y y y

  

  

  

  

 

 .اٌرفاظٍٍح ِٓ اٌشذثح الاٌٚىِٓ اٌشذة اٌعٍٍا اٌى ٔظاَ ِٓ اٌّعادلاخ  اي أٗ ذُ ذذًٌٛ اٌّعادلاخ اٌرفاظٍٍح

  .اٌرً روشخ ساتماتاسرخذاَ اٌطشق ذً ِعادٌح ذفاظٍٍح ِٓ اٌشذثح اٌثأٍح سٛف ٔىرفً ت
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  حانثاني حزتثمن ان خ انتفاضهيحمعادلاانتيكارد نحم  حطزيق 3.3.1

 ٔعرثش اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح ِٓ اٌشذثح اٌثأٍح

( , , ) (1)y f x y y   

 الاترذائٍحراخ اٌششٚط 

0 0 0 0( ) , ( )y x y y x y    

 اْشض فالاٌٚى ٚرٌه ت ٘زٖ اٌّعادٌح تشىً ٔظاَ ِٓ اٌّعادلاخ اٌرفاظٍٍح ِٓ اٌشذثح ٔىرة

( , , )

y z

z y f x y z

 

  
 

وّا  دتطشٌمح تٍىاسُٙ الاٌٚى ٌّىٓ دٍ شذثحِٓ اٌ رٍٓدٌٛد اٌى ِعادٌرٍٓ ذفاظٍٍ (1ارْ اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح )

  .سثك

 (3) مثال

 اٚجذ دً اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح اٌعادٌح ِٓ اٌشذثح اٌثأٍح اٌراٌٍح 

2 0,
(i)

(0) 0.5, (0) 0.1

y xy y

y y

   


 
 

0.1xعٕذ  سدتٍىا ٚرٌه تاسرخذاَ طشٌمح . 

 انحم 

 ٔفشض اْ 

dz
y z y z

dx
       

 ( اًٌ iاٌّعادٌح ) يٚ تاٌراًٌ ذرذٛ

2 0 (2 )
dz dz

xz y xz y
dx dx

        

 ( عًٍ شىً إٌظاَ اٌراiًٌ) اٌّعادٌح ٌّىٓ ٚظعارْ 
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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,

(2 )

y z

z xz y

 

   
 

 الاترذائٍح  راخ اٌششٚط

0 0(0) 0.5, (0) 0.1y y z z     

 ٔفشض اْ

( , , ) , ( , , ) (2 )y f x y z z z x y z xz y        

 طشٌمح تٍىاسد ٔذصً عًٍتاسرخذاَ 

0

0

0

0

( , , )

( , , )

x

x

x

x

y y f x y z dx

z z x y z dx

 

 





 

 اٌرمشٌة الاٚي 

0

0 0

1 0 0 0

0

( , , )

0.5 0.5 (0.1)

0.5 (0.1)

x

x

x x

x x

y y f x y z dx

z dx dx

x

 

   

 



   

0

0 0

1 0 0 0

0 0

2

( , , )

0.1 (2 ) 0.1 (0.2 0.5)

0.1 (0.5) (0.1)

x

x

x x

x x

z z x y z dx

xz y dx x dx

x x

 

     

  



   

 اٌرمشٌة اٌثأً 
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Pencil
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Pencil
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0

0 0

2 0 1 1

2
1

2 3

( , , )

0.5 0.5 (0.1 (0.5) (0.1) )

(0.5) (0.1)
0.5 (0.1)

2 3

x

x

x x

x x

y y f x y z dx

z dx x x dx

x x
x

 

     

   



   

0

0

0

2 0 1 1

1 1

2

2 3 4

( , , )

0.1 (2 )

0.1 (2 (0.1 0.5 0.1 ) (0.5 0.1 )

(0.3) (2.5) (0.2)
0.1 (0.5)

2 6 4

x

x

x

x

x

x

z z x y z dx

xz y dx

x x x x dx

x x x
x

 

  

       

    







 

 اٌرمشٌة اٌثاٌث 

0

0

0

3 0 2 2

2 3 4
2

2 3 4 5

( , , )

0.3 2.5 0.1
0.5 0.5 0.1 0.5

2 6 4

(0.5) (0.1) (0.1)
0.5 (0.1)

2 3 12 10

x

x

x
x

x
x

y y f x y z dx

z dx x x x x dx

x x x x
x





 

 
        

 

     



  
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0

0

3 0 2 2

2 2

2 3 4 5 6

( , , )

0.1 (2 )

(0.3) (2.5) (0.2) 2 (0.1)
0.1 (0.5)

2 6 4 15 6

x

x

x

x

z z x y z dx

xz y dx

x x x x x
x

 

  

      



  

0.1xٚ الا ْ عٕذ    

1 2 30.51, 0.50746667, 0.50745933,y y y     

 ٌٚىْٛ

(0.1) 0.5075y   

 صذٍخ اًٌ استعح اسلاَ عششٌح.

 طزيقح تايهور  1.1.1

 اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح ِٓ اٌشذثح اٌثأٍح  ٌذٌٕا أْفشض 

( , , ) (1)y f x y y   

 راخ اٌششٚط الاترذائٍح 

0 0 0 0( ) , ( )y x y y x y    

 ترذًٌٛ ٘زٖ اٌّعادٌح اٌى ِعادٌرٍٓ ِٓ اٌشذثح الاٌٚى والاذً 

(2)

( , , ) ( , , ) (3)

y z

z f x y z y z f x y z

 

     
 

 راخ اٌششٚط الاترذائٍح

0 0 0 0( ) , ( )y x y y x z   

 ٌىْٛ ( 3)ٌٍّعادٌح تاسرخذاَ ِفىٛن ذاٌٍٛس 

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil
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2 3

1 0 0 0 0 (4)
2! 3!

h h
z z hz z z        

 ٌىْٛ  (2) ِفىٛن ذاٌٍٛس ٌٍّعادٌحٚ 

2 3

1 0 0 0 0

2 3

0 0 0 0

2! 3!

2! 3!

h h
y y hy y y

h h
y hz z z

      

     

 

0 ٍثد 0 0, ,z z z   ٌ(.2ترفاظً اٌّعادٌح ) ٍُٙي عٍٛذصٌّىٓ ا 

1ٔذصً عٍى  (5(،)4) اٌرعٌٛط فً اٌّعادلاخت 1,z y. 

2ٌّىٓ اٌذصٛي عٍى ثًتاٌّ 2,z y  ًوالاذ 

2 3

2 1 1 1 12! 3!

h h
z z hz z z        

2 3

2 1 1 1 1

2 3

1 1 1 1

2! 3!

2! 3!

h h
y y hy y y

h h
y hz z z

      

     

 

1ٍثد 1,y z ّا ٚ٘ىزا تإٌسثح ٌثالً اٌفرشاخٙلذ ذُ دسات.  

 (3)مثال 

0.1,0.2x عٕذسرخذاَ ِفىٛن ذاٌٍٛس تا   ٌالاذٍحاٌرفاظٍٍح  حاٚجذ دً اٌّعاد 

2 2( ) 0y x y y     

  ط الاترذائًراخ اٌشش

(0) 1, (0) 0y y   

 انحم 
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil
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Pencil

ismail.masci
Pencil
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 تٛظع 

y z y z      

 اٌصٛسجفاظٍٍح ذاخز ارْ اٌّعادٌح اٌر

2 2
(i)

y z

z xz y

 


  
 

 الاترذائٍحراخ اٌششٚط 

0

0

(0) 1,

(0) 0

y y

z z

 

 
 

 تاسرخذاَ ِفىٛن ذاٌٍٛس 

2 3

1 0 0 0 0 (ii)
2! 3!

h h
z z hz z z        

2 3 4

1 0 0 0 0 0 (iii)
2! 3! 4!

ivh h h
y y hy y y y         

 ِٓ(i) ًٍٔذصً ع 

2 2

2

2

2

,

2 2 ,

2 2[ ( ) ]

2[ ( ) ], iv

z xz y y z

z z xzz yy y z

z zz xPz x z zz

yy y y z

    

       

       

    

 

 ٚ ٌىْٛ

2 2 2 2
0 0 0 0

2
0 0 0 0 0 0 0

2

(0)(0) (1) 1

2 2

(0) 2(0)(0)( 1) 2(1)(0) 0

z x z y

z z x z z y y

      

    

    
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Pencil

ismail.masci
Pencil
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2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2
0 0 0

2

2

2 2[ ( ) ]

2[ ( ) ]

2(0)( 1) 2[(0)(0)( 1) (0)( 1) (0)( 1)]

2[(1)( 1) (0) ] 2

z z z x z z x z z z

y y y

       

  

       

   

 

 ٔذصً عًٍ (iii)،  (ii)تاٌرعٌٛط فً 

2 3

1

(0.1) (0.1)
0 (0.1)( 1) (0) (2)

2! 3!
0.0997

z      

 

 

2 3 4

1

(0.1) (0.1) (0.1)
(0.1) 1 (0.1)(0) ( 1) (0) (2)

2! 3! 4!
0.9950083 0.995

y y       

 

 

 تاٌّثً

2 3 4

2 1 1 1 1 1

2 3 4

1 1 1 1 1

(0.2)
2! 3! 4!

(iv)
2! 3! 4!

ivh h h
y y y hy y y y

h h h
y hz z z z

        

       

 

 ٕ٘ا

1 1

2 2 2
1 1 1 1

2
1 1 1 1 1 1 1

0.995, 0.0997

(0.1)( 0.0997) (0.995)

0.9890309

2 2 0.1687416

y z

z x z y

z z x z z y y

  

     

 

      

 

  (iv)تاٌرعٌٛط فً 
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2

2

3

(0.1) (0.1)
0.995 ( 0.0997) ( 0.9890309)

1! 2!

(0.1)
( 0.1687416) 0.9801129 0.9801

3!

y     

    

 

2 3

2 1 1 1 11

2

3

1! 2! 3!

(0.1) (0.1)
0.0997 ( 0.0997) ( 0.9890309)

1! 2!

(0.1)
( 0.1687416) 0.1145871

3!

h h h
z z z z z      

     

   

 

 تاٌراًٌ ٌىْٛ ٌذٌٕا

(0.1) 0.9950 , (0.2) 0.9801y y   

 طزيقح رونج كوتا  1.1.1

 رفاظٍٍح ِٓ اٌشذثح اٌثأٍح اٌ حّعادٌٌذٌٕا اٌ ٔفشض اْ

( , , )y f x y y   

 راخ اٌششٚط الاترذائٍح

0 0 0 0( ) , ( )y x y y x y    

 اْتفشض 

 y z y z      

  ٘زٖ اٌّعادٌح ذذٌٛد اٌى ِعادٌرٍٓ ِٓ اٌشذثح الاٌٚى

1

2

0 0 0 0

( , , )

( , , )

( ) , ( )

y z f x y z

y z f x y z

y x y z x z

  

  

 

 

ismail.masci
Pencil
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Pencil
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  .سٚٔج وٛذا اسرخذاَ طشٌمحت ّٙاٌّىٓ دٍ ٍزٌٓٚاٌ

 (1) ِثاي

 اٚجذ دً اٌّعادٌح اٌرفاظٍٍح الاذٍح ، اسرخذاَ طشٌمح سٚٔج وٛذا ِٓ اٌشذثح اٌشاتعحت

, (0) 3, (0) 0y xy y y y       

0.1xعٕذ إٌمطح .   

 انحم 

 ٔفشض اْ

1

2

( , , ),

( , , )

(0) 3, (0) 0,

y z f x y z

z xz y f x y z

y z

  

   

 

 

 ٕ٘ا

0 0 00, 3, 0x y z    

 ِٓ اٌشذثح اٌشاتعحطشٌمح سٚٔج وٛذا تاسرخذاَ 

1 1 0 0 0 0( , , ) ( ) (0.1)(0) 0k hf x y z h z      

1 2 0 0 0 0 0 0( , , ) ( )

(0.1)[(0)(0) 3] 0.3

l hf x y z h x z y  

   
 

1 1
2 1 0 0 0 1

1 1
2 2 0 0 0 2

( , , ) (0.05,3, 0.15)
2 2 2

(0.1)( 0.15) 0.015

( , , ) (0.05,3, 0.15)
2 2 2

(0.1)[(0.05)( 0.15) 3] 0.030075

k lh
k hf x y z hf

k lh
l hf x y z hf

     

   

     

   

 



                                                                                                 هشحد.شاديح أتو                                            حم انظمح انمعادلاخ انتفاضهيح من انزتثح الاوني        

33 
 

2 2
3 1 0 0 0

1

2 2
3 2 0 0 0

2

( , , )
2 2 2

(0.05,2.9925, 0.150375)

(0.1)( 0.150375) 0.0150375

( , , )
2 2 2

(0.05,2.9925, 0.150375)

(0.1)[(0.05)( 0.150375) 2.9925] 0.03000018

k lh
k hf x y z

hf

k lh
l hf x y z

hf

   

 

   

   

 

    

 

4 1 3 3

1

4 2 3 3

2

( , , )

(0.1,2.9849624, 0.3000018)

(0.1)( 0.3000018) 0.03000018

( , , )

(0.1,2.9849624, 0.3000018)

(0.1)[(0.1)( 0.3000018) 2.9849624]

0.3014962

k hf x h y k z l

hf

l hf x h y k z l

hf

   

 

   

   

 

  

 

 

1 2 3 4

1
( 2 2 )

6
1

[0 2( 0.015) 2( 0.0150375) 0.03000018]
6
0.0150125

k k k k k   

     

 

  

1 2 3 4

1
( 2 2 )

6
1

[ 0.3 2( 0.30075) 2( 0.3000018) 0.3014962]
6
0.3004999

l l l l l   

      

 

 

1 0(0.1) 3 0.0150125 2.9849875y y y k        
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1 0(0.1) 0 0.3004999 0.3004999z z z l        
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 الباب الثالج

 الخطواث  ةالطرق متعذد( 3.1)

0x انطشق انساتمح انتٙ دسسُاْا تحتاد فمظ يعشفح انحم عُذ َمطح ٔاحذج x  ٗنهحصٕل عهy عُذ

1nx x   ٍطشق يتعذدج انخطٕاخ تحتاد يعشفح انحم عُذ اكخش يٍ َمطح نهحصٕل عهٗ انحم انٔنك

)انًطهٕب ْٔزِ انطشق تحتاد حساب  ), ( )y x y x 0طاانُمعُذ 1, , , nx x x  ٗتعتًذ ْزِ انطشق عه ٔ

  .انتكايم انعذد٘ نهًعادلاخ انتفاضهٛح

Adams) باشفورثادم طريقت   3.3.1 Bashforth) 

 انتٙ فٙ انصٕسجطشٚمح نحم انًعادلاخ انتفاضهٛح تستخذو ْزِ ان
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f x yd dxy
 
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n n
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y y f x y dx
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     

)َمشب انذانح كايم انطشف الاًٍٚ يٍ ْزِ انًعادنح تن , )f x y  فٙ صٕسج كخٛشج حذٔد يٍ انذسرح انخاَٛح

 انخهفٛح  َٕٛتٍ نهفشٔق ذاو صٛغحتاستخ

1
2
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3

( 1)
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( 1)( 2) ]
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n
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q q
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nx x qh dx hdq      

 1 1

0,

1, since
n

n n n

x x q

x x q x x h 

  

    
 

 ٚتحٕل انتكايم انساتك انٙ

1
2

1
0

3

( 1)
[
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( 1)( 2) ]
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n n nn n

n

q q
y y h ff q f

q q q df q




     
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  
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23
12

1 0

( / 3) ( / 2)
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2 2!
n n n n n

q qqy y h q ff f


       

 عهُٙٓا َحصم ئ

2
1

1 5
[ ]

2 12
n n n n n

y y h ff f        

حى تانتعٕٚض عٍ 
2,n nf f  

1

2
1 2

,

2

n n n

n n n n

f f f

f f f f
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 

  
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1 1 1 2

1 5
[ ( ) ( 2 )]

2 12
n n n n n n nn

y y h f f f f ff          

1 1 2(23 16 5 ), 2
12n n n nn

h
y y f f nf        

  تفاضهٛح يٍ انشتثح الأنٗ عُذ َمطح يعُٛح يعادنحنحم  ادو ح تًخم طشٚمحْزِ انًعادن

 (3)مثال 

 فاضهٛح الاتٛحأرذ حم انًعادنح انت ثفٕساشتاستخذاو طشٚمح ادو ت
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2 , (0) 1, 0.1y y y h      

 .y(0.3)حى أرذ 

 الحل 

  ْٙٔ يٍ انذسرح انخانخح  ثفٕساشادو تتاستخذاو طشٚمح 

1 1 2(23 16 5 ), 2
12n n n nn

h
y y f f nf        

)ى يتتانٛح نهذانحلٛحلاث  طشٚمح ادو تحتاد انٗ يعشفحارٌ  , )f x y ٖزِ انمٛى ًٚكٍ انحصٕل عهٛٓا ْاحذ

)انحتٍٛ انتانٛتٍٛ نهذٔانمًٛ الاتتذائٛح حيثاششج يٍ انمًٛ , )f x y  ٖانخطٕج  طشقَحصم عهًٛٓا تاستخذاو احذ

 .ساتمحان انٕاحذج

 ٚهٕس اَختاس طشٚمح تانًخال فٙ ْزا 

2 3

1 2! 3!n n n n n

h h
y y hy y y

         

 ٛجح

2

2 3

2 2 2 4

2 2 ( ) 2

6 6 ( ) 6

n n

n n n n n n

n n n n n n

y y

y y y y y y

y y y y y y

  

      
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2 3
2 3 4

1 ( ) (2 ) ( 6 )
2! 3!n n n n n

h h
y y h y y y          

2 2 3 3 4
1 0 0 0 0

2 2 3 3 41 (0.1)(1) (0.1) (1) (0.1) (1) 0.909

y y hy h y h y   

    
 

2 2
0 1 1 (0.909) 0.826281y y y          

1 0.826281f     
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2 2 3 3 4
2 1 1 1 1

2 2 3 3 40.909 (0.1)(0.909) (0.1) (0.909) (0.1) (0.909)

0.833200055

y y hy h y h y   

   


2 2

2 2 2 (0.833200055)

0.69422233

y y y      

 
  

2 0.69422233f    

  ثفٕستاشتاستخذاو ادو 

3 2 1 02

0.1
(23 16 5 )

12
0.1

0.83300054 [23( 0.69422233)
12

16( 0.826281) 5( 1)] 0.7686449074

y y f ff   
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Adam's)ن ولتيمطريقت ادم   3.3.1 Maulton method) 

 ضًُٛحطشٚمح  ٓاَافٙ  انساتمحث فٕستاشادو  حتختهف عٍ طشٚما ٓٔنكُانخطٕج انًتعذدج ْزِ انطشٚمح يٍ طشق 

 ح انمًٛح انًتٕلعح لثم الاَتمال انٗ انخطٕج انتانٛح حا٘ آَا تص

 الاتٛح َعتثش اٌ نذُٚا انًعادنح انتفاضهٛح

0 0( , ), ( )y f x y y x y    

1nxانٗ nxكايم طشفٙ انًعادنح يٍتت   

1

1 ( , )
n

n

x

n n
x

y y f x y dx


     

)انذانح انًعادنح َمشب  يٍ ْزِ تكايم انطشف الاًٍٚن , )f x y  تاستخذاو ٔ رنك كخٛشج حذٔد فٙ صٕسج

 انخهفٙصٛغح َٕٛتٍ نلاستكًال 
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 تاستخذاو انتعٕٚض

1nx x qh dx hdq      

 1 1
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0, since
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x x q
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 َحصم عهٙ
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 انساتمح تكايم انًعادنح ت
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حى تانتعٕٚض عٍ 
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 َحصم عهٗ 
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y y h ff f f f f    
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 ٔيُٓا َحصم عهٗ 
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1 11
(5 8 ), 1 (1)

12n n n nn

h
y y f f nf 

      

 .ْزِ انًعادنح تًخم طشٚمح ادو يٛهتٌٕ نحم انًعادلاخ انتفاضهٛح يٍ انشتثح الأنٗ عُذ َمطح يعُٛح

 (3) مثال

 نهًعادنح انتفاضهٛح الاتٛح  y(0.4)ادو يٛهتٌٕ أرذتاستخذاو طشٚمح 

, (0) 1, 0.1y x y y h      

 الحل 

 (1ٔ رنك تاستخذاو انًعادنح )تطشٚمح ادو يٛهتٌٕ y(0.4)تعٍٛٛن

4 3 3 24
(5 8 )

12

h
y y f ff     

  ثٕسشفتا نتكٍ ادو ٔ لاتذ يٍ الاستعاَح تطشٚمح صشٚحح 4fٍٛٔنتع

4 3 2 13
(23 16 5 ) (3)

12

h
y y f ff     

  ٔكزنك

3 2 1 02
(23 16 5 ) (4)

12

h
y y f ff     

1دٔانًطهٕب ُْا ْٕ اٚزا 2,f f  ٔانخطٕج انٕاحذج  اٚضا تطشٚمح يٍ طشق َحاعتسنتعٍٛٛ رنك لاتذ يٍ الا ٔ 

 جنتكٍ سَٔذ كٕتا حٛ

 1 0 1 2 3 4

1
2 2 (5)

6
y y k k k k    
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  

1
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k hf x y f
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  

2
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 

  
4 0 0 3, (0.1,1.1105)

0.1 0.1 1.1105 0.12105

k hf x h y k hf   

  
 

 عهٙ حصمَ (5) انتعٕٚض فٙ انًعادنحت

 

 

1 0 1 2 3 4

1
2 2

6
1

1.0 0.1 0.22 0.221 0.12105
6

1.11034

y y k k k k    

    



 

2 َزذ اٌ اخشٖيشج  سَٔذ كٕتا تاستخذاو طشٚمح 2yٔتانًخم ًٚكٍ اٚزاد 1.2428y  

( , )y f x y x y      

1 1 1 0.1 1.1034

1.21034

f x y   


 

2 2 2 0.2 1.2428

1.4428

f x y   


 

1تانتعٕٚضٔ 2,f f ٙ3َحصم عهٗ  (4) انًعادنح فy ثٕسشفتا ادو حطشٚم يٍ خلال  
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3 2 1 02
(23 16 5 )

12
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16(1.21034) 5(1)] 1.399624667

h
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3 3 3 0.3 1.399624667

1.699625
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3انتعٕٚض عٍحى ت 3,f y 4 َحصم عهٗ (3) فٙ انًعادنحy ثٕسشفادو تا حطشٚم يٍ خلال  

( )
4 3 2 13

(23 16 5 )
12

0.1
1.39962447 [23(1.699635) 16(1.4428)

12
5(1.21034)] 1.583443599

P h
y y f ff   

  

   
( )

4 4 4 0.4 1.583443899
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 نهحصٕل عهٗ انًطهٕب  يٛهتٌٕ( دوطشٚمح ا) (2) تعٕٚض فٙ انًعادنححى تان

( )
4

0.1
1.399624667 [5(1.98344)

12
8(1.699625) 1.4425]

1.58385045
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  .ثٕسشفادو تاطشٚمح سَٔذ كٕتا تذلا يٍ تاستخذاو   3yًٚكٍ اٚضا اٚزاد  :ملحوظت

Milne's)طريقت ميله  1.3.1 method) 

انمًٛح انًتٕلعح  حصحفٙ آَا تح ساتمانزادي حعٍ طشٚم نكُٓا تختهفطشق يتعذدج انخطٕاخ انْزِ انطشٚمح يٍ 

َماط يتتانٛح استعحعُذ  yى ٔ كزنك تحتاد نًعشفح لٛ .لثم الاَتمال انٗ انخطٕج انتانٛح

1 2 3, , ,n n n nx x x x    نهحصٕل عهٙ لًٛحy1عُذ انُمطحnx . 
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 انتفاضهٛح انتانٛحَعتثش انًعادنح 

0 0( , ), ( ) (1)y f x y y x y     

3nxيٍ (1) تتكايم انًعادنح 
1nxانٙ  

 حصم عهٗ َ 

1 1

3 3

( , )
n n

n n

x x

x x

dy f x y dx
 

 

   

)فٙ طشٚمح ادو َحٕل انذانح ًاك , )f x yانخاَٛح ٔرنك تاستخذاو طشٚمح َٕٛتٍ  ذسرحانٗ كخٛشج حذٔد يٍ ان

 صٕسج الاتٛح فتصثح انًعادنح فٙ اننلاستكًال انخهفٙ 

1

3

2
1 3

( 1)

2!
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q q
y y f E dxf q f


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  حٛج

3 (3)
3 1

( 1)( 2)
( ),

3!
n n

q q q
E h f x x  

 
    

 تاستخذاو انتعٕٚض

nx x qh dx hdq     

1, 3q q      

1

2
1 3

3

( 1)

2!
n n nn n

q q
y y h f dq Ef q f 







 
      

 
 

 َحصم عهٗ  qارشاء انتكايم تانُسثح نهًتغٛش ت

 52
1 3

2
4

3
n n nn n

y y h f O hf f 

 
      

 
 

تانتعٕٚض عٍ
2,n nf f   ٗتاستخذاو انفشٔق َحصم عه 
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   5
1 3 21

4
2 2

3n n nn n

h
y y f O hf f  

     

1ny 
ْزِ انًعادنح تسًٗ انمًٛح انًتٕلعح ٔٚشيز نٓا تانشيزانُاتزح يٍ  

( )
1

P
ny   ٔتحسٍٛ ْزِ انمًٛحٔنتصحٛح ا 

1nxيٍ (1) تكايم انًعادنحت .ستخذو طشٚمح سًثسٌٕ نهتكايمَ 
1nxانٗ  

ٔاٚضا تغٛٛش حذٔد انتكايم كًا   

 حصم عهٗ َسثك 

1

2
1 3

1

( 1)

2!
n n nn n

q q
y y h f dqf q f 







 
      

 
 

انتعٕٚض عٍتانتكايم حى ت
2,n nf f  َ ٗحصم عه 

 1 3 11 1
4

3n n nn n

h
y y ff f   

     

1nyْزِ انمًٛح  ٔانتٙ ٚشيز نٓا تانشيز
( )

1
C

ny  انصحٛحح نهمًٛح  تسًٗ انمًٛح
( )

1
P

ny  .  

 yنـ ى الأنٗ لٛاٌ الاستعح  نٕ yهذانح انًطهٕتحنلٛى عهٗ الالم  استعحْزِ انطشٚمح تتطهة يعشفح  :ظتوحمل

  .تٛكاسد أ طشٚمح أٚهش أ طشٚمح سَٔذ كٕتاطشٚمح كتعُٛٛٓا تاستخذاو احذٖ انطشق  ًٚكُُا ّفاَ اجغٛش يعط

 (3)مثال 

 تفاضهٛح ان حًعادننذُٚا ان

1dy

dx x y



  

(0) 2, (0.2) 2.0933,

(0.4) 2.1755, (0.6) 2.2493

y y

y y

 

 
 

  .تاستخذاو طشٚمح يٛهٍ y(0.8)أرذ

 الحل

  

ismail.masci
Rectangle

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Highlight

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil
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 ( )
1 3 1 2

4
2 2 (1)

3
P

n n n n n

h
y y y y y   

       

حٛج
( )

1
P

ny  ْٙ1نـ  انمًٛح انًتٕلعحny 
.  

 نذُٚا 

0 1 2 3

0 1 2 3

0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.2

2, 2.0933, 2.1755, 2.2493

x x x x h

y y y y

    

   
 

3nتٕضع   فاٌ انمًٛح انًتٕلعح تكٌٕ  (1) فٙ انًعادنح 

 ( )
4 0 3 2 1

4
2 2 (2)

3
P h

y y y y y     
 

1
1 1

1 1
0.4360528

0.2 2.0933
y

x y
   

 
  

2
2 2

1 1
0.3882741

0.4 2.1755
y

x y
   

 
 

3
3 3

1 1
0.3509633

0.6 2.2493
y

x y
   

 
 

 حصم عهٗ َ (2) حى تانتعٕٚض فٙ انًعادنح





( )
4

4(0.2)
2 2(0.3509633) (0.3882741)

3
2(0.4360528) 2.3162022 (3)

Py   



 

 انصحٛحح ْٙ  حنهمًٛ ٍٔالاٌ يعادنح يٛه

 ( )
1 1 1 1 (4)

3
C

n n n n n

h
y y y y y   

       

حٛج
( )

1
C

ny 1صحٛحح نـ ْٙ انمًٛح انny .  

ismail.masci
Pencil
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Pencil
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3nتٕضع   َٙحصم عه 

 ( )
4 2 2 3 44 (5)

3
C h

y y y y y       

 حصم عهٗ َ (3) انًعادنحيٍ 

( )
4 42.3162022, 0.8Py x 

 

4 ( )
4 4

1 1
0.3209034

0.8 2.3162022P
y

x y
   

 
 

  عهٗ حصمَ (5) انًعادنحيٍ 





( )
4

0.2
2.1755 0.3882741 4(0.3509633)

3
0.3209034

2.3163687

Cy   




 

4(0.8) 2.3164y y   

 (3)مثال 

 ًعادنح أرذ حم ان

( ) , (0) 1
dy

x y y y
dx

  
 

0.1,0.2,0.3xعُذ y. احسة لٛى y(0.4)حساب نتاستخذاو طشٚمح يٛهٍ ٔ رنك    تاستخذاو طشٚمح

  .سَٔذ كٕتا يٍ انشتثح انشاتعح

 الحل 

,(0.1) َحسة (0.2), (0.3)y y y  ٗتاستخذاو طشٚمح سَٔذ كٕتا يٍ انشتثح انشاتعح نُحصم عه 

(0.1) 1.11689, (0.2) 1.27739, (0.3) 1.50412,y y y    
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0 0

1 1

2 2

3 3

0, 1

0.1, 1.11689

0.2, 1.27739

0.3, 1.1.50412

x y

x y

x y

x y

 

 

 

 

 

 همًٛح انًتٕلعح ْٙ ٛهٍ نيعادنح ي

 ( )
4 0 3 2 1

4
2 2 (1)

3
P h

y y y y y     
 

( )y x y y     

1 1 1 1( ) (0.1 1.11689)(1.11689) 1.3591323y x y y       

2 2 2 2( ) (0.2 1.27739)(1.27739) 1.8872032y x y y       

3 3 3 3( ) (0.3 1.50412)(1.50412) 2.713613y x y y       

  حصم عهَٗ ( 1ح )تانتعٕٚض فٙ انًعادن





( )
4

4(0.1)
1 2(2.713613) 1.8872032

3
2(1.3591323) 1.8344383 (2)

Py   



 

 نهمًٛح انصحٛحح ْٙ  ٍٔالاٌ يعادنح يٛه

 ( )
4 2 2 3 44 (3)

3
C h

y y y y y       

  م عهٗحصَ (2انًعادنح ) يٍ

( )
4 41.8344383, 0.4Py x   

    ( ) ( )
4 4 4 4 0.4 1.8344383 1.8344383

4.0989392

P Py x y y    


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 م عهٗ حصَ (3) يٍ انًعادنح





( )
4

0.1
1.27739 1.8872032 4(2.713613)

3
4(4.0989392)

1.8387431

Cy   





 

4 (0.4) 1.83874y y   

 (1)مثال 

 أرذ نهًعادنح انتفاضهٛح 

, (0) 1
dy

x y y
dx

    

 .y(0.5) لًٛح

 الحل 

 ٍ نهمًٛح انًتٕلعح تاستخذاو يعادنح يٛه

 ( )
1 3 1 2

4
2 2

3
P

n n n n n

h
y y y y y   

       

)ٔ يُٓا yنزنك َستخذو طشٚمح سَٔذ كٕتا نتعٍٛٛ yـ ى نلٛ استعحٚهزو تعٍٛٛ  , )f x yانتانٛح انمٛى  انًماتهح

) لٛى ٔ yعثاسج عٍ لٛى , )f x y  انًُاظشج نٓا 

3 3

2 2

1 1

( , )

0 1 1

0.1 1.11 1.210

0.2 1.242 1.442

0.3 1.399 1.699

n n

n n

n n

n n

x y y f x y x y

y f

y f

y f

y f

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 ( )
4

4(0.1)
1 2(1.699) (1.442) 2(1.210) 1.58364

3
Py      
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 نحساب
( )

1
C

ny   1وعيهnf 
 حيج  

1 1 1( , ) (0.4,1.584) 1.984P
n n nf f x y f      

 

 

 ان حٛجو 

 ( )
4 2 2 3 44

3
C h

y y y y y       

 فاٌ 

 ( )
4

(0.1)
1.242 1.984 4(1.699) 1.442 1.58364

3
Cy       

اٌ  لاحع
( ) ( )

1 1, ,P C
n ny y  

 fٔالاٌ اصثح نذُٚا لٛى انذانح  yلًٛح فٙ َفس انمًٛح ا٘ نى ٚحذث تحسٍ ًانٓ

 (َستخذو طشٚمح سَٔذ كٕتا فٙ انثذاٚح فمظ) سَٔذ كٕتا استخذاو طشٚمحراْزج ا٘ لا َحتاد انٗ 

( )
1 (0.5) 2.29742P

ny y  
 

( )
1 (0.5) 2.29742C

ny y    
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 الباب الرابع 

 تالعادي تذاث النقطتين في المعادلاث التفاضلي تالحدي القيممسائل ( 7.1)

  ةالفروق المحدود تطريق 7.7.1

غ تٍُها اشوق تٍٍ لٍى انًرغٍشاخ عُذ َمفتفً انًعادلاخ  حرعثٍش عٍ انًعايلاخ انرفاظهٍان حذذاول هزِ انطشٌم

)نهذانح سفًثلا يٍ يفكىن ذاٌهى حيسافاخ يرساوٌ )y x حارا كاَد انُمط( , )n nx y نها  جانًجاوس حفاٌ انُمط

)هً  يٍ انًٍٍٍ , )n nx h y ٍانٍساس هً و ي( , )n nx h y  

2 3 4
(4) 5

1 ( ) (1)
2! 3! 4!n n n n n n

h h h
y y hy y y y O h

          

2 3 4
(4) 5

1 ( ) (2)
2! 3! 4!n n n n n n

h h h
y y hy y y y O h

         

 تانطشح فاٌ 

3
1 1 2 ( )n n ny y hy O h 

    

 اي اٌ 

21 1 ( ) (3)
2

n n
n

y y
y O h

h
 

    

 فاٌ  و تانجًع

2 4
1 1 2 ( )n n n ny y y h y O h 

     

21 1
2

2
( )n n n

n

y y y
y O h

h
  

   

 اي اٌ

21 1
2

2
( ) (4)n n n

n

y y y
y O h

h
  

    

)حًٌكٍ ذمشٌة انرفاظم الاول نهذان (3) حيٍ انًعادن )y x حعُذ انُمط( , )n nx y ًتانشكم الاذ 

ismail.masci
Pencil
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1 1

2
n n

n

y y
y

h
 

   

 يٍ سذثح لرطا  انًىظعًالا أخطٌكىٌ 
2( )O h. 

 كالاذً (4) حتاسرخذاو انًعادن حوًٌكٍ ذمشٌة انرفاظم انثاًَ نهذان

1 1
2

2n n n
n

y y y
y

h
  

   

 يٍ سذثح وٌكىٌ خطا الالرطا  انًىظعً
2( )O h. 

  (7) مثال

  حراخ انُمطرٍٍ الاذٍ حانذذٌ حانمًٍ نذم يسانح جانفشوق انًذذود حاسرخذو غشٌم

2 , (0) 1, (2) 1y xy y x y y       

 الحل 

0.5hتفشض اٌ    نـ  جتانرعىٌط تصىس انفشوق انًذذودو,n ny y   

21 1 1 1
2

2

(0.5) 2(0.5)
n n n n n

n n n

y y y y y
x y x     

    

    2
1 1 1 14 2n n n n n n n ny y y x y y y x          

    2
1 14 9 4n n n n n nx y y x y x     

 

2 1 0 0

9 7 1
1 0.5 ; 9 ; 1

2 2 4nn x y y y y      
  

3 2 12 1; 5 9 3 1nn x y y y     
 

4 3 2 4

3 11 5 9
3 ; 9 ; 1

2 2 2 4nn x y y y y        

  جفً انصىسانرً ذكرة 
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1 2

13
9 4.5

4
y y   

  

1 2 39 5 1y y y  
 

2 3

13
2.5 9

4
y y    

/1 عُذ انُماغ حانرفاظهٍ حَظاو انًعادلاخ انساتك َذصم عهى دم انًعادنتذم  2,1,3 / 2x  وتاخرٍاس 

0.5hلًٍح نـ    دم عذد يٍ تععها و فً هزِ انذانح ٌرطهة  حغ اكثش ويرماستاَم عُذَذصم عهً انذهىل

  .يٍ انًعادلاخ اكثش

  نالتنشي تطريق 7.7.1 

 راخ انُمطرٍٍ  حانذذٌ حانمًٍ حنذم يسان جظشايُ حانرُشٍٍ تطشٌم جفكش جيذاكا ٌرى

0 0( , , ), ( ) , ( )n ny f x y y y x y y x y     

)0ظهًارفاننهًعايم  حاترذائٍ حيٍ ذخًٍٍ لًٍ أذثذانفكشج و )y x ٍ0و نرك( )y x    حغشٌم اسرخذاو و 

1انُماغ انذم عُذ لإٌجاد حالاترذائٍ حيٍ غشق دم يسائم انمًٍ 2, , , nx x x حذمشٌثٍ حارا وصهُا انى لًٍف 

)حانذذٌ حوكاَد ذمرشب يٍ انمًٍ nxعُذ حنهذان )n ny y x ٌحايا ارا اخرهفد انمًٍ .هزا انرخًٍٍ َاجخ ٌكى 

 حالاترذائٍ حدم يسائم انمًٍ و اسرخذاو غشٌمح يٍ غشق هاصاَمااو   جانرُشٍٍ يع صٌاد جفكش جفًٍكٍ يذاكا

) حانذذٌ حكافٍا يٍ انمًٍلشٌثا لشتا ٌكىٌ  nxانىصىل انى دم اخش عُذ حنًذاون يشج ثاٍَح )n ny y x 

تاسرخذاو غشق دم    لاخرٍاسلٍى تشَايج سٌاظً نرذذٌذ ادسٍ  ٌسرخذو ًطهىب. عادجانوهكزا درى ٌرى 

 .حانًعادلاخ غٍش انخطٍ

ismail.masci
Pencil
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 اٌؾٍٛي اٌؼذد٠خ ٌٍّؼبدلاد اٌغجش٠خ اٌخط١خ

٘زٖ  ِٚٓ ث١ٓ خِٓ اٌّؼبدلاد اٌخط١ خؽً ِغّٛػ خاٌؼذ٠ذ ِٓ ِشبوً اٌزؾ١ًٍ اٌؼذدٞ رزؾٛي اٌٝ ِشىٍ

ٚوزٌه ؽً ِشبوً رٛف١ك  ،خثبعزخذاَ غشق اٌفشٚق إٌّز١ٙ خٚاٌغضئ١ خاٌؼبد٠اٌزفبظ١ٍخ  دلادبؼاٌّاٌّشبوً 

اٌّشثؼبد اٌصغشٜ ٚاعزخذاَ اٌّصفٛفبد فٟ ٘زا اٌّغبي ١ٌغذ فمػ ِٕبعت  خإٌّؾ١ٕبد ثبعزخذاَ غش٠م

 .خٌٚىٕٗ فؼبي فٟ اعزٕزبط اٌؼلالبد الاعبع١

  خِٓ اٌّؼبدلاد اٌخط١ خِغّٛػ خوزبث ٠ّىٕٕب

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   

   

   

 

  وبٌزبٌٟثبعزخذاَ اٌّصفٛفبد  خِجغط حصٛسفٟ 

AX B  

 ؽ١ش 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
   

  

1

2

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 

   

1

2

n

b

b
B

b

 
 
 
 
 
 

 

 ّضلا ف

1

2

3

2 1 5 11

1 1 3 3

4 2 6 41

x

x

x

     
       
     
         

 

 اٌّؼبدلاد  خٔفظ ِغّٛػٟ٘ 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5 11

3 3

4 2 6 41

x x x

x x x

x x x

  

   

  

 

 .خلطش٠ خرغّٝ ِصفٛف iiaصش اٌمطش اٌشئ١غٟٕبػ ذاػباٌزٟ ع١ّغ ػٕبصش٘ب اصفبسا ِ خاٌّشثؼ خاٌّصفٛف

اٌٛؽذح ٠ٚشِض  خرغّٝ ِصفٛف خٚاؽذ فبْ اٌّصفٛفٚ رغبٚٞ  خارا وبٔذ ػٕبصش اٌمطش اٌشئ١غٟ ِزغب٠ٚٚ 

 .Iثبٌشِضٌٙب 

ارا  .ػ١ٍب خِضٍض١ خرغّٝ ِصفٛففبْ اٌّصفٛفخ فش صٌٍ خفٛق اٌمطش اٌشئ١غٟ ِغب٠ٚصش بٕؼاٌارا وبٔذ وً 

ٚػٍٝ عج١ً اٌّضبي  .عفٍٝ خِضٍض١ خفش رغّٝ ِصفٛفصٌٍ خاٌشئ١غٟ ِغب٠ٚ اعفً اٌمطش ؼٕبصش اٌزٟوبٔذ اٌ

 ػ١ٍب خِضٍض١ Uخفٍٟ ٚاٌضب١ٔع خِضٍض١ Lالاٌٟٚ  ،خاٌضبٌض خاٌزب١ٌزبْ ِٓ اٌشرجاٌّصفٛفزبْ 

2 0 0 1 3 4

1 5 0 , 0 6 2

3 4 2 0 0 1

L U

   
   

 
   
   
   

 

ِؼبدلاد لذ رصً اٌٝ ِئبد الالاف ِٓ اٌّؼبدلاد فٟ ٔفظ  خِغّٛػ خظٙش فٟ اٌّغبلاد اٌؼ١ٍّرلذ  ٗٚؽ١ش أ

ٚ  .ِٓ اٌّشىلاد خٌؾً ِضً ٘زٖ إٌٛػ١ خ٠ّىٓ اعزخذاِٙب ثغٌٙٛ خاٌؼذد ِٓ اٌّغب١ً٘ ٌزٌه ٔؾزبط اٌٝ ػ١ٍّ

 ػٓ ثؼط اٌطشق عٕزىٍُ الاْ 

  فاٌؾز خغش٠م

 زفٌؾ خاٌّؼشٚف خٍطش٠مٌِٓ اٌّؼبدلاد ِب ٟ٘ الا رؼ١ُّ  خالاٌٚٝ اٌزٟ عٕذسعٙب ٌؾً ِغّٛػ خاٌطش٠م

ٟٚ٘ رؼذ ّٔٛرط عبٚط ٌٍؾزف  خرغّٝ غش٠م خٚ ٘زٖ اٌطش٠م خث١ٓ صٚط ِٓ اٌّؼبدلاد الا١ٔ ٚاؽذ ِغٙٛي

  .حاٌطشق اٌّجبششاٌزٟ رغّٟ طشق اٌ ٌؼذد وج١شِٓ اعبعٟ

 ؼزجش ِضبي ثغ١ػ ِٓ صلاس ِؼبدلاد ٔ خاٌطش٠مٌٚششػ ٘زٖ 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 12

2 3 11

2 2 2

x x x

x x x

x x x

  

  

  

 

)فٟ  الاٌٚٝ خدٌبؼٔعشة اٌّ 1) ٌالاٌٚٝ فٟ خاٌّؼبدٌ ةشعّٔغ وزٌه غٚاٌ (3)فٟ  خاٌضب١ٔ خٚاٌّؼبد

( 2) ٚ 1زفٌؾّغ ا٠عب ٚرٌه غٔصُ  (3)فٟ خاٌضبٌضx ٍٟٔؾصً ػ 
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1 2 3

2 3

2 3

3 2 12

7 7 21

4 7 18

x x x

x x

x x

  

 

   

 

ػ١ٍب  خِضٍض١ خّغ ٚثزٌه ٔؾصً ػٍٝ ِغّٛػٚاٌغ (7)ضبٌضخٚاٌ  (4)فٟ خ١ٔضباٌ خشة اٌّؼبدٌٔع 2xٌؾزف 

  حػٍٝ اٌصٛس

1 2 3

2 3

3

3 2 12

7 7 21

21 42

x x x

x x

x

  

 

  

 

3ٔؾصً ػٍٝ خاٌضبٌض خاٌّؼبدٌِٓ  2x  ٌ2ؾصً ػٍٝٔ خاٌضب١ٔ خزؼ٠ٛط فٟ اٌّؼبدٌٚ ثب 1x    ِٓ ُص

1صً ػٍٝٔؾالاٌٚٝ  خاٌّؼبدٌ 3x . 

اٌّؼبدلاد ػٍٝ ٚرٌه ثٛظغ ِغّٛػخ ثبعزخذاَ اٌّصفٛفبد  ٌىٓالاْ عٛف ٔؾً ٔفظ اٌّضبي اٌغبثك 

  حاٌصٛس

1

2

3

3 1 2 12

1 2 3 11

2 2 1 2

x

x

x

     
     
     
          

 

ٌزٌه  .خشد فمػ ػٍٝ اٌّؼبِلاد ٚاٌؾذٚد اٌّطٍمصااٌزٟ اعش٠ذ ِٓ لجً لذ  خْ اٌؼ١ٍّبد اٌؾغبث١ٔلاؽظ ا

  حٚاٌزٞ ٠بخز اٌصٛس )اٌطشف الا٠ّٓ( Bاٌّزغٗعبفب ا١ٌٙب ِ Aاٌّؼبِلاد خعٛف ٔزؼبًِ ِغ ِصفٛف

 

3 1 2 :12

: 1 2 3 :11

2 2 1 : 2

A B

 
 
 
   

 

  .ػ١ٍب خِضٍض١ خٌزؾ٠ٍٛٙب اٌٝ ِصفٛف خزٖ اٌّصفٛف٘غشٞ ثؼذ اٌؼ١ٍّبد ػٍٝ ٔٚعٛف 
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  2 1

3 1

3 2 2 3

2 1

2 1

3
3 2

7 4 3
2 21

3 1 2 :12 3 1 2 :12

: 1 2 3 :11 0 7 7 : 21

2 2 1 : 2 0 4 7 : 18

3 1 2 :12 63 21 0 :168

0 7 7 : 21 0 21 0 : 21

0 4 21 : 42 0 0 21 : 42

63 0 0

0 21

R R
R R

R R R R
R R

R R

A B 



 





    
    
   
          

    
    
   
          



:189

0 : 21

0 0 21 : 42

 
 
 
     

)ٚالاٚي فٟ (3)فٟ ظشة اٌصف اٌضبٟٔاٌخطٛح الاٌٟٚ ٟ٘  1) ٚ ٌ(3)فٟ صُ ظشة اٌصف اٌضبٌش ّغغا 

)ٚالاٚي فٟ 2) ٌّغغٚا. 

ٟ٘  خاْ ٘زٖ إٌز١غلاؽظ ّٔغ غٚاٌ (4)اٌصف اٌضبٟٔ فٟ ٚ(7)اٌصف اٌضبٌش فٟ ةشظ اٌخطٛح اٌضب١ٔخ ٟ٘

٠ّضً  ٌضبٟٔاٚ 1xاْ اٌؼّٛد الاٚي ٠ّضً ِؼبِلاد خاٌزٟ ؽصٍٕب ػ١ٍٙب ِٓ لجً ِغ ِلاؽظ خٔفظ إٌز١غ

  .خٚاٌؼّٛد الاخ١ش ٠ّضً اٌؾذٚد اٌّطٍم  3xٚاٌضبٌش ٠ّضً ِؼبِلاد 2xِؼبِلاد

  وّب ٠ٍٟ: ثؼذ ؽزف اٌّؼبِلاد اٌزٟ فٛق اٌمطش اٌشئ١غٟ خاعشاء اٌزؼ٠ٛط ثغٌٙٛٚ الاْ ٠ّىٕٕب 

ٚ ٔغّؼٗ ػٍٟ  (2)صُ ٔعشة اٌصف اٌضبٟٔ فٟػٍٟ اٌصف اٌضبٌش  ٗغّؼٔ ٚ (3)ٔعشة اٌصف اٌضبٟٔ فٟ

ٚ ارا  .اٌؾزف ثغّغ اٌصف اٌضبٟٔ ػٍٝ الاٚي خٟٙ ػ١ٍّاخ١شا ٕٔ ٚ .(21)فٟ ٗظشث ذػٍٝ اٌصف الاٚي ثؼ

1 ػٕبصشٖ ٟ٘ اٌّغب١ً٘ زغٗصً ػٍٝ ِٔؾ اٌشئ١غٟ صف ػٍٝ ػٕبصش اٌمطشلغّٕب وً  2 3, ,x x x  ِغب٠ٚب

  .Bغٌٙٗؼٕبصش اٌّز

1 0 0 : 3 3

0 1 0 :1 , 1

0 0 1 : 2 2

A X

   
    
   
        
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1 2 33, 1, 2x x x    

 عبٚط ٌٍؾزف  خغش٠م

 خؽً اٌّؼبدلاد ٚ وبْ عًٙ ػ١ٍٕب اعشاء اٌؾغبثبد ٔظشا لأٗ وبْ ٌذ٠ٕب صلاص خفٟ اٌّضبي اٌغبثك ػشفٕب و١ف١

 حِٓ اٌّؼبدلاد فبٔٗ ٠صؼت ػ١ٍٕب اعشاء رٍه اٌؾغبثبد اٌىض١ش حاٌىج١ش خاٌّغّٛػ خِؼبدلاد فمػ اِب فٟ ؽبٌ

ْ ا ٕبلاؽظ . ٌىٕٕبغزخذَ اٌؾبعت الاٌٟ فٟ ؽً ٘زٖ اٌّغبئ٠ً . ٌزٌهٚاٌزٟ رؾزبط اٌٝ اٌٛلذ اٌىض١ش عذا

اٌؾبعت ػٍٝ رخض٠ٓ  حعذا رفٛق اؽ١بٔب لذس حعٛف رؼطٟ اػذادا وج١ش خاٌغبثم خػ١ٍّبد اٌعشة فٟ اٌطش٠م

 .عبٚط ٌٍؾزف خفٟ ؽزف اٌّؼبِلاد ٚاٌزٟ رغّٝ ثطش٠م خاٌزب١ٌ خٌزٌه عٛف ٔزجغ اٌطش٠م . ٘زٖ الاسلبَ

اٌصف الاٚي فٟ ٔعشة i سلُ صفالاٚي فٟ اٌ ؼبًٌِؾزف اٌّ
1

11

ia

a
ٚٔغزؼًّ  i سلُ ٌصفِٓ ا ٗطشؽٔ صُ 

فش صػٍٝ اٌ خِٓ اٌمغّ ٚ ٠غت اْ ٔؾزشطالاخشٜ  حاٌّؼبِلاد فٟ الاػّذٌٍّؼبِلاد فٟ ؽزف  خصٍبٔغت ِّ

 خرشر١ت اٌّؼبدلاد ثؾ١ش ٔعغ اٌّؼبِلاد راد اٌم١ّ حش ٟ٘ اػبدصفػٍٝ اٌ خٌزغٕت اٌمغّ حاٌّف١ذ خٚاٌطش٠م

  .حالاوجش فٟ اٌمطش فٟ وً خطٛ

اسلبَ اصٕبء  خاْ اٌزمش٠ت ع١ىْٛ اٌٝ اسثؼ خعٛف ٔؾً اٌّضبي اٌغبثك ِغ ِلاؽظ خزٛظ١ؼ ٘زٖ اٌطش٠مٚ ٌ

 اٌؾغبثبد 

2 1

3 1

3 2

(1/3)
(2/3)

(1.334/2.333)

3 1 2 :12 3 1 2 :12

1 2 3 :11 0 2.333 2.334 : 7.004

2 2 1 : 2 0 1.334 2.332 : 5.992

3 1 2 :12

0 2.333 2.334 : 7.004

0 0 1.000 :1.993

R R
R R

R R







    
   
   
          

 
 
 
  

 

. ػ١ٍّخ الاوجش فٟ اٌمطش خرشر١ت اٌّؼبدلاد ٌٛظغ اٌّؼبِلاد راد اٌم١ّ حاػبد خفٟ ٘زا اٌّضبي لا ٔؾزبط ٌؼ١ٍّ

 ؾصً ػٍٝ ٕفالاٌٚٝ  اٌضب١ٔخ ٚ زؾشن اٌٝ اٌّؼبدلادٔصُ  خاٌضبٌض خاٌخٍفٟ رجذا ثبٌّؼبدٌ اٌزؼ٠ٛط

1 2 33.007, 1.008, 1.993x x x    

  .خطبء اٌزمش٠تلا خعبءد ٔز١غ 2,1,3ٚ ث١ٓ ث١ٓ ٘زٖ اٌم١ُ ٚ اٌفشق 

ٌؾً  ٍؾبعت الاٌٟثشٔبِظ ٌ خاٌزٟ ٠ّىٓ ثٙب وزبث حعبٚط ٌٍؾزف فٟ اٌصٛس خٍخص خطٛاد غش٠مٔٚالاْ 

 خِٓ اٌّؼبدلاد اٌخط١ خِغّٛػ
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)اٌّؼبِلاد خِصفٛفاظف اٌٟ  .1 )n n خززىْٛ ِصفٛفف خاٌؾذٚد اٌّطٍم خِزغ( ( 1))n n  

 .فٟ اٌؼّٛد الاٚي حفٟ اٌّؼبِلاد اٌّٛعٛد خٟ٘ اوجش ل١ّ 11aخٌغؼً ل١ّاثذي اٌصفٛف  .2

ٌؾزف اٌؼٕصش الاٚي فٟ اٌصف  اصفبس.ػٕبصش اٌؼّٛد الاٚي اٌزٟ اعفً اٌصف الاٚي اعؼً ع١ّغ  .3

اٌصف الاٚي فٟ عشةٔ i سلُ
1

11

ia

a
 .i سلُ فِٓ اٌص ٗؽغش صُ  

 خالاوجش فٟ اٌمطش ثٛاعط خاٌم١ّ رٚػٍٝ ثبلٟ اٌصفٛف ِغ ٚظغ اٌؼبًِ ( 3( ، )2وشس اٌخطٛاد ) .4

فٟ j سلُ فشة اٌصٔع صُ  (nاٌٟ  jفمػ اٌصفٛف ِٓػزجش )ارجذ٠ً اٌصفٛف 
1 j

jj

a

a
 ٗاغشؽ صُ 

فٟ ٔٙب٠خ  .رؾذ اٌمطش اٌشئ١غٟ اصفبس  jٌغؼً ع١ّغ اٌؼٕبصش فٟ اٌؼّٛد سلُ iسلُ  ِٓ اٌصف

  .ػ١ٍب خرصجؼ ِضٍض١ خٔغذ اْ اٌّصفٛف حاٌخطٛ٘زٖ 

  خثٛاعط n سلُ خِٓ اٌّؼبدٌ nxخاؽغت ل١ّ .5

, 1n n
n

nn

a
x

a


  

1اؽغت ل١ّخ  2 2 1, , , ,n nx x x x  ٌسلُ خِٓ اٌّؼبد( 1)n  ٌالاٌٚٝ ػٍٝ  خؽزٝ اٌّؼبد

  خاٌزٛاٌٟ ثٛاعط

, 1
1

i n ij j
j i

i
ii

a a x
x

l


 






 

  .اٌّضبي اٌزبٌٟ ٔؼطٟ خا٠عبػ ٘زٖ اٌطش٠م حض٠بدٌٚ

 بي ِض

  خاٌّؼبدلاد الار١ خؽً ِغّٛػ

2 4

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

2 0

2 2 3 2 2

4 3 7

6 6 5 6

x x

x x x x

x x x

x x x x

 

    

   

   

 

 اٌؾً 

 ٟ٘  خؼبِلاد ٚاٌؾذٚد اٌّطٍمّاٌِصفٛفخ 
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0 2 0 1 : 0

2 2 3 2 : 2

4 3 0 1 : 7

6 1 6 5 : 6

 
 
 
  
 

  

 

 ػٍٝ خٌزٌه ٔجذي اٌصف الاٚي ِغ اٌصف اٌشاثغ ٌىٟ ٔزغٕت اٌمغّ  11aفش فٟ اٌّٛظغص٠ٛعذ ٔلاؽظ أٗ 

 ٔؾصً ػٍٝ  اٌصفش ٚثزٌه

6 1 6 5 : 6

2 2 3 2 : 2

4 3 0 1 : 7

0 2 0 1 : 0

  
 
 
  
 
 

 

2)اٌصف الاٚي فٟ ٔعشةٕبصش فٟ اٌؼّٛد الاٚي اصفبسا غؼً اٌؼٌ / ٓ اٌصف اٌضبٟٔ ٚثؼذ ٔطشؽٗ ِ صُ (6

4)فٟ ٗعشثٔرٌه ِٓ  /  صً ػٍٝ فٕؾاٌضبٌش  اٌصف ِٓٔطشؽٗ ٚ (6

6 1 6 5 : 6

0 1.6667 5 3.667 : 4

4 3.6667 4 4.3333 : 11

0 2 0 1 : 0

  
 
 
  
 
 

 

ٚثؼذ رٌه  .الاوجش فٟ اٌمطش اٌشئ١غٟ خاٌم١ّرٚ اٌضبٌش ٌٕعغ اٌؼٕصش اٌصف  ِغ اٌضبٟٔ اٌصفٔجذي اٌصف 

 فٟ اٌؼّٛد اٌضبٟٔ ٔؾصً ػٍٝ  اٌشئ١غٟ اٌؼٕبصش اٌزٟ رؾذ اٌمطشلاشٟ ٔ

6 1 6 5 : 6

0 3.6667 4 4.3333 : 11

0 0 6.8182 5.6364 : 9.001

0 0 0 1.5600 : 3.1199

  
  
 
 
 

 

 

 ؾصً ػٍٝ ٔاٌخٍفٟ  ٔغشٞ الاْ ػ١ٍّخ اٌزؼ٠ٛط
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4

3

2

3

3.1199
1.9999

1.5600
9.001 (5.6364)( 1.9999)

0.33325
6.8182

11 (4.333)( 1.9999) 4(0.33325)
1.000

3.6667
6 ( 5)( 1.9999) ( 6)(0.33325) 1(1.000)

0.5000
6

x

x

x

x


  

  
 

   
  



     
  

 

 ٟ٘ ػٍٝ اٌزشر١ت  خٚاٌم١ُ اٌصؾ١ؾ

4 3 2 12, 1/ 3, 1, 1/ 2x x x x        

٘ب ثؾزف ءاٌزؼ٠ٛط اٌخٍفٟ ٠ّىٓ اعشا خْ ػ١ٍّاٟ٘ ٚ زفٌٍؾ عبٚط خاخشٜ ػٍٝ غش٠م ٚ رٛعذ اظبفبد

٠ّٚىٓ  .٘ب ِٓ اٌصف الاخ١شذأٔج ٚ .اٌؼ١ٍّبدثبعشاء ثؼط اػٍٝ اٌمطش اٌشئ١غٟ ا٠عب  حاٌؼٕبصش اٌّٛعٛد

ٙب ٚ٘زا ٠غؼً راٌٚٝ لجً رخ١ٍك الاصفبس فٟ اػّذ حخطٛو حٟ٘ اٌٛؽذ اٌشئ١غٟ عؼً ع١ّغ ػٕبصش اٌمطش

  .اٌزؼ٠ٛط اعشع خػ١ٍّ

 عبٚط عٛسداْ  خغش٠م

٠زُ عؼً اٌؼٕبصش اٌزٟ اػٍٝ اٌمطش اٌشئ١غٟ اصفبسا فٟ ٔفظ اٌٛلذ اٌزٞ ٔغؼً اٌؼٕبصش  خ٘زٖ اٌطش٠مفٟ 

 اٌزٞ ٠ىْٛ فٟ ٔفظ اٌٛلذ حاٌٛؽذ اٌمطش اٌشئ١غٟ غؼً ػٕبصشٔ . ٚ ػبدحاٌزٟ اعفً اٌمطش اٌشئ١غٟ اصفبس

  .حاٌٛؽذ خاٌّؼبِلاد اٌٝ ِصفٛفِصفٛفخ ٛي ٚ رٌه ٠ؾصفبس ٕبصش اثبلٟ اٌؼ

. ِغ اٌؾً اٌّطٍٛة خؼّٛد اٌّٛعٛد فٝ اٌغبٔت الا٠ّٓ ٘ٛ ِزغ٠صجؼ اٌ خِٓ ٘زٖ اٌؼ١ٍّػٕذ الأزٙبء 

ك ثبٚ ٌؾً اٌّضبي اٌغ .ش ٚرٌه ثبعشاء اٌزجذ٠ً إٌّبعت ث١ٓ اٌصفٛفصفػٍٝ اٌ خرغٕت اٌمغّ ِلاؽظخ

  خجغ اٌخطٛاد اٌزب١ٌعبٚط عٛسداْ ٔز خثبعزخذاَ غش٠م

0 2 0 1 : 0

2 2 3 2 : 2

4 3 0 1 : 7

6 1 6 5 : 6

 
 
 
  
 

  

 

فٟ  حاٌؼٕبصش اٌّٛعٛدصُ ٔؾزف   (6)اٌصف الاٚي ػٍٟ  غُالاٚي ِغ اٌصف اٌشاثغ ثؼذ رٌه ٔماٌصف ٔجذي 

 ؾصً ػٍٝ فٕ اٌشئ١غٟ اٌؼّٛد الاٚي اعفً اٌمطش
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1 0.26667 1 0.83335 : 1

0 1.6667 5 3.667 : 4

0 3.6667 4 4.3334 : 11

0 2 0 1 : 0

 
 
 
  
 
 

 

)غُ اٌضبٟٔ ػٍٟ ٔم صُي اٌصف اٌضبٟٔ ِغ اٌصف اٌضبٌش جذٔ 3.6667) اٌؼّٛد اٌضبٟٔ ػٕبصشصُ ٔؾزف 

 ٕؾصً ػٍٝ فاٌزٟ اػٍٝ ٚاعفً اٌمطش اٌشئ١غٟ 

1 0 1.5000 1.20000 : 1.4000

0 1 2.9999 2.2000 : 2.4000

0 0 15.000 12.4000 : 19.8000

0 0 5.9998 3.4000 : 4.8000

 
 
 
 
 

 

 

صش اٌؼّٛد اٌضبٌش ع١ّغ ػٕب صُ ٔغؼً (15.0000)ٕ٘ب لا ٔؾزبط ٌزجذ٠ً اٌصفٛف ٔمغُ اٌصف اٌضبٌش ػٍٝ

 فبسا فٕؾصً ػٍٝ صااٌشء٠غٟ ش طاٌماػٍٝ ٚاعفً 

1 0 0 0 : 0.9999

0 1 0 0 : 1.0001

0 0 1 0 : 0.33326

0 0 0 1 : 1.9999

 
 
 
 
 
 

 

عبٚط ٌٍؾزف ِغ اخزلاف ثغ١ػ  خٔلاؽظ اْ ٘زا اٌؾً ٘ٛ ٔفغٗ اٌؾً اٌزٞ ؽصٍٕب ػ١ٍٗ ثبعزخذاَ غش٠م

  .ثغجت اخطبء اٌزمش٠ت فٟ اٌؾغبثبد

 ١ٌغىٟ شٛ خغش٠م

 اٌٝ ؽبصً ظشة ِصفٛفز١ٓ Aاٌّؼبِلاد خِصفٛف رؾٛي ؽ١ش زفاٌؾ خطش٠مٌٟ٘ رؼذ٠ً  خ٘زٖ اٌطش٠م

,L U ؽ١شL عفٍٝ ٚ خِضٍض١ خٟ٘ ِصفٛفU ػ١ٍب ثؾ١ش ٠ىْٛ ػٕبصش اٌمطش اٌشئ١غٟ  خِضٍض١ خِصفٛف

 .حف١ٙب ٘ٛ اٌٛؽذ

 خاٌٝ ؽبصً ظشة ِصفٛفز١ٓ ِٓ اٌؼلال خاْ ٔؾٛي اٌّصفٛفٔغزط١غ ثٙب  الاْ ٔششػ اٌطش٠مخ اٌزٟ 

A LU ٌ4)خِصفٛف خفٟ ؽب 4). 
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11 12 13 14 11 12 13 14

21 22 23 24 21 22 23 24

31 32 33 34 31 32 33 34

41 42 43 44 41 42 43 44

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 1

a a a a l u u u

a a a a l l u u

a a a a l l l u

a a a a l l l l

     
     
     
     
     

    

 

 صً ػٍٝؾٕف Uفٟ اٌؼّٛد الاٚي فٟ  Lخاٌّصفٛف ثعشة صفٛف

11 11 21 21 31 31 41 41, , ,l a l a l a l a      

 حاػّذ فٟ  L اٌصف الاٚي فٟ عشةثؼذ رٌه ٔ A ٟفٔفظ اٌؼّٛد الاٚي  ٛ٘ Lٔلاؽظ اْ اٌؼّٛد الاٚي فٟ

U ٕؾصً ػٍٝ ف 

11 12 12 11 13 13 11 14 41, ,l u a l u a l u a    

 ِٕٚٙب ٔغزٕزظ اْ 

1312 14
12 13 14

11 11 11

, ,
aa a

u u u
l l l

    

  .Uٚعذٔب اٌصف الاٚي فٟاٚثزٌه ٔىْٛ لذ 

ؾصً ػٍٝ ِؼبدلاد اٌؼّٛد ٔٚثؼذ رٌه  Uصُ صف ٠Lزؼبلت اٌؾصٛي ػٍٝ ػّٛد فٟ خاٌطش٠مفٟ ٘زٖ 

 .Uفٟ اٌؼّٛد اٌضبٟٔ ِٓ Lعشة صفٛفث Lاٌضبٟٔ فٟ

21 12 22 22

31 12 32 32

41 12 42 42

,

,

l u l a

l u l a

l u l a

 

 

 

 

 ِٕٚٙب ٔغزٕزظ اْ 

22 22 21 12

32 32 31 12

42 42 41 12

,

,

l a l u

l a l u

l a l u

 

 

 

 

 ؾصً ػٍٝ فٕ خٚٔغزّش ثٙزٖ اٌطش٠م
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23 21 13 24 21 14
23 24

22 22

,
a l u a l u

u u
l l

 
   

L,اٌزٟ ٔؾصً ثٙب ػٍٝ ػٕبصش خاٌؼبِ خٚاٌص١غ U اٌّؼبِلاد خارا وبٔذ ِصفٛفA خِٓ سرج( )n n 

  حاٌصٛس فٟ رىْٛ خاٌّؼبدلاد اٌخط١ ِٓ nػٕذ ؽً

1

1

1

1

, 1,2, ,

, 1,2, ,

j

ij ij ik kj
k

j

ij ik kj
k

ij
ii

l a l u i n

a l u
u i n

l









  



 




 

  خفٟ اٌخطٛاد اٌزب١ٌ غى١ٌٟٛش خٍخص غش٠مٔالاْ 

  حثبعزخذاَ اٌّصفٛفبد فٟ اٌصٛسوزجذ  خاٌّؼبدلاد اٌخط١ خاْ ِغّٛػ ٔفشض .1
AX B  

 ٔعغ 

A LU  
 ِٕٚٙب

LUX B  
UX اْ ضفشٔ .2 Y  ْارLY B 

 ٔؾصً ػٍٝ اٌّؼبدٌز١ٓ  ٕباٞ أ

UX Y  

LY B  
   .X ؾصً ػٍٝ ل١ُ( ف4ٕ) فٟ ضصُ ٔؼٛ (3) خِٓ اٌّؼبدٌ Yُِٓ اٌغًٙ ؽغبة ل١

 ِضبي 

  خالار١ خاٌّؼبدلاد اٌخط١ خِغّٛػ ؽً

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 12

2 3 11

2 2 2

x x x

x x x

x x x

  

  

  

 

 اٌؾً 



                                                                                                 ٘شخد.شبد٠خ أثٛ                                                  ش٠خ اٌخط١خ          اٌؾٍٛي اٌؼذد٠خ ٌٍّؼبدلاد اٌغج

 

75 
 

3 1 2

1 2 3

2 2 1

A

 
 
 
   

 

 ِٕٚٙب ٔؾصً ػٍٝ 

3 0 0

1 7 / 3 0

2 4 / 3 1

L

 
 
 
  

     

1 1/ 3 2 / 3

0 1 1

0 0 1

U

 
 
 
  

 

LY ؾصً ػٍٝٔ (3) خثبعزخذاَ اٌؼلال B  

1

2

3

3 0 0 12

1 7 / 3 0 11

2 4 / 3 1 2

y

y

y

     
     
     
         

 

1 2 34, 3, 2y y y    

  ؾصً ػٍٝٔ (4) اٌؼلالخثبعزخذاَ 

1 2 33, 1, 2x x x    



التحليل المركب


































































































































































































































