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 ثٌفصً ثلأٚي

 ثٌضىجًِ غيش ثٌّحذد

 

 ِمذِز : 

دسعٕح ِٓ لرً جشطمحق دجٌس ِح فٝ فطشز ِؼطحز )ٔطحق ضؼشيف  جٌذجٌفس، و ٚعفٕذسط ففٝ ٘فزج  

fجٌفظً جٌؼٍّيفس جٌؼىغفيس ٌؼٍّيفس جقشفطمحقع ذّؼٕفٝ عٔفٗ يؼطفٝ ٌٕفح دجٌفس ِفح  (x)  ػٍفٝ فطفشز ِفطٛقفس

(a, b) ٜٚيطٍد ِٕح ئيؿحد دجٌس عخشF(x)   ْٛػٍٝ ٔفظ جٌفطشز ذكيع يىF (x) f (x)  ع 

fعففٛن ٔشِففض ٌطٍففه جٌذجٌففس جٌّطٍففٛخ ئيؿحد٘ففح ذففحٌشِض :   (x)d(x)  ٚٔمففشع لجٌطىحِففً  يففش

fجٌّكذدل ٌٍذجٌس  (x) ٚ ع ٚ٘زٖ جٌطغّيس ؾحءش ٔطيؿس ٌلاسضرحؽ جٌٛغيك ذيٓ ِح ٔغّيٗ لجٌذجٌس جٌّمحذٍفسل

 لجٌطىحًِ جٌّكذدل جٌزٜ عٛن ٔطٕحٌٚٗ ذحٌذسجعس فٝ فظً ققكع 

ٛػفس ِفٓ جٌؼٍّفحء ٌٚمذ جوطش  جٌطىحًِ جٌّكذد فٝ عٚجخش جٌمشْ جٌػحِٓ ػشفش ذٛجعفطس ِؿّ 

دجسذفٛ ٚ يفشُ٘ و ٚرٌفه ففٝ ِكحٌٚفس  يؿفحد ِغفحقحش جلشفىحي جٌٕٙذعفيس  -ٌيّٕطفش  -عِػحي سيّحْ 

ِفح عجٌّخطٍفس ٚعؽٛجي جٌّٕكٕيحش ٚقؿَٛ جلؾغفحَ جٌّخطٍففس ٚ يفش رٌفه ِفٓ جٌّشفحوً جٌشيحػفيسع   

 دع ِفَٙٛ جٌطىحًِ  يش جٌّكذد فأٗ لذَ ٚجوطش  ٚؽٛس وٛعيٍس ٌكغحخ جٌطىحًِ جٌّكذ

 ( ثٌذثٌز ثٌّمجدٍز :1-1)

fٌطىٓ   (x) فطشز ِفطٛقس   ٝدجٌس ِؼشفس ف(a, b)  خفؾ جلػفذجد ِٚطٍفٛخ ِٕفح جٌركفع ػٕفذ ِٓ

 ضكمك جٌؼلالس :  F(x)دجٌس عخشٜ 
dF

f (x)
dx

         (1-1)  

fئْ ٚؾذش لدجٌس ِمحذٍسل ٌٍذجٌس  F(x)لضغّٝ جٌذجٌس  (x)  عل 

5F(x)فّػلا : جٌذجٌس  x  4٘ٝ دجٌس ِمحذٍس ٌٍذجٌسf (x) 5x  ْلF (x) f (x) ع 

F(x)ٚجٌذجٌس  sin x  دجٌس ِمحذٍس ٌٍذجٌس ٝ٘f (x) cos x ع 

 

 ( دعط خٛثص ثٌذثٌز ثٌّمجدٍز : 2-1)

fدجٌس ِمحذٍس ٌٍذجٌس  F(x)ئرج وحٔص  : 1خجصيز  (x)  ْٚوحْ ع غحذص فا(x) F(x) c   

fضىْٛ عيؼحً دجٌس ِمحذٍس ٌٍذجٌس  (x)ع 

fدجٌفس ِمحذٍففس ٌٍذجٌففس F(x)جٌذجٌففس ثٌذش٘اجْ :  (x)  ْو ٌفزج فففاF (x) f (x)   ْٚقيففع ع(x) F(x) c   

 فاْ 

(x) F (x) f (x)     ْئٜ ع(x)  دجٌس ِمحذٍس ٌٍذجٌسf (x)ع 

5F(x)أْ  سعيٕفففففحِثاااااجي :  x 4 ٘فففففٝ دجٌفففففس ِمحذٍفففففس ٌٍذجٌفففففسf (x) 5x ْل F (x) f (x)  جٌذجٌفففففس 
5(x) x 12    ٘ففٝ عيؼففح دجٌففس ِمحذٍففس ٌٍذجٌففسf (x)  5وففزٌه جٌففذٚجي 5 5x 7, x 2, x d    ٗعٜ عٔفف

fيٛؾذ ػذد ق ٔٙحتٝ ِٓ جٌذٚجي جٌّمحذٍس ِؼطحز  (x) ع 

,F(x)ئرج وحٔص وً ِٓ :  2خجصيز  (x)  دجٌس ِمحذٍس ٌٍذجٌسf (x)  ْفٝ فطشز ِح فا 



9x) F(x) const.    

 ِٓ جٌّؼطيحش ٔؿذ عْ ثٌذش٘جْ : 
F (x) (x) f (x).    

(x)ػغ  (x) F(x)      ْٛيى(x) (x) F (x) 0        ِّْح يؼٕٝ ع(x) const.  ع 

f، يطؼففف ٚؾففٛد ػحتٍففس ِففٓ جٌففذٚجي جٌّمحذٍففس ٌذجٌففس ِففح 2، و )1ِففٓ خحطففيس ) (x) ٖع ٚٔؼرففش ػففٓ ٘ففز

F(x)جٌؼحتٍس ذحٌظٛسز :  const  ٝقيع ضخطٍ  ليّس جٌػحذص ِٓ دجٌس ِمحذٍس ئٌٝ عخشٜ و ٚ٘فزج يؼٕف

 ٚضطكذد ليّطٗ ئرج عػطٝ ششؽ ئػحفٝ ضكممٗ جٌذجٌس جٌّمحذٍسع  xعٔٗ ق يؼطّذ ػٍٝ جٌّطغيش 

F(x)    ِثجي :  sin x c  

cosجٌّمحذٍس ٌٍذجٌس  ٘ٝ ػحتٍس جٌذٚجي x ع ٌٚىٓ جٌذجٌسcos x  1جٌطٝ ضكمك جٌششؽ
2



 

 
 

 ع

(x)ٚجٌذجٌس  sin x 1    جٌذجٌس جٌّمحذٍس ٌٍذجٌس ٝ٘cos x  2جٌطٝ ضكمك جٌششؽ
2



 

 
 

 …عٚ٘ىزج  

 

 صعشيف : 

fلجٌطىحًِ  يش ِكذد جٌذجٌس    (x)  جٌظٛسز جٌؼحِس لٜ دجٌس ِمحذٍفس ٌٍذجٌفس ٛ٘f (x)  ٗٚيشِفض ٌف

fذحٌشِض   (x)d(x) ع ٚيمشع ِطىحًِ جٌذجٌسf (x)  ٌٝذحٌٕغرس ئx  عل 

fعٜ دجٌس ِمحذٍس ٌٍذجٌس  (x)ٚئرج وحٔص  (x)  : ْفا 

(1-2  ، f (x)d(x) (x) c   ْٚقيع ع(x) f (x)   ْفا 

(1-3  ، (x)d(x) (x) c    

 

 أِثٍز صٛظيحيز : 

(x)2، ٌيىٓ 1) x    ْفا(x) 2x       ْ22ٌزج فاxdx x c  

F(x)، ٌيى2ٓ) sin x   ْفاF (x) cos x     ٌْزج فاcos x dx sin x c  

(x)، ئرج وحْ 3) tan x     ْ2فا(x) sec x     ْ2ٚػٍيٗ فاsec x dx tan x c  

xg(x)، ٔؼٍُ عْ جٌذجٌس 4) e   ضكمك جٌؼلالسxg (x) e   ْٛٚذزٌه يىx xe dx e c  

، ٌيىٓ 5)
2xh(x) e   ْفا

2xh (x) e .2x   ٌْزج فا
2 2x xe .2x dx e c  

ِٓ ضؼشي  جٌطىحًِ  يش جٌّكذد يّىفٓ ِرحشفشز ذش٘فحْ لفٛجٔيٓ جٌطىحِفً و ٚ٘فٝ ِذٚٔفس ففٝ  

جٌؿذٚي جٌطحٌٝ قطٝ يغًٙ جٌشؾٛع ئٌيٙح ػٕذ ٌؼشٚسزع يرمٝ ٕ٘فح عْ ٔؼطفٝ ضفغفيشجً ٕ٘ذعفيحً ٌػحذفص 

 و ٌزٌه ٔؼطرش جٌّػحي جٌطحٌٝ :  cجٌطىحًِ 

2yذٚجي جٌّؼشفففس ذحٌّؼحدٌففس ٔشعففُ ِؿّٛػففس جٌفف  x c   ٝ2فٕؿففذ٘ح ػرففحسز ػففٓ جٌّٕكٕففy x 

 وّح ذحٌشعُع  cئٌٝ عػٍٝ عٚ ئٌٝ ععفً قغد ئشحسز  cِٕضٌمح ذحٌّمذجس 



ٌيمطغ ٘زٖ جٌّٕكٕيفحش  غفُ سعفّٕح ِفٓ ٔمفحؽ جٌطمفحؽغ  oyئرج سعّٕح ِغطميّحً يٛجصٜ جٌّكٛس  

dyّٕكٕيففحش فففاْ جٌّّحعففحش ضىففْٛ ِطٛجصيففس ِٚيففً وففً ِٕٙففح ِّحعففحش ٌٍ
2x

dx
  ِْففٓ رٌففه ٔغففطٕطؽ ع

y 2x dx   2ضذي ػٍٝ عقذ جٌّٕكٕيحشy x c ع 

 

 

 

f (x) dx  f(x) 

n 1x
c

n 1






 
nx ,n 1   

ln x c  1

x
 

cos x c   sinx  

sin x c  cos x  
tan x c  2sec x  
cotan x c   2sosec x  
secx c  secx.tan x  

cosecx c   cosecx.tan x  
xe c  xe  

cosh x c  sinh x  

sinh x c  cosh x  

tanh x c  2sech x  
cotan x c   2socech x  

 

 ( خٛثص ثٌضىجًِ غيش ثٌّحذد : 1-3)

(x)، : ٌيىٓ 1-1ٔظشيس ) g(x), (x) f (x)     ٌٓٚيىc  : ْغحذص فا 

(1)  f (x) g(x) dx f (x)dx g(x)dx      

(2) cf (x)dx c f (x)dx.   

 ثٌذش٘جْ : 

(x)، جػطرش جٌذجٌس 1) (x)   : ْٛفيى 

 (x) (x) (x) (x) g(x) f (x)           

(x)ٚذحٌطحٌٝ فاْ    (x)   دجٌس ِمحذٍس ٌٍذجٌس ٝ٘g(x) f (x)  : ْعٜ ع 

 f (x) g(x) dx (x) (x) f (x)dx g(x)dx         

.c، جػطرش جٌذجٌس 2) (x)  : ْفا 

 c. (x) c. (x) c.f (x)     

.cٌٚزٌه فاْ  (x)  جٌذجٌس جٌّمحذٍس ٌٍذجٌس ٝ٘c.f (x)  ْٚذحٌطحٌٝ فا 



c.f (x)dx c. (x) d c. f (x)dx     

 ِلاحظجس : 

جٌٕظشيس جٌغحذمس ضّذٔح ذأقذٜ جٌمٛجػذ جلعحعيس  ؾفشجء ػٍّيفس جٌطىحِفً ٚيّىفٓ طفيح طٙح وّفح  ،1)

 يٍٝ : 

 لضىحًِ ِؿّٛع دجٌطيٓ = ِؿّٛع ضىحٍِٝ جٌذجٌطيٓ و  

  ٌسلجضىحًِ جٌذ ِؼشٚذحً فٝدجٌس = جٌػحذص  ِؼشٚذحً فٝضىحًِ غحذص  

 يّىٕٕح طيح س جٌٕظشيس جٌغحذمس ذظٛسز ػحِس وّح يٍٝ :  ،2)

fٌطىٓ   (x),g(x)  ٓ1ِؼشػطيٓ وّح عرك ٌٚيى 2c ,c : ْغحذططيٓ فا 

 1 2 1 2c .f (x) c g(x) dx c f (x)dx c . g9x)dx      

 جٌمحػذز جٌغحذمس ضؼطيٕح خحطيس ٘حِس ٘ٝ لجٌخحطيس جٌخطيسل ٌٍذٚجي جٌطٝ يٛؾذ ضىحًِ ٌٙحع  ،3)

 ، جٌظٛسز جٌميحعيس : 1-4)

(1) 
n 1

n x
x dx c, n 1

n 1



   
  

(2) 
dx

log x c
x

   

nجٌّٛؾرففس ٚجٌغففحٌرس ٚجٌىغففشيس ِحػففذج  n، طففكيكس ٌؿّيففغ لففيُ 11جٌظففٛسز جٌميحعففيس  1   قيففع

nٔغطخذَ فٝ جٌكحٌس  1  ( ع  2جٌظٛسز، 

 أِثٍز ِذجششر :   

1- 
6

5 x
x dx c

6
        n = 5 

2- 
2x

dx c
2

        n = 1 

3- sx x c         n = 0 

4- 
2 1

2 x
x dx c

2 1



 
       n 2  

5- 
3 2

dx 1
c

x 2x
        n=-3 

2 5
3 32 23 3

3 3
x dx x dx x c x x c

5 5
          

2
n

3
   

 

 أِثٍز ِذجششر )دٙج أوثش ِٓ دثٌز( :  

 ،ع  1-1ٕ٘ح عٛن ٔطرك جٌخحطيس جٌخطيس ٌٍطىحًِ ٚجٌطٝ عرك طيح طٙح فٝ ٔظشيس ) 

23x: عٚؾذ ليّس جٌطىحًِ  ِثجي 5x 1 dx  
  

 ٚرٌه ٌلاخطظحسع  I: عٛن ٔشِض ٌٍطىحًِ جٌّؼطٝ ذحٌشِض  ثٌحً



 2

2

3 2

I 3x 5x 1 dx

3 x dx 5 xdx dx

5
x x x c.

2

  

  

   



    

ىحٍِس ِٓ جٌرغحؽس ذكيع ق ضكطحؼ ٌلاػطّفحد ػٍفٝ لحػفذز ّج جٌّػحي عْ جٌذجٌس جٌيلاقع فٝ ٘ز  

عٚ ؽشيمس ِؼيٕس ٌطكٛيٍٙح ئٌٝ عقذٜ جٌظٛس جٌميحعيسع ٚفيّح يٍٝ ٔؼطفٝ ذؼفغ جٌطفشق ٚجلعفحٌيد 

 جٌطٝ ضفيذ فٝ قحقش جٌذٚجي جلوػش ضؼميذجً ٚجٌطٝ عٛن ٔشج٘ح ِٓ خلاي عِػٍسع 

 :  ( غشق ثٌضىج1-5ًِ)

ّشحوً جٌطٝ ضمحذٍٕح ػحدز  يؿحد ضىحِلاش جٌذٚجي ِشفىٍس ضكٛيفً جٌذجٌفس جٌّفشجد ضىحٍِٙفح ِٓ جٌ 

 ئٌٝ جقذٜ جٌظٛس جٌميحعيسع ٌزٌه عٕمَٛ ذذسجعس ػذز ؽشق  يؿحد جٌطىحًِ ِػً : 

      ؽشق عٌٚيسع -1

 ؽشيمس جٌطؼٛيغع -2

  ؽشيمس جٌطىحًِ ذحٌطؿضب -3

 ؽشيمس جقخطضجيع -4

 ٌٍضىجًِ :ثٌطشق ثلأٌٚيز  -1 

ٔمظففذ ذففحٌطشق جلٌٚيففس جعففطخذجَ جٌؼٍّيففحش جلٌٚيففس ِػففً جٌؼففشخ ٚجٌمغففّس ٚفففه جللففٛجط  

 ٚخلافٗع ٚعٕٛػف رٌه ذحلِػٍس جلآضيس : 

 ِػحي : عٚؾذ 
2

2

(x 1)(x 1)
I dx

x

 
  

 جٌكً : ٚجػف عْ 
2 3 2

2 2 2

(x 1)(x 1) x x x 1 1 1
x 1

xx x x

    
      

 ٌٚزٌه يىْٛ 

2

2

1 dx
I x dx dx dx

x x

1 1
x x log x c

2 x

   

    

   
 

 ئخطيحسٜع  غحذص cقيع 

 ِػحي : جقغد ليّس جٌطىحًِ 
I x (x 1)dx   

 جٌكً 



3 1

2 2

5 3

2 2

2

I x dx x dx

2 2
x x c

5 3

2 2
x x x x c

5 3

 

  

  

 

 

 

 (1-1صّشيٕجس )

 أٚجذ ليّز ثٌضىجِلاس ثلآصيز : 
1- 2(x 1)dx      2- 2(x 1) dx  

3- 3 x dx      4- 
3

dx

x  

5- 
2(2x 1)

dx
x


      6- 

4 2

2

x 2x 3
dx

x

 
  

7- 2x(x 1) dx      8- 
24x 7

dx
x


  

9- 
3

7x dx
5x

 
 

 
     10- 21

(x ) dx
x

  

11- 
x(x 1) 5

dx
x

 
     12- 31

(x 1) dx
x

  

13- 2 2(2x 1) (x 6) dx.   

 

 

 

 غشيمز ثٌضعٛيط :  -2

وّح عششٔح فٝ جٌرٕذ جٌغحذك ئٌٝ عْ طؼٛذس ئيؿحد جٌطىحًِ ٘ٝ فٝ ٚػغ جٌذجٌس جٌّىحٍِفس ففٝ  

ذٙح ٚػغ جٌذجٌس جٌّىحٍِفس  طٛسز ؾذٌٚيس و ٚؽشيمس جٌطؼٛيغ ٘ٝ عقذٜ جٌطشق جٌٙحِس جٌطٝ يّىٓ

 ذظٛسز يظٍف ِؼٙح جعطخذجَ جٌظٛس جٌميحعيسع ٌٚطٛػيف جٌفىشز : 

Fٌفففيىٓ  (x) f (x)    ْففففاf (x)dx F(x) c   ٓٚئرج وحٔفففص وفففً ِفففf, F  دجٌفففس ففففٝ جٌّطغيفففشy  ْٚوفففح

 
d

F(y) F (y) f (y)
dy

   ْفاf (y)dy F(y) c  

yٌٚيىٓ   xدجٌس فٝ جٌّطغيش  yٚئرج فشػٕح عْ  (x)  ْفاdy
(x)

dx
  ضىحفٝء ٝ٘ٚdy (x)dx  

 يٕطؽ عْ  xذذقٌس  yذحٌطؼٛيغ ػٓ 

   f (x) (x)dx F (x) c      

 ٚعٛن ٔطرك ٘زج جٌمحْٔٛ فٝ قحقضٗ جٌخحطس : 

 حجلاس خجصز : 

 : ثٌصٛس ثٌميجعيز -1



n 1
n x

x dx c, n 1
n 1



   
  

dxذٛػغ  (y)dy, x (y)    ٍٝٔكظً ػ 
 

n 1
n (y)

(y) (y)dy c, n 1
n 1


 



    
 

 ثٌصٛسر ثٌميجعيز : -2
dy

log y c
y
   

dyذٛػغ  (x)dx, y (x)    ًٔكظ(x)
dx log (x) c

(x)







  

 أِثٍز : 

   عٚؾذ  -1 
5

2x 3 x dx 

يّىٓ ئضرحع جٌطفشق جلٌٚيفس ِػفً ففه  : جٌكً      
5

2x 3  ذحعفطخذجَ ٔظشيفس رجش جٌكفذيٓ ٚػفشخ

 غُ جٌطىحًِ قذج قذجع  xجٌٕحضؽ فٝ 

 ٚيّىٕٕح جعطخذجَ جٌطؼٛيغ وّح يٍٝ : 

(x)2ػغ   x 3     ْيطؼف ع(x) 2x  

ٔىطد جٌطىحًِ ػٍٝ جٌظٛسز    
5

21
I x 3 (2x)dx

2
  

 ٚجعطخذَ جٌمحػذز  

 
 

n 1
n (x)

(x) . (x)dx c
n 1


 



  
 

(x)2قيع   x 3, n 5       ْيٕطؽ ع

6
2x 31

I . c
2 6

 
 

  

6
21

x 3 c
12

   
 

 

 ػغ  طٛسٜ عخشٜ ٌٍكً : 

     

 

2

5
2

5 6

2

y x 3

dy 2x dx

1
I x 3 2x dx

2

1 1
y dy y c

2 12

1
x 3 c

12

 



  

  

  





 

3sin     عٚؾذ  -2 x.cos x dx 

 جٌكً :      

yػغ     sin x  ْ4ٔؿذ ع
3 4

dy cos x dx

y 1
I y dy c sin x c

4 4



     
 



1     عٚؾذ  -3
log x dx, x 0

x
 

 جٌكً :      

yٔفشع عْ    log x   ٍٝٔكظً ػ 

 

2

2

1
dy dx

x

1 y
I log x. dx ydy c.

x 2

1
log x c.

2



    

 

   

   عٚؾذ  -4
x

x

e
sx

ye 1
 

 جٌكً :      

xyذٛػغ   e 1    ٍٝٔكظً ػ 
x

x

x

1 1

2 2

x

dy e 1

e
I dx

e 1

y dy 2 y c

2 e 1 c



 

 


  

  





 

  عٚؾذ  -5
2

3x dx
; x 1

x 1


 

 جٌكً :      

2yذفشع عْ    x 1     ْيٕطؽ عdy 2x dx 

 ٔمَٛ ذطؼذيً جٌرغؾ فٝ جٌذجٌس جٌّىحٍِس :  

2

2

3 2x dx
I

2 x 1

3 dy 3
log y c

2 y 2

3
log x 1 c.

2




  

  



  

 ِلاقظس : جٌظٛسز جٌميحعيس
(x)

dx log (x) c
(x)







   

 يّىٓ طيح طٙح وّح يٍٝ : 

ٛ لئرج وحٔص جٌذجٌس جٌّشجد ضىحٍِٗ ػٍٝ طٛسز وغش و ذكيع عْ جٌرغؾ ضفحػً جٌّمحَ فاْ جٌطىحًِ ٘ف

 ٌٛ حسيطُ جٌّمحَلع 

  عٚؾذ  -6
2sec x

dx
tan x 1 



(x)جٌكففً : ٔلاقففع عْ جٌرغففؾ ضفحػففً جٌّمففحَ فففارج وففحْ       tan x 1    ْ2فففا(x) sec x   ٌٝٚذحٌطففح

 يىْٛ 
2sec x

dx log 1 tan x c.
tan x 1

  
  

 

 (2-1صّشيٕجس )

1-  
3

2x 5 x dx     2- 3 2x 5 x dx  

3- 
2

x
dx

x 5
      4- 3 5 4x dx  

5- 
2

x 1
dx

x 2x 3



 
     6- 

dx

5x 7  

7- 2 2tan x sec x dx     8- 5sin x cos x dx  

9- 
sin x

dx
cos x      10- sin 2x cos 2 dx  

11- 
2

tan x
dx

cos x      12- 
 

2

dx

x log x
  

13- 

 

x

3
x

e
dx

e 1
     14- 

cos x
dx

sin x 1  

15- 
1

2

tan x
dx

x 1



      16- 
x 5

dx
x 1



  

17- 
x

x

e
dx

e 1      18- 
2

x 1
dx

x 2X 3



   

19- 
2x 2x 1

x 2

 

     20- 
 

dx

x log x 2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( صىجِلاس ثٌذٚثي ثٌّثٍثيز : 1-6)



 جٌظٛس جٌميحعيس ٌٙزٖ جٌطىحِلاش :  
1- sin x dx cos x c    

2- cos x dx sin x c   

3- 2sec x dx tan x c    

4- 2cosec x dx cotan x c    

5- sec x tan x dx tan x c   

6- cosec x cotan x dx cosec x c    

 ع فّػلا xذذق ِٓ  yٚ٘زٖ جٌظٛس يّىٓ وطحذطٙح ػٍٝ طٛسز ػحِس ذحعطخذجَ جٌّطغيش 
sin y dy cos y c    

yعٜ عْ  xدجٌس فٝ جٌّطغيش  yٚئرج وحٔص  (x)  ْفاdy (x)dx 

 ٚذحٌطؼٛيغ يٕطؽ عْ 

   sin (x) . (x)dx cos (x) c       

 ٚذحٌّػً ٌرميس جٌظٛس جٌميحعيس : 

 قحٌس خحطس : 
1

sin (ax b)dx cos(ax b) c
a

      

 ِمحديش غحذطسع a, bقيع 

yٚ٘زج طكيف لٔٗ ذفشع عْ   ax b   ْفا 

 

dy a.dx

1 1
I sin y dy cos y c

a a

1
cos ax b c

a



    

   

 

 أِثٍز

 عٚؾذ  -1

1- sin 3x dx      2- 
1

cos x 4 dx
2

 
 

   

 جٌكً :     

1- 
1

sin 3x dx cos 3x c.
3

    

2- 
1 1

cos x 4 dx 2sin x 4 c
2 2

   
      

     

 عٚؾذ  -2
1- tan x dx      2- cotan x dx  

 جٌكً :      



1- 
sin x sin x

tan x dx dx dx
cos x cos x


      

 ٚجٌذجٌس جٌّىحٍِس فيٙح جٌرغؾ ضفحػً جٌّمحَ 

 
1

I log cos x c

log cos x c

log sec x c



   

 

 

 

 ٚذحٌّػً 
2- cotan x dx log sin x c   

 عٚؾذ  -3

1- 2x sin x dx      2- 
1

cos x dx
x  

 جٌكً :      

1- 

2 2

2

1
xsin x dx sin x . (2x) dx

2

1
cos x c

2



  

 
 

2- 

1 1
cos x dx 2 cos x . dx

x 2 x

2sin x c



 

   

 عٚؾذ  -4
1-  

2
1 tan x dx      2-  

2
sec x tan x dx  

 جٌكً :     
1-  2I 1 2 tan x tan x dx    

 ٌٚىٓ  
2 2

2

1 tan x sec x

I sec x dx 2 tan x dx

tan x 2log sec x c

 

  

  

   

2- 2 2I sec x tan x 2sec.tan x dx   
   

   ذٛػغ 
           2 2tan x sec x 1   

 ٔؿذ عْ  
2I 2sec x 2sec x.tan x 1 dx

2 tan x 2sec x x c

   
 

   

  

 

 ( صىجِلاس عٍٝ ثٌصٛسر : 1-7)
n n m nsin x dx, cos x dx, sin x cos x dx    



 عٚ ولاّ٘ح فشدٜ  mعٚ  nقيع عْ 

2صٚؾيفس ٌفزج ٔغفطخذَ جٌّططحذمفس  (n-1)فشديفس ففاْ   nئرج وحٔص  2sin x cos x 1   ٌطكٛيفً دجٌفس جٌؿيفد

 ئٌٝ ؾيد جٌطّحَ عٚ جٌؼىظع 

 أِثٍز

5sin عٚؾذ  -1 x dx 

 جٌكً :  

 

4

2
2

2 4

I sin x.sin x dx

1 cos x sin x dx

1 2cos x cos x sin x dx



 

   
 







 

     ٌٚىٓ  

 

  

 

2 4

2 4

d
cos x sin x

dx

I 1 2cos x cos x sin x dx

1 2cos x cos x d (cos x)

 

     

   





 

yذٛػغ    cos x   ْٔؿذ ع 

 2 4

3 5

3 5

I 1 2y y dy

2 1
y y y c

3 5

2 1
cos x cos x cos x c

3 5

   

 
     

 

 
     

 



 

4 عٚؾذ  -2 3sin x cos x dx 

 جٌكً : ٔىطد جٌطىحًِ ػٍٝ جٌظٛسز  

 

 

 

4 6

4 2

4 2

4 6

I y y dy

I sin x cos x .cos x dx

sin x 1 sin x cos x dx

sin x sin x dsin x

 



 

 









 

yذٛػغ    sin x   ٍٝٔكظً ػ 
5 7

2 5

1 1
I y y c

5 7

1 1
sin x sin x c.

5 7

  

 
   
 

 

 

 ( ٔىجِلاس عٍٝ ثٌصٛس : 1-8)



n m n msin x dx, cos x dx, sin x cos x dx    

 صٚؾيسع  m, nقيع ولا ِٓ  

 فٝ ٘زٖ جٌكحٌس ٔغطخذَ لٛجػذ جٌطكٛيً ٌؼؼ  جٌضجٚيس  
2 2

2 2

cos 2x 2cos x 1 1 2sin x,

1 cos 2 1 cos 2x
cos x , sin x

2 2

   

 
 

  

 

 

 

 

 أِثٍز

1- 

 

 

2 1
sin x dx 1 cos 2 x dx

2

1 1
dx cos 2 x dx

2 2

1 1
x sin 2x c

2 4

1 1
x sin 2x c

2 2

1
x sin x cos x c.

2

 

 

  

 
   

 

  

 

 

  

2- 
 

 

2 1
cos x dx 1 cos 2x dx

2

1
x sin x cos x c.

2

 

  

 
 

 ٓجٌٕطحتؽ جٌغحذمس يّىٓ عْ ضكفع ومٛجػذ ٌٍطىحٍِي
2 2sin x dx, cos x dx.   

2 عٚؾذ  -3 2sin x cos x dx 

 جٌكً : ٔؼٍُ عْ  

 

2

2

2 2 2

1
sin x (1 cos 2x),

2

1
cos x (1 cos 2x)

2

1
sin x cos x 1 cos 2x

4

 

 

  

 

 ٌٚىٓ  



 

 

 

2

2 2

2 2

1
cos 2x 1 cos 4x

2

1 1
sin x cos 1 1 cos 4x

4 2

1 1
1 cos 4x

4 8

1
(1 cos 4x)

8

1 1
sin x cos x dx dx cos 4x dx

8 8

1 1
x sin 4x c.

8 32

 

 
    

 

  

 

  

  

  

 

 

 (3-1صّشيٕجس )
1- 4sin 4x dx      2-  cos 2x 1 dx  

3- 2x sin x dx      4- 
1

sin x dx
x  

5- 2sec 2x dx      6-  tan 2x dx  

7- 2 2x sec x dx     8- 3sec x tan x dx  

9- 
2sec x

dx
1 tan x      10- cotan 3x dx  

11- 
sin x

dx
cos x 1     12- 2 3sin x cos x dx  

13- 
2

tan x
dx

cos x      14- 2 2tan x sec x dx  

15- 3cos x dx      16- 
3

3

cos x
dx

cos x
  

17- 3tan x sec x dx     18- 
5sin x

dx
cos x  

19- 3 2x sin x dx     20- 
4sin

dx
tan x  

21- 4cos x dx      22- 4sin x dx  

23- 2 2sin 2x cos 2x dx     24- 3 2sin x cos dx  

25- 6sin x dx      26- 
3

6

cos x
dx

sin x  

 

  ( صىجِلاس صحضٜٛ دٚثي أعيز ٚصثةذيز:1-9)

 ٔؼٍُ عْ    ax axd
e ae

dx
   ْفا 



1- ax ax1
e dx e c

a
   

 ٚقيع عْ        x xd
e e . x

dx

 
  ْفا 

2-      x x
e x dx e c
 

    

 

يىْٛ   aوزٌه ٔؼٍُ عٔٗ لٜ غحذص   x xd
a a .loga

dx
  ْفا 

3- x x1
a dx a c

log a
   

 :   أِثٍز

ِٓ جٌّؼٍَٛ عْ  
x x x xe e e e

sinh x , cosh x
2 2

  
   ٌْٛزج يى 

4- sinh x dx cosh x c   

5- cosh x dx sinh x c   

6- 2 2sech x dx tanh x c   

7- 2cosech x dx cotanh x c   

 أِثٍز

cos2xe عٚؾذ  -1 sin 2x dx  

جٌكً : ٔفشع عْ   x cos2x   ْٔؿذ ع 

 

 

2

cos2x

cos2x

cos2x

x 2sin x

I e sin 2x dx

1
e 2sin 2x)dx

2

1
e c

2

  

 

  

  




 

  عٚؾذ  -2
2x

x

e 4

e


 

 جٌكً :  
x x

x x

2x

x

I e dx 4 e dx

e 4e c

e 4
c

e





 

  


 

 
 

xe عٚؾذ  -3 cosh x dx 

 

 



 

 جٌكً :  

 

x x
x

2x
2x

e e
I e dx

2

1 1 e
e 1 dx x c

2 2 2

 
   

 

 
     

  





 

 (4-1صّجسيٓ )

 عٚؾذ ليّس جٌطىحِلاش جلآضيس : 

1- 4xe dx      2- 4xa dx  (a غحذص) 

3- x dx
e

x      4- sin xe cos x dx  

5- xe sinh x dx      6- 2cos h x dx  

7- 2x 2e sech x dx     8- 2sech 2x dx  

9- 2x cosh x dx     10- 
1

tanh x dx
x  

11- 1/ x

2

dx
e

x      12- 
x

dx

e 1  

 

 ( صىجِلاس صعطٝ دٚثلا ِثٍثيز عىغيز : 1-11)
 عرك ذٕح ضمذيُ ِح يغّٝ ذحٌذٚجي جٌّػٍػيس جٌؼىغيس ٚ٘ٝ 

 1 1 1sin x, cos x, tan x, ...    

1قيففع   1y sin x x sin y     ْذكيففع عy , 1 x 1
2 2

 
       ٚذحٌّػففً عِىٕٕففح ضؼشيفف  ذميففس ضٍففه

 جٌّؿّٛػس ِٓ جٌذٚجيع ٚٔؼٍُ عيؼح عْ : 

(i)    1

2

d 1
sin x ; : x 1

dx 1 x

  


 

(ii)    1

2

d 1
cos x ; x 1

dx 1 x

  


 

(iii)  1

2

d 1
tan x

dx 1 x

 


 

(iv)  1

2

d 1
cotan x

dx 1 x

  


 

 

 ِٓ لٛجٔيٓ جقشطمحق جٌغحذمس ٔكظً ػٍٝ لٛجػذ جٌطىحِلاش جلآضيس : 

1-  1 1

2 2

dx x x
sin c cos c x 1

a aa x

      


  

2- 1 1

a 2

dx 1 x 1 x
tan c cotan c

a a a aa x

     


 



ذّطغيففش رخففش  xٚيّىٕٕففح وحٌّؼطففحد جٌكظففٛي ػٍففٝ طففٛس ػحِففس ٌٙففزٖ جٌظففٛس جٌغففحذمس ئرج جعففطرذٌٕح 

ٌٚيىٓ  y xع 

 عِػٍس 

 عقغد ليّس جٌطىحِلاش  -1

a) 
2

dx

1 4x
      b) 

2

dx

1 25x
 

 جٌكً :  

a) 
2

dx
I

1 4 x



  

 جعطخذَ جٌطؼٛيغ  

1

2

1

y 2x

dy 2dx

1 dy 1
I sin y c

2 21 y

1
sin 2x c

2









   


 

  

b) 
2

dx
I

1 25x



 

y            ٔؼغ  5x  ٍٝٔكظً ػ 
dy 5dx  

1

2

1 dy 1
I tan 5x c

5 51 y

   


 

 عٚؾذ ليّس  -2

1- 
2

dx

16 9x      2- 
2

dx

x x 4
  

 

 

 جٌكً :  

2
2

2

1

1

1 dx 1 dx
I

169 9 4x x9 3

1 3 3x
tan c

9 4 4

1 3x
tan c

12 4





 
   
 

  

 

 

 

2- 1

2

dx 1 x
I sec c

2 2x x 4

  


  

 عٚؾذ  -3



x

x

e
dx

1 e
  

xy    ػغ  e   ْٔؿذ ع 
x xdy e d  

2

1

1 x

dy
I

1 y

sin y c

sin e c





 


 

 



 

 ( صىجِلاس صؤدٜ إٌٝ دٚثي صثةذيز عىغيز : 1-11)

 ٔؼٍُ عْ  

1- 1

2

d 1
sinh x

dx 1 x

 


 

2- 1

2

d 1
cosh x ; x 1

dx x 1

  


 

3- 1

2

d 1
tanh x ; x 1

dx 1 x

  


 

4- 1

2

d 1
cotanh x ; x 1

dx x 1

  


 

 ِٓ رٌه يّىٕٕح جشطمحق طٛس ضىحِلاش ضإدٜ ئٌٝ دٚجي صجتذيس ػىغيس : 

1- 1

2 2

dx x
sinh c

aa x

 


  

2- 1

2 2

dx x
cosh c

ax a

 


  

3- 1

2 2

dx 1 x
tanh c

a aa x

 
  

4- 1

2 2

dx 1 x
coth c

a ax a

  
  

عففٛن ضذسعففحْ ذطشيمففس رخففشٜ فيّففح ذؼففذ و وّففح ٚعْ ؾّيففغ جٌظففٛس ٌٙففحق  (3)و (4)جٌظففٛسضحْ 

ؽففشق جٌطؼففٛيغ فففٝ  َضىففحِلاش ذظففٛسز ٌٛ حسيطّيففس ٚوففزٌه عففٕذسط ٘ففزٖ جٌطىففحِلاش ذحعففطخذج

 جٌفظً جٌمحدَع

  ، : عٚؾذ  1ِػحي )
2

dx

9x 4 

 جٌكً :  

2
2

1

1

1 dx
I

9 2
x

3

1 3 3x
coth c

9 2 2

1 3x 3x
coth c; 1

6 2 2






 

  
 

 
   

 

   



 



  ، : عٚؾذ 2ِػحي )
2

dx

4x 25
 

 جٌكً :  

2
2

1

1 dx
I

2 5
x

2

1 2x
sinh c

2 5





 
  
 

 


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (5-1صّجسيٓ )

 عٚؾذ ليّس جٌطىحِلاش جلآضيس : 

1- 
2

dx

1 9 x
      2- 

2

dx

9 x
  

3- 
2

dx

16 9 x
      4- 

2

dx

16 x  

5- 
2

dx

1 16x
     6- 

2

dx

9 16x
 

7- 
2

dx

x x 25
      8- 

2

dx

x 4 x 1
  

9- 
2

dx

x 9 x 4
      10- 

2

2

x 1
dx

x 1



  

11- 
x

2x

e dx

1 e
     12- 

2

cos x
dx

1 sin x
 

13- 
2

cos x dx

4 sin x
     14- 

2

2

sec x dx

9 tan x  

15- 
2

dx

2x 6      16- 
2

dx

4 x
 

17- 
2

2

1 x
dx

1 x




     18- 

x

2x

e dx

e 1
  

 



 الفصل الثانى
  غشق ثٌضىجًِ

 

ئيؿحد جٌطىحًِ  يش جٌّكذد ٌذجٌس ِفح ضطّػفً ففٝ ويفيفس  عٚػكٕح فٝ جٌفظً جلٚي عْ طؼٛذس 

ٚػغ جٌذجٌس جٌّىحٍِس فٝ طٛسز دٚجي ٌٍطىحًِ ِٚٓ جٌظفٛس جٌميحعفيس يّىفٓ ئيؿفحد ليّفس جٌطىحِفً و 

ٌٚمففذ جعففطخذِٕح فففٝ جٌفظففً جلٚي ؽففشق عٌٚيففس وففزٌه ؽشيمففس جٌطؼففٛيغ ٚعففٛن ٔغففطىًّ فففٝ ٘ففزج 

ِٕٙفح ؽشيمفس جٌىغفٛس جٌؿضتيفس ٚجٌطىحِفً جٌفظً ؽشيمفس جٌطؼفٛيغ ٚٔفذسط ؽفشق عخفشٜ ٌٍطىحِفً 

 ذحٌطؿضب ٚجقخطضجيع

 ؽشيمس جٌطؼٛيغع  2-1

جعففطخذِٕح ٘ففزٖ جٌطشيمففس فففٝ جٌفظففً جلٚي ػٕففذِح ضىففْٛ جٌذجٌففس جٌّىحٍِففس ػٍففٝ جٌظففٛسز  

   f (x) . x   ٚعففٛن ٔغففطخذَ جٌطؼففٛيغ عيؼففح ػٕففذِح ضىففْٛ جٌذجٌففس جٌّىحٍِففس ػٍففٝ طففٛسز جٌذجٌففس

 f x  يش ؾذٌٚيس )جٌذجٌس جٌّمحذٍس  يش ِؼشٚفس، ٚذحٌطؼٛيغ ػٓ جٌّطغيش x  ًذذقٌس ِطغيش رخش ِػف

y  ٌٓيىx (y)  : ٔكظً ػٍٝ دجٌس ِىحٍِس عخشٜ قيع 

   f x dx f y (y)dy     

 عٕٛػف ّٔحرؼ ٌٙزٖ جٌطؼٛيؼحش فٝ جلِػٍس جٌطحٌيس : 

 .جذشيزصعٛيعجس  -1

  ، : عٚؾذ 1ِػحي )
 

dx

2 x x 1  

 جٌكً :  

2yعٕكحٚي جٌطخٍض ِٓ جٌؿزس جٌطشذيؼٝ ذٛػغ   x 1   ْعٜ ع 

 

2

22

1

x y 1

dx 2ydy

2ydy dy
I 2

1 yy 1 y

2 tan y c

 

 

 


 

 
 

 

 

  ، عٚؾذ 1ِػحي )
3

2

x dx

x 4
 

 جٌكً :  

2     ػغ      2x 4 y  



 

 

   

2 2

2
2

2

2 3

2 2 2

x y 4 2x dx 2ydy

y 4 ydyx .xdx
I

yx 4

1
y 4 dy y 4y c

3

1 1
y y 12 c x 4 x 8 c

3 3

    


 



    

      

 


 

 ، : عٚؾذ 3ِػحي )
 

m

n

x
dx

ax b
  قيعm  ػذد طكيف ِٛؾد 

y  ذٛػغ   جٌكً :   ax b  

 
1 1

x y b , dx dy
a a

     

 ِٚٓ رٌه يىْٛ  

 

 
mm

n m 1 n

y bx 1
dx dy

a yax b






   

 طىحًِ جلخيشٌغُ ضؿشٜ جٌطشق جلٌٚيس  يؿحد ج 

 ، : عقغد ليُ ولا ِٓ 4ِػحي )

   

3 2

4 3/ 2

x x
dx, dx

3x 2 5 2x 
   

3x   جٌكً : عٚق : ذفشع   y 2  

 ٔؿذ عْ   

 

   

 
33

4 4 4

3 2

4

y 2x 1
dx dy

y3x 2 3

1 y 6y 12y 8
dy

81 y






  


 

  

 

 

 

 
   

2 3 4

2 3

2 3

1 1 6 12 8
dy

81 y y y y

1 6 6 8
ln y c

81 y y 3y

1 6 6 8
ln 3x 2 c

81 3x 2 3x 2 3 3x 2

  
    

  

  
     

  

 
 

      
    



 

2x يؿحد ليّس جٌطىحًِ جٌػحٔٝ ٔفشع عْ  5 y   ْفٕؿذ ع 



 

 

2

3/ 2 3/ 2

2

3/ 2

1/ 2 1/ 2 3/ 2

3

x dx 1 5 y
dy

8 y5 2x

1 25 10y y
dy

8 y

1 2
50y 20y y c

8 3

1 50 2
20 5 2x 5 2x c

8 35 2x




 



   
   

  

 
      

 

 
      

 

 


 

، : عٚؾذ  5ِػحي )
 

nm

dx

x ax b
   قيعm + n ػذد طكيف ِٛؾد عورش ِٓ جٌٛجقذ  

axجٌكً : ٔفشع عْ   b
y

x


    ِٕٚٙح 

 

 

 
m n 2

n m n 1 nm

b dx dy
x ,

y a x a y

y adx 1
dy

b yx ax b

 

 

 
 


 


 

 

 جلِػٍس جلآضيس :غُ ٔؿشٜ جٌطشق جلٌٚيس ٌكغحخ ليّس جٌطىحًِ جلخيش وّح عٕشٜ فٝ 

  ، : عقغد ليّس 6ِػحي )
 

43

dx
I

x 1 x



 

1 جٌكً : ٔفشع عْ   x
y

x


  ِٕٙح x 1 xy   ٜع 

1 dx dy
x ,

y 1 x y 1
  

 
 ٌزٌه فاْ   

 

 

   

 

 

6 2

4 43

6 5 14 3 2

4

2

2 3 4

3 2 2

3 2 2

3

3

y 1dx b b 4ac
I dy

2ayx 1 x

y 6y 15y 20y 15y 6y 1
dy

y

20 5 6 1
y by 15 dy

y y y y

1 x 1 x 1 x 1 x 15x 3x
3 15 20ln

x x 1 x3x x 1 x

x
c

3 1 x

   
  



     
 

  
        

  

      
         

    

 


 



  

 ، : عقغد ليّس ولا ِٓ 7ِػحي )
   

3/ 4

5/ 2 15/ 43/ 2

dx x dx
I , II

x 5 3x 2 x
 

 
  

3جٌكً : ٚجػف عْ   5
4 1

2 2
     ْ5ٌزج ٔفشع ع 3x

y
x


  ِٕٚٙح 



 

2

2

5/ 2

3

5 5
x , dy dx

y 3 x

y 31
I dy

125 y

1 12 6
2 y c

125 y y y

1 5 3x x x
2 12 6 c

125 x 5 3x 5 3x

  



  

   
    

  

 
    

     
    


 

 
15/ 4314

dx
II

x 2 x



  

15ٚجػف وزٌه عْ   3
3 1

4 4
    ْ2ٌزج ٔفشع ع x

y
x


  ِْٕٚٙح ٔؿذ ع 

 
15/ 4

7 / 4 11/ 4

7 / 4 11/ 4

2 dx dy
x ,

y 1 x y 1

y 11
II dy

4 y

1 4 4
y y c

4 7 11

1 x 1 x
c

7 2 x 11 2 x

 

  
 


  

 
     

 

   
     

    


 

 

، : ٚػف وي  ضٛؾذ ليّس جٌطىحًِ 8ِػحي )
 n

dx

x ax b
 

غُ جقغد ليّس جٌطىحًِ   
 3

dx

x x 2
 

nجٌكً : ٔؼغ    1
x

y
   ِٕٚٙحn ln x ln y   ْٚذزٌه ٔؿذ ع 

 

 

n

n

n

n 1
dx dy

x y

dx 1 y dy

n a by yx a b

1
ln a by c

nb

1 ax b
ln c

nb x

 

 
    

  

  

 
   

  

 
 

 
3

3

3

1/ 6
3

3

dx 1 x 2
II ln c

6 xx x 2

x
ln c

x 2

 
   

   

 
  

  


 



 (1-2صّجسيٓ )

 عٚؾذ ليّس جٌطىحِلاش جلآضيس : 

 

1- 
 2x 3 dx

x 2



      2- 
3x 2

dx
2x 3



  

3- x x 1 dx      4- 
 

27

2x 1
dx

x 2




  

5- 
3

2x 1
dx

x 2



      6-  x 2 x 1 dx   

7- 
x 2

dx
x 1



      8- 
3

2

x x
dx

9 x




  

9- 
5 3

2

x 2x
dx

x 4




     10- 

2

dx

x x 4
  

11-  
3

2x 3 4x dx     12- 
dx

x 2x 1   

13- 
 

7

2

x
dx

3x 4
     14- 

 

2

5

x
dx

2x 1
  

15- 
 

23

dx

x 2 5x
     16- 

 
3

x dx

3x 8
  

17- 
 

dx

x 2 x 5
     18- 

 3

dx

x x 5
  

19- 
 

dx

2 x 1 x     20- 
cos x

dx
x  

 ع  صعٛيعجس ِثٍثيز ٚصثةذيز -2

2ئرج عقطٜٛ جٌطىحًِ ػٍٝ جٌؿزس   -1 2a x   جعطخذَ جٌطؼٛيغx a sin   َٚيّىٕٕح عيؼح جعفطخذج

xجٌطؼٛيغ   cos 

2ئرج عقطففففٜٛ جٌطىحِففففً ػٍففففٝ جٌؿففففزس : -2 2x a جٌطؼففففٛيغ   َجعففففطخذجx a sec x  عٚ جٌطؼففففٛيغ

x cosh  

2ئرج جقطٜٛ جٌطىحًِ ػٍٝ جٌؿزس   -3 2a x  ٔغطخذَ جٌطؼٛيغ 
x a tan or x a sinh    

 أِثٍز 

  عٚؾذ   -1
2 2

2

a x
dx

x


 

 جٌكً : 

xػغ   asin  ْ1ٔؿذ ع x
sin , dx a cos d

a
     ْٛٚذحٌطحٌٝ يى 



 

2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2
1

a a sin
I a cos d

a sin

1 sin cos
cos d d

sin sin

cotan d cosec 1 d

caton c

a x x
sin c

x a


 



 
  

 

   

 







 

  

   


   



 

   

 عٚؾذ  -2
2x 9

dx
x


  

 جٌكً :  

xػغ     3sec   ْٔؿذ عdx 3sec tan d   
2 2 2x 9 9sec 9 3 sec 1 3tan         

 2 2

2
1

2 1

3tan
I 3sec tan d

3sec

3 tan d 3 sec 1 d

3tan 3 c

x 9 x
3 3sec c

3 3

x
x 9 3sec c

3


  



   

 





 

  

  


  

   



 
 

sin ِثٍثيز ٌضىجِلاس صحضٜٛ عٍٝ ثٌذٚثي ثٌّثٍثيز :صعٛيعجس  -4 x,cos x,sinh x,cosh x 

sinعٚق : ئرج عقطٜٛ جٌطىحًِ ػٍٝ جٌذٚجي  x, cos x  ٔغطخذَ جٌطؼٛيغx
y tan

2
  ْفٕؿذ ِٕٙح ع 

 

2

2

1 x
dy sec dx

2 2

1
1 y dx

2



 

 

                     عٜ عْ    
2

2dy
dx

1 y



 

     وزٌه 
2

2y
sin x

1 y



 

 لٔٗ 



    عْ 
2

2
2

x x
sin x 2sin cos

2 2

x x
sin cos

2 22
x

cos
2

x
tan

2y22
x 1 y1 tan
2





 


 

  ذحٌّػً يّىٓ ئغرحش ئْ 
2

2

1 y
cos x

1 y





 

dx  ، : عٚؾذ 4ِػحي )
I

5 4cos x



 

 

 جٌكً : ذحعطخذجَ جٌطؼٛيؼحش جٌغحذمس ٔؿذ عْ  
2 2

2 2 2 2

1

2

1

1 y 2dy 1 y 2dy
I

9 y 1 y 9 y 1 y

dy 2 y
2 tan c

3 39 y

2 1 x
tan tan c

3 3 2





     
                

  


 
  

 

 

  

dx    ، : عقغد ليّس5ِػحي )
I

1 sin x cos x


  

 جٌكً : ِٓ جٌطؼٛيؼحش جٌغحذمس ٔؿذ عْ  
dy x

I ln 1 tan c
1 y 2

dy x
I 1n(1 y) c 1n 1 tan c

1 y 2

 
   

  

 
       

  
 

sinثجٌثج : إرث أحضٜٛ ثٌضىجًِ عٍٝ ِشدعجس ثٌذٚثي ثٌّثٍثيز  x,cos x   

yفٝ ٘زٖ جٌكحٌس ٔغطخذَ جٌطؼٛيغ    tan x  ْفٕؿذ ع 

 

 

2

2

2

dy sec x dx

1 tan x dx

1 y dx



 

 

 

     ِٕٚٙح  
2

dy
dx

1 y



 

 وزٌه يّىٓ قغحخ  
2

2 2 2

2

2

2 2

y
sin x tan x cos x

1 y

1 1
cos x

sec x 1 y

 


 


 



  ، : عٚؾذ ليّس 5ِػحي )
4 4

sin 2x dx
I

sin x cos x


 

 جٌكً : ذحعطخذجَ جٌطؼٛيؼحش جٌغحذمس  

 

 

2
2

4 4 4 2
2

1 y2sin x cos x ydy
I dx 2 .

sin cos x 1 y 1 y


 

  
   

 

 

 

2

4 2
2

1 2

1 2

y dy dy
2

1 y 1 y

tan y c

tan tan x c.





 
 

 

 

 

 

 ثجٌثج : إرث أحضٜٛ ثٌضىجًِ عٍٝ ثٌذٚثي ثٌضثةذيز :  

sinhجٌضجتذيس ئرج عقطٜٛ جٌطىحًِ ػٍٝ جٌذٚجي   x,cosh x   فأٗ ِٓ جٌّٕحعفد جعفطخذجَ جٌطؼفٛيغ
x

y tanh x
2

  ْقيع ٔؿذ ع 

 

2

2

2

2

1
dy sec h dx

2

1 x
1 tanh dx

2 2

1
1 y dx

2

2dy
dx

1 y



 
  

 

 

 


 

 وزٌه 

2

2
2

x x
sinh x 2sinh cosh

2 2

x x
sinh cosh

2 22
x

cosh
2

x 1 2y
2 tanh .

x2 1 y1 tanh
2





 


 

 عيؼح ٔؿذ عْ 



2 2

2 2

2

2

2

2

x x
cosh x cosh sinh

2 2

x x
cosh 1 tanh

2 2

x
1 tanh

2
x

sec h
2

1 y

1 y

 

 
  

 










 

dx   ، : عٚؾذ 6ِػحي )
I

1 cosh x



 

 جٌكً : ذحعطخذجَ جٌطؼٛيؼحش جٌغحذمس ٔؿذ عْ  
2

2

1 y 2dy x
I . dy y c tanh c

2 21 y


     

   

sinh,coshعِح ئرج عقطٜٛ جٌطىحًِ ػٍٝ ِشذؼحش جٌذٚجي جٌضجتذيس  x  فإٔفح ٔغفطخذَ جٌطؼفٛيغy tanh x 

 فيإدٜ ئٌٝ 

 

2

2

dy sech x dx

1 y dx

dy
dx

1 y



 

 


 

  وزٌه 
2

2 2

2 2

y 1
sinh x , cosh x

1 y 1 y
 

 
      

 ، : عقغد جٌميّس 6ِػحي )
2 2

dx
I

sinh x tanh x
 

 

 جٌكً : ذحعطخذجَ جٌطؼٛيغ جٌغحذك ٔؿذ عْ  

2 2
2

2

4 3

4 3

1 dy
I .

y 1 y
y

1 y

dy 1 1
y dy y c c.

3y tanh x



 
 

         
  

       



 

 

 

 ،2-2)ضّحسيٓ 

 عٚؾذ ليّس جٌطىحِلاش جلآضيس : 

1- 
2

dx

x 4
      2- 

2

2

x
dx

x 4
  

3- 
2

dx

x x 9
      4- 

3

2

x dx

16 x
  



5- 
2

2

x dx

4 x
      6- 

2

2dx

x x 25
  

7- 

 
2/3

2

dx

16 x
     8- 

 
3/ 2

2

dx

x 1
  

9- 

 

2

3/ 2
2

x dx

4 x
      10- 

 

3

3/ 2
2

x dx

x 1
  

11- 
2 2

dx

x x 9
     12- 3 2x x 4 dx  

13- 
2 2

2

a x
dx

x


     14- 

2x 9
dx

x


   

15-  
3

2x 3 4x dx     16- 
dx

x 2x 1   

17- x xa e dx      18- 
2

x dx

1 x
   

19- 
 

 

2

3/ 2
2

x x 1
dx

x 1




     20- 

2

2

sin x
dx

1 cos x
 

21- 
2

2

1 cos x
dx

1 cos x




    22- 

2

2

sin x
dx

2 sin x  

23- 1 cos x dx     24- 
1

dx
5 13cosh x  

25- 
1

dx
12 5sinh x     26- 

1
dx

5sin x 3cos x   

 

 ، ضىحِلاش ػٍٝ جٌظٛسز : 2-2)

2

dx

ax bx c 
  

 غٛجذص  a, b, cقيع  

 

2 2

2 2
2

2 2

2

b c
ax bx c a x x

a a

b b c b
a x x

a a4a 4a

a x d e

 
     

 

    
           

     

  

 

    قيع عْ 
2b b

d , e c
2a 4a

   

 ٚذزٌه يكٛي جٌطىحًِ ئٌٝ عقذٜ جٌظٛس جٌطحٌيس : 

1- 1

2 2

dy y
sin c.

aa y

 


  



2- 1

2 2

dy y
sinh c.

aa y

 


  

3- 1

2 2

dy y
cosh c.

ay a

 


  

   ، عٚؾذ 1ِػحي )
2

dx

2x 2x 1 
 

 جٌكً :  
2 2

2

2

1
2x 2x 1 2 x x

2

1 1
2 x

2 4

1 dx
I

2 1 1
x

2 4

 
     

 

  
    

   



 
  

 



 

1   جٌغحذمس  (2)ٚ٘ٝ ذحٌظٛسز  1
y x , a

2 2
    

      dy dx 

 

1

1

1x1 2I sinh c
12

2

1
sinh 2x 1 c.

2





 
   
 
 

  

 

  ، : عٚؾذ 2ِػحي )
2

dx

2 3x 2x  

 جٌكً : جٌّمذجس 
2 2

2

2

3
2 3x 2x 2 x x 1

2

3 9 25
2 x x

2 16 16

25 3
2 x

16 4

1 dx
I

2 25 3
x

16 4

 
      

 

  
      

  

  
    

  

 

 
  
 



 

3 قيع  (1)ٚ٘ٝ جٌظٛسز   5
y x , a

4 4
   

1 1
3x1 1 4x 34I sin c sin c.

5 52 2
4

 
  

     
 

 

 ، ضىحِلاش ػٍٝ جٌظٛسز : 2-3)



2

lx m
dx

ax bx c



 
  

 يكٛس جٌرغؾ ئٌٝ ِمذجس يكطٜٛ ػٍٝ ضفحػً ِح ضكص جٌؿزس ٚغحذصع ٚقيع عْ  

 2d
ax bx c 2ax b

dx
     

 ٔىطد  جٌرغؾ ػٍٝ جٌظٛسز 

 
b

x m 2a b m
2a 2a

 
     

 
 

 ٚٔؼٍُ عْ 
 

 
 

x
dx 2 x c

x







   

  ، عٚؾذ 1ِػحي )
2

3x 5
dx

x 4x 5



 
 

 جٌكً :  

 2d
x 4x 5 2x 4

dx
      

 ٔىطد جٌرغؾ ػٍٝ جٌظٛسز 

 

 

3
3x 5 2x 4 5 6

2

3
2x 4 1

2

    

  

 

2 2

2
1

3 2x 4 dx
I dx

2 x 4x 5 x 4x 5

3
2 x 4x 5 I c

2

 
   

 
    

    

 
 

 قيع  (2-2)٘ٛ ِٓ جٌٕٛع جٌغحذك  I1ٚجٌطىحًِ 

 
 1

2 2

dx dx
I sinh x 2 c

x 4x 5 x 2 1

    
   

   

 ِٕٚٙح 

 2 1I 3 x 4x 5 sinh x 2 c       

2x   ، عٚؾذ 2ِػحي ) 1
dx

2x 1



 

2xجٌكً : ذؼشخ وً ِٓ جٌرغؾ ٚجٌّمحَ فٝ جٌؿزس جٌطشذيؼٝ   1  ْٔؿذ ع 

2

2x 1
I dx

4x 1





  

 8xٚجػف عْ ضفحػً ِح ضكص جٌؿزس ٘ٛ  

  قذذ ِٓ ٚػغ جٌرغؾ ػٍٝ جٌظٛسز 



 

22

2 2
2

2 1

1
2x 1 8x 1

4

1 8x dx
I dx

4 4x 14x 1

1 8x 1 dx
dx

4 24x 1 1
x

2

1 1
4x 1 cosh 2x c.

2 2



  

  


 
  

  
 

   

 

 
 

 ، : عٚؾذ ليُ جٌطىحِلاش جلآضيس :3ِػحي )

 x 1 x x 2
dx, dx, dx

x 1 x 1 x 3

 

      

 جٌكً : 

فٝ وً ِٓ ٘زٖ جٌطىحِلاش يّىٓ ضرغفيؾ جٌذجٌفس جٌّىحٍِفس ذطكٛيٍٙفح ئٌفٝ ِمفذجس وغفشٜ ذغفؾ  

ؾزس ضشذيؼفٝ ٌذجٌفس ِفٓ جٌذسؾفس جٌػحٔيفس )يكفً وّفح عفرك شفشقٗ ففٝ  ِٚمحَدجٌس ِٓ جٌذسؾس جلٌٚٝ 

جٌؿفزس جٌطشذيؼفٝ جٌّٛؾفٛد ففٝ جٌرغفؾ فّفػلا ٚجٌكحقش جٌغحذمس، و يطُ رٌفه ذؼفشخ جٌرغفؾ ٚجٌّمفحَ 

 ٔؼطرش 

2 1

2

x 1 x 1 x 1
I dx . dx

x 1 x 1 x 1

x 1
dx x 1 cosh x c

x 1



  
 

  


    



 


 

 جلخيشيٓع   ٓيطشن ٌٍمحسب قغحخ ليُ جٌطىحِيٍي

 ، : عقغد ليّس جٌطىحًِ 4ِػحي )
3

dx
I

x 4x 3



 

3جٌكً : ذٛػغ    
2

1x
y

  ْٔؿذ ع 

dx 2 dy
3ln x 2ln y,

x 3 y
     

 ِٕٚٙح 

2
2

1

1

2 dy 2 dy
I

3 3 3 44 3y y
3

2 3y
sinh c

23 3

2 3
sinh c.

3 3 2x x





   
 

  

  

 

 

 جٌظٛسز ػحِس فأٗ  يؿحد ليّس ضىحًِ ػٍٝ جٌظٛسز  

n

dx
I

x ax b



   

nفأٗ يىْٛ ِٓ جٌّٕحعد جعطخذجَ جٌطؼٛيغ 
2

1x
y

 ِْٕٚٙح ٔؿذ ع 



 
2

2 dy
I

n a by
 


   

 ئٌٝ ئقذٜ جٌظٛس جٌميحعيس :  Iذزٌه يإٚي جٌطىحًِ 

i- 

1

2 2

1

dx x
sin c

aa x

x
cos c

a





 
  

 

 
   

 


 

ii- 1

2 2

dx x
sinh c

aa x

  
  

 
  

iii- 1

2 2

dx x
cosh c

ax a

  
  

 
  

 ِمذجس غحذصع  aقيع 

  ، : عٚؾذ 5ِػحي )
2

dx
I

x 4x 9



 

2جٌكً : ٔفشع عْ    2x y   ِْٕٚٙح ٔؿذ عdx dy

x y
  

1 1

2

dy 1 3y 1 3
I cos c cos c.

3 2 3 2x4 9y

       


  

 ، : عٚؾذ 6ِػحي )

     2 2 2

dx dx dx
, ,

4x 1 3x 1 x 1 x 4x 2 1 x 1 x      
    

يّىففٓ ئصجٌففس جٌؿففزس جٌطشذيؼففٝ فففٝ ٘ففزٖ جٌطىففحِلاش عٚ ضكٛيففً جٌطىحِففً ئٌففٝ ئقففذٜ جٌظففٛس جٌميحعففيس 

 جٌغحذك دسجعطٙح و ٚرٌه ؽرمحً ٌٍمحػذز جٌطحٌيس : 

dx   ئرج وحْ  
I

f (x) g(x)
  

fقيففع   (x),g(x)  دٚجي ؾرشيففس )وػيففشجش جٌؿففزٚس، فففٝ جٌّطغيففشx د جعففطخذجَ عقففذ فأففٗ ِففٓ جٌّٕحعفف

 جٌطؼٛيؼحش جلآضيس : 

 f(x)دسؾس  g(x)دسؾس  جٌطؼٛيغ جٌّٕحعد
2g(x) y  قيُٙ جٌذسؾس جلٌٚٝ 

g(x)
y

f (x)
  جٌذسؾس جٌػحٔيس جٌذسؾس جٌػحٔيس 

f (x) 1/ y جٌذسؾس جلٌٚٝ ٚئْ  جٌذسؾس جٌػحٔيس 

 شسشق

 ، : 6قً ِػحي )

 ذططريك جٌمحػذز جٌغحذمس يّىٓ جعطٕطحؼ عْ  

 
1dx

I 2coth 4 3x 1 c
4x 1 3x 1

    
   



(g(x) 3x 1   ،ٌٝٚجٌذسؾس جل ِٓ 

 

1

2

dx 1
II cos 1 c

x 1x 1 x 4x 2

  
    

   
  

2g(x)ٕ٘ح  x 4x 2    جٌذسؾس جٌػحٔيس و ذيّٕح ِٓf (x) x 1   جٌذسؾس جلٌٚٝع ِٓ 

 وزٌه ٔؿذ عْ 

 

2
1

22 2

dx 2 1 3x
III sin c

4 1 x1 x 1 x


 

        


 

  ٚرٌه عٔٗ ذفشع 
21 x

y
1 x





 فأٗ   

2 2

2

2

1 y 2
x , 1 x

1 y 1 y

2y dy
1 x ,

1 y 2 1 y


  

 

   
 

 

 ِٚٓ رٌه ٔؿذ عْ 

2
2

2
1

22

1 dy 1 dy
III

2 2y 2 2 y y1 y
1 y

1 dy 2 1 3x
sin c.

42 2 1 x1 1
y

4 2



   




 
        

  
 

 


 

 

 (3-2صّجسيٓ )

 عقغد جٌطىحِلاش جلآضيس : 

 1- 
2

dx

x 4x 5 
     2- 

2

dx

5 4x x 
  

3- 
2

dx

x x 1 
      4- 

2

dx

5 2x x   

5- 
 

2

x 3 dx

x 2x 5



 
     6- 

 
2

2x 5dx

4x x




  

7- 
 

2

2x 3 dx

2x x




      8- 

2

2x 3
dx

x 4x 7



 
  

9- 
2

dx

x 2x 3 
     10- 

2

dx

2x 3x 2 
  

11- 
2

dx

27 12x 4x 
     12- 

2

dx

2 3x 2x 
  

13- 
1 x

dx
2x 3



     14- 
5x 4

dx
2x 6



  



15- 
2 x

dx
x


      16- 

dx

x x 1  

17- 
 

dx

x 1 x 2      18- 
2

dx

x 4x 9
  

19- 
3

dx

x 3 2x
     20- 

4

dx

x x 3
  

21- 
 2

dx

x 2x 2 x 1  
    22- 

 2 2

dx

x 4 x 4 
  

 

 

 

 

 

 ، ضىحِلاش ػٍٝ جٌظٛسز : 2-4) 

2

dx

ax bx c   

 ضكٛي ئٌٝ عقذٜ جٌظٛس جٌطحٌيس 

1- 1

2 2

dx 1 x
tan c

a ax a

 
  

2- 
2 2

dx 1 x a
log c

2a x ax a


 

  

3-
2

dx 1 a x
log c

2a a xa x


 

  

 ، يطؼف ِٓ جٌظٛسز 1جٌرش٘حْ : )
1

2

2 2 2 2 2

1

dx
tan x c

1 x

x
d

dx 1 dx 1 a

ax a a x x
1 1

a a

1 x
tan c

a a





 


 
 
 

 
    

    
   

 



    

 ، ٚجػف عْ 2) 

  2 2

2 2

1 1 1 1 1

x a x a 2a x a x ax a

dx 1 dy dx

2a x a x ax a

1
log x a log x a

2a

1 x a
log c

2a x a

 
   

     

 
      

     


 



  
 

 ، جٌرش٘حْ يطشن ٌٍمحسبع 3)



    ِػحي : عقغد 
2

dx

2x 5x 3     

 جٌكً : 
2 2

2
2

5x 3
2x 5x 3 2 x

2 2

5 25 3 25 5 1
2 x x 2 x

2 16 2 16 4 16

 
     

 

       
              

         

 

2 2

1 dx
I

2 5 1
x

4 4

 
   

    
   

  

5ذحػطرحس عْ   (2)ٚ٘ٝ ذحٌظٛسز 
y x

4
  

5 1 6x x
1 1 2x 34 4 4I log c log c log c

1 5 12 x 1 x 1
2 x

4 4 4

 
   

 
      

    
    

   

 

 ، ضىحِلاش ػٍٝ جٌظٛسز 2-5)
2

x m
dx

ax bx c



  

 يكٛي جٌرغؾ ئٌٝ ؾضتيس جقذّ٘ح )ضفحػً جٌّمحَ، عٜ يىطد  

2 2

2
1

b
x m 2ax b) (m

2a 2a

2ax b b dx
I dx m.

2a 2aax bx c ax bx c

l b
log ax bx c m .I ,

2a 2a

 
     

 

  
    

    

 
     

 

   

     قيع جٌطىحًِ 

2

dx
I

ax bx c


   

 ، ع4-2٘ٛ ِٓ جٌٕٛع جٌزٜ دسط فٝ جٌرٕذ جٌغحذك )

    ِػحي : عٚؾذ 
2

2x 1
dx

5x 4x 3



  

10x جٌكً : ضفحػً جٌّمحَ ٘ٛ  4 

   قذذ عْ ٔىطد جٌرغؾ ػٍٝ جٌظٛسز 



 

 

2 2

2
1

1 4
2x 1 10x 4 1

5 5

1 9
10x 4

5 5

1 10x 4 9 dx
I dx

5 55x 4x 3 5x 4x 3

1 9
log 5x 4x 3 I ,

5 5

 
     

 

  


  

  

   

 
     (1) 

1        قيع  2

dx
I

5x 4x 3


  

 ذحٌٕغرس ٌٍطىحًِ جٌػحٔٝ ٔىًّ جٌّشذغ : 
2 2

2

2

1 2 2

1 1

4 3
5x 4x 3 5 x x

5 6

4 4 3 4
5 x x

5 25 5 25

2 11
5 x

5 25

dx 1 dx
I

55x 4x 3 2 11
x

5 25

2 2
x x

1 5 15 5tan c tan c
5 11 11 11 11

5 5

 

 
     

 

    
        

    

  
    

   

  
   

  
 

 
   

      
  
 
 

 

     (2) 

2 ٔكظً ػٍٝ  (1)ذحٌطؼٛيغ فٝ  11 9 5x 2
I log 5x 4x 3 tan c

5 5 11 11

5

 
     

 (4-2صّجسيٓ )

 عٚؾذ ليُ جٌطىحِلاش جلآضيس : 

1- 
2

dx

x 4x 2        2- 
2

dx

2x 4x 3   

3- 
2

dx

3 x x        4- 
x 1

dx
x x 1



   

5- 
2

dx

3 2x
      6- 

 
dx

x x 1  

7- 
2

dx

x x 1        8- 
2

x 1
dx

x 1



  

9- 
2

2

x 1
dx

x 1



       10- 
2

3x
dx

5x 1  

11- 
4 2

x dx

x 4x 3      12- 
2

sin x dx

cos x 4cos x 1   

 

 



 ، ضىحِلاش جٌذٚجي جٌٕغريس : 2-6)

(x)ٚ٘ٝ دٚجي ػٍٝ جٌظٛسز  

(x)




قيع عْ وً ِٓ   x , (x)   وػيشز قذٚد فٝ جٌّطغيشxع 

ؽشيمفس جٌطىحِففً : ئرج وحٔفص دسؾففس جٌرغفؾ عورففش ِففٓ عٚ ضغفحٜٚ دسؾففس جٌّمفحَ يّىٕٕففح ػٕذتففز  

دسؾطفٗ علفً ِفٓ دسؾفس  g(x)+ ذفحلٝ  f(x)ئؾشجء ػٍّيس جٌمغّس جٌّطٌٛس فٕكظً ػٍٝ خحسؼ لغّس 

 فٕىطد  (x)جٌّمحَ 
(x) g(x)

f (x)
(x) (x)



 
   

g(x)غُ يكٛي جٌىغش   

(x)
 ئٌٝ وغٛس ؾضتيس ذغيطس  

 عٚق : ئرج عِىٓ ضكٍيً جٌّمحَ ئٌٝ ػٛجًِ ِٓ جٌذسؾس جلٌٚٝ ِٚخطٍفسع

 فيّىٕٕح وطحذس جٌّمحَ ػٍٝ جٌظٛسز  
1 2 n

1 2 n

c c c9(x)
...

(x) x a x a x a
   

  
 

 فّػلاً : 
2 2

3

31 2

x 2x 3 x 2x 3

x(x 1)(x 1x x

cc c

x x 1 x 1

   


 

  
 

 

2  ذحٌطحٌٝ فاْ 
1 2 3x 2x 3 c (x 1)(x 1) c x(x 1) c x(x 1)         

xذٛػغ    0, x 1, x 1      ْ1ػٍٝ جٌطٛجٌٝ ٔؿذ ع 2 3c 3, c 3, c 1    

   

2

3

2

3

3

3

x 2x 3 1 3 3

x 1 x 1 xx x

x 2x 3 dx dx dx
dx 3 3

x 1 x 1 xx x

log x 1 3log x 1 3log x c

x 1 x 1
log c

x

 
   

 

 
   

 

     

 
 

   
 

 

 

 غحٔيح : ئرج وحٔص ػٛجًِ جٌّمحَ ِٓ جٌذسؾس جلٌٚٝ ٚذؼؼٙح ِىشس

 ٔىطد  

       
1 2 n 1 n

2 n
1 2 n1 1

c c c b bg(x)
... ...

(x) x a x a x ax a x a
      

   
 

1xذففففففشع عْ جٌؼحِفففففً  a  ِىفففففشسn  َِفففففشز ٚعْ جٌّمفففففح(x)  ًيّىفففففٓ ضكٍيٍفففففٗ ئٌفففففٝ جٌؼٛجِففففف

   1 nx a ,..., x a   رجش جٌذسؾس جلٌٚٝع 

      ِػحي : عٚؾذ 
3

x 5
dx

x 3x 2



  



 جٌكً :  

   

 

      

23

1 2

2 2

2

1 2

x 3x 2 x 1 x 2

c cx 5 b

x 1 x 2x 3x 2 x 1

x 5 c x 1 x 2 c x 2 b x 1

    


   

   

        

 

x  ٔؼغ  0, x 1, x 2       ْ1ٔؿذ ع 2c 1/ 3, c 2, b 1/ 3    

 
2 2

x 5 1 dx 1 dx
dx

3 3 x 2x 3x 2 x 1

1 2
log x 1 log x 2 c

3 x 1

2 1 x 2
log c

x 1 3 x 1


  

  

      



   

 

  

 

 غحٌػح : ئرج ضؼّٓ جٌّمحَ ػحِلا ِٓ جٌذسؾس جٌػحٔيس يطؼزس ضكٍيٍٗع

فٝ ٘زٖ جٌكحٌس يىْٛ ذغؾ ِػً ٘زج جٌؼحًِ ِمذجسج ِٓ جٌذسؾس جلٌٚٝ وّح يطؼف ِٓ جٌّػحي  

 جلآضٝع 

     ِػحي : عٚؾذ 
2

2

3x x 2
dx

(x 1)(x 1)

 

  

 جٌكً :  

  

  

2
2 31

22

2 2
1 2 3

c x cc3x x 2

x 1 x 1x 1 x 1

3x x 2 c x 1 c x c

 
 

  

     

 

1 ػغ   2 3c , c 2, c 3  

 ٚػٍٝ رٌه  

  

  

2

22

2 2

2 1

2 1

3x x 2 dx 2x 3
dx dx

x 1 x 1x 1 x 1

dx 2x dx
dx 3

x 1 x 1 x 1

log x 1 log x 1 3tan x c

log x 1 x 1 3tan x c





  
 

  

  
  

     

    

  

    

 سجذؼح : ئرج وحْ عقذ جٌؼٛجًِ ِٓ جٌذسؾس جٌػحٔيس ِٚىشسجً 

 وّح فٝ جٌكحٌس جٌطٝ ضىشس فيٙح جٌؼٛجًِ جٌخطيسع فّػلاجٌىغش يؼحٌؽ فٝ ٘زٖ جٌكحٌس  

    
      

3 2
2 3 4 51

2 2 2
2 2

3 2 2 2 2
1 2 3 4 5

c x c c cc2x 3x x 1

x 1 x 2x 2x 1 x 2x 2 x 2x 2

2x 3x x 1 c (x 2x 2) c x c x 1 x 2x 2 c x c x 1

   
  

      

              

 

xغُ ذحٌطؼٛيغ ذحٌميُ  1, x 0, x 1, x 2 x 2        ٍٝػٍٝ جٌطٛجٌٝ ٔكظً ػ 



1 2 3 4c 1, c 1, c 3, c 3       

 (5-2صّجسيٓ )

 عٚؾذ جٌطىحِلاش جلآضيس 

1- 
2x 1

dx
x 1



       2- 
1 3x

dx
3 2x




 

3- 
4

4

x
dx

x 1       4-
 

2

dx

x x 1
  

5- 
4

dx

x 1       6- 
3

dx

x 1  

7- 

 
2

2

dx

1 x
       8- 

 

3

2

x x 1
dx

x x 1

 


  

9- 
2

3

x 2x 1
dx

x 27

 

      10- 
  

x 3
dx

x 1 x 2



   

11- 
3 2

2

x 2x 4
dx

x 4x 3

 

       12- 
3

3

x 1
dx

4x x



  

13- 
2

2

x 5x 9
dx

x 5x 6

 

       14- 
3

2

x 2
dx

x 4



  

15- 
4

3

x 1
dx

x x



  

 ، جٌطىحًِ ذحٌطؿضبع 2-7)

 ِٓ جٌّؼٍَٛ ِٓ لحْٔٛ ضفحػً قحطً ػشخ دجٌطيٓ لحذٍطيٓ ٌٍطفحػً عٔٗ :  

 
d d d

. . .
dx dx dx

 
     

عٜ عْ     d . .d .d        ِْٕٚٙح ٔؿذ ع .d d . .d      

ذحٌطىحًِ ِغ جٌؼٍُ ذأْ   d . . c    ْٔؿذ عd d       

dِؼٕففٝ رٌففه عٕٔففح جعففطرذٌٕح جٌطىحِففً   طىحِففً رخففش ٘ففٛ ذd  ْع ٚٔىففْٛ جٌطشيمففس ِفيففذز ئرج وففح

 جٌطىحًِ جٌػحٔٝ عذغؾ فٝ ئؾشجتٗ ِٓ جٌطىحًِ جلٚيع 

xxe  ، : عٚؾذ 1ِػحي ) dx 

xdجٌكً : ػغ   e dx, x    ،ًِيىْٛ )ذحٌطىحxd dx, e   

x x x x x

d d

xe dx xe e dx xe e c

      

     

 

 
 

xققع عْ  xI x e dx x d e     ػٍٝ طٛسز ٝ٘ٚd   ْٚذحٌطحٌٝ فا 

I= x x xx de x e e dx    

log  ، : عٚؾذ 2ِػحي ) x dx 

 جٌكً : ٔخطحس 



  

log x, d dx

1
d dx, x

x

1
log x dx x log x x. dx

x

x log x x c

 

 

 

  

  

  

 
 

xe   ، عٚؾذ3ِػحي ) sin x dx 

 جٌكً : ٔخطحس  
x

x

x x x

e , d sin x dx

d e dx, cos x

e sin x dx e cos x cos x.e dx (1)

 

 

 

   

    

 

ٌٚففيظ عفؼففً ِٕففٗ فففٝ جٌطرغففيؾع ٔكففحٚي ِففشز  جلطففٍٝٚذحٌطىحِففً جٌػففحٔٝ يرففذٚ عٔففٗ يّحغففً جٌطىحِففً 

 عخشٜ ذحخطيحس : 
x

x

x x x

e d cos x dx

d e dx, sin x

e cos x dx e sin x e sin x dx (2)

 

 

 

  

   

 

 ٔكظً ػٍٝ  (1)ذحٌطؼٛيغ فٝ 

 

 

x x x x

x x

x x

e sin x dx e cos x e sin x e sin x dx

2 e .sin x dx e sin x cos x c

1
e sin x dx e sin x cos x c

2

   

   

   

 





 

 (6-2صّجسيٓ )

 عٚؾذ ليُ جٌطىحِلاش جلآضيس
1- x log x dx       2- x sin x dx  

3- 2x sin x dx       4- 2x log x dx  

5-  
2

log x dx       6- xe sin 2x dx  

7- 3xe sin 2x dx  

 جٌّططحٌٝ، جٌطىحًِ ذلاخطضجي 2-8)

 عٛن ٔغطؼشع ذؼغ جٌظٛس جٌميحعيس ٌلاخطضجي 

n  ، : ئرج وحْ 1طٛسز )  axIn x e dx      ْفا 

n ax
n n 1

1 n
I x e I

a a
          (1) 

 ٚجػف عْ  



ax ax
1 0

ax ax
0

1
I x e dx x e I c

a

1
I e dx e c

a

   

  




 

   عI0ٚضىشجس جعطخذجَ جٌمحْٔٛ يإدٜ فٝ جٌٕٙحيس ئٌٝ ظٙٛس  

 جٌرش٘حْ : ٔغطخذَ جٌطىحًِ ذحٌطؿضب ذٛػغ  
n ax

n 1 ax

n ax n ax n 1 ax

n ax
n 1

x , d e dx

1
d n x dx, e

a

1 n
x e dx x e x e dx

a a

1 n
x e I

a a

 

 





 

  

  

 

 
 

3   ، : عٚؾذ 1ِػحي ) 2xx e dx 

nجٌكً : ٚجػف عْ     3, a 2     ٌْٛزج يى 
3 2x 3 2x 2 2x

3

3 2x
2

1 3
I x e dx x e x e dx

2 2

1 3
x e I

2 2

  

 

 
     (1) 

 قيع 
2 2x

2

2 2x
1

2x
1

2x
0

2x 2x
0

I x e dx

1 2
x e I

2 2

I x e dx

1 1
x e I

2 2

1
I e dx e c

2



 



 

  







 

 ذحٌطؼٛيغ جٌّططحٌٝ ٔؿذ عْ 
2x 2x

1

2 2x 2x 2x
2

3 2x 2 2x 2x 2x
3

2x 3 2

2x 3 2

1 1
I x e e c

2 4

1 1 1
I x e x e e c

2 2 4

1 3 1 1 1
I x e x e e e c

2 2 2 2 4

1 3 3 3
e x x x c

2 4 4 8

1
e 4x 6x 6x 3 c

8

  

   

 
     

 

 
     

 

     
 

 

 ، : ئرج وح2ْطٛسز )



n
n

n
n

I x cos (ax)dx,

J x sin (ax)dx








  

 فاْ 
n

n n 1

1 n
I x sin (ax) J

a a
          (2) 

n
n n 1

1 n
J x cos(ax) I

a a
          (3) 

 ٚجقخطضجي جٌّططحٌٝ يظً ذٕح فٝ جٌٕٙحيس ئٌٝ ئقذٜ جٌظٛسضيٓ : 

0

1
I cos(ax)dx sin (ax) c

a
   0        عٚ     

1
J sin (ax)dx cos(ax) c

a
     

 يطشن ٌٍمحسب )ذحعطخذجَ جٌطىحًِ ذحٌطؿضب،   :جٌرش٘حْ 

2x    ِػحي : عٚؾذ  cos3x dx 

 جٌكً :  
2

2

2
1

1

0

0

I x cos3x dx (a 3)

1 2
x sin 3x I ,

3 3

I x sin 3x dx

1 1
x cos3x I ,

3 3

I cos3x dx

1
sin 3x c.

3

  

 



  



 







 

 ذحٌطؼٛيغ ٔؿذ عْ 

1

2
2

2

1 1
I x cos3x sin 3x

3 9

1 2 1 1
I x sin 3x x cos3x sin 3x c

3 3 3 9

1 2 2
x sin 3x x cos3x sin 3x c

3 5 27

  

 
      

 

   

 

n، : ئرج وحْ 3طٛسز )
nI cos x dx   ْفاn 1

n n 2

1 n 1
I cos sin x I

n n





  

n، : ئرج وحْ 4طٛسز )
nI sin x dx   ْفاn 1

n n 2

1 n 1
I sin x cos x I

n n





   

 

 

 

 جٌرش٘حْ : ٔغطخذَ عيؼح جٌطىحًِ ذحٌطؿضب

 



 

n n 1
n

n 1 n 2 2

n 1
n 2 n

n 1
n n 2

n 1
n n 2

I cos x dx cos x d(sin x)

cos x sin x (n 1) cos x sin x dx

cos x sin x (n 1) I I .

nI cos sin x (n 1)I

1 n 1
I cos x sin x I

n n



 










 

  

   

   


  

 


 

 ٚضىشجس ٘زٖ جٌخطٛجش يظً ذٕح ئٌٝ ئقذٜ جٌظٛسضيٓ : 

0I dx x c    

 صٚؾيس  nئرج وحٔص 

1I cos x dx sin x c    

 فشديس  nئرج وحٔص 

 ، ذحٌّػً قيع 4ذش٘حْ جٌظٛسز )
0 1I x c, I cos x c.     

5cos   ، : عٚؾذ 1ِػحي ) x dx 

 ، ٔؿذ عْ 3لحػذز جقخطضجي ) َذحعطخذج 
5 4 4

5

4
3

3 2
3

2

1

4 2
5

I cos x dx cos x cos x dx cos d(sin x)

1 4
cos x sin x I ,

5 5

I cos x dx cos x dx(sin x)

1 2
cos x sin x I,

3 3

I sin x c

1 4 8
I cos x sin x cos x sin x sin x c.

5 15 15

  

 

 

 

 

    

  

   

4sin  ، :عٚؾذ 2ِػحي ) d  

 

 

 جٌكً : 



4 3
4

3
4 2

2
2

0

0

3
4

I sin d sin xd(cos x)

1 3
I sin cos I ,

4 4

I sin d sin x d(cos x)

1 1
sin cos I ,

2 2

I c

1 3 3
I sin cos sin cos c

4 8 8

 

 

 

 



    

  

   

  

  

 

     

 

   

 عرك ٌٕح دسجعس ِػً ٘زٖ جٌطىحِلاش ٚويفيس جٌطىحًِ ِؼٙح ذذْٚ جخطضجيٍِكٛظس : 

 (7-2صّجسيٓ )

 عٚؾذ ِغطخذِحً جقخطضجي ليّس جٌطىحِلاش جلآضيس :
1- 3cos x dx       2- 2tan x dx  

3- 3 2sin x cos x dx      4- 4sec x dx  

5- 4cos x dx       6- 3cos 2x dx  

7- 3 xx e dx       8- 3x sin x dx  

9- 2x cos 2x dx  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 أِثٍز عجِز

4  عٚؾذ ليّس  -1 2 1
6x 10x 7 dx

2 x

 
   

 
 

 جٌكً :  



4 2

4 2 1/ 2

5 3 1/ 2

1
6x 10x 7 dx

2 x

1
6x dx 10 x dx 7 dx x dx

2

6 10
x x 7x x c

5 3



 
   

 

   

    



     

  عٚؾذ ليّس -2 6x 5 x dx 

 جٌكً :  

   2

2

2 3

6x 5 x dx 6 5x x dx

30 x dx 6 x dx

15x 2x c.

  

 

  

 

   

  عٚؾذ ليّس  -3  34t 3 / t dt 
  

 جٌكً :  

2 3

1 2

2 2

4t 3 1 1
dt 4 dt 3 dt

t t t

3
4t t c

2

4 3 8t 3
c c

t 2t 2t

 


 

  

 
    

  

 

  عٚؾذ ليّس  -4 
3

2x 1 2x dx 

2xجٌكً : ٔفشع عْ   1 t    ْ2ٔؿذ عx dx  وزٌه 

 
3

2 3 41
x 1 2x dx t dt t c

4
      

2tذحٌطؼٛيغ جٌؼىغٝ ذٛػغ  x 1   ْٔؿذ ع 

 
 

4
2

3
2

x 1
x 1 2x dx c

4


    

2  عٚؾذ ليّس -5 34x 5 x dx 

3zجٌكً : ذٛػغ   5 x   ْ2ٔؿذ عdz 3x dx   ْٚع 

 

2 3 1/ 2

3/ 2

3/ 2
3

4
4x 5 x dx z dz

3

4 2
. z c

3 3

8
5 x c

9

  

  

   

 

 

 عٚؾذ ليّس جٌطىحِلاش جلآضيس :  -6

1-  23x 8x dx      2- 
5

du
13

 

3-  
n

x 5 dx       4-  
5

at b dt  



 جٌكً : 

 2 2 3 23x 8x dx 3 x dx 8 x dx x 4x c              (1) 

5 5 5u
du du c

133 3
          (2) 

xذٛػغ  (3)          5 t     ْٔؿذ عdx dt  وزٌه 

 
 

n 1n 1
n n x 5t

x 5 dx t dt c c
n 1 n 1

 
     

    

atٔفشع عْ  (4)  b z    ْٛفيىadt dz 

 

 

6
5 5

6

1 z
at b dt z dz c

a 6a

at b
c

6a

    


 

 
 

 ، عٚؾذ ليُ جٌطىحِلاش جٌطحٌيس 7)
1- 2r dr      2-  2t t 5 / 7dt   

3-  24x x 1 dx     4-  
3

2y 5 ydy  

5-  3 4x x 1 1/ x dx  
     6- 

3

4
dt  

 جٌكً : 

1- 2 3r dr dr r c
2


        

2-  2t t 5 / 7dt     

2

2
3

1 1 5
t dt tdt dt

7 7 7

1 t 5
t t c

21 14 7

  

   

  
 

3-    2 3 24x x 1 dx 4 x x dx     

3 2

4 3

4 x dx 4 x dx

4
x x c

3

 

  

 
 

4- 2ydy dz 2y     يىْٛ     5 z  ذفشع عْ      

   

 

  

3 3
2 2

3 2

4
2

3 4

1
y 5 ydy y 5 2ydy

2

1 1
z dz z c

2 8

1
y 5 c

8

x x 1 1.x dx

   

  

  

 

 





 

 



5-  3 4x x 1/ x dx 
   

 4 4 4

4

5 2

3

dx
x x 1/ x dy x dx xdx

x

1 1 1
x x c

5 2 3x

     

   

   
 

6- 
1/3

1/33

4 4
dt dt 4 t dt

t t



     

2/3
2/3t

4 c 6t c
2 / 3

     

 وحًِ ولا ِّح يأضٝ :  -8

i- 
1

4 9x dx
2

      ii- 
2

4

5z 12z 10
dz

z

 
  

iii-  
2

y 3y 1 dy      iv-  
17

3 4x dx  

v-  
3

3x 5 dx


      vi-   
3

28x 6 4x 6x dx   

vii- 
2

1
x dx

(4x 3)

 
 

  
      viii- 2x 2x 1dx  

 جٌكً : 

i-    
1/ 21 1 1

4 9x dx 4 9x 9 dx
2 2 9

 
     

    

 

 

 

 

1/ 2

1/ 2

3/ 2

3/ 2

1
4 9x ( 9)dx

18

1
4 9x d( 9x)

18

4 9x1
c

18 3/ 2

1
4 5x c

27

   

   


  

   




 

ii- 
2

2 3 4

4

5z 12z 10
dz 5 z dz 12 z dz 10 z dz

z

   
       

1 2 3

2 3

12 10
5z z z c

2 3

5 1 10
c

z 6z 3z

      
 

    

 

iii-    2 2y 3y 1 dy y 9y 6y 1 dy      

5/ 2 3/ 2 1/ 2

7 / 2 5/ 2 3/ 2

3 2

9 y dy 6 y dy y dy

18 12 2
y y y c

7 5 3

18 12 2
y y y y c

7 5 3

  

   

 
    

 

  

 



iv-      
17 17 1

3 4x dx 3 4x 4 dx
4

 
     

    

   

 

 

17

18

18

1
3 4x d 4x

4

1
3 4x c

4(18)

1
3 4x c

72

   

   


  



 

v-  
3

3x 5 dx


  

 

 

 

 

3

3

2

2

1
3 3x 5 dx

3

1
3x 5 d(3x)

3

3x 51
c

3 2

3x 5
c

6









 

 


 




  




 

vi-   
3

28x 6 4x 6x dx   

2zذٛػغ   4x 6x   ْٔؿذ ع 

 

3

4

4

z dz

1
z c

4

1
(4x 6x c

4



 

  



 

vii-  
     

 

2 22

2

12

1 1 1
x dx x dx 4x 3 dx x 4x 3 d 4x 3

2 44x 3

1 1
x 4x 3 c

2 4

 



 
        
  

   

   
 

viii-  
1/ 2

2 2x 2x 1dx 2x 1 x dx     

22xذٛػغ   1 t   ْٔؿذ ع 

 

1/ 2

3/ 2

3/ 2
2

1
t dt

4

1 t
. c

4 3/ 2

1
2x 1 c

6



 

  



 

 عٚؾذ ليُ جٌطىحِلاش جلآضيس :  -9
1- ex dx       2- axe dx  

3- 3x 22e dx

       4-  
2

x xe e dx  



5- 
z

z

e 2
dz

e

 
  
 
       6- 

2xe x dx  

 جٌكً : 

1- 2e
e x dx e x dx x c

2
     

eػذد ؽريؼٝ ٚ٘ٛ ِمذجس غحذص  eقيع  2.718 

2- 
ax

ax t1 e
e dx e dt c

a a
     

3- 3x 2 3x 22e dx 2 e .e dx    

2
2 3x 3x

3x 2

2e
2e e dx e c

3

3
e c

2



  

 


 

4-    
2

x x 2x 2xe e dx e 2 e dx       

2x
2x1 e

e 2x c
2 2



  


 

5-  
z

z

z

e 2
dz 1 2e dz

e


    

z

z

z

2
z c

e

ze 2
c

e

  


 

 

6- 
2

z
x z1 e

e x dx e dz c
2 2

     

 =

2xe
c

2
  

 ػيٓ ولا ِٓ جٌطىحِلاش جلآضيس :  -11

2

2x
1 dx

x 3


      ii- 
4

dt
3t 11  

iii- 
2

4x
dx

x 3      iv- 
2

u 1
du

u 2u 11




   

v- 
2sec

d ; b 0
a b tan







  

 جٌكً : 

2t   ذٛػغ x 

i- 
2

2x dt
dx ln(t 3) c

t 3x 3
   

   

2ln(x 3) c    

  

ii- 
4dt 4 dz 4

ln z c
3t 11 3 z 3

  
   



4
ln(3t 11) c

3
    

3t ذفشع عْ   11 z  

iii- 
2 2

4x 2x
dx 2 dx

x 3 x 3


    

2t  ذٛػغ  x 3    ْٔؿذ ع 

 

 

2

2
2

dt
2 2ln t c

t

2 ln x 3 c

ln x 3 c

  

  

  


 

iv- 
2 2

u 1 1 2y 2
du du

2u 2u 11 u 2u 11

 


      

2z ذٛػغ   u 2u 11    ٍٝٔكظً ػ 

 

 

2

1/ 2
2

1 dz 1
ln z c

2 z 2

1
ln u 2u 11 c

2

ln u 2u 11 c

  

   

   



 

iv- 
2 2sec 1 bsec

de de
a b tan b a b tan

 

 


    

z ذٛػغ   a btan    ْ2ٔؿذ عdz bsec d  

 

2sec 1 dz 1
d ln z c

a b tan b z b

1
ln a b tan c

b








   


  

 
 

 عٚؾذ ليُ جٌطىحِلاش جلآضيس :  -11
i- sin 2x dx      ii- 3cos3 d   

iii-  2sec 2y dy     iv- 3sin tdt  

v- cos x sin x dx     vi- 2x sin x dx  

 جٌكً : 

i- 
1

sin 2x dx cos x2x c
2

    

ii- 3cos3 d sin 3 c     

iii-  2 21 1
sec ( 2y)dy 2 sec ( 2y)dy tan( 2y) c

2 2
           

iv- 3 2sin t dt sin t sin t dt   



 

 

2

2

3

1 cos t sin t dt

sin t cos t sin t dt

1
cos t cos t c

3

 

 

   



  

v- 1/ 2cos x sin x dx cos x sin x dx   

3/ 22
cos x c

3
    

 

vi- 2 21
x sin x dx 2x sin x dx

2
   

2x ذٛػغ      ْٔؿذ ع 

2

1
sin d

2

1
cos x c

2

 

  


 

 عٚؾذ ليُ جٌطىحِلاش جٌطحٌيس :  -12

i- 
2

6du

9 u
     ii- 

2

dy

1 9y
 

iii- 
2

sin 2x
dx

3 sin x
     iv- 

2

dx

8 x
  

v- 
2

dx

x x 9
  

 جٌكً :  

i- 
2 3 2

6du du
6

9 u 3 u


    

1

1

1 u
6 tan c

3 3

u
2 tan c

3





 
  

 

 

 

ii- 
2 2

2
2

dy 1 dy 1 dy

19 91 9y 1y y9 3

 
    

 

    

 1

1

1
3tan 3y c

9

1
tan 3y c

3





 

 

 

iii- 
2 2

sin 2x 2sin x cos x
dx dx

3 sin x 3 sin x

 
  

 
  

   

23ذٛػغ   sin x y   ْٔؿذ ع 



2

dy
2 y c

y

2 3 sin x c

    

   


 

iv- 1dx x
sin c

2 28 x

 


  

 

v- 1

2

dx 1 x
sec c

3 3x x 9

 


  

xٚرٌه ذفشع عْ 
sec

3
   ٌٝقيع ٘زج يإدٜ ئdx 3sec tand  

2

1

dx 3sec tan 1
d c

9sec tan 3x x 9

1 x
sec c

3 3

 
 

 



   


 

 
 

 عغرص عْ  -13

1- 
2

dx 1 5x 7
ln c

5x 7 3 35 5x 7


 

   

2- 1

3

dx 1 3x 4
tan c

3x 8x 7 5 5

  
  

   
  

 جٌكً :  

1- 
  2 2

1 1 1 1 1
. .

5 55x 7 x 7 / 5 x 7 / 5 x 7 / 5
 

   
 

1 1 5 1 1

5 2 7 x 7 / 5 x 7 / 5

1 1 1

2 35 x 35 x 7 / 5

  
   

    

 
  

  

 

 

2

dx 1 dx dx
c

5x 7 2 35 x 7 / 5 x 7 / 5

1
ln x 7 / 5 ln x 7 / 5 c

2 25

1 x 7 / 5
ln c

2 35 x 7 / 5

    
             

    


 



  

 

 

2- 2 2 8 7
3x 8x 7 3 x x

3 3

 
     

 
 

2

2

8 16 7 16
3 x x

3 9 3 9

4 5
3 x

3 9

  
      

  

  
    

   

 



2

dx 1 dx

33x 8x 7 4 5
x

3 9

 
   

  
 

   

4ذٛػغ   
x u

3
   ْٔؿذ ع 

2

1

1

1 du

53
u

9

1 3 3u
tan c

3 5 5

1 3x 4
tan c

5 5









 

 
  

 



 

 عٚؾذ ليّس ولا ِٓ جٌطىحِلاش جلآضيس :  -14
i- 2 xx e dx      ii- x cos x dx  

iii- 1tan x dx

      iv- xe sin xdx  

 -i         جٌكً : ٔفشع عْ

  
x 2

2 x

dv e dx, u x

u x , v e

 

  
  

 ذحٌطىحًِ ذحٌؿضب 
2 x 2 x x

x x x

x x

x e dx x e 2x e dx

xe dx xe e dx

x e e c

  

 

  

 

   

 

2 2 x x x

2 x

x e dx x e 2x e 2e c

x 2x 2 e c

    

   


 

ii-  

    ذٛػغ  
dv cos x dx, u x

v sin x, u x

 

  
 

 ذحٌطىحًِ ذحٌطؿضب  
x cos x dx xsin x sin x dx

xsin x cos x c.

  

  

   

iii- 1tan x dx

  

1u    ذٛػغ  tan x, dv dx   

 

2

1 1

2

1 2

dx
du , v x

1 x

x dx
tan x dx x tan x

1 x

1
x tan x ln 1 x c

2

 



  


  


   

   



iv- xe sin x dx  

xu   ذٛػغ   sin x. dv e dx  
x

x x x

du cos x dx, v e

e sin x dx e sin x e cos x dx

  

   
 

 ِشز عخشٜ ذفشع عْ 

 

 

x
1 1

x
1 1

x x x

x x x

x x

u cos x dv e dx

du sin x dx, v e

e cos x dx e cos x e sin x dx

e sin x dx e sin x cos x e sin x dx c

1
e sin x dx e sin x cos x c

2

 

   

  

    

   

 





 

 عٚؾذ ليُ جٌطىحِلاش جلآضيس :  -15
i- 4sec 2x tan 2x dx      ii- 3tan x dx  

iii-  sec x dx       iv- cos 2x cos5x dx  

v-  
3

1sin x dx

  

 جٌكً :  
i-  4 3sec 2x tan 2x dx sec 2x sec 2x tan 2x)dx   

secذٛػغ    2x z   ْٔؿذ ع 
3

4

4

1
z dz

2

1 1
. z c

2 4

1
sec 2x c

8



 

 



 

ii- 3 2tan x dx tan x tan x dx   

 

 

 2

2

2

sec x 1 tan x dx

sec x tan x dx tan x dx

1
tan x n cos x c

2

 

 

  



   

iii- 
secx tan x

secx dx secx dx
sec tan x




   

2sec x sec x tan x
dx

sec x tan x




  

ln(sec ٚلْ جٌرغؾ ضفحػً جٌّمحَ فاْ   x tan x) c   



iv-  

 ضزوش عْ  

   

   

   

   

2 2 2 2

1
cos cos cos cos

2

1
sin cos sin sin

2

1
cos sin sin sin

2

1
sin sin cos cos

2

cos 2x cos x sin x 1 2sin x 2cos 1

sin 2x 2sin x cos x

     

     

     

     

     

     

     

     

     



 

,2ٚجلآْ ِٓ جٌؼلالس جلٌٚٝ ػٕذِح  5    ْٔؿذ ع 

 
1 1 1

cos 2x cos5x dx cos7x cos3x dx cos7x dx cos3x dx
2 2 2

1 1
sin 7x sin3x c

14 6

   

  

   
 

v-  
3

1sin x dx

  

1sin   ٔفشع عْ   x z  

 
3

1 3

x sin z, dx cos zdz

sin dx z cos zdz

  

  
 

 ذحٌطىحًِ ذحٌطؿضب ٚرٌه ذفشع عْ  
3

2

u z , dv cos zdz

du 3z dz, v sin z

 

  
 ذفشع عْ     

 

 ٔؿذ عْ
 

 1 3

3 2

sin dx z cos z dz

z sin z 3 z sin z dz (*)

 

 

 


 

2      ذفشع عْ  
1 1u z ,dv sin zdz  

1 1

2 2

du 2zdz, v cosz cosz

z sin zdz z cosz 2 zcoszdz (**)

    

   
 

2 ِشز عخٝ ٔفشع عْ  2u z,dv coszdz  
2 2du dz, sin z

zcos zdz zsin z sin zdz

zsin z cos z c

  

  

  

   

 ٔكظً ػٍٝ  (*)غُ فٝ  (**)ذحٌطؼٛيغ فٝ 



 

       

1 3 2

3 21/ 2 1/ 21 1 1

sin dx z sin z 3z cos z 6zsin z 6cos z c

x sin x 3 1 x sin x 6x sin x 6 1 x c



  

    

      


 

 عغرص عْ  -16
2 2 2 2

1

2

a x a x x
i dx sin c; a 0

x ax

 
       

ii- 
 

 
1/ 2

2
1/ 2

2 2
2 3x 3x1 1

2 3x dx ln x 2 3x c
23 2

 
      

iii- 
2 2

2 2

dt t t a
.ln c

a at a


  


  

iv-  2 1

2

2x 1 2
dx 2x x 3 sin x 1 c

36x 3x


     


  

v- 
y

1 y

2y

3e
dy 3sin e c

1 e

 


  

 جٌكً :  
i-  

x   ذٛػغ   asin   قيع
2 2

 
  

2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2 2
1

2

a x a cos , dx a cos d

a x a cos
dx a cos d

x a sin

cot d cosec 1 d

cot c.

1
sin x / a cos a x

a

a x a x x
dx sin c

x ax

  


 



   

 

 



   


 

  
 

   

   

 
    

 

 



 

ii- 22 3x dx  

2ذٛػغ    
x tan

3
    ْ22فا

dx sex d
3

  

2 2

3

2
2 3x dx 3 x dx

3

2
sec d

3
 

 
    

 



 


 

 ذحٌطىحًِ ذحٌطؿضب ذٛػغ 



 

2

3 2

2

u sec , dv sec d

du sec tan d , v tan

sec d sec tan tan sec d

sec tan sec 1 sec d

  

   

      

    

 

  

  

  

 



 

 
 

3

2

1/ 2
2

1/ 2
2

sec d sec tan sec d

sec tan ln sec tan c

1
2 x3 dx sec tan ln sec tan c

3

2 3x 3x1 1
ln x 2 3x c

23 2

     

   

   

  

   

       

 
   

 

  

iii- 
2 2

dt

t a
  

t   ٔفشع عْ   a sec 
dt a sec tan d     

2 2

2

dt a sec tan d
sec d

a tant a

ln sec tan c

t t a
ln c

a a

  
 



 

  


  


  

  

 

iv- 

     

2

2 32 2

2x 1
dx

6x 3x

6x 3x 3 x 2x 3 x 1 1 3 1 x 1





             
      


 

u ذٛػغ   x 1   ْٔكؽ عdx du 
 

 

 

2 2

2 2

2 1

2 1

2 u 1 12x 1
dx du

6x 3x 3 1 u

1 2u 1
du 3 du

3 1 u 1 u

2
1 u 3 sin u c

3

2
2x x 3 sin x 1 c

3





 
 

 

 
 

    

     

 

 
 

v- 
y

2y

3e
dy

1 e
  

yuذٛػغ    e  ْٔؿذ عydu e dy 



y
1

2y 2

1 y

3e du
dy 3 3sin u c

1 e 2 u

3sin e c





   
 

 

   

 عٚؾذ ليُ جٌطىحِلاش جلآضيس :  -17

i- 
3 2

4 3 2

6x 11x 5x 4
dx

x 3x x 2x

  

    

ii- 
4 3 2

3 2

9x 48x 37x 20x 3
dx

9x 12x 11x 2

   

    

 جٌكً :  

، يلاقع عْ جٌذجٌس جٌّىحٍِس ٘ٝ وغش قميمٝ لْ دسؾس جٌرغؾ علً ِٓ دسؾس جٌّمحَ وٌزٌه يؿفد 1)

 ضكٍيً ٘زٖ جٌىغش ئٌٝ  ػذد ػٛجًِ جٌّمحَ جلٌٚيسع ٌزج ٔرذع ذطكٍيً جٌّمحَ قيع : 

 4 3 2 2x 3x x 2x x(x 2) x 1)       

 ذزٌه يىْٛ  
3 2

4 3 2 2

6x 11x 5x 4 4 B cx D

x x 2x 3x x 2x x 1

   
  

   
 

ٔؿّغ جٌىغٛس فٝ جٌطشن جليّٓ ٔلاقع عٔفٗ يؿفد ٌطغفحٜٚ  A, B, C, D يؿحد ليُ جٌػٛجذص  

 جٌطشفيٓ عْ يىْٛ 

   3 2 2 26x 11x 5x 4 A(x 2) x 1 BX x 1 (CX D)X(x 2)            

Aفٝ جٌطشفيٓ ٔؿذ عْ  Xذّمحسٔس ِؼحِلاش لٜٛ  2, B 1, C 3, D 1     

    

  

3 2

4 3 2 2

2 2

3/ 2
2 2 1

6x 11x 5x 4 dx 3x 1
dx 2 dx

x 2x 3x x 2x x 1

x dx
2ln x ln(x 2) 3 dx

x 1 x 1

ln x x 2 ln x 1 tan x c

ln x x 2 x 1 tan x c

   
  

   

    
 

     

 
     

 

  

   

، ٚجػففف عْ دسؾففس جٌرغففؾ ٌٍذجٌففس جٌّىحٍِففس عورففش ِففٓ دسؾففس جٌّمففحَ ٌففزٌه فٙففٝ ضّػففً وغففش  يففش 2)

 قميمٝ ٚذأؾشجء جٌمغّس جٌّطٌٛس ٔؿذ عْ 
4 3 2

2 3 2

x 48x 37x 20x 3 22x 5
x 4

9x 12x 11x 2 9x 12x 11x 2

   
  

     
 

 قيع جٌىغش جٌزٜ فٝ جٌطشن جليّٓ ٘ٛ وغش قميمٝ 
4 3 2 2

3 2 3 2

x 48x 37x 20x 3 x 22x 5
dx 4x dx

29x 12x 11x 2 9x 12x 11x 2

    
  

        

ٚ يؿحد جٌطىحًِ جلخيش ٔكًٍ جٌىغش  
3 2

22x 5

9x 12x 11x 2



  
 قيع 

 3 2 29x 12x 11x 2 (x 2)(3x 1)      

 
3 2 2

22x 5 A B C

x 2 3x 19x 12x 11x 2 3x 1


   

    
 



Aِٕٚٙح يّىٓ ئيؿحد عْ     1, B 3, C 1    

 
3 2 2

22x 5 dx dx dx
dx 3

x 1 3x 19x 12x 11x 2 3x 1


    

   
     

1
ln(x 1) ln(3x 1) c

3(3x 1)

3x 1 1
ln c

x 1 3(3x 1

      



  

 

 

 صّجسيٓ عجِز 

 عٚؾذ ليُ جٌطىحِلاش جلآضيس: 

1- 35
3 x x dx

2

 
 

       2-  x 2x 3 dx  

3-  23x 8x dx      4-  x x 2 x 3 dx   

5-  3x 1 x dx      6-  3 6
t 4 2t dt

t

 
  

   

7-  2c a d        8- 
2

1
9 z 4 dz

z

 
  

   

9- 2 511
3x x dx

2

  
 

       10- 7z dz  

11- 
1

d 


 
 

 
      12- 

2
1

x dx
x

 
 

   

13- 
3

u 1
du

u


       14-  2 33x x 10 dx  

15-  
10

2 3u u 3 du      16-  
3

23x x 6 dx  

17-  
3

2x 6 dx      18- 
 

2

dt

t 1
  

19-   
4

2 36z 5 2z 5z 9 dz       20- 
dx

2x 3


  

21-  x 1 x dx       22- ax be dx

  

23- sin xe cos x dx      24- 
t / z

e dt


  

25- 
4x 1

3dx

e        26- 
x

2x

e
dx

1 e
 

27- 
2

3 2

3x 2x
dx

x x      28- 
2

8x 10
dx

2x 5x


  

29- 
2x 6x4 dx

       30- 
1 sin

d
cos




 



  

31- 3t5 dt       32- 
2u

1
du

3
 

33-  sin ax b dx; a 0      34- sin 2x dx  



35- 24 x
2sin x 4sec dx

3 2

 
 

     36- 
4 4

sec tan du
2 2  

37- 
2

d

sin



      38- 2tan ax sec ax dx  

39-  
4

1 cos z 2 sin 2t dt     40-  
2

1 sin y cos y dy  

41- 
2 2

dx

x x a
     42- 

2

dx

64 x
    

43- 
2

3

x a
dx

x


      44- 

3x 4
dx

x 4



  

45- 
2

dx

x 2x 8      46- 1sin 3ydy

  

47- 
2xx a dx      48- xx a dx  

49-  23x x cos x dx     50- 7 x
sin dx

2  

51- 24x 9 dx     52- 2x 4x 25 dx  

53- 
2

dz

3 7z
      54- 

 
dx

x x 4  

55- 
3

2

1 x
dx

x 4x 3



      56- 
 

2

dx

x x 1
  

57- 
5 4 3 2

3 2

y 3y 2y y 4
dy

y 3y 2y

   

     58- 
2

dx

2x 9  

59- 
2

dx

x 6x 9      60- 1x sec x dx

  

61- x ln x dx      62- 
2

bdt
; a 0

cos at
  

63- sin 7x sin 3x dx     64- 
2

x dx

10 x



  

65- 1tan u du

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  Integration by Parts( ثٌضىجًِ دجٌضجضا.2-7)
 ِٓ ثٌّعٍَٛ ِٓ لجْٔٛ صفجظً حجصً ظشح دثٌضيٓ لجدٍضيٓ ٌٍضفجظً أٔٗ :  

 
d d d

. . .
dx dx dx

 
     

أٜ أْ    d . .d .d        ِْٕٚٙج ٔجذ أ .d d . .d      

دجٌضىجًِ ِع ثٌعٍُ دأْ  d . . c    ْٔجذ أd d       

dِعٕٝ رٌه إٔٔج ثعضذذٌٕج ثٌضىجًِ   ضىجًِ آخش ٘ٛدd ىْٛ ثٌطشيماز ِفياذر إرث واجْ . ٚص

 ثٌضىجًِ ثٌثجٔٝ أدغػ فٝ إجشثةٗ ِٓ ثٌضىجًِ ثلأٚي. 

 

xxe  : أٚجذ  (1ِثجي ) dx 

 ثٌحً

xdظع   e dx, x    )ًِيىْٛ )دجٌضىجxd dx, e   

x x x x x

d d

xe dx xe e dx xe e c

      

     

 

 
 

xلاحع أْ  xI xe dx xde     عٍٝ صٛسر ٝ٘ٚd   ْٚدجٌضجٌٝ فئ 

I=
x x xxde xe e dx    

log  : أٚجذ  (2ِثجي ) x dx 

 ثٌحً

 ٔخضجس 

  

log x, d dx

1
d dx, x

x

1
log x dx x log x x. dx

x

x log x x c

 

 

 

  

  

  

 

 

xe   أٚجذ (3ِثجي ) sin xdx 

 ثٌحً

 ٔخضجس  



x

x

x x x

e , d sin x dx

d e dx, cos x

e sin x dx e cos x cos x.e dx (1)

 

 

 

   

    

 

ٌٚايظ أفعاً ِٕاٗ فاٝ ثٌضذغايػ. ٔحاجٚي ِاشر  ثلأصاٍٝٚدجٌضىجًِ ثٌثاجٔٝ يذاذٚ أٔاٗ يّجثاً ثٌضىجِاً 

 أخشٜ دجخضيجس : 
x

x

x x x

e d cos x dx

d e dx, sin x

e cos x dx e sin x e sin x dx (2)

 

 

 

  

   

 

 ٔحصً عٍٝ  (1)دجٌضعٛيط فٝ 
 

 (6-2صّجسيٓ )
 أٚجذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز

 

2 2

2 x

3x

(1) x log x dx (2) xsin x dx

(3) x sin x dx (4) x log x dx

(5) log x dx (6) e sin 2x dx

(7) e sin 2x dx

 

 

 



        

 

 

 

 

 ثٌّضضجٌٝ( ثٌضىجًِ دلاخضضثي 2-8)
 عٛف ٔغضعشض دعط ثٌصٛس ثٌميجعيز ٌلاخضضثي 

n ( : إرث وجْ 1صٛسر )  ax

nI x e dx      ْفئ 

n ax

n n 1

1 n
I x e I

a a
          (1) 

 ٚثظح أْ  

ax ax

1 0

ax ax

0

1
I x e dx x e I c

a

1
I e dx e c

a

   

  





 



   .I0ٚصىشثس ثعضخذثَ ثٌمجْٔٛ يؤدٜ فٝ ثٌٕٙجيز إٌٝ ظٙٛس  

 ثٌذش٘جْ : ٔغضخذَ ثٌضىجًِ دجٌضجضا دٛظع  
n ax

n 1 ax

n ax n ax n 1 ax

n ax

n 1

x , d e dx

1
d n x dx, e

a

1 n
x e dx x e x e dx

a a

1 n
x e I

a a

 

 





 

  

  

 

 
 

3   : أٚجذ  (1ِثجي ) 2xx e dx 

 ثٌحً

nٚثظح أْ     3, a 2     ٌْٛزث يى 

3 2x 3 2x 2 2x

3

3 2x

2

1 3
I x e dx x e x e dx

2 2

1 3
x e I

2 2

  

 

 
 حيث      

2 2x

2

2 2x

1

2x

1

2x

0

2x 2x

0

I x e dx

1 2
x e I

2 2

I x e dx

1 1
x e I

2 2

1
I e dx e c

2



 



 

  







 

 دجٌضعٛيط ثٌّضضجٌٝ ٔجذ أْ 



2x 2x

1

2 2x 2x 2x

2

3 2x 2 2x 2x 2x

3

2x 3 2

2x 3 2

1 1
I x e e c

2 4

1 1 1
I x e x e e c

2 2 4

1 3 1 1 1
I x e x e e e c

2 2 2 2 4

1 3 3 3
e x x x c

2 4 4 8

1
e 4x 6x 6x 3 c

8

  

   

 
     

 

 
      

      

 

 

 ( : إرث وج2ْصٛسر )
n

n

n

n

I x cos(ax)dx,

J x sin (ax)dx








 

 فئْ 

n

n n 1

1 n
I x sin (ax) J

a a
               (2) 

n

n n 1

1 n
J x cos(ax) I

a a
                 (3) 

 ٚثلاخضضثي ثٌّضضجٌٝ يصً دٕج فٝ ثٌٕٙجيز إٌٝ إحذٜ ثٌصٛسصيٓ : 

0

1
I cos(ax)dx sin (ax) c

a
                 

 أٚ

0

1
J sin (ax)dx cos(ax) c

a
     

 يضشن ٌٍمجسا )دجعضخذثَ ثٌضىجًِ دجٌضجضا(   :ثٌذش٘جْ 

 

2x    : أٚجذ  (2ِثجي) cos3x dx 

 حًثٌ



2

2

2

1

1

0

0

I x cos3x dx (a 3)

1 2
x sin 3x I ,

3 3

I x sin 3x dx

1 1
x cos3x I ,

3 3

I cos3x dx

1
sin 3x c.

3

  

 



  



 







 

 دجٌضعٛيط ٔجذ أْ 

1

2

2

2

1 1
I x cos3x sin3x

3 9

1 2 1 1
I x sin3x x cos3x sin3x c

3 3 3 9

1 2 2
x sin3x x cos3x sin3x c

3 5 27

  

 
      

 

   

 

 

n( : إرث وجْ 3صٛسر )

nI cos xdx  ْفئ 

n 1

n n 2

1 n 1
I cos sin x I

n n






  

n( : إرث وجْ 4صٛسر )

nI sin xdx  ْفئ 

 n 1

n n 2

1 n 1
I sin x cos x I

n n






   

 ثٌذش٘جْ : ٔغضخذَ أيعج ثٌضىجًِ دجٌضجضا

 



 

n n 1

n

n 1 n 2 2

n 1

n 2 n

n 1

n n 2

n 1

n n 2

I cos x dx cos x d(sin x)

cos xsin x (n 1) cos xsin x dx

cos xsin x (n 1) I I .

nI cos sin x (n 1)I

1 n 1
I cos xsin x I

n n



 













 

  

   

   


  

 



 

 ٚصىشثس ٘زٖ ثٌخطٛثس يصً دٕج إٌٝ إحذٜ ثٌصٛسصيٓ : 

0I dx x c    

 صٚجيز  nإرث وجٔش 

1I cos x dx sin x c    

 فشديز  nإرث وجٔش 

 ( دجٌّثً حيث 4دش٘جْ ثٌصٛسر )

0 1I x c, I cos x c.     

 

5cos   : أٚجذ  (3ِثجي ) xdx 

 ( ٔجذ أْ 3لجعذر ثلاخضضثي ) َدجعضخذث 
5 4 4

5

4

3

3 2

3

2

1

4 2

5

I cos x dx cos x cos x dx cos d(sin x)

1 4
cos x sin x I ,

5 5

I cos x dx cos x dx(sin x)

1 2
cos x sin x I,

3 3

I sin x c

1 4 8
I cos x sin x cos x sin x sin x c.

5 15 15

  

 

 

 

 

    

  

 
 

4sin  :أٚجذ  (4ِثجي ) d  

 

 

 ثٌحً



4 3

4

3

4 2

2

2

0

0

3

4

I sin d sin xd(cos x)

1 3
I sin cos I ,

4 4

I sin d sin x d(cos x)

1 1
sin cos I ,

2 2

I c

1 3 3
I sin cos sin cos c

4 8 8

 

 

 

 



    

  

   

  

  

 

     

 

 
 

 ٍِحٛظز : عذك ٌٕج دسثعز ِثً ٘زٖ ثٌضىجِلاس ٚويفيز ثٌضىجًِ ِعٙج دذْٚ ثخضضثي

 

 

 

 (7-2صّجسيٓ )
 أٚجذ ِغضخذِجً ثلاخضضثي ليّز ثٌضىجِلاس ثلآصيز :

3

3 2

4

3 x

2

(1) cos x dx

(3) sin x cos x dx

(5) cos x dx

(7) x e dx

(9) x cos2x dx











   

2

4

3

3

(2) tan x dx

(4) sec x dx

(6) cos 2x dx

(8) x sin x dx









  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 
 

 

 

 

 أِثٍز عجِز
4  أٚجذ ليّز  -1 2 1

6x 10x 7 dx
2 x

 
   

 
 

 ثٌحً
4 2

4 2 1/ 2

5 3 1/ 2

1
6x 10x 7 dx

2 x

1
6x dx 10 x dx 7 dx x dx

2

6 10
x x 7x x c

5 3



 
   

 

   

    



     

 

  أٚجذ ليّز -2 6x 5 x dx 

 ثٌحً

   2

2

2 3

6x 5 x dx 6 5x x dx

30 x dx 6 x dx

15x 2x c.

  

 

  

 

   

 

  أٚجذ ليّز  -3  34t 3 / t dt 
  

 ثٌحً

2 3

1 2

2 2

4t 3 1 1
dt 4 dt 3 dt

t t t

3
4t t c

2

4 3 8t 3
c c

t 2t 2t

 


 

  

 
    

  

 

 

  أٚجذ ليّز  -4 
3

2x 1 2x dx 

 ثٌحً

2xٔفشض أْ   1 t    ْ2ٔجذ أx dx  وزٌه 



 
3

2 3 41
x 1 2x dx t dt t c

4
      

2tدجٌضعٛيط ثٌعىغٝ دٛظع  x 1   ْٔجذ أ 

 
 

4
2

3
2

x 1
x 1 2x dx c

4


    

2  أٚجذ ليّز -5 34x 5 x dx 

 ثٌحً

3zدٛظع   5 x   ْ2ٔجذ أdz 3x dx   ْٚأ 

 

2 3 1/ 2

3/ 2

3/ 2
3

4
4x 5 x dx z dz

3

4 2
. z c

3 3

8
5 x c

9

  

  

   

 

 

 أٚجذ ليّز ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -6

1-  23x 8x dx      2- 
5

du
13

 

3-  
n

x 5 dx       4-  
5

at b dt  

 ثٌحً

 2 2 3 23x 8x dx 3 x dx 8 x dx x 4x c              (1) 

5 5 5u
du du c

133 3
          (2) 

xدٛظع  (3)          5 t     ْٔجذ أdx dt  وزٌه 

 
 

n 1n 1
n n x 5t

x 5 dx t dt c c
n 1 n 1

 
     

    

atٔفشض أْ  (4)  b z    ْٛفيىadt dz 

 

 

6
5 5

6

1 z
at b dt z dz c

a 6a

at b
c

6a

    


 

 
 

 ( أٚجذ ليُ ثٌضىجِلاس ثٌضجٌيز 7)
1- 2r dr      2-  2t t 5 / 7dt   

3-  24x x 1 dx     4-  
3

2y 5 ydy  

5-  3 4x x 1 1/ x dx  
     6- 

3

4
dt  

 ثٌحً

1- 2 3r dr dr r c
2


        



2-  2t t 5 / 7dt     

2

2
3

1 1 5
t dt tdt dt

7 7 7

1 t 5
t t c

21 14 7

  

   

  
 

3-    2 3 24x x 1 dx 4 x x dx     

3 2

4 3

4 x dx 4 x dx

4
x x c

3

 

  

 
 

4- 2ydy dz 2y     يىْٛ     5 z  دفشض أْ      

   

 

  

3 3
2 2

3 2

4
2

3 4

1
y 5 ydy y 5 2ydy

2

1 1
z dz z c

2 8

1
y 5 c

8

x x 1 1.x dx

   

  

  

 

 





 

 

5-  3 4x x 1/ x dx 
   

 4 4 4

4

5 2

3

dx
x x 1/ x dy x dx xdx

x

1 1 1
x x c

5 2 3x

     

   

   
 

6- 
1/3

1/33

4 4
dt dt 4 t dt

t t



     

2/3
2/3t

4 c 6t c
2 / 3

     

 وجًِ ولا ِّج يأصٝ :  -8

i- 
1

4 9x dx
2

      ii- 
2

4

5z 12z 10
dz

z

 
  

iii-  
2

y 3y 1 dy      iv-  
17

3 4x dx  

v-  
3

3x 5 dx


      vi-   
3

28x 6 4x 6x dx   

vii- 
2

1
x dx

(4x 3)

 
 

  
      viii- 2x 2x 1dx  

 ثٌحً

i-    
1/ 21 1 1

4 9x dx 4 9x 9 dx
2 2 9

 
     

    



 

 

 

 

1/ 2

1/ 2

3/ 2

3/ 2

1
4 9x ( 9)dx

18

1
4 9x d( 9x)

18

4 9x1
c

18 3/ 2

1
4 5x c

27

   

   


  

   




 

ii- 
2

2 3 4

4

5z 12z 10
dz 5 z dz 12 z dz 10 z dz

z

   
       

1 2 3

2 3

12 10
5z z z c

2 3

5 1 10
c

z 6z 3z

      
 

    

 

iii-    2 2y 3y 1 dy y 9y 6y 1 dy      

5/ 2 3/ 2 1/ 2

7 / 2 5/ 2 3/ 2

3 2

9 y dy 6 y dy y dy

18 12 2
y y y c

7 5 3

18 12 2
y y y y c

7 5 3

  

   

 
    

 

  

 

iv-      
17 17 1

3 4x dx 3 4x 4 dx
4

 
     

    

   

 

 

17

18

18

1
3 4x d 4x

4

1
3 4x c

4(18)

1
3 4x c

72

   

   


  



 

v-  
3

3x 5 dx


  

 

 

 

 

3

3

2

2

1
3 3x 5 dx

3

1
3x 5 d(3x)

3

3x 51
c

3 2

3x 5
c

6









 

 


 




  




 

vi-   
3

28x 6 4x 6x dx   

2zدٛظع   4x 6x   ْٔجذ أ 



 

3

4

4

z dz

1
z c

4

1
(4x 6x c

4



 

  



 

vii-  
     

 

2 22

2

12

1 1 1
x dx x dx 4x 3 dx x 4x 3 d 4x 3

2 44x 3

1 1
x 4x 3 c

2 4

 



 
        
  

   

   
 

viii-  
1/ 2

2 2x 2x 1dx 2x 1 x dx     

22xدٛظع   1 t   ْٔجذ أ 

 

1/ 2

3/ 2

3/ 2
2

1
t dt

4

1 t
. c

4 3/ 2

1
2x 1 c

6



 

  



 

 أٚجذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -9
1- ex dx       2- axe dx  

3- 3x 22e dx

       4-  
2

x xe e dx  

5- 
z

z

e 2
dz

e

 
  
 
       6- 

2xe x dx  

 ثٌحً

1- 2e
e x dx e x dx x c

2
     

eعذد غذيعٝ ٚ٘ٛ ِمذثس ثجدش  eحيث  2.718 

2- 
ax

ax t1 e
e dx e dt c

a a
     

3- 3x 2 3x 22e dx 2 e .e dx    

2
2 3x 3x

3x 2

2e
2e e dx e c

3

3
e c

2



  

 


 

4-    
2

x x 2x 2xe e dx e 2 e dx       

2x
2x1 e

e 2x c
2 2



  


 

5-  
z

z

z

e 2
dz 1 2e dz

e


    



z

z

z

2
z c

e

ze 2
c

e

  


 

 

6- 
2

z
x z1 e

e x dx e dz c
2 2

     

 =

2xe
c

2
  

 عيٓ ولا ِٓ ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -11

2

2x
1 dx

x 3


      ii- 
4

dt
3t 11  

iii- 
2

4x
dx

x 3      iv- 
2

u 1
du

u 2u 11




   

v- 
2sec

d ; b 0
a b tan







  

 ثٌحً

2t   دٛظع x 

i- 
2

2x dt
dx ln(t 3) c

t 3x 3
   

   

2ln(x 3) c    

  

ii- 
4dt 4 dz 4

ln z c
3t 11 3 z 3

  
   

4
ln(3t 11) c

3
    

3t دفشض أْ   11 z  

iii- 
2 2

4x 2x
dx 2 dx

x 3 x 3


    

2t  دٛظع  x 3    ْٔجذ أ 

 

 

2

2
2

dt
2 2ln t c

t

2 ln x 3 c

ln x 3 c

  

  

  


 

iv- 
2 2

u 1 1 2y 2
du du

2u 2u 11 u 2u 11

 


      

2z دٛظع   u 2u 11    ٍٝٔحصً ع 

 

 

2

1/ 2
2

1 dz 1
ln z c

2 z 2

1
ln u 2u 11 c

2

ln u 2u 11 c

  

   

   



 



iv- 
2 2sec 1 bsec

de de
a b tan b a b tan

 

 


    

z دٛظع   a btan    ْ2ٔجذ أdz bsec d  

 

2sec 1 dz 1
d ln z c

a b tan b z b

1
ln a b tan c

b








   


  

 
 

 أٚجذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -11
i- sin 2x dx      ii- 3cos3 d   

iii-  2sec 2y dy     iv- 3sin tdt  

v- cos x sin x dx     vi- 2x sin x dx  

 ثٌحً

i- 
1

sin 2x dx cos x2x c
2

    

ii- 3cos3 d sin 3 c     

iii-  2 21 1
sec ( 2y)dy 2 sec ( 2y)dy tan( 2y) c

2 2
           

iv- 3 2sin t dt sin t sin t dt   

 

 

2

2

3

1 cos t sin t dt

sin t cos t sin t dt

1
cos t cos t c

3

 

 

   



  

v- 1/ 2cos x sin x dx cos x sin x dx   

3/ 22
cos x c

3
    

 

vi- 2 21
x sin x dx 2x sin x dx

2
   

2x دٛظع      ْٔجذ أ 

2

1
sin d

2

1
cos x c

2

 

  


 

 أٚجذ ليُ ثٌضىجِلاس ثٌضجٌيز :  -12

i- 
2

6du

9 u
     ii- 

2

dy

1 9y
 

iii- 
2

sin 2x
dx

3 sin x
     iv- 

2

dx

8 x
  



v- 
2

dx

x x 9
  

 ثٌحً

i- 
2 3 2

6du du
6

9 u 3 u


    

1

1

1 u
6 tan c

3 3

u
2 tan c

3





 
  

 

 

 

ii- 
2 2

2
2

dy 1 dy 1 dy

19 91 9y 1y y9 3

 
    

 

    

 1

1

1
3tan 3y c

9

1
tan 3y c

3





 

 

 

iii- 
2 2

sin 2x 2sin x cos x
dx dx

3 sin x 3 sin x

 
  

 
  

   

23دٛظع   sin x y   ْٔجذ أ 

2

dy
2 y c

y

2 3 sin x c

    

   


 

iv- 1dx x
sin c

2 28 x

 


  

 

v- 1

2

dx 1 x
sec c

3 3x x 9

 


  

xٚرٌه دفشض أْ 
sec

3
   ٌٝحيث ٘زث يؤدٜ إdx 3sec tand  

2

1

dx 3sec tan 1
d c

9sec tan 3x x 9

1 x
sec c

3 3

 
 

 



   


 

 
 

 أثذش أْ  -13

1- 
2

dx 1 5x 7
ln c

5x 7 3 35 5x 7


 

   

2- 1

3

dx 1 3x 4
tan c

3x 8x 7 5 5

  
  

   
  

 ثٌحً

1- 
  2 2

1 1 1 1 1
. .

5 55x 7 x 7 / 5 x 7 / 5 x 7 / 5
 

   
 



1 1 5 1 1

5 2 7 x 7 / 5 x 7 / 5

1 1 1

2 35 x 35 x 7 / 5

  
   

    

 
  

  

 

 

2

dx 1 dx dx
c

5x 7 2 35 x 7 / 5 x 7 / 5

1
ln x 7 / 5 ln x 7 / 5 c

2 25

1 x 7 / 5
ln c

2 35 x 7 / 5

    
             

    


 



  

 

 

2- 2 2 8 7
3x 8x 7 3 x x

3 3

 
     

 
 

2

2

8 16 7 16
3 x x

3 9 3 9

4 5
3 x

3 9

  
      

  

  
    

   

 

2

dx 1 dx

33x 8x 7 4 5
x

3 9

 
   

  
 

   

4دٛظع   
x u

3
   ْٔجذ أ 

2

1

1

1 du

53
u

9

1 3 3u
tan c

3 5 5

1 3x 4
tan c

5 5









 

 
  

 



 

 أٚجذ ليّز ولا ِٓ ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -14
i- 2 xx e dx      ii- x cos x dx  

iii- 1tan x dx

      iv- xe sin xdx  

 ثٌحً

 -i         ٔفشض أْ 

  
x 2

2 x

dv e dx, u x

u x , v e

 

  
  

 دجٌضىجًِ دجٌجضا 



2 x 2 x x

x x x

x x

x e dx x e 2x e dx

xe dx xe e dx

x e e c

  

 

  

 

   

 

2 2 x x x

2 x

x e dx x e 2x e 2e c

x 2x 2 e c

    

   


 

ii-  

    دٛظع  
dv cos x dx, u x

v sin x, u x

 

  
 

 دجٌضىجًِ دجٌضجضا  
x cos x dx xsin x sin x dx

xsin x cos x c.

  

  

   

iii- 1tan x dx

  

1u    دٛظع  tan x, dv dx   

 

2

1 1

2

1 2

dx
du , v x

1 x

x dx
tan x dx x tan x

1 x

1
x tan x ln 1 x c

2

 



  


  


   

   

iv- xe sin x dx  

xu   دٛظع   sin x. dv e dx  
x

x x x

du cos x dx, v e

e sin x dx e sin x e cos x dx

  

   
 

 ِشر أخشٜ دفشض أْ 

 

 

x
1 1

x
1 1

x x x

x x x

x x

u cos x dv e dx

du sin x dx, v e

e cos x dx e cos x e sin x dx

e sin x dx e sin x cos x e sin x dx c

1
e sin x dx e sin x cos x c

2

 

   

  

    

   

 





 

 

 أٚجذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -15
i- 4sec 2x tan 2x dx      ii- 3tan x dx  

iii-  sec x dx       iv- cos 2x cos5x dx  

v-  
3

1sin x dx

  



 ثٌحً
i-  4 3sec 2x tan 2x dx sec 2x sec 2x tan 2x)dx   

secدٛظع    2x z   ْٔجذ أ 
3

4

4

1
z dz

2

1 1
. z c

2 4

1
sec 2x c

8



 

 



 

ii- 3 2tan x dx tan x tan x dx   

 

 

 2

2

2

sec x 1 tan x dx

sec x tan x dx tan x dx

1
tan x n cos x c

2

 

 

  



   

iii- 
secx tan x

secx dx secx dx
sec tan x




   

2sec x sec x tan x
dx

sec x tan x




  

ln(sec ٚلأْ ثٌذغػ صفجظً ثٌّمجَ فئْ   x tan x) c   
iv-  

 صزوش أْ  

   

   

   

   

2 2 2 2

1
cos cos cos cos

2

1
sin cos sin sin

2

1
cos sin sin sin

2

1
sin sin cos cos

2

cos 2x cos x sin x 1 2sin x 2cos 1

sin 2x 2sin x cos x

     

     

     

     

     

     

     

     

     



 

,2ٚثلآْ ِٓ ثٌعلالز ثلأٌٚٝ عٕذِج  5    ْٔجذ أ 

 
1 1 1

cos 2x cos5x dx cos7x cos3x dx cos7x dx cos3x dx
2 2 2

1 1
sin 7x sin3x c

14 6

   

  

   
 

v-  
3

1sin x dx

  

1sin   ٔفشض أْ   x z  



 
3

1 3

x sin z, dx cos zdz

sin dx z cos zdz

  

  
 

 دجٌضىجًِ دجٌضجضا ٚرٌه دفشض أْ  
3

2

u z , dv cos zdz

du 3z dz, v sin z

 

  
 دفشض أْ     

 

 ٔجذ أْ
 

 1 3

3 2

sin dx z cos z dz

z sin z 3 z sin z dz (*)

 

 

 


 

2      دفشض أْ  
1 1u z ,dv sin zdz  

1 1

2 2

du 2zdz, v cosz cosz

z sin zdz z cosz 2 zcoszdz (**)

    

   
 

2 ِشر أخٝ ٔفشض أْ  2u z,dv coszdz  
2 2du dz, sin z

zcos zdz zsin z sin zdz

zsin z cos z c

  

  

  

   

 ٔحصً عٍٝ  (*)ثُ فٝ  (**)دجٌضعٛيط فٝ 

 

       

1 3 2

3 21/ 2 1/ 21 1 1

sin dx z sin z 3z cos z 6zsin z 6cos z c

x sin x 3 1 x sin x 6x sin x 6 1 x c



  

    

      


 

 أثذش أْ  -16
2 2 2 2

1

2

a x a x x
i dx sin c; a 0

x ax

 
       

ii- 
 

 
1/ 2

2
1/ 2

2 2
2 3x 3x1 1

2 3x dx ln x 2 3x c
23 2

 
      

iii- 
2 2

2 2

dt t t a
.ln c

a at a


  


  

iv-  2 1

2

2x 1 2
dx 2x x 3 sin x 1 c

36x 3x


     


  

v- 
y

1 y

2y

3e
dy 3sin e c

1 e

 


  

 ثٌحً
i-  

x   دٛظع   asin   حيث
2 2

 
  



2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2 2
1

2

a x a cos , dx a cos d

a x a cos
dx a cos d

x a sin

cot d cosec 1 d

cot c.

1
sin x / a cos a x

a

a x a x x
dx sin c

x ax

  


 



   

 

 



   


 

  
 

   

   

 
    

 

 



 

ii- 22 3x dx  

2دٛظع    
x tan

3
    ْ22فئ

dx sex d
3

  

2 2

3

2
2 3x dx 3 x dx

3

2
sec d

3
 

 
    

 



 


 

 دجٌضىجًِ دجٌضجضا دٛظع 

 

2

3 2

2

u sec , dv sec d

du sec tan d , v tan

sec d sec tan tan sec d

sec tan sec 1 sec d

  

   

      

    

 

  

  

  

 



 

 
 

3

2

1/ 2
2

1/ 2
2

sec d sec tan sec d

sec tan ln sec tan c

1
2 x3 dx sec tan ln sec tan c

3

2 3x 3x1 1
ln x 2 3x c

23 2

     

   

   

  

   

       

 
   

 

  

iii- 
2 2

dt

t a
  

t   ٔفشض أْ   a sec 
dt a sec tan d     

2 2

2

dt a sec tan d
sec d

a tant a

ln sec tan c

t t a
ln c

a a

  
 



 

  


  


  

  

 



iv- 

     

2

2 32 2

2x 1
dx

6x 3x

6x 3x 3 x 2x 3 x 1 1 3 1 x 1





             
      


 

u دٛظع   x 1   ْٔحج أdx du 
 

 

 

2 2

2 2

2 1

2 1

2 u 1 12x 1
dx du

6x 3x 3 1 u

1 2u 1
du 3 du

3 1 u 1 u

2
1 u 3 sin u c

3

2
2x x 3 sin x 1 c

3





 
 

 

 
 

    

     

 

 
 

v- 
y

2y

3e
dy

1 e
  

yuدٛظع    e  ْٔجذ أydu e dy 
y

1

2y 2

1 y

3e du
dy 3 3sin u c

1 e 2 u

3sin e c





   
 

 

   

 أٚجذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -17

i- 
3 2

4 3 2

6x 11x 5x 4
dx

x 3x x 2x

  

    

ii- 
4 3 2

3 2

9x 48x 37x 20x 3
dx

9x 12x 11x 2

   

    

 ثٌحً

( يلاحع أْ ثٌذثٌز ثٌّىجٍِاز ٘اٝ وغاش حميماٝ لأْ دسجاز ثٌذغاػ ألاً ِآ دسجاز ثٌّماجَ  ٌازٌه 1)

 يجخ صحٍيً ٘زٖ ثٌىغش إٌٝ  عذد عٛثًِ ثٌّمجَ ثلأٌٚيز. ٌزث ٔذذأ دضحٍيً ثٌّمجَ حيث : 

 4 3 2 2x 3x x 2x x(x 2) x 1)       

 دزٌه يىْٛ  
3 2

4 3 2 2

6x 11x 5x 4 4 B cx D

x x 2x 3x x 2x x 1

   
  

   
 

ٔجّع ثٌىغٛس فٝ ثٌطشف ثلأيّٓ ٔلاحع أٔٗ يجخ ٌضغجٜٚ  A, B, C, Dلإيججد ليُ ثٌثٛثدش  

 ثٌطشفيٓ أْ يىْٛ 

   3 2 2 26x 11x 5x 4 A(x 2) x 1 BX x 1 (CX D)X(x 2)            

Aفٝ ثٌطشفيٓ ٔجذ أْ  Xدّمجسٔز ِعجِلاس لٜٛ  2, B 1, C 3, D 1     



    

  

3 2

4 3 2 2

2 2

3/ 2
2 2 1

6x 11x 5x 4 dx 3x 1
dx 2 dx

x 2x 3x x 2x x 1

x dx
2ln x ln(x 2) 3 dx

x 1 x 1

ln x x 2 ln x 1 tan x c

ln x x 2 x 1 tan x c

   
  

   

    
 

     

 
     

 

  

   

( ٚثظح أْ دسجز ثٌذغػ ٌٍذثٌاز ثٌّىجٍِاز أوذاش ِآ دسجاز ثٌّماجَ ٌازٌه فٙاٝ صّثاً وغاش غياش 2)

 حميمٝ ٚدأجشثء ثٌمغّز ثٌّطٌٛز ٔجذ أْ 
4 3 2

2 3 2

x 48x 37x 20x 3 22x 5
x 4

9x 12x 11x 2 9x 12x 11x 2

   
  

     
 

 حيث ثٌىغش ثٌزٜ فٝ ثٌطشف ثلأيّٓ ٘ٛ وغش حميمٝ 
4 3 2 2

3 2 3 2

x 48x 37x 20x 3 x 22x 5
dx 4x dx

29x 12x 11x 2 9x 12x 11x 2

    
  

        

ٚلإيججد ثٌضىجًِ ثلأخيش ٔحًٍ ثٌىغش  
3 2

22x 5

9x 12x 11x 2



  
 حيث 

 3 2 29x 12x 11x 2 (x 2)(3x 1)      

 
3 2 2

22x 5 A B C

x 2 3x 19x 12x 11x 2 3x 1


   

    
 

Aِٕٚٙج يّىٓ إيججد أْ     1, B 3, C 1    

 
3 2 2

22x 5 dx dx dx
dx 3

x 1 3x 19x 12x 11x 2 3x 1


    

   
     

1
ln(x 1) ln(3x 1) c

3(3x 1)

3x 1 1
ln c

x 1 3(3x 1

      



  

 

 

 صّجسيٓ عجِز 
 أٚجذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز: 

1- 35
3 x x dx

2

 
 

       2-  x 2x 3 dx  

3-  23x 8x dx      4-  x x 2 x 3 dx   

5-  3x 1 x dx      6-  3 6
t 4 2t dt

t

 
  

   

7-  2c a d        8- 
2

1
9 z 4 dz

z

 
  

   

9- 2 511
3x x dx

2

  
 

       10- 7z dz  

11- 
1

d 


 
 

 
      12- 

2
1

x dx
x

 
 

   



13- 
3

u 1
du

u


       14-  2 33x x 10 dx  

15-  
10

2 3u u 3 du      16-  
3

23x x 6 dx  

17-  
3

2x 6 dx      18- 
 

2

dt

t 1
  

19-   
4

2 36z 5 2z 5z 9 dz       20- 
dx

2x 3


  

21-  x 1 x dx       22- ax be dx

  

23- sin xe cos x dx      24- 
t / z

e dt


  

25- 
4x 1

3dx

e        26- 
x

2x

e
dx

1 e
 

27- 
2

3 2

3x 2x
dx

x x      28- 
2

8x 10
dx

2x 5x


  

29- 
2x 6x4 dx

       30- 
1 sin

d
cos




 



  

31- 3t5 dt       32- 
2u

1
du

3
 

33-  sin ax b dx; a 0      34- sin 2x dx  

35- 24 x
2sin x 4sec dx

3 2

 
 

     36- 
4 4

sec tan du
2 2  

37- 
2

d

sin



      38- 2tan ax sec ax dx  

39-  
4

1 cos z 2 sin 2t dt     40-  
2

1 sin y cos y dy  

41- 
2 2

dx

x x a
     42- 

2

dx

64 x
    

43- 
2

3

x a
dx

x


      44- 

3x 4
dx

x 4



  

45- 
2

dx

x 2x 8      46- 1sin 3ydy

  

47- 
2xx a dx      48- xx a dx  

49-  23x x cos x dx     50- 7 x
sin dx

2  

51- 24x 9 dx     52- 2x 4x 25 dx  

53- 
2

dz

3 7z
      54- 

 
dx

x x 4  

55- 
3

2

1 x
dx

x 4x 3



      56- 
 

2

dx

x x 1
  

57- 
5 4 3 2

3 2

y 3y 2y y 4
dy

y 3y 2y

   

     58- 
2

dx

2x 9  



59- 
2

dx

x 6x 9      60- 1x sec x dx

  

61- x ln x dx      62- 
2

bdt
; a 0

cos at
  

63- sin 7x sin 3x dx     64- 
2

x dx

10 x



  

65- 1tan u du

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ثٌفصً ثٌشثدع

 صطذيمجس ثٌضىجًِ



 

 صطذيمجس ثٌضىجًِ ثٌغيش ِحذد.

 أٚلا : صطذيمجس ٕ٘ذعيز.

 جلِػٍس جٌطحٌيس ضريٓ ويفيس جعطخذجَ جٌطىحًِ جٌغيش ِكذد فٝ قً ذؼغ جٌّشىلاش جٌٕٙذعيسع  

ٚجٌففزٜ ِيٍففٗ ػٕففذ عٜ ٔمطففس ػٍيففٗ يىففْٛ  (3 ,2)، : جٚؾففذ ِؼحدٌففس جٌّٕكٕففٝ جٌّففحس ذحٌٕمطففس 1ِػففحي )

 ِغحٚيح ٌلأقذجغٝ جٌغيٕٝ ٌطٍه جٌٕمطسع 

  y = f (x)جٌكً : ٔفشع عْ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٝ ٘ٝ  

ِفٓ دسجعفس جٌّشفطمس جٌطفحػفٍيس جلٌٚفٝ ٌذجٌفس ففٝ ِطغيفش ٚجقفذ عٔٙفح ضّػفً ٕ٘ذعفيح ِيفً  ٔؼٍُ 

 ٌّٕكٕٝ جٌذجٌس ػٕذ جٌٕمطس جٌّكغٛخ ػٕذ٘ح جٌطفحػً عٜ عْ 

y٘ففٛ   (x, y)ػٕففذ جٌٕمطففس  y = f (x)ِيففً جٌّّففحط ٌٍّٕكٕففٝ جٌففزٜ ِؼحدٌطففٗ  
ع ِففٓ ِؼطيففحش /

 جٌّغأٌس يىْٛ 
y x        (1) 

ذططريفك لٛجػفذ جٌطىحِفً  g (x) = x٘فٝ جٌذجٌفس ِمحذٍفس ٌٍذجٌفس  yضؼٕفٝ عْ جٌذجٌفس جٌّطٍٛذفس  (1)جٌّؼحدٌس 

  يش جٌّكذد ٔؿذ عْ 

 
2

y x dx

1
y x c

2



  


      (2) 

ٌٚطكذيففذ  .cضؼطففٝ ػحتٍففس جٌّٕكٕيففحشع يخطٍفف  وففً ِٕكٕففٝ فيٙففح ػففٓ جلآخففش ذحٌّمففذجس  (2)جٌّؼحدٌففس 

yٔؼغ فٝ جٌّؼحدٌس  (3 ,2)جٌّٕكٕٝ جٌّطٍٛخ جٌزٜ يّش ذحٌٕمطس  3,x 2   يؿحد ليّس c  قيع 

 21 1
c y x 3

2 2
         (4)  

21ٚػٍٝ رٌه فاْ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٝ جٌّطٍٛخ ٘ٝ : 
y x 1

2
  

 ػٍيٗ يكممحْ جٌؼلالس  (x, y)، : عٚؾذ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٝ جٌزٜ ئقذجغٝ عٜ ٔمطس 2ِػحي )
y 6x 2    

 ٚيىْٛ ِيً جٌّّحط ٌٍّٕكٕٝ ػٕذ ٘زٖ جٌٕمطس ِغحٚيحً جٌٛجقذ جٌظكيفع (3 ,0)ٚيّش ذحٌٕمطس 

ِٓ جٌؼلالس جٌّؼطحز ٔكطحؼ  ؾشجء جٌطىحًِ  يفش  y = f(x)جٌكً :  يؿحد ِؼحدٌس جٌّٕكٕٝ جٌّطٍٛخ  

 قيع  yجٌّكذد ِشضيٓ ِططحٌيطيٓ فٝ جٌّشز جلٌٚٝ ٔكظً ػٍٝ 
2

1y 3x 2x c       (1) 

 ػٍٝ جٌظٛسز  yٚفٝ جٌّشز جٌػحٔيس ٔكظً ػٍٝ 
3 2

1 2y x x c x c       (2) 

1ٚليُ جٌػٛجذص جقخطيحسيس  2c ,c  ضطكذد ِٓ ذحلٝ جٌّؼطيحش ذحٌّغأٌس ٔطؼٍُ عْ ِيً جٌّّحط ػٕفذ ٔمطفس

yٌٍّٕكٕففٝ يغففحٜٚ جٌٛجقففذ عٜ عْ  (3 ,0) 1 at x 0    ػٕففذ  (1)ذففحٌطؼٛيغ فففٝ جٌّؼحدٌففسy 1, x 0   

 ٔؿذ عْ 
1

2

3 2
2

c 1

y 3x 2x 1

y x x x c



   

   

 



 فاْ  (3 ,0)ٚلْ جٌّٕكٕٝ يّش ذحٌٕمطس 
3 2

2

2

3 a o c

c 3

   

  
 

3ِٕٚٙح   2y x x x 3     ِؼحدٌس جٌّٕكٕٝ جٌّطٍٛخع ٝ٘ 

 

 ثجٔيج : صطذيمجس فٝ ثٌّيىجٔيىج

ئرج  وحٔص عشػس ؾغفُ ِطكفشن ضؼٕفٝ ِؼفذي ضغيفش جٌّغفحفس ذحٌٕغفرس ٌٍفضِٓ عٜ عْ جٌؼلالفس   

ػٕفذ ٌكظفس ِؼيٕفس ذؼفذ ِفشٚس  vجٌطٝ يمطؼٙح ؾغُ ِطكشن ِٓ ٔمطفس غحذطفس ٚذغفشػس   fذيٓ جٌّغحفس

dfِٓ ٔمطس جٌرذء ٘ٝ  tصِٓ لذسٖ 
v

dt
 

ٚضؼشن جٌؼٍّس ذأٔٙح ِؼذي ضغيش جٌغشػس ذحٌٕغرس ٌٍضِٓ عٜ عْ  
2

2

d d f
w

dt dt


  

عففشػس ؾغففُ ِطكففشن وففزٌه جٌّغففحفس جٌطففٝ ٚيغففطخذَ جٌطىحِففً  يففش جٌّكففذد فففٝ جٌّيىحٔيىففح ٌكغففحخ 

ِٓ ٌكظس ذذء جٌكشوس ٚرٌه ئرج ػٍّٕح ػؿٍفس قشوفس جٌؿغفُع  tلطؼٙح جٌؿغُ ذؼذ ِشٚس فطشز صِٕيس 

wقيففع  dt    ضؼطففٝ جٌغففشػس جٌطففٝ يطكففشن ٌٙففح جٌؿغففُ ئرج وحٔففص ػؿٍطففٗ ِؼشٚفففسع عِففحf dt  

 ِٓ ذذء جٌكشوسع   tذؼذ ِشٚس صِٓ لذسز  فطؼطٝ جٌّغحفس جٌطٝ يمطؼٙح جٌؿغُ يطكشن ذغشػس 

ففٛق  ft 160ِفٓ قحففس ذفشؼ جسضفحػفٗ  sec 14  128، : لزفص وشز سجعيحً ئٌٝ عػٍفٝ ذغفشػس  1ِػحي )

 32جلسػفيس ٘فٝ عطف جلسعع عٚؾذ ِؼحدقش جٌكشوس ٌٍىشز ػٍّحً ذأْ ػؿٍس جٌؿحرذيفس 

ft/ sec
 ع 2

ٔؼطرش جضؿحٖ جٌكشوس لػٍٝ ٘ٛ جقضؿحٖ جٌّٛؾد ٌٍكشوس فطىْٛ ػؿٍس جٌكشوس )ٚ٘ٝ ػؿٍفس   جٌكً :

لذَ / ظ 32 -جٌؿحرذيس، ٘ٝ 
2
 (-32 ft/sec

2
 عٜ عْ  (

2w 32ft / sec      (1) 

1w يؿحد جٌغشػس ٕ٘ذ عٜ ٌكظس  dt 32t c      1قيعc  غحذص جٌطىحًِع 

tػٕذ ذذء جٌكشوس يىْٛ  0, 128ft / sec.   
1c 128   

 

 ٚػٍٝ رٌه فاْ 
32t 128       (2) 

  يؿحد جٌّغحفس فاْ 

 

2
2

f dt 32t 128 dt

32 t dt 128 dt

16t 128t c

   

  

   

 

   

 f = 160ففاْ  t = 0لذَ عٜ عٔٗ ػٕفذِح  161ٌٚىٓ ػٕذ ذذء جٌكشوس وحٔص جٌىشز ػٍٝ جسضفحع  

ft  ْعٜ ع 
2

2

c 160

f 16t 128t 160



    
     (3) 



,w٘فٝ جٌمفٛجٔيٓ )ِؼفحدقش جٌكشوففس، جٌّطٍٛذفس  يؿفحد  (3) ,(2) ,(1)جٌؼلالفحش جٌػلاغفس  ,f  ٜػٕففذ ع

 ٌكظسع 

غحٔيسع عٚؾذ ػّفك  12طص وشز فٝ ذثش ٌيظ ذٗ ِحء فٛطٍص ئٌٝ جسضفحع ذؼذ ِؼٝ ، : عم2ِػحي )

 جٌرثشع 

2wجٌكً : جضؿحٖ جٌكشوس ٕ٘ح ئٌٝ ععفً فيىْٛ  32ft / sec 

1v 32dt 32t c     

ِٕٚٙفح يىفْٛ   t = 0جٌىشز ضشوص ٌطغمؾ ٌُٚ ضمزن عٜ عٔٙح ذذعش جٌكشوس ذغشػس طفش ػٕذِح وحٔص 

1c 0 

2
2

v 32t

f dt

f 16t c



 



  

  

2fٚذحػطرحس عْ ٔمطس جٌغمٛؽ ٘ٝ ٔمطس ذذء ليحط جٌّغحفس فاْ  0, t 0 c 0    
2f 16t   

عٜ عْ ػّفك  f = 16 x 144 = 2304 ftٚ٘ٝ ٌكظفس ٚطفٛي جٌىفشز ئٌفٝ لفحع جٌرثفش ففاْ  t = 12ٚػٕذِح 

 لذَع  2314جٌرثش 

 صّجسيٓ

 قً جٌّؼحدقش جٌطفحػٍيس جٌطحٌيس :  -1
1- f (x) 4x, f (2) 3     

2- f (x) 1 3x, f (0) 1      

3- 
1

f (x) , f (3) 0
2 1 x

  


 

4- 2f (t) 9 1, f ( 1) 0      

5- 
2

3t
f (t) , f (1) 2

3t 1

  


 

6- 
2

1 3 7
f , f (4)

42 x x
     

 ع(2,0-)ٚيّش ذحٌٕمطس  2xػٍيٗ ٘ٛ  (x, y)، عٚؾذ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٝ جٌزٜ ِيٍٗ ػٕذ عٜ ٔمطس 7)

fػٍّفح ذفأْ  y = f (x)، عٚؾذ ِؼحدٌفس ِٕكٕفٝ ػٍفٝ جٌظفٛسز 8) (x) 6   ػٕفذ عٜ ٔمطفس(x, y)  ػٍيفٗ و

   ػٕذ ضٍه جٌٕمطسع 5ذّيً  (4 ,1)ٚيّش ذحٌٕمطس 

لفذَ ػٕفذ عفطف جلسع فرؼفذ وفُ غحٔيفس يظفً ٘فزج جٌكؿفش  484، عمؾ قؿش ِٓ ذٕفحء جسضفحػفٗ 9)

 ٌغطف جلسع   ِٚح ٘ٝ عشػس جٌكؿش ٌكظس جططذجِٗ ذحلسعع 

لذَ/غحٔرفس عٚؾفذ علظفٝ جسضففحع  96عؽٍك عُٙ سععيحً لػٍٝ ِٓ ػٍٝ عطف جلسع ذغفشػس  -11

 ػطٗ ػٕذ ٌكظس ٚطٌٛٗ ٌلأسع  ٌٗ  ِٚطٝ يظً جٌغُٙ ئٌٝ عطف جلسعع ِٚح ٘ٝ  عش

لذَ/غحٔيفس سجعفيحً لػٍفٝ ِفح ٘فٛ علظفٝ جسضففحع يظفً 811عؽٍك ِمفزٚن ِفٓ ذٕذليفس ذغفشػس  -11

 ئٌيٗ 

 



 صطذيمجس ثٌضىجًِ ثٌّحذد.

 Arc Length of a Plane Curveغٛي لٛط ِٕحٕٝ فٝ ِغضٛ 

عٕركع فٝ ٘زج جٌفظً ويفيس ئيؿحد ؽٛي لٛط ِٕكٕٝ دجٌفس ِفح ذحعفطخذجَ جٌطىحِفً جٌّكفذدع  

 ٚيؿذس ذٕح لرً جٌخٛع فٝ رٌه عْ ٔؼطٝ جٌطؼشي  جلآضٝ : 

 :   (1)صعشيف 

عٔٗ عٍِفظ، ففٝ فطفشز ِفح  y = f(x))عٚ ِٕكٕح٘ح  (Smooth Function)عٔٙح دجٌس ٍِغحء   fيمحي ٌـ  

fئرج وحٔص ِشطمطٙح    ِطظٍس فٝ ضٍه جٌفطشزع 

عفٛن يٕفطؽ ػٕفٗ ضغييفش ذغفيؾ ففٝ  xٚ٘زج جٌطؼشي  يؼٕفٝ ذفأْ عٜ ضغييفش ذغفيؾ يكفذظ ففٝ  

fجٌّيً  (x) ٕٝع ٚػٍيٗ فاْ ِٕكf  ْق يىْٛ ٌٗ عسوح(Corners)       عٚ سؤٚط ِذذرس(Cusps)ع 

 غٛي ثٌمٛط فٝ ثلإحذثثيجس ثٌىشصيضيز.

yٌّؼٕٝ ِؼطٝ ذحٌّؼحدٌس  Sؽٛي جٌمٛط   f (x)      ٚجٌٛجلغ ذيٓ جٌٕمططيٓ جٌٍطيٓ ٌّٙحx = a, 

x = b  ْٛيى
b

2

a

S 1 y dx 

فففاْ خطففٛجش جعففطٕرحؽ طففيغس ؽففٛي لففٛط  [a, b]دجٌففس ٍِغففحء فففٝ جٌفطففشز جٌّغٍمففس  fجلآْ ئرج وحٔففص 

 ، ضىْٛ وّح يٍٝ : (1))عٔظش جٌرشىً  B(b, f(b))ئٌٝ  y = f(x)   ِٓA(a, f(a))جٌّٕكٕٝ 

  ْٔفشع عP  عٜ ضؿضتٝ يمغُ جٌفطشز ٛ٘[a, b]  ئٌٝ ػذدn  : جٌفطشجش جٌؿضتيس جٌطفٝ عؽٛجٌٙفح ِٓ

1 2 nx , x ,......., x    : ُٚرٌه ػٓ ؽشيك ئدجسؼ ٔمحؽ جٌطمغي
1 2 n 1x ,x ,.....x 

ذيٓ  
n 0b x , a x  

 
  ٔميُ ِٓ وً ٔمطس  ii 1, 2,3,........, n x   ٝخطح سععيح ذكيفع يمحذفً جٌّٕكٕفy = f(x)  ففٝ جٌٕمطفس

iQ  جٌطٝ ئقذجغييٙح
i i(x ,f (x ػٍّح ذأْ جٌخؾ جٌشععٝ جٌّمحَ ِٓ  ((

0x  ٕٝيمحذً جٌّٕكy = f(x)  ٝفف

جٌٕمطس 
0Q  جٌطٝ ئقذجغييٙح 0 0x , f (x  ع (

  ًػٕذ ئيظحي و
i 1Q 

ذـ  
iQ  ْٛٔذمطؼس خؾ ِغطميُ فاْ ؽٛي وً ِٕٙح يىْٛ ِؼطٝ ذٛجعطس لفح

 جٌّغحفس وّح يٍٝ : 

      
22

i i 1 i i i 1 i i 1L d(Q ,Q ) x x f x f x       

 ٘زج ٚذططريك ٔظشيس جٌميّس جٌّطٛعطس فإٔح ٔكظً ػٍٝ : 
        i i 1 i i i 1 i if x f x f w x x f w x 

      



قيع 
iw  ػذد ِح ٚلغ فٝ جٌفطشز جٌّفطٛقس i 1 ix , x ع ٚذحٌطفحٌٝ  يّىفٓ ئػفحدز وطحذفس

iL  وّفح

 يٍٝ : 

       
2 22

i i 1 i i i i i iL d Q ,Q x f w x 1 f w x
               

  : ٍٝٔىْٛ طيغس ِرغطس ٌّؿّٛع عؽٛجي وً جٌمطغ جٌّغطميّس جٌّٕشأز ٚرٌه وّح ي 

 
n n

2

i i i

i 1 i 1

L 1 f w x
 

      

قيع يغّٝ ٘فزج جٌّؿّفٛع ذّؿّفٛع سيّفحْ ػٍّفح ذأٔفٗ يّػفً جٌميّفس جٌطمشيريفس ٌطفٛي لفٛط 

 ع  Bئٌٝ جٌٕمطس  Aِٓ جٌٕمطس  y = f(x)جٌّٕكٕٝ 

  ذأخففز جٌٕٙحيففس ٌّؿّففٛع سيّففحْ ػٕففذِحP 0  ٝفإٔففح ٔكظففً ػٍففL  جٌطففٝ ضّػففً ؽففٛي لففٛط

 ع ٚ٘زج يؼٕٝ عْ : B(b, f(b))ئٌٝ  y = f(x)  ِٓA(a, f(a))جٌّٕكٕٝ 

 
n

2

i i
P 0

i 1

L lim 1 f w x




     

  : ْٚذحعطخذجَ ضؼشي  جٌطىحًِ جٌّكذٚد فإٔح ٔذسن ع 

   
bn

2 2

i i
P 0

i 1 a

L lim 1 f w x 1 f (x) dx




         

ٚرٌفه ٌىفْٛ  
2

1 f   دجٌفس ِطظفٍس ففٝ جٌفطفشز[a, b]  ْٚوفْٛ ٚؾفٛد ٔٙحيفس ِؿّفٛع سيّفح

Pػٕذِح  0 

 :   (2)صعشيف 

 y = f(x)فؼٕذتز يىْٛ ؽٛي لٛط جٌّٕكٕٝ    [a, b]دجٌس ٍِغحء فٝ جٌفطشز جٌّغٍمس  fئرج وحٔص  

   ِٓA(a, f(a))  ٌٝئB (b, f(bb)  : ٍِٝؼطٝ وّح ي 

 
2b b

2

a a

dy
L 1 f x dx 1 dx (*)

dx

 
       

 
  

 وٍّس لٛط ضؼٕٝ لطؼس ِٕكٕٝع:  (1)ِلاحظز 

 عB(5, 13)ئٌٝ  A(0, 1)جعطخذَ جٌظيغس )*، ئيؿحد ؽٛي جٌمطؼس جٌّغطميّس جٌّّطذز ِٓ   :  (1)ِثجي 

 



ٚرٌففه  (2)يؿففذس ذٕففح فففٝ جٌرذجيففس عْ ٔٛؾففذ ِؼحدٌففس جٌمطؼففس جٌّغففطميّس جٌّريٕففس فففٝ جٌشففىً ثٌحااً : 

ٚػٍيفٗ ضىفْٛ  B(5, 13)و  A(0, 1)ذّؼٍِٛيس جٌٕمططيٓ 
12

y x 1
5

   ُ٘فٝ جٌّؼحدٌفس جٌّطٍٛذفسع ِٚفٓ غف

ٔؿذ عْ 
12

dy / dx
5

   : ٍٝٚذحعطخذجَ جٌظيغس )*، فإٔح ٔكظً ػ 

 

25 5 2 2

2

0 0

5
5

0

0

12 5 12
L 1 1 dx dx

5 5

13 13
1dx x 13

5 5

 
    

 

  

 



 

 ػٍّحً ذأْ ٘زٖ جٌٕطيؿس ضطفك ضّحِح ِغ ج ؾحذس جٌٕحضؿس ِٓ جعطخذجَ لحْٔٛ جٌّغحفسع 

/3عٚؾذ ؽٛي لفٛط جٌّٕكٕفٝ :  (2)ِثجي  2y x  ِٓف

وّففح  ٘ففٛ ِرففيٓ فففٝ  (4,8)ئٌففٝ جٌٕمطففس  (1,1)جٌٕمطففس 

 ع  (3)جٌشىً 

/1ذّح عْ  ثٌحً : 23
dy / dx x

2
 ْفا 

24 4

1/ 2

1 1

3 9
L 1 x dx 1 sdx

2 4

 
    

 
  

ذٛػغ 
9

u 1 x
4

   ذكيع
9

du dx
4

   : ْفا 

3/ 2

3/ 29 9 4 1 8 9
1 x dx u du . u C 1 x C

4 4 9 3 27 4

 
       

 
  

 ٚذحٌطحٌٝ ٔؿذ عْ : 
4

3/ 24 3/ 2
3/ 2

1
1

8 8 9 8 13
L 1 x dx 1 x 10 7.63

4 27 4 27 8

     
                  
 

 :   (3)صعشيف 

 [c, d]ذكيفع ضىفْٛ ٍِغفحء ففٝ جٌفطفشز جٌّغٍمفس  x = g(y)دجٌس ِؼطحز فٝ جٌظٛسز  gئرج وحٔص  

 ِؼطٝ وّح يٍٝ :  (g(d), d)ئٌٝ  g  ِٓ(g (c) , c)فؼٕذتز يىْٛ ؽٛي لٛط ِٕكٕٝ 

 
2d d

2

c c

dx
L 1 g (y) dy 1 dy (**)

dy

 
     

 
  

 

 :   (The Arc Length Function)دثٌز غٛي لٛط  

فؼٕذتز  [a, b]ٍِغحء فٝ جٌفطشز   fئرج وحٔص  

ع [a, b]ففٝ  xػفذد  ٌىفً [a, x]ٍِغفحء ففٝ  fضىفْٛ 

، يىفففْٛ ؽفففٛي لفففٛط (4)ٚػٍيفففٗ )جٔظفففش جٌشفففىً 



 ِؼطٝ وحلآضٝ :  Q(x, f(x))ئٌٝ جٌٕمطس  A(a, f(a))جٌّٕكٕٝ ِٓ جٌٕمطس 

 
x

2

a

L 1 f t dt     

عٔٙفح دجٌفس ٔطحلٙفح جٌفطفشز   sففاْ ذحعفططحػطٕح جػطرفحس  s(x)فٝ ٘زٖ جٌظيغس ذفحٌشِض  Lػٕذتز جعطرذجي 

[a, b]  ًٚرٌه قسضرحؽ وx  ٝف[a, b]  ٗذؼذد ٚقيذ ليّطs(x) ع ٚ٘ىزج فإٔح ٔغّٝ ذذجٌس ؽٛي جٌمٛطع 

 :   (4)صعشيف 

ففٝ  fجٌطٝ ضّػً دجٌس ؽٛي لفٛط ٌّٕكٕفٝ  sفؼٕذتز ضؼشن  [a, b]ِغحء فٝ جٌفطشز  fئرج وحٔص  

 وّح يٍٝ :  [a, b]جٌفطشز 

 
x

2

a

s(x) 1 f (t) dt  

aقيع  x b  

جلآْ و ئرج جشطممٕح ؽشفٝ جٌظيغس  
x

2

a

s(x) 1 f (t) dt   ذحٌٕغرس ٌـx :ٍٝفإٔح ٔكظً ػ 

 
2

2ds dy
1 f x 1

dx dx

 
       

 
 

 جٌزٜ يّػً ضفحػً ؽٛي لٛط وّح يٍٝ :  dsٚذحٌطحٌٝ يّىٓ وطحذس 

 
2

2 dy
ds 1 f x dx 1 dx

dx

 
       

 
 

 ٚذطشذيغ جٌطشفيٓ فإٔح ٔكظً ػٍٝ : 

     
2 2 2

ds dx dy  

 ٘زٖ ذحٌطرغ طيغس ذغيطس يّىٓ ضزوش٘ح ذغٌٙٛسع 

3yجعففطخذَ جٌطفحػففلاش ٌطمشيففد ؽففٛي لففٛط ِٕكٕففٝ :  (4)ِثااجي  x 2x   ِففٓ جٌٕمطففسA(1,3)  ٝئٌفف

 ع  B(1.3,4.797)جٌٕمطس 

 ثٌحً : 

2dyذّح عْ  
3x 2

dx
   : ْفا 

 
2

2ds 1 3x 2 dx   

 فإٔح ٔكظً ػٍٝ :  dx = 0.3, x = 1ٚذٛػغ  

   2ds 1 5 0.3 26 0.3 1.53    

 جٌزٜ يّػً جٌطمشيد جٌّّىٓ ٌطٛي لٛط جٌّٕكٕٝ جٌّؼطٝع 

 عػطيٕح ِٕكٕحً ِح ذّؼٍِٛيس جٌّؼحدٌطيٓ جٌرحسجِطشجيطيٓ : ئرج :   (2)ِلاحظز 
x f (t), y g(t); a t b    

 ِؼطحز وّح يٍٝ :  t = bئٌٝ  t = aفؼٕذتز ضىْٛ طيغس ؽٛي لٛط جٌّٕكٕٝ ِٓ 



   
2 2b b

2 2

a a

dx dy
L f t g t dt dt

dt dt

   
             

   
  

fششيطس عْ ضىفْٛ جٌّشفطمطيٓ  , g   ِٛؾفٛدضيٓ ِٚغفطّشضيٓ ففٝ جٌفطفشز جٌّغٍمفس[a, b]  ْٛٚعْ ق ضىف

gليّس  (t), f (t)    فٝ رْ ٚجقذ طفشجً ػّٓ جٌفطشز(a, b)  ع 

2عٚؾذ ِكيؾ جٌذجتشز :  (5)ِثجي  2 2x y a   ع 

 ثٌحً : 

 ذىطحذس ِؼحدٌس جٌذجتشز فٝ جٌظٛسز جٌرحسجِطشيس فإٔح ٔؿذ عْ :  
x a cos t, y a sin t; 0 t 2    

 ِٚٓ غُ : 
dx dy

asin t, a cos t
dt dt

   

 ٚذحٌطحٌٝ يٕطؽ عْ : 

 
2 2

22 2 2 2

0

0 0

L a sin t a cos t dt a dt at 2 a

 


      

 

2/3، : عٚؾذ ؽٛي لٛعٝ ِٕكٕٝ جلعطشٚيذ 1ِػحي ) 2/3 2/3x y a  ،ًعٔظش جٌشى( 

جٌكً : ذطفحػً ِؼحدٌس ِٕكٕٝ جقعطشٚيذ ٔكظً ػٍٝ 
1/3

1/3

y
y

x
    ٕٝ٘ذعس جٌشفىً ٚضّحغٍفٗ يىفف ِٓ

 عٜ عْ 4ئيؿحد ؽٛي سذغ جٌمٛط غُ ٔؼشخ جٌٕحضؽ فٝ 
a a2/3 1/3

2/3 1/3

0 0

S y a 3
1 dx dx a

4 2x x
      

 غٛي ثٌمٛط ٌّٕحٕٝ ِّثً دجسثِضشيج.  -2

xئرج وحْ جٌّٕكٕٝ ِؼطٝ فٝ طٛسز ذحسجِطشيس    (t), y (t)    ٝففاْ ؽفٛي جٌمفٛط ٌٍّٕكٕف

يىْٛ 
2

1

t

2 2

t

S x y dt    1قيع 2t , t  ّ٘ح ليُ جٌرحسجِطشt  ٚجٌطٝ ضمحذً ؽشفٝ جٌمٛط ع 

x، : عٚؾذ ؽٛي لٛص ٚجقذ ٌّٕكٕٝ جٌغيىٍٛيذ 2ِػحي ) a(t sin t) y a(1 cos t)    

dx  جٌكً :  dy
a(1 cos t), a sin t

dt dt
     ٌزٌه 

2

2 2 2 2

0

2

0

S a (1 cos t) a sin tdt

t
2a sin dt 8a

2





  

 





 

2tٚجٌٕٙحيطيٓ   2 , t 0  ضطمحذلاْ ؽشفٝ لٛط جٌغيىٍٛيذع 



rئرج وحٔفففص ِؼحدٌفففس جٌّٕكٕفففٝ ِؼطفففحز ففففٝ جٌظفففٛسز جٌمطريفففس  f ( ) ؽفففٛي جٌمفففٛط يىفففْٛ ‘ن ْ

2 2S r r d





   قيع,  ّ٘ح ليّطٝ جٌضجٚيطيٓ جٌمطريطيٓ ػٕذ ٔمططٝ ؽشفٝ جٌمٛطع 

3r، : عٚؾذ ؽٛي لٛط وً ِٕكٕٝ 3ِػحي ) a sin
3


   

 ع3ئٌٝ    ِٓ0ٍِكٛظس : جٌّٕكٕٝ ٘ٛ جٌّكً جٌٕٙذعٝ ٔمطس يطؼيش ِٛػؼٙح ػٕذِح ضطغيش 

2r  جٌكً :  a sin cos
3 3

 
      ٛ٘ ٌٕٝزٌه يىْٛ ؽٛي جٌمٛط جٌّٕك 

2

2 2 4 2

0

2

2

0

S a sin a sin cos d
3 2 2

3 a
a sin d

2 2





  


 


 

 





 

 

 صّجسيٓ 

 عٚؾذ ؽٛي لٛط جٌّٕكٕٝ جٌّؼطٝ ٌىً فمشز ِّح يأضٝ : :  1ط
1- 3/ 2y 2x ,1/3 x 7    

2- 
3x 1

y , 1 x 2
6 2x

     

3-  4y x 3 / 6x,1 x 4      

4-  y ln cos x ,0 x / 4    

5- xy e , 0 x 1    

6- 2y 4x, 0 y 2    

 : عوطد جٌظيغس جٌطىحٍِيس )دْٚ قغحخ جٌميّس، ٌطٛي لٛط وً ِٕكٓ ِّح يٍٝ :  2ط 
1- 3y x , 0 x 1    

2- xy e cos x, 0 x / 2    

3- y sin x, 0 x     

/3: عٚؾذ دجٌس ؽٛي لٛط جٌّٕكٕٝ  3ط  2y 2x  جٌّرطذب ِٓ جٌٕمطس 0P 1,  ع2

 : عٚؾذ ؽٛي لٛط جٌّٕكٕٝ جٌّؼطٝ ذحٌّؼحدٌطيٓ جٌرحسجِطشيطيٓ ٌىً فمشز ِّح يأضٝ :  4ط 
1- 3 2x t , y t ; 0 t 4     

2- 2 3x 3t 2, y 2t 1; 1 t 3       

3- x 3sin t, y 3cos t 3; 0 t 2      

yعقغد ؽٛي لٛط جٌّٕكٕٝ  -1 2 x  ِٓx 0   ٌٝئx = 1 ع 

xyعٚؾذ ؽٛي لٛط جٌّٕكٕٝ  -2 e  ٓجٌزٜ يمغ ذيٓ جٌٕمططي(1,e),  ع(0,1)

 عٚؾذ ؽٛي جٌمٛط ٌٍّٕكٕٝ  -3
x a(cos t t sin t)

y a(sin t t cos t)

 

 
 



  ِٓt = 0   ٌٝئt = Tع 

1عٚؾذ ؽٛي لٛط جٌّٕكٕٝ   -4 1
r

2 r


 
  

 
   ِٓr = 1  ٌٝئr = 3ع 

 The Area of a Plane Regionثٌّغجحز ٌّٕطمز ِغضٛيز  
 عٕضعشض ٌٍحجلاس ثلآصيز : 

 .ٕٝثٌّغجحز ٌّٕطمز ٚثلعز فٛق ثٌّحٛس ثٌغي 

  ٕٝثٌّغجحز ٌّٕطمز ٚثلعز صحش ثٌّحٛس ثٌغي. 

 .ٓثٌّغجحز ٌّٕطمز ٚثلعز ديٓ ِٕحٕيي 

 

 أٚلا : ثٌّغجحز ٌّٕطمز ٚثلعز فٛق ثٌّحٛس ثٌغيٕٝ. 
 Rفعٕذةز صىْٛ ِغاجحز ثٌّٕطماز  [a, b]دثٌز ِضصٍز ٚغيش عجٌذز فٝ ثٌفضشر   fإرث وجٔش   

ِٚاآ  y = f(x)( ثٌّحااذٚدر وااُ أعاافً دّحااٛس ثٌغاايٕجس ِٚاآ أعٍااٝ دااجٌّٕحٕٝ 1)أٔظااش ثٌلااىً )

(( دٛثعاطز ثٌضىجِاً ثٌّحاذٚد 5ٚ  4ِعطجر )سثجاع ثٌفصاً ) x = b , x = aثٌججٔذيٓ دجٌّغضميّيٓ  

ثٌزٜ صيغضٗ : 
b

a

A(R) f (x)dx    ًحيث صّثA(R)  ِغجحز ثٌّٕطمزR . 

 
4ثٌّحااذدر دااجٌّٕحٕٝ  R: أٚجااذ ِغااجحز ثٌّٕطمااز  (1ِثااجي ) 3y x 2x 2    ٕٝٚثٌّحااٛس ثٌغااي

   . x = 1, x = -1ٚثٌّغضميّيٓ  

 
 ( صىْٛ ِعطجر وجلآصٝ : 2ثٌّٛظحز فٝ ثٌلىً ) Rثٌحً :  ِغجحز ثٌّٕطمز 

 
12 5 4

4 3

1 1

x x
A(R) x 2x 2 dx 2x

5 2

32 16 1 1 51
4 2

5 2 5 2 10

 

 
      

 

   
          
   


 



 

 ثجٔيج : ثٌّغجحز ٌّٕطمز ٚثلعز صحش ثٌّحٛس ثٌغيٕٝ.

أعاافً ِحااٛس ثٌغاايٕجس فعٕذةااز صىااْٛ ليّااز ثٌضىجِااً  y = f(x)إرث ٚلااع ِٕحٕااٝ  
b

a

f (x)dx 

عااجٌذز. ٚعٍيااٗ لا صّثااً ليّااز ٘اازث ثٌضىجِااً ثٌّحااذٚد أٜ ِغااجحز ٚإّٔااج صّثااً فمااػ عااجٌخ ِغااجحز 

ِٚاآ ثٌجااجٔذيٓ  y = f(x)ثٌّٕمطااز ثٌّحااذٚدر ِاآ أعٍااٝ دّحااٛس ثٌغاايٕجس ِٚاآ أعاافً دّٕحٕااٝ  

 . x = b, x = aدجٌّغضميّيٓ 

fدثٌز ِضصٍز ٚوجٔاش  f( : إرث وجٔش 1ِلاحظز ) (x) 0  ًٌىاx  ٝفا[a, b]  ْٛفعٕذةاز يىا– f  ًٌىاx 

 = yثٌّحذدر ِٓ أعفً دجٌّٕحٕٝ   A((. ٚعٍيٗ صعشف ِغجحز ثٌّٕطمز 3)أٔظش ثٌلىً ) [a, b]فٝ 

f(x)  ِٓٚاآ أعٍااٝ دااجٌّحٛس ثٌغاايٕٝ ِٚاآ ثٌجااجٔذيٓ دجٌّغااضميّيx = b, x = a  عٍااٝ أٔٙااج ٔفااظ

ِآ أعاافً داجٌّحٛس ثٌغاايٕٝ ِٚاآ ٚ y =  - f(x)ِغاجحز ثٌّٕطمااز ثٌّحاذدر ِاآ أعٍاٝ دااجٌّٕحٕٝ 

 .x = b, x = aثٌججٔذيٓ دجٌّغضميّيٓ  

 
 

ثٌّحااااذدر دااااجٌّٕحٕٝ  R: أٚجااااذ ِغااااجحز ثٌّٕطمااااز  (2ِثااااجي )
2x

y 4
3

   ٕٝٚثٌّحااااٛس ثٌغااااي

 x = 3, x = -2ٚثٌّغضميّيٓ 

 ثٌحً

( صىْٛ ٚثلعز صحش ثٌّٕحٕٝ ثٌغيٕٝ فائْ ِغاجحضٙج 4ثٌّٛظحز فٝ ثٌلىً ) Rحيث أْ ثٌّٕطمز  

A(R) ( وّج يٍٝ : 1صىْٛ ِعطجر ثعضٕجدث إٌٝ ثٌّلاحظز ) 

 

 
 

33 32 2 3

2 2 2

x x x 145
A(R) 4 dx 4 dx 4x

3 3 9 9
  

     
             

     
  



3ثٌّحااااذدر دااااجٌّٕحٕٝ  R: أٚجااااذ ِغااااجحز ثٌّٕمطااااز  (3ِثااااجي ) 2y x 3x x 3     ٚثٌمطعااااز

 . x = 2ٚثٌّغضميُ  x = 2, x = -1ثٌّغضميّز ِٓ ثٌّحٛس ثٌغيٕٝ ديٓ 

 ثٌحً

ِاع ِلاحظاز أْ جاضءثً ِٕٙاج يىاْٛ ٚثلعاج فاٛق ثٌّحاٛس  R( ثٌّٕطمز 5يّثً ثٌضظٍيً فٝ ثٌلىً ) 

ثٌغاايٕٝ ٚجااضءثً ِٕٙااج يىااْٛ ٚثلعااج صحااش ثٌّحااٛس ثٌغاايٕٝ. ٚعٍيااٗ فاائْ عٍّيااز حغااجح ِغااجحز 

ٕٔاج ٔلاحاع أْ صىّٓ فٝ إيججد ِغجحز ولا ِٓ ٘زيٓ ثٌجضةيٓ ثُ جّعّٙج. ٌٚعٍُ ٘زث فئ Rثٌّٕطمز 

ثٌضاٝ  R. ٚدجٌضاجٌٝ فائْ ِغاجحز ثٌّٕطماز  1- ,1 ,3ثٌّٕحٕاٝ ثٌّعطاٝ يمطاع ثٌّحاٛس ثٌغايٕٝ عٕاذ 

 صىْٛ ِعطجر وّج يٍٝ :  A(R)ٔشِض ٌٙج دـ 

 
 

   
1 2

3 2 3 2

1 1

1 2
4 2 4 2

3 3

1 1

A(R) x 3x x 3 dx x 3x x 3 dx

x x x x 7 23
x 3x x 3x 4

4 2 4 2 4 4





        

     
                

    

 
 

 

 ( وّج يٍٝ : 3فٝ ِثجي ) A(R):  ِٓ ثٌّّىٓ إيججد  (2ِلاحظز )
2

3 2

1

A(R) x 3x x 3 dx


     

حيث يضطٍخ ثلأِش ٕ٘ج إصثٌز إشجسر ثٌميّز ثٌّطٍمز. ٚدجٌطذع فئْ ٘زث يغضذعٝ إيججد ثٌفضشر ثٌضاٝ 

3يىْٛ عٕذ٘ج ثٌّٕحٕٝ  2y x 3x x 3     ٗعجٌذجً ٚثٌفضاشر ثٌضاٝ يىاْٛ عٕاذ٘ج غياش عاجٌخ. ٚعٍيا

 (.  3فئْ ثٌضىجًِ أعلاٖ عيٕمغُ صذعجً ٌزٌه إٌٝ جضةيٓ وّج ٘ٛ ثٌحجي فٝ حخ ِثجي )
 

 ثجٌثج : ثٌّغجحز ٌّٕطمز ٚثلعز ديٓ ِٕحٕييٓ. 
fٚوجٔش  [a, b]دثٌضيٓ ِضصٍضيٓ فٝ ثٌفضشر ثٌّغٍمز  g, fإرث وجٔش   (x) g(x)  ًٌىx  ٝفا[a, 

b] ( ً(.  6)ثٔظش ثٌلى) 



 
 (6شىً )

 

  ِٚآ أعافً  y = f(x)ثٌّحاذدر ِآ أعٍاٝ داجٌّٕحٕٝ  Rٌٍّٕطمز  Aفعٕذةز صىْٛ ثٌّغجحز  

 ِعطجر وّج يٍٝ :  x = bِٚٓ ثٌيّيٓ دجٌّغضميُ  x = aِٚٓ ثٌيغجس دجٌّغضميُ  y = g(x)دجٌّٕحٕٝ 

 
b

a

A f (x) g(x) dx      (*) 

 ٚوطشيمز لإثذجس ثٌصيغز )*( فئٕٔج عٕضذع ثٌخطٛثس ثلآصيز : 

  ْٔفشض أP  صجضةيجً ِج يمغُ ثٌفضاشر[a, b]  إٌاٝ عاذدn  ِآ ثٌفضاشثس ثٌجضةياز i 1 ix , x  ٚرٌاه

دجعااااااااضخذثَ ٔمااااااااجغ ثٌضمغاااااااايُ 
1 2 n 1x , x ........, x 

حيااااااااث  
0 1 2 na x x x ........ x b        

i 1,2,3,........, n ( ًعٍّااج دااأْ غااٛي ثٌفضااشر ثٌجضةيااز 7وّااج ٘ااٛ ِٛظااح فااٝ ثٌلااى ) i 1 ix , x 

يىْٛ ِغجٚيجً ٌـ 
i i i 1x x x    . 

 
 (7)شىً 

   ُ1ٔميُ ِٓ وً ٔمطز صمغي 2 3 n 1x ,x ,x ,........, x   خطجً سأعيجً دحيث صمغُ ثٌّٕطمزR  إٌٝ عاذدn  

 (.(8)ثٌشأعيز ثٌصغيشر. )أٔظش ثٌلىً  (Strips)ِٓ ثٌلشثةح 

 

 



  ً( ٌىً ششيحز ٚثلعاز عٍاٝ ثٌفضاشر ثٌجضةياز (9)ٔىْٛ )أٔظش ثٌلى i 1 ix , x  ِغاضطيلاً دعاشض

لااااذسٖ 
1 i i 1x x x     ٖٚثسصفااااجر لااااذس

i if (c ) g(c )  حيااااث
ic  أٜ عااااذد يمااااع فااااٝ ثٌفضااااشر

 i 1 ii 1, 2,3,........, n, x , x. 

  ٔٛجذ ِغجحز وً ِغضطيً ثُ ٔىْٛ صيغز ِذغطز ٌّجّٛر ِغجحجس ٘زٖ ثٌّغضطيلاس ٚرٌه

وّج يٍٝ :  
n

i i i

i 1

f (c ) g(c ) . x


   ًحيث يغّٝ ٘زث ثٌّجّاٛر دّجّاٛر سيّاجْ عٍّاج دأٔاٗ يّثا

 .Rثٌميّز ثٌضمشيذيز ٌّغجحز ثٌّٕطمز 

  ٔأخااز ثٌٕٙجيااز ٌّجّااٛر سيّااجْ عٕااذِجP 0  ٝٚرٌااه ٌٍحصااٛي عٍااA  ثٌضااٝ صّثااً ثٌّغااجحز

. ٚ٘زث يعٕٝ أْ :  Rثٌّعذٛغز ٌٍّٕطمز  
n

i i i
P 0

i 1

A lim f (c ) g(c ) . x




  . 

 : ْٔغضخذَ صعشيف ثٌضىجًِ ثٌّحذد حيث ٔذسن أ 

    
bn

i i i
P 0

i 1 a

A lim f (c ) g(c ) . x f (x) g(x) dx




      

Pٚواْٛ ٔٙجياز ِجّاٛر سيّاجْ عٕاذِج  [a, b]دثٌاز ِضصاٍز فاٝ ثٌفضاشر  f – gٚرٌاه ٌىاْٛ  0 

 ِٛجٛدر. 

: صغااضخذَ ثٌصاايغز )*( فااٝ حجٌااز وااْٛ جّيااع ثٌلااشثةح ثٌشأعاايز ثٌّٕلااأر فااٝ  (3)ِلاحظااز 

 ِٓ أعفً. y = g(x)ِٓ أعٍٝ ِٕٚحٕٝ  y = f(x)ِحصٛسر ديٓ ِٕحٕٝ  Rثٌّٕطمز 

دأٔٙاج عذاجسر عآ ثٌّغاجحز صحاش ِٕحٕاٝ      Rٌٍّٕطماز  Aثعضذجس ثٌّغجحز  :  يّىٓ (4)ِلاحظز 

y = f(x)  فاٝ ثٌفضاشر[a, b]  ِٝطشٚحاجً ِٕٙاج ثٌّغاجحز صحاش ثٌّٕحٕاy = g(x)  فاٝ ثٌفضاشر[a, b] .

 ٚإثذجس صحز ٘زٖ ثٌّلاحظز فئٕٔج عٕغضعشض ثٌحجٌضيٓ ثلآصيضيٓ : 

 

فئٔٗ يىْٛ ِٓ ثٌغاًٙ )ثٔظاش  [a, b]فٝ ثٌفضشر  xغيش عجٌذز ٌىً  g: عٕذِج صىْٛ  ثٌحجٌز ثلأٌٚٝ

 (  إدسثن أْ : (10)ثٌلىً 

[    g]ِغااجحز ثٌّٕطمااز صحااش ِٕحٕااٝ  –[ f]ِغااجحز ثٌّٕطمااز صحااش ِٕحٕااٝ  Rِغااجحز ثٌّٕطمااز 

 ٚ٘زث يعٕٝ أْ : 

 
b b b

a a a

A f (x)dx g(x)dx f (x) g(x) dx      

 .  [a, b]ليّجً عجٌذز فٝ ثٌفضشر  g: عٕذِج يىْٛ ٌـ  ثٌحجٌز ثٌثجٔيز

إٌٝ أعٍٝ إٌاٝ  g, f( ٔمَٛ دغحخ ثٌلىً ثٌذيجٔٝ ٌـ (11) ,(12)٘زٖ ثٌحجٌز )ثٔظش ثٌلىً  ففٝ 

٘اٝ ثٌميّاز ثٌصاغشٜ ٌاـ  mأْ يصذح ولاّ٘ج فٛق ثٌّحٛس ثٌغايٕٝ. ٌٚعّاً ٘ازث فئٕٔاج ٔفاشض أْ 

g(x)  فٝ ثٌفضشر[a,b] ْٛٚعٍيٗ صىا .g(x) m  ِْٕٚٙاج أg(x) m 0  ْٚدجٌضاجٌٝ صىاْٛ ثٌاذثٌضج .

g m  f m غيااش عااجٌذضيٓ فااٝ ثٌفضااشر[a,b] ٚدمذٌٕٛااج دااأْ ِغااجحز ثٌّٕطمااز دعااذ عٍّيااز .



٘ااٝ ٔفااظ ثٌّغااجحز داايٓ  g, fداايٓ  Rثٌغااحخ ٌااُ يطااشأ عٍيٙااج أٜ صغييااش فاائْ ِغااجحز ثٌّٕطمااز 

g m , f m  : ْٚدجٌضجٌٝ يٕضج أ 

f]ِغجحز ثٌّٕطمز صحش ِٕحٕٝ = Rِغجحز ثٌّٕمطز  m ]–     ِٝغجحز ثٌّٕطماز صحاش ِٕحٕا[

g m : ْٚ٘زث يعٕٝ أ ] 

     
b b b

a a a

A f (x) m dx g(x) m dx f (x) g(x) dx        

 ٚ٘ٝ ٔفظ ثٌٕضيجز ثٌضٝ حصٍٕج عٍيٙج ِغذمجً. 

 

 
ِٚٓ أعفً داجٌّٕحٕٝ  y = x + 6أٚجذ ِغجحز ثٌّٕطمز ثٌّحذٚدر ِٓ أعٍٝ دجٌّٕحٕٝ  :(4)ِثجي 

2y x  ٓثٌججٔذيٓ دجٌّغضميّي ِٓٚx = 2, x = 0  . 

 
 ثٌحً

2yٚثعضخذثَ ثٌصايغز )*( ِاع ثٌعٍاُ داأْ  (13)دجٌشجٛر إٌٝ ثٌلىً   x g(x), y x 6 f (x)     

 فئْ : 
22 2 3

2

0 0

x x 34
A (x 6) x dx 6x

2 3 3

 
         

 
 

عٕاذ ثٌججٔاخ  y = g(x)ثٌّٕحٕاٝ ثٌغافٍٝ  y = f(x):  عٕذِج يمطاع ثٌّٕحٕاٝ ثٌعٍاٜٛ  (5)ِلاحظز 

أٚ وٍيّٙاج   فعٕذةاز يىاْٛ ججٔاخ  x = bأٚ ثٌججٔاخ ثلأيّآ ثٌّحاذٚد داـ  x = aثلأيغاش ثٌّحاذٚد داـ 

ثٌّٕطمز ثٌّطٍٛح إيججد ِغجحضٙج عذجسر عٓ ٔمطز دذلا ِٓ وٛٔٗ ِغضميُ سأعيز )أٔظش ثٌلاىٍيٓ 

(15), (14).) 



 
2: أٚجذ ِغجحز ثٌّٕمطز ثٌٛثلعز ديٓ ثٌّٕحٕييٓ  (5)ِثجي  4y 2x x , y x   . 

 
 ثٌحً

ٌااُ يحااذدثْ وّعطيااجس فااٝ  (16)حيااث أْ جااجٔذٝ ثٌّٕطمااز ثٌّعذااش عّٕٙااج دٕمطضاايٓ )أٔظااش ثٌلااىً  

2ثٌّغأٌز فئٔٗ يضشصخ عٍيٕج أٚلا إيججد ٔمطضٝ ثٌّٕحٕييٓ  4y 2x x , y x    ًٚرٌه عٓ غشياك حا

 ِعجدٌضيّٙج آٔيج ٚعٍيٗ ٔجذ أْ :
4 2x 2x x  

4        أٚ  2x x 2x 0   

      أٚ   2x(x 1) x x 2 0    

2xفماػ ٚٔضاشن حالا ثٌّعجدٌاز ثٌضشديعياز  x = 1, x = 0ِٕٚٙاج ٔأخاز ثٌحٍايٓ ثٌحميميايٓ  x 2 0   

. ثلآْ   دّاج أْ ثٌّٕطماز  (0,0) ,(1,1)ٚرٌه ٌىّٛٔٙاج ِاشوذيٓ. ٚدجٌضاجٌٝ فائْ ٔمطضاٝ ثٌضماجغع ّ٘اج 

2yثٌّطٍٛح إيججد ِغجحضٙج صىْٛ ِحاذٚدر ِآ أعٍاٝ داجٌّٕحٕٝ  2x x   ِٕٝٚآ أعافً داجٌّٕح
4y x  فئٔٗ يضشصخ عٍيٕج عٕذ صطذيك ثٌصيغز )*( لإيججدA  ْثٌضاٝ صّثاً ِغاجحز ٘ازٖ ثٌّٕطماز أ

4ٔعع  2b 1, a 0, g(x) x , f (x) 2x x     : ْٛثُ يى ِٓٚ . 
11 3 5

2 4 2

0 0

x x 1 1 7
A 2x x x dx x 1

3 5 3 5 15

 
            

 
  

 



 
(. يغاضذعٝ ثلأِاش وطشيماز إيجاجد ِغاجحز (17): فٝ دعط ثلأحياجْ )ثٔظاش ثٌلاىً  (6)ِلاحظز 

ِٚٓ ثٌججٔخ ثلأيغش  y = cِٚٓ أعفً دجٌّغضميُ  y = dثٌّحذٚدر ِٓ أعٍٝ دجٌّغضميُ  Rثٌّٕطمز 

ثٌضاٝ ٔشِاض ٌٙاج  Rأْ ٕٔلأ ششثةح أفميز. ٚعٍيٗ صىاْٛ ِغاجحز  x = g(y)ثٌزٜ ِعجدٌضٗ  gدّٕحٕٝ 

 ِعطجر وّج يأصٝ :  Aدـ 

 
d

c

A f (y) g(y) dy      (**) 

fٚأْ  [c, d]دثٌضيٓ ِضصٍضيٓ فٝ ثٌفضشر  g, fعٍّج دأْ  (y) g(y)  ًٌىy  فٝ ثٌفضاشر[c, d]  ٘ازث ِاع

 xِآ ثٌيغاجس ٚ ِٕحٕاٝ  x = g(y)ِلاحظز أْ وً ششيحز أفميز يجخ أْ صىْٛ ٚثلعز ديٓ ِٕحٕٝ 

= f(y)  .ٓثٌيّي ِٓ 

2y:  أٚجذ ِغجحز ثٌّٕطمز ثٌٛثلعاز دايٓ ثٌمطاع ثٌّىاجفب ثٌازٜ ِعجدٌضاٗ  (6)ِثجي  4x  ٚثٌخاػ

 .  4x – 3y = 4ثٌّغضميُ ثٌزٜ ِعجدٌضٗ 

 
 ثٌحً

ٔٛجااذ فااٝ ثٌذذثيااز ٔمااجغ صمااجغع ثٌمطااع ثٌّىااجفب ِااع ثٌخااػ ثٌّغااضميُ ٚرٌااه عاآ غشيااك حااً   

فاٝ ثٌصاٛسر ثٌّىجفتاز  4x – 3y = 4ِعجدٌضيّٙج أٔيجً. ٚعٍيٗ ٔجذ عٕذ وضجدز ِعجدٌز ثٌخاػ ثٌّغاضميُ 

4x = 3y + 4  2ٚحٍٙج آٔيجً ِع ِعجدٌز ثٌمطع ثٌّىجفبy 4x  : ْأ 
2

2

y 3y 4

y 3y 4 0

(y 4)(y 1) 0

 

  

  

 



. ٚدجٌضاجٌٝ صٛجاذ ٔمطضاج صماجغع ّ٘اج  y = 4, y = -1ِٕٚٙاج ٔحصاً عٍاٝ  
1

4, 4 , , 1
4

 
 

 
. ثلآْ   إرث 

لغّٕج ثٌّٕطمز ثٌّطٍٛح إيججد ِغجحضٙج إٌٝ ششثةح سأعيز فعٕذةز عٕٛجٗ ِلاىٍز عٕاذ ثٌطاشف 

( حياث عاضىْٛ ثٌلاشثةح ثٌشأعايز ثٌّٕلاأر (18)ثٌغفٍٝ ثلأيغاش ِآ ٘ازٖ ثٌّٕطماز )أٔظاش ثٌلاىً 

ٕ٘جن ِحذٚدر ِٓ أعٍٝ دجٌمطع ثٌّىجفب ِٚحذدر ِٓ أعفً دجٌمطع ثٌّىجفب أيعج   ٚرٌه دخالاف 

ثٌلااشثةح ثٌّٕلااأر فااٝ دااجلٝ ثٌّٕطمااز حيااث صىااْٛ وااً شااشيحز ِاإُٙ ِحااذٚدر ِاآ أعٍااٝ دااجٌمطع 

 حً ٘زث ثٌّثجي : ثٌّىجفب ِٚحذٚدر ِٓ أعفً دجٌخػ ثٌّغضميُ. ٚعٍيٗ صٛجذ غشيمضيٓ ٌ

: ٕٚ٘ج يضطٍخ ثلأِش صمغيُ ثٌّٕطمز ثٌّشثد إيججد ِغاجحضٙج إٌاٝ  غشيمز ثٌلشثةح ثٌشأعيز -1

جااضةيٓ ٚرٌااه دجعااضخذثَ ثٌّغااضميُ 
1

x
4

 ٝٚعٍيااٗ صٛجااذ ِغااجحز ثٌّٕطمااز ثٌّٛجااٛدر عٍاا .

يغجس ثٌّغضميُ  
1

x
4

 ر عٍٝ يّيٓ ثٌّغاضميُ ِٚغجحز ثٌّٕطمز ثٌّٛجٛد
1

x
4

  ثاُ ٔجّاع  

ٔجصجيّٙاج ٌٍحصاٛي عٍااٝ ثٌّغاجحز ثٌىٍياز ٌٍّٕطمااز. ٘ازث ِاع ِلاحظااز أْ ثٌلاشثةح ثٌشأعاايز 

ثٌّٕلااأر فااٝ ثٌّٕطمااز ثٌّٛجااٛدر عٍااٝ يغااجس ثٌّغااضميُ 
1

x
4

  ٝصىااْٛ ِحصااٛسر ِاآ أعٍاا

yداااااجٌّٕحٕٝ ثٌااااازٜ ِعجدٌضاااااٗ  4x 2 x   ِٗٚااااآ أعااااافً داااااجٌّٕحٕٝ ثٌااااازٜ ِعجدٌضااااا

y 4x 2 x   ٓٚأْ ثٌلاااشثةح ثٌشأعااايز ثٌّٕلاااأر فاااٝ ثٌّٕطماااز ثٌّٛجاااٛدر عٍاااٝ يّاااي .

ثٌّغضميُ 
1

x
4

  ٗصىْٛ ِحصاٛسر ِآ أعٍاٝ داجٌّٕحٕٝ ثٌازٜ ِعجدٌضاy 4x 2 x   ِٓٚا

 . 4x – 3y = 4أعفً دجٌّٕحٕٝ ثٌزٜ ِعجدٌضٗ 

( أْ واً شاشيحز ِٕلاأر صٕطٍاك (19): ٕٚ٘ج ٔلاحع )أٔظش ثٌلاىً  غشيمز ثٌلشثةح ثلأفميز -2

ِاآ ثٌمطااع ثٌّىااجفب إٌااٝ ثٌخااػ ثٌّغااضميُ. ٚعٍيااٗ يضطٍااخ ثلأِااش ٕ٘ااج صطذيااك ثٌصاايغز )**( . 

 .  g(y), f(y)ٚإجشثء رٌه فئٔٗ يضشصخ عٍيٕج أٚلا صعييٓ 

 
 فئٕٔج ٔجذ أْ :  xثلآْ   دحً ولا ِٓ ِعجدٌز ثٌمطع ثٌّىجفب ِٚعجدٌز ثٌّغضميُ دجٌٕغذز ٌـ 

2
2 y

y 4x x
4

3y 4
4x 3y 4 x

4

  


   

 



ٚحيث أْ 
23y 4 y

4 4


  ًٌى y 1, 4   : فئٕٔج ٔعع 

23y 4 y
f (y) , g(y)

4 4


  

 ٚعٍيٗ يٕضج عٓ صطذيك ثٌصيغز )**( ِج يٍٝ : 

 
4 4 42 2

2

1 1 1

4
2 3

1

3y 4 y 3y 4 y 1
A dy dy 3y 4 y dy

4 4 4 4

1 3y y
4y

4 2 3

1 64 3 1 125
24 15 4 5.21

4 3 2 3 24

  



     
        

   

 
   

 

    
          

    

  

 

ِغجحز ثٌّٕطمز ثٌّحذدر ِٓ ثٌيّيٓ دجٌخػ ثٌّغضميُ ِٚٓ ثٌيغاجس داجٌمطع ثٌّىاجفب  Aحيث صّثً 

 .  y = c = -1ِٚٓ أعفً دـ  y = d = 4ِٚٓ أعٍٝ دـ  

 

 :9-1صّجسيٓ 

طاجر أِاجَ واً فماشر ِّاج ياأصٕٝ ثاُ أٚجاذ ِغاجحز : أسعُ ثٌّٕطمز ثٌّحذدر دجٌّٕحٕياجس ثٌّع 1ط 

 ثٌّٕطمز : 

1- 
2x

y 4 , y 0, x 0, x 3
3

      

2- 4y x 3, y x, x 1, x 1       

3- 3y x , y 0, x 1, x 2      

4- 2y x 4x, y 2x    

5- y 2 x, y 2x 4, x 0     

6- 2x 2x y 0, x y 2 0       

7- 2y x, y x   

8- 2 2y x 4x, y x     

9- y x, y x / 2   

10- 2x 4 y , x y 2 0      

11- 2 2y x 1, y 3 x , x 2, x 2        

12- y cos x, y sin 2x, x 0, x / 2     

13- 4 4x y , x 2 y    

 : أحغخ ليّز وً ِٓ :  2ط 

1- 

2

2 2

0

x x dx    2- 
0

2
sin x x dx




  

 ِع صٛظيح ثٌّٕطمز دجٌشعُ عٍّجً دأْ ولا ِّٕٙج يّثً ِغجحز ِٕطمز ِغضٛيز.  



 

، : عقغد جٌّغحقس جٌّكظٛسز ذيٓ جٌمطغ جٌّىحفة جٌّىحٔٝ 1ِػحي )
2x

y
2

 جٌّغفطميّيٓ  ٓٚجٌخطيي

x 3,x 1   ِٚكٛسx  

 جٌكً : 
1

33 2
3

1

xx 27 1 1
S dx 4

2 6 6 6 2

 
 

      

2x، : عقغد ليّس جٌّغحقس جٌّكظٛسز ذحٌّٕكٕٝ 2ِػحي ) 2 y y    ِٚكٛسy   

ع ٌٚفٕمؾ جٌطمفحؽغ ٘فزٖ يىفْٛ جلقفذجغٝ yجٌكً : عٚق يؿد عْ ٔكذد ٔمؾ ضمحؽغ جٌّٕكٕٝ ِفغ ِكفٛس 

 x = 0جلٚي ِغحٚيحً ٌٍظفش عٜ عْ 
2y y 2 0         (*) 

٘ففٝ  yعٜ عْ ضمففحؽغ جٌّٕكٕففٝ جٌّؼطففٝ ِففغ ِكففٛس  (*)قففلاْ ٌٍّؼحدٌففس  y = 1, y = -2ِٕٚٙففح 

   0,1 , 0, 2  ٚػٍٝ رٌه فاْ جٌّغحقس جٌّطٍٛذسS  ٝ٘ 

 
1 1

2

2 2

1
2 3

2

S x dy 2 y y dy

1 1 1
2y y y 4 .

2 3 2

 



    

 
    
 

 
 

جٌّكظففففٛسز ذففففيٓ ِٕكٕيففففيٓ سجعففففييٓ  Sفففففٝ جٌكحٌففففس جٌؼحِففففس يّىففففٓ ئيؿففففحد جٌّغففففحقس  

1 2y f (x), y f (x)   ٓٚجٌخطففيٓ جٌشععففييx b,x a   1قيففع 2f )x) f (x)  ػٕففذِحa x b   ًوّففح ذحٌشففى

 جٌمحدَع قيع 

 
b

2 1

a

S f (x) f (x) dx        (2) 

 جٌّكظٛسز ذيٓ جٌّٕكٕييٓ  M، : عقغد ليّس جٌّغحقس 3ِػحي )
2 3 2y 2 x , y x        (3) 

1ِؼفحً ٔؿفذ عْ قفذٚد جٌطىحِفً ٘فٝ  (3)جٌكً : ذكً جٌّؼفحدٌطيٓ  2x 1, x 1    (2)ٚذّمطؼفٝ جٌظفيغس 

 ٔؿذ عْ جٌّغحقس جٌّطٍٛذس ٘ٝ 

 
1

2 2/3

1

1
3 5/3

1

M 2 x x dx

1 3 2
2x x x 2

3 5 15





  

 
    
 


 

xٚئرج وحٔفففص ِؼحدٌفففس جٌّٕكٕفففٝ ِؼطفففحز ففففٝ جٌظفففٛسز جٌرحسجِطشيفففس  (t), y (t)   قس ففففاْ جٌّغفففح

xجٌّكظٛسز ذيٓ جٌّٕكٕٝ ٚجٌخطيٓ جٌشععييٓ  a, x b   ٚؾضء ِكٛسx  ًِيؼرش ػٕٙح ذحٌطىح:  
2t

t

S (t) (t)dt       (4) 



,1قيع  2t t  1ضؼيٕحْ ِٓ جٌّؼحدقش 2a (t ), b (t )    ْػٍّحً ذأ(t) 0   ػٍٝ جٌفطشز 1 2t , t 

 ، : عٚؾذ ِغحقس جٌمطغ جٌٕحلض جٌّؼطٝ ذحٌّؼحدقش جٌرحسجِطشيسع 4ِػحي )

جٌكففً : ٔظففشجً ٌٍطّحغففً جٌٕٙذعففٝ ٌٍشففىً )عٔظففش جٌشففىً جٌّمحذففً، يىفففٝ عْ ٔغففد ِغففحقس جٌشذففغ غففُ 

0ع فففٝ جٌشذففغ جلٚي )جٌّظٍففً، ٔؿففذ عْ 4ٔؼففشخ جٌٕطيؿففس فففٝ  x a   ٚذحٌطففحٌٝ فففاْ قففذٚد

20ضطؼففيٓ ِففٓ جٌّؼففحدقش   (4)جٌطىحِففً فففٝ جٌظففيغس  a cos t, a a cos t   ْ1عٜ ع 2t , t 0
2


  

 ٚػٍٝ رٌه فاْ ِغحقس جٌشذغ ٘ٝ 

  
0 / 2

2

/ 2 a

S ab
bsin t a sin t dt ab sin t dt

4 4






      

S     ٚػٕذتز  ab 

 

 ثٌّغجحز فٝ ثلإحذثثيجس ثٌمطذيز.  -2

rذحٌّؼحدٌفس r,ئرج ػشن جٌّٕكٕفٝ ذح قفذجغيحش جٌمطريفس    f ( )  ػٕذتفز ِغفحقس جٌمطفحعAoB  

ABٚجٌّكففذٚدز ذمففٛط جٌّٕكٕففٝ 


1ٚجٌٍففزيٓ يظففٕؼحْ صٚجيففح  oA, oBٚجٌّطؿٙففيٓ   2,      ِففغ

 يؼرش ػٕٙح ذحٌظٛسز جٌطىحٍِيس oxجٌّكٛس 

 
21

S f ( ) d
2





       (5) 

2، : عٚؾذ جٌّغحقس دجخً جٌّٕكٕٝ 5ِػحي ) 2r a cos 2 

 جٌكً : ذّمطؼٝ ضّحغً جٌّٕكٕٝ )جٔظش جٌشىً، ٔؼيٓ عٚق سذغ جٌّغحقس 
/ 4/ 4 2 2

2

0 0

S 1 a 1 a
a cos 2 d sin 2

4 2 2 2 4



  
 

   
   

2S a   

 

 (2-4صّجسيٓ )

2yعٚؾذ جٌّغحقس جٌّكظٛسز ذحٌمطغ جٌّىحفة  -1 4x x  ِٚكٛسxع 

yعقغد جٌّغحقس جٌّكظٛسز ذيٓ جٌّٕكٕٝ  -2 ln x  ِٚكٛسx  ُٚجٌخؾ جٌّغطميx = eع 

2yعٚؾذ جٌّغحقس جٌّكظٛسز ذيٓ جٌمطغ جٌّىحفة  -3 2x x   ُٚجٌخؾ جٌّغطميy = -xع 

2rعٚؾذ جٌّغحقس جٌّكظٛسز ذيٓ جٌمطغ جٌّىحفة  -4 a sec
2


  ٚجٔظحن جٌّغطميّحش,

2 4

 
  

 

 

 Area of a surface of Revolutionِغجحز ثٌغطح ثٌذثةشٜ 



ِطظً قٛي ِغفطميُ يٕطؽ جٌغطف جٌذٚسجٔٝ ِٓ دٚسجْ ِٕكٕٝ   

ٚجلغ فٝ ِغطٛجٖ و قيفع يغفّٝ ٘فزج جٌّغفطميُ ذّكفٛس جٌفذٚسجْ فّفػلا 

 Cئٌفٝ  Bػرحسز ػٓ لطؼس ِغطميّس ِّطفذز ِفٓ  fئرج وحْ شىً دجٌس ِح 

، يّػً جٌغفطف جٌٕفحضؽ ِفٓ دٚسجْ ٘فزٖ جٌمطؼفس قفٛي (1))جٔظش جٌشىش 

ِكٛس جٌغيٕحش ِخشٚؽح ٔحلظح ٔظ  لطفش لحػذضيفٗ 
2 1r , r  ٗٚجسضفحػف

ع ٚػٍيٗ فاْ ِغحقس عطف ٘زج جٌّخشٚؽ جٌٕحلض ضىفْٛ  sجٌؿحٔرٝ ٘ٛ 

 وّح ٘ٛ ِؼشٚن ِؼطحز وحلآضٝ : 

  1 2
1 2

r r
r r .s 2 .s

2
 

 
   

 
 

 ػّلا ذإٔٔح عٕغطخذَ ٘زٖ جٌظيغس ققمحع 

 [a, b]دجٌففس ٍِغففحء ٚ يففش عففحٌرس فففٝ جٌفطففشز جٌّغٍمففس  fجلآْ ئرج وحٔففص 

جٌطففٝ ضّػففً  Aٛجش جعففطٕرحؽ طففيغس ٌففـ ، فففاْ خطفف(2))عٔظففش جٌشففىً 

، جٌٕحضؽ ِٓ دٚسجْ ِٕكٕفٝ (3)ِغحقس جٌغطف جٌذٚسجٔٝ )عٔظش جٌشىً 

y = f(x)   ٓذيx = b, x = a  : ٍٝجٌّكٛس جٌغيٕٝ ذىْٛ وّح ي 

  ْٔفشع ع P ضؿضتيح ِح يمغُ جٌفطشز[a, b]  ئٌٝ ػفذدn  ِفٓ جٌفطفشجش

جٌؿضتيففس جٌطففٝ عؽٛجٌٙففح : 
1 2 nx , x ,....... x    ٓٚرٌففه ػفف

ؽشيففففففففففففك ئدجسؼ جٌٕمففففففففففففحؽ 
1 2 n 1x ,x ,........, x 

ذففففففففففففيٓ  

n 0b x ,a x ع 

  ًِففففففففٓ وففففففففً ٔمطففففففففس  (4)ٔمففففففففيُ )جٔظففففففففش جٌشففففففففى ،

  nk 1,2,3,......., n x  ٝخطح سععفيح ذكيفع يمحذفً جٌّٕكٕف

y = f(x)  فٝ جٌٕمطس
kQ  جٌطٝ جقذجغييٙح 0 0x , f (x ) 

  ًػٕفذ ئيظفحي وفف
k 1Q 

ذفـ  
kQ  : ٝذمطؼففس خفؾ ِغففطميُ ففاْ ؽفٛي وففً ِٕٙفح يىففْٛ ِؼطفٝ وففحلآض

   
2

k 1 k k kd Q ,Q 1 f w x
      قيع

kw  ػذد ِح ٚجلغ فٝ جٌفطشز جٌّفطٛقس k 1 kx , xع 

  ُػذد دٚسجْ وً لطؼس خؾ ِغطمي
kQk 1Q 

، فأفٗ يٕفطؽ (5)قٛي جٌّكٛس جٌغيٕٝ )عٔظش جٌشفىً  

عفففطكحً دٚسجٔيفففح ػٍفففٝ ٘يثفففس ِخفففشٚؽ ٔفففحلض ٔظففف  لطفففش 

لحػذضيففففففٗ ّ٘ففففففح 
k k 1f (x ),f (x )

ٚجسضفحػففففففٗ جٌؿففففففحٔرٝ ٘ففففففٛ  

 k 1 kd Q ,Q ٍّح ذأْ ِغفحقس عفطف ٘فزج جٌّخفشٚؽ جٌٕفحلض ػ

 ضىْٛ ِؼطحز وّح يٍٝ : 

 
2k 1 k k 1 k

k 1, K k k

f (x ) f (x ) f (x ) f (x )
2 d(Q Q ) 2 . 1 f (w ) x

2 2
  



 
   



ػٍيٗ فاْ جٌّؿّٛع :  
n

2k 1 k
x k

k 1

f (x ) f (x )
2 . 1 f (w ) x

2
 




  

جٌٕفحضؽ ِفٓ دٚسجْ جٌخفؾ جٌّٕىغفش جٌٛجطفً ِفٓ  –جٌزٜ يّػً جٌّغحقس جٌىٍيس ٌٍغطف جٌذٚسجٔٝ 
0Q 

ئٌٝ 
nQ  ٕٝيّىٓ جػطرحسٖ وطمشيد ٌٍّغحقس  –قٛي جٌّكٛس جٌغيA جٌّطٍٛخ ئيؿحد٘حع 

  ٝػٕففذ جلطففشجخ ِؼيففحس جٌطؿضتففP  ِٓففٓ جٌظفففش فففاْ جٌخففؾ جٌّٕىغففش جٌٛجطففً ِفف
nQ  ٝئٌفف

0Q 

ذظٛسز يظؼد جٌطفشيك ذيّٕٙحع ٚػٍيٗ فاْ ِغفحقس جٌغفطف  y = f(x)عٛن يمطشخ ِٓ جٌّٕكٕٝ 

جٌففذٚسجٔٝ جٌٕففحضؽ ِففٓ دٚسجْ جٌخففؾ جٌّٕىغففش قففٛي جٌّكففٛس جٌغففيٕٝ عففٛن ضففإٚي فففٝ ٔٙحيففس 

 ع ٚ٘زج يؼٕٝ عْ : Aجٌّطحن ئٌٝ ِغحقس جٌغطف جٌّؼرٛؽس 

 
n

2k 1 k
k k

P 0
k 1

f (x ) f (x )
A lim 2 . 1 f (w ) x

2
 





   

 عٚ 

   
b

2 2

a

f (x) f (x)
A 2 1 f (x) dx 2 f (x) 1 f (x) dx

2
 


     

 ػٍّح ذأْ ذش٘حْ ٘زٖ جٌظيغس يكطحؼ ئٌٝ ِٓ ِشجؾغ سيحػيس ِطمذِس ٚذحٌطحٌٝ فمذ ضُ ئٌغحؤٖع 

 

 :   (1)صعشيف 

fدجٌففس ٍِغففحء ٚوففحْ  fئرج وحٔففص   (x) 0  ًٌىففx  فففٝ جٌفطففشز[a, b]  فؼٕذتففز ضىففْٛ جٌّغففحقسA 

قفٛي جٌّكفٛس جٌغفيٕٝ ِؼطفحز وّفح  x = b, x = aذفيٓ    y = f(x)ٌٍغفطف جٌٕفحضؽ ِفٓ دٚسجْ جٌّٕكٕفٝ 

 يٍٝ :

 
b

2

a

A 2 f (x) 1 f (x) dx   

وّفح  Aفؼٕذتز ضؼفذي طفيغس  [a, b]فٝ جٌفطشز  xفٝ جٌطؼشي  عحٌرس ٌرؼغ  fئرج وحٔص :  (1)ِلاحظز 

 يٍٝ : 

 
b

2

a

A 2 f (x) 1 f (x) dx   

 :   (2)صعشيف 

g(y)دجٌفس ٍِغفحء ٚوفحْ  gئرج وحٔفص   0  ًٌىفy  ففٝ جٌفطفشز[c, d]  فؼٕذتفز ضىفْٛ جٌّغفحقسA 

قفٛي جٌّكفٛس جٌظفحدٜ ِؼطفحز وّفح  y = d, y = cذفيٓ  x = g(y)ٌٍغفطف جٌٕفحضؽ ِفٓ دٚسجْ جٌّٕكٕفٝ 

 يٍٝ : 

 
d

2

c

A 2 g(y) 1 g (y) dy   

yعٚؾففذ ِغففحقس جٌغففطف جٌففذٚسجٔٝ جٌٕففحضؽ ِففٓ دٚسجْ جٌّٕكٕففٝ   : (1)ِثااجي  x, 0 x 3    قففٛي

 جٌّكٛس جٌغيٕٝ 

 ثٌحً : 



yجٌّٕكٕففٝ  (6)يٛػففف جٌشففىً  f (x) x   ْػٍّففح ذففأ f (x) 1/ 2 x  ْٛع ٚذحٌطففحٌٝ ضىفف

 ِغحقس جٌغطف جٌذٚسجٔٝ ِؼطحز وّح يٍٝ : 
23 3

0 0

1 1
A 2 x 1 dx 2 x 1 dx

4x2 x
 

 
    

 
  

 

 

3 3

0 0
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00

3/ 2 3/ 2

4x 1 4x 1
2 x dx 2 x dx

4x 2 x

1 2
4x 1dx . . 4x 1

4 3

13 1 24.02
6

 

 



 
 

 
    

 

  

 

 

 

2عٚؾذ ِغحقس جٌغفطف جٌفذٚسجٔٝ جٌٕفحضؽ ِفٓ دٚسجْ جٌّٕكٕفٝ  :  (2)ِثجي  2x a y , a y a     

 قٛي جٌّكٛس جٌظحدٜع 

 ثٌحً : 

2جٌّٕكٕفففٝ  (7)يٛػفففف جٌشفففىً   2x g(y) a y   

2ػٍّففح ذفففأْ  2g (y) y a y     ع ٚذحٌطفففحٌٝ ضىفففْٛ ِغفففحقس

 جٌغطف جٌذٚسجٔٝ ِؼطحز وحلآضٝ : 

 

 

a

2 2 2 2

a

a a2
a2 2 2 2

2 2 a

a a

A 2 a y 1 y / a y dy

y
2 a y 1 dy 2 a dy 2 ay 4 a

a y



  





 

    
 

      




 

 

عٚؾففففففذ جٌظففففففيغس جٌطىحٍِيففففففس ٌّغففففففحقس جٌغففففففطف جٌٕففففففحضؽ ِففففففٓ دٚسجْ جٌّٕكٕففففففٝ :  (3)ِثااااااجي 
2 2x a y , 0 y a     قٛي جٌخؾx = a  ًع  (8))عٔظش جٌشى، 

 
 

 ثٌحً : 



ق يّىففٓ ٕ٘ففح ضطريففك عٜ ِففٓ جٌظففيا جٌغففحٌفس جٌففزوش ذظففٛسز ِرحشففشز و ػٍّففح ذففأْ قففً ٘ففزج  

جٌّػحي يؼطّذ ػٍٝ ئضرحع جٌخطٛجش جلعحعيس جٌّششٚقس ِغرمحع ٚػٍيٗ يطىْٛ ػٕذ دٚسجْ وفً ؾفضء 

2طفغيش ِفٓ جٌّٕكٕفٝ  2x a y   قفٛي جٌخفؾx = a  عفطف دٚسجٔفٝ ػٍفٝ ٘يثفس ِخفشٚؽ ٔفحلض

ِغفحقس عفطكٗ ذظفٛسز ضمشيريفس ٘فٝ  2 a x . s     ًقيففع ضّػفs  ٓؽفٛي جٌؿفضء جٌظفغيش ِفف

 جٌّٕكٕٝع ٚ٘ىزج فإٔح ٔغطٕطؽ ذأْ جٌظيغس جٌطىحٍِيس ٌّغحقس جٌغطف ضىْٛ ِؼطحز وّح يٍٝ : 

 
a 2

2 2

2 2

0

y
A 2 a a y 1 dy

a y
   

 

 ئرج عػطيٕح ِٕكٕح ِح ذّؼٍِٛيس جٌّؼحدٌطيٓ جٌرحسجِطشيطيٓ : :  (2)حظز ِلا
x f (t), y g(t); a t b    

 فعٕذةز : 

 ضؼطٝ ِغحقس جٌغطف جٌٕحضؽ ِٓ دٚسجْ ٘زج جٌّٕكٕٝ قٛي جٌّكٛس جٌغيٕٝ وّح يٍٝ :  -1

   
b

2 2

a

A 2 g(t) f (t) g (t) dt    

 ضؼطٝ ِغحقس جٌغطف جٌٕحضؽ ِٓ دٚسجْ ٘زج جٌّٕكٕٝ قٛي جٌّكٛس جٌظحدٜ وّح يٍٝ :  -2

   
b

2 2

a

A 2 f (t) f (t) g (t) dt    

 (Cycloid)عٚؾذ ِغفحقس جٌغفطف جٌٕفحضؽ ػفٓ دٚسجْ لفٛط ٚجقفذ ِفٓ جٌّٕكٕفٝ جٌفذٚيشٜ :  (4)ِثجي 

 جٌزٜ ِؼحدٌطحٖ جٌرحسجِطشيطحْ ّ٘ح : 
x a(t sin t), y a(1 cos t); 0 t 2      

 قٛي جٌّكٛس جٌغيٕٝع 

 ثٌحً : 

لفٛط ٚجقفذ ِفٓ جٌّٕكٕفٝ جٌفذٚيشٜع  (9)يٛػف جٌشفىً 

 ٚػٍيٗ ذّح عْ : 
dx dy

f (t) a(1 cos t), g (t) a sin t
dt dt

      

فاْ ِغحقس جٌغطف جٌذٚسجٔٝ ضىْٛ ِؼطفحز وّفح 

 يٍٝ : 



   

   

 

 

2
2 2

0

2
22 2 2

0

2

2

0

2
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0

A 2 y f (t) g (t) dt

2 a 1 cos t a 1 cos t a sin t dt

2 a 1 cos t 2 2cos tdt

2 2 a 1 cos t dt

















  

   
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 









 

ٚئيؿحد ٔحضؽ  
2

3/ 2

0

1 cos t dt



  : فإٔح ٔغطخذَ طيغس ٔظ  جٌضجٚيس 

 21 cos t 2sin t / 2  

 ٚذحٌطحٌٝ يٕطؽ عْ : 

 

 

   

2
3/ 2

2 2

0

2

2 3

0

2

2 2

0

A 2 2 a 2sin t / 2 dt

8 a sin t / 2 dt

8 a 1 cos t / 2 sin t / 2 dt













   



   







 

ذٛػفغ  u cos t / 2  ذكيفع 
1

du sin t / 2 dt
2

   ِْفغ جٌؼٍفُ ذفأu = 1  ػٕفذِحu = -1, t = 0  ػٕفذِح

t 2  : ْفا 

 
11 3 2

2 2 2

1 1

u 64 a
A 16 a 1 u du 16 a u

3 3


 


 

      
 
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 :  9-5ِجّٛعز صّجسيٓ 

 : عٚؾذ ٌىً فمشز ِّح يأضٝ ِغحقس جٌٕحضؽ ِٓ دٚسجْ جٌّٕكٕٝ جٌّؼطٝ قٛي جٌّكٛس جٌّريٓ:  1ط 

1- y 6x, 0 x 1,    )قٛي جٌّكٛس جٌغيٕٝ،    

2- y x, 4 x 9,    )قٛي جٌّكٛس جٌغيٕٝ،   

3- 3y x , 0 x 2,     )قٛي جٌّكٛس جٌغيٕٝ،   

4- x 8y 1, 0 y 2,     )قٛي جٌّكٛس جٌغيٕٝ،  

5- 3x y , 0 y 1,    )قٛي جٌّكٛس جٌغيٕٝ،   

6-  
3/ 2

21
x y 2 , 1 y 2,

3
     )قٛي جٌّكٛس جٌغيٕٝ،  

7- 3x t, y t , 0 t 1,     )قٛي جٌّكٛس جٌغيٕٝ،  

8- 3y x, 1 y 2,    )قٛي جٌّكٛس جٌظحدٜ،   



9- 
2x 2y y , 0 y 1,     )قٛي جٌّكٛس جٌظحدٜ،  

10- 4x 3y 19, 1 x 4,     )قٛي جٌّكٛس جٌظحدٜ،  

: عوطد ٌىً فمشز ِّح يأضٝ جٌظيغس جٌطىحٍِيس )دْٚ قغحخ جٌميّس، ٌّغحقس جٌغطف جٌٕحضؽ ِٓ  2ط 

 دٚسجْ جٌّٕكٕٝ جٌّؼطٝ قٛي جٌّكٛس جٌّريٓع  

1- y sin x, 0 x , (y 1       (قٛي       

2- 2y x 2x, 1 x 3, (y 2       (قٛي                 

3- 2y x x, 2 x 4, (x 2      (قٛي                   

4- 2x t , y sin t, 0 t , (y 1       (قٛي            

 

 حغجح حجَٛ ثٌّجغّجس.

 حجُ ثٌجغُ ثٌذٚسثٔٝ. -1

 xِٚكففٛس  y = f(x)ِففٓ دٚسجْ جٌّغففحقس جٌّكففذٚدز ذففحٌّٕكٕٝ قؿففُ جٌؿغففُ جٌففزٜ يطىففْٛ  

 ع  yعٚ قٛي ِكٛس  xقٛي ِكٛس  x = b, x = aٚجٌخطيٓ جٌشععييٓ 
b

2
x

a

V y dx        (1) 

 عٚ 
b

y

a

V 2 xydx        (2) 

y، : عقغففد قؿففُ جٌؿغففُ جٌّىففْٛ ِففٓ دٚسجْ جٌشففىً ذفففشع ٚجقففذ ِففٓ جٌّٕكٕففٝ 2ِػففحي ) sin x 

0ٚجٌؿضء  x    ِكٛس ِٓx  

 y)خ، قٛي ِكٛس   x)ع، قٛي ِكٛس  

    جٌكً : )ع، 
2

2
x

0

V sin x dx
2




  

y    )خ،        

0

V 2 x sin x dx



  

      2

0
2 x cos x sin x 2


     

ِٚكفٛس  x = g(y)ٌٍشىً جٌّكذٚد ذحٌّٕكٕٝ  yٚقؿُ جٌؿغُ جٌٕحضؽ ِٓ جٌذٚسجْ قٛي ِكٛس  

y  ٓٚجٌخطيٓ جٌّطٛجصييy = d, y = c    يؼيٓ ذحٌظيغس
d

2
y

c

V x dy  

ٌشففىً  x, yففٝ جٌكحٌفس جٌؼحِففس ضطؼفيٓ قؿفَٛ جلؾغففحَ جٌٕحضؿفس ِفٓ جٌففذٚسجْ قفٛي ِكففٛسٜ  

1ذفحٌّٕكٕييٓ  2y f (x), y f (x)   1)قيفع 2f (x) f (x)  ٚجٌخطفٛؽ جٌّغفطميّس ،x = a, x = b  ِفٓ جٌظفيا

 جلآضيس ػٍٝ جٌطشضيد
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b
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ٚ 

 
b

y 2 1

a

V 2 x f (x) f (x) dx   

ٌٍذجتشز  x، : عٚؾذ جٌكؿُ جٌٕحضؽ ِٓ جٌذٚسجْ قٛي ِكٛس 2ِػحي ) b a 2ع 2 2x (y b) a   

 لْ ِؼحدٌس جٌذجتشز ضؼطٝ دجٌس  يش ٚقيذز جٌميّس فإٔح ٔؼطرش :جٌكً 
2 2

1

2 2
2

y b a x

y b a x

  
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 ػٕذتز 

   
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2 2
2 2 2 2
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a
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a

V b a x b a x dx

4b a x dx 2 a b
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xٚجٌطىحًِ جلخيش يّىٓ ئيؿحدٖ ذحعطؼّحي جٌطؼٛيغ  asin t 

 

 

 

 

 (4-4صّجسيٓ )

2yٌٍشفىً جٌّكفذٚد ذفحٌّٕكٕٝ  xعٚؾذ قؿُ جٌؿغُ جٌٕحضؽ ِٓ جٌؿذٚسجْ قٛي ِكٛس  -1 sin x  ٝفف

xجٌفطشز ذيٓ  , x 0  

xyعٚؾذ جٌكؿفَٛ جٌٕحضؿفس ػٕفذ دٚسجْ جٌّغفحقس جٌّكظفٛسز ذفيٓ جٌّٕكٕفٝ  -2 0, x 0, y e    قفٛي

 y)خ، ِكٛس       x)ع، ِكٛس 

 

 ِغجحز ثٌغطح ثٌٕجصج ِٓ ثٌذٚسثْ -2

yِغحقس جٌغطف جٌٕحضؽ ِفٓ دٚسجْ ؾفضء جٌّٕكٕفٝ   f (x)  ٓذفيٓ جٌٕمططفيx = b,  x = a  قفٛي

 يؼرش ػٕٙح ذحٌطىحًِ  xس ِكٛ
b

2
x

a

S 2 y 1 y dx    

ٌففففشع ِفففٓ جٌّٕكٕفففٝ  x، : عٚؾفففذ ِغفففحقس جٌغفففطف جٌٕفففحضؽ ِفففٓ جٌفففذٚسجْ قفففٛي ِكفففٛس 1ِػفففحي )
2 2gy x(3 x)  



0جٌكً :ٌٍؿضء جٌؼٍٜٛ ِٓ جٌّٕكٕٝ ػٕذِح  x 3   ْٛيى 

3

0

1
y (3 x) x

3

x 1
s 2 (3 x) x dx 3

2 x
 

 


   

 

 ، : عٚؾفففذ ِغفففحقس جٌغفففطف جٌٕفففحضؽ ِفففٓ دٚسجْ لفففٛط ٚجقفففذ ِفففٓ ِٕكٕفففٝ جٌغفففىٍٛيذ  2ِػفففحي )

x a(t sin t), y a(1 cos t)    قٛي ِكٛس جٌطّحغًع 

xقفٛي جٌخفؾ جٌّغفطميُ جٌفزٜ ِؼحدٌطفٗ  oAجٌكً : جٌغطف جٌّطٍٛخ يطىْٛ ِٓ دٚسجْ جٌمفٛط  a 

xوّطغيش ِغطمً ِٚلاقظس عْ ِكٛس جٌذٚسجْ  yيأخز  a  يرؼذ ِغحفس لذس٘حa  ػٕفذ ِكفٛس

y  ْٔؿذ ع 

 
2a

a

2a

0

ds
S 2 a x dy

dy

2 ( a x) 1 x 2dy

 

 

 

  




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 Volume of The Solid of Revolutionحجُ ثٌجغُ ثٌذٚسثٔٝ  

فٝ ِغطٜٛ قٛي ِغفطميُ ِفح ٚجلفغ ففٝ ٔففظ  Rيطٌٛذ جٌؿغُ جٌذٚسجٔٝ ِٓ دٚسجْ ِٕطمس ِح  

ع ِٚكٛس جٌذٚسجْ (Axis of Revolution)رٌه جٌّغطٜٛ و قيع يغّٝ ٘زج جٌّغطميُ ذّكٛس جٌذٚسجْ 

عٚ يكففذ٘ح عٚ يىففْٛ ذؼيففذجً ػٕٙففح و ػٍّففح ذأٔففٗ فففٝ وػيففش ِففٓ   Rلففذ يىففْٛ ِّحعففحً ٌٍّٕطمففس جٌّغففطٛيس 

 يىْٛ ِكٛس جٌذٚسجْ ٘ٛ ِكٛس جٌظحدجشع  جلقيحْ

 ٚيّىٓ إيججد حجُ ثٌجغُ ثٌذٚسثٔٝ دئحذٜ ثٌطشق ثلآصيز : 

 (The Circular Disk Method)ؽشيمس جٌمشص جٌذجتشٜ   -1

 (The Circular Washer Method)ؽشيمس جٌكٍمس جٌذجتشيس  -2

 (The Cylindrical Shell Method)ؽشيمس جٌمششز ج عطٛجٔيس  -3

 

 ٕمَٛ ذششـ وً ؽشيمس ِٓ ٘زٖ جٌطشقع ٚفيّح يٍٝ ع

 أٚلا : غشيمز ثٌمشص ثٌذثةشٜ.



fذكيفع  [a, b]دجٌفس ِطظفٍس ففٝ جٌفطفشز جٌّغٍمفس  fٌطىٓ   (x) 0  ًٌىفx  ٝفف[a, b]  ٓو ٌٚفطىR 

ِٚفٓ ععففً ذّكفٛس جٌغفيٕحش  f، جٌّكفذدز ِفٓ عػٍفٝ ذّٕكٕفٝ (1a)جٌّٕطمس جٌّغفطٛيس )عٔظفش جٌشفىً 

 Sٌٍؿغفُ جٌفذٚسجٜ   Vع جلآْ و قعفطٕرحؽ طفيغس جٌكؿفُ x = b, x = aِٚفٓ جٌؿفحٔريٓ ذحٌّغفطميّيٓ 

، فإٔففح ٔطرففغ ِففح (1b)قففٛي ِكففٛس جٌغففيٕحش )جٔظففش جٌشففىً  Rجٌٕففحضؽ ِففٓ دٚسجْ جٌّٕطمففس جٌّغففطٛيس 

 يٍٝ : 

 

  ْٔفشع عP  ضؿضتيحً ِح يمغُ جٌفطشز[a, b]  ئٌٝ ػذدn ٌفطشجش جٌؿضتيفس ِٓ ج i 1 ix , x  َٚرٌفه ذحعفطخذج

ٔمحؽ جٌطمغيُ 
1 2 n 1x , x ,...., x 

قيع  
0 1 2 na x x x ........ x b       وi 1, 2,3,........, n 

  ُٔميُ ِٓ وً ٔمطس ضمغي
1 2 n 1x ,x ,........, x 

ِفٓ  nئٌفٝ ػفذد  Rخطفحً سععفيحً ذكيفع ضمغفُ جٌّٕطمفس  

جٌشجعفففيس جٌظفففغيشز و غفففُ ٔىفففْٛ ٌىفففً شفففشيكس ٚجلؼفففس ػٍفففٝ جٌفطفففشز جٌؿضتيفففس  (Strips)جٌشفففشجتف 

 i 1 ix , x  ُِغططيلا
iT  ٖذؼشع لذس

i i i 1x x x     ٖٚجسضففحع لفذس
if (c  ,(2b)عٔظفش جٌشفىٍيٓ  (

(2a)  قيع
ic  عٜ ػذد يمغ فٝ جٌفطشز i 1 ix , xع 

 
  ًػٕفذ دٚسجْ وفً ِغفططيT ٜقفٛي جٌّكفٛس جٌغفيٕٝ فأفٗ يطىفْٛ لفشص دجتفش        (Circular 

Disk)   ًعٔظففش جٌشففى((2c) ٜٚػٍففٝ شففىً ععففطٛجٔس دجتشيففس لحتّففس ٔظفف  لطش٘ففح يغففح ،
if (c ) 

ٚجسضفحػٙح يغحٜٚ 
ix  ٚػٍيٗ يىْٛ قؿّٙح

iV  : ٍِٝؼطٝ وّح ي 

 
2

i i iV f (c ) x  

  : ٍٝٔىْٛ طيغس ِرغطس ٌّؿّٛع قؿَٛ ٘زٖ جللشجص جٌذجتشيس ٚرٌه وّح ي 

 
n n

2

i i i

i 1 i 1

V f (c ) x
 

   

قيع يغّٝ ٘زج جٌّؿّٛع ذّؿّٛع سيّحْ ػٍّحً ذأٔٗ يّػً جٌميّس جٌطمشيريفس ٌكؿفُ جٌؿغفُ جٌفذٚسجٔٝ 

Sع 

  ذأخز جٌٕٙحيس ٌّؿّٛع سيّفحْ ػٕفذِحP 0  ٝفإٔفح ٔكظفً ػٍفV  ُجٌطفٝ ضّػفً قؿفُ جٌؿغفS ع

 ٚ٘زج يؼٕٝ عْ : 

 
n

2

i i
P 0

i 1

V lim f (c ) x




  

 ٌّكذٚد فإٔح ٔذسن عْ : ذحعطخذجَ ضؼشي  جٌطىحًِ ج 



   
bn

2 2

i i
P 0

i 1 a

V lim f (c ) x f (x) dx 




    

ٚرٌه ٌىْٛ  
2

f (x)  دجٌس ِطظٍس فٝ جٌفطشز[a, b]  ٚٚؾٛد ٔٙحيس ِؿّٛع سيّحْ ػٕذِحP 0 

 :  (1)صعشيف 

٘فٝ جٌّٕطمفس جٌّغفطٛيس  Rٚذففشع عْ  [a, b]دجٌفس ِطظفٍس ففٝ جٌفطفشز جٌّغٍمفس  fذففشع عْ  

ٌٍؿغفُ  Vففاْ جٌكؿفُ  x = b, x = aِٚكٛس جٌغيٕحش ٚجٌّغطميّيٓ جٌشععيٓ  y = f(x)جٌّكذدز ذّٕكٕٝ 

 قٛي ِكٛس جٌغيٕحش يىْٛ ِؼطٝ وحلآضٝ :  Rجٌٕحشة ِٓ دٚسجْ جٌّٕطمس  Sجٌذٚسجٔٝ 

 
b

2

a

V f (x) dx (1)  

 

fئْ ؽٍد وْٛ :  (1)ِلاحظز  (x) 0   لفذ قفزن ػّفذجً ِفٓ جٌطؼشيف

وّففح ٘ففٛ  xعففحٌرس ٌففرؼغ لففيُ  fع ٌٚطفغففيش رٌففه ٔمففٛي : ئرج وحٔففص (91

ِٚكفٛس  fٚئرج وحٔص جٌّٕطمفس جٌّكفذٚدز ذّٕكٕفٝ  (3)ِريٓ فٝ جٌشىً 

لفذ دجسش قفٛي جٌّكفٛس  x = b, x = aجٌغيٕحش ٚجٌّغطميّيٓ جٌشععييٓ 

ص جلآْ و ئْ  (4)٘فٛ ِرفيٓ ففٝ جٌشفىً  جٌغيٕٝ فؼٕذتفز يٕشفأ ؾغفُ وّفح

٘زج جٌؿغُ يىْٛ ٘ٛ ٔففظ رٌفه جٌؿغفُ جٌّطىفْٛ ِفٓ دٚسجْ جٌّٕطمفس 

yجٌّٛؾٛدز ضكص ِٕكٕٝ  f (x)  ِٓa  ٌٝئb  قٛي ِكٛس جٌغفيٕحشع

ٚػٍيٗ ذّح عْ  
22

f (x) f (x)  فاْ طيغسV   عفٛن  (1)فٝ جٌطؼشي

 ضؼطيٕح ذحٌطرغ قؿُ ٘زج جٌؿغُع

 [c, d]دجٌس ِطظٍس ٚ يفش عفحٌرس ففٝ جٌفطفشز  gئرج وحٔص :  (2)ِلاحظز 

 x = g(y)ِٚكفٛس جٌّٕطمفس جٌّغفطٛيس جٌّكفذدز ذّٕكٕفٝ  Rٚذفشع عْ 

فاْ  (5))جٔظش جٌشىً  y = dو  y = c   ِٓٚكٛس جٌظحدجش ٚجٌّغطميّي

جٌٕحشفة ِفٓ دٚسجْ  Sٌٍؿغُ جٌفذٚسجٔٝ  Vجٌكؿُ 

قٛي ِكٛس جٌظفحدجش )جٔظفش جٌشفىً  Rجٌّٕطمس 

 ، يىْٛ  : (6)

   
dn

2 2

i i
P 0

i 1 c

V lim g(w ) y g(y) dy 




     

  (11) 

ٚئٔشففففحء  [c, d]ٚرٌففففه ػٕففففذ ضؿضتيففففس جٌفطففففشز 

ٚجسضفففحع  iyِغففططيلاش عفميففس ذؼففشع لففذسٖ 

ig(wلذسٖ    ع(

 :   (1)ِثجي 

yذففحٌّٕكٕٝ  x  ِٚكففٛس ِٕطمففففس ِغففففطٛيس ِكففففذٚدز  Rص ئرج وحٔفففف

جٌذٚسجٔٝ جٌٕحضؽ ِفٓ دٚسجْ  فأٚؾفففذ قؿفففُ جٌؿغفففُ  x = 4جٌغفففيٕحش ٚجٌخفففؾ 



 قٛي ِكٛس جٌغيٕحشع  Rجٌّٕطمس 

 ثٌحً :

جٌؿغفُ جٌفذٚسجٔٝ جٌٕفحضؽع جلآْ  (10)ٚيٛػف جٌشىً  Rجٌّٕطمس جٌّغطٛيس (9)  يٛػف جٌشىً 

3yو قيففع عْ  x  3ضىففحفةx y  فففاْ قؿففُ ٘ففزج جٌؿغففُ يىففْٛ ِؼطففٝ ذٛجعففطس جٌظففيغس(II)  وّففح

 يٍٝ : 
33 3 32

2/3 5/33

00 0

3 9 9
V y dy y dy y 11.76

5 5
   

          
  

 

 ثجٔيج : غشيمز ثٌحٍمز ثٌذثةشيز.

g(x)ذكيفع ضىفْٛ  [a, b]دجٌطيٓ  يش عحٌرطيٓ ِٚطظٍطيٓ فٝ جٌفطفشز  g, fٌطىٓ   f (x)  ًٌىفx 

ِٚفٓ  gِٚفٓ ععففً يّٕكٕفٝ  fجٌّٕطمفس جٌّغفطٛيس جٌّكفذدز ِفٓ عػٍفٝ ذّٕكٕفٝ  Rع ٌٚفطىٓ [a, b]ففٝ 

 ،ع(11))عٔظش جٌشىً  x = b, x = aجٌؿحٔريٓ ذحٌّغطميّيٓ 

 
قفٛي  Rجٌٕفحضؽ ِفٓ دٚسجْ جٌّٕطمفس جٌّغفطٛيس  Sٌٍؿغُ جٌفذٚسجٔٝ  Vجلآْ و قعطٕرحؽ طيغس جٌكؿُ 

ِففغ  (I)، فإٔففح عففٕطرغ ٔفففظ ؽشيمففس جعففطٕرحؽ طففيغس جٌكؿففُ (12a)ِكففٛس جٌغففيٕحش )عٔظففش جٌشففىً 

، يٕشأ ػٓ دٚسجْ جٌّغفططيً (12b)ِلاقظس عٔٗ )عٔظش جٌشىً 
iT  ٝجٌّٕشفأ ٌىفً شفشيكس ِمحِفس ػٍف

جٌفطشز جٌؿضتيس  i 1 ix , x ْٛػرحسز ػٓ لشص دجتشٜ فٝ ٚعفطٗ غمفد ػٍفٝ ٘يثفس  قٍمس دجتشيس شىٍٙح يى

)قؿفُ جٌمفشص جٌفذجخٍٝ،ي قيفع يّػفً  –لشص دجتشٜ رخش ٚقؿّٙح يغحٜٚ ])قؿُ جٌمشص جٌخحسؾٝ، 

 جٌمشص جٌخحسؾٝ جٌمشص جٌذجتشٜ جٌّكطٜٛ ػٍٝ جٌػمد ٚيّػً جٌمشص جٌذجخٍٝ جٌػمدع 

ٚذّففح عْ ٔظفف  لطففش جٌمففشص جٌففذجخٍٝ يغففحٜٚ  
ig(c ٚجسضفحػففٗ يغففحٜٚ  (

i i i 1x x x    

قيع 
ic  ّٝعٜ ػذد يٕط i 1 ix , x  : ٝفاْ قؿُ جٌمشص جٌذجخٍٝ يىْٛ ِؼطٝ وحلآض 

 
2**

i i iV g(c ) x  

ifٚوزٌه و ذّفح عْ ٔظف  لطفش جٌمفشص جٌخفحسؾٝ يغفحٜٚ  (c ففاْ قؿفُ  ix ٚجسضفحػفٗ يغفحٜٚ (

 جٌمشص جٌخحسؾٝ يىْٛ ِؼطٝ وحلآضٝ : 

 
2**

i i iV f (c ) x  

قفٛي جٌّكفٛس جٌغفيٕٝ  iTجٌزٜ يّػً قؿُ جٌكٍمس جٌطٝ ضٕطؽ ِٓ دٚسجْ جٌّغفططيً  iVٚػٍيٗ يىْٛ 

 ِؼطٝ وّح يٍٝ : 



    2 2** *

i i i i i iV V V f (c ) g(c ) x     

ٚذطىٛيٓ طيغس سيحػفيس ٌّؿّفٛع قؿفَٛ ٘فزٖ جٌكٍمفحش ٚعخفز جٌٕٙحيفس ٌٙفزج جٌّؿّفٛع )جٌفزٜ يّػفً 

ج ئٌٝ جٌظفش فإٔح ٔؿفذ جعفطٕحد P، ػٕذِح يإٚي ِؼيحس جٌطؿضتٝ  Sجٌميّس جٌطمشيريس ٌكؿُ جٌذٚسجٔٝ 

 ئٌٝ ضؼشي  جٌطىحًِ جٌّكذد عْ : 

         
bn

2 2 2 2

i i i
P 0

i 1 a

V lim f (c g(c ) x f (x) g(x) dx 




      

 ع Sطيغس جٌؿغُ جٌذٚسجٔٝ  Vقيع ضّػً 

يىفْٛ ػرفحسز ػفٓ قحطفً ؽفشـ قؿفُ جٌؿغفُ  Sٚذؼرحسز عخشٜ يّىفٓ جٌمفٛي ذفأْ قؿفُ جٌفذٚسجٔٝ 

جٌذٚسجٔٝ جٌٕحضؽ ػٓ دٚسجْ 
1R  ْقٛي جٌّكٛس جٌغيٕٝ ِٓ قؿُ جٌؿغُ جٌذٚسجٔٝ جٌٕحضؽ ػفٓ دٚسج

2R  ًقٛي جٌّكٛس جٌغيٕٝع قيع ضّػ
1R  جٌّٕطمفس جٌّىطٛيفس جٌّكفذٚدز ِفٓ عػٍفٝ ذّٕكٕفٝ جٌذجٌفسg 

ضّػففً ٚوففزج  x = b, x = aِٚففٓ ععفففً ذففحٌّكٛس جٌغففيٕٝ ِٚففٓ جٌؿففحٔريٓ ذحٌّغففطميّيٓ 
2R  جٌّٕطمففس

ِٚفففٓ ععففففً ذفففحٌّكٛس جٌغفففيٕٝ ِٚفففٓ جٌؿفففحٔريٓ  fجٌّغفففطٛيس جٌّكفففذٚدز ِفففٓ عػٍفففٝ يّٕكٕفففٝ جٌذجٌفففس 

 ع x = b, x = aذحٌّغطميّيٓ 
 

 :   (2)صعشيف 

g(x)ذكيفع ضىفْٛ  [a, b]دجٌطيٓ ِطظٍطيٓ ٚ يفش عفحٌرطيٓ ففٝ جٌفطفشز  g, fذفشع عْ   f (x) 

ِٚفٓ  y = f(x)٘ٝ جٌّٕطمس جٌّغطٛيس جٌّكذٚدز ِٓ عػٍفٝ ذّٕكٕفٝ   Rع ٚذفشع عْ [a, b]فٝ  xٌىً 

 Sٌٍؿغفُ جٌفذٚسجٔٝ  Vففاْ جٌكؿفُ  x = b, x = aِٚفٓ جٌؿفحٔريٓ ذحٌّغفطميّيٓ  y = g(x)ععفً يّٕكٕفٝ 

 قٛي ِكٛس جٌغيٕحش يىْٛ ِؼطٝ وحلآضٝ :  Rجٌٕحشة ِٓ دٚسجْ جٌّٕطمس 

    
b

2 2

a

V f (x) g(x) dx (III)  

: ٔغففطخذَ ؽشيمففس جٌكٍمففس جٌذجتشيففس ػٕففذِح ق يىففْٛ ِكففٛس جٌففذٚسجْ ؾففضءج ِففٓ قففذٚد  (3)ِلاحظااز 

 ع Rجٌّٕطمس جٌّغطٛيس 

دجٌطيٓ ِطظٍطيٓ ٚ يش عفحٌرطيٓ ففٝ جٌفطفشز  v, uذفشع عْ :  (4)ِلاحظز 

[c, d]  ًذكيففع ضىففْٛ (13))عٔظففش جٌشففى ،v(y) u(y)  ًٌىففy  ٝففف[c, d] ع

 y = d٘ٝ جٌّٕطمس جٌّغطٛيس جٌّكذٚدز ِٓ عػٍٝ ذحٌّغفطميُ  Rٚذفشع عْ 

ِٚفٓ   x = u(y)ِٚٓ جٌؿحٔد جليّفٓ ذفحٌّٕكٕٝ  y = cِٚٓ ععفً ذحٌّغطميُ 

 Sٌٍؿغففُ جٌففذٚسجٔٝ  Vفففاْ جٌكؿففُ  x = v(y) جٌؿحٔففد جليغففش ذففحٌّٕكٕٝ 

)عٔظففش جٌشففىً قففٛي ِكففٛس جٌظففحدسجش  Rجٌٕحشففة ِففٓ دٚسجْ جٌّٕطمففس 

 يىْٛ ِؼطٝ وحلآضٝ :  ،(14)

     
d

2 2

c

V u(y) v(y) dy (IV)  



2ِٕطمفففس ِغفففطٛيس ِكظفففٛسز ذفففيٓ  Rرج وحٔفففص ئ:  (3)ِثاااجي  2y 8x, y x   ُفأٚؾفففذ قؿفففُ جٌؿغففف

 قٛي ِكٛس جٌغيٕحشع  Rجٌذٚسجٔٝ جٌٕحضؽ ِٓ دٚسجْ جٌّٕطمس 

 ثٌحً : 

 جٌؿغُ جٌذٚسجٔٝ جٌٕحضؽ ع  (16)ٚيٛػف جٌشىً  Rجٌّٕطمس جٌّغطٛيس  (15)يٛػف جٌشىً  

 
2yجلآْ و قيع عْ ٔمططفٝ  x  ِفغy 8x   ففاْ قؿفُ جٌؿغفُ جٌفذٚسجٔٝ يىفْٛ  (4 ,2) ,(0,0)ّ٘فح

 وّح يٍٝ :  (III)ِؼطٝ ذحعطخذجَ جٌظيغس 

   
22 2 2 52 2

2 4

0 0 0

8x x 48
V 8x x dx 8x x dx

2 5 5


  

                
  

2xِٕطمس ِغفطٛيس ضّػفً ٔظف  دجتفشز ِكفذٚدز ذّٕكٕفٝ  Rئرج وحٔص :  (4)ِثجي  4 y   ِٚكفٛس

قٛي  Rجٌظحدجش فأٚؾذ طيغس جٌطىحًِ جٌطٝ ضّػً قؿُ جٌؿغُ جٌٛسجٔٝ جٌٕحضؽ ػٓ دٚسجْ جٌّٕطمس 

 عx = -1جٌخؾ 

جٌؿغففُ جٌففذٚسجٔٝ  (18)ٚيٛػففف جٌشففىً  Rجٌّٕطمففس جٌّغففطٛيس  (17)يٛػففف جٌشففىً  ثٌحً : 

2xِغ ِلاقظس عْ جٌّٕكٕٝ جٌٕحضؽ  4 y    ٓع  (2- ,0) ,(2 ,0)يمطغ جٌّكٛس جٌظحدٜ ػٕذ جٌٕمططي 

 
، يٕفطؽ ػفٓ دٚسجٔفٗ (17) ,(18)جلآْ و قيع عْ جٌّغططيً جٌّمشخ ٌٍششيكس جلفميفس )عٔظفش جٌشفىٍيٓ 

قٍمس ضىْٛ ػرحسز ػٓ لشص دجتشٜ فٝ ٚعطٗ غمفد ػٍفٝ شفىً لفشص دجتفشٜ  x = -1قٛي جٌخؾ 

24رخش فاْ ٔظ  لطش جٌمشص جٌفذجتشٜ جٌّطؼفّٓ جٌػمفد يىفْٛ ِغفحٚيحً ٌفـ  y 1    ٚئْ ٔظف

ٚػٍيفٗ ففاْ قؿفُ جٌكٍمفس يىفْٛ  1لطش جٌػمفد جٌفزٜ يأخفز شفىً جٌمفشص جٌفذجتشٜ يىفْٛ ِغفحٚيحً ٌفـ 

جٌّطؼّٓ جٌػمد ٔحلظح قؿُ جٌمشص جٌذجتشٜ جٌزٜ يّػً جٌػمفدع ٚذحٌطفحٌٝ ػرحسز ػٓ قؿُ جٌمشص 

 وّح يٍٝ :  (IV)فاْ قؿُ جٌشىً جٌذٚسجٔٝ يىْٛ ِؼطٝ ذٛجعطس جٌظيغس 



 
2 2

2 2

2

2

2 2

0

V 1 4 y 1 dy

2 2 4 y 4 y dy







 
    

 

    
 





 

2ٌؿغفُ لحػفذز دجتشيففس ِكفذٚدز ذٛجعفطس جٌشفىً جٌريففحٔٝ ٌفـ :  (3)ِثاجي  2x y 9  ع عٚؾفذ قؿفُ ٘ففزج

جٌؿغُ ئرج وحْ شفىً وفً ِمطفغ ِفٓ ِمحؽؼفٗ جٌؼحِٛديفس ػٍفٝ جٌّكفٛس جٌغفيٕٝ ٘فٛ ِػٍفع ِطغفحٜٚ 

 جلػلاع ذكيع يمغ ػٍغ ٚجقذ ِٕٗ ػٍٝ جٌمحػذز جٌذجتشيسع 

جٌفزٜ يّػفً ِػٍػفح  ABCلحػذز جٌؿغُ جٌذجتشيس ٚجٌّمطغ جٌؼفحِٛدٜ  (7)يٛػف جٌشىً  ثٌحً : 

 ع3yٚجسضفحع لذسٖ  2yٖ ِطغحٚيح جلػلاع ذطٛس ػٍغ لذس

 
 جٌطٝ ضّػً ِغحقس ٘زج جٌّػٍع ضىْٛ ِؼطحز وّح يٍٝ :  A(x)ٚػٍيٗ فاْ 

   2 21
A(x) (2y) 3y 3y 3 9 x

2
    

 ٌٙزج جٌؿغُ ٘ٛ :  Vٚذحٌطحٌٝ ٔؿذ عْ جٌكؿُ 

 
33 1

2

3 3

x
V 3 9 x dx 3 9x 36 3

3
 

 
     

 
 

 

 .9-3ِجّٛعز صّجسيٓ 

ع عٚؾفذ 4ٚؽٛي ِكٛسٖ جلطغش  5: لحػذز ؾغُ ػٍٝ شىً لطغ ٔحلض ؽٛي ِكٛسٖ جلورش  1ط 

قؿُ ٘زج جٌؿغُ ئرج وحْ وً ِمطغ ػحِٛدٜ ٌٗ جٌّكٛس جلورش ٘ٛ ِػٍع ِطغحٜٚ جٌغفحليٓ رج 

 ع3جسضفحع لذسٖ 

ٚقذجشع عٚؾفذ قؿفُ ٘فزج جٌؿغفُ ئرج ػٍّفص عْ  5: ؾغُ لحػذضٗ دجتشيس جٌشىً ٔظ  لطش٘ح  2ط 

 ِشذغع  (b)ٔظ  دجتشز  (a)ِمطغ ِٓ ِمحؽؼٗ جٌؼحِٛديس ػٍٝ جٌّكٛس جٌغيٕٝ ٘ٛ  شىً وً

ٚؽٛي ػٍغ لحػذضفٗ جٌّشذؼفس  hجٌزٜ جسضفحػٗ ٘ٛ  (right pyramid): عٚؾذ قؿُ جٌٙشَ جليّٓ  3ط 

 ٛ٘aع 

2y: ضمغ لحػذز ؾغُ ِح ذيٓ جٌمطغ جٌّىحفة   4ط  12x  ُٚجٌّغطميx = 3  ُع عٚؾفذ قؿفُ ٘فزج جٌؿغف

 ئرج ػٍّص عْ شىً وً ِمطغ ِٓ ِمحؽؼٗ جٌؼحِٛديس ػٍٝ ِكٛس جٌمطغ ٘ٛ ِشذغع 



: ضمغ لحػذز ؾغُ فٝ جٌشذفغ جلٚي ذفيٓ جٌّغفطميُ   5ط 
4

y 4 x
5

   ٚجٌّكفٛسيٓ ج قفذجغييٓع عٚؾفذ

جٌّكفٛس جٌغفيٕٝ قؿُ ٘زج جٌؿغُ ئرج ػٍّص عْ شىً وً ِمطفغ ِفٓ ِمحؽؼفٗ جٌؼحِٛديفس ػٍفٝ 

 ٘ٛ ٔظ  دجتشزع 

 

 

 

 ِغجةً ِحٌٍٛز 

ِغففففحقس جٌّٕطمففففس جٌّكففففذٚدز ذففففحٌمطغ جٌّىففففحفة عٚؾففففذ  -1 21
y 8 2x x

4
    ٕٝٚجٌّكففففٛس جٌغففففي

 21
L(x) y 8 2x x

4
    ع 

ضؼطففٝ  Aجٌكففً : جٌّغففحقس جٌّطٍٛذففس ٘ففٝ جٌّغففحقس جٌّظٍٍففس فففٝ جٌشففىً جٌّمحذففً ٚ٘ففزٖ جٌّغففحقس 

 ذحٌؼلاِس 

 
b 4

2

a 2

4
2 3

2

1
A L(x)dx 8 2x x dx

4

1 1
8x x x 9

4 3





   

 
   

 

 
 

2yعٚؾذ جٌّغحقس جٌّكذٚدز ذحٌّٕكٕٝ  -2 x(x 3)    ُٚجٌّكٛس جٌغيٕٝ ٚجٌخؾ جٌّغطميx = 2 

 جٌكً : 

 
2 2

2 3 2

0 0

2
4 3 2

0

A x(x 3) dx x 6x 9x dx

1 9
x 2x x 6

4 2

    

 
    
 

 
 

 ػٕذ قغحخ جٌّغحقس ع yيلاقع عٕٔح عخزٔح ج شحسز جٌّٛؾرس ٌـ  

2عٚؾذ ِغحقس جٌّٕطمس جٌّكذٚدز ذحٌّٕكٕيٓ  -3 2y x 2, y 6 x    

2جٌكففً : عٚق ٔٛؾففذ ٔمففؾ ضمففحؽغ جٌّٕكٕففٝ  2y x 2, y 6 x     ٝٚذحٌطففحٌٝ ضىففْٛ  (2 ,2-) ,(2 ,2)ٚ٘فف

 جٌّغحقس جٌّطٍٛذس ٘ٝ 

    
2

2 2

2

A 6 x x 2 dx



     

2لْ  26 x x 2    ٌُىً ليx   [2 ,2-]فٝ جٌفطشز 

 
2

2

2

64
A 8 2x dx

3


     

2عٚؾفففذ ِغفففحقس جٌّٕطمفففس جٌّكفففذٚدز ذحٌشفففىً جٌريفففحٔٝ ٌٍذجٌفففس  -4 2f (x) x x 8x 8     ٚجٌّغفففطميّحش

y 0,x 0,x 2   

1جٌكً : جٌّغحقس جٌّطٍٛذس ِىٛٔس ِٓ ؾضتيٓ  2A A A    قيع 



 

 

1

3 2
1

0

2 2

3 2
2

1 1

47
A x x 8x 8 dx

12

31
A f (x)dx x x 8x 8 dx

12

47 31 78 13
A

12 12 12 2

    

       

    



   

2yعٚؾذ ِغحقس جٌّٕطمس ذيٓ جٌّكٛس جٌظحدٜ ٚجٌمطغ جٌّىحفة  -5 6y 2x 5 0    

 جٌكً : 
2y 6y 2x 5 0

6I 36 4(2x 5)
y 3I 4 2x

2

   

 
   

 

yٚ٘فففٝ جٌّغفففحقس جٌّكفففذٚدز ذفففحٌّٕكٕٝ  1Aجٌّغفففحقس جٌّطٍٛذفففس ضطىفففْٛ ِفففٓ ؾفففضتييٓ  3 4 2x   

ٚ٘ففٝ جٌّغففحقس جٌّكففذٚدز ذففحٌّٕكٕٝ  2A)عػففلاٖ، ع   y = 3ٚجٌّكففٛس جٌظففحدٜ ٚجٌّغففطميُ  

2y 3 4 2x    ُٚجٌّكٛس جٌظحدٜ ٚجٌّغطميy = 3  ععفٍٗع( 

 
b

1 2

a

A y y dx    

 فاْ  2ئٌٝ   0ضطغيش ِٓ  xقيع عْ 

 
2 2

3/ 2

0 0

2 16
A 2 4 2x dx 4 2x

3 3
        

 ؽشيمس عخشٜ

 

2

2

y 6y 2x 5 0

1
x y 6y 5

2

   

    
 

1قيع عْ   y 5   ْفا 

 
5

2

1

1 16
A y 6y 5 dy

2 3
      

 ع  rعٚؾذ قؿُ جٌىشز جٌطٝ ٔظ  لطش٘ح  -6

2جٌكففً : جٌىففشز يّىففٓ جػطرحس٘ففح ؾغففّحً دٚسجٔيففحً يٕشففأ ذففذٚسجْ جٌففذجتشز   2 2x y r   قففٛي جٌّكففٛس

 وّح فٝ جٌشىً جٌّمحذًع ٚذزٌه يىْٛ قؿُ جٌىشز ِغحٚيحً  oxجٌغيٕٝ  

 
r r

2 2 2 3

r r

4
V y dx r x dx r

3
  

 

      

عٚؾذ قؿُ جٌؿغُ جٌذٚسجٔٝ جٌٕحشة ػفٓ دٚسجْ جٌّٕطمفس ففٝ جٌشذفغ جلٚي جٌّكفذٚدز ذفحٌّؼٕٝ  -7
3y x  ٜٚجٌّكٛس جٌظحدoy  ُٚجٌخؾ جٌّغطميy = 4 قٛي جٌّكٛس جٌظحدٜع 



جٌكففً : جٌّٕطمففس جٌّكففذدز فففٝ جٌّغففأٌس ٘ففٝ جٌّٕطمففس جٌّظٍٍففس فففٝ جٌشففىً جٌّمحذففً ٚذففذٚسجٔٙح ضىففْٛ 

2ِٕٙفففح  (x, y)ِغفففحقس دجتفففشز دٚسجْ جٌٕمطفففس  2/3A x y    ْ0ٚقيفففع ع y 4   ُففففاْ جٌكؿففف

 ٘ٛ  Vجٌّطٍٛخ 
4 4

2/3 5/3

0 0

3
V Ady y .4 6.05

5
        

4عٚؾذ قؿُ جٌؿغُ جٌٕحشة ذذٚسجْ جٌّٕطمس جٌّكذٚدز ذحٌّٕكٕٝ  -8
y

x
  ُٚجٌخفؾ جٌّغفطميy 5 x  

 ع oxقٛي جٌّكٛس جٌغيٕٝ 

٘فٝ جٌّٕطمفس جٌّظٍٍفس ذحٌشفىً  y = 5 - xٚجٌّغطميُ  xy = 4جٌكً : جٌّٕطمس جٌّكظٛسز ذيٓ جٌّٕكٕٝ 

 جٌّمحذًع ٌٚزٌه 

 
2

2 2

2

4 16
A 5 x 25 10x x

x x
 
    

          
     

 

yِٓ ٘زٖ جٌّٕطمفسع ِٚفٓ ضمفحؽغ جٌّغفطميُ   (x, y)ضّػً ِغحقس جٌذجتشز جٌٕحضؿس ذذٚسجْ ٔمطس  5 x  

4ٚجٌّٕكٕٝ 
y

x
  ْ1ٔؿذ ع x 4   ٛ٘ ٚػٍٝ رٌه فاْ جٌكؿُ جٌّطٍٛخ 

4

2

2

1

4
3

2

1

16
V 25 10x x dx

x

x 16
25x 5x 9

3 x



 

 
    

 

 
     

  


 

عٚؾفففذ قؿفففُ ؾغففففُ ػٍفففٝ شففففىً ذفففٛق ٔحشففففة ػٕفففذ دٚسجْ جٌّٕطمففففس جٌّكفففذٚدز ذحٌّٕكٕيففففحش  -9
1

x y, y 0, x 1
2

     ُقٛي جٌخؾ جٌّغطميx = 1 ع 

2yجٌكفً : جٌّغفحقس ذفيٓ جٌّٕكٕفٝ  4x  ُٚجٌّغفطميx = 1  وّفح ٘فٝ ِظٍٍفس ذحٌشفىً جٌّمحذفً، ضففذٚس(

2Aٌطىْٛ  x = 1قٛي  (1 x)   ٘فٝ ِغفحقس جٌفذجتشز جٌٕحضؿفس ػفٓ دٚسجْ ٔمطفس (x, y)  ٖففٝ ٘فز

جٌّٕطمففسع 
2

1
A 1 2

2

 

   
 

1ٚجٌمطففغ جٌّىففحفة    x = 1ِٚففٓ ضمففحؽغ جٌّغففطميُ  
x y

2
  ْٔؿففذ ع

0 y 4   ٛ٘ ٌٚزٌه يىْٛ قؿُ جٌؿغُ جٌذٚسجٔٝ جٌٕحشة 
4 4

2

0 0

1 2
V A dy 1 y y dy

4 3
 
 

     
    

عػطيففففففففص ئقففففففففذجغيحش جٌٕمطففففففففس  -11 P x, y  ٌٍففففففففذٚيشٜ جٌطكطففففففففٝ رٜ جٌمشٔففففففففحش جلسذؼففففففففس
3 3x acos , y asin    عٚؾذ ؽٛي جٌّٕكٕٝ جٌىٍٝع 

/ئٌففٝ  Gِففٓ  جٌكففً : ػٕففذِح ضطغيففش  2  ٔشعففُ جٌٕمطففس ع ؾففضء جٌّٕكٕففٝ جٌشجذففغ فففٝ جٌشذففغ جلٚيع(

 وزٌه ٔغطٕطؽ عْ 
2/3 2/3 2/3 2 2 2/3x y a (cos sin ) a      

 ٌزٌهع   Lيمغ ؾضء جٌّٕكٕٝ فٝ جٌشذغ جلٚي ذيٓ لشٔيٓ ٚيغحٜٚ ؽٌٛٗ سذغ جٌطٛي جٌىٍٝ 



/ 2

2 2

0

L 4 dx dy

 







   

 ٚٔكظً ِٓ ِؼحدٌس جٌّٕكٕٝ ػٍٝ 
2 2dy 3acos sin d , dx 3asin cos d        

 ٚيٕطؽ ِٓ رٌه عْ 
/ 2

0

L 4 3a cos sin d 6a



     

2دٚسش جٌّٕطمففس جٌطففٝ دجخففً جٌففذجتشز  -11 2 2x y a   قففٛي جٌّكففٛسx  ٌففطىٓ وففشز ِؿغففّسع عٚؾففذ

 قؿّٙحع 

 فاْ  oxجٌكً : ئرج ضظٛسٔح عْ جٌىشز لذ لطؼص ئٌٝ ششجتف سليمس ذّغطٛيحش ػّٛديس ػٍٝ جٌّكٛس 

 2 2 2V y x a x x        

 ٘ٛ :  Vضؼطٝ قؿُ جٌششيكس ٚذزٌه يىْٛ قؿُ جٌىشز 

 
a

2 2 3

a

4
V a x dx a

3
 



    

 

 صّجسيٓ 

2yجٌّكظٛسز ذيٓ جٌّٕكٕٝ  عٚؾذ جٌّغحقس -1 4 x   ُٚجٌخؾ جٌّغطميy 3 0 ع 

2عٚؾذ جٌّغحقس جٌّكظٛسز ذيٓ جٌّٕكٕٝ  -2 2 2y a x , y x    ٚرٌه فٝ جٌفطشزx , x 0 ع 

yعٚؾذ جٌكؿُ جٌذٚسجٔٝ جٌٕحضؽ ِٓ دٚسجْ  -3 sin x  ٓذيx ,x 0   قٛي جٌّكٛسoxع 

 عaٚٔظ  لطش لحػذضٗ  hعٚؾذ قؿُ جٌّخشٚؽ جٌذجتشٜ جٌمحتُ جٌزٜ جسضفحػٗ  -4

2ففٝ جٌىفشز جٌٕحضؿفس ػفٓ دٚسجْ جٌفذجتشز   aقفش غمد ذمطش  -5 2 2x y a   قفٛي جٌّكفٛسox ع عٚؾفذ

 )خ، ذحلٝ جٌىشزع  قؿُ ولا ِٓ )ع، جٌػمد جٌٕحضؽع

 عٚؾذ عؽٛجي جٌّٕكٕيحش -6
i-  2 2y 4a x ; x 0,a ;a 0.    

ii- 2r a sec ; 0 / 2.
2


     

iii- 2y 2x x , y 0, y 1     

iv- 2 3x y y , x 0    

v- y 4cos2x; 0 x     

yعٚؾفذ ِغفحقس جٌغففطف جٌفذٚسجٔٝ جٌٕففحضؽ ػفٓ دٚسجْ جٌمطففغ جٌٕفحلض  -7 bcos t, x a sin t   ْئرج وففح

 جٌّكٛس جلورش -خ  جٌّكٛس جلطغش -جٌذٚسجْ قٛي  ع

 

 


