
 

 

  

 

      

      جبر مجرد ةمدقم
ياترياض عام تربية وليالأ الفرقة لطلاب   

 



 سعد شرقاوي . د الجبر ارد أسس &
__________________________________________________________________________ 

P 
 : مقدمة §

 رف ـ علم الإنسان ما لم يعلم ، والصلاة والسلام على أش ، الحمد الله الذي علم بالقلم
 ٠٠٠ وعلى آله وصحبه أجمعين وبعد r الأنبياء والمرسلين نبينا محمد

 فلقد ارتبط علم الجبر منذ تأسيسه بعلماء المسـلمين الأوائل وعلى رأسهم العلامة
 المُتوفى وأبو الجود بن الليث ) م ٨٧٤ ( المُتوفى عام ني الماها و ) م ٨٥٠ - م ٧٨٠ ( الخوارزمي

 ، وقد نقل من علومهم بعد ذلك علماء ) م ١١٢٣ - ١٠٤٢ ( وعمر الخيام ) م ١٠٠٨ ( عام
 ، ) م ١٨٢٧ - ١٧٤٩ ( لابلاس ، والفرنسي ) م ١٧١٦ - ١٦٤٦ ( ليبنـز أوروبا مثل الألماني

ور والألماني ، ) م ١٨٥٧ - ١٧٨٩ ( كوشي والفرنسي  في عصر ) م ١٨٩٤ - ١٨٤٠ ( كانتـ
 . التنوير والازدهار الأوروبي

 م وذلك عنـد دراسـته ١٨٧٣ اموعة لأول مرة في عام كانتور وقد عرف الألماني
 . لمتسلسلات الدوال المثلثية، ثم عرفت بعد ذلك العلاقات والرواسم والعمليات الثنائية

 المختلفة ، ومنذ اموعات القاعدة الأسـاسية لدراسـة العلوم الرياضية نظرية وتعتبر
 أن عرفت اموعات حدث تطوراً عظيماً في كل الرياضيات حيث حدث تقريب وربـط

 الحساب والهندسة وبين الجبر والتحليل مما أدى ا نحو التجريد الذي وسـع شموليـة بين
 المفاهيم الرياضية وقلل من قوانينها مما ساعد على اكتشاف علوم رياضية جديدة أدت إلى

. ت مختلفة في جميع االات تطبيقا



 سعد شرقاوي . د الجبر ارد أسس &
__________________________________________________________________________ 

 الجبر ارد س ـ أس رات في ـ ة المحاض ـ تمل على مجموع ـ ش ت تي وال هذه المذكرة ونقدم
 : أبواب خمسة والتي قمت بتدريسها في الجامعات والمعاهد وهي مقسمة إلى

 لاقات ، نظرية اموعات ، وفي الباب الثاني الع تناولنا في الباب الأول
 ، م ، وفي الباب الرابع العمليات الثنائيـة ـ ث الرواس وفي الباب الثال

 . وفي الباب الخامس الأنظمة الرياضية ذات العملية الثنائية الواحدة
 ونسأل االله عز وجل أن ينفعنا بما علمنا وأن يعلمنا ما ينفعنا ، وأن يجعل أعمالنا خالصة

 . لوجهه الكريم ، وأخر دعوانا أن الحمد الله رب العالمين
 سعد شرقاوي . د

 عضو هيئة التدريس بقسم الرياضيات
 كلية العلوم بقنا

جامعة جنوب الوادي
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  الفصل الأول 

 مقدمة في المنطق الرياضي

  . الصحيح الاستدلال  وطرق   التفكير   في  تتبع  التي  القواعد  ي ـــف يبحث   الذي العلم  هو  المنطق 

  المنطقية   والعملية.  الخطأ  من  وصيانته  التفكير  طرق  بتحليل  يعنى  لأنه  للتفكير   أداة  بذلك  وهو

 . القضايا  أو الصيغ من  بفئة  تهتم

الحقيقة والخطأ. وقد  وبشكل عام يمكن القول عن المنطق الرياضي بأنه الأداة الفاصلة بين  

جورج   الإنجليزي  العالم  أبحاث  نتيجة  الميلاد  عشر  التاسع  القرن  أواسط  في  ظهر 

 م(.   1884-1815)بول

المنطق  المكم  - منطق كلاسيكي  أنوع  الاسناديات   - ت لامنطق  الترجيحي  - منطق    - المنطق 

 المنطق البوليان. 

ضع قواعد الاستنتاج والذي  ق.م( أول من و332  -384ويعتبر الفيلسوف الإغريقي أرسطو )

 يقوم على ثلاث مبادئ أساسية وهي: 

 ثنائية القيمــــة: أي أن قيمة القضية اما ان تكون صواب او خطأ.  .1

 عدم التناقــض: أي ألا تكون القضية صواب وخطأ في ان واحد.  .2

 الثالث المستبعد: أي ألا تكون القضية غير صحيحه وغير خاطئة.  .3

 العبارات المنطقية:  (1-1)

 :  تعريف
( هي جملة تحمل خبرا ولا تأخذ  A statement or propositionالقضية أو التقرير ) 

 .( F( أو خاطئة )Tصحيحة ) إحدي القيمتين:

   مثال: 

 "جملة تمثل  تقرير"           لينا تدرس في كلية العلوم. -1

 "  جملة تمثل  تقرير "                تونس عاصمة تونس.  -2

3- x+2=8                                           " لأنها صحيحة لبعض القيم فقط  تقرير لا تمثل "   
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 جدول الصدق أو الحقيقة 

 كل تقرير يمكن تمثيلة بجدول يسمي بجدول الصدق فمثلا

احدى    Pكان    إذا ▪ يأخذ  فأنه  تقريرا 

 القمتين 
   T أو F  

ويمكن وضع ذلك في جدول   
 الصدق.

 

 

P 

T 

F 

 
 .2𝑛من التقارير فان القيم تكون   nكان هناك   إذا ▪
 
 

 p ,qكان لدينا ثلاث تقارير    إذافمثلا  
,r  فان جدول الصدق 

 

R Q P 

T T T 

F T T 

T F T 

T T F 

T F F 

F T F 

F F T 

F F F  
  

   Compound Statement ( أدوات الربط المنطقية1-2)

 كان التقرير يحمل خبر واحد فانه يسمي تقريرا بسيطا مثل "لينا في كلية الطب".  إذا

كان يحمل أكثر من خبر فانه يسمي تقريرا مركبا مثل "صبا في كلية العلوم وتمتلك    إذاأما  

الربط    بأداةعن هذه الجملة لابد من ادخال اداه ربط "و" وهذه الاداة تسمي    “. وللتعبير سيارة  

 المنطقية.  

 خمس ادوات ربط:  على وسنختصر في دراستنا 
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 (: Negativeأداة النفي ) -1

صواب    هو  pكان التقرير   إذا( وتعريف كالاتي -يرمز بالرمز )

خطأ.                                                                                       يكون  p–فان 

هو   p–عدد طبيعي زوجي " فيكون  xهو التقرير "  pفمثلا ليكن  

 "x عدد طبيعي زوجي  ليس” . 

-p P 

F T 

T F 

 

 ملحوظة: 
قلنا نقيض التقرير    إذايجب التفريق بين النفي والنقيض ففي المثال يمثل النفي اما  

p هو  "x طبيعي فردى". عدد 

 

 " conjunction    "andأداة الوصل  -2

 وتعرف كالاتي:  ∧يرمز لها بالرمز  
فان    p, qكان    إذا 𝑝تقريرين  ∧ 𝑞    هو

تقرير صواب في حالة واحدة فقط عندما  
كلا هما صواب وخلاف ذلك    p, qيكون

 يكون خطأ. 
لينا   التالية"  الجملة  لدينا  نفرض  فمثلا: 
بالنادي   وعضوة  الطب  كلية  في  طالبة 
الأهلي" فلو رمزنا للتقرير "لينا طالبة في  

ورمزنا للتقرير    pكلية الطب" بالحرف  

  qالأهلي" بالحرف    بالنادي"لينا عضوة  
𝑝فان الجملة تصبح   ∧ 𝑞 . 

 

𝒑 ∧ 𝒒 𝒒 𝒑 

T T T 

F F T 

F T F 

F F F  

 Or” disjunction“  الفصلأداة  -3

 وتعرف كالاتي:  ∨يرمز لها بالرمز  
𝑝تقريرين فان    p, qكان    إذا ∨ 𝑞  هو تقرير

 ,pخطأ في حالة واحدة فقط عندما يكون  
q    يكون ذلك  وخلاف  خطأ  هما  كلا 

 صواب. 
صبا   التالية"  الجملة  لدينا  نفرض  فمثلا: 

الأهلي"    مبارهذاهبة لكلية الطب أو تشاهد  
الطب    لكلية  ذاهبة  فلو رمزنا للتقرير "صبا 

𝒑 ∨ 𝒒 𝒒 𝒑 

T T T 

T F T 

T T F 

F F F 

 



 مقدمة الجبر المجرد                                                                 د. عمرو محمد الراوي

 

4       

تشاهد    ورمزنا للتقرير "صبا  p" بالحرف  

بالحرف    مباره الجملة    qالأهلي"  فان 

𝑝تصبح   ∨ 𝑞 
  

 " if …,thenأداة الشرط "  -4

 وتعرف كالاتي:  →يرمز لها بالرمز  
فان    p, qكان    إذا 𝑝تقريرين  → 𝑞   هو

تقرير خطأ في حالة واحدة فقط عندما يكون  
p    و    صائبq    خاطئ وخلاف ذلك يكون

 صواب. 
الجملة   لدينا  نفرض  “إذافمثلا:    التالية 

نجحت صبا في الامتحان فان والدها سوف  
يقدم لها هدية" فلو رمزنا للتقرير "نجحت  

بالحرف    " الامتحان  في  ورمزنا    pصبا 

  " هدية  لها  يقدم  سوف  والدها   " للتقرير 
تصبح    qبالحرف   الجملة  𝑝فان  → 𝑞 

حالة واحدة   في  نجحت    إذاوتكون خاطئة 
 صبا ولم يقدم لها والدها هدية. 

 

𝒑 → 𝒒 𝒒 𝒑 

T T T 

F F T 

T T F 

T F F 
 

 :" if and only ifأداة ثنائي الشرط " -5

 وتعرف كالاتي: ↔يرمز لها بالرمز  
فان    p, qكان    إذا 𝑝تقريرين  ↔ 𝑞  هو

تقرير صائب في حالة واحدة عندما يكون  
p,q صائب أو خاطئ وخلاف ذلك    كلاهما

 يكون خطأ. 
الجملة   لدينا  نفرض  “المثلفمثلا:    ث التالية 

كان وكان فقط    إذاالساقين    متساوييكون  
رمزنا   فلو  متساويتان"  زاويتا  فيه  يوجد 

الساقين "    متساويللتقرير "المثلث يكون  
  د المثلث يوجورمزنا للتقرير "  pبالحرف  

بالحرف    " متساويتان  زاويتا  فان    qفيه 

𝑝الجملة تصبح   ↔ 𝑞 . 
 
 

𝒑 ↔ 𝒒 𝒒 𝒑 

T T T 

F F T 

F T F 

T F F 
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 تعريف: 
العبارة المنطقية هي جملة تتكون من عدة تقارير تربط بينهم بعض الروابط  

 المنطقية. 

 (: 1)مثال  

 عبر عن الجمل التالية بصورة رمزية: 

 قنا مدينة مصرية ونهر النيل يمر في أثيوبيا.  -1

 يمر في أثيوبيا.  نهر النيل لا   قنا ليست مدينة مصرية أو  -2

 كانت قنا مدينة مصرية فان نهر النيل يمر في أثيوبيا.  إذا -3

 كان وكان فقط نهر النيل يمر في أثيوبيا.  إذاقنا مدينة مصرية  -4

 الحل:

تقريرا يمثل " نهر النيل يمر في    qيمثل " قنا مدينة مصرية "و    تقريرا p فرضنا إذا

 أثيوبيا " فان: 

𝑝تمثل:   -1 ∧ 𝑞 

𝑝−تمثل:   -2 ∨ 𝑞 − 

𝑝 تمثل:  -3 → 𝑞 

𝑝 تمثل:  -4 ↔ 𝑞 

 (: 2)مثال  

 بارة المنطقية التالية: عن الع عبر بجدول الصدق  

𝐴 = (𝑝 ∨ −𝑞) ∧ 𝑟 

 الحل:

𝒑 𝒒 𝒓 −𝒒 𝒑 ∨ −𝒒 𝑨 

T T T F T T 

T T F F T F 

T F T T T T 

T F F T T F 
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F T T F F F 

F T F F F F 

F F T T T T 

F F F T T F 

 

 Logical Equivalence  العبارات المنطقيةتكافؤ (  3- 1)

 تعريف
لهما   قيم الصواب كانت  إذاأنهما متكافئتان منطقيا  A,Bمنطقيتين يقال لعبارتين  

𝑨متطابقة لجميع قيم الصواب. ويرمز لذلك بالرمز   ≡ 𝑩. 

 (: 3)مثال  

𝑝اثبت أن   ∨ (𝑝 ∧ 𝑞) ≡ 𝑝 

 ل: ــــالح

𝒑 𝒑 𝒑 ∧ 𝒒 𝒑 ∨ (𝒑 ∧ 𝒒) 

T T T T 

T F F T 

F T F F 

F F F F 

 نلاحظ أن العمود الاخير والعمود الأول متطابقين. 

 تعريف
لها دائما   قيم الصوابكانت  إذا صحيحة منطقيا أو استدلال  أنها  Aالمنطقية يقال للعبارة

 الصواب.
𝑨وتكتب  ≡ 𝑻. 
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 ( 4)مثال  

𝑝ل   اثبت أن العبارة التالية استدا  ∨ −𝑝 . 

 الحل:

𝒑 −𝒑 𝒑 ∨ −𝒑 

T F T 

F T T 

𝑝نلاحظ أن  ∨ −𝑝 ≡ 𝑇 

 فتعري
لها   قيم الصواب كانت  إذاأنها خاطئة منطقيا أو تناقض  Aالمنطقية  يقال للعبارة 

𝑨دائما خاطئة. وتكتب   ≡ 𝑭. 
 

 

 ( 5)مثال  

𝑝اثبت أن العبارة التالية تناقض  ∧ −𝑝. 

 الحل:

𝒑 −𝒑 𝒑 ∧ −𝒑 

T F F 

F T F 

𝑝نلاحظ أن  ∧ −𝑝 ≡ 𝐹. 
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  تمارين

 اثبت أن  -1

i. −(𝑝 ∧ 𝑞) ≡ −𝑝 ∨ −𝑞 

ii. −𝑝 ∨ 𝑞 ≡ 𝑝 ⟶ 𝑞 

iii. (𝑝 ⟶ 𝑞) ∧ (𝑞 ⟶ 𝑝) ≡ 𝑝 ↔ 𝑞 

 اثبت العلاقات الاتية:  r, p, qلأي ثلاث تقارير   -2

i. −(−𝑝) ≡ 𝑝. 

ii. −(𝑝 ∧ −𝑝) ≡ 𝑇. 

iii. −(𝑝 ∨ −𝑝) ≡ 𝐹. 

iv. 𝑝 ∧ 𝑝 ≡ 𝑝, 𝑝 ∨ 𝑝 ≡ 𝑝. 

v. 𝑝 ∧ 𝑞 ≡ 𝑞 ∧ 𝑝, 𝑝 ∨ 𝑞 ≡ 𝑞 ∨ 𝑝. 

vi. 𝑝 ∧ (𝑞 ∧ 𝑟) ≡ (𝑝 ∧ 𝑞) ∧ 𝑟, 𝑝 ∨ (𝑞 ∨ 𝑟) ≡ (𝑝 ∨ 𝑞) ∨ 𝑟 

vii. 𝑝 ∧ (𝑞 ∨ 𝑟) ≡ (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (𝑝 ∧ 𝑟), 𝑝 ∨ (𝑞 ∧ 𝑟) ≡ (𝑝 ∨ 𝑞) ∧

(𝑝 ∨ 𝑟). 

viii. −(𝑝 ∧ 𝑞) ≡ −𝑝 ∨ −𝑞, −(𝑝 ∨ 𝑞) ≡ −𝑝 ∧ −𝑞. 

ix. 𝑝 ∨ (𝑝 ∧ 𝑞) ≡ 𝑝, 𝑝 ∧ (𝑝 ∨ 𝑞) ≡ 𝑝. 

 . 
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 العلاقات في المنطق الرياضي ( 1-4)

 تعريف
تقضى   A إنمنطقيتين يحويا نفس التقارير المنطقية. نقول  عبارتين  A,Bبفرض أن 

B كانت   إذا𝑨 → 𝑩 ≡ 𝑻   وتكتب𝐀 ⟹ 𝐁 . 

 ( 6)مثال  

𝑝)برهن أن   ∨ 𝑞) ∧ −𝑝 ⇒ 𝑞 . 

 الحل:

𝑝)لنبرهن أن العبارة  ∨ 𝑞) ∧ −𝑝 ⟶ 𝑞 ≡ 𝑇 

𝒑 𝒒 −𝒑 𝒑 ∨ 𝒒 (𝒑 ∨ 𝒒) ∧ −𝒑 (𝒑 ∨ 𝒒) ∧ −𝒑 ⟶ 𝒒 
𝑻 T F T F T 
T F F T F T 
F T T T T T 
F F T F F T 

 

 تعريف
  Bتكافئ   A إنمنطقيتين يحويا نفس التقارير المنطقية. نقول  عبارتين  A,Bبفرض أن 

𝑨 كانت   إذا ↔ 𝑩 ≡ 𝑻  وتكتب𝐀 ⟺ 𝐁. 
 

 

 ملحوظة: 
𝑨حيث   ↔ 𝑩   يتحقق الا عندما يكون    استدلال يعني صائبة منطقيا وهذا لاA,B   لهم

 نفس قيم 
𝐀ولهذا نكتب   الصواب في جدول الصواب  ⟺ 𝐁   أو𝑨 ≡ 𝑩 . 

 

 ( 6)مثال  

𝐴كانت   إذا ≡ 𝑝 ↔ 𝑞  و𝐵 ≡ (𝑝 ∧ 𝑞) ∨ (−𝑝 ∧ −𝑞)   فبرهن أن𝐴 ≡ 𝐵 

 الحل:
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𝒑 𝒒 A −𝒑 -q 𝒑 ∧ 𝒒 −𝒑 ∧ −𝒒 𝑩 A↔B 
𝑻 T T F F T F T T 
T F F F F F F F T 
F T F T T F F F T 
F F T T T F T T T 
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  تمارين

 اثبت أن  -1

i. 𝐴 ⇒ 𝐴 ∨ 𝐵,   𝐵 ⇒ 𝐴 ∨ 𝐵. 

ii. 𝐴 ∧ 𝐵 ⇒ 𝐴,   𝐴 ∧ 𝐵 ⇒ 𝐵. 

iii. (𝐴 ⟶ 𝐵) ∧ 𝐴 ⇒ 𝐵, (𝐴 ⟶ 𝐵) ∧ −𝐵 ⇒ −𝐴. 

iv. (−𝐴 ∨ 𝐵) ∧ 𝐴 ⇒ 𝐵,   (−𝐵 ∨ 𝐴) ∧ 𝐵 ⇒ 𝐴. 

v. 𝐵 ⇒ (𝐴 ⟶ 𝐵), −𝐴 ⇒ (𝐴 ⟶ 𝐵). 

vi. (𝐴 ⟶ 𝐵) ∧ (𝐵 ⟶ 𝐶) ⇒ (𝐴 ⟶ 𝐶).   

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  

 

      

ي     الجزء الثان  

   دأسس الجبر المجر   
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 أسس الجبر ارد

 الصفحة : المحتوى

 اموعات : الباب الأول

 ١ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ مفهوم اموعة

 ٣ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ التعبير عن اموعات

 ٥ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ الاحتواء

 ٩ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ الفروق والمكملات

 ١١ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ الاتحاد والتقاطع

 ١٩ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ مفهوم التجزيء

 ٢٠ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ) الضرب الكرتيزي ( الحاصل الديكارتي

 العلاقات : الباب الثاني

 ٢٥ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ تعريف العلاقة

 ٢٧ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ خواص العلاقات

 ٣٣ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ علاقة التكافؤ وفصول التكافؤ

 ٣٦ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ علاقة الترتيب الجزئي

 ٣٧ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ الترتيب الفعلي علاقة

 الرواسم : الباب الثالث

 ٤٢ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ تعريف الراسم

 ٤٣ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ نطاق ومدى الراسم

 ٤٤ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ اع الرواسم أنو

 ٤٩ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ معكوس الراسم

٥٢ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ تحصيل الرواسم
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 الصفحة : المحتوى

 العمليات الثنائية : الباب الرابع

 ٥٨ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ تعريف

 ٥٩ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ العنصر المحايد والمعكوس

 ٦٠ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ لعمليات الثنائية بالجداول تمثيل ا

 ٦١ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ n الجمع والضرب بمقياس العدد الصحيح

 الأنظمة الرياضية ذات العملية الثنائية الواحدة : الباب الخامس

 ٦٥ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ تعريف

 ٦٧ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ التمثيل بالجداول

 ٧٢ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ الأنظمة الابدالية

 ٧٤ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ الأنظمة الدامجة

 ٧٦ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ النظام ذو العنصر المحايد

 ٧٩ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ العنصر المعكوس

٨٢ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ المراجع
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 الباب الأول
 Sets اموعات

 : Introduction مقدمة
موعات من أهم ما كشف العقل البشر تولا ترجع . في الرياضيات ي عتبر نظرية ا 

 أهمية نظرية اموعات إلى مجرد أا إضافة جديدة إلى مجال الرياضيات ، فحسب بل لأا
 عالجة فـروع الرياضـيات علاوة على ذلك أمدت الرياضيين بأسس وأساليب جديدة لم

 المختلفة التي كانت قائمة ، كما أتاحت الفرصة لكشف الكثير من الفروع الحديثة ولقـد
 رموز وجبر نظرية اموعات في دراسة هندسة إقليدس وجـبر الأعـداد و ساعدت لغة

 ونظرية الدوال الحقيقية كما أا أصبحت أداة رئيسية في دراسة المنطق وجبر بوليان والجبر
 Boolean ارد &  Abstract  Algebra والهندسات المختلفة والتوبولوجي Topology . 

 . وسوف تقتصر دراستنا في هذا الباب على لغة ورموز وجبر اموعات
 : The Mathematical Concept of a Set مفهوم اموعة

 نتحـدث عـن فكثيراً مـا . هناك أمثلة كثيرة لمفهوم اموعة في حياتنا اليومية
 الـدول " مجموعة " و ، الطلاب التي يتكون منها فريق كرة القدم لكلية العلوم بقنا " مجموعة "

 الحروف الهجائية التي تتكون منـها كلمـة " مجموعة " و ، الأعضاء في هيئة الأمم المتحدة
 . " اتهدون "

مجموعة " طلق عليها لفظ إن كلاً من التجمعات السابقة ي ." 
 لاً ا ولعل هذه العبارة تبرز لنا سؤ . هي تجمع من الأشياء " موعة ا " وعلى ذلك فإن

 يحدد مجموعة بالمعنى الرياضي؟ فمثلاً هـل – أو العناصر – هو ، هل كل تجمع من الأشياء
 ، الأعداد المهمة ، الأشكال الهندسية الجميلة : يمكن أن نطلق لفظ مجموعة على تجمعات مثل

 إن تحديد هذه التجمعات يتوقف أساسـاً علـى . 10 الأعداد الصحيحة الأكبر بكثير من
 ومـاذا الجميل؟ ي ما هو العدد المهم؟ وما هو الشكل الهندس : وجود إجابة محددة للأسئلة

. نعني بأكبر بكثير من؟
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 في الواقع أنه ليست هناك إجابة محددة على كل هذه التساؤلات فـإن الجمـال
 ص لآخر ، ومن ثم فإنه لا يمكن أن تحدد والأهمية أمور تختلف من ثقافة لأخرى ومن شخ

 مجموعة بالمعنى الرياضي ، لأننا لا نستطيع الحكم بصفة قاطعة ة د المهم ا عد عبارات مثل الأ
 وبتعبير آخر إن العبارات السابقة تمثل . التجمع أم لا هذا عما إذا كان عنصر ما ينتمي إلى

 العكس من ذلك فإن عناصر تجمعات وعلى . تجمعات من العناصر غير المعرفة تعريفاً جيداً
 والأعداد الصحيحة الموجبة ABC مثل فريق كرة القدم بكلية العلوم بقنا ، وزوايا المثلث

 معرفة تعريفاً جيداً ، حيث إنه في كل حالة يمكن الحكم بـصفة قاطعـة أن 7 قل من الأ
 موعـة بـالمعنى عنصراً ما ينتمي إلى ذلك التجمع أم لا ، ولذلك فإن كلاً منها تمثـل مج

 : وعلى ذلك يمكننا القول بأن ، الرياضي
 ". هي تجمع من العناصر المعرفة تعريفاً جيداً : اموعة "

 على استخدام الحروف الهجائية الكبيرة للتعبير عن قرر وسوف نصطلح في هذا الم
 : اموعة فمثلاً قد نعتبر

X 11 ,7 ,5 ,3 ,2 هي مجموعة الأعداد الأولية, ….. 

Y هي مجموعة الألوان الأخضر والأصفر والأزرق 
N ة صحيحة الموجب هي مجموعة الأعداد ال N = {1, 2, 3, …..} 

 وكذلك سوف نستخدم الحروف الهجائية الصغيرة للتعبير عن العناصر التي تتكون منـها
 إلى عنصر ينتمي a فإن T = {a, b, c, d, e, f} هي T فمثلاً نعتبر اموعة . اموعات

 : ويعبر عن ذلك رمزياً كالآتى T اموعة
a ∈T قرأ وت a ينتمي إلى T . 

 g للتعبير عن انتماء عنصر إلى مجموعة ونلاحظ مثلاً أن العنصر ∋ أي أننا استخدمنا الرمز

 : ويعبر عن ذلك رمزياً T لا ينتمي إلى اموعة
g ∉ T قرأ وت g موعةلا تنتمي إلى ا T . 

. انتماء عنصر إلى مجموعة عدم للتعبير عن ∌ ا استخدمنا الرمز أي أنن
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 : Set Formulation التعبير عن اموعات §
 : طريقتان للتعبير عن اموعات توجد

 : وتسمى أيضا طريقة الحصر Tabulation Method طريقة السرد - ١
 أوكتابة ) ن ذلك ممكناً إذا كا ( كون منها اموعة ت بكتابة جميع العناصر التي ت ويتم ذلك

 اموعة بين قوسين وضع عناصر ت ، و تنتاج بقية العناصر ـ بعضها بطريقة توضح كيفية اس
ال على ذلك مث " , " وضع فاصلة متوسطين وبين كل عنصرين ت : 

X = {2, 3, 5, 7, 11}, 
Y = {a, b, c, d, e}, 
N = {1, 2, 3, 4, …}. 

 لدالة على جميع العناصر في كل من اموعات ونلاحظ أننا كتبنا بين القوسين الرموز ا
X,Y أما N فقد كتبنا الرموز الدالة على أربع عناصر فقط إذ يمكن استنتاج باقي العناصر . 

 . إلى أن اختلاف ترتيب العناصر بين القوسين في مجموعة لا يغير من اموعة ننبه ونود أن
 ية معينة تميز عناصر ـ بإعطاء خاص م ذلك ويت : The Rule Method طريقة الخاصية المميِزة - ٢

 استخدام هذه الخاصية أن نحدد بطريقة قاطعة ب اموعة عن غيرها من العناصر بحيث يمكن
 . ما إذا كان عنصر ما ينتمي إلى هذه اموعة أم لا

x { خاصية معينة فإن p ت فإذا كان : x لها الخاصية { p موعة التي تتكون من جميعهي ا 
 يقوم مقام كلمة ":" ونلاحظ هنا أن الرمز . p تتمتع بالخاصية x حيث x اصر مثل العن

 : مثال على ذلك " حيث "
X = } x : x وهذه تعني أن } 12 ، 0 عدد أولى بين 

X = {2,3,5,7,11}.
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 : The Empty Set اموعة الخالية §
x { وعة ـ إذا تأملنا ام : x م ـ ننا نج فإ } 1 ، 0 عدد زوجى يقع بينوعة ـ د أن هذه ا 

 مجموعة " قال للمجموعة التي لا تحتوى على أي عناصر بأا وي ، على أي عناصر ي لا تحتو
 φ تخدم الرمز ـ وعادة نس . نبرهن فيما بعد أن اموعة الخالية مجموعة وحيدة ـ وس " خالية

 . أحياناً { } ستخدم الرمز وقد ي ة الخالية موع ليدل على ا " فاي " ويقرأ
 : ة واموعات اللاائية لمنتهي اموعات ا §

ا يموعة ما إ منتهية قال Finite عدد محدود إذا كانت خالية أو كانت تحتوى على n 

 قال للمجموعة أا وفي غير هذه الحالات ي عدد صحيح موجب ، n من العناصر حيث إن
 . Infinite لا ائية
 : تساوي مجموعتين §

موعتين ي قال Y ، X ما متساويتين إذا كانتا تتكونان من نفس العناصر بالضبطبغض أ 
 تكونان متساويتين إذا كانتا مجـرد اسمـين X ، Y ، أي أن اموعتين النظر عن الترتيب

 .  Y = Xموعة واحدة
 : مجموعتين يتضح أن ي ومن تعريف تساو

 Y إذا كانت . ١ =  X فإن كل عنصر من عناصر X ينتمي إلى Y كل عنصر من و 
 . X ينتمي إلى Y عناصر

 وكل X ينتمي إلى Y ر ـ ر من عناص ـ مجموعتين وكل عنص Y, X إذا كانت . ٢
 . Y = X فإن Y ينتمي إلى X عنصر من عناصر
 فإننا نعبر عن ذلك بأن نكتب Y لا تساوي اموعة X وإذا كانت اموعة

X ≠ Y .



 سعد شرقاوي . د ارد أسس الجبر &
______________________ ____________________________________________________ 

٥ 

 : Inclusion الاحتواء §
موعة ن أ قال يا X مجموعة جزئية Subset موعةمن ا Y إذا كان كل عنصر من 

 وفي بعض . Y مجموعة جزئية من X قرأ ي و " X⊂Y " كتب ي و ، Y ينتمي إلى X عناصر
 مجموعة X لتدل على أن اموعة " X تحتوى على Y " وتقرأ " Y⊃X " كتب ي الأحيان

 X فإننا نعبر عن ذلك بالرمز Y ة جزئية من ت مجموع ـ ليس X وإذا كانت Y جزئية من

⊄ Y ) راً واحداً على الأقل ينتمي إلى ـ عني أن هناك عنص وهذا ي X إلى ولا ينتمي Y ( . 
 : تعريف

قال للمجموعة غير الخالية ي X ا مجموعة جزئية فعليةأ Proper Subset موعةمن ا Y 

 . لاحتواء فهوم ا لخواص الأساسية لم والنظرية التالية تتضمن ا X⊂Y ، X≠Y إذا كان
 ): ١ ( نظرية

 . X ⊆X يكون X لأي مجموعة – ١
 . X=Y فإن X⊂Y,Y⊂X إذا كان X,Y مجموعتين ي لأ – ٢
 . X⊂Z فإن X⊂Y,Y⊂Z إذا كان X,Y,Z ثلاث مجموعات ي لأ – ٣

 . صيتين الأولى والثالثة للطالب ا سنبرهن الخاصية الثانية فقط ونترك برهان الخ : البرهان
 . Y ينتمي إلى X كل عنصر من عناصر إذاً X⊂Y بما أن

 ). من تعريف اموعة الجزئية (
 . X ينتمي إلى Y كل عنصر من عناصر إذاً Y⊂X وبما أن

 ). من تعريف اموعة الجزئية (
 ). من تعريف تساوي مجموعتين ( X=Y إذاً

 . X⊂Y,Y⊂X إذا فقط كان تكونان متساويتين إذا و X,Y اموعتان : نتيجة
. ة تعني أن النتيجة وعكسها صحيح " إذا وإذا فقط "



 سعد شرقاوي . د ارد أسس الجبر &
______________________ ____________________________________________________ 

٦ 

 . مجموعة جزئية من أي مجموعة φ اموعة الخالية ): ٢ ( نظرية
 على عنصر ي تحتو φ فهذا يعني أن φ ⊄ X أن وبفرض أي مجموعة X لتكن : البرهان

 ، صر ا عن ة على أي ي لا تحتو φ ولكن هذا مستحيل لأن اموعة X لا ينتمي إلى اموعة
 . φ ⊂ X بد أن تكون وعلى ذلك فلا ، فرض خاطئ φ ⊄ X إذاً و

 . اموعة الخالية وحيدة ): ٣ ( نظرية
 φ1 أن هناك مجموعتين خاليتين هما بفرض : البرهان , φ2 . 

 أي أن φ2 ممكن أن تكون مجموعة جزئية من أي مجموعة φ1 تكون فمن النظرية السابقة
φ1 ⊂ φ2 . 

 . φ2 ⊂ φ1 أي أن φ1 مجموعة جزئية من أي مجموعة ولتكن φ2 وبالمثل
 . أي أن اموعة الخالية وحيدة φ2 = φ1 نستنتج أن ) ١ ( ومن نظرية

 : مثال
 . X كتب جميع اموعات الجزئية للمجموعة فا X = {1,2,3} انت اموعة ك إذا

 : الحل
 هي X اموعات الجزئية للمجموعة

φ, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}. 
 للمجموعة هي اموعة التي عناصرها هي كل اموعات الجزئية W إذا كانت ه ونلاحظ أن

X فإن : 
W = {φ, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}. 

∋ X وإنما X ⊄ W نلاحظ أن و W 

∋ 1 كما نلاحظ أن X 1 ولكن ∉ W 

∌ {2} ضا وأي X {2} بينما ∈ W 

موعة تسمى ا W موعات الجزئيةبمجموعة ا Power set للمجموعة X رمز لها وي 
. X وتسمى أيضا مجموعة القوى للمجموعة P(X) بالرمز
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 : Universal Set اموعة الشاملة §
 على كل ي التي تحتو إذا كان لدينا عدد من اموعات فإن اموعة الشاملة هي اموعة

 تنتمي جميعها إلى هـذه ات ، أو بمعنى آخر أن عناصر هذه اموع ات عناصر هذه اموع
 ويمكن تعيين أكثر من مجموعة شاملة موعة U رمز لها بالرمز ي و ). الشاملة ( اموعة الأم

 . أو لعدد من اموعات ، ويفضل تحديد واحدة منها في المسألة
)  موعات؟ اذكر مثالموعة أو لعدد من ا موعة شاملة .( 

 : Venn Diagram أشكال فن §
 من المفيد دائماً أن يكون لدينا صورة مرئية تمثل محتوى أي مسألة رياضية ، فـإن ذلـك

 بمستطيل في U لذلك سنمثل دائماً اموعة الشاملة . يساعد على الفهم واقتراح الحلول
 هي جميع النقط الواقعة داخل هذا المـستطيل U أن عناصر مستوى الورقة على أن نعتبر

 وفي هذه الحالة يمكن أن نمثل اموعات المختلفة بمساحات داخل هذا المستطيل
 : شكل ال نظر ا

 ) ١ ( شكل
سمى مثل هذه الأشكال بأشكال فن ويمكن استخدام هذه الأشكال في توضيح العلاقـة ت 

 . بين اموعات المختلفة
قبل كبرهان ولكن ينبغى الإشارة إلى أن توضيح مسألة باستخدام أشكال فن لا يمكن أن ي 

 ويجب التعود على استخدام البرهان المنطقى سواء في برهنة النظريات أو . لمسائل اموعات
 . في حل التمارين

U 

X
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 : Implication التضمين §
 . أو خاطئة صحيحة ل أن تكون حتم جملتين خبرتين فإن أي واحدة منهما يA,B  إذا كانت

 فمعنى هـذا حيحة ص B ستلزم بالضرورة أن تكون الجملة ت A الجملة صحة إذا حدث أن
 ة متضمن B الجملة حة ، أو بعبارة أخرى ص B الجملة حة شرط لازم لص A الجملة حة أن ص
 A الجملة حة في ص

 . B تؤدى إلى A قرأ وتA⇒ B  رمزية ال صورة ال ونكتب ذلك ب
x هي A ذا كانت الجملة إ : مثال  في هذه الحالة يكون x 2 = 9 هي الجملة B وكانت 3 =

A ⇒ B . 
A وإذا حدث أن ⇒B , B ⇒A فإننا نكتب A ⇔ B قرأ وت " A إذا وإذا فقط B " 

قال في هذه الحالة أن الجملتين وي A, B متكافئتان . 
y : مثال = 2 ⇔ 3y + 1 = 7 

 : ي تعريف احتواء مجموعة لأخرى كما يل يمكننا وباستخدام مفهوم التضمين
X⊂Y إذا كان a ∈X ⇒ a ∈Y لكل عنصر a .

 : ي كذلك تعريف تساوي مجموعتين يمكن كتابته كما يل
X = Y إذا كان a ∈X ⇔ a ∈Y لكل عنصر a .
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 : Differences and Complements الفروق والمكملات §
 لتي تتكون من جميع العناصـر الـتي هو اموعة ا X,Y الفرق بين مجموعتين : ) ١ ( تعريف

 X – Y بالرمز X,Y رمز للفرق بين ي و Y ولا تنتمي إلى اموعة X تنتمي إلى اموعة

∋ X – Y = {a : a أي أن X, a ∉ Y} 

 X – Y المساحة المظللة تمثل ) شكل ال نظر ا (

 اموعة أو متممة ة سمى مكمل تU – X  فإن اموعة X ⊂ U إذا كانت : ) ٢ ( تعريف
X سمى بالنسبة للمجموعة الشاملةمكملة " ، ومجازاً ت X " و رمز لها بالرمز ي X c ًوأحيانا 

∋ X c = {a : a أي أن \ X بالرمز U, a ∉ X} ) نظر الشكل ا ( : 

 . ) X مكملة اموعة ( X c المساحة المظللة في الشكل السابق تمثل اموعة
∋ a عنصر لاحظ أن لأي ن U إما يكون a ∈ X أو a ∈ X c 

 . هي اموعة الشاملة ) مجموعة الأعداد الصحيحة ( Z باعتبار أن : مثال
 : اموعات الآتية كل من أوجد مكملة ) ١ (

(i)  The set of all Even Numbers. 
 . مجموعة الأعداد الصحيحة الزوجية

(ii)  X = {x : x∈Z, x<1}. 
(iii)  Y = {y : y∈Z, 4<y≤4}. 

Z : أوجد ) ٢ ( – X c ، X c  Y 

X 
Y 

X 

U
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١٠ 

Z : الحل = {0, ± 1, ± 2, ± 3, ± 4, …} 

 (i) مجموعة الأعداد الزوجية ) ١ ( E = {0, ± 2, ± 4, ± 6, ± 8, …} 

∴E c = Z – E = {± 1, ± 3, ± 5, …}. 
 . Odd  Numbers أي أن مكملة مجموعة الأعداد الزوجية هي مجموعة الأعداد الفردية

(ii)  X = {…,  3,  2,  1, 0}. 
∴X c = Z – X = {1, 2, 3, …}. 

(iii)  Y = {…,  6,  5,  4, 5, 6, 7, …}. 
∴Y c = Z – Y = { 3,  2,  1, 0, 1, 2, 3, 4}. 

) ٢ ( X c  Y = {1, 2, 3, 4},  Z – X c = {… ,  3,  2,  1, 0}. 

 . c = X ( X c) يكون X لأي مجموعة ): ٤ ( نظرية
 : أي عنصر في اموعة الشاملة فإن a إذا كان : البرهان

a ∈ (X c ) c ⇒ a ∉ X c ⇒ a ∈ X. 
 : ومن تعريف اموعة الجزئية ، مكملتها إلى لأن أي عنصر إما أن ينتمي إلى اموعة أو

∴(X c ) c ⊂ X.                    (1) 
a ∈ X ⇒ a ∉ X c ⇒ a ∈ (X c ) c يكون و : 
∴ X ⊂ (X c ) c .                   (2) 

 : نستنتج أن (2),(1) من
(X c ) c = X . 

 : بطريقة جداول الانتماء ) ٤ ( نظرية ويمكن إثبات
, X, X c عمود لكل من ي أعمدة ه ثلاث نكون جدول مكون من حيث (X c ) c 

 X اموعة تحتوى على من عناصر اموعة الشاملة التي a وإذا أخذنا العنصر

∋ a احتمالين إما لدينا يكون ف X أو a ∉ X نبدأ بملء الجدول ف : 
∋ a إذا كان X في عمود 1 ضع و ب X في عمود 0 ضع و و X إذا كان a ∉ X 

 : وبالمثل نملأ الأعمدة الباقية باستخدام تعريف هذه اموعات فنحصل على الجدول
X  X c  (X c ) c 
1  0  1 
0  1  0 

 متطابقة ، ول والثالث العمودين الأ من الجدول أن قيم الإنتماء التي في ونلاحظ
. c = X ( X c) ومن ثم يكون
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 Union and Intersection الاتحاد والتقاطع

 مجموعتين فإن اموعة التي تتكون من جميع العناصر التي تنتمى إلى X,Y إذا كان
موعتين على الأقل تموعتين إحدى اسمى اتحاد ا X,Y رمز لها بالرمز وي X∪Y 

قرأ وي " X اتحاد Y " موعتينويمكن التعبير رمزياً عن اتحاد ا X,Y كما يلي : 
X∪Y = {a: a∈X∨a∈Y}. 

 . X,Y لكل من ي تنتم a أو a∈Y أو a∈X ني أن ع ت " ∨ " حيث
 فتمثـل تقـاطع X,Y أما اموعة التي تتكون من العناصر المشتركة فقط بين اموعتين

 : أي أن " Y تقاطع X " قرأ وتX∩Y "  " رمز لها بالرمز ويX,Y  اموعتين
X∩Y = {a: a∈X∧a∈Y}. 

 ). في نفس الوقت X,Y لكل من ي تنتم أي ( a∈Y و a∈X ني أن ع ت " ∧ " يث ح
 , X = {1, 2, 3, 4} إذا كانت : مثال Y = {1, 3, 5, 7} 

 ,  X∩Y = {1, 3} فإن X∪Y = {1, 2, 3, 4, 5, 7} 

 ,  X = {d, e, f} وإذا كانت Y = {a, b, c} فإن X∩Y = φ . 
 : إذا كان Disjoint أما متباعدتان X,Y موعتين قال  ي ) ١ ( : ملاحظات

X∩Y = φ. 
 : فإن X ة مجموع هي اموعة الشاملة لل U إذا كانت ) ٢ (

X∪X c =U , X∩X c =φ 
 : يكون X,Y مجموعتين لأي ) ٣ (

(i)  a∉X∪Y⇔ a∉X∧a∉Y.   (ii)  a∉X∩Y⇔ a∉X∨a∉Y. 
(iii) X⊂ X∪Y, Y⊂ X∪Y.     (iv) X∩Y⊂X , X∩Y⊂Y. 

 : يتحقق X,Y لأي مجموعتين ): ٥ ( ة نظري
X⊂Y ⇔ X∪Y=Y. 

 . متكافئتان X⊂Y ، X∪Y=Y النظرية تنص على أن الجملتين : البرهان
 . Y=X∪Y فإن X⊂Y إذا كان : لاً أي أنه أو

. X⊂Y فإن X∪Y=Y وإذا كان : ثانياً
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 : كما يلي Y = Y ∪ X نبرهن أن س و Y ⊂ X أن نفرض : لاً أو
 : من الواضح أن

Y⊂X∪Y.  (1) 
a∈X∪Y ⇒ a∈X∨ a∈Y ⇒ a∈Y  ; X⊂Y 
∴ X∪Y⊂Y.                            (2) 

 . لاً وهو المطلوب أو X∪Y=Y يكون (2),(1) من
 : Y ⊂ X نبرهن أن س و Y = Y ∪ X نفرض أن : ثانياً

 : من الواضح أن
X⊂X∪Y ⇒  X⊂Y   ; X∪Y=Y. 

 . ثانيا وهو المطلوب
 . ثبت النظرية من أولا وثانيا ت

 : يتحقق X,Y لأي مجموعتين ): ٦ ( نظرية
X⊂Y ⇔ X∩Y = X. 

 : البرهان
 : X = Y ∩ X نبرهن أن س و Y ⊂ X أن نفرض : لاً أو

 : من الواضح أن
X∩Y⊂X.  (1) 
a∈X , X⊂Y ⇒ a∈X ∧ a∈Y ⇒ a∈X∩Y 
∴ X⊂X∩Y.              (2) 

 . لاً وهو المطلوب أو X∩Y=X يكون (2),(1) من
 : Y ⊂ X نبرهن أن س و X = Y ∩ X نفرض أن : ثانياً

a∈X = X∩Y⇒ a∈X ∧ a∈Y ⇒ a∈Y. 
∴ X⊂Y. 

 . ثانيا وهو المطلوب
. ومن أولا وثانيا تثبت النظرية
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 X1⊂ X2 إذا كانت ): ٧ ( نظرية , Y1⊂Y2 فإن : 
(1)  X1∪Y1 ⊂ X2∪Y2. 
(2)  X1∩Y1 ⊂ X2∩Y2. 

 : البرهان
(1) a∈X1∪Y1 ⇒ a∈X1∨ a∈Y1 ⇒ a∈X2∨ a∈Y2  ;X1⊂X2  ,Y1⊂Y2 

∴  X1∪Y1 ⊂ X2 ∪Y2. 
(2) a∈X1∩Y1 ⇒ a∈X1 ∧ a∈Y1 ⇒ a∈X2 ∧ a∈Y2  ;X1⊂X2 ,Y1⊂Y2 

∴  X1∩Y1 ⊂ X2∩Y2. 
 : يتحقق X لأي مجموعة ): ٨ ( نظرية

(1)  X∪X = X. 
(2)  X∩X = X. 

نمو شار إلى هذين القانونين بقانونى اللا وي Idempotency . 
 : يتحقق X,Y لأي مجموعتين ): ٩ ( نظرية

(1)  X∪Y = Y∪X. 
(2)  X∩Y = Y∩X. 

ر إلى هذين القانونين بقانونى الإبدال شا وي Commutative Laws . 
 : يتحقق X, Y, Z لأي ثلاث مجموعات ): ١٠ ( نظرية

(1)  (X∪Y)∪Z = X∪(Y∪Z). 
(2)  ( X∩Y)∩Z = X∩(Y∩Z). 

أو قانوني الترتيب شار إلى هذين القانونين بقانونى الدمج وي Associative Laws . 
 : ي مجموعتين فإن أ X, Y إذا كانت ): ١١ ( نظرية

X – Y c = X∩Y. 
 من عناصر اموعة a الطريقة العامة لأي عنصر ي وه ) ١ ( باستخدام نتيجة نظرية : البرهان

 : نجد أن بين اموعتين الشاملة ومن تعريف الفرق
a∈(X – Y c ) ⇒ a∈X ∧ a∉Y c 

 a∈X ∧ a∈Y ⇒ من تعريف اموعة المكملة

 a∈(X∩Y) ⇒ عريف تقاطع مجموعتين من ت

∴  X – Y c ⊂ X∩Y.  (1)
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 : يكون وبالعكس
a∈(X∩Y) ⇒ a∈X ∧ a∈Y 

⇒ a∈X ∧ a∉Y c 

⇒ a∈(X – Y c ) 
∴  (X∩Y) ⊂ X – Y c .  (2) 

 : نستنتج أن (2),(1) ومن
(X – Y c ) = (X∩Y) . 

 نكون جدول مكون من خمس أعمدة حيث جداول الانتماء ويمكن إثبات ذلك بطريقة
 : عمود لكل من ي ه

X, Y, Y c , (X – Y c ), (X∩Y). 
 X, Y اموعتين على ي من عناصر اموعة الشاملة التي تحتو a وإذا أخذنا العنصر

 : لدينا الاحتمالات الآتية يكون ف
a∈X , a∈Y. 
a∈X , a∉Y. 
a∉X , a∈Y. 
a∉X , a∉Y. 

 . يس هناك أية احتمالات أخرى ول
 a∉X إذا كان 0 ونضع a∈X إذا كان X في عمود 1 نبدأ بملء الجدول بأن نضع

 : وبالمثل نملأ الأعمدة الباقية باستخدام تعريف هذه اموعات فنحصل على الجدول الآتي
X  Y  Y c  (X – Y c )  (X ∩ Y) 
1  1  0  1  1 
1  0  1  0  0 
0  1  0  0  0 
0  0  1  0  0 

 : متطابقة، ومن ثم فإن العمودين الأخيرين من الجدول أن قيم الإنتماء التي في ونلاحظ
(X – Y c ) = X∩Y .
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 : s Laws ' De Morgan دي مورجان قانونى ): ١٢ ( نظرية
 : يتحقق X, Y لأي مجموعتين

(1) (X∩Y) c  = X c ∪Y c  . 
(2) (X∪Y) c  = X c ∩Y c . 

 : البرهان
 : كما يلي اء ول الانتم ا باستخدام جد ) 1 ( سنبرهن

 : نكون جدول الإنتماء كما يلي

X  Y  X c  Y c  X ∩ Y  (X ∩Y) c  (X c ∪ Y c ) 
1  1  0  0  1  0  0 
1  0  0  1  0  1  1 
0  1  1  0  0  1  1 
0  0  1  1  0  1  1 

 : متطابقة، ومن ثم فإن العمودين الأخيرين نلاحظ من الجدول أن قيم الإنتماء التي في
(X∩Y) c = X c ∪Y c . 

 : كما يلي لطريقة العامة باستخدام ا ) 2 ( وسنبرهن
 : عنصر من عناصر اموعة الشاملة فإن a إذا كان ) 2 (

a∈(X∪Y) c ⇒ a∉(X∪Y) 
⇒ a∉X ∧ a∉Y 
⇒ a∈X c ∧ a∈Y c 

⇒ a∈X c ∩Y c . 
∴  (X∪Y) c ⊂ X c ∩Y c  .  (1) 

a∈(X c ∩Y c ) ⇒ a∈X c ∧ a∈Y c ًوأيضا 
⇒ a∉X ∧ a∉Y 
⇒ a∉(X∪Y) 
⇒ a∈(X∪Y) c . 

∴ (X c ∩Y c ) ⊂ (X∪Y) c .  (2) 
 نستنتج أن (2),(1) من

(X∪Y) c = (X c ∩Y c ).
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 : Distributive laws التوزيع قانونى ): ١٣ ( نظرية
 : تحقق ي X, Y, Z لأي ثلاث مجموعات

(1) X∩(Y∪Z) = (X∩Y)∪(X∩Z) 
(2) X∪(Y∩Z) = (X∪Y)∩(X∪Z) 

 : البرهان
 : كما يلي ول الانتماء ا باستخدام جد ) 1 ( سنبرهن

X  Y  Z  X∩Y  X∩Z  Y∪Z  X∩(Y∪Z)  (X∩Y)∪(X∩ Z) 
1  1  1  1  1  1  1  1 
1  1  0  1  0  1  1  1 
1  0  1  0  1  1  1  1 
1  0  0  0  0  0  0  0 
0  1  1  0  0  1  0  0 
0  1  0  0  0  1  0  0 
0  0  1  0  0  1  0  0 
0  0  0  0  0  0  0  0 

 : متطابقة، ومن ثم فإن العمودين الأخيرين نلاحظ من الجدول أن قيم الإنتماء التي في
X∩(Y∪Z) = (X∩Y)∪(X∩Z). 

 : كما يلي بالطريقة العامة ) 2 ( وسنبرهن
 : أحد عناصر اموعة الشاملة فإن a إذا كان ) 2 (

a∈(X∪(Y∩Z)) ⇒ a∈X ∨ a∈(Y∩Z). 
 : فإذا كان

a∈X ⇒ a∈(X∩Y), a∈(X∩Z) 
⇒ a∈(X∩Y)∪(X∩Z). 

 : وإذا كان
a∈(Y∩Z) ⇒ a∈Y, a∈Z 

⇒ a∈X∪Y, a∈X∪Z 
⇒ a∈(X∪Y)∩(X∪Z). 

∴ X∪(Y∩Z)⊂(X∪Y)∩(X∪Z).  (I)
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 : نفرض أن والعكس
a∈(X∪Y)∩(X∪Z) ⇒ a∈(X∪Y)  (1), 
a∈(X∪Z)  (2) 

∌ a إذا كان X (1) من ه فإن  : يكون (2) ,
a∈Y, a∈Z ⇒ a∈(Y∩Z). 
∴ a∈X ∨ a∈(Y∩Z) 
∴ a∈X∪(Y∩Z). 
∴ (X∪Y)∩(X∪Z)⊂X∪(Y∩Z).  (II) 

 : يكون (II),(I) من
∴ X∪(Y∩Z) = (X∪Y)∩(X∪Z). 

 : يمكن اختصار الطريقة العامة لإثبات ما سبق كما يلي : ملاحظة
a∈X∪(Y∩Z) ⇔ a∈X ∨ a∈(Y∩Z) 

⇔ a∈(X∩X) ∨ a∈(Y∩Z) 
⇔ [a∈X ∧ a∈X] ∨ [a∈Y ∧ a∈Z] 
⇔ [a∈X ∨ a∈Y] ∧ [a∈X ∨ a∈Z] 
⇔ a∈(X∪Y) ∧ a∈(X∪Z) 
⇔ a∈(X∪Y) ∩ (X∪Z) 

∴ X∪(Y∩Z) = (X∪Y)∩(X∪Z). 
 . بالنسبة للمجموعات "  " تتوزع على عملية الفرق " ∩ " عملية التقاطع : نتيجة

 . بالنسبة للمجموعات "  " لا تتوزع على عملية الفرق " ∪ " بينما عملية الإتحاد
 : يتحقق X,Y,Z أي أن لأي ثلاث مجموعات

X∩(YZ) = (X∩Y)(X∩Z).      ,   (XY)∩Z = (X∩Z)(Y∩Z). 
X∪(YZ) ≠ (X∪Y)(X∪Z).      ,   (XY)∪Z ≠ (X∪Z)(Y∪Z). 

 . تحقق من ذلك؟
 : يتحقق X,Y باستخدام قوانين التوزيع برهن أن لأي مجموعتين : تمرين

(1)  X∩(X c ∪Y) = X∩Y. 
(2)  X∪(YX) = X∪Y.
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 X,Y للمجموعتين ) أو الاختلاف المتماثل ( تعرف مجموعة الفرق المتماثل : تعريف §

 : كما يلي X∆Y والتي يرمز لها بالرمز
X∆Y = (X∪Y)(X∩Y) = (XY)∪(YX). 

 : وتمثل كما بالشكل
X              Y                            X             Y 

 (YX)∪(XY) = (X∩Y)(X∪Y) تحقق من أن : تمرين

 = ∋ ≥ ≥ = ∋ > > } : , 10 3 { , } : , 12 5 { إذا كانت : مثال y N y y Y x N x x X 

) . قق من ذلك؟ تح ( Y X∆ = } 3 , 4 , 5 , 11 { فإن
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 : Intersection & Generalization of Union تعميم فكرتى الاتحاد والتقاطع §
 اً أو منتهي سواء كان ( يمكن تعميم فكرتى الاتحاد والتقاطع لتشمل أي عدد من اموعات

,G = {X فإذا كانت ). غير منته Y, Z, …} موعات ، أي أنعائلة من ا G مجموعة ي ه 
,X عناصرها مجموعات Y, Z ,... موعة التي تتكون يموعات بأنه اعرف اتحاد هذه ا 

X, Y, Z اموعات هذه إلى واحدة على الأقل من ي من جميع العناصر التي تنتم ,.... 

 …∪X∪Y∪Z رمز لاتحاد هذه اموعات بالرمز ي و

 بأنه اموعة التي تتكون من العناصر G إلى ي كذلك نعرف تقاطع اموعات التي تنتم
X, Y, Z المشتركة بين جميع اموعات ,... 

 … ∩X∩Y∩Z رمز لتقاطع هذه اموعات بالرمز ي و

 i نكتب فإننا X1, X2, X3, …., Xn وإذا كان لدينا عدد محدود من اموعات
n 
i  X 1 = ∪ 

 i نكتب لاتحاد هذه اموعات و
n 
i  X 1 = ∩ موعاتلتقاطع هذه ا . 

, } : { 1  i some for X x x X  i i 
n 
i ∈ = ∪ =  }. : { 1  i all for X x x X  i i 

n 
i ∈ = ∩ = 

 : Partition ء ي التجز §

 ء ي أا تجز X قال موعة من اموعات الجزئية غير الخالية من اموعة ي : تعريف
 . X إذا كانت هذه اموعات متباعدة ثنائياً وكان اتحادها هو اموعة X للمجموعة

 صحيحة تجزىء موعة الأعداد ال تكون {… ,{5,6},{3,4},{1,2}} اموعة : مثال
 . N ة الموجب

 . N لـ ء آخر ي تجز {{…,3,6,9},{…,2,5,8},{…,1,4,7}} كذلك اموعة
 . N لـ ء ي تجز ليست {… ,{3,4},{2,3},{1,2}} اموعة بينما
 : Ordered Pairs المرتبة ) الثنائيات ( زواج لأ ا §
 من هذين العنصرين يمكن تكوين ما يسمى بالزوج . عنصرين في مجموعة x,y ليكن

 y ،وتسمى ) المسقط الأول ( المركبة الأولى x المرتب أو الثنائي المرتب ، حيث تسمى

 أي أن الزوج المرتب هو مجموعة من . للزوج المرتب ) المسقط الثاني ( المركبة الثانية
 x ذلك يرمز للزوج المرتب الذي مركبته الأولى عنصرين الترتيب بينهما أساسي ، ل

. (x,y) بالرمز y ومركبته الثانية
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x ، ويتم التسـاوي فقط في حالة (y,x) ≠ (x,y) في حين أن {y,x} = {x,y} لاحظ أن = 

y وبوجه عام يمكن القول أن ، (a,b) = (c,d) ⇔ a=c ∧ b=d . 
x+2y) إذا علمت أن x,y أوجد : مثال , 3) = (4 , x+y) . 
x+2y من تعريف تساوي الأزواج المرتبة نجد أن : الحل = 4  ,  x+y = 3 

y فبالطرح نجد أن x ، وبالتعويض نجد أن 1 = = 2 . 
 موعتين ) الضرب الكرتيزي ( الحاصل الديكارتي §

Cartesian Product of two Sets : 
 مجموعة الأزواج المرتبة هو X×Y الحاصل الديكارتي . مجموعتين غير خاليتين X,Y ليكن

 : أي أن Y ،ومركبتها الثانية تنتمي للمجموعة X التي مركبتها الأولى تنتمي للمجموعة
X×Y = {(x,y) : x∈X ∧ y∈Y}. 

A ليكن ): ١ ( مثال = {a, b, c} , B = {x, y} فإن 
A×B = {(a,x), (a,y), (b,x), (b,y), (c,x), (c,y)}, 
B×A = {(x,a), (x,b), (x,c), (y,a), (y,b), (y,c)}, 
A×A = {(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c), (c,a), (c,b), (c,c)}, 
B×B = {(x, x), (x, y), (y, x), (y, y)}. 

 . X×X اكتب X={1,2,3} إذا كان ): ٢ ( مثال
 : الحل

X×X={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}. 
 : يتحقق A, B, C, D اختيارية مجموعات لأي : ) ١٤ ( نظرية

(i)  A×(B∩C) = (A×B)∩(A×C). 
(ii)  A×(B∪C) = (A×B)∪(A×C). 
(iii) (A×B)∩(C×D) = (A∩C)×(B∩D). 

 . للطالب (ii) ونترك برهان (iii),(i) سنبرهن : الإثبات
(i)   (x,y)∈A×(B∩C) ⇔ x∈A ∧  y∈B∩C 

⇔ x∈A ∧ y∈B ∧ y∈C 
⇔ (x, y)∈A×B ∧ (x, y)∈A×C 
⇔ (x, y)∈(A×B)∩(A×C). 

∴ A×(B∩C) = (A×B)∩(A×C).
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(iii)  (x,y)∈(A×B)∩(C×D) ⇔ (x,y)∈A×B ∧ (x,y)∈C×D 
⇔ x∈A ∧ y∈B ∧ x∈C ∧ y∈D 
⇔ x∈A∩C ∧ y∈B∩D 
⇔ (x, y)∈(A∩C)×(B∩D). 

∴ (A×B)∩(C×D) = (A∩C)×(B∩D). 
 المربع الكرتيزي ويرمز له X×X حاصل الضـرب الكرتيزي في بعض الأحيان يسـمى

 . X 2 بالرمز
 : esian Products Representation of Cart تمثيل حاصل الضرب الكرتيزي §

 بيانياً برسم محورين المحور الأفقي يمثل عناصـر X×Y يمثل حاصل الضرب الكرتيزي
 (x,y) ، وتمثل الأزواج المرتبة Y ، والمحور الرأسي يمثل عناصـر اموعة X اموعة

 : بنقط في المستوى كما بالشكل ) أي عناصر حاصل الضرب الكرتيزي (
Y 

X 

 : ملاحظة
 فإن حاصل n مجموعة عدد عناصرها Y ، وكانت m مجموعة عدد عناصرها X إذا كانت

). عدد الأزواج المرتبة ( m×n يكون مجموعة عدد عناصرها X×Y الضرب الكرتيزي
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 تماريــن
 : عبير عن اموعات لتحديد عناصر اموعات الآتية استخدم طرق الت - ١

 8 الأعداد الطبيعية الأقل من ) أ (

 صحيحة ولها المقام الأعـداد الـ 1 الأعداد الكسرية التي لها البسط يساوي ) ب (
 7 الأقل من الموجبة

 " . من جد وجد ومن زرع حصد " الحروف المختلفة المكونة للجملة ) ج (
 : صفة مشتركة بين عناصر اموعة عبر عن اموعات الآتية بذكر - ٢

, a } ) أ ( e , i , o , u } 
10 } ) ب ( , 100 , 1000 , 10000 , ...} 
 . {... , 1/4 , 1/3 , 1/2 , 1 } ) ج (

 ): السرد ( عبر عن اموعات الآتية بطريقة الحصر - ٣
X={ x: x  is a factor of ) أ ( 6 } 
 Y={ y: y  is a solution of  y 2 =0 } ) ب (
 A={ a: a∈N, a is odd number,1<a<10} ) ج (
 B={ b: b∈N, b is prime number,1<b<12} ) د (

 . مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة N حيث
 : عط مثال موعات تحتوي على ا - ٤

 . عنصرين فقط ) أ (
 . لا تحتوي على عناصر ) ب (
 . عنصر واحد فقط ) ج (
 . عدد غير محدود من العناصر ) د (

A بفرض اموعة - ٥  : عبر برموز جبرية عن الآتي { 9 , 8 , 5 , 3 } =
 A عنصر في 8 ) أ (

 A ليس عنصرا في 4 ) ب (

8 تحتوي العنصر A يوجد فقط ثماني مجموعات جزئية من عناصر ) ج (
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 : تكون لاائية ، وأيها منتهية حدد أي من اموعات الآتية تكون - ٦
A ) أ ( = { x , y , p , q , 6 , 8 } 
B = { x ) ب ( : x  is a multiple of 3 } 
 اللغة العربية مجموعة حروف ) ج (
} = D ) د ( x : x∈R, 0 ≤ x  . مجموعة الأعدادالحقيقية R حيث {1≥

 : اكتب بعض اموعات التي تصلح كل منها كمجموعة شاملة للمجموعات - ٧
A = {1,2} ,  B = {2,3,4} , C = {3,4,5}. 

 { {3 ,2} ,{3 ,1} ,{2 ,1} } ,{3 ,2 ,1} ، وبين {1} ,1 بين ة ق علا مال - ٨

 : اموعات بفرض - ٩
A = {1,3,5,7} ,  B = {3,5} , E = {2} , D = {5, 7, 9}. 

 : حدد أي من العبارات الآتية يكون صحيحا ، وأيها خطأ
(1) B ⊂ A  (2) E ⊂ B  (3) D ⊂ A 
(4) B ∈ A  (5) φ ⊂ B  (6) φ ∈ B 
(7) E ⊄ A  (8) 7 ⊂ D  (9) 2 = E 
(10) 5 ∈ A  (11) {5} ∈ A  (12) A  finite. 

 : اكتب عناصر مجموعة اموعات الجزئية لكل من اموعات الآتية - ١٠
 {a, b} ) أ (
,a, b, c} ) ب ( d} 
 ): وصحح الخطأ ( بين الصواب من الخطأ فيما يلي X = {a,b,c} إذا كانت - ١١

(1) {a} ∈ X  (2) {a,b} ⊂ P(X)  (3) {φ} ∈ P(X) 
(4) {φ} = φ  (5) {a,b} ⊂ X  (6) {{a}} ⊂ X 
(7) {d} ⊂ P(X). 

 a∈X , b∈Y , X⊂Y ,Y⊂Z بفرض أن - ١٢

 a∈Z هل ) أ (

 b∈Z هل ) ب (

 a∈Y هل ) ج (

 X,Y ون عنصرا من عناصر كلا من يتطلب أن يك Z هل كل عنصر من عناصر ) د (

Y وليس Z يتطلب أن يكون عنصرا من عناصر X هل كل عنصر من عناصر ) ه (
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A بفرض أن - ١٣ = {a,b,c,d}, B = {c,d,e}, C = {c,e,f,g}, D = {a,b,e,f} 

 : عبر عن اموعات الآتية
(i)  A∪(B∪C). 
(ii)  (A∪B)∩C. 
(iii)  (A∩B)∪(C∩D). 
(iv)  A–B. 
(v)  (A∪B)–(A∩B). 

 ,  A={1,2} بفرض أن - ١٤ B={2,3,4} . موعاتلآتية ا اكتب عناصر ا : 
(i)  A×A.  (ii)  A×B. 
(iii)  B×A.  (iv)  B×B. 
(v)  (A×B)∪(B×A).  (vi)  (A×A)∪(B×A). 
(vii)  (A×A)∪(A×B).  (viii)  (A∪B)×A.. 

A ن بفرض أ - ١٥  فحدد أي من اموعات الآتية تكون تجزيئ {6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1} =
 ): مع ذِكر السبب ( وأيها لا تكون A للمجموعة

(i)  { {1, 2, 6}, {6, 3} }. 
(ii)  { {1, 2, 3}, {4, 5, 6, 2} }. 
(iii)  { {1, 2, 3}, {4}, {5, 6} }. 
(iv)  { {1, 2},{3, 4},{5, 6} }. 

 : ن أن بره A, B, C لأي ثلاث مجموعات اختيارية - ١٦
(i)  A∩(B∩C) c = (AB)∪(AC). 
(ii)  A(B∩C) = (AB)∪(AC). 
(iii)  (A∪B)–C = (AC)∪(BC). 
(iv)  A×(BC) = (A×B)(A×C). 
(v)  (A×A)∩(B×C) = (A∩B)×(A∩C).
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 ني الباب الثا
 Relations العلاقات

 الكارتيزي ل الضرب ـ مجموعتان فإن أي مجموعة جزئية من حاص X,Y إذا كانت : تعريف
X×Y سمى علاقة ت ℜ موعتينبين ا X,Y . 
 b يرتبط بالعنصر a قال أن يaℜb  أو ℜ∋(a,b) وإذا كان ℜ ⊆ X×Y أي أن

 . ℜ بالعلاقة
 : ونلاحظ أن

 m هو Y وكان عدد عناصر اموعة n هو X اموعة ر ـ إذا كان عدد عناص ) ١ (

 لأن nm 2 هو X,Y فإن عدد العلاقات المختلفة التي يمكن أن نكوا بين اموعتين
 . nm هو X × Y عدد عناصر اموعة

 . nm 2 هو X×Y عدد اموعات الجزئية من اموعة وإذاً
) ٢ ( سمى أي مجموعة جزئية من ت X×X بعلاقة على X أو علاقة في X أو علاقة من X 

 . X إلى
 . Full ممتلئة علاقة ℜ فإننا نقول أن ℜ = X×X إذا كانت ) ٣ (
 . Empty خالية علاقة ℜ فإننا نقول أن العلاقة ℜ = φ إذا كانت ) ٤ (

 التي تكون ي ولكن العلاقات الجديرة بالدراسة ه ، الأهمية ة العلاقات الممتلئة والخالية قليل
 . X×X من أو X×Y فعلية من مجموعة جزئية ℜ فيها
 : كما يلي X = {2, 3, 4, 6} علاقة معرفة على اموعة ℜ كانت إذا ): ١ ( مثال

(a,b)∈ℜ ⇔ a\b ∀a,b∈X. 
) a\b تعني أن a تقسم b أو أن b تقبل القسمة على a ( فإن مجموعة الثنائيات المرتبة : 

{ (2,2), (2,4), (2,6), (3,3), (3,6), (4,4), (6,6) }. 
 التعبير واضح أن إحداثيي كل عنصر من هذه اموعة يجعلان و ℜ تعبر عن هذه العلاقة

a\b يقسم 2 والعدد ، 6 يقسم العدد 3 والعدد ، 2 يقسم العدد 2 فمثلاً العدد . صحيح 
.. . وهكذا 4 العدد



 سعد شرقاوي . د ارد أسس الجبر &
__________________________________________________________________________ 

٢٦ 

 : ℜ Range & Domain العلاقة ومدى نطاق
 فإننا يمكن أن نميز مجموعتين جزئيتين Y موعة ا إلى X اموعة علاقة من ℜ إذا كانت
 : ما يلي ك Y والأخرى من X واحدة من

 X×Y أول في أحد عناصر ي تظهر كإحداث تي ال X ر ـ تكون من جميع عناص ت اموعة التي

 . ℜ تسمى نطاق العلاقة ℜ التي تنتمي إلى
 X×Y حد عناصر في أ ني ثا ي تظهر كأحداث تي ال Y ر ـ تكون من جميع عناص واموعة التي ت

 . ℜ العلاقة مدى تسمى ℜ إلى ي التي تنتم
 : أن أي ℜ لعلاقة ا لمدى Gℜ وبالرمز R العلاقة لنطاق Dℜ بالرمز ويرمز

Dℜ = {x∈X : (x,y)∈ℜ} , Gℜ = {y∈Y : (x,y)∈ℜ}. 
 : ونلاحظ أن

ℜ ⊆ Dℜ×Gℜ ⊆ X×Y. 
 : يكون المعرفة في المثال السابق ℜ نطاق ومدى العلاقة ): ٢ ( مثال

Dℜ = Gℜ = {2, 3, 4, 6}. 
 : كما يلي X = {1, 2, 3, 4} معرفة على اموعة علاقة ℜ إذا كانت ): ٣ ( مثال

(a,b)∈ℜ ⇔ a>b ∀a,b∈X. 

 Dℜ كمجموعة ثنائيات مرتبة ، ثم أوجد ℜ فعبر عن , Gℜ . 
 : الحل

ℜ = { (2,1), (3,1), (3,2), (4,1), (4,2), (4,3)}. 
Dℜ = {2, 3, 4} , Gℜ = {1, 3, 2}. 

 : Inverse Relation العلاقات العكسية
 Y من ℜ 1 فإنه يمكن تعريف علاقة Y إلى اموعة X ن اموعة م علاقة ℜ إذا كانت

∋y∈Y, x لكل عنصرين أن بحيث X إلى X يكون yℜ 1 x كان إذا فقط xℜy . 
 ) ١ ( ان في مثال ت ا الموضح هم ℜ والعلاقة X إذا كانت اموعة ): ٤ ( مثال

 : فإن X على اموعة ℜ العلاقة العكسية للعلاقة ي ه ℜ 1 وكانت
ℜ 1 = { (2,2), (4,2), (6,2), (3,3), (6,3), 4,4), (6,6)}. 

. b يقبل القسمة على a أن أو a تقسم b أن ني تع aℜ 1 b لاحظ أن
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٢٧ 

 : on of Relations ti Composi تحصيل أو تركيب العلاقات
 Y علاقة من اموعة ℜ2 ، وكانت Y إلى اموعة X موعة علاقة من اℜ1  إذا كانت

 X من لتنتج علاقة ℜ1 مع العلاقة ℜ2 لاقة الع تحصيل أو تركيب فإنه يمكن Z إلى اموعة

 : تعرف كما يلي Z إلى
ℜ2 o ℜ1 = {(x,z): ∃ y∈Y ;(x,y)∈ℜ1  ,(y,z)∈ℜ2}. 

 . العلاقة المحصلة أو العلاقة المركبة ℜ1 o ℜ2 تسمى
A إذا كانت : مثال  : وكانت {3 ,2 ,1} =

ℜ1 = {(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3),(2,1)}, ℜ2 = {(1,1),(1,2),(2,2), (3,1)}. 
 : فإن A علاقتين معرفتين على اموعة

ℜ1o ℜ2 = { (1,1), (1,3), (1,2), (2,2), (2,1), (3,1), (3,3) } , 
ℜ2o ℜ1 = { (1,1), (1,2), (2,2), (3,1), (3,2), (2,1) }. 

 : وواضح أن
ℜ1 o ℜ2 ≠ ℜ2o ℜ1 . 

 : خواص العلاقات §
 : Reflective Relation العلاقة العاكسة : أولاً

 ) أو علاقة انعكاسية ( سمى علاقة عاكسة تℜ  إن ف A ة على اموعة علاق ℜ إذا كانت
 : الشرط إذا تحقق

∀ a∈A ⇒ (a,a)∈ℜ. 
A علاقتين معرفتين على اموعة ℜ1,ℜ2 إذا كانت ): ١ ( مثال  : حيث {3 ,2 ,1} =

ℜ1 = { (1,1), (1,3), (2,2), (3,1), (3,3), (2,1)} , 
ℜ2 = { (1,1), (1,2), (2,2), (3,1)}. 

∀ وذلك لأن علاقة عاكسة تكون ℜ1 فإن العلاقة a∈A ⇒ aℜa 

A∋3 لأن وذلك ليست علاقة عاكسة ℜ2 بينما العلاقة , (3,3)∉ℜ2 . 
 على ي تحتو والتي A اموعة من العلاقات العاكسة على − n n 2 2 عدد يمكن تعريف : نتيجة
. من العناصر n عدد



 سعد شرقاوي . د ارد أسس الجبر &
__________________________________________________________________________ 

٢٨ 

 . n 2 هو AxA موعة حاصل الضرب الكرتيزي مج عدد عناصر وذلك لأن
 وهذه العناصر يجب أن تدخل في تكوين أي n هو (a,a) عدد العناصر التي على الصورة و

 . علاقة عاكسة
 وهذه العناصر يمكننا إضافة أي مجموعة جزئية منها إلى . n 2 –n يكون عدد بقية العناصر و

 . الأولى فنحصل على علاقة عاكسة n العناصر
 − n n 2 2 من العناصر هو n 2 – n عدد اموعات الجزئية التي يمكن تكوينها من أن وكما نعلم

 التي عدد عناصرها A التي يمكن تكوينها على اموعة عدد العلاقات العاكسة وإذاً
n يكون n n 2 2 − . 

 : Symmetric Relation العلاقة المتماثلة : ثانياً
 تناظرية أو علاقة ( سمى علاقة تماثل تℜ  فإن A علاقة على اموعة ℜ إذا كانت
 : الشرط إذا تحقق ) متماثلة أو علاقة

∀ (a,b)∈ℜ ⇒ (b,a)∈ℜ. 
 X إذا كانت ): ٢ ( مثال  : ي ه ℜ وكانت العلاقة {4 ,3 ,2 ,1} =

ℜ = { (1,1), (1,3), (1,4), (3,1), (3,3), (3,4), (4,1), (4,3), (4,4)}. 
 . متماثلة أم لا ؟ لاقة ع ℜ هل

 نجد أن : الحل
(1,1),(1,1)∈ℜ , (1,3),(3,1)∈ℜ , (1,4),(4,1)∈ℜ , (3,3),(3,3)∈ℜ , 
(3,4),(4,3)∈ℜ, (4,4),(4,4)∈ℜ. 

∀ أي أن (a,b)∈ℜ ⇒ (b,a)∈ℜ ومن ثم تكون ℜ علاقة متماثلة . 
 هي ⊥ وكانت مجموعة المستقيمات المرسومة في المستوى ، ي ه X إذا كانت ): ٣ ( مثال
 . X اموعة على معرفة " عمودي على " علاقة

 . L⊥L لا يمكن أن يكون L∈X فإننا نلاحظ أن لكل
 . ليست علاقة عاكسة ⊥ اً العلاقة إذ و

 : فإن X موعة في الج ين مستقيم ين خط L1,L2 وإذا كان
L1 ⊥ L2 ⇒ L2 ⊥ L1. 

. علاقة متماثلة تكون ⊥ اً العلاقة إذ و



 سعد شرقاوي . د ارد أسس الجبر &
__________________________________________________________________________ 

٢٩ 

 : Asymmetric Relation العلاقة المتخالفة : ثالثاً
 ) أو علاقة تخالفية ( متخالفة سمى علاقة تℜ  فإن A علاقة على اموعة ℜ إذا كانت
 : الشرط إذا تحقق

∀ (a,b)∈ℜ ⇒ (b,a)∉ℜ. 
 (a,a) على أي عنصر على الصورة ي نلاحظ أن العلاقة المتخالفة لا يمكن أن تحتو

 . علاقة عاكسة ن أن تكون لا يمك وعلى ذلك فالعلاقة المتخالفة a∈A حيث
A علاقات معرفة على اموعة ℜ1,ℜ2,ℜ3 إذا كانت ): ٤ ( مثال  : حيث {1,2,3} =

ℜ1 = { (1,2), (1,3), (2,3)}. 
ℜ2 = { (1,2), (2,1), (1,3), (2,3)}. 
ℜ3 = { (1,1), (1,2), (1,3), (2,3)}. 

∀ وذلك لأن متخالفة ℜ1 العلاقة فإن (a,b)∈ ℜ1 ⇒ (b,a)∉ ℜ1 العلاقة ، بينما ℜ2 

 ، متخالفة ليست ℜ3 كذلك العلاقة ، و ℜ2∋(2,1),(1,2) لأن وذلك متخالفة ليست
 . ℜ3∋(1,1) وذلك لأن

 : Symmetric Relation  Anti العلاقة عكسية التماثل : رابعاً
 عكسـية التماثل سمى علاقة تℜ  إن ف A علاقة على اموعة ℜ إذا كانت

 : الشرط إذا تحقق ) ماثل أو علاقة متخالفة الت (
∀ (a,b)∈ℜ , a ≠b ⇒ (b,a)∉ℜ. 

 : الشرط إذا تحقق أو
If (a,b)∈ℜ and (b,a)∈ℜ ⇒ a = b. 

 N الموجبة ة صحيح علاقة معرفة على مجموعة الأعداد ال ℜ1 إذا كانت ): ٥ ( مثال

ℜ1 ⇔ b∋(a,b) : كما يلي = a 2 ∀ a,b∈N 

∴ℜ1 = { (1,1), (2,4), (3,9), (4,16), …}. 
 : وذلك لأن عكسية التماثل ℜ1 العلاقة وتكون

∀ (a,b)∈ℜ1  , a ≠b ⇒ (b,a)∉ℜ1. 
 . ℜ1∋(1,1) وذلك لأن متخالفة ليست ولكنها

 تكون و ، علاقة عكسية التماثل تكون ℜ2 العلاقة فإن ℜ2 = ℜ1 – {(1,1)} وإذا كانت
ℜ2 تحقق من ذلك؟ ( أيضاً علاقة متخالفة ( .
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٣٠ 

 : e relation Transitiv العلاقة الناقلة : خامساً
 ) أو علاقة متعـدية ( ناقلة سمى علاقة تℜ  فإن A علاقة على اموعة ℜ إذا كانت
 : الشرط إذا تحقق

∀ (a,b)∈ℜ and (b,c)∈ℜ ⇒ (a,c)∈ℜ. 
A علاقات معرفة على اموعة ℜ1,ℜ2,ℜ3 إذا كانت ): ٦ ( مثال  : حيث {1,2,3} =

ℜ1 = { (1,1), (2,2), (3,3)} , 
ℜ2 = { (1,1), (1,2), (2,2), (3,1)} , 
ℜ3 = { (1,2), (1,3)}. 

∀ وذلك لأن ناقلة علاقة تكون ℜ1 فإن العلاقة (a,b),(b,c)∈ℜ1 ⇒ (a,c)∈ℜ1 

 ℜ2∋(1,2),(3,1) لأن وذلك ناقلة ليست علاقة ℜ2 بينما العلاقة , (3,2)∉ℜ2 

 . وذلك لعدم وجود ما يمنع ذلك ناقلة علاقة تكون ℜ3 والعلاقة
 : يلي ا م ك N الموجبة ة صحيح علاقة معرفة على مجموعة الأعداد ال ℜ ت إذا كان ): ٧ ( مثال

(a,b)∈ℜ ⇔ b = a n ∀a,b,n∈N. 
 : تكون كما يلي ℜ العلاقة فإن

ℜ = { (1,1), (2,2), (2,4), (2,8), … 
, (3,3), (3,9), (3,27), ……. 
, (4,4), (4,16), (4,64), …... 
.………………………..}. 

 : لأن وذلك علاقة ناقلة تكون ℜ والعلاقة
∀ (a,b)∈ℜ, (b,c)∈ℜ ⇒ b = a n , c = b m  ; n,m∈N. 

⇒ c = b m = (a n ) m = a nm = a r  ; r = nm∈N 
⇒ (a,c)∈ℜ 

. ) تحقق من ذلك؟ ( متخالفة ، وليست عكسية التماثل تكون ℜ ومن الواضح أن العلاقة
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٣١ 

 : أمثلة عامة
 N الموجبـة ة صحيح المعرفة على مجموعة الأعداد ال ℜ العلاقة خصائص رس اد ): ١ ( مثال

 : ي كما يل
(a,b)∈ℜ ⇔ a/b∈N ∀a,b∈N. 

 : الحل
 : لأن وذلك عاكسة ℜ العلاقة ) ١ (

∀ a∈N, a/a = 1∈N ⇒ (a,a)∈ℜ. 
 : وذلك لأن متماثلة ليست ℜ العلاقة ) ٢ (

(6,2)∈ℜ ; 6/2 = 3∈N , (2,6)∉ℜ ; 2/6 = 1/3∉N. 
 : لأن وذلك ليست متخالفة ℜ العلاقة ) ٣ (

(1,1)∈ℜ 
 : لأن وذلك عكسية التماثل ℜ العلاقة ) ٤ (

∀ (a,b)∈ℜ, a ≠ b ⇒ a/b∈N  ; a/b ≠ 1. 
⇒ b/a∉N 
⇒ (b,a)∉ℜ. 

 : لأن وذلك ناقلة ℜ العلاقة ) ٥ (
∀ (a,b)∈ℜ, (b,c)∈ℜ ⇒ a/b∈N, b/c∈N 

⇒ (a/b)( b/c)∈N 
⇒ a/c∈N 
⇒ (a,c)∈ℜ. 

 : ي كما يل N العلاقة المعرفة على ي ه ℜ إذا كانت ): ٢ ( مثال
(a,b)∈ℜ ⇔ a/b∈Q ∀ a,b∈N. 

 . ؟ هذه العلاقة خصائص ادرس ف ) هي مجموعة الأعداد النسبية Q حيث (
 : الحل

 : عاكسة وذلك لأن ℜ العلاقة ) ١ (
∀ a∈N ; a/a∈Q ⇒ (a,a)∈ℜ. 

 : متماثلة وذلك لأن ℜ العلاقة ) ٢ (
∀ (a,b)∈ℜ ⇒ a/b∈Q ⇒ b/a∈Q ⇒ (b,a)∈ℜ 

ℜ∋(1,1) ن لأ وذلك ليست متخالفة ℜ العلاقة ) ٣ (
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٣٢ 

 : لأن وذلك ليست عكسية التماثل ℜ العلاقة ) ٤ (
1,2∈N, 1≠2 ,(1,2),(2,1)∈ℜ. 

 : لأن وذلك ناقلة ℜ العلاقة ) ٥ (
∀ (a,b),(b,c)∈ℜ ⇒ a/b,b/c∈Q ⇒ (a/b)( b/c) = a/c ∈Q ⇒ (a,c)∈ℜ. 

: ي ما يل ك N الموجبة ة صحيح المعرفة على مجموعة الأعداد ال ℜ العلاقة درس ا ): ٣ ( مثال
(a,b)∈ℜ ⇔ (ab)/3∈N ∀a,b∈N. 

 ). ناقلة – متماثلة – عاكسة : من حيث كوا (
 . : الحل

 : ليست عاكسة وذلك لأن ℜ العلاقة ) ١ (
1∈N, (1,1)∉ℜ ;(11)/3 = 0/3 = 0∉N. 

 : متماثلة وذلك لأن ليست ℜ العلاقة ) ٢ (
(6,3)∈ℜ ;(63)/3 = 1∈N  ,  (3,6)∉ℜ ;(36)/3 = 3/3 = 1∉N. 

 : ناقلة وذلك لأن ℜ العلاقة ) ٣ (
∀ (a,b)∈ℜ,(b,c)∈ℜ ⇒ (ab)/3∈N, (bc)/3∈N. 

⇒(ab)/3+(bc)/3∈N. 
⇒ (ac)/3∈N. 
⇒ (a,c)∈ℜ. 

 : ي كما يل السابقة ℜ يمكن إعادة صياغة العلاقة : ملاحظة
(a,b)∈ℜ ⇔ a – b = 3n  ; n∈N. 

⇔ a = b + 3n  ; n∈N.
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٣٣ 

 : علاقة التكافؤ وفصول التكافؤ
Equivalence Relation and Equivalence Classes: 

 عاكسة ومتماثلة وناقلة ℜ انت ك و ، A علاقة على اموعة ℜ إذا كانت : ) ١ ( تعريف
ا تعلاقة تكافؤ سمى فإ . 

 : تعتبر علاقة تكافؤ حيث N الموجبة ة صحيح ال على مجموعة الأعداد ي علاقة التساو و
(1) ∀ a∈N ; a = a ⇒ (a,a)∈ℜ. 
(2) ∀ (a,b)∈ℜ ⇒ a = b ⇒ b = a ⇒ (b,a)∈ℜ. 
(3) ∀ (a,b),(b,c)∈ℜ ⇒ a = b, b = c ⇒ a = c ⇒ (a,c)∈ℜ. 

 . عاكسة ومتماثلة وناقلة ، ومن ثم تكون علاقة تكافؤ ℜ العلاقة وإذاً
 . علاقة تكافؤ على أي مجموعة من الأعداد تكون ي علاقة التساو وبالمثل
 : ي كما يل Z مجموعة الأعداد الصحيحة معرفة على ℜ العلاقة إذا كانت ): ١ ( مثال

(a,b)∈ℜ ⇔ (ab)/n∈Z  ; n∈N , n≥2. 
 . علاقة تكافؤ تكون ℜ أن فتحقق من

 : الحل
(1) ∀ a∈Z ;(aa)/n = 0∈Z ⇒ (a,a)∈ℜ. 

 . عاكسة علاقة ℜ وإذاً
(2) ∀ (a,b)∈ℜ ⇒ (ab)/n∈Z ⇒ (ba)/n∈Z ⇒ (b,a)∈ℜ. 

 . ة علاقة متماثل ℜ وإذاً
(3) ∀ (a,b),(b,c)∈ℜ ⇒ (ab)/n∈Z,(bc)/n∈Z. 

⇒ (ab)/n+(bc)/n∈Z. 
⇒ (ac)/n∈Z. 
⇒ (a,c)∈ℜ. 

 . ة علاقة ناقل ℜ وإذاً
 . علاقة تكافؤ ℜ العلاقة ومن ثم تكون

العدد الصحيح بمقياس طابق علاقة الت لاقة سمى هذه الع ت n ، كتب وت ) mod n ( b ≡ a
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 للعنـصر فصل التكافؤ عرف يA .  على اموعة تكافؤ علاقة ℜ إذا كانت : ) ٢ ( تعريف
x∈A موعة بأنها : 

[x] = {y∈A :(x,y)∈ℜ}. 

 : يلي ا م ك Z المعرفة على ℜ أوجد فصول التكافؤ للعلاقة ): ٢ ( مثال
(a,b)∈ℜ ⇔ a ≡ b (mod 5). 

 : ي ه لهذه العلاقة تكون فصول التكافؤ : الحل
[0] = {…,10, 5, 0, 5,10, …}. 
[1] = {…, 9, 4, 1, 6, 11, …}. 
[2] = {…, 8, 3, 2, 7, 12, …}. 
[3] = {…, 7, 2, 3, 8, 13, …}. 
[4] = {…, 6, 1, 4, 9, 14, …}. 

Z وبذلك يكون = [0] ∪ [1] ∪ [2] ∪ [3] ∪ [4] . 
 ,[0] وهـي ℜ فقط لعلاقة التكافؤ فصول تكافؤ أي أنه توجد خمسة [1],  [2],  [3],  [4] 

 قسمة ي أن باق ي ونلاحظ أن كل فصل تكافؤ يتكون من عناصر تتميز بخاصية مشتركة وه
 ، ونلاحظ أيضاً كل فـصلين الموجب ي نفس الباق له 5 العدد الصحيح أي عدد منها على

 Z واتحادهم جميعاً يعطي اموعة ) أي أن تقاطعهما هو اموعة الخالية ( ها منفصلان من

 . Z تجزيء للمجموعة ذه ه ومن ثم تكون مجموعة فصول التكافؤ
 : كما يلي X = {0,1,2,3,4,5,6,7} اموعة علاقة معرفة على ℜ انت ك إذا ): ٣ ( مثال

(a,b)∈ℜ ⇔ (ab)/3∈Z ∀a,b∈X. 
 لهذه العلاقة فصول التكافؤ ، ثم تحقق من أن مجموعة علاقة تكافؤ تكون ℜ أن فتحقق من

 . X تكون تجزيء للمجموعة
 : تكون هي ℜ العلاقة : الحل

ℜ = {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(7,7),(0,3),(3,0),(0,6),(6,0), 
(1,4),(4,1),(1,7),(7,1),(3,6),(6,3),(4,7),(7,4),(2,5),(5,2)}. 

. ) تحقق من ذلك؟ ( علاقة تكافؤ حيث إا علاقة عاكسة ومتماثلة وناقلة ℜ واضح أن
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 : ي ه تكون فصول التكافؤ و
[0] = {0, 3, 6} = [3] = [6]. 
[1] = {1, 4, 7} = [4] = [7]. 
[2] = {2, 5} = [5]. 

 . {2,5},{1,4,7},{0,3,6} ي ثلاثة فصول تكافؤ فقط ه يوجد أنه أي
 حيث X تجزيء للمجموعة تكون {{2,5},{1,4,7},{0,3,6}} مجموعة فصول التكافؤ و

 . X إا متباعدة ثنائياً واتحادها جميعا يساوي اموعة
 : فإن A علاقة تكافؤ على اموعة ℜ إذا كانت ): ١ ( نظرية

b∈[a] ⇔ a∈[b] ∀a,b∈A. 
 : البرهان

b∈[a] ⇔ b∈{y∈A :(a,y)∈ℜ} 
⇔ (a,b)∈ℜ ⇔ (b,a)∈ℜ ⇔ a∈{y∈A :(b,y)∈ℜ} ⇔ a∈[b]. 

 . a∈[a] ∀a∈A فإن A علاقة تكافؤ على اموعة ℜ إذا كانت ): ٢ ( نظرية
 : علاقة تكافؤ فهي عاكسة ومن ثم يكون ℜ حيث إن : البرهان

∀a∈A ⇒ (a,a)∈ℜ ⇔ a∈[a]. 
 . [b] = [a] متقاطعين فإن [b],[a] فصلي التكافؤ إذا كان ): ٣ ( نظرية

 : البرهان
let c∈[a]∩[b] ⇔ c∈[a], c∈[b]. 

⇔ (a,c)∈ℜ, (b,c)∈ℜ. 
⇔ (a,c)∈ℜ, (c,b)∈ℜ. 
⇔ (a,b)∈ℜ. 

let d∈[a] ⇔ (a,d)∈ℜ, (a,b)∈ℜ. 
⇔ (b,a)∈ℜ, (a,d)∈ℜ 
⇔ (b,d)∈ℜ 
⇔ d∈[b]. 

∴[a] = [b]. 
. ما متساويين أو غير متقاطعين وبذلك فإن أي فصلين تكافؤ إ
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 ورة اتحاد ـ على ص A فإنه يمكن كتابة A علاقة تكافؤ على اموعة ℜ إذا كانت ذلك ل و
 : أي أن ℜ للعلاقة مجموعة غير متقاطعة من فصول التكافؤ

[ ] a A  U 
A a∈ 

=  . 

 . ل أن فصول التكافؤ تجزىء اموعة إلى أجزاء غير متقاطعة لذلك يقا و
 : Partial Ordering قة الترتيب الجزئي علا

 : بحيث يكون A معرفة على اموعة ℜ إذا كانت العلاقة : ) ١ ( تعريف
١ - ℜ عاكسة . 
٢ – ℜ عكسية التماثل . 
٣ – ℜ ناقلة . 

 " . ≥ " يرمز أحياناً لعلاقة الترتيب الجزئي بالرمز . ي علاقة ترتيب جزئ سمى تℜ  فإن
 ة صحيح المعرفة على الأعداد ال ) ي من أو تساو قل أ ( ≥ علاقة ال ي ه ℜ إذا كانت ): ١ ( مثال

 . جزئي تكون علاقة ترتيب ℜ ن تحقق من أ ف . N الموجبة
 b ∀a,b∈N ≤ (a,b)∈ℜ ⇔ a : كما يلي ℜ يمكن التعبير عن العلاقة : الحل

(1) ∀ a∈N ; a≤a ⇒ (a,a)∈ℜ. 
 . عاكسة ℜ وإذاً العلاقة

(2) ∀ (a,b)∈ℜ, a ≠ b ⇒ a<b ⇒  b>a ⇒ (b,a)∉ℜ. 
 . كسية التماثل ع ℜ وإذاً العلاقة

(3) ∀ (a,b),(b,c)∈ℜ ⇒ a≤b, b≤c ⇒ a≤c ⇒ (a,c)∈ℜ. 
 . ناقلة ℜ وإذاً العلاقة

 . N علاقة ترتيب جزئي على ℜ تكون وبالتالي
 : كمايلي A للمجموعة المنتهية P(A) اموعة علاقة معرفة على ℜ كانت إذا ): ٢ ( مثال

(X,Y)∈ℜ ⇔ X⊆Y ∀ X,Y∈P(A). 
. ي علاقة ترتيب جزئ تكون ℜ أن تحقق من ف
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 : الحل
(1) ∀ X∈P(A) ; X⊆X ⇒ (X,X)∈ℜ. 

 . علاقة عاكسة R وإذاً
(2) ∀ (X,Y)∈ℜ, X≠Y ⇒ X⊂Y ⇒ Y⊄X ⇒ (Y,X)∉ℜ. 

 . عكسية التماثل علاقة ℜ وإذاً
(3) ∀ (X,Y)∈ℜ, (Y,Z)∈ℜ ⇒ X⊆Y, Y⊆Z ⇒ X⊆Z ⇒ (X,Z)∈ℜ. 

 . ي علاقة ترتيب جزئ ℜ تكون التالي وب . ناقلة علاقة ℜ وإذاً
 : Relation Order Strict ) لدقيق ا الترتيب أو ( فعلي الترتيب ال علاقة : ) ٢ ( تعريف

 : بحيث يكون A رفة على اموعة مع ℜ إذا كانت العلاقة
١ - ℜ عكسية التماثل . 
٢ – ℜ ناقلة . 

 " . > " يرمز أحياناً لعلاقة الترتيب الفعلي بالرمز . فعلي علاقة ترتيب سمى تℜ  فإن
 N الموجبة ة صحيح المعرفة على الأعداد ال ) من قل أ ( > العلاقة ي ه ℜ إذا كانت : مثال

 . ي ل ع ف تكون علاقة ترتيب ℜ ن فتحقق من أ
ℜ ⇔ a<b∋(a,b) : كما يلي ℜ يمكن التعبير عن العلاقة : الحل ∀a,b∈N 

(1) ∀ (a,b)∈ℜ, a ≠ b ⇒ a<b ⇒  b>a ⇒ (b,a)∉ℜ. 
 . كسية التماثل ع ℜ وإذاً العلاقة

(2) ∀ (a,b),(b,c)∈ℜ ⇒ a<b, b<c ⇒ a<c ⇒ (a,c)∈ℜ. 
 . N ى علاقة ترتيب فعلي عل ℜ وبالتالي تكون . ناقلة ℜ وإذاً العلاقة

 . B⊂A ونفرض أن ، ℜ مجموعة مرتبة جزئياً بالعلاقة A لتكن : ) ٣ ( تعريف
جد عنصر إذا و ∈A l بحيث يكون b ℜ l لجميع العناصر ∈B b . 
 بحيث A u∋ جد عنصر وإذا وB ،  للمجموعة lower bound ً ا حداً سفلي مى ـ س يl  فإن

 . B للمجموعة upper bound حداً علوياً سمى يu  فإن . B b∋ لجميع عناصر u ℜ b يكون
. A ولكنها بالطبع عناصر من B إلى ي تنتم u أو l ن لم نشترط أ لاحظ أن إننا
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 B وكانت A معرفة على اموعة ي ب جزئ ـ ة ترتي ـ علاق ℜ إذا كانت : ) ٤ ( تعريف

 ويحقق B فلياً للمجموعة ـ يحقق أنه حداً س l * ر ـ وكان العنص A مجموعة جزئية من
 ي أكبر حد سفل سمى يl  * فإن l ℜ l * ن أ B للمجموعة l آخر ي رط لأي حد سفل الش
رمز له بالرمز وي =inf B * l إذا كان العنصر ، و * u ياً للمجموعة يحقق أنه حداً علو B 

 غر ـ أص يسمى u * فإن u ℜ * u ن أ B للمجموعة u آخر ي ويحقق الشرط لأي حد علو
 . sup B * u = رمز له بالرمز وي ، ي حد علو
 B ⊂ A وكانت A على اموعة ي ترتيب جزئ علاقة ي ه ℜ إذا كانت : ) ٥ ( تعريف

 الحد الأدنى سمى يl  * فإن B * l∋ بحيث لهذه اموعة ي هو أكبر حد سفل l * ان ك و
 . min B * l = رمز له بالرمز ويB ،  للمجموعة

 الحد سمى يu  * فإن . B * u∋ بحيث لهذه اموعة ي هو أصغر حد علو u * كان وإذا
 . max B * u = ويرمز له بالرمز ، الأعظم
 ، B ⊂ A وكانت A على اموعة ي علاقة ترتيب جزئ ي ه ℜ إذا كانت : ملاحظة

 inf B = min B مجموعة محدودة فإن B ة وكانت اموع ,  sup B = max B . 
 M وكانت L على اموعة ـي ة ترتيب جزئ ـ علاق ي ه ℜ إذا كانت : ) ٦ ( تعريف

 شـبكة تسمى L فإن اموعة . تحتوي على الأقل على عنصرين L مجموعة جزئية من
Lattice إذا كان للمجـموعة الجزئيـة M حد علوي أكبر حد سـفلي ، وأصـغر 

 : فإن M={a,b} ، فإذا كانت ) inf M , sup M أي يوجد (
inf M = a∧b  ,  sup M = a∨b . 

 (join) عملية الإتحاد أو الوصل ∨ ،وتسمى (meet) عملية التقاطع أو التلاقي ∧ وتسمى

 إذا كان لكل (Complete Lattice) شـبكة مكتملة أا L يقال عن الشبكة ): ٧ ( تعريف
 . ة جزئية منها أصغر حد علوي مجموع
 إذا كان لكل (Distributive Lattice) شبكة توزيعية أا L يقال عن الشبكة ): ٨ ( تعريف

a,b,c ∈ L يتحقق : a∨(b∧c) = (a∨b)∧(a∨c) ,  a∧(b∨c) = (a∧b)∨(a∧c)
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 حيث أا مرتبة جزئياً ( مجموعة الأعداد الصحيحة تمثل شـبكة ليست مكتملة : أمثلة
 ). ولا يوجد لكل مجموعة جزئية منها أصغر حد علوي " ≥ " سبة للعلاقة بالن

 تمثل شبكة مكتملة وشبكة توزيعية X للمجموعة الإختيارية P(X) أما مجموعة القوى
 ، وأي مجموعة جزئية منها يكون لها أصغر " ⊇ " حيث أا مرتبة جزئياً بالنسـبة للعلاقة (

 ). يتوزعان على بعضهما البعض حد علوي ، وعمليتي الإتحاد والتقاطع
. ولمفهوم الشبكات تطبيقات هامة كما في مجال الهواتف،والحاسبات،والأقمار الصناعية
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 تماريــن
 سنة لها ابن ٣٦ عمرها d سنة ، وابنه ٤٠ عمره c سنة، وله ابن ٧٠ عمره a إذا كان - ١
e وكان ، سنوات ١٠ عمره b سنة وهو أخ لـ ٦٥ عمره a . 

 : قات الآتية كثنائيات مرتبة عبر عن العلا
 ". أكبر من " علاقة ℜ1 العلاقة ) أ (
 ". أخوة " علاقة ℜ2 العلاقة ) ب (
 ". أبوة وبنوة " علاقة ℜ3 العلاقة ) ج (
 ". جد وحفيد " علاقة ℜ4 العلاقة ) د (

 . s1, s2 ، وأختين b1, b2, b3 أسرة مكونة من ثلاثة أخوة - ٢
ات الآتية كثنائيات مرت  : بة عبر عن العلاقـ

 ". أخت لـ " علاقة ℜ1 العلاقة ) أ (
 ". أخ لـ " علاقة ℜ2 العلاقة ) ب (

 – ناقلة - ة التماثل عكسي – متماثلة – عاكسة ( اختبر أي من العلاقات الآتية تكون - ٣

 ): علاقة ترتيب جزئي – علاقة تكافؤ
 . على مجموعة الخطوط المستقيمة في المستوى " يوازي " علاقة ) أ (
 . على مجموعة الخطوط المستقيمة في المستوى " يتعامد مع " علاقة ) ب (
 . على مجموعة الأعداد الطبيعية " أكبر من أو يساوي " علاقة ) ج (
 . على مجموعة أعضاء أسرة ما " أب لـ " علاقة ) د (
 . على مجموعة أعضاء أسرة ما " أخ لـ " علاقة ) هـ (

,ℜ1, ℜ2 العلاقات لتكن - ٤ ℜ3, ℜ4 موعة على معرفةا A={1, 2, 3,  : يث ح {4
ℜ1={ (1, 3), (2, 4), (1, 1), (4, 3), (4, 4), (3, 1) }, 
ℜ2={ (2, 4), (1, 1), (3, 1), (4, 3) }, 
ℜ3={ (2, 3), (1, 2), (3, 4), (4, 1) }, 
ℜ4={ (1, 4), (2, 2), (3, 2) } 

, ℜ2oℜ1 وجد العلاقات المحصلة فا ℜ3oℜ2 , ℜ4oℜ3 , ℜ3oℜ4 .
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 ة صحيح ال مجموعة الأعداد N حيث N×N ات مرتبة من عبر عن العلاقات الآتية كثنائي - ٥
 : ، ثم ادرس خصائص كلا منها الموجبة

(i) ℜ={ (x,y) : x<y }. 
(ii) ℜ={ (x,y) : x≠y }. 
(iii) ℜ={ (x,y) : x≠y, y=2 }. 
(iv) ℜ={ (x,y) : x+2y=12 }. 

 : كما يلي P(X) معرفة على ℜ ، والعلاقة X={1,2,3} بفرض أن - ٦
AℜB ⇔ #(A) = #(B) ∀ A,B∈P(X) 

 . تكون علاقة تكافؤ ℜ أن فتحقق من . A يرمز لعدد عناصر (A)# حيث
 . ل التكافؤ بالنسبة لهذه العلاقة و حدد فص ثم
 هي مجموعة الأعداد المركبة ، والتي الجزء الحقيقي لكل منها لا يساوي C بفرض - ٧

 : كما يلي C على اموعة المعرفة ℜ أن العلاقة تحقق من . الصفر
(a+ib)ℜ(c+id) ⇔ ac>0 

 . تكون علاقة تكافؤ
 : ي كما يل N عرفة على اموعة الم علاقة هي ال ℜ إذا كانت - ٨

(x,y)∈ℜ ⇔ y/x∈N. 
. ي علاقة ترتيب جزئ تكون ℜ العلاقة حقق من أن فت
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 الباب الثالث

 Functions ( Mappings ( الرواسم

 B إلى اموعة A وعة ـ من ام f وعتين فإن العلاقة ـ مجم A,B كانت إذا : تعريف

من أو رابط أو تطبيق سمى راسم ت A إلي B إذا كان : 
∀ a∈A ∃ b∈B ; afb. 

 يرتبط B وعة ام يوجد عنصر وحيد من عناصر A اموعة أي أن لكل عنصر من عناصر
f ويكتب f معه بالعلاقة : A → B ويكون f(a) = b حيث a∈A , b∈B . 

 وعلى ذلك يمكن القول بأن الراسم من مجموعة إلى أخرى هو علاقة تربط كل عنصر من
 . عناصر اموعة الأولى  بعنصر واحد وواحد فقط من عناصر اموعة الثانية

يـحي التـالي في ): ١ ( مثال A امـوعة من f العلاقة الشـكل التوض = {a, b, c, d} 

,B = {k اموعة إلى l, m, n} م حيث ـ تمثل راس : 
f = {(a,k),(b,l),(c,n),(d,n)} 

A 
 . B يرتبط بعنصر وحيد من عناصر اموعة A واضح أن كل عنصر من عناصر اموعة

 : كما يلي R فة على مجموعة الأعداد الحقيقية علاقة معر f إذا كانت ): ٢ ( مثال
f : R → R , f(x) = x 2 ∀ x∈R. 

 . R إلى ي وحيدة تنتم x 2 يوجد x∈R حيث لكل R إلى R عتبر راسم من تf  فإن
 مجموعة كل اموعات الجزئية P(X) وكانت منتهية ، مجموعة X إذا كانت ): ٣ ( مثال
 : كما يلي علاقة معرفة f ت وكان ، X من

f : P(X) → Z +  , f(S) = | S | ∀ S∈P(X). 
S | حيث  هي مجموعة الأعداد الصحيحة غير + Z وحيث S اموعة هو عدد عناصر |

 من ) مجموعة ( حيث إن كل عنصر + Z إلى P(X) عتبر راسم من تf  العلاقة فإن . سالبة ال
 . + Z إلى ي ينتم | S | يوجد بداخله عدد وحيد من العناصر وهو P(X) عناصر

a 
b 
c 

d 

k 
l 
m 
n
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 : نطاق ومدى الراسم
b وكان B إلى A راسم من f إذا كان = f(a) فإن b سمى صورة ت a بالراسم f 

(Image of a by f) ، موعة وتسمى ا A مجال الراسم أو بنطاق الراسم Domain 

سمى وي B ال الم المصاحب أو بالنطاققابل ا Codomain موعة التى تمثل وتسمى ا 
 . (Range of f) الراسم دى صورة اال بم

A  f  B  CoDomain 

 . لمقابل ا ال مجموعة جزئية من ا يكون مدى الراسم : ملاحظة
f المقابل والمدى للراسم ال وا ال أوجد ا : مثال : R → R حيث f(x) = x 2 . 
 ، R الأعداد الحقيقية مجموعة واال المقابل هو R الأعداد الحقيقية مجموعة هو ال ا : الحل

 . * R سالبة ال غير الأعداد الحقيقية مجموعة هو f(R) المدى و
 : تساوى راسمين §

f إذا كان : A → B ,  g : X → Y راسمين فإن الراسمين f, g ين يكونا متساوي 
f كتب ي و = g ال المقابل والمدي ( لهما نفس المعالم كان وإذا فقط إذاال واا .( 

 : أي يكون
A = X, B = Y , f(a) = g(a) ∀ a∈A. 

Domain 
f(A) 
Range
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 : Types of Mappings أنواع الرواسم §

 : ) One to One or Injective ( الراسم الأحادي ) ١ (
قال للراسم ي f : A → B من أو متباين أنه راسم أحادي A إلى B إذا كانت العناصر 

 : أي أن اال المقابل لها صور مختلفة في مجموعة ال المختلفة من مجموعة ا
f(a) = f(b) ⇒ a = b ∀ a,b∈A. 

 ): ر تساوت الأصول إذا تساوت الصو ( أن بمعنى
If a ≠ b in A ⇒  f(a) ≠ f(b) in B. 

 : ) Onto or Surjective ( الراسم الفوقي ) ٢ (
قال أن ي f من أو شامل أو غامر راسم فوقي A إلى B إذا كان مدى الراسم f 

 . A له أصل في يكون B أي أن كل عنصر من عناصر . B يساوي اال المقابل
 : أي أن

∀ b∈B ∃ a∈A ; f(a) = b. 

 : ) Bijective or One to One Correspondence ( التناظر الراسم أحادي ) ٣ (
قال للراسم ي f : A → B من أو تقابل تناظر أحادي أحادي التناظر أو أنه A إلى B 

 صورة A لكل عنصر في يكون أي . في نفس الوقت راسم أحادي وفوقي f إذا كان
. A صل وحيد في أ B ولكل عنصر في ، B وحيدة في
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 : ) انظر المخططات السهمية الآتية ( أمثلة توضيحية §

 : علاقات وليست رواسم ) ١ (
A                        B                        A                        B 

 : رواسم أحادية ) ٢ (
A                        B                        A                        B 

 : رواسم ليست أحادية ) ٣ (
A                        B                        A  B 

 : رواسم فوقية ) ٤ (
A                        B                        A                        B 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

.
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 : رواسم ليست فوقية ) ٥ (
A  B                        A                        B 

 : ة التناظر رواسم أحادي ) ٦ (
A                        B                        A                        B 

 : ة التناظر رواسم ليست أحادي ) ٧ (
A                        B                        A                        B 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 
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 : أمثلة تحليلية §

f هي مجموعة الأعداد الصحيحة فحدد نوع الراسم Z نت إذا كا ): ١ ( مثال : Z → Z 

 . x∈Z لكل f(x) = 2x+1 حيث
 : الحل

(1) let x1,x2∈Z ,f(x1) = f(x2) ⇒ 2x1+1 = 2x2+1 ⇒ x1 = x2. 
 . أحادي راسم f وإذاً

(2) let y∈Z , y=f(x) ⇒ y = 2x+1 ⇒ x = (y1)/2∉Z. 
 . فوقي ليس راسم f وإذاً
f هي مجموعة الأعداد الحقيقية فحدد نوع الراسم R ت إذا كان ): ٢ ( مثال : R → R 

 : حيث

  

 
 
 

≠ 
− 

= 
. 0 

, 0 1 
) ( 

2 

otherwise 

x if 
x 

x 
x f ∀ x∈R. 

 : الحل
(1) 1,1∈R , f(1) = f(1) = 0. 
 f وإذاً ليس لكل عنصرين مختلفين في اال صورتين مختلفتين في اال المقابل ، ومن ثم فإن

 . أحادي ليس راسم
(2) let y∈R , y = f(x) 

y فإذا كان x فإن 0 = y وإذا كان ، f(0) = 0 حيث 0 =  حيث x فنبحث عن 0 ≠

y = f(x) ⇒ 
x 
1 x y 

2 − 
= ⇒  0 1 2 = − − yx x ⇒ ( )  . 4 

2 
1  2  R y y x ∈ + ± =

 . R اال له أصل في يكون R اال المقابل وبذلك كل عنصر غير صفري في
. فوقي f وعلى ذلك فإن الراسم
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 + → = + + ∀ ∋ R x x x x f R R f حدد نوع الراسم : ) ٣ ( مثال 1 ) ( , :  2 

 . مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة + R حيث
 : الحل

(1) let x1,x2∈R , f(x1) = f(x2) 
⇒ x1 +  1 x 2 1 +  = x2 +  1 x 2 2 + 

⇒ (x1 – x2) =  1 x 2 2 + - 1 x 2 1 +  . 

⇒ ( )( ) 1 x 1 x 2 1 x 1 x x x 2 x x  2 
2 

2 
1 

2 
2 

2 
1 2 1 

2 
2 

2 
1 + + − + + + = − +  . 

⇒ ( )( ) 1 x 1 x  2 
2 

2 
1 + +  = 1 + x1x2. 

⇒  2 
2 

2 
1  x x +  + 1 +  2 

2 
2 
1 x x  = 1 +  2 

2 
2 
1 x x  + 2 x1x2. 

⇒  2 
1 x   2 x1x2 +  2 

2 x  = 0. 
⇒ (x1 – x2) 2 = 0. 
⇒ x1 = x2. 

f(x1) إذا كانت الصور ه أي أن , f(x2) صول الأ متساوية فإن x1, x2 متساوية وعلى تكون 
 . راسم أحادي f ذلك فإن

(2) let  ) 1 ( ) ( ,  2 + + = = ∈ +  x x x f y R y 

⇒  ) 1 ( ) (  2 + = −  x x y ⇒  1 2  2 2 2 + = + −  x x yx y ⇒  R 
y 

y x ∈ 
− 

= 
2 

1 2 

. 

 R في اال x أصل وجد ي + R في اال المقابل y لكل عنصر أي أن

 . راسم فوقي f وإذاً
 . التناظر راسم أحادي f يكون (2),(1) من

 هي N ، وكانت الزوجية الموجبة الصحيحة الأعداد مجموعة هي * Z إذا كانت ): ٤ ( مثال
f الموجبة فحدد نوع الراسم ة صحيح الأعداد ال مجموعة : N → Z * حيث : 

f(x) = 2x ∀ x∈N. 
 : الحل

(1) let x1,x2∈N , f(x1) = f(x2) ⇒ 2x1 = 2x2 ⇒ x1 = x2. 
 . أحادي راسم f وإذاً

(2) let y∈Z * , y=f(x) ⇒ y=2x ⇒ x=(y/2)∈N. 
. التناظر راسم أحادي f يكون (2),(1) من و . راسم فوقي f وإذاً
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 : Inverse of the Mapping معكوس الراسم §
 ما نعلم أن كل راسم علاقة ، وك . B إلى اموعة A معرف من اموعة f إذا كان الراسم

 والسؤال الآن هو هل هذه العلاقة A إلى B أي أنه يمكن إيجاد العلاقة العكسية للراسم من
 : للإجابة على هذا السؤال نستعرض الأمثلة الآتية و تكون راسم ؟

A         h          B                   A        g         B              A  f         B 

 ) ج ( شكل ) ب ( شكل ) أ ( شكل
 لأن A إلى B من وليست راسم علاقة f 1 وأن B إلى A راسم من f نجد أن ) أ ( في شكل
 له صور بالعلاقة العكسية ليس e وأيضاً لأن العنصر ، a,b هما مرتبط بعنصرين d العنصر
f  1 ، ونلاحظ أن f راسم ليس فوقي لأن e ليس لها أصل في A بالراسم f ، وأن f راسم 

 راسم كان يجب أن يكون لكل f –1 ولكى يكون . A لها أصلان في d ليس أحادي لأن
 . f –1 بالراسم A دة في ي صورة وح B عنصر في

 . f بالراسم A ر تكون صور وحيدة لعناص B أي أن كل عناصر
 : الآتيين في الشرطين ة ذلك ويمكن صياغ

 . f بالراسم A تكون صور لعناصر يجب أن B كل عناصر ) ١ (
 . كل هذه الصور تكون وحيدة ) ٢ (

 أن الراسم ني ع ي ) ٢ ( الشرط يجب أن يكون فوقي ، و f أن الراسم ني ع ي ) ١ ( الشرط ونجد أن
f يجب أن يكون أحادي . 

 م يجب أن يكون ـ أيضاً راس f لاقة العكسية للراسم تكون الع لكي ه تنتج أن ـ وذا نس
 . التناظر أحادي f الراسم

 لها صور في B راسم فوقي ولكنه ليس أحادي لأن كل عناصر g الراسم ) ب ( في الشكل و
A ولكن العنصر d في مرتبط بعنصرين A . 

a 
b 
c 

d 
e 
l 

a 
b 
r 
c 

d 
e 
l 

a 
b 
c 

d 
e 
l
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 حيد و مرتبط بعنصر ليس d ليست راسم لأن العنصر g –1 وذا نجد أن العلاقة العكسية
 . g –1 بالعلاقة العكسية A في
 عتبر تh –1  وذا نجد أن العلاقة العكسية . راسم أحادي وفوقي h الراسم ) ج ( في الشكل و

 h –1 بالعلاقة العكسية A حد فقط في ا و مرتبط بعنصر B راسم لأن كل عنصر في

 يكون ) إن وجد ( f –1 الراسم العكسي فإن التناظر أحادي f إذا كان الراسم : ملاحظة
 . التناظر أيضاً أحادى

 : توضيحية أمثلة §
 ومن ثم يكون الراسم . التناظر راسم أحادي g(x) = x 3 حيث g : R → R الراسم – ١

 g –1 : كما يلي معرف g –1 العكسي : R → R ;  g –1 (x) = x 1/3 ∀ x∈R 

g(x) = x 3  g –1 (x) = x 1/3 

X  X 

f الراسم – ٢ : R → R حيث f(x) = x 2 الراسم العكسي ومن ثم يكون . ليس أحادي f 1 

 : فإن + R صبح لتR  ولكن إذا تم تصغير معرف ، غير
f : R + → R +  ;  f(x) = x 2 . 

 : كما يلي معرف f –1 كون وفي هذه الحالة ي . التناظر أحادي f يصبح الراسم وبذلك
f –1  : R + → R + ;  f –1 (x) = x 1/2 ∀ x∈R + . 

f(x) = x 2  f(x) = x 2  f(x) = x 1/2 

X
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 : اموعتين نفرض - ٣

 
 
 

 
 
 ≤ ≤ 

− 
∈ = 

2 2 
: π π  x R x I  ,    J = {x∈R :  1 ≤ x ≤ 1}. 

Sin والراسم : I → J يلي ا م المعرف ك : 
sin x = y , ∀ x∈I , y∈J. 

 . يكون معرف sin –1 : J → I والراسم العكسي . التناظر أحادي يكون هذا الراسم
J 

sin(x) 

π/2 π/2  I 

 sin –1 بالراسم العكسي I يقابلها نقطة وحيدة في J ومن الرسم نلاحظ أن كل نقطة في

 : اموعتين نفرض - ٤
I = {x : x∈R ,  π ≤ x ≤ π},  J = {y : y∈R ,  1 ≤ y ≤ 1}. 

sin والراسم : I → J يلي ا م المعرف ك : 
sin x = y ∀ x∈I , y∈J. 

 حيث إن b,c∈I هما I له أصلان في a∈J ليس أحادي لأن العدد sin الراسم هذا
sin b = a , sin c = a الراسم هذا و sin فوقي لأن كل النقط في أيضاً راسم J 

 أحادي يكون لا sin غير معرف لأن sin –1 وبذلك فإن الراسم العكسي I لها أصل في
 . على هذه الفترات التناظر

y العلاقة ولذلك حتى نتعامل مع = sin –1 x يجب أن نح ال دد ا لهذه العلاقة المقابل ال وا 
x ≥ 1 : بالفترات ≤  1 ، 

2 
y 

2 
π 

≤ ≤ 
π − . 

J 
sin(x) 

a 

π  b        c π  I
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 : Composition of Mappings تحصيل الرواسم §
 : يلي ا م معرفة ك g , f إذا كان الرواسم

f : A → B  ,  g : D → C. 
 لينتج الراسم f مع الراسم g م الراس ) تركيب ( تحصيل يمكن ه فإن . f(A) ⊂ D وكانت
gof ) المركبة ( المحصلة : A → C حيث يكون : 

(gof)(a) = g(f(a)) ∀ a∈A. 
 موعات لأي ثلاث مج ه ، وبذلك فإن يتحقق دائماً f(A)⊂ D فإن الشرط B = D وفي حالة
A, B, C ولأي راسمين : 

f : A → B  ,    g : B → C, 
 إلا إذا كان يكون معرفاً لا fog الراسم ونلاحظ أيضاً أن gof يمكن دائماً تعريف الراسم

g(B)⊂ A ، وعندئذ فليس من الضروري أن يكون fog = gof . 
f إذا كانت : توضيحي مثال : A → B  ,  g : B → C راسمين الشكل ب كما ين عرف م : 

A         f           B        g            C 

gof فإن الراسم المحصلة : A → C عرف بالشكل التاليي : 
A       gof  C 

a 
b 
c 

x 
y 
z 

r 

s 
t 

a 
b 
c 

r 
s 
t
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 : أمثلة تحليلية §
 : حيث راسمين f, g : R → R إذا كان ): ١ ( مثال

g(x) = x 2 ,  f(x) = 1 x. ∀ x∈R. 
 : فإن

(fog)(x) = f(g(x)) = f(x 2 ) = 1 – x 2 . 
(gof)(x) = g(f(x) = g(1 – x) = (1 – x) 2 . 
(fof)(x) = f(f(x)) = f(1 – x) = 1 – (1 – x) = x. 

 : حيث راسمين f, g : R → R إذا كان ): ٢ ( مثال
g(x) = 2x3,  f (x) = x 2 +3x+1. ∀ x∈R. 

 (x)(fof)  (4)     .(x)(gog)  (3)     .(x)(gof)  (2)     .(x)(fog)  (1) : أوجد ف

 : الحل
(1) (fog)(x) = f(g(x)) = f(2x–3) = (2x–3) 2 +3(2x–3)+1 = 4x 2 –6x+1. 
(2) (gof)(x) = g(f(x)) = g(x 2 +3x+1) = 2(x 2 +3x+1)–3 = 2x 2 +6x–1. 
(3) (gog)(x) = g(g(x)) = g(2x–3) = 2(2x–3)–3 = 4x–9. 
(4) (fof)(x) = f(f(x)) = f(x 2 +3x+1) = (x 2 +3x+1) 2 +3(x 2 +3x+1)+1 

= x 4 +6x 3 +14x 2 +15x+5. 
f إذا كان الراسمان ): ١ ( نظرية : A → B ,  g : B → C راسمين فوقيين 

gof المحصلة إن ف : A → C أيضاً راسماً فوقياً تكون . 
 : من تعريف الراسم الفوقي يكون فوقي ف f,g حيث إن كل من الراسمين : البرهان

f(A) = B,  g(B) = C 
∴(gof)(A) = g(f(A)) = g(B) = C. 

 . فوقي يكون gof الراسم وإذاً gof للراسم C اال المقابل ي ه تكون A أي أن صورة اال
f إذا كان الراسمان ): ٢ ( نظرية : A → B ,  g : B → C راسمين أحاديين 

gof المحصلة إن ف : A → C أيضاً راسماً أحادياً تكون . 
 : يكون من تعريف الراسم الأحادي ادي ف حيث إن كلاً من الراسمين أح : البرهان

f(a) = f(b) ⇒ a = b ∀a,b∈A ,    g(c) = g(d) ⇒ c = d ∀c,d∈B. 
∴(gof)(a1) = (gof)(a2) ⇒ g(f(a1)) = g(f(a2)) 

⇒ f(a1) = f(a2) ⇒ a1 = a2 ∀a1,a2∈A. 
. راسم أحادي (gof) وإذاً
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f كان الراسمان إذا ): ٣ ( نظرية : A → B ,  g : B → C فإن ين التناظر راسمين أحادي 
 . التناظر أيضاً أحادي راسماً تكون gof المحصلة
f إذا كانت : نتيجة : A → B  ,  g : B → C  ,  h : C → D ثلاث رواسم . 

 . ) خاصية الدمج ( ho(gof) = (hog)of أثبت أن ف
 : واضح أن : البرهان

(hog) of : A → D ,    ho(gof) : A  → D. 
 : لإثبات التساوى أن نثبت أن تبقى راسمين ي ي من تعريف تساو و

(ho(gof))(a) = ((hog) of)(a). ∀ a∈A. 
∴(ho(gof))(a) = h((gof)(a)) = h(g(f(a))) = (hog)(f(a)) = ((hog) of)(a). 

 (Identity map of A) راسم الوحدة للمجموعة : تعريف A ي يل عرف كما ي : 
iA : A  → A   ;  iA(a) = a. ∀ a∈A 

f ومن السهل إثبات أنه لأي راسم : A → B يكون : 
iBof = f ,  foiA = f. 

f الراسم قال أن ي : تعريف : A → B قابل للانعكاس Invertiable م ـ جد راس إذا و 
g : B → A يكون يث بح : 

gof = iA  ,    fog = iB . 
 . g = f –1 كتب ويf  الراسم العكسي للراسم g اسم وفي هذه الحالة يسمى الر

f الراسم : مثال : N → Z * , f(n) = n–1 ∀ n∈N ) N الأعداد الصحيحة مجموعة 
 قابل للانعكاس يكون ) مجموعة الأعداد الصحيحة غير السالبة هي * Z واموعة ، الموجبة

∀ g : Z * → N , g(n) = n+1 راسم لأنه يمكن إيجاد n∈Z * قق ويتح : 
(gof)(n) = g(f(n)) = g(n–1) = (n–1)+1 = n. ∀ n∈N ∴gof = iN  . 
(fog)(m) = f(g(m)) = f(m+1) = m+1–1 = m . ∀ m∈Z * ∴fog = iZ* . 

 . فإن هذا المعكوس يكون وحيد له معكوس إن وجد الراسم : تمهيدية
f نفرض أن : البرهان : A  →  B ا راسم له معكوسان هم g1,g2 : B → A . 

 : فمن تعريف المعكوس للراسم يكون
g1of = iA  ,  fog2 = iB  . 
∴ g1 = g1oiB = g1o(fog2) = (g1of) og2 = iAog2 = g2 . 

. المعكوس وحيد أي أن
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f م ـ الراس ): ٤ ( نظرية : A → B راســم ان كـ فقـط وإذا يكون قابل للانعكاس إذا 
 . ) أحادي وفوقي أي ( التناظر أحادي
 : البرهان

 : التناظر نفرض أن الراسم قابل للانعكاس وسنثبت أنه أحادي : أولاً
(1) let x1,x2∈A , f(x1) = f(x2) ⇒ f –1 (f(x1)) = f –1 (f(x2)) 

⇒ iA (x1) = iA (x2). 
⇒ x1 = x2  . 

 . أحادي راسم f وإذاً
(2) let y∈B , y=f(x) ⇒ x=f –1 (y). 

y لكل عنصر أي أن ∈ B أصل ( يوجد ( x ∈ A يث بح f (x) = y . 
 . راسم فوقي f وإذاً
 : نثبت أنه قابل للانعكاس س و التناظر راسم أحادي f نفرض أن : ثانياً

 : أحادي التناظر فيكون f حيث إن
∀ a∈A ∃ b∈B ;  f(a) = b, 
∀ b∈B ∃ a∈A ;  g(b) = a. 

 : ويكون g(b) = a حيث معرف g : B → A الراسم وبالتالي يكون
(gof)(a) = g(f(a)) = g(b) = a . ∴ gof = iA  , 
(fog)(b) = f(g(b)) = f(a) = b . ∴ fog = iB  . 

 . قابل للانعكاس f وإذاً
f إذا كانت ): ٥ ( نظرية : A→ B ,  g : B → C الراسم قابلة للانعكاس فإن رواسم 

 . 1 = f –1 og 1 (gof) يكون و لانعكاس أيضاً ل كون قابل ي (gof) المحصلة
 : البرهان

h نفرض أن = gof , k = f –1 og –1 فإذا أثبتنا أن hok = iC  ,  koh = iA يكون الراسم k 

 : h معكوس للراسم
∴ hok = (gof) o (f –1 og 1 ) = g o ((f o f 1 ) og) = g o( iB o g –1 )= g og –1 = iC  , 
koh = (f –1 og 1 ) o (gof) = f 1 o ((g 1 o g) o f) = f –1 o( iB of ) = f –1 o f = iA . 

∴ (gof) 1 = f 1 o g 1 .
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 تماريــن
,ℜ1, ℜ2 العلاقات لتكن - ١ ℜ3, ℜ4 موعة على معرفةا A={1, 2, 3,  : حيث {4

ℜ1={ (1, 3), (2, 4), (1, 1), (4, 3), (4, 4), (3, 1) }, 
ℜ2={ (2, 4), (1, 1), (3, 1), (4, 3) }, 
ℜ3={ (2, 3), (1, 2), (3, 4), (4, 1) }, 
ℜ4={ (1, 4), (2, 2), (3, 2) } 

 ، وأيها لا تكون راسـم ) وما نوعه؟ ( م ـ حدد أي من هذه العلاقات تكون راس ف
 . ؟ ) مع ذِكر السبب (
f بفرض - ٢ : Z → Z * حيث راسم f(x) = x 2 ∀ x∈Z ن أ و Z مجموعة الأعداد 

...,3 ,2 ,1 ,0} سالبة ال مجموعة الأعداد الصحيحة غير * Z ، الصحيحة } . 
 . f نوع الراسم حدد ) أ (
 . f(Z) المدى اكتب عناصر ) ب (

 مجموعة الأعداد g(x) = x+2 ∀ x∈N ، N حيث راسم g: N → Y بفرض أن - ٣
 . Y={3,4,5,...} واموعة ، الموجبة ة صحيح ال

 . g نوع الراسم حدد ) أ (
 . g 1 أوجد العلاقة العكسية ) ب (

 راسمان معرفان ) مجموعة الأعداد الحقيقية R حيث ( f, g : R → R بفرض أن - ٤
 f(x) = 3x 3 : كما يلي , g(x) = 5x  5 ∀ x∈R . 

 من هذين الراسمين ؟ حدد نوع كلا ) أ (
 . f 1 أوجد ) ب (
 . fog , gof أوجد ) ج (

 ، مجموعة الأعداد الحقيقية R حيث سم را f: R → R رض أن بف - ٥
f(x)=2x+3 ∀ x∈R. 

,A={4 وبفرض أن أحادي التناظر ، يكون f أن فتحقق من 2, 0, 2, 4}⊂ R 

. f 1 (A) كتب عناصر اموعة ا
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∀ f(x) = 2x3 راسم حيث f: R → R أن بفرض - ٦ x∈R . أن تحقق من f كون ي 
 . f 1 ثم أوجد ، ومن التناظر أحادي

 : كما يلي معرفان راسمان f, g: R → R أن بفرض - ٧
f(x)=2x+1 ,  g(x)= x 2 2. ∀ x∈R. 

 . (4)(gof),(4)(fog) ومن ثم احسب قيمة ، fog , gof أوجد صيغة تعريف لكل من
 : معرفان كما يلي راسمان f, g: R → R أن بفرض - ٨

f(x) = x 2 +3x+1 ,  g(x) = 2x3. ∀ x∈R. 
 ,fog : أوجد صيغة تعريف لكل من gof,  gog,  fof . 

 : راسم قابل للإنعكاس وأن f: R → R أن بفرض - ٩
f(x) = (x1)/(x+1) ,  f 1 (y) = (1+y)/(1y) ∀ x,y∈R. 

 x = (x)(f 1 of) فتحقق من أن , (fof 1 )(y) = y . 
, 2 1 كانت و ، سم را : → R R f إذا كان - ١٠ A A مجموعات جزئية اختيارية من مجموعة 

 : فتحقق من صحة ما يلي R الأعداد الحقيقية
(i)  ). ( ) ( ) (  2 1 2 1  A f A f A A f ∪ = ∪ 
(ii)  . ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) (  2 1 2 1 2 1 2 1  general in A f A f A A f A f A f A A f ∩ ≠ ∩ ∩ ⊂ ∩ 
( Hint: For (ii) second part: let  2 

2 1  ) ( , } 1 , 0 { , } 0 , 1 {  x x f A A = = − =  ) 

 مجموعات جزئية B B, 2 1 كانت قابل للإنعكاس ، و سم را : → R R f إذا كان - ١١
 : فتحقق من صحة ما يلي R اختيارية من مجموعة الأعداد الحقيقية

(i)  ). ( ) ( ) (  2 
1 

1 
1 

2 1 
1  B f B f B B f − − − ∪ = ∪ 

(ii)  ). ( ) ( ) (  2 
1 

1 
1 

2 1 
1  B f B f B B f − − − ∩ = ∩ 

--------------------------------------------------
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 لرابع الباب ا
 Binary Operations العمليات الثنائية

 عددين معاً Composing تختص بتركيب على الأعداد الجمع والضرب عمليتي نعلم أن
 تختص بتركيب على امـوعات الاتحاد والتقاطع عمليتي وكذلك ، عدد ثالث ينتج ل

 تقوم ) أو الرواسم ( ات علاق وكذلك عملية تحصيل ال ، مجموعة ثالثة نتج مجموعتين معاً لت
 ، ) أو راسم ثالث ( ة ثالث علاقة لتكوين ) أو راسمين ( علاقتين بتحصيل

 . لنا مفهوم العمليات الثنائية ويمكن تعميمه ين وهكذا يتب
 × → = ∋ ∀ ∋ × X X y x X z y x b X X X b الراسم : ) ١ ( تعريف ) , ( ) , ( ; : 

عملية ثنائية سمى ي inary operation b على الية الخ موعة غير ا X . 
 على أن يكون ناتج ) كل اثنان معاً ( ما تحصل عناصر مجموعة التي أن العملية أي

موعة هذه سمى عملية ثنائية على التحصيل ينتمي للمجموعة توفي هذه الحالة ، ا 
 . نقول أن اموعة مغلقة بالنسبة للعملية

 . ... ، ⊗ ، ⊕ ، ° ، # ، ∗ وعادة يرمز للعملية الثنائية بالرموز
 associative أا دامجة X على اموعة ∗ يقال للعملية الثنائية : ) ٢ ( تعريف

 ∗ ∗ = ∗ ∗ ∀ ∋ X z y x z y x z y x : إذا تحقق الشرط , , ) ( ) ( 

 ∗ = ∗ ∀ ∋ X y x x y y x : إذا تحقق الشرط commutative ويقال أا ابدالية , 

 الصحيحة مجموعة الأعداد عملية ثنائية دامجة على " + " ع العادية عملية الجم : ) ١ ( مثال
 مجموعة الأعداد عملية ثنائية دامجة على " × " عملية الضرب العادية و ، الزوجية

 مجموعة ى ليست عملية ثنائية عل " + " ، وعملية الجمع العادية الزوجية الصحيحة
 بالضرورة عدد يكون لا عددين فرديين أي حيث إن مجموع لفردية ا الصحيحة الأعداد

 لفردية ا الصحيحة عملية ثنائية على مجموعة الأعداد " × " عملية الضرب ولكن ي ، فرد
. ي عدد فرد يكون دائماً ين عددين فردي أي حيث إن حاصل ضرب
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 : Identity and Inverse Elements العنصر المحايد والمعكوس
 ∋X e فإن العنصر X ثنائية على اموعة غير الخالية عملية ∗ إذا كانت : ) ٣ ( تعريف

إذا تحقق الشرط ∗ ً بالنسبة للعملية عنصراً محايدا سمى ي : X x x x e e x ∈ ∀ = ∗ = ∗ 

 ∋X y فإن العنصر ∋X x وليكن ∋X e ذات عنصر محايد عملية ثنائية ∗ إذا كانت و

 ∗ = ∗ = e x y y x : إذا تحقق الشرط x للعنصر ) نظير ( معكوس يسمى

 : ي كما يل Z معرفة في مجموعة الأعداد الصحيحة ∗ لتكن العملية : ) ٢ ( مثال
Z y x y x y x ∈ ∀ − + = ∗  , 3 

 من حيث كوا عملية ثنائية إبدالية ، ودامجة ، ووجود العنصر المحايد ( ∗ ادرس العملية
 ). ووجود المعكوس

 : الحل
. , 3 ) 1 (  Z y x Z y x y x ∈ ∀ ∈ − + = ∗ 

 . Z عملية ثنائية في ∗ وإذاً
. , 3 3 ) 2 (  Z y x x y x y y x y x ∈ ∀ ∗ = − + = − + = ∗ 

 . إبدالية ∗ وإذاً

. , , ) ( ) ( 
. 6 3 ) 3 ( ) 3 ( ) ( 
, 6 3 ) 3 ( ) 3 ( ) ( ) 3 ( 

Z z y x z y x z y x 
z y x z y x z y x z y x 
z y x z y x z y x z y x 

∈ ∀ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∴ 
− + + = − − + + = − + ∗ = ∗ ∗ 
− + + = − + − + = ∗ − + = ∗ ∗ 

 . دامجة ∗ وإذاً

. 3 
3 

, 3 
3 ) 4 ( 

= ⇒ 
= − + ⇒ = ∗ 

= ⇒ 
= − + ⇒ = ∗ 

e 
x x e x x e 

e 
x e x x e x 

= ∋ Z e يكون ∗ وإذاً العنصر المحايد بالنسبة للعملية 3 

. 6 
3 3 

, 6 
3 3 ) 5 ( 

x y 
x y e x y 

x y 
y x e y x 

− = ⇒ 
= − + ⇒ = ∗ 

− = ⇒ 
= − + ⇒ = ∗ 

Z x∈ − 6 يكون ∋Z x إذاً معكوس العنصر و
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 : Representation by Tables تمثيل العمليات الثنائية بالجداول
 عملية ثنائية ∗ وكانت ) مثلاً n عدد عناصرها محدود ( مجموعة منتهية X إذا كانت

 . من الأزواج المرتبة وصورها n 2 فإنه يلزم كتابة عدد X في
 . وللسهولة نلجأ إلى ما يسمى بجدول العملية وهو شبيه بجدول الضرب

 : كما سيتضح من المثال التالي
+ × معرف عليها عمليتي الجمع والضرب العاديتين X = −} 1 , 0 , 1 { لتكن : مثال , 

+ × فيمكن تمثيل العمليتين ) 3 عدد عناصرها ( منتهية X اموعة : الحل  بالجداول ,
 : كما يلي

 : يكون X في اموعة + الجدول الذي يمثل العملية
+  1  0  1 

1  2  1  0 

0  1  0  1 

1  0  1  2 

 لا تنتمي إلى ) أي بعض الصور ( ونلاحظ من الجدول أن بعض العناصر الموجودة داخله
 − ∌ X مثلاً ( X اموعة  + وبذلك فإننا بنظرة واحدة إلى الجدول نستنتج أن ) 2 , 2

 . X ليست عملية ثنائية في اموعة
 : يكون X على اموعة × والجدول الذي يمثل العملية

×  1  0  1 

1  1  0  1 

0  0  0  0 

1  1  0  1 

 X الموجودة داخله تنتمي إلى اموعة نلاحظ من الجدول أن جميع العناصر و

. X تكون عملية ثنائية في اموعة × ومن ثم فإن
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 : n الجمع والضرب بمقياس العدد الصحيح
Addition & Multiplication Mod  n : 

 n متطابقين بمقياس العدد الصحيح ,b a يقال أن العددين الصحيحين : تعريف

b a إذا كان  ≡ mod n b a) ( ويكتب جبرياً n ≤ 2 حيث n يقبل القسمة على −

 علاقة تكون رأينا أن علاقة التطابق هذه الباب الثاني دراستنا للعلاقات في ومن خلال
 Z تكافؤ ، ومجموعة فصول التكافؤ لها تكون تجزيء موعة الأعداد الصحيحة

 n Z ويرمز موعة فصول التكافؤ لهذه العلاقة بالرمز

 = − } 0 , 1 , 2 ,..., 1 { حيث n n Z 

 = − } 0 , 1 , 2 ,..., 1 { ومن باب الإيجاز نكتب n Z n 

 : نعرفهما كما يلي n Z وعمليتي الجمع والضرب في
 باقي ناتج قسمة يكون عبارة عن n بمقياس العدد الصحيح , ∋ n Z b a حاصل جمع

b a اموع  n العدد الصحيح على +

 باقي ناتج قسمة يكون عبارة عن n بمقياس العدد الصحيح , ∋ n Z b a وحاصل ضرب
 n على العدد الصحيح ×b a حاصل الضرب

 ⊕ n بالرمز n ويرمز لعملية الجمع بمقياس العدد الصحيح

 ⊗ n بالرمز n ولعملية الضرب بمقياس العدد الصحيح

 ⊕ ⊗ n n كلا من العمليتين : ملاحظة . تكون دامجة n Z في ,
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 Z = 4 } 0 , 1 , 2 , 3 { معرفة على اموعة 4 عملية الجمع بمقياس ⊕ 4 لتكن : ) ١ ( مثال

 من حيث كوا عملية ثنائية إبدالية ، ودامجة ، ووجود العنصر ( ⊕ 4 ادرس العملية
 ). المحايد ، ووجود المعكوس

 : بجدول كما يلي ⊕ 4 نمثل العملية : الحل
4 ⊕  0  1  2  3 

0  0  1  2  3 

1  1  2  3  0 

2  2  3  0  1 

3  3  0  1  2 

 : نلاحظ من الجدول أن و
 تكون ⊕ 4 ومن ثم فإن . Z 4 جميع العناصر الموجودة داخله تنتمي إلى اموعة ) ١ (

 . Z 4 عملية ثنائية في اموعة
 تكون ⊕ 4 ومن ثم فإن . عناصر الجدول متماثلة حول القطر الرئيسي للجدول ) ٢ (

 . ابدالية
 4 0 العنصر ) ٣ ( Z ∈ 4 هو العنصر المحايد بالنسبة للعملية ⊕ 

 ). الرئيسي للجدول ) العمود ( المناظر له على الصف ) العمود ( حيث ينطبق الصف (
 : تكون كما يلي Z 4 معكوسات عناصر اموعة ) ٤ (

3  2  1   العنصر 0

1  2  3   المعكوس 0
 ⊕ ⊗ n n وحيث إن كلا من العمليتين . تكون دامجة ⊕ 4 وعلى ذلك . تكون دامجة n Z في ,
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 معرفة على 10 عملية الضرب بمقياس ⊗ 10 لتكن : ) ٢ ( ثال م
 } 2 , 4 , 6 , 8 { 10 اموعة Z X ⊂ = 10 ادرس العملية ⊗ 

 ). ، ووجود العنصر المحايد والمعكوس ، ودامجة من حيث كوا عملية ثنائية إبدالية (
 : بجدول كما يلي ⊗ 10 نمثل العملية : الحل

10 ⊗  2  4  6  8 

2  4  8  2  6 

4  8  6  4  2 

6  2  4  6  8 

8  6  2  8  4 

 : نلاحظ من الجدول أن و
 . X جميع العناصر الموجودة داخله تنتمي إلى اموعة ) ١ (

 . X ائية في اموعة تكون عملية ثن ⊗ 10 ومن ثم فإن
 . عناصر الحدول متماثلة حول القطر الرئيسي للجدول ) ٢ (

 . تكون ابدالية ⊗ 10 فإن ومن ثم
 حيث ينطبق الصف ( ⊗ 10 هو العنصر المحايد بالنسبة للعملية X ∈ 6 العنصر ) ٣ (
 ). الرئيسي للجدول ) العمود ( المناظر له على الصف ) العمود (
 : تكون كما يلي X معكوسات عناصر اموعة ) ٤ (

8  6  4   العنصر 2

2  6  4   المعكوس 8
 ⊕ ⊗ n n وحيث إن كلا من العمليتين  . تكون دامجة n Z في ,

. تكون دامجة ⊗ 10 وعلى ذلك



 سعد شرقاوي . د ارد أسس الجبر &
__________________________________________________________________________ 

٦٤ 

 تماريــن
 ) : مع ذكر السبب ( حدد أي من العبارات الآتية صحيح وأيها خطأ ) ١ (
 . N الموجبة ة صحيح ال عملية الجمع إبدالية على مجموعة الأعداد ) أ (
 . N الموجبة ة صحيح ال عملية الضرب دامجة على مجموعة الأعداد ) ب (
 N الموجبة ة صحيح ال على مجموعة الأعداد إبدالية ) أس لـ ( عملية الرفع إلى قوى ) ج (

 . Z عملية الطرح عملية ثنائية على مجموعة الأعداد الصحيحة ) د (
 . N الموجبة ة صحيح ال عملية الطرح عملية ثنائية على مجموعة الأعداد ) هـ (
 : كما يلي N الموجبة الصحيحة معرفة في مجموعة الأعداد ∗ لتكن العملية ) ٢ (

N y x y x y x ∈ ∀ + = ∗  , 3 2  . 

 N عملية ثنائية غير دامجة وغير إبدالية في تكون ∗ تحقق من أن

 . ؟ ولماذا؟ N من } 1 , 2 , 3 , 4 { تكون عملية ثنائية في اموعة الجزئية ∗ وهل
= − 5 } 0 { معرفة على اموعة 5 قياس عملية الضرب بم ⊗ 5 لتكن ) ٣ ( Z X 

من حيث كوا عملية ثنائية إبدالية ، ودامجة ، ووجود العنصر ( ⊗ 5 ادرس العملية
 ). المحايد ووجود المعكوس

------------------ -----------------------------



 سعد شرقاوي . د ارد أسس الجبر &
__________________________________________________________________________ 

٦٥ 

 لخامس الباب ا
 : الأنظمة الرياضية ذات العملية الثنائية الواحدة

Mathematical System with One Operation: 
 > ∗ < فإن الثنائي X عملية ثنائية معرفة على مجموعة غير خالية ∗ لتكن : تعريف , X 

 . ذو عملية ثنائية واحدة ) ناءً جبرياً ب نظاماً جبرياً أو أو ( نظاماً رياضياً يسمى
 > + < > × < فمثلاً كل من , , ,  N N حيث N يكون الموجبة الصحيحة مجموعة الأعداد 

 > − < نظام رياضي ذو عملية ثنائية واحدة، بينما , N ليس نظاماً ذا عملية حيث 
− ∌ N إن  > ÷ < ،كذلك 2 1 , N لماذا؟ ( ليس نظاماً ذا عملية .( 

 بين أي من الثنائيات الآتية . هي مجموعة الأعداد الصحيحة Z إذا كانت ): ١ ( مثال
 : يعبر عن نظام رياضي ذي عملية

. , , , , , , , > ÷ < > − < > × < > + <  Z Z Z Z 

 : الحل
 + حيحاً فإن عملية الجمع حيث إن مجموع أي عددين صحيحين يكون دائماً عدداً ص

 > + < ومن ثم فإن Z عملية ثنائية في , Z يكون نظاماً ذا عملية . 
 كذلك حيث إن حاصل ضرب أي عددين صحيحين يكون دائماً عدداً صحيحاً فإن

> × <  , Z يكون نظاماً ذا عملية . 
 > − < يث إن ناتج طرح أي عددين صحيحين يكون دائماً عدداً صحيحاً فإن وح , Z 

 . يكون نظاماً ذا عملية
 > ÷ < أما , Z ًفليس نظاماً ذا عملية حيث خارج قسمة عددين صحيحين ليس دائما 

. عدد صحيح
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 . لأعداد الصحيحة الفردية هي مجموعة ا O = ± ± ± } 1 , 3 , 5 {..., إذا كانت ): ٢ ( مثال
 : وضح أي من الثنائيات الآتية يكون نظاماً ذا عملية
. , , , , , > − < > × < > + <  O O O 

 : الحل
 حيث إن مجموع أي عددين صحيحين فرديين يكون دائماً عدداً صحيحاً زوجياً

 + = ∌ + − = − ∌ O O فمثلاً  > + < ومن ثم 12 7 5 , 3 ) 5 ( 2 , O ليس نظاماً ذا عملية . 
 > − < لك كذ , O ليس نظاماً ذا عملية لنفس السبب . 
 > × < أما , O فيكون نظاماً ذا عملية حيث حاصل ضرب أي عددين صحيحين فرديين 

 : هو عدد صحيح فردي ويمكن إثبات ذلك في الحالة العامة كما يلي

. 1 ) 2 ( 2 
1 2 2 4 

) 1 2 )( 1 2 ( 
, , 1 2 , 1 2 ; , 

O n m mn 
n m mn 

n m y x 
Z n m n y m x O y x 

∈ + + + = 
+ + + = 

+ + = × ∴ 
∈ + = + = ∈
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 : on by Tables Representati التمثيل بالجداول

 عملية ثنائية ∗ وكانت ) مثلاً n عدد عناصرها محدود ( مجموعة منتهية X إذا كانت
 في وكما ذكرنا وللسهولة ، من الأزواج المرتبة وصورها n 2 فإنه يلزم كتابة عدد X في

 > ∗ < ثل الثنائي نم الرابع الباب , X ة التالي في الأمثلة كما سيتضح بجدول : 
 : بين أي من الثنائيات الآتية يكون نظاماً ذا عملية X = −} 1 , 0 , 1 { لتكن ): ١ ( مثال

. , , , > × < > + <  X X 

 × X X ومن ثم فإن عدد عناصر 3 منتهية عدد عناصرها X اموعة : الحل

 : حيث = 9 3 2 يساوي
)}. 1 , 1 ( ), 0 , 1 ).( 1 , 1 ( ), 1 , 0 ( ), 0 , 0 ( ), 1 , 0 ( ), 1 , 1 ( ), 0 , 1 ( ), 1 , 1 {( − − − − − − = × X X 

 . أم لا X عملية ثنائية في × أو العملية + ولكي نعرف ماإذا كانت العملية
 أي ناتج تحصيل العنصر الأول ( × X X ن نوجد صورة كل عنصر من عناصر يجب أ

 + بواسطة العملية × X X مع العنصر الثاني لكل زوج مرتب في

 X ونتأكد أن جميع الصور تنتمي إلى ) × أو العملية

 : كما يلي X وللسهولة نستخدم الجداول الممثلة للعمليات المعطاة في اموعة
ü الجدول الذي يمثل > + <  , X يكون : 

+  1  0  1 

1  2  1  0 

0  1  0  1 

1  0  1  2 

 لا تنتمي إلى ) أي بعض الصور ( خله نلاحظ من الجدول أن بعض العناصر الموجودة دا
 − ∌ X مثلاً ( X اموعة  لا + وبذلك فإننا بنظرة واحدة إلى الجدول نستنتج أن ) 2 , 2

 > + < وأن X تكون عملية ثنائية في اموعة , X ماً ذا عملية لايكون نظا .
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ü والجدول الذي يمثل > × <  , X يكون : 
×  1  0  1 

1  1  0  1 

0  0  0  0 

1  1  0  1 

 X نلاحظ من الجدول أن جميع العناصر الموجودة داخله تنتمي إلى اموعة

 > × < ، وأن X ملية ثنائية في اموعة تكون ع × ومن ثم فإن , X نظاماً ذا عملية . 
 : ادرس كلاً من الثنائيات = X P Y) ( ، ولتكن X = } 1 , 2 { لتكن ): ٢ ( مثال

> ∆ < > − < > ∪ <  , , , , ,  Y Y Y 

 ). من حيث كون كل منها نظام ذا عملية أم لا (
 φ = Y} , } 1 ,{ } 2 ,{ } 1 , 2 {{ أي X هي مجموعة القوى للمجموعة Y اموعة : الحل

 ∪ − ∆ والعمليات  . هي الإتحاد، والفرق،والفرق المتماثل على الترتيب في اموعات , ,
ü الجدول الذي يمثل > ∪ <  , Y يكون : 

∪ φ  } 1 {  } 2 {  } 2 , 1 { 

φ φ  } 1 {  } 2 {  } 2 , 1 { 

} 1 {  } 1 {  } 1 {  } 2 , 1 {  } 2 , 1 { 

} 2 {  } 2 {  } 2 , 1 {  } 2 {  } 2 , 1 { 

} 2 , 1 {  } 2 , 1 {  } 2 , 1 {  } 2 , 1 {  } 2 , 1 { 

 > ∪ < ومن ثم فإن Y من الجدول نلاحظ أن جميع عناصره تنتمي إلى اموعة , Y 

. نظام ذو عملية
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ü والجدول الذي يمثل > − <  , Y يكون : 
_ φ  } 1 {  } 2 {  } 2 , 1 { 

φ φ φ φ φ 

} 1 {  } 1 { φ  } 1 { φ 

} 2 {  } 2 {  } 2 { φ φ 

} 2 , 1 {  } 2 , 1 {  } 2 {  } 1 { φ 

 > − < ومن ثم فإن Y من الجدول نلاحظ أن جميع عناصره تنتمي إلى اموعة , Y 

 . نظام ذو عملية
ü والجدول الذي يمثل > ∆ <  , Y يكون : 

∆ φ  } 1 {  } 2 {  } 2 , 1 { 

φ φ  } 1 {  } 2 {  } 2 , 1 { 

} 1 {  } 1 { φ  } 2 , 1 {  } 2 { 

} 2 {  } 2 {  } 2 , 1 { φ  } 1 { 

} 2 , 1 {  } 2 , 1 {  } 2 {  } 1 { φ 

 > ∆ < ومن ثم فإن Y من الجدول نلاحظ أن جميع عناصره تنتمي إلى اموعة , Y 

. نظام ذو عملية
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 > ⊕ < > ⊗ < تحقق من أن كلا من ): ٣ ( مثال 4 4 4 4  , , ,  Z Z ًذا عملية يكون نظاما . 
 : الحل
} 3 , 2 , 1 , 0 { 4 = Z 4 في ⊕ ⊗, 4 4 والجدولين الممثليين للعمليتين Z يكونا كما يلي : 

⊕4  0  1  2  3 ⊗4  0  1  2  3 

0  0  1  2  3  0  0  0  0  0 

1  1  2  3  0  1  0  1  2  3 

2  2  3  0  1  2  0  2  0  2 

3  3  0  1  2  3  0  3  2  1 

 أي أن عناصر كل جدول جميعها ( ه لا توجد عناصر غريبة من الجدولين واضح أن
 > ⊕ < > ⊗ < وإذاً كلا من ) Z 4 تنتمي للمجموعة 4 4 4 4  , , ,  Z Z نظاماً ذا عملية يكون . 

 > ⊗ < فبين ما إذا كان Z X = − 6 } 0 { إذا كانت ): ٤ ( مثال 6 , X 

 . أم لا ؟ ماً ذا عملية نظا
 والجدول الممثل لعملية X = } 1 , 2 , 3 , 4 , 5 { ومن ثم تكون Z = 6 } 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 { : الحل

 : يكون X في اموعة 6 الضرب بمقياس العدد
⊗6  1  2  3  4  5 

1  1  2  3  4  5 

2  2  4  0  2  4 

3  3  0  3  0  3 

4  4  2  0  4  2 

5  5  4  3  2  1 

 > ⊗ < من الجدول يتبين أن 6 , X ، ذا عملية لا يكون نظام 
. X لا ينتمي إلى 0 يوجد العنصر حيث
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 عملية ∗ مجموعة الأعداد الحقيقية ، ولتكن R حيث R X = − } 1 { لتكن ): ٥ ( مثال
 ∗ = + − ∀ ∋ X y x xy y x y x : بحيث X في , 

 > ∗ < فتحقق من أن , X يكون نظام ذا عملية . 
 > ∗ < لاائي ومن ثم فلا يمكن تمثيل X واضح أن عدد عناصر اموعة : الحل , X 

 : بجدول ولذلك نتبع ما يلي
 ∗ = + − = 1 فإذا كان ∗ = + − xy y x y x حيث , ∋ X y x ليكن xy y x y x 

 − = − y y x فإن  x = 1 فينتج y − 1 فإنه يمكن القسمة على y ≠ 1 وحيث ) 1 ( 1

 ∗ = + − ≠ 1 ومن ثم فإن . وهذا يناقض الفرض xy y x y x 

 > ∗ < أي أن ∗ مغلقة بالنسبة للعملية X وإذا , X يكون نظاماً ذا عملية .
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 : الأنظمة الإبدالية
 : أي أن X إبدالية في اموعة ∗ إذا كانت العملية الثنائية : تعريف

X y x x y y x ∈ ∀ ∗ = ∗  , 

 > ∗ < ام فإن النظ , X سمىنظام إبدالي ي . 
 > + < > × < النظامان ): ١ ( مثال , , ,  Z Z إبداليان أما النظام > − <  , Z ًفليس إبداليا . 
 : كما يلي N معرفة على ∗ لتكن العملية الثنائية ): ٢ ( مثال

N b a a b a  b ∈ ∀ = ∗  , 

 : غير إبدالية حيث إن ∗ فإن العملية

. 2 3 3 2 
9 3 2 3 , 8 2 3 2 , 3 , 2  2 3 

∗ ≠ ∗ ∴ 
= = ∗ = = ∗ ∈ N 

 > ∗ < وعلى ذلك فإن النظام , N ًليس إبداليا . 
 R X = − } 1 { معرفة في اموعة ∗ لتكن العملية ): ٣ ( مثال

 : كما يلي ) مجموعة الأعداد الحقيقية R حيث (
X y x xy y x y x ∈ ∀ − + = ∗  , 

 > ∗ < قق من أن النظام تح , X إبدالي . 
 : يكون , ∋ X y x لكل : الحل

. x y 
yx x y 
xy y x y x 

∗ = 
− + = 
− + = ∗ 

 > ∗ < ومن ثم فالنظام X إبدالية في ∗ وإذاً العملية , X إبدالي . 
 2 2 ) ( لتكن ): ٤ ( مثال R M × هي مجموعة المصـفوفات ذات العناصـر الحقيقية من 

 2 2 ) ( } : , , , { أي أن ( ×2 2 النوع real d c b a 
d c 
b a 

R M   
 

 
  
 

 
= × .( 

 2 2 ) ( فإن عملية الجمع في R M × تكون إبدالية حيث : 
) ( ,  2 2  R M B A A B B A × ∈ ∀ + = + . 

 2 2 ) ( بينما عملية الضرب في R M × لية حيث إنه ليس من الضروري أن ليست إبدا 
 , ) ( يكون 2 2  R M B A BA AB × ∈ ∀ =
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   فمثلاً إذا كانت
 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 

 
= 

1 1 
1 0 

, 
1 0 
1 1 
B A فإننا نجد أن : 

. 

. 
2 1 
1 0 

1 0 
1 1 

1 1 
1 0 

, 
1 1 
2 1 

1 1 
1 0 

1 0 
1 1 

BA AB 

BA 

AB 

≠ ∴ 

  
 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

 
= 

  
 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

 
= 

 > ⊕ < إذا تأملنا الجدول الذي يمثل النظام ): ٥ ( مثال 3 3 , Z 3 } 0 , 1 , 2 { حيث = Z ، 

 : وهو كما يلي 3 ملية الجمع بمقياس ع ⊕ 3
⊕3  0  1  2 

0  0  1  2 

1  1  2  0 

2  2  0  1 

 أي العناصر متساوية البعد عن القطر ( نجد أن الجدول متماثل حول القطر الرئيسي
 3 3 3 : مما يدل على أن ) الرئيسي ,  Z y x x y y x ∈ ∀ ⊕ = ⊕ 

 > ⊕ < أي أن النظام 3 3 , Z إبدالي . 
 يلتنا في بيان أن نظاماً عدد عناصره محدود هو نظام إبدالي هي النظر في ـ وستكون وس

. الجدول الذي يمثله فإذا كان الجدول متماثلاً حول القطر الرئيسي قلنا أن النظام إبدالي
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 : ) التجميعية ( الأنظمة الدامجة
 > ∗ < يقال أن النظام : تعريف , X دامجة في ∗ إذا كانت العملية ) تجميعي أو ( دامج X 

 : أي أن
. , , ) ( ) (  X z y x z y x z y x ∈ ∀ ∗ ∗ = ∗ ∗ 

 : كما يلي N معرفة على ∗ لتكن العملية الثنائية ): ١ ( مثال
N b a a b a  b ∈ ∀ = ∗  , 

 : غير دامجة حيث إن ∗ فإن العملية

). ( ) ( 
, ) ( , ) ( ) ( , , ,  ) ( 

c b a c b a 
a a c b a a a c b a N c b a  bc b bc c b  c 

∗ ∗ ≠ ∗ ∗ ∴ 
≠ = ∗ ∗ = = ∗ ∗ ∈ 

 : فمثلاً
12 4 3 3  2 ) 2 ( 4 2 4 ) 3 2 ( = = ∗ = ∗ ∗  , 

. 2 2 ) 3 ( 2 ) 4 3 ( 2  81 ) 3 ( 4  4 

= = ∗ = ∗ ∗ 

 > ∗ < وعلى ذلك فإن النظام , N ًليس دامجا . 
 R X = − } 1 { معرفة في اموعة ∗ لتكن العملية ): ٢ ( مثال

 : مجموعة الأعداد الحقيقية كما يلي R حيث
X y x xy y x y x ∈ ∀ − + = ∗  , 

 > ∗ < ق من أن النظام تحق , X يكون دامج . 
 : فإن , , ∋ X z y x ليكن : الحل

. 
) ( ) ( 

) ( ) ( 
, 
) ( ) ( 

) ( ) ( 

xyz yz xz xy z y x 
yz z y x yz z y x 

yz z y x z y x 
xyz yz xz xy z y x 

z xy y x z xy y x 
z xy y x z y x 

+ − − − + + = 
− + − − + + = 

− + ∗ = ∗ ∗ 
+ − − − + + = 
− + − + − + = 

∗ − + = ∗ ∗ 

 ∗ ∗ = ∗ ∗ ∀ ∋ X z y x z y x z y x وإذاً  دامجة ∗ أي أن العملية ) ( ) ( , ,
 > ∗ < ومن ثم يكون النظام , X دامج .



 سعد شرقاوي . د ارد أسس الجبر &
__________________________________________________________________________ 

٧٥ 

 > ⊕ < > ⊗ < كل من الأنظمة ): ٣ ( مثال n n n n  Z Z   حيث إن تحصيل ( تكون دامجـة , , ,
 ⊕ ⊗ n n العمليتين  لأي عنصرين من عناصر n الجمع والضرب بمقياس العدد الصحيح ,
 رين على العدد ـ رب العادي للعنص ـ مة الجمع والض ـ هو ناتج باقي قس n Z اموعة
 وأن كلاً من عملية الجمع والضرب العادي عملية دامجة على أي مجموعة n الصحيح

 ). من العناصر
 > ∪ < > ∩ < > ∆ < كل من الأنظمة ): ٤ ( مثال ), ( , ), ( , ), (  X P X P X P دامجة . 

 > − < بينما النظام ), (X P ًليس دامجا . 
 : عمليات دامجة حيث إن M ×2 2 جمع وضرب المصفوفات ): ٥ ( مثال

). ( ) ( 
), ( ) ( 

BC A C AB 
C B A C B A 

= 
+ + = + + 

2 2 , , × ∈ ∀  M C B A
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 : النظام ذو العنصر المحايد
 > ∗ < يقال أن النظام : تعريف , X جد عنصر عنصر محايد ذوإذا و X e∈ بحيث : 

. X x x x e e x ∈ ∀ = ∗ = ∗ 

 > ∗ < وإذا كان النظام , X أن نحقق أحد الشرطين إبدالي فيكفي : 
X x x e x ∈ ∀ = ∗ أو X x x x e ∈ ∀ = ∗ 

 > ∗ < أما إذا لم يكن النظام , X إبدالياً وتحقق الشرط : X x x e x ∈ ∀ = ∗ فقط فإن e 

 . عنصر محايد يميني في هذه الحالة تسمى
 في هذه الحالة تسمى e فقط فإن ∗ = ∀ ∋ X x x x e : وكذلك إذا تحقق الشرط

 . عنصر محايد يساري
 . محايد عنصر تسمى e أما إذا تحقق الشرطان معاً فإن

 > + < العنصر المحايد في النظام ): ١ ( مثال , Z هو الصفر، أما العنصر المحايد في 
 > × < النظام , Z فهو الواحد الصحيح . 
 > ∪ < > ∆ < العنصر المحايد في كل من النظامين ): ٢ ( مثال ), ( , ), (  X P X P 

 > ∩ < والعنصر المحايد في النظام φ هو اموعة الخالية ), (X P موعة الأصليةهو ا X 

 > − < نظام أما ال ), (X P موعة الخاليةله عنصر محايد يميني فقط هو ا φ وليس له محايد 
 : يساري وذلك لأن

. 
,

φ φ 
φ 

= − 
= − 

A 
A A 

). (X P A∈ ∀
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 > ∗ < د العنصر المحايد في النظام و ج ابحث و ): ٣ ( مثال , X 1 { حيث { − = R X 

) R معرفة في ∗ والعملية ) مجموعة الأعداد الحقيقية X كما يلي : 
X y x xy y x y x ∈ ∀ − + = ∗  ,  . 

 : الحل

}. 1 { ; 1 , 0 
1 0 

0 1 0 
0 ) 1 ( 

0 

− ∈ ≠ = ⇒ 
= ∨ = ⇒ 

= − ∨ = ⇒ 
= − ⇒ 

= − ⇒ 
= − + ⇒ = ∗ 

R x x e 
x e 
x e 

x e 
xe e 

x xe e x x e x 

 > ∗ < هو العنصر المحايد اليميني للنظام X ∈ 0 وإذاً العنصر , X 

 > ∗ < وحيث إن النظام , X إبدالي لذلك فالعنصر X ∈ 0 ، هو أيضاً محايد يساري 
 . هو العنصر المحايد لهذا النظام X ∈ 0 وعلى ذلك فإن

 : كما يلي X معرفة في ∗ ولتكن العملية X = } 1 , 2 , 3 , 4 { لتكن ): ٤ ( مثال
. ,  X y x x y x ∈ ∀ = ∗ 

 > ∗ < ادرس النظام , X ) من حيث الإبدال والدمج ووجود العنصر المحايد .( 
 : محدود فنكون جدول يمثل النظام كما يلي X حيث إن عدد عناصر : الحل

∗  1  2  3  4 

1  1  1  1  1 

2  2  2  2  2 

3  3  3  3  3 

4  4  4  4  4 

 : من الجدول نلاحظ أن
 > ∗ < النظام ) أ ( , X لعدم تماثل الجدول حول قطره الرئيسي ( غير إبدالي .( 
 > ∗ < النظام ) ب ( , X دامج لأن : X z y x x z y x z y x ∈ ∀ = ∗ ∗ = ∗ ∗  , , ) ( ) ( . 
 : حيث إن محايد يميني 1 , 2 , 3 , 4 كل من العناصر ) ج (

. 4 , 3 , 2 , 1  X x x x x x x x x x ∈ ∀ = ∗ = ∗ = ∗ = ∗ 

 > ∗ < النظام ) د ( , X لايحتوي على محايد يساري .
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 } 2 , 4 , 6 , 8 { 10 لتكن ): ٥ ( مثال Z X ⊂ = 10 هي عملية الضرب بمقياس ⊗ 10 ولتكن 

 > ⊗ < ادرس النظام 10 , X ) الدمج ووجود العنصر المحايد من حيث الإبدال و .( 
 > ⊗ < الجدول الذي يمثل النظام : الحل 10 , X يكون كالتالي : 

10 ⊗  2  4  6  8 

2  4  8  2  6 

4  8  6  4  2 

6  2  4  6  8 

8  6  2  8  4 

 : من الجدول نلاحظ أن
 > ⊗ < النظام ) أ ( 10 , X طره الرئيسي لتماثل الجدول حول ق ( إبدالي .( 
 > ⊗ < النظام ) ب ( 10 , X دامج لأن : 

X z y x z y x z y x ∈ ∀ ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗  , , ) ( ) (  10 10 10 10 

 : فمثلاً
, 6 8 2 ) 8 6 ( 2 , 6 8 2 8 ) 6 2 ( 
, 8 4 2 ) 6 4 ( 2 , 8 6 8 6 ) 4 2 ( 

10 10 10 10 10 10 

10 10 10 10 10 10 

= ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ = ⊗ ⊗ 
= ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ = ⊗ ⊗ 

 ولذلك ، فهى عملية شاقة X ولإثبات ذلك على كل اختبار ممكن لثلاثة عناصر من
 n كون أن عملية الضرب بمقياس العدد الصحيح من ⊗ 10 نستنتج إدماج العملية

 n هي ناتج باقي قسمة الضرب العادي للعنصرين على Zn لأي عنصرين من اموعة

 وحيث إن عملية الضرب العادية دامجة على أي مجموعة من العناصر فبالتالي تكون
 . X دامجة على ⊗ 10 العملية

 العمود ( العمود الثالث في الجدول يتطابق مع العمود الذي على يسار الجدول ) ج (
 الصف ( ، وأن الصف الثالث يتطابق مع الصف أعلى الجدول ) الرئيسـي للجدول
 6 ، وأن العمود الثالث والصف الثالث يتقاطعان عند العنصر ) الرئيسـي للجدول

 > ⊗ < هو العنصر المحايد للنظام 6 عنصر وهذا يدل على أن ال 10 , X 

 ⊗ = ⊗ = ∀ ∋ X x x x x : حيث يتحقق ( 10 10  6 6 .(
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 : ) النظير ( العنصر المعكوس
 > ∗ < ليكن : تعريف , X نظاماً ذا عنصر محايد e وليكن X x∈ جد عنصر إذا و 

X y∈ بحيث e y x = ∗ فإن العنصر y سمىللعنصر يميني ) نظير ( معكوس ي x 

 ) نظير ( معكوس سمى يz  فإن العنصر ∗ = e x z بحيث ∋X z كذلك إذا وجد عنصر
 x للعنصر يساري

 > ∗ < وإذا كان النظام , X إبدالياً فإن المعكوس اليمـيني لأي عنصـر X x∈ 

 وفي هذه الحالة نتحدث عن x يكون هو نفسه المعكوس اليساري للعنصر ) إن وجد (
 . العنصر معكوس

 . وبالطبع لا معنى للحديث عن المعكوسات إذا لم يكن للنظام عنصر محايد
 . هو نفسه e ونستطيع أن نتبين بسهولة أن معكوس العنصر المحايد

 > ⊗ < في المثال السـابق نسـتطيع أن نتبين من جدول النظام ): ١ ( مثال 10 , X 

 : تكون كما يلي X اموعة أن معكوسات عناصر
8  6  4   العنصر 2

2  6  4   المعكوس 8

 مجموعة الأعداد R حيث R X = − } 1 { معرفة في اموعة ∗ لتكن العملية ): ٢ ( مثال
 : الحقيقية كما يلي

X y x xy y x y x ∈ ∀ − + = ∗  , 

 > ∗ < النظام عين المعكوس لأي عنصر في , X 

 > ∗ < أثبتنا فيما سبق أن العنصر المحايد للنظام : الحل , X وليكن معكوس العنصر 0 هو 
X x∈ هو العنصر y وعلى ذلك فإن : 

x x y 
xy y x y x 

− = − ⇒ 
= − + ⇒ = ∗ 

) 1 ( 
0 0 

}. 1 { 
1 

− = ∈ ∀ 
− 
− 

= ⇒  R X x 
x 
x y



 سعد شرقاوي . د ارد أسس الجبر &
__________________________________________________________________________ 

٨٠ 

 وإذاً العنصر
1 − x 
x هو المعكوس اليميني للعنصر x في النظام > ∗ <  , X وكذلك يكون 

 > ∗ < حيث إن النظام x هو نفسه المعكوس اليساري للعنصر , X إبدالي . 

 ومن ثم يكون العنصر
1 − x 
x هو معكوس العنصر x في النظام > ∗ <  , X 

 : كما يلي Z معرفة في مجموعة الأعداد الصحيحة ∗ لتكن العملية ): ٣ ( مثال
Z y x y x y x ∈ ∀ − + = ∗  , 3 

 > ∗ < ادرس النظام , Z ) ووجود ، ووجود العنصر المحايد ، والدمج ، من حيث الإبدال 
 ). المعكوس

 : الحل
. , 3 3 ) 1 (  Z y x x y x y y x y x ∈ ∀ ∗ = − + = − + = ∗ 

 > ∗ < إذاً النظام , Z إبدالي . 

. , , ) ( ) ( 
. 6 3 ) 3 ( ) 3 ( ) ( 
, 6 3 ) 3 ( ) 3 ( ) ( ) 2 ( 

Z z y x z y x z y x 
z y x z y x z y x z y x 
z y x z y x z y x z y x 

∈ ∀ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∴ 
− + + = − − + + = − + ∗ = ∗ ∗ 
− + + = − + − + = ∗ − + = ∗ ∗ 

 > ∗ < إذاً النظام , Z دامج . 

. 3 
3 

, 3 
3 ) 3 ( 

= ⇒ 
= − + ⇒ = ∗ 

= ⇒ 
= − + ⇒ = ∗ 

e 
x x e x x e 

e 
x e x x e x 

 > ∗ < نظام إذاً العنصر المحايد لل , Z 3 هو = e 

. 6 
3 3 

, 6 
3 3 ) 4 ( 

x y 
x y e x y 
x y 

y x e y x 

− = ⇒ 
= − + ⇒ = ∗ 

− = ⇒ 
= − + ⇒ = ∗ 

x − 6 هو العنصر x إذاً معكوس العنصر
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 تماريــن
 ة الأعداد مجموع R حيث R X = − −} 1 { معرفة في اموعة ∗ لتكن العملية - ١

 ∗ = + + ∀ ∋ X y x xy y x y x : الحقيقية كما يلي , 

 > ∗ < فتحقق من أن , X ، يكون نظام دامج وإبدالي 
 . وابحث وجود العنصر المحايد، والمعكوس

 } : , { إذا كانت - ٢ reals y x 
x y 
y x 

X   
 

 
  
 

 
− 

 . عملية ضرب المصفوفات × وكانت =

 > × < فتحقق من أن , X ، يكون نظام دامج وإبدالي وذو عنصر محايد 

   وأن جميع عناصر هذا النظام عدا العنصر
 

 
  
 

 
0 0 
 . لها معكوس ضربي 0 0

 } 1 , 3 , 5 , 7 { 8 معرفة على اموعة 8 عملية الضرب بمقياس ⊗ 8 لتكن - ٣ Z X ⊂ = 

 > ⊗ < م ادرس النظا 8 , X ) من حيث الإبدال والدمج ووجود العنصر المحايد 
 ). والمعكوس

------------------------------------------------
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طول العمـود النازل على مسـتوى معلوم من نقطة معلومة   - الصـورة العمودية المستوى في
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طول  -معادلات الخط المسـتقيم المار بنقطتين معلومتين  -نسـب اتجاهه ونقطة عليه 
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 الباب الأول 
 في ثلاثة أبعادالهندسة التحليلية 

 : ضاء الثلاثيطرق تعيين النقطة في الف   –  1
بواسطة    رأينا في الهندسة التحليلية المستوية أن موضع النقطة في المستوى يتحدد تماما  

سمى بالهندسة ت    يةستو الم كميتين عدديتين وهذا هو السبب في أن الهندسة التحليلية  
 بعدين.   فيالتحليلية  

ولذلك فإن   ، كميات عددية  يلزمنا ثلاث  الفضاء الثلاثيولتحديد موضع النقطة في  
 بالهندسة التحليلية في ثلاثة أبعاد.   الهندسة التحليلية الفراغية تسمى أيضا  

في الهندسة التحليلية المستوية أن موضع النقطة في المستوى يتحدد بطريقتين  رأينا أيضا  
      < x <  , - < y < -حيث  (x, y)حداثيات الكرتيزية  هما طريقة ال احد إ

   o  r < , 0    2  ( حيثr, والثانية طريقة الحداثيات القطبية )
 : يكما يلتكون  (  r, )  ،( x, yالعلاقة بين )و 

x = r cos . 

y = r sin . 

 تكون:   أو

.tan

.

1

22

x

y

yxr

−=

+=


 

سنوضحها فيما   -ولكنها أيضا مرتبطة  –ث طرق مختلفة  فتوجد ثلا  الفضاء الثلاثيأما في  
   يلي:
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 ( x, y, z: الإحداثيات الكرتيزية )الطريقة الأولى   ▪
  OX, OY, OZنرسم ثلاث مستقيمات    الفضاء الثلاثيفي   O  الأصل من نقطة  

 . بحيث يكون كل اثنان منهما متعامدان 
 يلنا الرسم  محاور الحداثيات فإذا ت   OX, OY, OZسمى المستقيمات ت  

 : يليإلى ثمانية مناطق كما    الفضاء الثلاثيم  فإن محاور الحداثيات الثلاث تقس  
 X > 0, Y > 0, Z > 0 المنطقة الأولى 

 

 
 
 

 X > 0, Y > 0, Z < 0 المنطقة الثانية
 X > 0, Y < 0, Z > 0 المنطقة الثالثة

 X > 0, Y< 0, Z < 0 المنطقة الرابعة

 X < 0, Y > 0, Z > 0 ةالمنطقة الخامس

 X < 0, Y > 0, Z < 0 المنطقة السادسة

 X < 0, Y < 0, Z > 0 المنطقة السابعة

 X < 0, Y < 0, Z < 0 المنطقة الثامنة

 وعلى ذلك فإن أي نقطة في الفضاء الثلاثي يماثلها سبع نقاط.
ولتكن   OX, OY, OZنوجد مساقطها على المحاور  ،    الفضاء الثلاثينقطة في    Pفرضوب

  Pتتحدد تماما بالنقطة    P2, P1P ,3واضح أن النقط    P2, P1P ,3على الترتيب  
بإحداثيات    x, y, zسمى الكميات  وت      z = OP2, y = OP1x = OP ,3وبالتالى فإن  

 وكذلك العكس صحيح ،    P(x,y, z)رمز لها بالرمز  وي   الفضاء الثلاثيفي    Pالنقطة  
لها هذه   ت ال  P( فإنه يمكن تحديد النقطة  x, y, zيات ) أي أنه إذا عرفنا الحداث

 .   x, y, zإحداثياتها   Pوجد نقطة واحدة فقط  تالحداثيات تحديدا  تاما  بمعنى أنه  
 انظر الشكل التالي: 
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لاث ـث  ضاء ن في الفتكو    OX, OY, OZ: واضح أن محاور الحداثيات  ملاحظة
 سمى هذه المستويات بمستويات الحداثيات ت    XOY, YOZ, ZOXمستويات  

لمستوى وا  x = 0بالمستوى    YOZ  والمستوى  z = 0توى  ـبالمس  XOYطلق على المستوى  وي  
ZOX    بالمستوى y = 0 . 
وعلى  x = 0, z = 0  تكون  OY  المحور وعلى    y = 0, z = 0  تكون  OXالمحور  على  بينما  
 .x = 0, y = 0   تكون  OZالمحور  

    Z 

 

  P3 

 z                    P(x,y,z) 

 

  O                               P2    Y                               

x 

  P1                  y 

X 
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 : أي نقطة في الفضاء الثلاثي يماثلها سبع نقاطوكما ذكرنا سابقا أن  
  OX, OY, OZ  ثلاث نقاط بالنسبة لمحاور الحداثيات  -
  XOY, YOZ, ZOX  ث نقاط بالنسبة لمستويات الحداثياتوثلا  -
 .  O  ونقطة واحدة بالنسبة لنقطة الأصل )القطب(   -

 ( بالنسبة:a, b, cأوجد النقط المتماثلة الوضع مع النقطة )   :(1مثال)

 لمحاور الحداثيات.  –  1
  لمستويات الحداثيات. -2
 . Oلنقطة الأصل )القطب(  –  3

 :  الحل
  OX, OY, OZ( بالنسبة لمحاور الحداثيات  a, b, cتماثلة مع النقطة) النقط الم  -1

 على الترتيب.    (a, -b, c-) , (a, b, -c-) , (a, -b, -c)تكون 
( بالنسبة لمستويات الحداثيات  a, b, cالنقط المتماثلة مع النقطة)  -2

XOY,YOZ,ZOX  
 . على الترتيب   (a, -b, c) , (a, b, c-) , (a, b, -c)تكون 

 .   (a, -b, -c-)تكون    O( بالنسبة للقطب  a, b, cالنقطة المتماثلة مع النقطة)  -3
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   ,z), (rالطريقة الثانية: الإحداثيات الأسطوانية     ▪
 محدد به مجموعة إحداثيات قطبية  نفرض أن لدينا مستوى ما وليكن  

 : كما بالشكل  على المستوى   يعمود  OZ  ( وليكن  OXي  وخط ابتدائ Oقطب )  
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

ات ـالحداثي  r, حيث    r, , zب الكميات   ـنحس  الفضاء الثلاثيفي   Pلأي نقطة  
  عـن المستوى    P  النقطة  بعدهو    zوالمقدار      على المستوى Pقط  ـالقطبية لمس

     r < ,  0    2 , -  < z <  0حيث  
 ,P(rرمز لها بالرمز  وي    Pداثيات الأسطوانية للنقطة  بالح  r, , zمى الكميات الثلاثة  ـسوت  

, z)   . 
وذلك عندما تكون   الفضاء الثلاثيفضل الحداثيات الأسطوانية لدراسة السطوح في  ت  

معطاة عبارة عن منحنيات معادلاتها    المستوى    يتويات تواز ـطوح بمسـمقاطع هذه الس
هذه المعادلات معطاة بالحداثيات بالحداثيات القطبية أنسب للدراسة عما لو كانت  

 الكارتيزية.  

Z 

 

 P(r,,z) 

 

   O                                      Y                               
                                  

                                      r 

                                             

                                              P`(r,) 

X 

 المستوى  
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 ( , , )الطريقة الثالثة: الإحداثيات الكريه     ▪
إذا كان لدينا فطوانية  ـالحداثيات الأس  ةفي حالكما    تتحدد هذه الحداثيات أيضا  

 (   OXوخط ابتدائى    Oقطب )  محدد عليه مجموعة إحداثيات قطبية    مستوى ما  
 كما بالشكل:   على المستوى    يعمود  OZ  وليكن

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
  , , الكميات    تاما    يمكن أن تحدد تحديدا    الفضاء الثلاثيفي   Pلأي نقطة  

 حيث 20,20,0   
 P(, , )ويرمز لها بالرمز   Pبالحداثيات الكريه للنقطة    ,,سمى الكميات  وت  

 .  الفضاء الثلاثيتحدد نقطة وحيدة في    ,,الكميات  والعكس صحيح أي أن  

Z 

 

                    P(,,) 

                 

                 

 
                    z 

   O                                      Y                               
                                  

              x                      r 

                                             

                         y                    P(r,) 

X 

 المستوى  
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 :العلاقة بين الإحداثيات الكرتيزية والأسطوانية والكريه   ▪
وإحداثياتها   (x,y,zفإن إحداثياتها الكارتيزية )  الفضاء الثلاثيفي  نقطة ما    P  لتكن

 يتضح أن: السابق  ( ومن الرسم  ,,( وإحداثياتها الكريه هي )r, , zالأسطوانية هي )
x = r cos ,  y = r sin    (1). 

r =  sin ,  z =  cos    (2). 

 ( تحول الحداثيات الأسطوانية إلى إحداثيات كرتيزية.  1العلاقة )
 .تحول الحداثيات الكريه إلى إحداثيات أسطوانية (2)  العلاقةو 

 ( نستنتج أن: 1ومن العلاقة )

x

y
yxr 122 tan, −=+=                              (3). 

 .( تحول الحداثيات الكرتيزية إلى إحداثيات أسطوانية3العلاقة )
 ( نستنتج أن: 2ومن العلاقة )

z

r
zr 122 tan, −=+=                              (4). 

 طوانية إلى إحداثيات كريه.ـتحول الحداثيات الأس  ( 4)العلاقة  
 على:   نحصل (1( في )2من )  وبالتعويض 

x =  sin  cos , y =  sin  sin ,    z =  cos . (5). 

 يه.تيز إلى إحداثيات كر   الكريهتحول الحداثيات  (5)العلاقة 
 نحصل على: (4( في )3من )  وبالتعويض

z

yx

x

y
zyx

22

11222 tan,tan,
+

==++= −−           (6). 

 إلى إحداثيات كريه.   الكرتيزيهتحول الحداثيات    ( 6)العلاقة  
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)2,3,1(كانت   إذا:  (2مثال)   .الفضاء الثلاثيهي الحداثيات الكرتيزية لنقطة في    −
 فأوجد إحداثياتها الأسطوانية والكريه.

 :  الحل

.
3

)
1

3
(tan

,231

1

22


 −=

−
=

=+=+=

−

yxr

 

 (. XOYتقع في الربع الرابع من المستوى )حيث 
 2,3,1(الحداثيات الأسطوانية للنقطة( ,2(هي    تكون   −

3
,2(


−. 

.
4

1tan
2

2
tantan

,22431

11

22

1

222






===
+

=

=++=++=

−−−

z

yx

zyx

 

 2,3,1(الحداثيات الكريه للنقطة( (هي تكون  −
4

,
3

,22(


−. 
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  ZOXت الكرتيزية للنقطة المتماثلة بالنسبة للمستوى  حداثياالأوجد  :  (3مثال)
(مع النقطة 

4
,

3
,22(

  . 
 :  الحل
(),,(ت الكرتيزية للنقطة حداثياال  نوجد

4
,

3
,22( 


 

2)
2

1
)(22(cos

3)
2

3
)(

2

1
)(22(sinsin

1)
2

1
)(

2

1
)(22(cossin

===

===

===







z

y

x

 

   المتماثلة بالنسبة للمستوى    يه للنقطةتيز الحداثيات الكرZOX   
(مع النقطة  

4
,

3
,22(

  2,3,1(تكون( −. 
 لصورة الكارتيزية. إلى ا   4 2cos  2sin(1+3  2 = (حول المعادلة    :(4مثال)
 :  الحل

( )

.1
441

431

222

2

22

2

222

22

222

=++

=




























+













++

+
+++

zyx

yx

x

zyx

yx
zyx
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 ن  ــتماري
النقط كل من  للقطب مع  بة ـبالنسالمتماثلة    ةللنقطات الكرتيزية  ـد الحداثي ـأوج  –  1

 :الآتية
)1,

4
,3(,)1,

3
,1(,)0,

2
,2( 321


PPP

−−
 

 النقط كل من  مع     OXلمحورلبة  ـالمتماثلة بالنس  ة ات الكريه للنقطـأوجد الحداثي  –  2
   تية:الآ

).2,1,3(,)2,3,1( 21 PP −−  

 الكريه   ةمن المعادلات الآتية إلى الصورة الأسطوانية ثم إلى الصور معادلة  حول كل    –  3
(i)   x2 + y2 = 6.  (ii)   xy = z. 

(iii)   x2 + y2 + z2 = 16. (iv)   x2 – y2 – 2z2 = 4. 

(v)   x2 + y2 = 8 xy.  (vi)   x2 + y2 – ½ z2 = 0. 

(vii)   x2 + y2 + z2 = 6z. 

 .حول كل معادلة من المعادلات الآتية إلى الصورة الكارتيزية  –  4
(i)   z sin  = r.   (ii)   z2 cos  = r2. 

(iii)   r = a (1 – cos ).  (iv)   y = z ( 1 + cos ). 

(v)    = a cot  / cos . (vi)    = z a sin  sin . 

------------------------------------------------ 
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  :المساقط  –  2
 :في الفضاء الثلاثي  مسقط نقطة   –أ  
 توى ـنرسم المس  ABعلى المستقيم     الفضاء الثلاثيفي    Pلإيجاد مسقط نقطة ما    –  1

 (.1انظر )شكل  ABوعموديا على  Pالمار بالنقطة  
 . ABعلى   Pهى مسقط    ABمع    تقاطع المستوى  نقطة    P/فتكون  

على   عمودياا PK  تقيم   ـمس  Pنرسم من    وى  على المست Pلإيجاد مسقط نقطة  و   –  2
  Pهى مسقط    مع المستوى   PKفتكون نقطة تقاطع العمود    المستوى  

 (.2شكل انظر )    المستوى  على
 
 
 
 
 
 
 

              
 

                 
 (2(                              )شكل1)شكل                  

                                P 

 

 

A                                            B 

                           P/ 

                  P 

 

 

                                

 

 

 

                

 

                 

                 k 
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 : الفضاء الثلاثيفي   مسقط مستقيم  –ب  
حيث   ABمن المستقيم    D/C/هو الجزء    ABستقيم  المعلى    CDستقيم  الممسقط   -1

/, D/C    هما مسقطC, D    على المستقيمAB    (.3)شكلعلى الترتيب انظر 
 هما   D/C,/حيث    D/C/  المستقيم  هو  على المستوى   CDستقيم  المبالمثل مسقط  و  -2

 (.4)شكلب انظر  على الترتي  على المستوى    C, Dمسقط كل من  
 
 
 
 
 
 
 
 
 ( 4(                                )شكل3)شكل                          

 فإن    AB, CDهى الزاوية بين المستقيمين الغير مستوين    ( إذا كانت  3شكل)في  
ولذلك نرسم   AB, CDتقاس بالزاوية بين مستقيمين مرسومين من أي نقطة موازيين لـ  

 كما بالرسم.   AB // CD//ستقيم  م Cمن  
 CD// = C/D/ = CD  cos .                    (1) 

أي بين المستقيم   والمستوى    CDهى الزاوية بين المستقيم    ( إذا كانت  4شكل)في  و 
CD    ومسقطه/D/C  ثم رسمنا//// CD /D/C    ويقطع/CD    في//C 

 C/D/ = CD// = CD cos .        (2) 

( )على المستوى    ABعلى المستقيم    CDيتضح أن طول مسقط المستقيم    (2),(1)من  
 و أ)   ABتقيم  ـوالمس  CDفي جيب تمام الزاوية بين   CDاصل ضرب لح  اوياا ـيكون مس
 (. المستوى  

                                                      D 
  

                   C/
                                D/

 

    A                                                              B                                       

                                                         

                      

                  C                         D//              

                          D 

         C      

                          D//
    

                            

         

 

 

 

 

 

       C/
  

                          D/
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  :الفضاء الثلاثيفي   مسقط مساحة مستوية على مستوى  –ج  
   2 توى  ـلى المسيراد إيجاد مسقطها ع  Hتوية ـمساحة مس  1توى ـنفرض في المس

إلى عدد كبير من   Hتقسم المساحة      يه  2, 1تويين  ـونفرض أن الزاوية بين المس
   (5انظر )شكل  المستطيلات

 
 
 
 
 
 

                                         ( 5)شكل                                      
  ضلعيه. حيث إن مساحة المستطيل = حاصل ضرب طولىو 

 ة في مساحة هذا المستطيل مضروب مسقط مساحة كل مستطيل يكون مساوياا فإن 
 Hحاصل ضرب   مساوياا   Hومن ثم يكون مسقط المساحة الكلية     جيب تمام الزاوية  

 أي أن:   جيب تمام الزاوية    في
H2= H cos .    

 .2على المستوى    Hهى مساحة مسقط    2Hحيث  

 

                                         1 

 

 

                                      H 

 

 

 

 

                                                          2 
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 : الفضاء الثلاثيفي   ينالبعد بين نقطت  -  3
والمطلوب إيجاد الطول   الفضاء الثلاثينقطتين في    z2,y2(x2), P1,z1,y1(x1P,2(لتكن  

2P1P    1لذلك نرسم منP   ثم نرسم أيضاا ،مستويات الإحداثيات    يثلاث مستويات تواز 
تويات الست ـن هذه المسمستويات الإحداثيات فتكو    يثلاثة مستويات تواز   2Pمن  
 : التاليالرسم  يتضح من  كما    قطراا   2P1Pطيلات فيه  مست  يمتواز 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
121121121 ,, zzCPyyBPxxAP −=−=−=  , 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .
2

12

2

12

2

1221

2

12

2

12

2

12

2

1

2

1

2

1

2

21

zzyyxxPP

zzyyxxCPBPAPPP

−+−+−=

−+−+−=++=
  

                                     C 

                    Z 

 

                                                    P2(x2,y2,z2) 

 

                                    P1(x1,y1,z1)        B 

 

                      

                            A 

                    O                                    Y 

 

          

 

 

X 
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 : ونتائج  ملاحظات ▪
222 يكون   Oعن نقطة الأصل   P(x, y, z)عد النقطة  ب   -1 zyx ++. 
المستطيلات    ينتمكن من رسم متواز   أحد المستويات فلن  ييواز   2P1Pإذا كان  و  -2

  ييواز   2P1Pنفرض مثلا أن    ي: كما يل  المشار إليه ورغم ذلك يظل القانون صحيحاا 
 :هو  2P1Pيكون طول    لي وبالتا  z1z=2عندئذ يكون  XOYالمستوى  

. ( ) ( )2

12

2

12 yyxx −+−   
     z1, z2y1=y=2فإن    2P1OX // Pأحد المحاور مثلا    ييواز   2P1Pإذا كان   -3

 1x -2x  يساوي  2P1Pطول   يكون  لي وبالتا     
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 : نقطة التقسيم  –  4
 . الفضاء الثلاثيفي  نقطتان معلومتان   z2, y2(x2), P1, z1, y1(x1P ,2(  لتكن

 : من الداخل بحيث  P1P,2النقطتين    التى تقسم المسافة بين   Pإحداثيات النقطة   فإن 
)نسبة التقسيم(                                                                

2

1

2

1




=

PP

PP   

  :تكون 












+

+

+

+

+

+

21

1221

21

1221

21

1221 ,,










 zzyyxx
. 

 : ونتائج  ملاحظات ▪
  تكون   P1P,2منتصف المسافة بين  نقطة    –  1







 +++

2

zz
,

2

yy
,

2

xx 212121. 

  P1P,2بين  كامتداد للمسافة  تقسم من الخارج    P1P,2بين    P إذا كانت نقطة التقسيم  –  2
)نسبة التقسيم(   بحيث  1Pو من ناحيةأ  2Pسواء من ناحية

2

1

2

1




=

PP

PP  

 : تكون  Pإحداثيات النقطة   فإن 












−

−

−

−

−

−

21

1221

21

1221

21

1221 ,,










 zzyyxx
. 
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 :أمثلة ▪
  P-3, -(3, 22, 1), P-(1, 1P ,(31(3 ,0 ,4)أن المثلث الذى رؤوسه    تحقق من  :(1مثال)
 قائم الزاوية وأوجد مساحته. يكون  
   :الحل

( ) ( ) ( ) 9414zzyyxxPP
2

12

2

12

2

12

2

21 =++=−+−+−= . 

( ) ( ) ( ) 261691zzyyxxPP
2

23

2

23

2

23

2

32 =++=−+−+−= . 

2

31

2

21

2

32

2

13

2

13

2

13

2

31 .17449)()()(

PPPPPP

zzyyxxPP

+=

=++=−+−+−=
 

 .   1Pقائم الزاوية في  يكون    3P2P1Pلمثلث  أي أن ا

 P1P2P3 = ½ (P1P2 ) ( P3P1 ) ( )( )
2

173
173

2

1
== . 

على   بحيث تظل دائماا   الفضاء الثلاثيلنقطة تتحرك في    يوجد المحل الهندسأ  :(2مثال)
 .  P-(2, 1P ,(3 ,21(2 ,0 ,1)النقطتين بعدين متساويين من  

 :الحل
 P(x, y, z)  ينفرض أن النقطة ه 

2

2

2

121 PPPPPPPP == . 

(x – x1)
2 + (y – y1)

2 + (z – z1)
2 = (x – x2)

2 + (y – y2)
2 + (z – z2)

2. 

(x – 2)2 + (y + 1)2 + (z – 3)2 = (x – 1)2 + (y – 0)2 + (z – 2)2. 

   2x – 2y + 2z – 9 = 0. 

 . الفضاء الثلاثيفي   معادلة مستوىتمثل  وهذه  
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 : رؤوسه  يالمركز المتوسط للمثلث الذتحقق من أن احداثيات   :(3مثال)
)9,8,7(,)1,2,3(,)1,0,1( 321 PPP −−−− . 

 )3,2,1(تكون
 :الحل

المركز منصفات أضلاع المثلث )منصفات زوايا رؤوس المثلث( تكون هي  نقطة تلاقي  
، ) وت سمى أيضاا مركز ثقل المثلث ( وهذه النقطة تقسم المستقيم الذي   المتوسط للمثلث

    1:2بصل بين أي رأس من رؤوس المثلث إلى الضلع المقابل بنسبة تقسيم  
 انظر الشكل:

                                      3P  

                              

 

                                      2 

                                      M  
                                      1 

                  
1P         /       

4P     /         
2P  

  43PPتقسم وهذه النقطة    المركز المتوسط للمثلثتكون هي    Mالنقطة   أنواضح  

 بنسبة تقسيم  الداخلمن  
1

2

2

1

4

3 ==




MP

MP. 

 : ت عطى من  الداخلتقسيم من  الإحداثيات نقطة  و 

.,,
21

1221

21

1221

21

1221










+

+

+

+

+

+











 zzyyxx
 

واحداثيات النقطة
4P 21كمنتصف مسافة بين النقطتين, PP :تكون 

)0,1,2(
2

)1()1(
,

2

)2()0(
,

2

)3()1(
−−=







 −+−+−+−
 , 

)3,2,1(
21

)9)(1()0)(2(
,

21

)8)(1()1)(2(
,

21

)7)(1()2)(2(










+

+

+

+−

+

+−
M  

وهو المطلوب. 



      د/ سعد شرقاوي                                                             في ثلاثة أبعادالهندسة التحليلية 
__________________________________________________________ 

 

19 

إذا ق سم المستقيم   :(4مثال)
21PP   من ناحية

2P   3بالنقطةP   3221بحيث 2 PPPP = 
)1,0,1(,)3,2,1(علماا بأن  21 PP  3Pفأوجد إحداثيات   −

 :الحل
 
  

3),,(النقطة   أن واضح من المعطيات  zyxP  تقسم
21PP    بنسبةمن الخارج 

1

3

32

31 =
PP

PP. 

 : ت عطى منتقسيم من الخارج  الإحداثيات نقطة  و 










−

−

−

−

−

−

21

1221

21

1221

21

1221 zz
,

yy
,

xx
 

4
13

)1(1)3(3
,3

13

)0(1)2(3
,2

13

)1(1)1(3
=

−

−
==

−

−
==

−

−−
= zyx  

 3P)4,3,2(إذاا إحداثيات نقطة التقسيم تكونو 

            P1                     
2

                          P2        
1       P3 
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نقطة تقاطع المستقيم احداثيات  أوجد    :(5مثال)
21PP  مع المستوىXOZ   حيث : 

. )3,3,1(,)5,1,3( 21 −−− PP   
 :الحل

   XOZتقع على المستوىنقطة تقسيم من الداخل    وهي3Pعنقطة التقاطلتكن  
3),0,(ومن ثم تكون zxP. 

,21تقسم المسافة بين   3Pنفرض أنو  PP   21بنسبةمن الداخل :  أي أن 
2

1

23

31




=

PP

PP   

 : التاليالرسم  يضح من  كما  
  

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.3
4

)5(3)3(1
,2

4

)3(3)1(1

3

1
03

)1()3(
0

,0,

2

1
21

21

21

21

1221

21

1221

21

1221

=
+−

==
+−

=

==−
+

−+
=

+

+
=

+

+
=

+

+
=

zx

zz
z

yyxx
x






















 

)تكون نقطة التقاطع  وإذاا احداثيات  )3,0,23P. 

                                     Z      

                                                                                       

 

                      

 

 

 

 

P1                       P3                     P2 

                               

                                   O                                   Y 

          

 

 

 

              X 
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,43تيننقطاحداثيات الأوجد   :(6مثال) PP  :اللتين تقسمان المسافة بين النقطتين 
. )9,2,7(,)3,5,1( 21 PP   

 إلى ثلاثة أجزاء متساوية. 
 :الحل

 
  

 بنسبة تقسيم  الداخلمن    21PPتقسم   3Pالنقطة   أنواضح  
2

1

2

1

32

31 ==




PP

PP. 

النقطة   أن و 
4P   21تقسمPP    بنسبة تقسيم  الداخل من  

1

2

2

1

42

41 ==




PP

PP. 

 : ت عطى من  الداخلتقسيم من  الإحداثيات نقطة  و 

.,,
21

1221

21

1221

21

1221










+

+

+

+

+

+











 zzyyxx
 

)5,4,3(
21

)3)(2()9)(1(
,

21

)5)(2()2)(1(
,

21

)1)(2()7)(1(
3 =









+

+

+

+

+

+
P    , 

)7,3,5(
12

)3)(1()9)(2(
,

12

)5)(1()2)(2(
,

12

)1)(1()7)(2(
4 =









+

+

+

+

+

+
P  

يمكن حساب احداثيات النقطة   3Pبعد حساب احداثيات) ملاحظة:  
4P   كمنتصف

32مسافة بين النقطتين  , PP   .) 

            P1                     P3                     P4               P2 
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 ن  ــتماري
  OX, OY, OZ  الاحداثيات  عن محاور   P(x, y, z)أن أبعاد النقطة   تحقق من  –  1

222222ي هتكون         ,, yxzxzy  .على الترتيب  +++
 الساقين   يرؤوس مثلث متساو تكون    (0 ,2 ,2) ,(0 ,6 ,6) ,(1 ,2 ,6)أن   تحقق من  –  2

 وأوجد مساحته.        
 P1P ,(6 ,2 ,1)2(2 ,6 ,1)الأضلاع وكانت    يمثلث متساو   3P2P1Pإذا كان    –  3

 مساحة المثلث.   احسب ثم   2  ي لها يساو   y  يعلما بأن الإحداث  3Pفأوجد نقطة         
 ,2-) ,(1 ,3 ,4)أوجـد نقـطة على محـور السينات تـكون متسـاوية البـعد عن النقطتين     –  4

-6, 2)   . 
بحيث تكون متساوية البعد  الفضاء الثلاثيلنقطة تتحرك في    ي ندسأوجد المحل اله  –  5

 .(6 ,1 ,8) ,(1 ,5 ,2)النقطتين   عن
بحيث يظل بعدها عن  الفضاء الثلاثيلنقطة تتحرك في    ـي أوجد المحل الهندس  –  6

 . OYبعدها عن المحور   مساوياا   (3 ,2- ,1)النقطة
بحيث يظل بعدها عن  الثلاثي  الفضاءلنقطة تتحرك في    ـي أوجد المحل الهندس  –  7

 ؟ .يماذا يكون هذا المحل الهندسو   3  مساوياا   دائماا   (2 ,1- ,1)النقطة
 : المركز المتوسط للمثلث الذى رؤوسهاستنتج احداثيات    -8

),,(,),,(,),,( 333322221111 zyxPzyxPzyxP . 

 : رؤوسه  ي المركز المتوسط للمثلث الذ احسب احداثيات    -9
  (0,7,-5), (-1,5,-6), (4,0,3). 

 ين:تالنقط النقطتين اللتين تقسمان المسافة بين احداثيات  أوجد    –  10
  P1(3, -5, -2), P2(7, 1, -6)  

 إلى ثلاثة أجزاء متساوية.     
----------------------------------------------- 
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 : زوايا الاتجاه  –  5
قاس بالزاوية بين أى مستقيمين ت     الفضاء الثلاثياتفقنا على أن الزاوية بين مستقيمين فى  

 فى نفس المستوى ومرسومان من أى نقطة ويوازيان المستقيمان المعطيان 
 .الفضاء الثلاثيفى  

 ,OXللمحاور   مع الاتجاهات الموجبة  2P1Pتقيم  ـولذلك لإيجاد الزوايا التى يصنعها المس

OY, OZ  1م من  ـنرسP  تقيمات  ـالمس/Z1, P/Y1, P/X1P   محاور الإحداثيات فتكون   يتواز
مع الاتجاهات   2P1Pالموضحة بالرسم هى الزوايا التى يصنعها المستقيم    ,, الزوايا

 .الموجبة لمحاور الإحداثيات
 تمام هذه الزوايا   سمى جيوبوت    2P1Pبزوايا الاتجاه للمستقيم    ,,  الزوايا  سمىت  
cos ,cos ,cos     2بجيوب تمام الاتجاه للمستقيمP1P . 

 :  انظر الشكل
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                                                    P2 

                                          

                                    P1                   Y/ 

                                         

                           X/ 

                     

                    O                                    Y 

 

          

 

 

X 
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  1Pبدايتــ     متجهــا    2P1Pنعتــ   أن    2P1Pعنــد حســاب زوايا اتجــاه المســتقيم    مــن المهــم جــدا  و 
ــاه  ة لمحـــاور اـببـــين الاتجاهـــات الموجـــ  ,,ب الـــزوايا  ـثم نحســـ    2Pونهايتـــ    لإحـــداثيات والاتجـ

   2Pإلى   1Pباعتبار هذا الاتجاه من   2P1Pالموجب للمستقيم 
 تكون   1P2Pفإن زوايا الاتجاه للمستقيم    2P1Pزوايا اتجاه المستقيم    ,,  ولذلك إذا كانت 

 هي  1P2Pجيوب تمام اتجاه  كون تو على الترتيب ،    -,-,-هي  
    cos (-) = - cos  , cos (-) = - cos  , cos (-) = - cos . 

 ي هتكون    OXواضح أن زوايا اتجاه المحور  و 
2

,
2

,0
  المحور   وجيب تمام اتجاه  OX  تكون 

اتجاه تمام  وجيوب    (0 ,1 ,0)  ي ه  OYاتجاه المحور  تمام  وبالمثل تكون جيوب    (0 ,0 ,1)
  (1 ,0 ,0) يه  OZالمحور  

الواحد   من محاور الإحداثيات يكون مساويا   يمجموع مربعات جيوب تمام اتجاه أ و 
 الصحيح. 

 يكون  الفضاء الثلاثيمستقيم فى    ي : مجموع مربعات جيوب تمام اتجاه أ(1نتيجة)
 الصحيح.    الواحد   مساويا  
 مستطيلات    ينرسم متواز   ,,  يزوايا اتجاه  همستقيما    2P1Pليكن    :البرهان
 : في   ا  قطر   2P1Pيكون    بحيث
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                                                    P2 

                                           

                                    P1                   K2 

                                        

                         

                           K1 

                    O                                    Y 

 

          

 

 

X 
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 : ما يليمن الرسم يتضح  

.1coscoscos

.1coscoscos

.cos,cos,cos

222

2

21

2

21

2

21

2

31

2

21

2

11222

21

31

21

21

21

11

=++

==
++

=++

===







PP

PP

PP

KPKPKP

PP

KP

PP

KP

PP

KP

  

 ي أ  L, M, Nبالرموز    الفضاء الثلاثيلجيوب تمام اتجاه المستقيم فى    ا  وسوف نرمز اختصار 
 أن : 

L = cos  , M = cos  ,  N = cos .                 

جيوب تمام   ي اه المستقيم الذ ب اتج ـنس  يه  a, b, cوسوف نقول أن الكميات الثلاثة  
 عندما وعندما فقط يتحقق الشرط:   L, M, Nاتجاه   

L : M : N = a : b : c        

   ـجيوب تمام اتجاه   ي تقيم الذ ـهى نسب اتجاه المس a, b, c: إذا كانت  (2نتيجة)
 فإن:   L, M, N  يه

222222222 cba

c
N,

cba

b
M,

cba

a
L

++
=

++
=

++
=    

 : فيكون   L : M : N = a : b : cحيث إن   :  البرهان
L = a,   M = b,   N = c                 (*) 

 يكون:   ليوبالتا
L2 + M2 + N2 = 2a2 + 2b2 + 2c2 = 2(a2 + b2 + c2).  

.
11

)(1
222222

22222

cbacba
cba

++
=

++
=++=   

 نحصل على   (*)  فى العلاقات   بالتعويض عن  و 

222222222 cba

c
N,

cba

b
M,

cba

a
L

++
=

++
=

++
= . 
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 : ملاحظات ▪
  N1, M1L ,1هما  اعتين من جيوب تمام الاتجاه أحد عطينا مجمو ت    واضح أن قيم    –  1

نسب اتجاه   a, b, c  إذا كانت ي حيث إنوهذا أمر طبيع  –1N-, 1M-, 1Lوالأخرى  
   N1, M1L ,1   جيوب تمام اتجاه  يالذ   2P1Pالمستقيم  

جيوب   يالذ   1P2Pنسب اتجاه المستقيم    أيضا   كون ت  a, b, cفإن نفس الكميات       
 .  –1N-, 1M-, 1Lتمام اتجاه   

فإن نسب   الفضاء الثلاثينقطتان فى    z1, y1(x1), P2, z2, y2(x2P ,1(إذا كانت    –  2
z1y – 2, y1x – 2x ,2 –   يه  2P1Pونسب اتجاه    z1, y1x ,1  يهتكون   1OPاتجاه 

1z. 
يكون لها نفس   لي إذا كانت المستقيمات متوازية فإنها تشترك فى زوايا الاتجاه وبالتا  –  3

 . (جيوب تمام الاتجاهه )نسب الاتجا
الفضاء ف  آن واحـد جميع جيوب تمام الاتجاه للمستقيم    ف لا يمكن أن تنعـدم    –  4

 .  2cos+   2cos+  2 cos 1 =حيث    الثلاثي
 : يهتكون    2P1Pفإن جيوب تمام اتجاه    z2, y2(x2), P1, z1, y1(x1P ,2(إذا كانت    –  5

21

12

21

12

21

12 cos,cos,cos
PP

zz

PP

yy

PP

xx −
=

−
=

−
=  .   

ي هتكون    1P2Pجيوب تمام اتجاه وكذلك        
21

21

21

21

21

21 ,,
PP

zz

PP

yy

PP

xx −−−
  .              
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 : الفضاء الثلاثيفي   الزاوية بين مستقيمين  –  6
2L ,خر  الآوجيوب تمام اتجاه    N2, M1L ,2تقيمين جيوب تمام اتجاه أحدهما  ـنفرض مس 

2, N2M    نرسم من القطبO   2مستقيمينOP1, OP   مان كما يوازيان المستقيمان المعلو
   :بالرسم

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : تيجة الآتيةعطى من النبين المستقيمين ت      الزاويةفإن  
: (3نتيجة)

212121cos NNMMLL ++= 
  فيكون:  2P1OPمن المثلث نقطتان    z1, y1(x1), P2, z2, y2( x2P ,1 (أن   باعتبار:  البرهان

−+= cos)OP)(OP(2OPOPPP 21

2

2

2

1

2

21 . 

  وحيث إن:
2

12

2

12

2

12

2

21 )()()( zzyyxxPP −+−+−= . 

.cos))((2

)()()()()(

21

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

12

2

12

2

12

OPOP

zyxzyxzzyyxx

−

+++++=−+−+−
 

- 2x1x2 –2y1y2 – 2z1z2 = -2(OP1)(OP2) cos     , 

.

))(())(())((
))((

cos

212121

2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1

21

212121

NNMMLL

OP

z

OP

z

OP

y

OP

y

OP

x

OP

x

OPOP

zzyyxx

++=

++=
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 : ملاحظات ▪
وجيوب تمام اتجاه   N1, M1L ,1شرط تعامد مستقيمين جيوب تمام اتجاه أحدهما    –  1

 هو:    N2, M2L ,2الآخر  
L1L2 + M1M2 + N1N2 = 0.      

نسب اتجاه مستقيم   c2, b2a ,2وكانت    نسب اتجاه مستقيم ما   c1, b1a ,1نت إذا كا  –  2
 عطى بالعلاقة: ت    آخر فإن الزاوية بينهما  

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
cbacba

ccbbaa

++++

++
= . 
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 : نسب اتجاه العمودي على مستقيمين معلومين  –  7
  c2, b2a ,2ونسب اتجاه الأخر    c1, b1a ,1نفرض مستقيمين معلومين نسب اتجاه أحدهما  

  a, b, cراد إيجاد نسب اتجاه العمودي عليهما ولتكن  وي  
 المستقيمين المعلومين أى أن:   يواضح أن  يجب أن نشترط عدم تواز 

a1 : b1 : c1  ≠ a2 : b2 : c2       

 : يكون ومن شرط التعامد  
a1a + b1b + c1c = 0, 

a2a + b2 b + c2c = 0. 

 .   a, b, cبين الكميات كافيتان لإيجاد النسبة    وهاتان العلاقتان 
  :نستنتج أن  على الأقل أحد المحدداتشرط عدم التوازي  ومن  

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
,,

c

c

b

b

c

c

a

a

b

b

a

a
. 

 : لي يكون بالتافختلف عن الصفر  هو المالمحدد الأول    ليكنعن الصفر و   يكون مختلفا  
a1a + b1b = - c1c. 

a2a + b2b = - c2c. 

.

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

b

b

a

a

c

c

b

b

c

b

b

a

a

b

b

c

c

c

b

b

a

a

b

b

cc

cc

a =−=
−

−

=  

ثبات أن يمكن إ  وبالمثل

2

1

2

1

2

1

2

1

b

b

a

a

a

a

c

c

cb عتبار وبا  =
2

1

2

1

b

b

a

a
c    ينتج:  =

.,,
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

b

b

a

a
c

a

a

c

c
b

c

c

b

b
a ===    

 نسب الاتجاه العمودي على المستقيمين المعلومين.   هذه هيو 
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 : الفضاء الثلاثيفي غير متقاطعين    مستقيمين معلومينطول أقصر بعُد بين   –  8
يساوي طول مسقط المستقيم   4P3, P2P1P  علومين الم  طول أقصر بعد بين المستقيمين 

الواصل بين أحد جوانب أطراف المستقيمين على العمودي عليهما ، ومن ثم يساوي 
حاصل ضرب طول المستقيم الواصل بين أحد جوانب أطراف المستقيمين ف جيب تمام 

 انظر الشكل(: الزاوية بين هذا المستقيم الواصل وبين المستقيم العمودي على المستقيمين)
 
 
 
 
 
 

 فإن:  4P3, P2P1P  المعلومين  أقصر بعد بين المستقيمينهو طول    Kوإذا كان 
)(cos 2121213131 NNMMLLPPPPK ++==       

111حيث ,, NML  31جيوب تمام اتجاهPP   أو جيوب تمام اتجاه(
42PP)   ، 

حيث و 
222 ,, NML .جيوب تمام اتجاه العمودي على المستقيمين 

 

                                                                              P2 

   P1 

    

 

 

         P3                                                     P4  
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 : أمثلة  ▪
   ؟ ,, زوايا اتجاه   الفضاء الثلاثيف تية يوجد مستقيم الآأى الحالات   في :(1مثال)

(i) 
3

2
,

3
,

4








 === . 

(ii) 
4

3
,

4
,

3


=


=


= . 

 :الحل
  :هو  الفضاء الثلاثيف زوايا اتجاه مستقيم ن ععبارة    ,,تكون  يالشرط اللازم لك

cos2  + cos2  + cos2  = 1. 

(i)  1
2

1

2

1

2

1

3

2
cos

3
cos

4
cos

222

222 =






 −
+








+








=++


 

 . الفضاء الثلاثيف    زوايا اتجاه مستقيم  تكون   ,,  ا  إذو 

(ii) 1
4

5

2

1

2

1

2

1

4

3
cos

4
cos

3
cos

222

222 =






 −
+








+








=++


 

 .الفضاء الثلاثيف   لا تكون زوايا اتجاه مستقيم ,,  ا  إذو 
 P-(1, 1P ,(3 ,22 ,2)- (5 ,3أوجد جيوب تمام اتجاه المستقيم المار بالنقطتين  :(2مثال)
 :الحل
cbaيه  2P1Pنسب اتجاه المستقيم   لتكن ,,   

235,1)2(3,112 =−=−=−−−==−= cba  

 : يه  2P1Pالمستقيم    تكون جيوب تمام اتجاه   لي وبالتا

.
6

2

,
6

1

,
6

1

222

222

222

=
++

=
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=

=
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=
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  قطرين من أقطار المكعب. أوجد الزاوية بين :  (3مثال)
   :الحل

 خذ ثلاثة أوج  متعامدة من المكعب منطبقة على بأو  aنفرض أن طول ضلع المكعب 
 :مستويات الإحداثيات كما بالرسم

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

     OP5P2, P6P3, P4P1P , 7 ي كالتاليتكون أقطار المكعب ه  لي وبالتا
 كما يلي:   5P2, P7OPجد الزاوية بين القطرين  ونو 

  – ,a, a-a  يه  5P2Pونسب اتجاه  ، a, a, aي  ه  7OPنسب اتجاه  
  بين قطري المكعب ت عطى من:   الزاوية  لي وبالتا
]

3

1
[cos]

3
[cos]

)()()(
[cos 1

2

2
1

222222

1 −−− =
−

=
++++

+−+−
=

a

a

aaaaaa

aaaaaa
 . 

 . لمنفرجةلوالثانية    الحادة  اهما للزاويةحد )موجبة وسالبة(إوواضح أن  نحصل على قيمتين

                  Z 

 

 

                      P5(0,0,a)       P4 

 

 

         P6                     P7(a,a,a) 

 

                     O                   P3            Y 

 

          

          P1                     P2(a,a,o) 

 

 

X 

 



       د/ سعد شرقاوي                                                            في ثلاثة أبعادالهندسة التحليلية 
__________________________________________________________ 

 

33 

 : لعمودي على المستوى المار بالنقط اتجاه اجيوب تمام  أوجد   :(4مثال)

       P1(2, 3, -2), P2(1, -1, -1), P3(0, 1, 2) 

 :الحل
   المستقيم العمودي على المسـتوى المـار بالـنقط المعطـاه يكـون هـو العمـودي علـى المسـتقيمين

3P1, P 2P1P    3حيث أنهما يقعا ف نفس المستوى المار بالنقط,P2,P1P   
cbaمودي هي  ولتكن نسب اتجاه هذا الع هي    2P1P ونسب اتجاه ,,

111 ,, cba  
هي    3P1P نسب اتجاهو 

222 ,, cba  
1)2(1,431,121 111 =−−−=−=−−=−=−= cba    , 

4)2(2,231,220 222 =−−=−=−=−=−= cba      , 

6
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−
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−
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 تكون:   اتجاه العمودي على المستوىوإذا  جيوب تمام  

.
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,
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أوجد طول أقصر ب عد بين مستقيمين ف الفضاء الثلاثي نسب اتجاه   :(5)مثال
2,6,3ونسب اتجاه الأخر)5,4,3(ويمر بالنقطة   1,2,3أحدهما   )3,6,4(بالنقطة   ويمر  −

)5,4,3(,)3,6,4(لتكن  :الحل 21 PP 
 
 
 
 

 ي عطى من العلاقة:   المعلومين بين المستقيمينKعدأقصر ب  طول  
)( 21212121 NNMMLLPPK ++= . 

حيث 
111 ,, NML جيوب تمام اتجاه

21PP وحيث ،
222 ,, NML جيوب تمام اتجاه العمودي

 على المستقيمين. 
,39441)53()46()34( 222

21 ==++=−+−+−=PP  

,
3

2

3

53
,

3

2

3

46
,

3

1

3

34
111

−
=

−
==

−
==

−
= NML  

cbaي ه المستقيمين  نسب اتجاه العمودي علىلتكن  و  ,,   
,,1,2,3,,,2,6,3 ولتكن 222111 − cbacba    وإذا: 

    

   P1 

  

          

          

            P2                                                      
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. 

4321 تقيمين أوجد طول أقصر بعد بين المس  :(6)مثال , PPPP  حيث :  
)4,4,2(,)5,3,0(,)5,3,2(,)2,1,4( 4321 −−−−− PPPP . 

 :الحل
111يه  21PPنسب اتجاهلتكن  ,, cba 43ب اتجاهونسPP 222يه ,, cba 

4321ونسب اتجاه العمودي على , PPPP يهcba ,, 
325,2)1(3,6)4(2 111 =−=−=−−−==−−= cba    , 

1)5(4,134,202 222 =−−−==−==−= cba       , 
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 قيمين تكون: اتجاه العمودي على المستوإذا  جيوب تمام  

,
5

2

55

10

,0
55

0

,
5

1

55

5

100025

5

222
2

222
2

222
2

==
++

=

==
++

=

−
=

−
=

++

−
=

++
=

cba

c
N

cba

b
M

cba

a
L

 

,98149161631 ==++=PP  



       د/ سعد شرقاوي                                                            في ثلاثة أبعادالهندسة التحليلية 
__________________________________________________________ 

 

37 

 تكون:31PPاتجاه وجيوب تمام  
,

9

7

9

25
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9

4
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)1(3
,
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)4(0
111
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 :لعلاقةي عطى من ا  وإذا  طول أقصر ب عد بين المستقيمين
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 تمارين 
  P21, 2, 4), P-(3(1, 0, 5), P4P ,(3 ,6 ,4)1(5 ,4 ,3)إذا كانت   -1

 .4P3P  المستقيم  على  2P1P  المستقيم  فأوجد طول مسقط       
 . (1- ,5 ,1-) ,(3 ,1- ,1) ,(4 ,3 ,2-)رؤوس     يد زوايا المثلث الذ أوج  -2
 النقط:   رؤوس    ي بدون حساب أطوال أضلاع المثلث الذ  -3

       (1, 2, 6), (1, 6, 2), (4, 4, 0).  
 قائم الزاوية. تحقق من أن         

 .  {4-,0,4} , {4,4,0-} , {4,0,4-}  يإذا كانت نسب اتجاه أضلاع مثلث ه -4
 الأضلاع.   يمتساو يكون  أن المثلث  تحقق من  ف

 : علما بأن   4P3P  المستقيم  على   عموديا    2P1P  المستقيم   تجعل تيال   قيمة  عيّن  -5

        P1(-,-1,2), P2(0,2,4), P3(1,,1), P4( + 1,0,2)  . 
  (1 ,6 ,4-)ويمر بالنقطة    1 ,2- ,2مستقيم نسب اتجاه    -6

 . أوجد نقطة تقاطع  مع مستويات الإحداثيات      
ويمر بالنقطة   1 ,2- ,2أوجد طول أقصر بعد بين مستقيمين أحدهما نسب اتجاه    -7

 .(6 ,2 ,2-)ويمر بالنقطة    2- ,3 ,6والآخر نسب اتجاه     (1 ,5 ,2)

 :حيث  4P3, P2P1Pطول أقصر بعد بين المستقيمين  أوجد  -8

P1(0, 2, 4), P2(3, 4, 5), P3(1, 0, 5), P4(4, 6, 3). 

------------------------------------------------ 
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 الباب الثانى
 الفضاء الثلاثي المستوى والخط المستقيم في  

 :الفضاء الثلاثيالمستوى في    –  ولا أ
 : المستوى   تعريف  -1

  2P1Pفإن جميع نقط المستقيم    P1P ,2خذت عليه نقطتان  المستوى هو السطح الذى إذا أ  
 .تكون واقعة على السطح أيضا  

صحيح والعكس  ،    تدل على مستوى  ,z x, yأي معادلة من الدرجة الأولى في  :  نظرية
 .x, y, zمعادلة أي مستوى تكون من الدرجة الأولى في   بمعنى أن  
 : بالصورة العامة  x, y, zنفرض أن معادلة من الدرجة الأولى في  :  البرهان

ax + by + cz + d = 0    (1) 

 : إذا    ( 1)   على المحل الهندسي للمعادلةيننقطت  z1, y1(x1), P2, z2, y2(x2P ,1(لتكنو 
ax1 + by1 + cz1 + d = 0 

      (2) 
ax2 + by2 + cz2 + d = 0 

بحيث   2P1Pنقطة ما على المستقيم    Pولتكن
2

1

2

1

PP

PP




=  










+

+

+

+

+

+


21

1221

21

1221

21

1221 zz
,

yy
,

xx
)z,y,x(P . 

 لتعريف وطبقا لذلك  على  ( و 1تحقق المعادلة ) P( نجد أن النقطة  2ستخدام العلاقة )وبا
 ل مستوى. ( تمث1المعادلة )  فإن 

عمودي على   K0Pونفرض أن    z0, y0(x0P ,0(ولإثبات العكس نفرض مستوى يمر بنقطة  
  a,b,c ين نسب اتجاه العمودي هأالمستوى و 

هو يكون  واضح أن المستوى  .أي نقطة عليه   P(x, y, z)ولإيجاد معادلة المستوى نفرض 
 .  K0P ⊥P 0Pالتى تحقق الشرط    Pلنقطة  لالمحل الهندسي  

 .    0z –), (z 0y –), (y 0x –(x(  تكون  P0Pإن نسب اتجاه  وحيث  
a(x – x0) + b(y – y0) + c(z –z0) = 0 .  (3) 

ax + by + cz – (ax0 + by0 + cz0) = 0. 
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وتتحقق فقط بجميع نقط المستوى  x, y, zمعادلة من الدرجة الأولى في   (3)واضح أن و 
 معادلة المستوى.   يفه  ل وبالتا
 : تائجنملاحظات و  ▪
وهذا   ،  ثوابت يمكن اختزالها إلى ثلاثة ثوابت مستقلة   أربعة  مل علىت( تش1المعادلة ) -1

 يتحدد بثلاث شروط مستقلة.  الفضاء الثلاثيأن المستوى في   نييع
 ,aيه هي  اتجاه العمودي علونسب    z1, y1P(x ,1(  نقطةليمر با الذي  ستوى  الممعادلة   -2

b, c   01 = (تكون على الصورةz –) + c(z 1y –) + b(y 1x–a(x  

 ( L,M,N)جيوب تمام اتجاهه    c1b 1,a ,1شرط توازي المستقيم الذي نسب اتجاهه  -3

 cc1+bb1aa   (aL+bM+cN=0 .)+01=هو:    ax+by+cz+d=0للمستوى         
 تكون:   02z+d2y+c2x+b2a,  =01z+d1y+c1x+b1a=بين المستويين   الزاوية   -4















++++

++
= −

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2121211cos
cbacba

ccbbaa
 . 

 هو:   02z+d2y+c2x+b2a,  =01z+d1y+c1x+b1a=ستويين  شرط توازي الم -5

  a1:b1:c1=a2:b2:c2 

 تساوي:   02z+d2y+c2x+b2a,  =01z+d1y+c1x+b1a=والمسافة بين المستويين  

2

2

2

2

2

2

21

2

1

2

1

2

1

21

cba

dd

cba

dd

++

−
=

++

−
. 

 هو:   02z+d2y+c2x+b2a,  =01z+d1y+c1x+b1a=شرط تعامد المستويين   -6

  a1a2+b1b2+c1c2=0 

},,{,},,{إذا كانت  -7 222111 cbacba   نسب اتجاه مستقيمين معلومين ، وكانت
},,{ cba   :نسب اتجاه العمودي عليهما ومن شرط التعامد يكون  

.0

,0

222

111

=++

=++

ccbbaa

ccbbaa
 

,,.ويكون:     
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

b

b

a

a
c

a

a

c

c
b

c

c

b

b
a ===  
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 أمثلة:  ▪
على   ويكون عمودي     ,1 ,0)-(1توى الذى يمر بالنقطة ـوجد معادلة المسأ  :(1مثال)

 .   P-(1, 1P ,(2 ,21 ,3)-(1 ,4حيث    2P1Pالمستقيم  
 :الحل

تكون   a, b, cيه هي  اتجاه العمودي علونسب    z1, y1(x ,1(ستوى يمر بالنقطة  الممعادلة  
 : على الصورة

a(x –x1) + b(y – y1) + c(z – z1) = 0. 

 : تكون   2P1Pونسب اتجاه العمودي  
a = 3 – 1 = 2,  b = -4 + 1 = -3,  c = 1 – 2 = -1. 

  ة:المستوى المطلوبفتكون معادلة  
2(x–0)+(-3)(y–1)+(-1)(z-(-1)) = 0. 

2x-3y-z+2=0. 

 :حيث  4P3Pويوازي المستقيم    P1P ,2أوجد معادلة المستوى المار بالنقطتين  :  (2مثال)
P1(0, 1, 0), P2(2, 0, 1), P3(3, 0, 0), P4(0, 2, 2).  

 :  الحل
فيكون العمودي على   4P3Pويوازي المستقيم    P1P ,2 تينحيث إن المستوى يمر بالنقط

   4P3, P 2P1Pالمستوى هو العمودي على المستقيمين  
 ,2-1,1تكون   2P1P ونسب اتجاه  

  –2 ,2 ,3تكون    4P3Pونسب اتجاه   
 تكون نسب اتجاه العمودي عليهما )العمودي على المستوى( هي:   ل وبالتا

.1
23

12
,7

32

21
,4

22

11
=

−

−
=−=

−
=−=

−
= cba  

 1 ,7- , 4 –ون معادلة المستوى المطلوب بمعلومية نسب اتجاه العمودي عليه  تكومن ثم  
 هي:   1P(0 ,1 ,0)ويمر بالنقطة  

- 4 (x – 0) – 7(y – 1) + 1(z – 0) = 0. 

4x + 7y – z – 7 = 0. 
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على   ويكون عمودي     ,1)-(5 ,1وجد معادلة المستوى الذى يمر بالنقطة أ  :(3مثال)
 .   2x – y + 3z – 1 = 0,   x + 2y + z = 0المستويين   

 :الحل
  : تكون   a,b,cونسب اتجاه العمودي عليه   (5 ,1- ,1)معادلة المستوى الذى يمر بالنقطة  

a(x – 1) + b(y + 1) + c(z – 5) = 0. 

فيكون العمودي على المستوى عمودي على كل من المستويين المعطيين    حيث إن و 
 : ستويين المعطيين وشرط ذلك هوالمستوى المطلوب موازي  لكل من الم

2a – b + 3c = 0. 

a + 2b + c = 0. 

5
21

12
c.1

11

23
b,7

12

31
a =

−
===−=

−
= . 

 تكون معادلة المستوى المطلوب هي: على ذلك  و 
-7(x – 1) + (y + 1) + 5 (z – 5) = 0. 

-7x + y + 5z – 17 = 0. 
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 : صور خاصة لمعادلة المستوى  –  2
 : ط معلومةمعادلة المستوى المار بثلاث نق  –أ  

   z3, y3(x3), P2, z2, y2(x2), P1, z1, y1(x1P ,3(نفرض النقط الثلاث  
 تكون بالصورة :   1Pمعادلة أي مستوى يمر بالنقطة  

a(x- x1) + b(y – y1) + c(z – z1) = 0   

  : فنحصل على  P2P ,3المستوى بالنقطتين  هذا  فإذا مر  
a(x2 – x1) + b(y2 – y1) + c(z2 – z1) = 0. 

a(x3 – x1) + b(y3 – y1) + c(z3 – z1) = 0. 

 بين المعادلات نحصل على:   a, b, cبحذف المعاملات الثلاثة  و 

0

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

131313

121212

111

=

−−−

−−−

−−−

.   

من الدرجة الأولى معادلة  ا  )حيث إن   P2, P1P ,3وهذه هي معادلة المستوى المار بالنقط  
 (.  P2, P1P ,3  ها النقط ققتحو   x, y, zفي  

 قوع النقط: شرط و   : نتيجة
  P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2), P3(x3, y3, z3),  P4(x4, y4, z4)   

 في مستوى واحد هو: 

0

141414

131313

121212

=

−−−

−−−

−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. 
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 : الإحداثياتيقطعها من محاور    تيأطوال الأجزاء اللومية  معادلة المستوى بمع   –ب  
321نفرض أن الأجزاء المقطوعة من المحاور هي  ,, aaa  أي أن المستوى يمر بالنقط : 

),0,0(),0,,0(),0,0,( 321 aaa  

  :كما بالرسم
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 هي:المستوى   ة وبذلك تكون معادل

.0

0000

0000

00

31

21

1

=

−−−

−−−

−−−

aa

aa

zyax

 

 : أي أن 
.  321213132 aaazaayaaxaa =++   

0321فإذا كانت  aaa    على الصورة  تصبحالسابقة  فإن المعادلة : 
1

321

=++
a

z

a

y

a

x
.       

                    Z                  

                     

 

                             

                 (0,0,a3) 

                                    

                     

                         

                     O            (0,a2,0)          Y 

 

         (a1,0,0) 

 

 

X 



       د/ سعد شرقاوي                                                            في ثلاثة أبعادالهندسة التحليلية 
__________________________________________________________ 

 

44 

 : ونتائج  ملاحظات ▪
321إذا كان أحد الأجزاء -1 ,, aaa    وكان الجزءان الآخران مساوين ،  لا يساوى الصفر

تمر بنقطة   تييمر المستوى بنقطة الأصل ومعادلة المستويت ال  ل لتاللصفر ، وبا
 الأصل تكون على الصورة: 

0=++ czbyax .    
0وعندئذ  →1aفإن  OX  المحور   ا وازى المستوى أحد المحاور وليكنإذ -2

1

→
a

x  

 على الصورة:   السابقة تصبح المعادلة  ، ومن ثم  المحدودة    x لجميع قيم
1

32

=+
a

z

a

y
. 

32بأجزاء   OY,OZويقطع المحاور   OXمستوى يوازي المحورتمثل  عادلة  الم   هذهو        ,aa 
 : المعادلتينكون  توبالمثل  ، على الترتيب        

1,1
2131

=+=+
a

y

a

x

a

z

a

x
. 

31 بأجزاء  OX,OZويقطع المحاور   OYمعادلة مستوى يوازي المحور  تمثلان        ,aa    
  OX,OYويقطع المحاور   OZور  معادلة مستوى يوازي المح، و   على الترتيب       
بأجزاء      

21,aa  على الترتيب . 
1axالمعادلة  -3 ويقطع المحور   YOZمستوى يوازي المستوى    الفضاء الثلاثي تمثل في    =

OX   في جزء طوله
1a. 
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 : معادلة المستوى في الصورة العمودية  -ج  
جيوب   L, M, Nطول العمود النازل من نقطة الأصل على المستوى وأن   Rنفرض أن  

321بفرض أن، و   تمام اتجاه هذا العمود ,, aaa  توى من ـهي الأجزاء التى يقطعها المس
 نجد أن: )انظر الرسم السابق(    OX,OY,OZ  المحاور

.
321

,,
a

R
N

a

R
M

a

R
L ===   

1 وبالتعويض في المعادلة
321

=++
a

z

a

y

a

x  321 عن قيم ,, aaa  :نحصل على  

1
R

Nz

R

My

R

Lx
=++ . 

  : أي أن 
Lx + My + Nz = R.    

 . R > 0هي معادلة المستوى في الصورة العمودية حيث  وهذه 
 : ونتائج  ملاحظات ▪
معادلة  انتكإذا وقعت نقطة الأصل في منتصف البعد بين مستويين متوازيين و  -1

عطى فإن المستوى الأخر ي    Lx + My + Nz = Rفي الصورة العمودية   أحدهما
 Lx - My - Nz = R  بالمعادلة 

+++=0لمستوىلمعادلة االصورة العمودية  -2 dczbyax   : تكون 
0

222
=

++

+++

cba

dczbyax
.    

 : المستوى مساوي  هذا  ويكون طول العمود النازل من نقطة الأصل على  

222 cba

d

++
. 
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 ،   ,1)-(1 ,1أوجد أطوال الأجزاء المقطوعة من المحاور بمستوى يمر بالنقطة :  (4مثال)
 .   3x – 4y + 5z + 2 = 0ويوازي المستوى  

 :  الحل
 
 
 عطى تكون بالصورة: معادلة المستوى الذى يوازي المستوى الم

3x – 4y – 5z + d = 0. 

   d = - 12  فإن   (1 ,1- ,1)بالنقطة  هذا المستوى  فإذا مر  
  هي:المستوى المطلوب ومن ثم تكون معادلة  

3x - 4y + 5z – 12 = 0. 

.1

5

1234
=+

−
+

zyx
 

تكون أطوال الأجزاء المقطوعة من المحاور هي   ل وبالتا
5

12
,3,4 −   . 

بأجزاء أطوالها الاحداثيات  أوجد الصورة العمودية للمستوى الذى يقطع محاور    :(5مثال)
  1- ,1 ,2-على الترتيب هي  

 :  الحل
 معادلة المستوى بمعلومية الأجزاء المقطوعة تكون: 

.222

.1
112

−=+−

=
−

++
−

zyx

zyx

 

 وبذلك تكون الصورة العمودية للمستوى هي: 

441

2

441

22

++

−
=

++

+− zyx
. 

 ار الإشارة السالبة ليكون الطرف الأيمن موجب: يختوبا
.

3

2

3

2

3

2

3

1
=−+− zyx  

قطة الأصل تكون هي ناتجاه وطول العمود النازل على المستوى من  جيوب تمام  أي أن  
على الترتيب: 

3

2
,

3

2
,

3

2
,

3

1
===−= RNML. 
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 : طول العمود النازل على مستوى معلوم من نقطة معلومة  –  3
 ،   عطى بالصورة العموديةم    R > 0حيث    Lx + My + Nz = Rنفرض أن المستوى  

 طة المعلومة. النق  z1, y1P(x ,1(ونفرض أن  
 Pإحدى نقط المستوى فإن طول العمود النازل من النقطة    z0, y0(x0P ,0(فإذا كانت  

على العمود على   1P0Pلقيمة العددية لمسقط  ل  يكون مساوي    1Rعلى المستوى وليكن  
 : أي أن   المستوى

( ) ( ) ( )  ( ).1110101011 RNzMyLxzzNyyMxxLR −++=−+−+−=  

 انب جأحد قط الواقعة على تكون موجبة لجميع الن  ax + by + cz + dالدالة  :  نظرية
 وتكون سالبة لجميع النقط في الجانب الآخر.   ax + by + cz + d = 0المستوى  
 :تقعان على جانبى المستوى  z2, y2(x2), P1, z1, y1(x1P ,2(نفرض النقطتين  :  البرهان

ax + by + cz + d = 0  . 
 يثبح  P  نقطة   يقطع المستوى في   2P1Pونفرض أن  

2

1

2

1




=

PP

PP 

.,,
21

1221

21

1221

21

1221










+

+

+

+

+

+












 zzyyxx
P . 

 تقع على المستوى فإنا تحقق معادلته أي أن:   Pوحيث إن  

a(1x2 + 2x1) +b(1y2 + 2y1) + c(1z2 + 2z1) + d(1 + 2) = 0. 

1(ax2 + by2 + cz2 + d) + 2(ax1 + by1 + cz1 + d) = 0. 

)(
222

111

2

1

dczbyax

dczbyax

+++

+++
−=




.   

النسبة ي تكون  ولك
2

1



  الكميتان ، لابد أن تكون    موجبة : 

dczbyaxdczbyax ++++++ 222111 ,  
 مختلفان في الإشارة. 
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على المستوى  (1,0,2) ,(0,0,0)العمودين النازلين من النقطتين   لأوجد طو   :(6مثال)
x–2y+2z– 4=0   .ووضح أن هاتين النقطتين تقعان في جهتين مختلفتين من المستوى 

 :  الحل
 على المستوى   (2 ,0 ,1) ,(0 ,0 ,0)  النقطتين هما أطوال العمودين من  R0R ,1أن  نفرض

( ) ( ) ( )
3

4

3

4

441

4020201
=

−
=

++

−+−
= oR , 

3

1

3

1

441

4)2(2)0(2)1(1
1 −==

++

−+−
= R . 

في تقعان    (2 ,0 ,1) ,(0 ,0 ,0)مختلفتين في الإشارة أي أن النقطتين    RoR ,1وواضح أن  
 طى. جهتين مختلفتين من المستوى المع  
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 : المنصفان للزاوية الزوجية بين مستويين معلومينالمستويان    –  4
0,0 نفرض أن 22221111 =+++=+++ dzcybxadzcybxa .مستويين معلومين 

 في    هو المحل الهندسي لنقطة يكون  المستويين  هذين  المستوى المنصف للزاوية الزوجية بين  
 بعدها عن المستوى الثاني.   يبحيث يكون بعدها عن المستوى الأول يساو   الفضاء الثلاثي

   انظر الشكل(:)
 
 

 
 
 
 
 

),,(إذا كانت   هأي أن P   :نقطة على المستوى المنصف فإن 

2

2

2

2

2

2

2222

2

1

2

1

2

1

1111

cba

dcba

cba

dcba

++

+++
=

++

+++ 
. 

),,(أن النقطة  يأ P   تحقق إحدى المعادلتين:   دائما 

2

2

2

2

2

2

2222

2

1

2

1

2

1

1111

cba

dzcxbxa

cba

dzcybxa

++

+++
=

++

+++
.  

 وية الزوجية بين المستويين المعلومين. المستويين المنتصفين للزا  تىوهما معادل 
 : يمتعامدان لأن نسب اتجاه أحدهما ه  يكونا  ين المستويهذين  وواضح أن  

122112211221 ,, kckckbkbkaka −−− . 

 : يونسب اتجاه الآخر ه
122112211221 ,, kckckbkbkaka +++ . 

2حيث 

2

2

2

2

22

2

1

2

1

2

11 , cbakcbak ++=++=   . 

 P 
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 ين: لزوجية بين المستويأوجد معادلتى المستويين المنصفين للزاوية ا  :(7مثال)
x + 2y – 2z + 3 = 0 ,   2x – y + 2z = 4. 

 :الحل
 طيين ت عطيان من: المستويين المنتصفين للزاوية الزوجية بين المستويين المع   تىمعادل 

414

422

441

322

++

−+−
=

++

+−+ zyxzyx
.  

0743,013تكونا المعادلتين  وإذا    =−+−=−+ zyxyx 
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 :معلومين   مستويينمعادلة أي مستوى يمر بخط تقاطع    –  5
0,0 نفرض أن 22221111 =+++=+++ dzcybxadzcybxa مستويين معلومين

 وغير متوازيين.
 تكون على الصورة:   همامعادلة المستوى المار بخط تقاطع

0)()( 2222211111 =+++++++ dzcybxadzcybxa  .  

حيث 
21,   .ثابتان لا يساوين الصفر في آن واحد 
 ع المستويين: أوجد المستوى المار بخط تقاط   :(8مثال)

x + y + z – 3 = 0 ,    x – 2y + 3z + 4 = 0. 

 . لثانيعلى المستوى ا  ويكون عمودي  
 :  الحل

 : على الصورة   معادلة المستوى المار بخط تقاطع المستويين تكون
1(x + y + z – 3) + 2( x – 2y + 3z + 4) = 0.  (*) 

(1 + 2) x + (1 – 2 2) y + (1 + 3 2) z + (-31 + 42) = 0. 

  x – 2y + 3z + 4 = 0على المستوى    يكون هذا المستوى عمودي    يولك
 يجب أن يتحقق الشرط: 

(1 + 2) –2 (1 - 22) + 3 (1 + 32) = 0. 

 نحصل على:   (*)وبالتعويض في المعادلة ،    27 -=  1وبالتال نحصل على  
-72(x + y + z - 3) + 2(x – 2y + 3z + 4) = 0. 

 : يتكون معادلة المستوى المطلوب ه  2 1 =وبوضع  
6x + 9y + 4z – 25 = 0. 
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 ين: أوجد معادلة المستوى المار بخط تقاطع المستوي  :(9مثال)
3x + 2y – 5z + 1 = 0 ,   x – 5y – z – 3 = 0. 

 . ولالمستوى الأ   على ويكون عمودي  
 :  الحل

 معادلة المستوى المطلوب تكون على الصورة:
1(3x + 2y – 5z + 1) + 2(x – 5y – z- 3) = 0. 

(31 + 2) x + (21 - 52) y + (-51 - 2) z + (1 - 32) = 0. 

 : ى من شرط التعامد نحصل علو 
 3(31 + 2) + 2(21 - 52) –5 (-51 -2) = 0. 

 381 - 22 = 0  2 = 191. 

 وبالتعويض نحصل على: 
1[(3 + 18) x + (2 – 72) y + (-5 – 18) z + (1 – 54)] = 0. 

 : يتكون المعادلة المطلوبة ه  1 1 =وباختيار  
21 x – 70 y – 23 z – 53 = 0. 
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 :الفضاء الثلاثيوضع ثلاثة مستويات بالنسبة لبعضها في    –  6
 نفرض أن لدينا ثلاثة مستويت: 

a1x + b1y + c1z + d1 = 0, 

a2x + b2y + c2z + d2 = 0, 

a3x + b3y + c3z + d3 = 0. 

 : الفضاء الثلاثيوجد خمس حالات مختلفة ممكنة لوضع هذه المستويت لبعضهما في  ت  
 شرط: إذا تحقق الانطباق المستويت الثلاثة على بعضها    –أ  

a1:b1:c1:d1= a2:b2:c2:d2 = a3:b3:c3:d3. 

 شرط: إذا تحقق التتوازى المستويت الثلاثة    –ب  
a1:b1:c1= a2:b2:c2 = a3:b3:c3 . 

يكون و   الفضاء الثلاثيتتقاطع المستويت الثلاثة في خط مستقيم في الجزء المحدد من    –ج  
 تجعل المستوى:  شرط التقاطع هو وجود قيمة عددية  

a1x + b1y + c1z + d1 +  (a2x + b2y + c2z + d2) = 0. 

 ينطبق مع المستوى الثالث أي أن:       

3

21

3

21

3

21

3

21

d

dd

c

cc

b

bb

a

aa  +
=

+
=

+
=

+
. 

 تتقاطع المستويت الثلاثة في نقطة واحدة إذا تحقق الشرط:    –  د

0

cba

cba

cba

333

222

111

 . 

ليس للمستويت الثلاثة أي نقطة مشتركة ويحدث ذلك إذا كان خط تقاطع  –هـ  
 مستوين من المستويت الثلاثة يوازي المستوى الثالث. 
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 :أن المستويت الثلاثة تحقق من:  (10مثال)

2x – y + 5 z –1 = 0, 

x + 3y + z – 4 = 0, 

6x + 11 y + 9 z – 17 = 0. 

 تتقاطع في خط مستقيم. 
 :الحل

 تكون:   يمر بخط تقاطع المستويين الأول والثاني  معادلة المستوى الذي    
2x – y + 5z – 1 + (x + 3y + z – 4) = 0  
(2 - ) x + (-1 + 3) y + (5 + ) z + (-1 - 4) = 0.  (*) 

مع معادلة   (*)تقاطع المستويت الثلاثة في خط مستقيم يجب أن تنطبق المعادلة  ولكى ت
 أي يتحقق:  المستوى الثالث

17

41

9

5

11

33

6

2 +
=

+
=

+−
=

+
.   (**) 

  (**)تحقق العلاقة     = 4وواضح أن القيمة العددية  
 وبالتال تتقاطع المستويت الثلاثة في خط مستقيم. 
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 ن ــتماري
 بأن من منتصفه علما    2P1Pوى العمودي على  أوجد معادلة المست -1

   P1(-3, -1, 4), P2(1, 5, 6). 
إذا كانت  -2

3

2
,

4


=


=   زاويتين من زواي اتجاه العمودي على المستوى المار

 وجد معادلة المستوى. فا   (2 ,1 ,3)بالنقطة  
 OYور  ويقطع من المح 2x – y + z = 0للمستوى    يأوجد معادلة المستوى المواز  -3

 .وحدات 3جزء طوله  
  (1 ,2- ,3-) ,(3 ,3 ,2-) ,(2- ,1 ,1-) ,(4- ,2 ,0)أن النقط  تحقق من   -4

 وأوجد معادلته. ، تقع في مستوى واحد         
  4x + y + 8z + 39 = 0للمستوى    يأوجد معادلة المستوى المواز  -5

 وحدات.  7ويبعد عنه         
بحيث يكون بعدها عن  ضاء الثلاثيالف ي لنقطة تتحرك في  ـأوجد المحل الهندس -6

 = 4x – 8y + z – 9ضعف بعدها عن المستوى   x + 2y + 2z – 6 = 0توى  ـالمس

0. 
 : فيما يلي  أوجد الزاوية الحادة بين كل من المستويين -7

(i) 2x – y + 2z – 10 = 0,   4x + y + z – 7 = 0. 

(ii) 5x + 3y – 4z + 14 = 0,   x – 4y – z + 12 = 0. 

(iii) 3x + 4y – 16 = 0,    4y – 2z – 5 = 0.  
  (2 ,4 ,0) ,(1 ,0 ,8)أوجد معادلات المستويت التى تمر بالنقطتين   -8

وتصنع زاوية       
4

    0 = 7مع المستوى –y + 2z  –2x  . 
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  :المار بخط تقاطع المستويينو   (1 ,2- ,3)أوجد معادلة المستوى المار بالنقطة   -9

  3y – 2z – 4 = 0,   x + y + 4z + 6 = 0 . 
وعمودي على كل من   (2 ,2- ,1)أوجد معادلة المستوى المار بالنقطة     -10

   :المستويين

  3x – 3y + z = 0,   2x + 4y – 5z + 1 = 0 . 
ويمر بالنقطة    x – y + z = 0توى  ـتوى العمودي على المسـأوجد معادلة المس   -11

 . (1- ,3 ,2)لمار بنقطة الأصل والنقطة  ويوازي المستقيم ا  (1 ,1- ,2)
------------------------------------------ 
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 الفضاء الثلاثي في    الخط المستقيم   -  ثانيا  
 : الصورة العامة لمعادلات الخط المستقيم  -أ

الفضاء في  غير متوازيي    ي قاطع مستويينتج من ت  الفضاء الثلاثيفي  الخط المستقيم  
بمعادلتي من الدرجة الأولى  ثليُ   الفضاء الثلاثين الخط المستقيم في  فإ وبالتالى  ،    الثلاثي

 أن:  يأ   x, y, zفي  
a1x + b1y + c1z + d1 = 0. 

     (*) 

a2x + b2y + c2z + d2 = 0. 

تكون واقعة في آن واحد   (*)  كل نقط  والعكس صحيح  c2:b 2a  1:c1:b1a:2حيث 
من المستويات التى تمر بالمستقيم  يحيث إنه يوجد عدد لا نهائ، و على خط تقاطعهما  

 المعادلة:   ثلاا ليدلان على المستقيم م نه يكن اختيار أي مستويي منهماإف   (*)
a1x + b1y + c1z + d1 +(a2x + b2y + c2z + d2) = 0.  (1) 

  (*)تمثل مستوى ير بخط تقاطع المستويي  
قيمتي مختلفتي لنحصل على مستويي يران     الكمية العددية  عطىويكفي أن نُ 

 . (*)بالمستقيم  
 الناتج من تقاطع المستويي: المستقيم  الخط أوجد معادلة    :(1مثال)

4x –2y + z + 1 = 0,   2x + 3y – z – 5 = 0. 

 :  الحل
  يعُطى من: ير بخط تقاطع المستوييالذي  ستوى  الم

4x – 2y + z + 1 +  (2x + 3y – z – 5) = 0.  (**) 

 نحصل على: ف  (**)في    بالصفر  xبوضع معامل  و 
4 +2 = 0,   = -2. 

 8y – 3z – 11 = 0  نحصل على (**) عادلة  في الم  وبالتعويض عن  

 نحصل على:   (**)في    بالصفر  yبوضع معامل  و 
-2 +3 = 0   = 2/3. 

  15x + z – 7 = 0  نحصل على (**) في المعادلة    وبالتعويض عن  
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 بالمعادلتي: المعطيي  وبذلك يكن التعبير عن المستقيم الناتج من تقاطع المستويي 
8y – 3z – 11 = 0   ,  15x + z – 7 = 0. 
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 : معادلات الخط المستقيم بدلالة نسب اتجاهه ونقطة عليه -ب
   z1, y1(x1P ,1(هى نسب اتجاه المستقيم وير بالنقطة    a, b, cنفرض أن  

 : فيكون أي نقطة عليه   P(z, y, z)ولإيجاد معادلة هذا الخط نفرض أن  
a : b : c = x – x1 : y – y1 : z – z1. 

 أي أن: 
a = x – x1, b = y – y1,  c = z – z1. 

x = a + x1, y = b + y1, z = c + z1.  (2)  

 كمية عددية.   حيث  
 على المستقيم بدلالة البارامتر  تقع  إحداثيات أي نقطة  نحصل على   (2)العلاقة  من  

 تقيم. رامترية للخط المسبا بالمعادلات ال  (2)سمى  وتُ   z1, y1a, b, c, x ,1والقيم المعطاة  
 في آن واحد    a, b, cه لا يكن أن تنعدموحيث إن

 نحصل على:  (2)من   فبحذف البارامتر  

c

zz

b

yy

a

xx 111 −
=

−
=

−
.    (3) 

 الصورة القياسية لمعادلات الخط المستقيم.   يهوهذه 
    (3)مباشرة بالصورةتُكتب  معادلاته  فإن  عطيت نسب اتجاه المستقيم ونقطة عليه  إذا أُ و 
 تؤول إلى المستويي:  (3)عادلة فإن الم  a = 0, b  0, c  0كان  إذا  و 

 ., 11
1

c

zz

b

yy
xx

−
=

−
=  

 تؤول إلى المستويي:  (3)  المعادلة فإن   a = 0, b = 0, c  0  إذا كان و 
  ., 11 yyxx −=  
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 : معادلات الخط المستقيم المار بنقطتين معلومتين  -ج
),,(,),,(تي المستقيم ير بالنقطإذا كان   22221111 zyxPzyxP  انت نسب اتجاهه وك

cbaيه  : فيكون   ,,
121212 :::: zzyyxxcba −−−=  

 في الصورة:   (3)وبذلك تصبح الصورة القياسية  
.

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−

−
=

−

−
=

−

−
   (4) 

),,(,),,(وهذه تمثل معادلة الخط المستقيم المار بالنقطتي  22221111 zyxPzyxP. 
 وجد الصورة القياسية لمعادلة الخط المستقيم: أ   :(2مثال)

2x – 3y + z + 5 = 0, x + 2y – 3z – 8 = 0. 

 :الحل
المعطيتي لصفر في المعادلتي  با  xعلى المستقيم وذلك بوضع معامل    P1P ,2نعي نقطتي  

 فنحصل على: 
-3y + z + 5 = 0,  2y – 3z – 8 = 0. 

 .   y = 1,  z = -2لى  نحصل ع y, z  وبحل هاتي المعادلتي في 
 .   1P ,1 ,0)-(2تكون    ل وبالتا

 بالصفر نحصل على:   yثم بوضع معامل  
2x + z + 5 = 0,   x – 3z – 8 = 0. 

 .   x = -1, z = -3وبحل هاتي المعادلتي نحصل على  
 . 2P)- ,0 ,1-(3تكون   لوبالتا
)2,1,0(,)3,0,1(المار بالنقطتي تكون معادلة الخط المستقيم    ل وبالتا 21 −−− PPهي  : 

21
1

2

1

1

123

2

10

1

01

0
+=−=

−

+
=

−

−
=

−


+−

+
=

−

−
=

−−

−
zyx

zyxzyx
. 
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أوجد نقط تقـاطع المستقيم  :  (3مثال)
2

4

2

4

1

2 +
=

−

−
=

+ zyx    3مـع المستـوىx + 4y 

+ 12z + 19 = 0   .وأوجد أيضا الزاوية بي المستقيم والمستوى 
 :الحل

Put .
2

4

2

4

1

2
=

+
=

−

−
=

+ zyx
 

x =  - 2, y = -2 + 4, z = 2 - 4    (*). 

 : نحصل على وبالتعويض في معادلة المستوى
3( - 2) + 4 (-2 + 4) + 12 (2 - 4) + 19 = 0. 

  = 1. 

 .   (2- ,2 ,1-)المستقيم مع المستوى هي  نقطة تقاطع  تكون    (*)وبالتعويض في العلاقة 

 ,3  يعلى المستوى ه  ي نسب اتجاه العمودو   2 ,2- ,1  ي وحيث إن نسب اتجاه المستقيم ه

 عطى من العلاقة: على المستوى تُ  يبي المستقيم والعمود   الزاوية  اا إذف  12 ,4

)13)(3(

19

144169441

)12)(2()4)(2()3)(1(
cos =

++++

+−+
= . 

ي وبذلك تكون الزاوية التى يصنعها المستقيم مع المستوى ه







−



2
. 
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 : معلوم على مستقيممعلومة  طول العمود النازل من نقطة    -د
),,(النازل من النقطة   Rطول العمود  0000 zyxP  المستقيم:   على 

N

zz

M

yy

L

xx 111 −
=

−
=

−
. 

NMLحيث  ),,(، وير بالنقطة   جيوب تمام الاتجاه الفعلية للمستقيم  يه  ,, 111 zyx  
 : العلاقةعطى من  يُ 

2

R = (x1-x0)
2+(y1-y0)

2+(z1-z0)
2-[ L(x1-x0)+M(y1-y0)+N(z1-z0)]. 

على المستقيم المار بالنقطة   ,P(1-(2 ,1أوجد طول العمود النازل من النقطة  :  (4مثال)
1)-1, 2, -(1P  2على المستوى    ي وعمودz + 3 = 0 –2x + y . 

 :الحل
نفس نسب اتجاه المستقيم   ي وتكون ه  2- ,1 ,2  يعلى المستوى ه  ي نسب اتجاه العمود

 إنه عمودي على المستوى( )حيث 
 : يهالقياسية  وعلى ذلك تكون معادلة المستقيم  

2

1

1

2

2

1

−

+
=

−
=

+ zyx
. 

 عطى من: على المستقيم يُ   ,P(1-(2 ,1النازل من النقطة    R طول العمود ومن ثم فإن  

.
9

173

.
9

173

3

5
994

)12(
3

2
)21(

3

1
)11(

3

2
)12()21()11(

2

1

2

2

2222

=

=






 −
−++=









+−−−++−++−−++=

R

R
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 : الفضاء الثلاثيفي   تقاطع مستقيمين  -ه ـ
 : )وهو شرط وقوعهما في مستوى واحد(  يالمستقيم رط تقاطع  ش

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1 ,
c

zz

b

yy

a

xx

c

zz

b

yy

a

xx −
=

−
=

−−
=

−
=

−
. 

 يكون: 

0

222

111

121212

=

−−−

cba

cba

zzyyxx

.   

 ومعادلة المستوى الذي يقعان فيه تكون: 

00

222

111

222

222

111

111

=

−−−

=

−−−

cba

cba

zzyyxx

cba

cba

zzyyxx

. 

 : أن المستقيميتحقق من  : (5مثال)

3

2

1

3

3

4
,

1

1

3

2

2

1 +
=

−

−
=

−

−

−

−
=

−

−
=

− zyxzyx
. 

 وجد معادلة هذا المستوى.  أ .ثميقعان في مستوى واحد  
 :  الحل

 شرط تقاطع مستقيمي )وقوعهما في مستوى واحد( هو:  

0

cba

cba

zzyyxx

222

111

121212

=

−−−

. 

0

313

132

313

313

132

122314

=

−−

−−

−

=

−−

−−

−−−−

 . 

 . أي أن المستقيمي متقاطعان 



       د/ سعد شرقاوي                                                            في ثلاثة أبعادالهندسة التحليلية 
__________________________________________________________ 

 

64 

 : يوتكون معادلة المستوى الواقعان فيه ه

0

313

132

1z2y1x

=

−−

−−

−−−

. 

 : تكون أي  
10x + 3y + 11z –27 = 0. 

  :أن المستقيمي  تحقق من  :(6مثال)

1

1

1

4

3

2
,

1

2

2

1

1

3 +
=

−
=

−−
=

+
=

−

+ zyxzyx
. 

 ثم أوجد معادلتى العمود المشترك بينهما. . غير متقاطعتي  يكونا  
 :  الحل

 : يكون  شرط تقاطع المستقيمي

046

113

121

355

113

121

211432

=−

−

=−

−−++

. 

  . المستقيمان غير متقاطعي  اا إذو 
 نسب اتجاهه فإن: يه a, b, cهو العمود المشترك بينهما وأن    PQفرض أن  وب

-a + 2b + c = 0,   3a + b + c = 0. 

 : )تحقق من ذلك؟(   نحصل علىهاتي المعادلتي  ومن
   a= 1, b = 4,  c = -7. 

   PQ2PQ, P1Pعطى بالمستويي   يُ   PQالمستقيم  و 
 معادلته يكن كتابتها بالصورة:   PQ1Pالمستوى  وحيث إن  

L(x+3) +M(y+1) + N(z-2) = 0. 

  1P)- ,3-(2 ,1  ه ير بالنقطةلأن
  فيكون: واقعان في هذا المستوى    P, PQ1P  المستقيمان و 

-L + 2M + N = 0,  L + 4M – 7N = 0. 
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 بالصورة:   PQ1Pنحصل على معادلة المستوى  من المعادلتي السابقتي   L, M, Nبحذف  و 

08zyx3

741

121

2z1y3x

=++==

−

−

−++

. 

  تكون على الصورة:   PQ2Pالمستوى  وبنفس الطريقة نجد أن معادلة 

05zy2x

741

113

1z4y2x

=+−−=

−

+−−

. 
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 ن  ــتماري
 3x – y + 2z – 6 = 0,  x + 4y – z + d = 0تجعل المستقيم    ت ال  dأوجد قيمة    –  1

 . OXيقطع المحور  
المستقيم  اتجاه  أوجد جيوب تمام    –  2

3

1

12

3

4

1 −
=

−

−
=

− zyx. 
 حيث:   (ii) ,(i)أوجد الزاوية بي المستقيمي    –  3

(i) 2x – 2y – z + 8 = 0,   x + 2y – 2z + 1 = 0. 

(ii) 4x + y + 3z - 21 = 0,   2x + 2y - 3z + 15 = 0. 

  ؟في مستوى واحد   (ii) ,(i)يقع المستقيمان   هل   –  4
(i)  4x + y + 3z = 0, 2x + 3y + 2z – 9 = 0. 

(ii) 3x – 2y + z + 5 = 0,   x – 3y – 2z – 3 = 0. 

تقاطع المستقيم  أوجد نقطة    –  5
2

1z

1

2y

3

2x +
=

−

−
=

 :مع المستوى   +
   2x + 3y + 3z – 8 = 0 . 

   :والمستوى  3x – 2y = 24, 3x – y = -4أوجد الزاوية بي المستقيم     –  6
   6x + 15y – 10z + 31 = 0. 

  : على المستقيم  ي وعمود  (1 ,2- ,3)أوجد معادلة المستوى المار بالنقطة    –  7
 .

3

1

14

12 +
=

−
=

− zyx   
يكونا   x = y = z – 1 والمستقيم    x + y – z =1,  2x + z = 3أن المستقيم  تحقق من    –8

وأوجد   ،   وأوجد معادلات العمود المشترك عليهما  غير واقعان في مستوى واحد ، 
 عد بينهما. طول أقصر بُ  أيضاا 

 ن: تقيماالمس  يويواز   (3 ,2- ,1-)أوجد معادلة المستوى المار بالنقطة    –  9
 .

8

3

2

2

1
,

6

5

43

2

−

−
=

+
=

−
=

−
=

− zyxzyx   
  x + y = 0, x – y + z – 2 = 0أوجد معادلة المستوى المار بالمستقيم    –10

  .x = y = zلمستقيم ل موازياا يكون  و       
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  : الكره  ثالثا  
بحيث تظل   الفضاء الثلاثينقطة تتحرك فى بأنها المحل الهندسي لالكره    تعُرف :  تعريف  -أ

 . الفضاء الثلاثيعلى بعد ثابت من نقطة ثابتة فى    دائما  
 سمى البعد الثابت نصف قطر الكره. ويُ ،  سمى النقطة الثابتة مركز الكره  وتُ 

 تكون: في  عادلة الكره لم  والصورة الكرتيزية
(x - )2 + (y - )2 + (z - )2 = R2 .   (1) 

 نصف قطرها.   Rمركز الكره ،   M(, , )حيث  
  ين:وتحقق الشرط  x, y, z فيوواضح أنها معادلة من الدرجة الثانية  

 لا يساوي الصفر.   2zمعاملو    2yمعامل  و    2xمن معامل   لا  ك (1)
 لصفر. ايساوي  zx معامل  و  zy معامل  و   xy من معامل   لا  ك (2)

 ي تحقق الشرطين السابقين تمثل كره أ  x, y, z  في معادلة من الدرجة الثانية    ي ن أومن ثم فإ
 أن: 

x2 + y2 + z2 + 2ax + 2by + 2cz + d = 0.  (2) 

 . الفضاء الثلاثيتمثل كره فى  
 : ونتائج  ملاحظات ▪

  :صبحنقطة الأصل )القطب( فإن معادلتها تُ هو  إذا كان مركز الكره    –  1
x2 + y2 + z2 = R2 .     (3) 

 (a, -b, -c-)هو   الكره  مركز ويكون  (  1( يمكن تحويلها إلى المعادلة )2المعادلة )  –  2
dcbaRونصف قطرها  222 −++=   . 

   d 2+ c 2+ b 2a <إذا كان حقيقة الكره  تكون  و 
  d 2+ c 2+ b 2a > إذا كان تخيلية وتكون الكره  

 .   d 2+ c 2+ b 2a =ون يكنقطة عندما    الكره  صبحوتُ 
ولذلك فإن الكرة تتحدد بأربعة   a, b, c, d( تشمل على أربعة ثوابت 2المعادلة )  –  3

 شروط مستقلة. 
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 : أمثلة  ▪
   :أوجد مركز ونصف قطر الكره  :(1مثال)

4x2 + 4y2 + 4z2 – 8x + 16y + 8z + 15 = 0. 

 :الحل
 الصورة:   في نكتب المعادلة  

x2 + y2 + z2 - 2x + 4y + 2z + 
4

15
 = 0. 

(x – 1)2 + (y + 2)2 + ( z + 1)2 –1-4-1 + 
4

15
 = 0. 

(x – 1)2 + (y + 2)2 + ( z + 1)2 = 
4

9
. 

 هما على الترتيب:مركز الكره ونصف قطرها  يكون وعلى ذلك  
M(, , ) = (1, -2, -1),  .

2

3
=R  

 معادلة كره معلومة بالنسبة لنهاية أقطارها . أوجد بطريقتين مختلفتين   :(2مثال)
 :الحل

 الكره .  فينهايتا القطر    z2, y2(x1), P1, z1, y1(x1P ,2(نفرض أن  : الطريقة الأولى
 (: P1P,2  نتصف المسافة بينيكون هو )م  M  مركز الكرة  ا  إذو 

M(, , ) =( 
2

,
2

,
2

212121 zzyyxx +++
). 

 وبالتالي تكون معادلة الكره: 
2

2

21

2

21

2

21

222
R

zz
z

yy
y

xx
x =







 +
−+







 +
−+







 +
−   . 

 : يكون   ي على سطح الكره فإنها تحقق معادلتها أتقع    2P  وحيث إن 
2

2

21
2

2

21
2

2

21
2

222
R

zz
z

yy
y

xx
x =







 −
−+







 +
−+







 +
− . 

( ) ( ) ( )  22

12

2

12

2

124
1 Rzzyyxx =−+−+− . 
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 :  يهالمطلوبة معادلة الكره ومن ثم تكون 

=






 +
−+







 +
−+







 +
−

2

21

2

21

2

21

222

zz
z

yy
y

xx
x  

( ) ( ) ( ) 2

12

2

12

2

124
1 zzyyxx −+−+− . 

 وهذه تؤول إلى الصورة: 
(x – x1)(x – x2) + (y – y1) (y – y2) + (z – z1) (z – z2) = 0. (4) 

على سطح الكره   P(x, y, z)نقطة    ي أخذ أ فيأبسط وتتلخص  يه  :الطريقة الثانية
 )انظر الشكل(:  2PPعلى    عمودي    1PPفيكون  

 
  

 
 
 
 
 

    1z –, z 1y – , y1x –x  يه  1PPوحيث إن نسب اتجاه  
    2z –, z 2y –, y 2x –x  يه  2PPنسب اتجاه  و 
 : يكون من التعامد    ا  إذو 

(x – x1) (x – x2) + (y – y1) (y – y2) + (z – z1) (z – z2) = 0. 

 وهي تمثل معادلة الكره المطلوبة.  x,y,zوهذه معادلة من الدرجة الثانية في  

 P 

 

 

  

 P1                   M                       P2 
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 : طر بالنقتم  تيأوجد معادلة الكره ال :(3مثال)
   P1(1, -1, -1), P2(3, 3, 1), P3(-2, 0, 5), P4(-1, 4, 4,) . 

 :الحل
 : ي الصورة العامة لمعادلة الكره ه

x2 + y2 + z2 + 2ax + 2by + 2cz + d = 0. 

 بالتعويض بالنقط المعطاة نحصل على: و 
3 + 2a – 2b – 2c + d = 0, 29 – 4a + 10c + d = 0, 

19 + 6a + 6b + 2c + d = 0, 33 – 29 + 8b + 8c + d = 0. 

  نحصل على:بحل هذه المعادلات و 
a = 0, b= -1, c = -2, d = -9. 

 )تحقق من ذلك؟( 
 : يهتكون  معادلة الكره  فإن    لي وبالتا

x2 + y2 + z2 – 2y – 4z – 9 = 0. 
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 : العمودى على سطح كره  -ب
هو يكون   Pعلى سطح الكره عند    ي نقطة ما على سطح كره فإن العمود  Pإذا كانت  

 .   Pعلى المستوى المماس للكرة عند    ي العمود
 الكره   مركزيكون ف  (2)ومعادلة الكره فى الصورة العامة    z1, y1P(z ,1(فرض أن  وب
 .   Pهو العمودي على سطح الكره عند النقطة    MPويكون     M (-a, -b, -c)وه

 )انظر الشكل(:
  

 
 
 
 
 
 
 تكون:   Pد النقطة  عنعلى سطح الكره    ي معادلة العمود  ا  إذو 

1

1

1

1

1

1

zc

zz

yb

yy

xa

xx

−−

−
=

−−

−
=

−−

−
. 

 : تكون أي  

1

1

1

1

1

1

zc

zz

yb

yy

xa

xx

+

−
=

+

−
=

+

−
.   (5). 

                  

                 P(x,y,z) 

 

 

              M(-a,-b,-c) 
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 : المستوى المماس للكره  -ج
  z1, y1P(x ,1(عند النقطة  ( 1نستنتج مباشرة أن المستوى المماس للكره )  (5)من المعادلة  

 عطى مباشرة بالمعادلة: يُ 
(x1 + a) (x – x1) + (y1 + b) (y – y1) + (z1 + c) (z – z1) = 0 . 

 أن:  يأ
xx1 + yy1 + zz1 + a( x + x1) + b(y + y1) + c(z + z1) = 0. (6) 

 :طول المماس المرسوم للكره  -د
من   ي رسم عدد لانهائ  Pفإنه يمكن من    (2)خارج الكره    z1, y1P(x ,1(نفرض أن النقطة  

 .اويةأطوال هذه المماسات متس  تكونالمستقيمات المماسة للكرة. و 
 PNمربع طول المماس     فيكون  N  في النقطة س الكرة يموبفرض أن أحد هذه المماسات  

 : هو
222

RPMPN −= = (x1 + a)2 + (y1 + b)2 + (z1 + c)2 – (a2 + b2 + c2 – d).  

dcz2by2ax2zyxPN 111

2

1

2

1

2

1

2

++++++= .         (7) 
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 : لكرتين  يالمستوى الأساس  -ه ـ
 بالصورة: معطاة  معادلاتهما نفرض كرتين 

F1(x, y, z) =  x2 + y2 + z2 + 2a1x + 2b1y + 2c1z + d1 = 0,  

F2 (x, y, z) =  x2 + y2 + z2 + 2a2x + 2b2y + 2c2z + d2 = 0.  

بة بين طول ـبحيث تكون النس الفضاء الثلاثيلنقطة تتحرك فى   ـينوجد المحل الهندس
 2F(x, y, z)وم منها للكرة   ـطول المماس المرس  إلى  1F(x, y, z)وم منها للكره  ـالمماس المرس

 بالصورة:  يالمحل الهندسهذا  معادلة  فتكون     ولتكن  نسبة ثابتة دائما  
2

2

1

),,(

),,(
=

zyxF

zyxF
. 

 أن:  يأ
F1(x, y, z) - 2F2(x, y, z) = 0.    (*) 

 ره لأن: ك   تمثل  ذه المعادلة وه
 2z) = 2 -(1معامل   y =2معامل    x =2معامل 

 لا يساوي الصفر .    
 صفر. ال zx  = معامل   yz =معامل    yx =معامل  و 

 الفضاء الثلاثيلنقطة تتحرك فى    يأن المحل الهندس يأ    = 1  يكون وكحالة خاصة عندما  
هذه   في عطى  تُ   (*)بحيث يكون طول المماسين المرسومين منها للكرتين متساويين فإن  

  هي:   الحالة مستوى معادلته
2(a1 – a2) x + 2(b1 – b2) y + 2(c1 – c2) z + d1 – d2 = 0. (8) 

 . للكرتين    يبالمستوى الأساس  (8)المستوى  هذا  سمى  ويُ 
الكرتين   يعلى خط مركز   يعمود يكون  للكرتين    يويجب أن نلاحظ أن المستوى الأساس

 : يه) المستقيم الواصل بين مركزي الكرتين( تكون    2M1Mلأن نسب اتجاه  
-a1 + a2, -b1 + b2, -c1 + c2. 

 تكون:   يأ

a1 – a2, b1 – b2, c1 – c2 . 
  للكرتين.  (8)  ي على المستوى الأساس  ينسب اتجاه العمود   يوهذه ه

ولذلك إذا ،  يمر بالنقط المشتركة للكرتينللكرتين    يأن المستوى الأساسكذلك واضح  و 
 ا. مللكرتين عند نقطة تماسه يكون مماسا    ين المستوى الأساسإ تماست الكرتان ف
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  : للكرة  ,1)-(2 ,1أوجد طول المماس المرسوم من النقطة    :(4مثال)
2x2 + 2y2 + 2z2 + 3x - 4y + 5z – 4 = 0. 

 :الحل
P(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 02z

2

5
y2x

2

3
=−+− . 

 P(1, -1, 2) = 1 + 1+ 4 + 
2

25
2

2

5
2

2

3
=−++ . 

يكون   رة للك    ,1)-(2 ,1طول المماس من النقطة    ا  إذو 
2

5
=PN. 

يمر بالمستقيم   يأوجد المستوى الذ:  (5مثال)
32

1 zy
x =

−
 : ويمس الكره  =

5x2 + 5y2 + 5z2 – 10x – 10y – 30z + 51 = 0. 

 :  الحل
ُ
  عطى بالصورةنكتب معادلة المستقيم الم

32

1

1

zyx
=

−
= 

 2x = y + 1 = 0,   3x – z = 0. 

   ي معادلة أا   وإذ
ُ
 عطى تكون بالصورة: مستوى يمر بالمستقيم الم

1(2x – y + 1) +2(3x – 2) = 0. 

(21 + 32) x - 1y - 2z +1 = 0.  (**) 

  (3 ,1 ,1)مركزها النقطة   المعطاه يكون من معادلة الكره  و 
يكون  ومربع نصف قطرها 

5

4
R 2 =. 

 للكره يجب أن يتحقق الشرط:    سا  مما   (**)  يكون المستوى   يولك
( ) 
( )

.
10125

4

32

1332

5

4
2

221

2

1

2

1

2

2

2

1

2

21

2

2121









++
=

+++

+−−+
= . 

.
5

6
,006520404820 12221

2

2

2

1

2

221

2

1 
−

===+=++  

  نحصل على:  (**)وبالتعويض في  
1(2x – y + 1) = 0 , 1(2x – y +1) - 

5

6
1(3x – z) = 0. 

 2x – y + 1 = 0 , 8x – 5y – 6z – 5 = 0 ومن ثم يكون  

 يوجد مستوين يموإذا   
ُ
  .عطى يمسان الكره  ران بالمستقيم الم
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 للكرتين:   يأوجد المستوى الأساس  :(6مثال)
x2 + y2  z2 – 2x + 2y – 4z + 5 = 0, 

4x2 + 4y2 + 4z2 – 8x + 8z – 1 = 0. 

 :  الحل
 :  يهللكرتين تكون  يمعادلة المستوى الأساس

x2 + y2  + z2 – 2x + 2y – 4z + 5 – ¼ (4x2 + 4y2 + 4z2 – 8x + 8z – 1) = 0.  

   : ي أن أ
8x – 16y + 24z – 21 = 0. 



       د/ سعد شرقاوي                                                            في ثلاثة أبعادالهندسة التحليلية 
__________________________________________________________ 

 

75 

 : تقاطع كرتين  -و
 بالصورة:معادلاتهما معطاة  نفرض كرتين  

F1(x, y, z) = x2 + y2 + z2  + 2a1x + 2b1y + 2c1z + d1 = 0, 

F2(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 2a2x + 2b2y + 2c2z + d2 = 0. 

 :ونامركزي ونصف قطري الكرتين يك  ا  إذو 
).,,(,),,( 11121111 cbaMcbaM −−−−−−   

., 2

2

2

2

2

2

221

2

1

2

1

2

11 dcbaRdcbaR −++=−++=  

 يكون للكرتين نقط مشتركة ، في هذه الحالة  ف  R 1> R 2M1M +2فإذا كان  
تكون   ي نقطة واحدة مشتركة أ  افإن الكرتين يكون لهم   R 1= R 2M1M +2أما إذا كان  

دائرة   في اطعان  فإن الكرتان تتق  R 1< R 2M1M +2أما إذا كان  ،   انتالكرتان متماس
على   Pنقطة    يهذه الحالة إذا أخذنا أ   في و   ،   للكرتين  يمستواها هو المستوى الأساس

فإن الزاوية بين هذين المستويين   Pان الكرتين عند  ـورسمنا مستويين يمسهذه دائرة التقاطع 
1PM ,سمى زاوية تقاطع الكرتين ، وحيث إن العمودين على المستويين المماسين هما  تُ 

2PM  2  تكون هي زاوية تقاطع الكرتين   ا  إذPM1M =    . 
  :نحصل على  2PM1Mمن المثلث  و 

−+= cosRR2RRMM 21

2

2

2

1

2

21 .  (9) 

 .   ومن هذه العلاقة يمكن إيجاد زاوية التقاطع  
أن  يإذا كان التقاطع على التعامد أو 

2


=   تُصبح   (9)العلاقة    فإن : 

2

2

2

1

2

21 RRMM += . 

(a1-a2)
2+(b1- b2)

2+(c1- c2)
2 = (a1)

2+(b1)
2+(c1)

2-d1+(a2)
2+( b2)

2+( c2)
2-d2. 

 2a1a2 + 2b1b2 + 2c1c2 = d1 + d2.  (10) 

 : (نظر الشكل)ا  شرط تقاطع الكرتين على التعامد   يههذه    (10)العلاقة  
 
 
 
 

       P 

                  

               R1           R2   

    M1                                M2 
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 تماريــن

 ,2)والمستوى المماس لها عند النقطة   (0 ,1- ,6)أوجـد معادلة الكرة التى تمر بالنقطة   –  1

 .4x – 8y – z - 69 = 0هو    (3 ,8-
 وبدائرة تقاطع الكرتين:   (12 ,4 ,7-)أوجد معادلة الكرة التى تمر بالنقطة   –  2

x2 + y2 + z2 – 2x + 4y – 11 = 0 ,   x2 + y2 + z2 – 4x –6z –151 = 0.             
 دائرة تقاطع الكرتين: أوجد معادلة الكرة التى تمر ب  –  3

30z + 37 = 0.  –16x + 34y  – 2+ z 2+ y 28y + 1 = 0 ,   x –+ 2x  2+ z 2+ y 2x 

  :أوجد زاوية تقاطع الكرتين  –  4
x2 + y2 + z2 = 1,   x2 + 4y2 + 4z2 – 16x + 7 = 0. 

   فيترك معهما ـتش تي تنتج معادلة الكرة الـاس. و لهما    ي ثم أوجد المستوى الأساس
 وتقطع الكرة الأولى على التعامد.   يلمستوى الأساسا
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 الباب الثالث
 الفضاء الثلاثينظرية السطوح في  

الفضاء يحقق خاصية معينة تميزه عن غيره من سطوح    الفضاء الثلاثيسطح في    يأ
 .  الثلاثي

 نقطة ما وفرضنا  ،    OXYZفإذا نسبنا هذا السطح إلى مجموعة الإحداثيات الكارتيزية  
P(x, y. z)    ا جبرياً بالمعادلة: عبر عنهعلى السطح فإن الخاصية المشار إليها ي 

   F(x, y, z) = 0.  (1) 

حيث تتحقق هذه المعادلة بكل نقطة من نقط السطح ولا تتحقق  x,y,zالمتغيرات    في
 بأي نقطة أخرى غير واقعة على السطح. 

تعبر (  1)  على صورة المعادلة   x, y, zأي معادلة في المتغيرات  بمعنى أن  والعكس صحيح  
 (. 1المحققة للمعادلة )  الفضاء الثلاثيمن جميع نقط  مكون   يالفضاء الثلاثسطح في  عن  

  :على الصورةوالتي   x; y; zفمثلا معادلة الدرجة الثانية في 
x2 + y2 + z2 + 2ax + 2by + 2cz + d = 0.  (2) 

 .سطحاً   الفضاء الثلاثيتمثل في  
  d = 2+ c 2+ b 2aإذا كان و   d 2+ c 2+ b 2a <( يمثل كره عندما  2السطح )و 

  ،  (a, -b, -c-) ي ( يكون عبارة عن نقطة حقيقية واحدة وه2فإن السطح )
 ( يكون عبارة عن كره تخيلية.  2فإن )  d 2c 2+ b 2a >أما إذا كان  
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 : السطوح الجبرية  –  1
عبارة  F(x,y,z) من الدرجة النونية إذا كانت سطحاً جبرياً تمثل F(x, y, z) = 0     المعادلة 

 حيحة من الدرجة النونية. عن دالة جبرية ص
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 من الدرجة الأولى ،   ي سطح جبر ي عتبر    الفضاء الثلاثيفي  والمستوى  
 من الدرجة الثانية.  ي والكره سطح جبر 

وذلك   OXYZيلاحظ أن درجة السطح لا تتوقف على مجموعة الإحداثيات الكارتيزية  و  
وحصل تغيير في  OXYZموعة الإحداثيات ( في مج1عطى السطح بالمعادلة )لأنه إذا أ  
من نفس صورة ودرجة   z/,y/x,/نحصل على معادلة فيفإننا    Z/Y/X/O/  لت صبح مثلاً   المحاور

 : والمعادلتين  (1المعادلة الجبرية )
F1(x, y, z) = 0 ,    F2(x, y, z) = 0. (3) 

الفضاء تحدد في  النقط المشتركة لهذين السطحين ، و   سطحين  الفضاء الثلاثيفي    انتحدد
تتحققان في آن واحد بكل نقطة من النقط   (3)منحنى. وواضح أن المعادلتين    الثلاثي

 . المشتركة للسطحين المذكورين ولا تتحققان بأي نقطة أخرى
،   الفضاء الثلاثي في  على منحنى تقاطع سطحين  تدلان معاً   (3)المعادلتين  فإن  لذلك  و 

 يمكن اعتباره ناشئ من تقاطع سطحين   ثلاثيالفضاء الأي منحنى في  صحيح  والعكس  
 .  الفضاء الثلاثيفي  

                    Z                  

                     

                                  
                                        
                        

                                    

                     

                     O                                   Y          

                                                        

 

                

 

X 
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)وهما معادلتا مستويين(    z+1=0-5 = 0,  x+y –y + 3z  –2x  المعادلتان :  (1مثال)
  )ويكون عبارة عن مستقيم(.    الفضاء الثلاثيتدلان على منحنى في  

 ستوى وكره( )وهما معادلتا م  z 2+ y 2x = 1,  x +2 4 =ان  عادلتالم  :(2مثال)
  )ويكون عبارة عن دائرة(.    الفضاء الثلاثيتدلان على منحنى في  

  4x = 0 – 2+ z 2+ y 2= 4,   x 2+ z 2+ y 2xان  عادلتالم  :(3مثال)
)ويكون أيضاً عبارة عن   الفضاء الثلاثي)وهما معادلتا كرتين( تدلان على منحنى في  

  دائرة(.  
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 :  والدورانيةالسطوح الأسطوانية والمخروطية    –  2
مع ملاحظة فكرة مختصرة عن السطوح الأسطوانية والمخروطية والدوارنية    ي عطى فيما يلن  

 أن هذه السطوح من الممكن أن تكون سطوح جبرية أو غير جبرية. 
 السطوح الأسطوانية :لا أو 
 الفضاء الثلاثيفي    يرسمه مستقيم يتحرك  يعرف السطح الأسطواني بأنه السطح الذ ي  

  .الفضاء الثلاثيلمستقيم ما في   لمنحنى معين وموازياً   قاطعاً   يظل دائماً   بحيث
 وي  ،  طح الأسطواني  ـم السـتقيم المتحرك راسـمى المسـسوي  

 
 عطى سمى المنحنى الم

 .الأسطواني  طحـدليل الس
  : توجد حالتان   إيجاد معادلة السطح الأسطوانيو 

واقع في إحدى مستويات الإحداثيات   الأسطوانيدليل السطح    : إذا كان الحالة الأولى
دليل السطح و   OZالمحور    ييواز   السطح الأسطواني وراسم   OXYالمستوى  مثلاً   وليكن

ثل بالمعادلة  : الأسطواني مُ 
   F(x,y) = 0.  (4) 

 يه  Qعلى السطح وأن  ما  نقطة    P(,,)فلإيجاد معادلة السطح الأسطواني نفرض أن  
 )انظر الشكل(:   Q(,,0)تكون تالي  وبال  OXY  على المستوى  Pمسقط  
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 بالتعويض يكون: ف  (4)تحقق معادلة الدليل   Qوحيث إن 
   F(,) = 0.  (5) 

 الفضاء الثلاثيتمثل في    (4)وبذلك نستنتج أن المعادلة   (4)تحقق المعادلة   Pأي أن  
 وهو المطلوب.  اً أسطواني اً سطح

 سطحاً   الفضاء الثلاثيتمثل في     F(y,z) = 0وضيح أن المعادلة  وبنفس الطريقة يمكن ت
رواسمه   اً أسطواني  اً طحـتمثل س F(x,z) = 0المعادلة   ، وأن  OX  المحور  يرواسمه تواز   أسطوانياً 

 . OY  المحور  يتواز 
1,1,4 المعادلات :  مثال

2

2

2

2

2

2

2

2
2 =−=+=

a

x

b

y

b

y

a

x
axy   تمثل سطح أسطواني رواسمه

  OZ  المحور  يتواز 
 وأسطوانة قائمة،    ناقصية  أسطوانة قائمة و   سطوانة قائمة مكافئة ،ألترتيب  على اوتكون  

 زائدية )انظر الشكل(:
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 )أسطوانة قائمة مكاقئة( 
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 )أسطوانة قائمة ناقصية( 

 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 )أسطوانة قائمة زائدية( 

                   Z                  

                     

                                  
                                        
                        

                                    

                     

                    O                        Y          

                                                        

 

       X        
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 عطى بالمعادلتين: طح الأسطواني م  دليل الس   : إذا كانالحالة الثانية
   F1(x, y, z) = 0,  F2(x, y, z) = 0. (6) 

 .   L, M, N  يوأن نسب اتجاه راسم السطح ه
 ت فتكون معادلا  (6)أي نقطة على الدليل   P(, , )لإيجاد معادلة السطح نفرض أن  

 : السطح هيراسم  
   

N

z

M

y

L

x −
−

−
=

−
.  (7) 

 أي أن:   (6)تحقق    يواقعة على الدليل فه  (, , )النقطة   وحيث إن 
   F1(, , ) = 0,   F2(, , ) = 0. (8) 

 نحصل على معادلة السطح الدوراني.  (7) ,(8)بين المعادلات    , , وبحذف  
 أوجد معادلة السطح الأسطواني الذى دليله المستقيم: : مثال

   x + y – z – 1 = 0 ,   x – y + z = 0. 

 .   x = y = z  المستقيم  يه تواز ورواسم
 : يعلى الدليل فتكون معادلة الراسم المار بهذه النقطة ه  ), , (نأخذ نقطة    :الحل

   
1

z

1

y

1

x −
=

−
=

−
.  (*) 

 : تحقق معادلاته أي أن واقعة على الدليل ف  (, , ) حيث إن و 
    +  -  - 1 = 0 ,    -  +  = 0. (**)  

 : وذلك بوضع  (*) ,  (**)من العلاقات    , , بحذف  و 
   =

−
=

−
=

−

1

z

1

y

1

x
. 

 نحصل على:   (**)وبالتعويض في     = x -  ,  = y -  ,  = z - أي أن  
   (x - ) + (y - ) – (z - ) – 1 = 0 ,  (x - ) – (y - ) + (z - ) = 0. 

x + y – z – 1 =  ,   x – y + z = . 

 x + y – z – 1 =  x – y + z. 

2y – 2z – 1 = 0. 

على   ي مستوى عمودا تمثل  وواضح أنه  ة ، معادلة السطح الأسطواني المطلوب يوهذه ه
 . YOZالمستوى  
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  : السطوح المخروطيةثانياا 
الفضاء مه مستقيم يتحرك في  ـيرس  ي طح الذ  ـعرف السطح المخروطي بأنه السي    :تعريف
 بنقطة ثابتة غير واقعة على المنحنى.   ويمر دائماً ،  نى معين  منح   بحيث يقطع دائماً   الثلاثي

 وي  ،   يالمخروط السطح  سمى النقطة الثابتة رأس  وت  
 
 السطح  عطى دليلسمى المنحنى الم

 . يالمخروط السطح  والمستقيم المتحرك راسم  ي ،  المخروط 
ادلــة الســطح  لإيجــاد معســابقاً  تبعــت  وجــد معادلــة الســطح المخروطــي بــنفس الطريقــة الــ  أ  ن  و 

  :الأسطواني
 بالصورة: السطح المخروطي  نفرض أن دليل  لذلك  

   F1(x, y, z) = 0 ,   F2(x, y, z) = 0.  
على   ), , P(خذ أي نقطة  وبأ،  x)z0, y0 ,0(ي هي النقطة المخروط السطح  وأن رأس  

  هي   Pالمار بالنقطة    يالمخروطالسطح  معادلة راسم  فتكون    السطح المخروطي   دليل
   

0

0

0

0

0

0

z

zz

y

yy

x

xx

−

−
=

−

−
=

−

−
.  (*) 

 واقعة على الدليل فهى تحقق معادلاته أي أن:   Pوحيث إن  
   F1(, , ) = 0 ,   F2(, , ) = 0. (**)  

 نحصل على معادلة السطح المخروطي.   (**),(*)بين   , , بحذف  و 
تجانسة بالنسبة تكون م  z0, y0(x ,0(  النقطة   رأسه   ي معادلة السطح المخروطي الذ :  نتيجة

 .   0z –,  z 0y –,  y 0x –xللفروق:  
  : ودليله المنحنى   ,1)-(2 ,1رأسه النقطة  يأوجد معادلة المخروط الذ  :مثال

   1,1
12

22

=++=+ zyx
yx

. 

على دليل المخروط فتكون معادلات الراسم المار بهذه   ), , (نأخذ أي نقطة    :الحل
 بنقطتين(: )معادلة مستقيم يمر    يالنقطة ه

   
2

2z

1

1y

1

1x

−

−
=

+

+
=

−

−
. (*) 
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 : تحقق معادلاته أي أن واقعة على الدليل ف  (, , )وحيث إن 
   2 + 22 = 2 ,    +  +  = 1. (**) 

 وذلك بوضع:   (**),(*)بين    , , وبحذف   

   

.
22

,
1

,
1

.
2

2

1

1

1

1



















+−
=

−+
=

+−
=

=
−

−
=

+

+
=

−

−

zyx

zyx

 

 :نحصل على  (**)وبالتعويض في  
  (x–1+)2+2(y+1-)2 = 22 ,   (x–1+)+(y+1-)+(z–2+2) =  . 
[(x–1)+]2+2[(y+1)-] 2 = 22 ,   x+y+z–2 = - .   

[(x–1)-(x+y+z–2)]2+2[(y+1)+( x+y+z–2)]2 = 2(x+y+z–2)2. 

 : المطلوبة هيوبذلك تكون معادلة المخروط 
   7y2 + z2 + 4xy + 6yz + 4x – 2y + 2z – 5 = 0. 
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  دورانية : السطوح الثالثاا 
ي عرف السطح الدوراني بأنه السطح الناشئ من دوران منحنى مستوي حول محور :  تعريف

في مستواه دورة كاملة، وي سمى هذا المنحنى بالمنحنى الراسم للسطح ، وي سمى المستوى 
 الموجود فيه المنحنى بمستوى الزوال للسطح الدوراني. 

 :ولإيجاد معادلة السطح الدوراني 
  : عطى بالمعادلةم  و   YOZالمستوى  الراسم للسطح الدوراني واقع في  نحنى  المنفرض أن  

   F(y, z) = 0.  (10) 

 OYمعادلة السطح الناشئ من دوران هذا المنحنى حول المحورلإيجاد  
  P ثم نرسم مستوى يمر بالنقطة،  أي نقطة على السطح الدوراني   P(x,y z)نفرض  
 OYالمحور  توى مع ـنقطتا تقاطع هذا المس  P, Qفإذا كانت    OY  المحور  على  وعمودياً 
على الترتيب فواضح أن مقطع السطح بالمستوى المشار إليه يكون دائرة   (10)والمنحنى  

  :(الشكل   )انظر  Qمركزها النقطة 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 
  ومن الشكل يتضح أن:

   P1(y,z), Q(0,y,0). 

., 11

22 zQPzxPQ =+=  

                    Z                  

                     

                                  
                                        

                                      P1 

                                       

                     

                    O          Q                    Y          

                            P2                            
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 يكون: إذاً   (10)تحقق المعادلة    1Pقطة  الن  وحيث إن 
   .0),( 22 =+ zxyF  (11) 

 معادلة السطح الدوراني حيث إنها تتحقق بكل النقطة الواقعة على السطح.   يه
 (10)ئ من دوران المنحنى  ـطح الدوراني الناشـللحصول على معادلة السمُا سبق يتضح أنه 

)نضع   يجب أن  OYحول المحور  YOZفي المستوى   )22 zx +   
 .  zمن  لاً بد  (10)في المعادلة  

 نحصل على السطح:   OXحول المحور    4ax 2y =بدوران القطع المكافئ    :مثال
   y2 + z2 = 4ax.  (12) 

  .سمى هذا السطح بالسطح المكافئ الدوراني  وي  

1القطع الناقص   وبدوران 
b

y

a

x
2

2

2

2

  :نحصل على السطح   OXحول المحور    +=

   1
2

22

2

2

=
+

+
b

zy

a

x
.  (13) 

 نحصل على السطح:  OYوبدورانه حول المحور 
   1

2

2

2

22

=+
+

b

y

a

zx
.  (14) 

 دوراني . ناقص  سمى سطح  ي    (14) ,(13)كل من السطحين  و 
1 القطع الزائدبدوران  كذلك  

c

z

a

x
2

2

2

2

 نحصل على السطح: XOحول المحور    −=

   1
c

zy

a

x
2

22

2

2

=
+

− .  (15) 

 نحصل على السطح:   OZوحول المحور  
   1

c

z

a

yx
2

2

2

22

=−
+

.  (16) 

 (16) السطح الدوراني  بينما،  دوراني ذو طيتين  زائد  سطح   (15) الدوراني  سمى السطح وي  
 . ةواحد  ةدوراني ذو طيزائد  سمى سطح ي  
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   الفضاء الثلاثينقل ودوران محاور الإحداثيات في  :  رابعا  
 :  نقل نقطة الأصل دون تغيير اتجاه المحاور  -أ

نقطة   ت قلثم ن    الفضاء الثلاثيمجموعة الإحداثيات الكارتيزية في   OXYZنفرض أن  
داثيات  ـدون تغيير اتجاه المحاور فنحصل بذلك على مجموعة إح  O/إلى النقطة    Oالأصل  

بالنسبة إلى   (a, b, c)  ي ه  O/نفرض أن إحداثيات  ، ول   Z/Y/X/O/  ة ولتكنجديد
إلى   إحداثياتها بالنسبة  الفضاء الثلاثينقطة ما في    P(x, y, z)،وأن    OXYZداثيات ـالإح

 . z/, y/(x ,/(ي  ه  Z/Y/X/O/  الجديدة   الإحداثيات
 x)/ ,ـداثيات الجديدة  والإح  Pللنقطة   (x, y, z)الأصلية    داثياتـبين الإح فتكون العلاقة  

)/, z/y    للنقطةP  :هي  

   









+=

+=

+=

czz

byy

axx

.  (1) 

 : دوران المحاور مع بقاء نقطة الأصل  -ب
حداثياتها إو   ،  OXYZ  الأصلية  بة إلى الإحداثياتـبالنس P(x, y, z)  النقطةنفرض أن  

)/, z/, y/(x   الإحداثيات الجديدة بالنسبة إلى   /Z/Y/X/O  ،لاقة بينولإيجاد الع(x, y, z)  ، 
)/, z/, y/(x    .  1نفرض أن, N1, M1L    جيوب تمام اتجاه هي  /OX  بة إلى المحاور ـبالنس

OXYZ   2  ، وأن, N2, M2L    جيوب تمام اتجاه هي/OY  بة إلى  ـبالنسOXYZ   ،   3 ,  أن وL

3, N3M    جيوب تمام الاتجاه  هي/OZ    بالنسبة إلىOXYZ . 
 x)/ ,والإحـداثيات الجديدة    Pللنقطة   (x, y, z)ية  الأصل  داثياتـبين الإح فتكون العلاقة  

)/, z/y    للنقطةP  :هي  

   









++=

++=

++=

zNyNxNz

zMyMxMy

zLyLxLx

321

321

321

.  (2) 
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 : فتكون ويمكن استنتاج العلاقة العكسية  

   









++=

++=

++=

zNyMxLz

zNyMxLy

zNyMxLx

333

222

111

.  (3) 

  : بنقل نقطة الأصل إلى نقطة جديدة احذف حدود الدرجة الأولى من المعادلة  :مثال
   x2 + 4y2 + 9z2 – 2x – 16y – 18z + 1 = 0. 

 :الحل
في   (1)من العلاقة    x,y,zونعوض عن   (a, b, c)  ي نفرض أن نقطة الأصل الجديدة ه

عطاة ف
 
 : نحصل على المعادلة الم

   (x/+a)2+4(y/+b)2+9(z\+c)–2(x/+a)–16(y/+b)–18(z/+c)+1= 0. 

 وبمقارنة المعاملات كما يلي:
   x/  معامل  2a – 2 = 0.      a = 1.  

   y/  معامل  8b – 16 = 0.    b = 2. 

   z/  معامل  18c – 18 = 0.   c = 1.  

وتصبح المعادلة في الإحداثيات   (1 ,2 ,1)  ي وبذلك تكون نقطة الأصل الجديدة ه
وواضح أنها خالية من حدود الدرجة   9z 2/+ 4y 2/x +/2 25 =  على الصورة الجديدة 

 المطلوب. الأولى وهو  
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 ن  ــتماري
كل من بنقل نقطة الأصل إلى نقطة جديدة احذف حدود الدرجة الأولى في    –  1

 :  المعادلتين الآتيتين
   16x2 + z2 – 4y2 – 32x + 24y + 8y – 20 = 0.  

       x2 – 2y2 + 3z2 + 6x + 20y – 6z – 50 = 0.  

دارت المحاور بحيث أصبحت   إذا  (4 ,2- ,3)أوجد الإحداثيات الجديدة للنقطة    –  2
 حيث:   OZ/, OY/OX ,/على الترتيب    ي جيوب تمام اتجاه المحاور الجديدة ه

   .
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= OZOYOX  

بعد دوران المحاور بحيث   16xy+8xz+8yz = 0–2+z2+y2xأوجد صورة المعادلة    –  3
  على الترتيب:   ي ه  OZ/, OY/OX ,/جيوب تمام اتجاه المحاور الجديدة   تصبح
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 أن: تحقق من   –  4
   L1 = M2N3 – M3N2. 

   M1 = N2L3 – N3L2. 

   N1 = L2M3 – L3M2. 

على الترتيب جيوب تمام المحاور   يه  N1, M1,  L2, N2, M2,  L3, N3, M3L ,1حيث  
 . OXYZبالنسبة إلى المحاور الأصلية    Z/Y/X/O/الجديدة 
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  :نيةسطوح الدرجة الثا  -2

تحقق  الفضاء الثلاثيفي  لنقطة    يالمحل الهندسبأنه  سطح الدرجة الثانية    ي عرف  :تعريف
   : الصورة  في إحداثياتها الكارتيزية معادلة 

   ax2+by2+cz2+2h1xy+2h2xz+2h3yz+2g1x+2g2y+2g3z+d = 0. (1) 

 حيث إن حاله خاصة من سطوح الدرجة الثانية  ت عتبر التعريف يتضح أن الكره  هذا  ومن 
 : في معادلة الكره يكون 

   a = b = c  0 ,   h1 = h2 = h3 = 0. (2) 

 : معادلته طع بمستوى( ق  1مقطع سطح الدرجة الثانية بمستوى نفرض أن السطح )ولإيجاد 
   Lx + My + Nz = d.  (3) 

O\  إلى النقطة  Oنقل نقطة الأصل وب
   Y/, O/X/O/ار المحورينيخت وا  (3)على المستوى     

 الصورة: على  (  1المعادلة )تصبح عندئذ   (3) المستوى  في
   a/x/2+b/y/2+c/z/2+2h/

1x
/y/+2h/

2x
/z/+2h/

3y
/z/+2g/

1x
/+2g/

2y
/+2g/

3z
/+d\ = 0.  

لمستوى با (  1السطح )  يكون مقطع وبذلك   Z/ 0 =( هو المستوى  3صبح المستوى )وي  
 : هو عبارة عن منحنى معادلته(  3)

   a/x/2+b/y/2+2h/
1x

/y/+2g/
1x

/+2g/
2y

/+d\ = 0. (4) 

 .وهذه معادلة من الدرجة الثانية
يكون مقطع سطح من الدرجة الثانية بمستوى عبارة عن منحنى من الدرجة الثانية   ل وبالتا

 (.   خطان مستقيمان-دائرة-زائد-ناقص-مكافئ:قطع مخروطى  ي أ)مثل  
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 : سطوح خاصة من الدرجة الثانية ▪

 : x,y,zتمثلها معادلات من الدرجة الثانية في    ت الالخاصة  بعض السطوح  أمثلة ل  يفيما يل
 . يدليله قطع مخروط   ي سطح مخروط هو  :   المخروط  –  1
 xتكون متجانسة من الدرجة الثانية في    z0, y0(x ,0(النقطة  رأسه   يمعادلة المخروط الذ و 

0z –, z 0y –, y 0x–    إن ف  (0 ,0 ,0)نقطة الأصل   ي رأس المخروط ه  ت أما إذا كان
 . من الدرجة الثانية    x, y, zمعادلته تكون متجانسة في  

من   تمثل مخروطا    x, y, zمعادلة متجانسة من الدرجة الثانية في    ي والعكس صحيح أ
 الدرجة الثانية رأسه نقطة الأصل. 

 ي: ودليله القطع المخروط   z0, y0(x ,0(رأسه   يأوجد معادلة المخروط الذ  :مثال
   ax2 + by2 + 2hxy + 2gx + 2fy + d = 0. 

 أن:   ي وإذا  تحقق معادلته أالمخروط  نقطة على دليل    ), , P(نفرض أن    :الحل
a2 + b2 + 2h + 2g + 2f + d = 0 ,       = 0. (1) 

 : يه  Pوتكون معادلة الراسم المار بالنقطة  
   .

0

0
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=
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=

−
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      (2) 

 : يكون   (1) ,(2)بين المعادلتين    , , بحذف   و 
   .,

0

0

0

0

0

0

0

0

z

zz

y

yy

z

zz

x

xx

−

−
=

−

−

−

−
=

−

−


 

 .,
0

00

0

00

zz

yzzy

zz

xzzx

−

−
=

−

−
=   

 يكون:   (1)وبالتعويض في المعادلة  
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 المطلوبة. المخروط  نحصل على معادلة     0z–(z(  بالضرب في و 
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 : السطح الناقص  –  2
 أن المعادلة: اتضح مما سبق 

   .1
2

2

2

22

=+
+

c

z

a

yx
  (1) 

  :ينشأ من دوران القطع الناقص  ن سطح ناقص دوراتمثل  
   1

2

2

2

2

=+
c

z

a

x
. 

 . OZحول المحور  
  :هو المنحنىيكون    z  = kمقطع هذا السطح بالمستوى و 

   kz
c

k

a

yx
=−=

+
,1

2

2

2

22

             (2) 

ف قطرها ـمعادلة دائرة نصتمثل   (2)العلاقة  وهذه  
2

2

1
c

k
a  – cمن    kقيمةتغير  بو ،    −

ونحصل وهو راسم السطح.   (    OZاتجاه المحور    ي) فإن الدائرة تتحرك في اتجاه رأس  c +إلى 
  (2)  لتين في عادالم بين    kبحذف  (1)معادلة السطح  على  

 بمعادلة قطع ناقص على الصورة:   (2)في إذا بدلنا الدائرة و 
   kz

c

k

b

y

a

x
=−=+ ,1

2

2

2

2

2

2

  (3) 

فإننا نحصل على   c+إلى  -cمن    kإلى أعلى بتغير   ا  وسمحنا لهذا القطع بالتحرك رأسي
 تكون على الصورة: و   (3)من معادلتى القطع الناقص    kسطح معادلته تنتج بحذف 

   1
2

2

2

2

2

2

=++
c

z

b

y

a

x
.   (4) 

cbaسمى وت    ،   سمى هذه المعادلة بمعادلة السطح الناقصوت    أنصاف محاوره.   ,,
zyxتشمل على مربعات   (4)واضح أن المعادلة  و  ولذلك فإن السطح الناقص ، فقط    ,,

ونقطة الإحداثيات وبالنسبة إلى محاور  ،يكون متماثل بالنسبة إلى مستويات الإحداثيات  
cbaكونكره عندما يصبح  السطح الناقص ي  و )  الأصل أيضا .   ==   .) 



       د/ سعد شرقاوي                                                            في ثلاثة أبعادالهندسة التحليلية 
__________________________________________________________ 

 

94 

 :السطح الزائد ذو الطية الواحدة  –  3
 أن المعادلة: اتضح مما سبق 

   1
2

2

2

22

=−
+

c

z

a

yx
.   (5) 

  : نتج من دوران القطع الزائد يذو طية واحدة    سطح زائدتمثل  
   1

2

2

2

2

=−
c

z

a

x
. 

kzالمستوىو   OZحول المحور     :يقطع السطح في منحنى معادلته  =
   kz

c

k

a

yx
=+=

+
,1

2

2

2

22

.  (6) 

 معادلة دائرة. تمثل  وهذه  
راسم السطح في اتجاه  إلى أعلى    تتحرك رأسيا    (6)فإن الدائرة   t+إلى   -tمن    kفإذا تغيرت

 وبنفس الطريقة   (6) تين فيمن بين المعادل  kتنشأ بحذف   (5). والمعادلة (5)
 : ناقصبالقطع ال  (6)إذا استبدلنا الدائرة كما سبق  

   kz
b

y

a

x
==+ ,1

2

2

2

2

.              (7) 

تين  المعادلمن بين   kبحذف و سطح  ال  مراسفي اتجاه    يتحرك رأسيا    (7)  ناقصفإن القطع ال
 بالصورة:   نحصل على معادلة  (7)  في

   1
2

2

2

2

2

2

=−+
c

z

b

y

a

x
.   (8) 

 وهذه هى معادلة السطح الزائد ذو الطية الواحدة. 
بة إلى ـمتماثلة بالنستكون    (8)طح الزائد ذو الطية الواحدة  ـواضح أن معادلة السو 

 هذه الحالة تكون نقطة وفي  ،ونقطة الأصل الإحداثيات  ومحاور ،مستويات الإحداثيات
 الأصل هى مركز القطع حيث إنها تنصف جميع أوتار السطح المارة بها. 
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 :السطح الزائد ذو الطيتين  –  4
 أن المعادلة: اتضح مما سبق 

   1
2

22

2

2

=
+

−
a

yx

c

z
.   (9) 

 سطح زائد دورانى ذو طيتين ينتج من دوران القطع الزائد:  تمثل
   1

2

2

2

2

=−
a

x

c

z
. 

kzالمستوىو   OZ  حول المحور ckحيث   =    في الدائرة (9)يقطع السطح: 
  . kz

c

k

a

yx
=−=

+
,1

2

22

   (10) 

وعندما ،    ترسم الطية العليا من السطح  (10)فإن الدائرة     tإلى  cمن    kفإذا تغيرت
 ترسم الطية السفلى للسطح.   (10)فإن الدائرة  -c  إلى  -tمن    kتتغير

 القطع الناقص:   (10)من الدائرة  لا  فإذا أخذنا بد
   kz

c

k

b

y

a

x
=−=+ ,1

2

2

2

2

2

2

.  (11) 

kzفي المستوى والذي يقع   فإن القطع  tإلى    cثم من     - cإلى   -tمن    kتتغير ذا  فإ  =
 : وتكون   (11)  في بين المعادلتين  kمعادلته بحذف تنتج  يرسم سطح    (11)الناقص  

   1
2

2

2

2

2

2

=−−
b

y

a

x

c

x
.   (12) 

 معادلة السطح الزائد ذو الطيتين.    يه
cbaسمىوت    مركزه.   ي ونقطة  الأصل ه،    أنصاف محاوره   ,,
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 : الناقصي  كافئالسطح الم  –  5
 أن المعادلة: اتضح مما سبق 

   x2 + y2 = 4kz.   (13) 

 : ينشأ من دوران القطع المكافئ  نتمثل سطح مكافئ دورا
   y2 = 4kz.     ; k > o 

دائرة   يكون  H > oحيث   z = Hبالمستوى    (13)وأن مقطع السطح    OZ  حول المحور
 .   kH ,   z = H 2+ y 2x 4 =ي   معادلتها ه

 . (13)+ فإن الدائرة ترسم السطح  ∞  إلى 0القيم من    Hدما تأخذ  وعن
 من الدائرة القطع الناقص:  لا  بد  نا فإذا أخذ 

   .,4
2

2

2

2

HzkH
b

y

a

x
==+    (14) 

يرسم سطح   (14)+ فإن القطع الناقص  ∞حتى    0أن تأخذ القيم من    Hوسمحنا للكمية  
 : يتكون معادلته ه

   kH
b

y

a

x
4

2

2

2

2

=+ .    (15) 

 X = 0,Y = 0, Z = 0ومقطعه مع المستويات  يمعادلة السطح المكافئ الناقصي تمثل  وه
 القطعين المكافئين ونقطة الأصل على الترتيب:   يكون عبارة عن 

   y2 = 4a2kz ,  x2 = 4a2kz ,  z = 0.                                               
   .  X = 0  , Y = 0  لنسبة إلى المستويينبا  متماثلا  يكون   (15)وواضح أن السطح  
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 : ي السطح المكافئ الزائد  –  6
 : يمعادلته في أبسط صورة ه

   kz4
b

y

a

x
2

2

2

2

=− . 

 فقط.  2y في إشارة  ي تختلف عن معادلة السطح المكافئ الناقص  يوه
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 ن ــتماري

 :استنتج معادلة الكرة كسطح دورانى ناتج من دوران الدائرة  –1
   x2 + y2 = R2,   z = 0.    

 . OXحول المحور       
   نأوجد معادلة السطح الدورا  –2

 
 المذكور   حول المحور  عطىالناتج من دوران المنحنى الم

   (i)   x2 = 2ax ,   z = 0.         ( OX  حول المحور ) 

   (ii)   x2 – y2 = 1 ,   z = 0.    ( OX  حول المحور ) 

   (iii)  x2 – y2 = 1 ,   z = 0.    ( OY  حول المحور ) 

   (iv)  4x + y2 = 8 ,   z = 0.    ( OX  حول المحور ) 

   (v)   xy = 1 ,           z = 0.    ( OY  حول المحور ) 

 : بمعرفة دليله ونسب اتجاه راسمه  نأوجد معادلة السطح الأسطوا  –3
   (i)   8y - x2 = 0 ,   z = 0.          ( 1,1,1  نسب اتج اه الراسم ) 
   (ii)   y2 + z2 = 4 ,   x = 0.        ( 1,2,3  نسب اتجاه الراسم ) 
   (iii)  4y2 + z2 = 16 ,   y = 0.    ( 1,-1,0  نسب اتجاه الراسم ) 
   (iv)  y2 + 4z = 8 ,   x = 0.        ( 2,3,-2  نسب اتجاه الراسم ) 
   (v)   4x2 – y2 = 12 ,    z = 0.    ( 3,0,-1  نسب اتجاه الراسم ) 

 دالة  F(x,y,z) دالةتمثل مخروط عندما تكون ال  F(x,y,z) = 0علمت أن المعادلة إذا    –4
فإذا كان   x,y,z  إلى متجانسة من الدرجة الثانية بالنسبة  

N

z

M

y

L

x
راسم لهذا   ==

   .     F(L,M,N) = 0أن تحقق من  ف  المخروط 
------------------------------------------------ 
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	رأينا في الهندسة التحليلية المستوية أن موضع النقطة في المستوى يتحدد تماماً بواسطة كميتين عدديتين وهذا هو السبب في أن الهندسة التحليلية المستوية تُسمى بالهندسة التحليلية في بعدين.
	ولتحديد موضع النقطة في الفضاء الثلاثي يلزمنا ثلاث كميات عددية، ولذلك فإن الهندسة التحليلية الفراغية تسمى أيضاً بالهندسة التحليلية في ثلاثة أبعاد.
	رأينا أيضاً في الهندسة التحليلية المستوية أن موضع النقطة في المستوى يتحدد بطريقتين إحداهما طريقة الإحداثيات الكرتيزية (x, y) حيث-( < x < ( , -( < y < (
	أو تكون:
	الحل:
	1- النقط المتماثلة مع النقطة(a, b, c) بالنسبة لمحاور الإحداثيات OX, OY, OZ
	تكون(a, -b, -c) , (-a, b, -c) , (-a, -b, c)  على الترتيب.
	2- النقط المتماثلة مع النقطة(a, b, c) بالنسبة لمستويات الإحداثيات XOY,YOZ,ZOX
	2- النقط المتماثلة مع النقطة(a, b, c) بالنسبة لمستويات الإحداثيات XOY,YOZ,ZOX
	تكون(a, b, -c) , (-a, b, c) , (a, -b, c)  على الترتيب.
	تماريــن



	G2
	أ – مسقط نقطة في الفضاء الثلاثي:
	نفرض في المسـتوى (1 مساحة مسـتوية H يراد إيجاد مسقطها على المسـتوى  (2   ونفرض أن الزاوية بين المسـتويين (1, (2 هي ( تقسم المساحة H إلى عدد كبير من المستطيلات انظر (شكل5)
	تماريــن



	G3
	G4
	1- تعريف المستوى:
	المستوى هو السطح الذى إذا أُخذت عليه نقطتان P1, P2 فإن جميع نقط المستقيم P1P2 تكون واقعة على السطح أيضاً.
	وحيث إن المستوى عمودي على كل من المستويين المعطيين فيكون العمودي على المستوى المطلوب موازياً لكل من المستويين المعطيين وشرط ذلك هو:
	معادلة المستوى بمعلومية الأجزاء المقطوعة تكون:
	نفرض أن مستويين معلومين.
	المستوى المنصف للزاوية الزوجية بين هذين المستويين يكون هو المحل الهندسي لنقطة في  الفضاء الثلاثي بحيث يكون بعدها عن المستوى الأول يساوي بعدها عن المستوى الثاني.
	(انظر الشكل):
	ونسب اتجاه الآخر هي:
	تماريــن


	G5
	ثانياً - الخط المستقيم في الفضاء الثلاثي
	وبالتعويض عن ( في المعادلة  (**) نحصل على 8y – 3z – 11 = 0
	ومن هاتين المعادلتين نحصل على (تحقق من ذلك؟):
	a= 1, b = 4,  c = -7.
	تماريــن


	G6
	وعلى ذلك يكون مركز الكره ونصف قطرها هما على الترتيب:
	أي أن:
	8x – 16y + 24z – 21 = 0.
	تماريــن


	G7
	نظرية السطوح في الفضاء الثلاثي
	الحل: نأخذ نقطة ((, (, () على الدليل فتكون معادلة الراسم المار بهذه النقطة هي:

	G8
	ب- دوران المحاور مع بقاء نقطة الأصل:
	تماريــن

	2- سطوح الدرجة الثانية:
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