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Kinematics of a Particle in One Dimension 

Rectilinear Motion

Velocity and Acceleration 
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  nsDimensio TwoKinematics of a Particle inكينماتيكا انجسيم في بعدين
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 اٌفصً الأٚي

 اٌرىاًِ غيش اٌّحذد

 

 ِمذِح : 

دسعٕج ِٓ لذً ثشضمجق دثٌز ِج فٝ فضشر ِؼطجر )ٔطجق صؼشيف  ثٌذثٌفز، و ٚعفٕذسط ففٝ ٘فزث  

fثٌفظً ثٌؼٍّيفز ثٌؼىغفيز ٌؼٍّيفز ثقشفضمجقع دّؼٕفٝ عٔفٗ يؼطفٝ ٌٕفج دثٌفز ِفج  (x)  ػٍفٝ فضفشر ِفضٛ فز

(a, b) ٜٚيطٍخ ِٕج إيؾجد دثٌز عخشF(x)   ْٛػٍٝ ٔفظ ثٌفضشر دحيظ يىF (x) f (x)  ع 

fعففٛن ٔشِففض ٌضٍففه ثٌذثٌففز ثٌّطٍففٛح إيؾجد٘ففج دففجٌشِض :   (x)d(x)  ٚٔمففشع لثٌضىجِففً  يففش

fثٌّحذدل ٌٍذثٌز  (x) ٚ ع ٚ٘زٖ ثٌضغّيز ؽجءس ٔضيؾز ٌلاسصذجؽ ثٌٛعيك ديٓ ِج ٔغّيٗ لثٌذثٌفز ثٌّمجدٍفزل

 لثٌضىجًِ ثٌّحذدل ثٌزٜ عٛن ٔضٕجٌٚٗ دجٌذسثعز فٝ فظً ق كع 

ٛػفز ِفٓ ثٌؼٍّفجء ٌٚمذ ثوضش  ثٌضىجًِ ثٌّحذد فٝ عٚثخش ثٌمشْ ثٌغجِٓ ػشفش دٛثعفطز ِؾّ 

دثسدفٛ ٚ يفشُ٘ و ٚرٌفه ففٝ ِحجٌٚفز  يؾفجد ِغفج جس ثلشفىجي ثٌٕٙذعفيز  -ٌيّٕضفش  -عِغجي سيّجْ 

ِفج عثٌّخضٍفز ٚعؽٛثي ثٌّٕحٕيجس ٚ ؾَٛ ثلؽغفجَ ثٌّخضٍففز ٚ يفش رٌفه ِفٓ ثٌّشفجوً ثٌشيجػفيزع   

 دع ِفَٙٛ ثٌضىجًِ  يش ثٌّحذد فئٔٗ لذَ ٚثوضش  ٚؽٛس وٛعيٍز ٌحغجح ثٌضىجًِ ثٌّحذ

 ( اٌذاٌح اٌّماتٍح :1-1)

fٌضىٓ   (x) فضشر ِفضٛ ز   ٝدثٌز ِؼشفز ف(a, b)  خفؾ ثلػفذثد ِٚطٍفٛح ِٕفج ثٌذحفظ ػٕفذ ِٓ

 صحمك ثٌؼلالز :  F(x)دثٌز عخشٜ 
dF

f (x)
dx

         (1-1)  

fإْ ٚؽذس لدثٌز ِمجدٍزل ٌٍذثٌز  F(x)لصغّٝ ثٌذثٌز  (x)  عل 

5F(x)فّغلا : ثٌذثٌز  x  4٘ٝ دثٌز ِمجدٍز ٌٍذثٌزf (x) 5x  ْلF (x) f (x) ع 

F(x)ٚثٌذثٌز  sin x  دثٌز ِمجدٍز ٌٍذثٌز ٝ٘f (x) cos x ع 

 

 ( تعط خٛاص اٌذاٌح اٌّماتٍح : 2-1)

fدثٌز ِمجدٍز ٌٍذثٌز  F(x)إرث وجٔش  : 1خاصيح  (x)  ْٚوجْ ع عجدش فئ(x) F(x) c   

fصىْٛ عيؼجً دثٌز ِمجدٍز ٌٍذثٌز  (x)ع 

fدثٌففز ِمجدٍففز ٌٍذثٌففز F(x)ثٌذثٌففز اٌثش٘اااْ :  (x)  ْو ٌففزث فففئF (x) f (x)   ْيففظ ع ٚ(x) F(x) c   

 فئْ 

(x) F (x) f (x)     ْإٜ ع(x)  دثٌز ِمجدٍز ٌٍذثٌزf (x)ع 

5F(x)أْ  سعيٕفففففجِثااااااي :  x 4 ٘فففففٝ دثٌفففففز ِمجدٍفففففز ٌٍذثٌفففففزf (x) 5x ْل F (x) f (x)  ثٌذثٌفففففز 
5(x) x 12    ٘ففٝ عيؼففج دثٌففز ِمجدٍففز ٌٍذثٌففزf (x)  5وففزٌه ثٌففذٚثي 5 5x 7, x 2, x d    ٗعٜ عٔفف

fيٛؽذ ػذد ق ٔٙجةٝ ِٓ ثٌذٚثي ثٌّمجدٍز ِؼطجر  (x) ع 

,F(x)إرث وجٔش وً ِٓ :  2خاصيح  (x)  دثٌز ِمجدٍز ٌٍذثٌزf (x)  ْفٝ فضشر ِج فئ 



9x) F(x) const.    

 ِٓ ثٌّؼطيجس ٔؾذ عْ اٌثش٘اْ : 
F (x) (x) f (x).    

(x)ػغ  (x) F(x)      ْٛيى(x) (x) F (x) 0        ِّْج يؼٕٝ ع(x) const.  ع 

f، يضؼففو ٚؽففٛد ػجةٍففز ِففٓ ثٌففذٚثي ثٌّمجدٍففز ٌذثٌففز ِففج 2، و )1ِففٓ خجطففيز ) (x) ٖع ٚٔؼذففش ػففٓ ٘ففز

F(x)ثٌؼجةٍز دجٌظٛسر :  const  ٝيظ صخضٍ  ليّز ثٌغجدش ِٓ دثٌز ِمجدٍز إٌٝ عخفشٜ و ٚ٘فزث يؼٕف 

 ٚصضحذد ليّضٗ إرث عػطٝ ششؽ إػجفٝ صحممٗ ثٌذثٌز ثٌّمجدٍزع  xعٔٗ ق يؼضّذ ػٍٝ ثٌّضغيش 

F(x)    ِثاي :  sin x c  

cosثٌّمجدٍز ٌٍذثٌز  ٘ٝ ػجةٍز ثٌذٚثي x ع ٌٚىٓ ثٌذثٌزcos x  1ثٌضٝ صحمك ثٌششؽ
2



 

 
 

 ع

(x)ٚثٌذثٌز  sin x 1    ثٌذثٌز ثٌّمجدٍز ٌٍذثٌز ٝ٘cos x  2ثٌضٝ صحمك ثٌششؽ
2



 

 
 

 …عٚ٘ىزث  

 

 ذعشيف : 

fلثٌضىجًِ  يش ِحذد ثٌذثٌز    (x)  ثٌظٛسر ثٌؼجِز لٜ دثٌفز ِمجدٍفز ٌٍذثٌفز ٛ٘f (x)  ٗٚيشِفض ٌف

fدجٌشِض   (x)d(x) ع ٚيمشع ِضىجًِ ثٌذثٌزf (x)  ٌٝدجٌٕغذز إx  عل 

fعٜ دثٌز ِمجدٍز ٌٍذثٌز  (x)ٚإرث وجٔش  (x)  : ْفئ 

(1-2  ، f (x)d(x) (x) c   ْيظ ع ٚ(x) f (x)   ْفئ 

(1-3  ، (x)d(x) (x) c    

 

 أِثٍح ذٛظيحيح : 

(x)2، ٌيىٓ 1) x    ْفئ(x) 2x       ْ22ٌزث فئxdx x c  

F(x)، ٌيى2ٓ) sin x   ْفئF (x) cos x     ٌْزث فئcos x dx sin x c  

(x)، إرث وجْ 3) tan x     ْ2فئ(x) sec x     ْ2ٚػٍيٗ فئsec x dx tan x c  

xg(x)، ٔؼٍُ عْ ثٌذثٌز 4) e   صحمك ثٌؼلالزxg (x) e   ْٛٚدزٌه يىx xe dx e c  

، ٌيىٓ 5)
2xh(x) e   ْفئ

2xh (x) e .2x   ٌْزث فئ
2 2x xe .2x dx e c  

ِٓ صؼشي  ثٌضىجًِ  يش ثٌّحذد يّىفٓ ِذجشفشر دش٘فجْ لفٛثٔيٓ ثٌضىجِفً و ٚ٘فٝ ِذٚٔفز ففٝ  

ثٌؾذٚي ثٌضجٌٝ  ضٝ يغًٙ ثٌشؽٛع إٌيٙج ػٕذ ٌؼشٚسرع يذمٝ ٕ٘فج عْ ٔؼطفٝ صفغفيشثً ٕ٘ذعفيجً ٌغجدفش 

 و ٌزٌه ٔؼضذش ثٌّغجي ثٌضجٌٝ :  cثٌضىجًِ 

2yذٚثي ثٌّؼشفففز دجٌّؼجدٌففز ٔشعففُ ِؾّٛػففز ثٌفف  x c   ٝ2فٕؾففذ٘ج ػذففجسر ػففٓ ثٌّٕحٕففy x 

 وّج دجٌشعُع  cإٌٝ عػٍٝ عٚ إٌٝ ععفً  غخ إشجسر  cِٕضٌمج دجٌّمذثس 



ٌيمطغ ٘زٖ ثٌّٕحٕيفجس  عفُ سعفّٕج ِفٓ ٔمفجؽ ثٌضمفجؽغ  oyإرث سعّٕج ِغضميّجً يٛثصٜ ثٌّحٛس  

dyّٕحٕيففجس فففئْ ثٌّّجعففجس صىففْٛ ِضٛثصيففز ِٚيففً وففً ِٕٙففج ِّجعففجس ٌٍ
2x

dx
  ِْففٓ رٌففه ٔغففضٕضؼ ع

y 2x dx   2صذي ػٍٝ ع ذ ثٌّٕحٕيجسy x c ع 

 

 

 
f (x) dx  f(x) 

n 1x
c

n 1






 
nx ,n 1   

ln x c  1

x
 

cos x c   sinx  

sin x c  cos x  
tan x c  2sec x  
cotan x c   2sosec x  
secx c  secx.tan x  

cosecx c   cosecx.tan x  
xe c  xe  

cosh x c  sinh x  

sinh x c  cosh x  

tanh x c  2sech x  
cotan x c   2socech x  

 

 ( خٛاص اٌرىاًِ غيش اٌّحذد : 1-3)

(x)، : ٌيىٓ 1-1ٔظشيز ) g(x), (x) f (x)     ٌٓٚيىc  : ْعجدش فئ 

(1)  f (x) g(x) dx f (x)dx g(x)dx      

(2) cf (x)dx c f (x)dx.   

 اٌثش٘اْ : 

(x)، ثػضذش ثٌذثٌز 1) (x)   : ْٛفيى 

 (x) (x) (x) (x) g(x) f (x)           

(x)ٚدجٌضجٌٝ فئْ    (x)   دثٌز ِمجدٍز ٌٍذثٌز ٝ٘g(x) f (x)  : ْعٜ ع 

 f (x) g(x) dx (x) (x) f (x)dx g(x)dx         

.c، ثػضذش ثٌذثٌز 2) (x)  : ْفئ 

 c. (x) c. (x) c.f (x)     

.cٌٚزٌه فئْ  (x)  ثٌذثٌز ثٌّمجدٍز ٌٍذثٌز ٝ٘c.f (x)  ْٚدجٌضجٌٝ فئ 



c.f (x)dx c. (x) d c. f (x)dx     

 ِلاحظاخ : 

ثٌٕظشيز ثٌغجدمز صّذٔج دأ ذٜ ثٌمٛثػذ ثلعجعيز  ؽفشثء ػٍّيفز ثٌضىجِفً ٚيّىفٓ طفيج ضٙج وّفج  ،1)

 يٍٝ : 

 لصىجًِ ِؾّٛع دثٌضيٓ = ِؾّٛع صىجٍِٝ ثٌذثٌضيٓ و  

  ٌزلثصىجًِ ثٌذ ِؼشٚدجً فٝدثٌز = ثٌغجدش  ِؼشٚدجً فٝصىجًِ عجدش  

 يّىٕٕج طيج ز ثٌٕظشيز ثٌغجدمز دظٛسر ػجِز وّج يٍٝ :  ،2)

fٌضىٓ   (x),g(x)  ٓ1ِؼشػضيٓ وّج عذك ٌٚيى 2c ,c : ْعجدضضيٓ فئ 

 1 2 1 2c .f (x) c g(x) dx c f (x)dx c . g9x)dx      

 ثٌمجػذر ثٌغجدمز صؼطيٕج خجطيز ٘جِز ٘ٝ لثٌخجطيز ثٌخطيزل ٌٍذٚثي ثٌضٝ يٛؽذ صىجًِ ٌٙجع  ،3)

 ، ثٌظٛسر ثٌميجعيز : 1-4)

(1) 
n 1

n x
x dx c, n 1

n 1



   
  

(2) 
dx

log x c
x

   

nثٌّٛؽذففز ٚثٌغففجٌذز ٚثٌىغففشيز ِجػففذث  n، طففحيحز ٌؾّيففغ لففيُ 11ثٌظففٛسر ثٌميجعففيز  1   يففظ 

nٔغضخذَ فٝ ثٌحجٌز  1  ( ع  2ثٌظٛسر، 

 أِثٍح ِثاششج :   

1- 
6

5 x
x dx c

6
        n = 5 

2- 
2x

dx c
2

        n = 1 

3- sx x c         n = 0 

4- 
2 1

2 x
x dx c

2 1



 
       n 2  

5- 
3 2

dx 1
c

x 2x
        n=-3 

2 5
3 32 23 3

3 3
x dx x dx x c x x c

5 5
          

2
n

3
   

 

 أِثٍح ِثاششج )تٙا أوثش ِٓ داٌح( :  

 ،ع  1-1ٕ٘ج عٛن ٔطذك ثٌخجطيز ثٌخطيز ٌٍضىجًِ ٚثٌضٝ عذك طيج ضٙج فٝ ٔظشيز ) 

23x: عٚؽذ ليّز ثٌضىجًِ  ِثاي 5x 1 dx  
  

 ٚرٌه ٌلاخضظجسع  I: عٛن ٔشِض ٌٍضىجًِ ثٌّؼطٝ دجٌشِض  اٌحً



 2

2

3 2

I 3x 5x 1 dx

3 x dx 5 xdx dx

5
x x x c.

2

  

  

   



    

ىجٍِز ِٓ ثٌذغجؽز دحيظ ق صحضجػ ٌلاػضّفجد ػٍفٝ لجػفذر ّث ثٌّغجي عْ ثٌذثٌز ثٌيلا ع فٝ ٘ز  

عٚ ؽشيمز ِؼيٕز ٌضحٛيٍٙج إٌٝ ع ذٜ ثٌظٛس ثٌميجعيزع ٚفيّج يٍٝ ٔؼطفٝ دؼفغ ثٌطفشق ٚثلعفجٌيخ 

 ثٌضٝ صفيذ فٝ  جقس ثٌذٚثي ثلوغش صؼميذثً ٚثٌضٝ عٛن ٔشث٘ج ِٓ خلاي عِغٍزع 

 :  ( غشق اٌرىا1-5ًِ)

ّشجوً ثٌضٝ صمجدٍٕج ػجدر  يؾجد صىجِلاس ثٌذٚثي ِشفىٍز صحٛيفً ثٌذثٌفز ثٌّفشثد صىجٍِٙفج ِٓ ثٌ 

 إٌٝ ث ذٜ ثٌظٛس ثٌميجعيزع ٌزٌه عٕمَٛ دذسثعز ػذر ؽشق  يؾجد ثٌضىجًِ ِغً : 

      ؽشق عٌٚيزع -1

 ؽشيمز ثٌضؼٛيغع -2

  ؽشيمز ثٌضىجًِ دجٌضؾضا -3

 ؽشيمز ثقخضضثيع -4

 ٌٍرىاًِ :اٌطشق الأٌٚيح  -1 

ٔمظففذ دففجٌطشق ثلٌٚيففز ثعففضخذثَ ثٌؼٍّيففجس ثلٌٚيففز ِغففً ثٌؼففشح ٚثٌمغففّز ٚفففه ثللففٛثط  

 ٚخلافٗع ٚعٕٛػو رٌه دجلِغٍز ثلآصيز : 

 ِغجي : عٚؽذ 
2

2

(x 1)(x 1)
I dx

x

 
  

 ثٌحً : ٚثػو عْ 
2 3 2

2 2 2

(x 1)(x 1) x x x 1 1 1
x 1

xx x x

    
      

 ٌٚزٌه يىْٛ 

2

2

1 dx
I x dx dx dx

x x

1 1
x x log x c

2 x

   

    

   
 

 إخضيجسٜع  عجدش c يظ 

 ِغجي : ث غخ ليّز ثٌضىجًِ 
I x (x 1)dx   

 ثٌحً 
3 1

2 2

5 3

2 2

2

I x dx x dx

2 2
x x c

5 3

2 2
x x x x c

5 3

 

  

  

 

 



 

 (1-1ذّشيٕاخ )

 أٚجذ ليّح اٌرىاِلاخ الآذيح : 
1- 2(x 1)dx      2- 2(x 1) dx  

3- 3 x dx      4- 
3

dx

x  

5- 
2(2x 1)

dx
x


      6- 

4 2

2

x 2x 3
dx

x

 
  

7- 2x(x 1) dx      8- 
24x 7

dx
x


  

9- 
3

7x dx
5x

 
 

 
     10- 21

(x ) dx
x

  

11- 
x(x 1) 5

dx
x

 
     12- 31

(x 1) dx
x

  

13- 2 2(2x 1) (x 6) dx.   

 

 

 

 غشيمح اٌرعٛيط :  -2

وّج عششٔج فٝ ثٌذٕذ ثٌغجدك إٌٝ عْ طؼٛدز إيؾجد ثٌضىجًِ ٘ٝ فٝ ٚػغ ثٌذثٌز ثٌّىجٍِفز ففٝ  

دٙج ٚػغ ثٌذثٌز ثٌّىجٍِفز  طٛسر ؽذٌٚيز و ٚؽشيمز ثٌضؼٛيغ ٘ٝ ع ذٜ ثٌطشق ثٌٙجِز ثٌضٝ يّىٓ

 دظٛسر يظٍو ِؼٙج ثعضخذثَ ثٌظٛس ثٌميجعيزع ٌٚضٛػيو ثٌفىشر : 

Fٌفففيىٓ  (x) f (x)    ْففففئf (x)dx F(x) c   ٓٚإرث وجٔفففش وفففً ِفففf, F  دثٌفففز ففففٝ ثٌّضغيفففشy  ْٚوفففج

 
d

F(y) F (y) f (y)
dy

   ْفئf (y)dy F(y) c  

yٌٚيىٓ   xدثٌز فٝ ثٌّضغيش  yٚإرث فشػٕج عْ  (x)  ْفئdy
(x)

dx
  صىجفٝء ٝ٘ٚdy (x)dx  

 يٕضؼ عْ  xدذقٌز  yدجٌضؼٛيغ ػٓ 

   f (x) (x)dx F (x) c      

 ٚعٛن ٔطذك ٘زث ثٌمجْٔٛ فٝ  جقصٗ ثٌخجطز : 

 حالاخ خاصح : 

 : اٌصٛس اٌمياعيح -1
n 1

n x
x dx c, n 1

n 1



   
  

dxدٛػغ  (y)dy, x (y)    ٍٝٔحظً ػ 
 

n 1
n (y)

(y) (y)dy c, n 1
n 1


 



    
 

 اٌصٛسج اٌمياعيح : -2



dy
log y c

y
   

dyدٛػغ  (x)dx, y (x)    ًٔحظ(x)
dx log (x) c

(x)







  

 أِثٍح : 

   عٚؽذ  -1 
5

2x 3 x dx 

يّىٓ إصذجع ثٌطفشق ثلٌٚيفز ِغفً ففه  : ثٌحً      
5

2x 3  دجعفضخذثَ ٔظشيفز رثس ثٌحفذيٓ ٚػفشح

 عُ ثٌضىجًِ  ذث  ذثع  xثٌٕجصؼ فٝ 

 ٚيّىٕٕج ثعضخذثَ ثٌضؼٛيغ وّج يٍٝ : 

(x)2ػغ   x 3     ْيضؼو ع(x) 2x  

ٔىضخ ثٌضىجًِ ػٍٝ ثٌظٛسر    
5

21
I x 3 (2x)dx

2
  

 ٚثعضخذَ ثٌمجػذر  

 
 

n 1
n (x)

(x) . (x)dx c
n 1


 



  
 

(x)2 يظ   x 3, n 5       ْيٕضؼ ع
6

2x 31
I . c

2 6

 
 

  

6
21

x 3 c
12

   
 

 

 ػغ  طٛسٜ عخشٜ ٌٍحً : 

     

 

2

5
2

5 6

2

y x 3

dy 2x dx

1
I x 3 2x dx

2

1 1
y dy y c

2 12

1
x 3 c

12

 



  

  

  





 

3sin     عٚؽذ  -2 x.cos x dx 

 ثٌحً :      

yػغ     sin x  ْ4ٔؾذ ع
3 4

dy cos x dx

y 1
I y dy c sin x c

4 4



     
 

1     عٚؽذ  -3
log x dx, x 0

x
 

 ثٌحً :      

yٔفشع عْ    log x   ٍٝٔحظً ػ 



 

2

2

1
dy dx

x

1 y
I log x. dx ydy c.

x 2

1
log x c.

2



    

 

   

   عٚؽذ  -4
x

x

e
sx

ye 1
 

 ثٌحً :      

xyدٛػغ   e 1    ٍٝٔحظً ػ 
x

x

x

1 1

2 2

x

dy e 1

e
I dx

e 1

y dy 2 y c

2 e 1 c



 

 


  

  





 

  عٚؽذ  -5
2

3x dx
; x 1

x 1


 

 ثٌحً :      

2yدفشع عْ    x 1     ْيٕضؼ عdy 2x dx 

 ٔمَٛ دضؼذيً ثٌذغؾ فٝ ثٌذثٌز ثٌّىجٍِز :  

2

2

3 2x dx
I

2 x 1

3 dy 3
log y c

2 y 2

3
log x 1 c.

2




  

  



  

 ِلا ظز : ثٌظٛسر ثٌميجعيز
(x)

dx log (x) c
(x)







   

 يّىٓ طيج ضٙج وّج يٍٝ : 

ٛ لإرث وجٔش ثٌذثٌز ثٌّشثد صىجٍِٗ ػٍٝ طٛسر وغش و دحيظ عْ ثٌذغؾ صفجػً ثٌّمجَ فئْ ثٌضىجًِ ٘ف

 ٌٛ جسيضُ ثٌّمجَلع 

  عٚؽذ  -6
2sec x

dx
tan x 1 

(x)ثٌحففً : ٔلا ففع عْ ثٌذغففؾ صفجػففً ثٌّمففجَ فففئرث وففجْ       tan x 1    ْ2فففئ(x) sec x   ٌٝٚدجٌضففج

 يىْٛ 
2sec x

dx log 1 tan x c.
tan x 1

  
  



 

 (2-1ذّشيٕاخ )

1-  
3

2x 5 x dx     2- 3 2x 5 x dx  

3- 
2

x
dx

x 5
      4- 3 5 4x dx  

5- 
2

x 1
dx

x 2x 3



 
     6- 

dx

5x 7  

7- 2 2tan x sec x dx     8- 5sin x cos x dx  

9- 
sin x

dx
cos x      10- sin 2x cos 2 dx  

11- 
2

tan x
dx

cos x      12- 
 

2

dx

x log x
  

13- 

 

x

3
x

e
dx

e 1
     14- 

cos x
dx

sin x 1  

15- 
1

2

tan x
dx

x 1



      16- 
x 5

dx
x 1



  

17- 
x

x

e
dx

e 1      18- 
2

x 1
dx

x 2X 3



   

19- 
2x 2x 1

x 2

 

     20- 
 

dx

x log x 2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( ذىاِلاخ اٌذٚاي اٌّثٍثيح : 1-6)

 ثٌظٛس ثٌميجعيز ٌٙزٖ ثٌضىجِلاس :  
1- sin x dx cos x c    

2- cos x dx sin x c   



3- 2sec x dx tan x c    

4- 2cosec x dx cotan x c    

5- sec x tan x dx tan x c   

6- cosec x cotan x dx cosec x c    

 ع فّغلا xدذق ِٓ  yٚ٘زٖ ثٌظٛس يّىٓ وضجدضٙج ػٍٝ طٛسر ػجِز دجعضخذثَ ثٌّضغيش 
sin y dy cos y c    

yعٜ عْ  xدثٌز فٝ ثٌّضغيش  yٚإرث وجٔش  (x)  ْفئdy (x)dx 

 ٚدجٌضؼٛيغ يٕضؼ عْ 

   sin (x) . (x)dx cos (x) c       

 ٚدجٌّغً ٌذميز ثٌظٛس ثٌميجعيز : 

  جٌز خجطز : 
1

sin (ax b)dx cos(ax b) c
a

      

 ِمجديش عجدضزع a, b يظ 

yٚ٘زث طحيو لٔٗ دفشع عْ   ax b   ْفئ 

 

dy a.dx

1 1
I sin y dy cos y c

a a

1
cos ax b c

a



    

   

 

 أِثٍح

 عٚؽذ  -1

1- sin 3x dx      2- 
1

cos x 4 dx
2

 
 

   

 ثٌحً :     

1- 
1

sin 3x dx cos 3x c.
3

    

2- 
1 1

cos x 4 dx 2sin x 4 c
2 2

   
      

     

 عٚؽذ  -2
1- tan x dx      2- cotan x dx  

 ثٌحً :      

1- 
sin x sin x

tan x dx dx dx
cos x cos x


      

 ٚثٌذثٌز ثٌّىجٍِز فيٙج ثٌذغؾ صفجػً ثٌّمجَ 



 
1

I log cos x c

log cos x c

log sec x c



   

 

 

 

 ٚدجٌّغً 
2- cotan x dx log sin x c   

 عٚؽذ  -3

1- 2x sin x dx      2- 
1

cos x dx
x  

 ثٌحً :      

1- 

2 2

2

1
xsin x dx sin x . (2x) dx

2

1
cos x c

2



  

 
 

2- 

1 1
cos x dx 2 cos x . dx

x 2 x

2sin x c



 

   

 عٚؽذ  -4
1-  

2
1 tan x dx      2-  

2
sec x tan x dx  

 ثٌحً :     
1-  2I 1 2 tan x tan x dx    

 ٌٚىٓ  
2 2

2

1 tan x sec x

I sec x dx 2 tan x dx

tan x 2log sec x c

 

  

  

   

2- 2 2I sec x tan x 2sec.tan x dx   
   

   دٛػغ 
           2 2tan x sec x 1   

 ٔؾذ عْ  
2I 2sec x 2sec x.tan x 1 dx

2 tan x 2sec x x c

   
 

   

  

 

 ( ذىاِلاخ عٍٝ اٌصٛسج : 1-7)
n n m nsin x dx, cos x dx, sin x cos x dx    

 عٚ ولاّ٘ج فشدٜ  mعٚ  n يظ عْ 



2صٚؽيفز ٌفزث ٔغفضخذَ ثٌّضطجدمفز  (n-1)فشديفز ففئْ   nإرث وجٔش  2sin x cos x 1   ٌضحٛيفً دثٌفز ثٌؾيفخ

 إٌٝ ؽيخ ثٌضّجَ عٚ ثٌؼىظع 

 أِثٍح

5sin عٚؽذ  -1 x dx 

 ثٌحً :  

 

4

2
2

2 4

I sin x.sin x dx

1 cos x sin x dx

1 2cos x cos x sin x dx



 

   
 







 

     ٌٚىٓ  

 

  

 

2 4

2 4

d
cos x sin x

dx

I 1 2cos x cos x sin x dx

1 2cos x cos x d (cos x)

 

     

   





 

yدٛػغ    cos x   ْٔؾذ ع 

 2 4

3 5

3 5

I 1 2y y dy

2 1
y y y c

3 5

2 1
cos x cos x cos x c

3 5

   

 
     

 

 
     

 



 

4 عٚؽذ  -2 3sin x cos x dx 

 ثٌحً : ٔىضخ ثٌضىجًِ ػٍٝ ثٌظٛسر  

 

 

 

4 6

4 2

4 2

4 6

I y y dy

I sin x cos x .cos x dx

sin x 1 sin x cos x dx

sin x sin x dsin x

 



 

 









 

yدٛػغ    sin x   ٍٝٔحظً ػ 
5 7

2 5

1 1
I y y c

5 7

1 1
sin x sin x c.

5 7

  

 
   
 

 

 

 ( ٔىاِلاخ عٍٝ اٌصٛس : 1-8)
n m n msin x dx, cos x dx, sin x cos x dx    



 صٚؽيزع  m, n يظ ولا ِٓ  

 فٝ ٘زٖ ثٌحجٌز ٔغضخذَ لٛثػذ ثٌضحٛيً ٌؼؼ  ثٌضثٚيز  
2 2

2 2

cos 2x 2cos x 1 1 2sin x,

1 cos 2 1 cos 2x
cos x , sin x

2 2

   

 
 

  

 

 

 

 

 أِثٍح

1- 

 

 

2 1
sin x dx 1 cos 2 x dx

2

1 1
dx cos 2 x dx

2 2

1 1
x sin 2x c

2 4

1 1
x sin 2x c

2 2

1
x sin x cos x c.

2

 

 

  

 
   

 

  

 

 

  

2- 
 

 

2 1
cos x dx 1 cos 2x dx

2

1
x sin x cos x c.

2

 

  

 
 

 ٓثٌٕضجةؼ ثٌغجدمز يّىٓ عْ صحفع ومٛثػذ ٌٍضىجٍِي
2 2sin x dx, cos x dx.   

2 عٚؽذ  -3 2sin x cos x dx 

 ثٌحً : ٔؼٍُ عْ  

 

2

2

2 2 2

1
sin x (1 cos 2x),

2

1
cos x (1 cos 2x)

2

1
sin x cos x 1 cos 2x

4

 

 

  

 

 ٌٚىٓ  



 

 

 

2

2 2

2 2

1
cos 2x 1 cos 4x

2

1 1
sin x cos 1 1 cos 4x

4 2

1 1
1 cos 4x

4 8

1
(1 cos 4x)

8

1 1
sin x cos x dx dx cos 4x dx

8 8

1 1
x sin 4x c.

8 32

 

 
    

 

  

 

  

  

  

 

 

 (3-1ذّشيٕاخ )
1- 4sin 4x dx      2-  cos 2x 1 dx  

3- 2x sin x dx      4- 
1

sin x dx
x  

5- 2sec 2x dx      6-  tan 2x dx  

7- 2 2x sec x dx     8- 3sec x tan x dx  

9- 
2sec x

dx
1 tan x      10- cotan 3x dx  

11- 
sin x

dx
cos x 1     12- 2 3sin x cos x dx  

13- 
2

tan x
dx

cos x      14- 2 2tan x sec x dx  

15- 3cos x dx      16- 
3

3

cos x
dx

cos x
  

17- 3tan x sec x dx     18- 
5sin x

dx
cos x  

19- 3 2x sin x dx     20- 
4sin

dx
tan x  

21- 4cos x dx      22- 4sin x dx  

23- 2 2sin 2x cos 2x dx     24- 3 2sin x cos dx  

25- 6sin x dx      26- 
3

6

cos x
dx

sin x  

 

  ( ذىاِلاخ ذحرٜٛ دٚاي أعيح ٚصائذيح:1-9)

 ٔؼٍُ عْ    ax axd
e ae

dx
   ْفئ 



1- ax ax1
e dx e c

a
   

 ٚ يظ عْ        x xd
e e . x

dx

 
  ْفئ 

2-      x x
e x dx e c
 

    

 

يىْٛ   aوزٌه ٔؼٍُ عٔٗ لٜ عجدش   x xd
a a .loga

dx
  ْفئ 

3- x x1
a dx a c

log a
   

 :   أِثٍح

ِٓ ثٌّؼٍَٛ عْ  
x x x xe e e e

sinh x , cosh x
2 2

  
   ٌْٛزث يى 

4- sinh x dx cosh x c   

5- cosh x dx sinh x c   

6- 2 2sech x dx tanh x c   

7- 2cosech x dx cotanh x c   

 أِثٍح

cos2xe عٚؽذ  -1 sin 2x dx  

ثٌحً : ٔفشع عْ   x cos2x   ْٔؾذ ع 

 

 

2

cos2x

cos2x

cos2x

x 2sin x

I e sin 2x dx

1
e 2sin 2x)dx

2

1
e c

2

  

 

  

  




 

  عٚؽذ  -2
2x

x

e 4

e


 

 ثٌحً :  
x x

x x

2x

x

I e dx 4 e dx

e 4e c

e 4
c

e





 

  


 

 
 

xe عٚؽذ  -3 cosh x dx 

 

 

 



 ثٌحً :  

 

x x
x

2x
2x

e e
I e dx

2

1 1 e
e 1 dx x c

2 2 2

 
   

 

 
     

  





 

 (4-1ذّاسيٓ )

 عٚؽذ ليّز ثٌضىجِلاس ثلآصيز : 

1- 4xe dx      2- 4xa dx  (a عجدش) 

3- x dx
e

x      4- sin xe cos x dx  

5- xe sinh x dx      6- 2cos h x dx  

7- 2x 2e sech x dx     8- 2sech 2x dx  

9- 2x cosh x dx     10- 
1

tanh x dx
x  

11- 1/ x

2

dx
e

x      12- 
x

dx

e 1  

 

 ( ذىاِلاخ ذعطٝ دٚالا ِثٍثيح عىغيح : 1-11)
 عذك دٕج صمذيُ ِج يغّٝ دجٌذٚثي ثٌّغٍغيز ثٌؼىغيز ٚ٘ٝ 

 1 1 1sin x, cos x, tan x, ...    

1 يففظ   1y sin x x sin y     ْدحيففظ عy , 1 x 1
2 2

 
       ٚدجٌّغففً عِىٕٕففج صؼشيفف  دميففز صٍففه

 ثٌّؾّٛػز ِٓ ثٌذٚثيع ٚٔؼٍُ عيؼج عْ : 

(i)    1

2

d 1
sin x ; : x 1

dx 1 x

  


 

(ii)    1

2

d 1
cos x ; x 1

dx 1 x

  


 

(iii)  1

2

d 1
tan x

dx 1 x

 


 

(iv)  1

2

d 1
cotan x

dx 1 x

  


 

 

 ِٓ لٛثٔيٓ ثقشضمجق ثٌغجدمز ٔحظً ػٍٝ لٛثػذ ثٌضىجِلاس ثلآصيز : 

1-  1 1

2 2

dx x x
sin c cos c x 1

a aa x

      


  

2- 1 1

a 2

dx 1 x 1 x
tan c cotan c

a a a aa x

     


 



دّضغيففش رخففش  xٚيّىٕٕففج وجٌّؼضففجد ثٌحظففٛي ػٍففٝ طففٛس ػجِففز ٌٙففزٖ ثٌظففٛس ثٌغففجدمز إرث ثعففضذذٌٕج 

ٌٚيىٓ  y xع 

 عِغٍز 

 ع غخ ليّز ثٌضىجِلاس  -1

a) 
2

dx

1 4x
      b) 

2

dx

1 25x
 

 ثٌحً :  

a) 
2

dx
I

1 4 x



  

 ثعضخذَ ثٌضؼٛيغ  

1

2

1

y 2x

dy 2dx

1 dy 1
I sin y c

2 21 y

1
sin 2x c

2









   


 

  

b) 
2

dx
I

1 25x



 

y            ٔؼغ  5x  ٍٝٔحظً ػ 
dy 5dx  

1

2

1 dy 1
I tan 5x c

5 51 y

   


 

 عٚؽذ ليّز  -2

1- 
2

dx

16 9x      2- 
2

dx

x x 4
  

 

 

 ثٌحً :  

2
2

2

1

1

1 dx 1 dx
I

169 9 4x x9 3

1 3 3x
tan c

9 4 4

1 3x
tan c

12 4





 
   
 

  

 

 

 

2- 1

2

dx 1 x
I sec c

2 2x x 4

  


  

 عٚؽذ  -3



x

x

e
dx

1 e
  

xy    ػغ  e   ْٔؾذ ع 
x xdy e d  

2

1

1 x

dy
I

1 y

sin y c

sin e c





 


 

 



 

 ( ذىاِلاخ ذؤدٜ إٌٝ دٚاي صائذيح عىغيح : 1-11)

 ٔؼٍُ عْ  

1- 1

2

d 1
sinh x

dx 1 x

 


 

2- 1

2

d 1
cosh x ; x 1

dx x 1

  


 

3- 1

2

d 1
tanh x ; x 1

dx 1 x

  


 

4- 1

2

d 1
cotanh x ; x 1

dx x 1

  


 

 ِٓ رٌه يّىٕٕج ثشضمجق طٛس صىجِلاس صؤدٜ إٌٝ دٚثي صثةذيز ػىغيز : 

1- 1

2 2

dx x
sinh c

aa x

 


  

2- 1

2 2

dx x
cosh c

ax a

 


  

3- 1

2 2

dx 1 x
tanh c

a aa x

 
  

4- 1

2 2

dx 1 x
coth c

a ax a

  
  

عففٛن صذسعففجْ دطشيمففز رخففشٜ فيّففج دؼففذ و وّففج ٚعْ ؽّيففغ ثٌظففٛس ٌٙففجق  (3)و (4)ثٌظففٛسصجْ 

ؽففشق ثٌضؼففٛيغ فففٝ  َصىففجِلاس دظففٛسر ٌٛ جسيضّيففز ٚوففزٌه عففٕذسط ٘ففزٖ ثٌضىففجِلاس دجعففضخذث

 ثٌفظً ثٌمجدَع

  ، : عٚؽذ  1ِغجي )
2

dx

9x 4 

 ثٌحً :  

2
2

1

1

1 dx
I

9 2
x

3

1 3 3x
coth c

9 2 2

1 3x 3x
coth c; 1

6 2 2






 

  
 

 
   

 

   



 



  ، : عٚؽذ 2ِغجي )
2

dx

4x 25
 

 ثٌحً :  

2
2

1

1 dx
I

2 5
x

2

1 2x
sinh c

2 5





 
  
 

 


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (5-1ذّاسيٓ )

 عٚؽذ ليّز ثٌضىجِلاس ثلآصيز : 

1- 
2

dx

1 9 x
      2- 

2

dx

9 x
  

3- 
2

dx

16 9 x
      4- 

2

dx

16 x  

5- 
2

dx

1 16x
     6- 

2

dx

9 16x
 

7- 
2

dx

x x 25
      8- 

2

dx

x 4 x 1
  

9- 
2

dx

x 9 x 4
      10- 

2

2

x 1
dx

x 1



  

11- 
x

2x

e dx

1 e
     12- 

2

cos x
dx

1 sin x
 

13- 
2

cos x dx

4 sin x
     14- 

2

2

sec x dx

9 tan x  

15- 
2

dx

2x 6      16- 
2

dx

4 x
 

17- 
2

2

1 x
dx

1 x




     18- 

x

2x

e dx

e 1
  

 



 الفصل الثانى
  غشق اٌرىاًِ

 

إيؾجد ثٌضىجًِ  يش ثٌّحذد ٌذثٌز ِفج صضّغفً ففٝ ويفيفز  عٚػحٕج فٝ ثٌفظً ثلٚي عْ طؼٛدز 

ٚػغ ثٌذثٌز ثٌّىجٍِز فٝ طٛسر دٚثي ٌٍضىجًِ ِٚٓ ثٌظفٛس ثٌميجعفيز يّىفٓ إيؾفجد ليّفز ثٌضىجِفً و 

ٌٚمففذ ثعففضخذِٕج فففٝ ثٌفظففً ثلٚي ؽففشق عٌٚيففز وففزٌه ؽشيمففز ثٌضؼففٛيغ ٚعففٛن ٔغففضىًّ فففٝ ٘ففزث 

ِٕٙفج ؽشيمفز ثٌىغفٛس ثٌؾضةيفز ٚثٌضىجِفً ثٌفظً ؽشيمفز ثٌضؼفٛيغ ٚٔفذسط ؽفشق عخفشٜ ٌٍضىجِفً 

 دجٌضؾضا ٚثقخضضثيع

 ؽشيمز ثٌضؼٛيغع  2-1

ثعففضخذِٕج ٘ففزٖ ثٌطشيمففز فففٝ ثٌفظففً ثلٚي ػٕففذِج صىففْٛ ثٌذثٌففز ثٌّىجٍِففز ػٍففٝ ثٌظففٛسر  

   f (x) . x   ٚعٛن ٔغضخذَ ثٌضؼٛيغ عيؼج ػٕذِج صىْٛ ثٌذثٌز ثٌّىجٍِز ػٍٝ طٛسر ثٌذثٌز f x 

 yدذقٌفز ِضغيفش رخفش ِغفً  x يش ؽذٌٚيز )ثٌذثٌز ثٌّمجدٍز  يش ِؼشٚففز، ٚدفجٌضؼٛيغ ػفٓ ثٌّضغيفش 

xٌيىٓ  (y)  : ٔحظً ػٍٝ دثٌز ِىجٍِز عخشٜ  يظ 

   f x dx f y (y)dy     

 عٕٛػو ّٔجرػ ٌٙزٖ ثٌضؼٛيؼجس فٝ ثلِغٍز ثٌضجٌيز : 

 .جثشيحذعٛيعاخ  -1

  ، : عٚؽذ 1ِغجي )
 

dx

2 x x 1  

 ثٌحً :  

2yعٕحجٚي ثٌضخٍض ِٓ ثٌؾزس ثٌضشديؼٝ دٛػغ   x 1   ْعٜ ع 
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22

1

x y 1

dx 2ydy

2ydy dy
I 2

1 yy 1 y

2 tan y c

 

 

 


 

 
 

 

 

  ، عٚؽذ 1ِغجي )
3

2

x dx

x 4
 

 ثٌحً :  

2     ػغ      2x 4 y  



 

 

   

2 2

2
2

2

2 3

2 2 2

x y 4 2x dx 2ydy

y 4 ydyx .xdx
I

yx 4

1
y 4 dy y 4y c

3

1 1
y y 12 c x 4 x 8 c

3 3

    


 



    

      

 


 

 ، : عٚؽذ 3ِغجي )
 

m

n

x
dx

ax b
  يظ m  ػذد طحيو ِٛؽخ 

y  دٛػغ   ثٌحً :   ax b  

 
1 1

x y b , dx dy
a a

     

 ِٚٓ رٌه يىْٛ  

 

 
mm

n m 1 n

y bx 1
dx dy

a yax b






   

 ضىجًِ ثلخيشٌعُ صؾشٜ ثٌطشق ثلٌٚيز  يؾجد ث 

 ، : ع غخ ليُ ولا ِٓ 4ِغجي )

   

3 2

4 3/ 2

x x
dx, dx

3x 2 5 2x 
   

3x   ثٌحً : عٚق : دفشع   y 2  

 ٔؾذ عْ   
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4 4 4

3 2

4

y 2x 1
dx dy

y3x 2 3

1 y 6y 12y 8
dy

81 y






  


 

  

 

 

 

 
   

2 3 4

2 3

2 3

1 1 6 12 8
dy

81 y y y y

1 6 6 8
ln y c

81 y y 3y

1 6 6 8
ln 3x 2 c

81 3x 2 3x 2 3 3x 2

  
    

  

  
     

  

 
 

      
    



 

2x يؾجد ليّز ثٌضىجًِ ثٌغجٔٝ ٔفشع عْ  5 y   ْفٕؾذ ع 
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3/ 2 3/ 2
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3/ 2

1/ 2 1/ 2 3/ 2
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x dx 1 5 y
dy

8 y5 2x

1 25 10y y
dy

8 y
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50y 20y y c
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، : عٚؽذ  5ِغجي )
 

nm

dx

x ax b
   يظ m + n ػذد طحيو ِٛؽخ عوذش ِٓ ثٌٛث ذ  

axثٌحً : ٔفشع عْ   b
y

x


    ِٕٚٙج 

 

 

 
m n 2

n m n 1 nm

b dx dy
x ,

y a x a y

y adx 1
dy

b yx ax b

 

 

 
 


 


 

 

 ثلِغٍز ثلآصيز :عُ ٔؾشٜ ثٌطشق ثلٌٚيز ٌحغجح ليّز ثٌضىجًِ ثلخيش وّج عٕشٜ فٝ 

  ، : ع غخ ليّز 6ِغجي )
 

43

dx
I

x 1 x



 

1 ثٌحً : ٔفشع عْ   x
y

x


  ِٕٙج x 1 xy   ٜع 

1 dx dy
x ,

y 1 x y 1
  

 
 ٌزٌه فئْ   
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4 43

6 5 14 3 2
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y 1dx b b 4ac
I dy

2ayx 1 x

y 6y 15y 20y 15y 6y 1
dy
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20 5 6 1
y by 15 dy
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1 x 1 x 1 x 1 x 15x 3x
3 15 20ln

x x 1 x3x x 1 x
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 ، : ع غخ ليّز ولا ِٓ 7ِغجي )
   

3/ 4

5/ 2 15/ 43/ 2

dx x dx
I , II

x 5 3x 2 x
 

 
  

3ثٌحً : ٚثػو عْ   5
4 1

2 2
     ْ5ٌزث ٔفشع ع 3x

y
x


  ِٕٚٙج 
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2

5/ 2

3

5 5
x , dy dx

y 3 x

y 31
I dy

125 y

1 12 6
2 y c

125 y y y

1 5 3x x x
2 12 6 c

125 x 5 3x 5 3x

  



  

   
    

  

 
    

     
    


 

 
15/ 4314

dx
II

x 2 x



  

15ٚثػو وزٌه عْ   3
3 1

4 4
    ْ2ٌزث ٔفشع ع x

y
x


  ِْٕٚٙج ٔؾذ ع 

 
15/ 4

7 / 4 11/ 4

7 / 4 11/ 4

2 dx dy
x ,

y 1 x y 1

y 11
II dy

4 y

1 4 4
y y c

4 7 11

1 x 1 x
c

7 2 x 11 2 x

 

  
 


  

 
     

 

   
     

    


 

 

، : ٚػو وي  صٛؽذ ليّز ثٌضىجًِ 8ِغجي )
 n

dx

x ax b
 

عُ ث غخ ليّز ثٌضىجًِ   
 3

dx

x x 2
 

nثٌحً : ٔؼغ    1
x

y
   ِٕٚٙجn ln x ln y   ْٚدزٌه ٔؾذ ع 

 

 

n

n

n

n 1
dx dy

x y

dx 1 y dy

n a by yx a b

1
ln a by c

nb

1 ax b
ln c

nb x

 

 
    

  

  

 
   

  

 
 

 
3

3

3

1/ 6
3

3

dx 1 x 2
II ln c

6 xx x 2

x
ln c

x 2

 
   

   

 
  

  


 



 (1-2ذّاسيٓ )

 عٚؽذ ليّز ثٌضىجِلاس ثلآصيز : 

 

1- 
 2x 3 dx

x 2



      2- 
3x 2

dx
2x 3



  

3- x x 1 dx      4- 
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2x 1
dx

x 2




  

5- 
3

2x 1
dx

x 2



      6-  x 2 x 1 dx   

7- 
x 2

dx
x 1



      8- 
3

2

x x
dx

9 x




  

9- 
5 3

2

x 2x
dx

x 4




     10- 

2

dx

x x 4
  

11-  
3

2x 3 4x dx     12- 
dx

x 2x 1   

13- 
 

7

2

x
dx

3x 4
     14- 

 

2

5

x
dx

2x 1
  

15- 
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dx

x 2 5x
     16- 

 
3

x dx

3x 8
  

17- 
 

dx

x 2 x 5
     18- 

 3

dx

x x 5
  

19- 
 

dx

2 x 1 x     20- 
cos x

dx
x  

 ع  ذعٛيعاخ ِثٍثيح ٚصائذيح -2

2إرث ع ضٜٛ ثٌضىجًِ ػٍٝ ثٌؾزس   -1 2a x   ثعضخذَ ثٌضؼٛيغx a sin   َٚيّىٕٕج عيؼج ثعفضخذث

xثٌضؼٛيغ   cos 

2إرث ع ضففففٜٛ ثٌضىجِففففً ػٍففففٝ ثٌؾففففزس : -2 2x a ثٌضؼففففٛيغ   َثعففففضخذثx a sec x  عٚ ثٌضؼففففٛيغ

x cosh  

2إرث ث ضٜٛ ثٌضىجًِ ػٍٝ ثٌؾزس   -3 2a x  ٔغضخذَ ثٌضؼٛيغ 
x a tan or x a sinh    

 أِثٍح 

  عٚؽذ   -1
2 2

2

a x
dx

x


 

 ثٌحً : 

xػغ   asin  ْ1ٔؾذ ع x
sin , dx a cos d

a
     ْٛٚدجٌضجٌٝ يى 



 

2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2
1

a a sin
I a cos d

a sin

1 sin cos
cos d d

sin sin

cotan d cosec 1 d

caton c

a x x
sin c

x a


 



 
  

 

   

 







 

  

   


   



 

   

 عٚؽذ  -2
2x 9

dx
x


  

 ثٌحً :  

xػغ     3sec   ْٔؾذ عdx 3sec tan d   
2 2 2x 9 9sec 9 3 sec 1 3tan         

 2 2

2
1

2 1

3tan
I 3sec tan d

3sec

3 tan d 3 sec 1 d

3tan 3 c

x 9 x
3 3sec c

3 3

x
x 9 3sec c

3


  



   

 





 

  

  


  

   



 
 

sin ِثٍثيح ٌرىاِلاخ ذحرٜٛ عٍٝ اٌذٚاي اٌّثٍثيح :ذعٛيعاخ  -4 x,cos x,sinh x,cosh x 

sinعٚق : إرث ع ضٜٛ ثٌضىجًِ ػٍٝ ثٌذٚثي  x, cos x  ٔغضخذَ ثٌضؼٛيغx
y tan

2
  ْفٕؾذ ِٕٙج ع 

 

2

2

1 x
dy sec dx

2 2

1
1 y dx

2



 

 

                     عٜ عْ    
2

2dy
dx

1 y



 

     وزٌه 
2

2y
sin x

1 y



 

 لٔٗ 



    عْ 
2

2
2

x x
sin x 2sin cos

2 2

x x
sin cos

2 22
x

cos
2

x
tan

2y22
x 1 y1 tan
2





 


 

  دجٌّغً يّىٓ إعذجس إْ 
2

2

1 y
cos x

1 y





 

dx  ، : عٚؽذ 4ِغجي )
I

5 4cos x



 

 

 ثٌحً : دجعضخذثَ ثٌضؼٛيؼجس ثٌغجدمز ٔؾذ عْ  
2 2

2 2 2 2

1

2

1

1 y 2dy 1 y 2dy
I

9 y 1 y 9 y 1 y

dy 2 y
2 tan c

3 39 y

2 1 x
tan tan c

3 3 2





     
                

  


 
  

 

 

  

dx    ، : ع غخ ليّز5ِغجي )
I

1 sin x cos x


  

 ثٌحً : ِٓ ثٌضؼٛيؼجس ثٌغجدمز ٔؾذ عْ  
dy x

I ln 1 tan c
1 y 2

dy x
I 1n(1 y) c 1n 1 tan c

1 y 2

 
   

  

 
       

  
 

sinثاٌثا : إرا أحرٜٛ اٌرىاًِ عٍٝ ِشتعاخ اٌذٚاي اٌّثٍثيح  x,cos x   

yفٝ ٘زٖ ثٌحجٌز ٔغضخذَ ثٌضؼٛيغ    tan x  ْفٕؾذ ع 

 

 

2

2

2

dy sec x dx

1 tan x dx

1 y dx



 

 

 

     ِٕٚٙج  
2

dy
dx

1 y



 

 وزٌه يّىٓ  غجح  
2

2 2 2

2

2

2 2

y
sin x tan x cos x

1 y

1 1
cos x

sec x 1 y

 


 


 



  ، : عٚؽذ ليّز 5ِغجي )
4 4

sin 2x dx
I

sin x cos x


 

 ثٌحً : دجعضخذثَ ثٌضؼٛيؼجس ثٌغجدمز  
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4 4 4 2
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1 y2sin x cos x ydy
I dx 2 .

sin cos x 1 y 1 y
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4 2
2

1 2

1 2

y dy dy
2

1 y 1 y

tan y c
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 ثاٌثا : إرا أحرٜٛ اٌرىاًِ عٍٝ اٌذٚاي اٌضائذيح :  

sinhثٌضثةذيز إرث ع ضٜٛ ثٌضىجًِ ػٍٝ ثٌذٚثي   x,cosh x   فئٔٗ ِٓ ثٌّٕجعفخ ثعفضخذثَ ثٌضؼفٛيغ
x

y tanh x
2

  ْيظ ٔؾذ ع  

 

2

2

2

2

1
dy sec h dx

2

1 x
1 tanh dx

2 2

1
1 y dx

2

2dy
dx

1 y



 
  

 

 

 


 

 وزٌه 
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2
2

x x
sinh x 2sinh cosh

2 2

x x
sinh cosh

2 22
x

cosh
2

x 1 2y
2 tanh .

x2 1 y1 tanh
2





 


 

 عيؼج ٔؾذ عْ 



2 2
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cosh x cosh sinh

2 2
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cosh 1 tanh
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x
1 tanh

2
x
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2

1 y
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dx   ، : عٚؽذ 6ِغجي )
I

1 cosh x



 

 ثٌحً : دجعضخذثَ ثٌضؼٛيؼجس ثٌغجدمز ٔؾذ عْ  
2

2

1 y 2dy x
I . dy y c tanh c

2 21 y


     

   

sinh,coshعِج إرث ع ضٜٛ ثٌضىجًِ ػٍٝ ِشدؼجس ثٌذٚثي ثٌضثةذيز  x  فئٕٔفج ٔغفضخذَ ثٌضؼفٛيغy tanh x 

 فيؤدٜ إٌٝ 

 

2

2

dy sech x dx

1 y dx

dy
dx

1 y



 

 


 

  وزٌه 
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2 2

2 2

y 1
sinh x , cosh x

1 y 1 y
 

 
      

 ، : ع غخ ثٌميّز 6ِغجي )
2 2

dx
I

sinh x tanh x
 

 

 ثٌحً : دجعضخذثَ ثٌضؼٛيغ ثٌغجدك ٔؾذ عْ  

2 2
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4 3

4 3

1 dy
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y 1 y
y

1 y

dy 1 1
y dy y c c.

3y tanh x



 
 

         
  

       



 

 

 

 ،2-2)صّجسيٓ 

 عٚؽذ ليّز ثٌضىجِلاس ثلآصيز : 

1- 
2

dx

x 4
      2- 

2

2

x
dx

x 4
  

3- 
2

dx

x x 9
      4- 

3

2

x dx

16 x
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2

x dx

4 x
      6- 

2

2dx

x x 25
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dx

16 x
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dx
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2
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x dx

4 x
      10- 

 

3
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x dx

x 1
  

11- 
2 2

dx

x x 9
     12- 3 2x x 4 dx  

13- 
2 2

2

a x
dx

x
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2x 9
dx
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15-  
3

2x 3 4x dx     16- 
dx

x 2x 1   

17- x xa e dx      18- 
2

x dx

1 x
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2
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x x 1
dx
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2

2

sin x
dx

1 cos x
 

21- 
2

2

1 cos x
dx

1 cos x
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2

2

sin x
dx

2 sin x  

23- 1 cos x dx     24- 
1

dx
5 13cosh x  

25- 
1

dx
12 5sinh x     26- 

1
dx

5sin x 3cos x   

 

 ، صىجِلاس ػٍٝ ثٌظٛسر : 2-2)

2

dx

ax bx c 
  

 عٛثدش  a, b, c يظ  
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b c
ax bx c a x x

a a

b b c b
a x x
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a x d e

 
     

 

    
           

     

  

 

     يظ عْ 
2b b

d , e c
2a 4a

   

 ٚدزٌه يحٛي ثٌضىجًِ إٌٝ ع ذٜ ثٌظٛس ثٌضجٌيز : 

1- 1

2 2

dy y
sin c.

aa y

 


  



2- 1

2 2

dy y
sinh c.

aa y

 


  

3- 1

2 2

dy y
cosh c.
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   ، عٚؽذ 1ِغجي )
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dx

2x 2x 1 
 

 ثٌحً :  
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2 x
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1 dx
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1   ثٌغجدمز  (2)ٚ٘ٝ دجٌظٛسر  1
y x , a

2 2
    

      dy dx 
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1x1 2I sinh c
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sinh 2x 1 c.
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  ، : عٚؽذ 2ِغجي )
2

dx

2 3x 2x  

 ثٌحً : ثٌّمذثس 
2 2

2

2

3
2 3x 2x 2 x x 1
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3 9 25
2 x x

2 16 16

25 3
2 x

16 4

1 dx
I

2 25 3
x

16 4

 
      

 

  
      

  

  
    

  

 

 
  
 



 

3  يظ  (1)ٚ٘ٝ ثٌظٛسر   5
y x , a

4 4
   

1 1
3x1 1 4x 34I sin c sin c.

5 52 2
4

 
  

     
 

 

 ، صىجِلاس ػٍٝ ثٌظٛسر : 2-3)



2

lx m
dx

ax bx c



 
  

 يحٛس ثٌذغؾ إٌٝ ِمذثس يحضٜٛ ػٍٝ صفجػً ِج صحش ثٌؾزس ٚعجدشع ٚ يظ عْ  

 2d
ax bx c 2ax b

dx
     

 ٔىضخ  ثٌذغؾ ػٍٝ ثٌظٛسر 

 
b

x m 2a b m
2a 2a

 
     

 
 

 ٚٔؼٍُ عْ 
 

 
 

x
dx 2 x c

x







   

  ، عٚؽذ 1ِغجي )
2

3x 5
dx

x 4x 5



 
 

 ثٌحً :  

 2d
x 4x 5 2x 4

dx
      

 ٔىضخ ثٌذغؾ ػٍٝ ثٌظٛسر 

 

 

3
3x 5 2x 4 5 6

2

3
2x 4 1

2

    

  

 

2 2

2
1

3 2x 4 dx
I dx

2 x 4x 5 x 4x 5

3
2 x 4x 5 I c

2

 
   

 
    

    

 
 

  يظ  (2-2)٘ٛ ِٓ ثٌٕٛع ثٌغجدك  I1ٚثٌضىجًِ 

 
 1

2 2

dx dx
I sinh x 2 c

x 4x 5 x 2 1

    
   

   

 ِٕٚٙج 

 2 1I 3 x 4x 5 sinh x 2 c       

2x   ، عٚؽذ 2ِغجي ) 1
dx

2x 1



 

2xثٌحً : دؼشح وً ِٓ ثٌذغؾ ٚثٌّمجَ فٝ ثٌؾزس ثٌضشديؼٝ   1  ْٔؾذ ع 

2

2x 1
I dx

4x 1





  

 8xٚثػو عْ صفجػً ِج صحش ثٌؾزس ٘ٛ  

  قدذ ِٓ ٚػغ ثٌذغؾ ػٍٝ ثٌظٛسر 



 

22

2 2
2

2 1

1
2x 1 8x 1

4

1 8x dx
I dx

4 4x 14x 1

1 8x 1 dx
dx

4 24x 1 1
x

2

1 1
4x 1 cosh 2x c.

2 2



  

  


 
  

  
 

   

 

 
 

 ، : عٚؽذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز :3ِغجي )

 x 1 x x 2
dx, dx, dx

x 1 x 1 x 3

 

      

 ثٌحً : 

فٝ وً ِٓ ٘زٖ ثٌضىجِلاس يّىٓ صذغفيؾ ثٌذثٌفز ثٌّىجٍِفز دضحٛيٍٙفج إٌفٝ ِمفذثس وغفشٜ دغفؾ  

ؽزس صشديؼفٝ ٌذثٌفز ِفٓ ثٌذسؽفز ثٌغجٔيفز )يحفً وّفج عفذك شفش ٗ ففٝ  ِٚمجَدثٌز ِٓ ثٌذسؽز ثلٌٚٝ 

ثٌؾفزس ثٌضشديؼفٝ ثٌّٛؽفٛد ففٝ ثٌذغفؾ فّفغلا ٚثٌحجقس ثٌغجدمز، و يضُ رٌفه دؼفشح ثٌذغفؾ ٚثٌّمفجَ 

 ٔؼضذش 

2 1

2

x 1 x 1 x 1
I dx . dx

x 1 x 1 x 1

x 1
dx x 1 cosh x c

x 1



  
 

  


    



 


 

 ثلخيشيٓع   ٓيضشن ٌٍمجسا  غجح ليُ ثٌضىجِيٍي

 ، : ع غخ ليّز ثٌضىجًِ 4ِغجي )
3

dx
I

x 4x 3



 

3ثٌحً : دٛػغ    
2

1x
y

  ْٔؾذ ع 

dx 2 dy
3ln x 2ln y,

x 3 y
     

 ِٕٚٙج 

2
2

1

1

2 dy 2 dy
I

3 3 3 44 3y y
3

2 3y
sinh c

23 3

2 3
sinh c.

3 3 2x x





   
 

  

  

 

 

 ثٌظٛسر ػجِز فئٔٗ  يؾجد ليّز صىجًِ ػٍٝ ثٌظٛسر  

n

dx
I

x ax b



   

nفئٔٗ يىْٛ ِٓ ثٌّٕجعخ ثعضخذثَ ثٌضؼٛيغ 
2

1x
y

 ِْٕٚٙج ٔؾذ ع 



 
2

2 dy
I

n a by
 


   

 إٌٝ إ ذٜ ثٌظٛس ثٌميجعيز :  Iدزٌه يؤٚي ثٌضىجًِ 

i- 

1

2 2

1

dx x
sin c

aa x

x
cos c

a





 
  

 

 
   

 


 

ii- 1

2 2

dx x
sinh c

aa x

  
  

 
  

iii- 1

2 2

dx x
cosh c

ax a

  
  

 
  

 ِمذثس عجدشع  a يظ 

  ، : عٚؽذ 5ِغجي )
2

dx
I

x 4x 9



 

2ثٌحً : ٔفشع عْ    2x y   ِْٕٚٙج ٔؾذ عdx dy

x y
  

1 1

2

dy 1 3y 1 3
I cos c cos c.

3 2 3 2x4 9y

       


  

 ، : عٚؽذ 6ِغجي )

     2 2 2

dx dx dx
, ,

4x 1 3x 1 x 1 x 4x 2 1 x 1 x      
    

يّىففٓ إصثٌففز ثٌؾففزس ثٌضشديؼففٝ فففٝ ٘ففزٖ ثٌضىففجِلاس عٚ صحٛيففً ثٌضىجِففً إٌففٝ إ ففذٜ ثٌظففٛس ثٌميجعففيز 

 ثٌغجدك دسثعضٙج و ٚرٌه ؽذمجً ٌٍمجػذر ثٌضجٌيز : 

dx   إرث وجْ  
I

f (x) g(x)
  

f يففظ   (x),g(x)  دٚثي ؽذشيففز )وغيففشثس ثٌؾففزٚس، فففٝ ثٌّضغيففشx خ ثعففضخذثَ ع ففذ فئٔففٗ ِففٓ ثٌّٕجعفف

 ثٌضؼٛيؼجس ثلآصيز : 

 f(x)دسؽز  g(x)دسؽز  ثٌضؼٛيغ ثٌّٕجعخ
2g(x) y  قيُٙ ثٌذسؽز ثلٌٚٝ 

g(x)
y

f (x)
  ثٌذسؽز ثٌغجٔيز ثٌذسؽز ثٌغجٔيز 

f (x) 1/ y ثٌذسؽز ثلٌٚٝ ٚإْ  ثٌذسؽز ثٌغجٔيز 

 شسس 

 ، : 6 ً ِغجي )

 دضطذيك ثٌمجػذر ثٌغجدمز يّىٓ ثعضٕضجػ عْ  

 
1dx

I 2coth 4 3x 1 c
4x 1 3x 1

    
   



(g(x) 3x 1   ،ٌٝٚثٌذسؽز ثل ِٓ 

 

1

2

dx 1
II cos 1 c

x 1x 1 x 4x 2

  
    

   
  

2g(x)ٕ٘ج  x 4x 2    ثٌذسؽز ثٌغجٔيز و ديّٕج ِٓf (x) x 1   ثٌذسؽز ثلٌٚٝع ِٓ 

 وزٌه ٔؾذ عْ 

 

2
1

22 2

dx 2 1 3x
III sin c

4 1 x1 x 1 x


 

        


 

  ٚرٌه عٔٗ دفشع 
21 x

y
1 x





 فئٔٗ   

2 2

2

2

1 y 2
x , 1 x

1 y 1 y

2y dy
1 x ,

1 y 2 1 y


  

 

   
 

 

 ِٚٓ رٌه ٔؾذ عْ 

2
2

2
1

22

1 dy 1 dy
III

2 2y 2 2 y y1 y
1 y

1 dy 2 1 3x
sin c.

42 2 1 x1 1
y

4 2



   




 
        

  
 

 


 

 

 (3-2ذّاسيٓ )

 ع غخ ثٌضىجِلاس ثلآصيز : 

 1- 
2

dx

x 4x 5 
     2- 

2

dx

5 4x x 
  

3- 
2

dx

x x 1 
      4- 

2

dx

5 2x x   

5- 
 

2

x 3 dx

x 2x 5



 
     6- 

 
2

2x 5dx

4x x




  

7- 
 

2

2x 3 dx

2x x




      8- 

2

2x 3
dx

x 4x 7



 
  

9- 
2

dx

x 2x 3 
     10- 

2

dx

2x 3x 2 
  

11- 
2

dx

27 12x 4x 
     12- 

2

dx

2 3x 2x 
  

13- 
1 x

dx
2x 3



     14- 
5x 4

dx
2x 6



  



15- 
2 x

dx
x


      16- 

dx

x x 1  

17- 
 

dx

x 1 x 2      18- 
2

dx

x 4x 9
  

19- 
3

dx

x 3 2x
     20- 

4

dx

x x 3
  

21- 
 2

dx

x 2x 2 x 1  
    22- 

 2 2

dx

x 4 x 4 
  

 

 

 

 

 

 ، صىجِلاس ػٍٝ ثٌظٛسر : 2-4) 

2

dx

ax bx c   

 صحٛي إٌٝ ع ذٜ ثٌظٛس ثٌضجٌيز 

1- 1

2 2

dx 1 x
tan c

a ax a

 
  

2- 
2 2

dx 1 x a
log c

2a x ax a


 

  

3-
2

dx 1 a x
log c

2a a xa x


 

  

 ، يضؼو ِٓ ثٌظٛسر 1ثٌذش٘جْ : )
1

2

2 2 2 2 2

1

dx
tan x c

1 x

x
d

dx 1 dx 1 a

ax a a x x
1 1

a a

1 x
tan c

a a





 


 
 
 

 
    

    
   

 



    

 ، ٚثػو عْ 2) 

  2 2

2 2

1 1 1 1 1

x a x a 2a x a x ax a

dx 1 dy dx

2a x a x ax a

1
log x a log x a

2a

1 x a
log c

2a x a

 
   

     

 
      

     


 



  
 

 ، ثٌذش٘جْ يضشن ٌٍمجساع 3)



    ِغجي : ع غخ 
2

dx

2x 5x 3     

 ثٌحً : 
2 2

2
2

5x 3
2x 5x 3 2 x

2 2

5 25 3 25 5 1
2 x x 2 x

2 16 2 16 4 16

 
     

 

       
              

         

 

2 2

1 dx
I

2 5 1
x

4 4

 
   

    
   

  

5دجػضذجس عْ   (2)ٚ٘ٝ دجٌظٛسر 
y x

4
  

5 1 6x x
1 1 2x 34 4 4I log c log c log c

1 5 12 x 1 x 1
2 x

4 4 4

 
   

 
      

    
    

   

 

 ، صىجِلاس ػٍٝ ثٌظٛسر 2-5)
2

x m
dx

ax bx c



  

 يحٛي ثٌذغؾ إٌٝ ؽضةيز ث ذّ٘ج )صفجػً ثٌّمجَ، عٜ يىضخ  

2 2

2
1

b
x m 2ax b) (m

2a 2a

2ax b b dx
I dx m.

2a 2aax bx c ax bx c

l b
log ax bx c m .I ,

2a 2a

 
     

 

  
    

    

 
     

 

   

      يظ ثٌضىجًِ 

2

dx
I

ax bx c


   

 ، ع4-2٘ٛ ِٓ ثٌٕٛع ثٌزٜ دسط فٝ ثٌذٕذ ثٌغجدك )

    ِغجي : عٚؽذ 
2

2x 1
dx

5x 4x 3



  

10x ثٌحً : صفجػً ثٌّمجَ ٘ٛ  4 

   قدذ عْ ٔىضخ ثٌذغؾ ػٍٝ ثٌظٛسر 



 

 

2 2

2
1

1 4
2x 1 10x 4 1

5 5

1 9
10x 4

5 5

1 10x 4 9 dx
I dx

5 55x 4x 3 5x 4x 3

1 9
log 5x 4x 3 I ,

5 5

 
     

 

  


  

  

   

 
     (1) 

1         يظ  2

dx
I

5x 4x 3


  

 دجٌٕغذز ٌٍضىجًِ ثٌغجٔٝ ٔىًّ ثٌّشدغ : 
2 2

2

2

1 2 2

1 1

4 3
5x 4x 3 5 x x

5 6

4 4 3 4
5 x x

5 25 5 25

2 11
5 x

5 25

dx 1 dx
I

55x 4x 3 2 11
x

5 25

2 2
x x

1 5 15 5tan c tan c
5 11 11 11 11

5 5

 

 
     

 

    
        

    

  
    

   

  
   

  
 

 
   

      
  
 
 

 

     (2) 

2 ٔحظً ػٍٝ  (1)دجٌضؼٛيغ فٝ  11 9 5x 2
I log 5x 4x 3 tan c

5 5 11 11

5

 
     

 (4-2ذّاسيٓ )

 عٚؽذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز : 

1- 
2

dx

x 4x 2        2- 
2

dx

2x 4x 3   

3- 
2

dx

3 x x        4- 
x 1

dx
x x 1



   

5- 
2

dx

3 2x
      6- 

 
dx

x x 1  

7- 
2

dx

x x 1        8- 
2

x 1
dx

x 1



  

9- 
2

2

x 1
dx

x 1



       10- 
2

3x
dx

5x 1  

11- 
4 2

x dx

x 4x 3      12- 
2

sin x dx

cos x 4cos x 1   

 



 

 ، صىجِلاس ثٌذٚثي ثٌٕغذيز : 2-6)

(x)ٚ٘ٝ دٚثي ػٍٝ ثٌظٛسر  

(x)




 يظ عْ وً ِٓ   x , (x)   وغيشر  ذٚد فٝ ثٌّضغيشxع 

ؽشيمفز ثٌضىجِففً : إرث وجٔفش دسؽففز ثٌذغفؾ عوذففش ِففٓ عٚ صغفجٜٚ دسؽففز ثٌّمفجَ يّىٕٕففج ػٕذةففز  

دسؽضفٗ علفً ِفٓ دسؽفز  g(x)+ دفجلٝ  f(x)إؽشثء ػٍّيز ثٌمغّز ثٌّطٌٛز فٕحظً ػٍٝ خجسػ لغّز 

 فٕىضخ  (x)ثٌّمجَ 
(x) g(x)

f (x)
(x) (x)



 
   

g(x)عُ يحٛي ثٌىغش   

(x)
 إٌٝ وغٛس ؽضةيز دغيطز  

 عٚق : إرث عِىٓ صحٍيً ثٌّمجَ إٌٝ ػٛثًِ ِٓ ثٌذسؽز ثلٌٚٝ ِٚخضٍفزع

 فيّىٕٕج وضجدز ثٌّمجَ ػٍٝ ثٌظٛسر  
1 2 n

1 2 n

c c c9(x)
...

(x) x a x a x a
   

  
 

 فّغلاً : 
2 2

3

31 2

x 2x 3 x 2x 3

x(x 1)(x 1x x

cc c

x x 1 x 1

   


 

  
 

 

2  دجٌضجٌٝ فئْ 
1 2 3x 2x 3 c (x 1)(x 1) c x(x 1) c x(x 1)         

xدٛػغ    0, x 1, x 1      ْ1ػٍٝ ثٌضٛثٌٝ ٔؾذ ع 2 3c 3, c 3, c 1    

   

2

3

2

3

3

3

x 2x 3 1 3 3

x 1 x 1 xx x

x 2x 3 dx dx dx
dx 3 3

x 1 x 1 xx x

log x 1 3log x 1 3log x c

x 1 x 1
log c

x

 
   

 

 
   

 

     

 
 

   
 

 

 

 عجٔيج : إرث وجٔش ػٛثًِ ثٌّمجَ ِٓ ثٌذسؽز ثلٌٚٝ ٚدؼؼٙج ِىشس

 ٔىضخ  

       
1 2 n 1 n

2 n
1 2 n1 1

c c c b bg(x)
... ...

(x) x a x a x ax a x a
      

   
 

1xدففففففشع عْ ثٌؼجِفففففً  a  ِىفففففشسn  َِفففففشر ٚعْ ثٌّمفففففج(x)  ًيّىفففففٓ صحٍيٍفففففٗ إٌفففففٝ ثٌؼٛثِففففف

   1 nx a ,..., x a   رثس ثٌذسؽز ثلٌٚٝع 



      ِغجي : عٚؽذ 
3

x 5
dx

x 3x 2



  

 ثٌحً :  

   

 

      

23

1 2

2 2

2

1 2

x 3x 2 x 1 x 2

c cx 5 b

x 1 x 2x 3x 2 x 1

x 5 c x 1 x 2 c x 2 b x 1

    


   

   

        

 

x  ٔؼغ  0, x 1, x 2       ْ1ٔؾذ ع 2c 1/ 3, c 2, b 1/ 3    

 
2 2

x 5 1 dx 1 dx
dx

3 3 x 2x 3x 2 x 1

1 2
log x 1 log x 2 c

3 x 1

2 1 x 2
log c

x 1 3 x 1


  

  

      



   

 

  

 

 عجٌغج : إرث صؼّٓ ثٌّمجَ ػجِلا ِٓ ثٌذسؽز ثٌغجٔيز يضؼزس صحٍيٍٗع

فٝ ٘زٖ ثٌحجٌز يىْٛ دغؾ ِغً ٘زث ثٌؼجًِ ِمذثسث ِٓ ثٌذسؽز ثلٌٚٝ وّج يضؼو ِٓ ثٌّغجي  

 ثلآصٝع 

     ِغجي : عٚؽذ 
2

2

3x x 2
dx

(x 1)(x 1)

 

  

 ثٌحً :  

  

  

2
2 31

22

2 2
1 2 3

c x cc3x x 2

x 1 x 1x 1 x 1

3x x 2 c x 1 c x c

 
 

  

     

 

1 ػغ   2 3c , c 2, c 3  

 ٚػٍٝ رٌه  

  

  

2

22

2 2

2 1

2 1

3x x 2 dx 2x 3
dx dx

x 1 x 1x 1 x 1

dx 2x dx
dx 3

x 1 x 1 x 1

log x 1 log x 1 3tan x c

log x 1 x 1 3tan x c





  
 

  

  
  

     

    

  

    

 سثدؼج : إرث وجْ ع ذ ثٌؼٛثًِ ِٓ ثٌذسؽز ثٌغجٔيز ِٚىشسثً 

 وّج فٝ ثٌحجٌز ثٌضٝ صىشس فيٙج ثٌؼٛثًِ ثٌخطيزع فّغلاثٌىغش يؼجٌؼ فٝ ٘زٖ ثٌحجٌز  

    
      

3 2
2 3 4 51

2 2 2
2 2

3 2 2 2 2
1 2 3 4 5

c x c c cc2x 3x x 1

x 1 x 2x 2x 1 x 2x 2 x 2x 2

2x 3x x 1 c (x 2x 2) c x c x 1 x 2x 2 c x c x 1

   
  

      

              

 



xعُ دجٌضؼٛيغ دجٌميُ  1, x 0, x 1, x 2 x 2        ٍٝػٍٝ ثٌضٛثٌٝ ٔحظً ػ 
1 2 3 4c 1, c 1, c 3, c 3       

 (5-2ذّاسيٓ )

 عٚؽذ ثٌضىجِلاس ثلآصيز 

1- 
2x 1

dx
x 1



       2- 
1 3x

dx
3 2x




 

3- 
4

4

x
dx

x 1       4-
 

2

dx

x x 1
  

5- 
4

dx

x 1       6- 
3

dx

x 1  

7- 

 
2

2

dx

1 x
       8- 

 

3

2

x x 1
dx

x x 1

 


  

9- 
2

3

x 2x 1
dx

x 27

 

      10- 
  

x 3
dx

x 1 x 2



   

11- 
3 2

2

x 2x 4
dx

x 4x 3

 

       12- 
3

3

x 1
dx

4x x



  

13- 
2

2

x 5x 9
dx

x 5x 6

 

       14- 
3

2

x 2
dx

x 4



  

15- 
4

3

x 1
dx

x x



  

 ، ثٌضىجًِ دجٌضؾضاع 2-7)

 ِٓ ثٌّؼٍَٛ ِٓ لجْٔٛ صفجػً  جطً ػشح دثٌضيٓ لجدٍضيٓ ٌٍضفجػً عٔٗ :  

 
d d d

. . .
dx dx dx

 
     

عٜ عْ     d . .d .d        ِْٕٚٙج ٔؾذ ع .d d . .d      

دجٌضىجًِ ِغ ثٌؼٍُ دأْ   d . . c    ْٔؾذ عd d       

dِؼٕففٝ رٌففه عٕٔففج ثعففضذذٌٕج ثٌضىجِففً   ضىجِففً رخففش ٘ففٛ دd  ْع ٚٔىففْٛ ثٌطشيمففز ِفيففذر إرث وففج

 ثٌضىجًِ ثٌغجٔٝ عدغؾ فٝ إؽشثةٗ ِٓ ثٌضىجًِ ثلٚيع 

xxe  ، : عٚؽذ 1ِغجي ) dx 

xdثٌحً : ػغ   e dx, x    ،ًِيىْٛ )دجٌضىجxd dx, e   

x x x x x

d d

xe dx xe e dx xe e c

      

     

 

 
 

xق ع عْ  xI x e dx x d e     ػٍٝ طٛسر ٝ٘ٚd   ْٚدجٌضجٌٝ فئ 

I= x x xx de x e e dx    

log  ، : عٚؽذ 2ِغجي ) x dx 



 ثٌحً : ٔخضجس 

  

log x, d dx

1
d dx, x

x

1
log x dx x log x x. dx

x

x log x x c

 

 

 

  

  

  

 
 

xe   ، عٚؽذ3ِغجي ) sin x dx 

 ثٌحً : ٔخضجس  
x

x

x x x

e , d sin x dx

d e dx, cos x

e sin x dx e cos x cos x.e dx (1)

 

 

 

   

    

 

ٌٚففيظ عفؼففً ِٕففٗ فففٝ ثٌضذغففيؾع ٔحففجٚي ِففشر  ثلطففٍٝٚدجٌضىجِففً ثٌغففجٔٝ يذففذٚ عٔففٗ يّجعففً ثٌضىجِففً 

 عخشٜ دجخضيجس : 
x

x

x x x

e d cos x dx

d e dx, sin x

e cos x dx e sin x e sin x dx (2)

 

 

 

  

   

 

 ٔحظً ػٍٝ  (1)دجٌضؼٛيغ فٝ 

 

 

x x x x

x x

x x

e sin x dx e cos x e sin x e sin x dx

2 e .sin x dx e sin x cos x c

1
e sin x dx e sin x cos x c

2

   

   

   

 





 

 (6-2ذّاسيٓ )

 عٚؽذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز
1- x log x dx       2- x sin x dx  

3- 2x sin x dx       4- 2x log x dx  

5-  
2

log x dx       6- xe sin 2x dx  

7- 3xe sin 2x dx  

 ثٌّضضجٌٝ، ثٌضىجًِ دلاخضضثي 2-8)

 عٛن ٔغضؼشع دؼغ ثٌظٛس ثٌميجعيز ٌلاخضضثي 

n  ، : إرث وجْ 1طٛسر )  axIn x e dx      ْفئ 

n ax
n n 1

1 n
I x e I

a a
          (1) 

 ٚثػو عْ  



ax ax
1 0

ax ax
0

1
I x e dx x e I c

a

1
I e dx e c

a

   

  




 

   عI0ٚصىشثس ثعضخذثَ ثٌمجْٔٛ يؤدٜ فٝ ثٌٕٙجيز إٌٝ ظٙٛس  

 ثٌذش٘جْ : ٔغضخذَ ثٌضىجًِ دجٌضؾضا دٛػغ  
n ax

n 1 ax

n ax n ax n 1 ax

n ax
n 1

x , d e dx

1
d n x dx, e

a

1 n
x e dx x e x e dx

a a

1 n
x e I

a a

 

 





 

  

  

 

 
 

3   ، : عٚؽذ 1ِغجي ) 2xx e dx 

nثٌحً : ٚثػو عْ     3, a 2     ٌْٛزث يى 
3 2x 3 2x 2 2x

3

3 2x
2

1 3
I x e dx x e x e dx

2 2

1 3
x e I

2 2

  

 

 
     (1) 

  يظ 
2 2x

2

2 2x
1

2x
1

2x
0

2x 2x
0

I x e dx

1 2
x e I

2 2

I x e dx

1 1
x e I

2 2

1
I e dx e c

2



 



 

  







 

 دجٌضؼٛيغ ثٌّضضجٌٝ ٔؾذ عْ 
2x 2x

1

2 2x 2x 2x
2

3 2x 2 2x 2x 2x
3

2x 3 2

2x 3 2

1 1
I x e e c

2 4

1 1 1
I x e x e e c

2 2 4

1 3 1 1 1
I x e x e e e c

2 2 2 2 4

1 3 3 3
e x x x c

2 4 4 8

1
e 4x 6x 6x 3 c

8

  

   

 
     

 

 
     

 

     
 

 

 ، : إرث وج2ْطٛسر )



n
n

n
n

I x cos (ax)dx,

J x sin (ax)dx








  

 فئْ 
n

n n 1

1 n
I x sin (ax) J

a a
          (2) 

n
n n 1

1 n
J x cos(ax) I

a a
          (3) 

 ٚثقخضضثي ثٌّضضجٌٝ يظً دٕج فٝ ثٌٕٙجيز إٌٝ إ ذٜ ثٌظٛسصيٓ : 

0

1
I cos(ax)dx sin (ax) c

a
   0        عٚ     

1
J sin (ax)dx cos(ax) c

a
     

 يضشن ٌٍمجسا )دجعضخذثَ ثٌضىجًِ دجٌضؾضا،   :ثٌذش٘جْ 

2x    ِغجي : عٚؽذ  cos3x dx 

 ثٌحً :  
2

2

2
1

1

0

0

I x cos3x dx (a 3)

1 2
x sin 3x I ,

3 3

I x sin 3x dx

1 1
x cos3x I ,

3 3

I cos3x dx

1
sin 3x c.

3

  

 



  



 







 

 دجٌضؼٛيغ ٔؾذ عْ 

1

2
2

2

1 1
I x cos3x sin 3x

3 9

1 2 1 1
I x sin 3x x cos3x sin 3x c

3 3 3 9

1 2 2
x sin 3x x cos3x sin 3x c

3 5 27

  

 
      

 

   

 

n، : إرث وجْ 3طٛسر )
nI cos x dx   ْفئn 1

n n 2

1 n 1
I cos sin x I

n n





  

n، : إرث وجْ 4طٛسر )
nI sin x dx   ْفئn 1

n n 2

1 n 1
I sin x cos x I

n n





   

 

 

 

 ثٌذش٘جْ : ٔغضخذَ عيؼج ثٌضىجًِ دجٌضؾضا

 



 

n n 1
n

n 1 n 2 2

n 1
n 2 n

n 1
n n 2

n 1
n n 2

I cos x dx cos x d(sin x)

cos x sin x (n 1) cos x sin x dx

cos x sin x (n 1) I I .

nI cos sin x (n 1)I

1 n 1
I cos x sin x I

n n



 










 

  

   

   


  

 


 

 ٚصىشثس ٘زٖ ثٌخطٛثس يظً دٕج إٌٝ إ ذٜ ثٌظٛسصيٓ : 

0I dx x c    

 صٚؽيز  nإرث وجٔش 

1I cos x dx sin x c    

 فشديز  nإرث وجٔش 

 ، دجٌّغً  يظ 4دش٘جْ ثٌظٛسر )
0 1I x c, I cos x c.     

5cos   ، : عٚؽذ 1ِغجي ) x dx 

 ، ٔؾذ عْ 3لجػذر ثقخضضثي ) َدجعضخذث 
5 4 4

5

4
3

3 2
3

2

1

4 2
5

I cos x dx cos x cos x dx cos d(sin x)

1 4
cos x sin x I ,

5 5

I cos x dx cos x dx(sin x)

1 2
cos x sin x I,

3 3

I sin x c

1 4 8
I cos x sin x cos x sin x sin x c.

5 15 15

  

 

 

 

 

    

  

   

4sin  ، :عٚؽذ 2ِغجي ) d  

 

 

 ثٌحً : 



4 3
4

3
4 2

2
2

0

0

3
4

I sin d sin xd(cos x)

1 3
I sin cos I ,

4 4

I sin d sin x d(cos x)

1 1
sin cos I ,

2 2

I c

1 3 3
I sin cos sin cos c

4 8 8

 

 

 

 



    

  

   

  

  

 

     

 

   

 عذك ٌٕج دسثعز ِغً ٘زٖ ثٌضىجِلاس ٚويفيز ثٌضىجًِ ِؼٙج دذْٚ ثخضضثيٍِحٛظز : 

 (7-2ذّاسيٓ )

 عٚؽذ ِغضخذِجً ثقخضضثي ليّز ثٌضىجِلاس ثلآصيز :
1- 3cos x dx       2- 2tan x dx  

3- 3 2sin x cos x dx      4- 4sec x dx  

5- 4cos x dx       6- 3cos 2x dx  

7- 3 xx e dx       8- 3x sin x dx  

9- 2x cos 2x dx  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 أِثٍح عاِح

4  عٚؽذ ليّز  -1 2 1
6x 10x 7 dx

2 x

 
   

 
 

 ثٌحً :  



4 2

4 2 1/ 2

5 3 1/ 2

1
6x 10x 7 dx

2 x

1
6x dx 10 x dx 7 dx x dx

2

6 10
x x 7x x c

5 3



 
   

 

   

    



     

  عٚؽذ ليّز -2 6x 5 x dx 

 ثٌحً :  

   2

2

2 3

6x 5 x dx 6 5x x dx

30 x dx 6 x dx

15x 2x c.

  

 

  

 

   

  عٚؽذ ليّز  -3  34t 3 / t dt 
  

 ثٌحً :  

2 3

1 2

2 2

4t 3 1 1
dt 4 dt 3 dt

t t t

3
4t t c

2

4 3 8t 3
c c

t 2t 2t

 


 

  

 
    

  

 

  عٚؽذ ليّز  -4 
3

2x 1 2x dx 

2xثٌحً : ٔفشع عْ   1 t    ْ2ٔؾذ عx dx  وزٌه 

 
3

2 3 41
x 1 2x dx t dt t c

4
      

2tدجٌضؼٛيغ ثٌؼىغٝ دٛػغ  x 1   ْٔؾذ ع 

 
 

4
2

3
2

x 1
x 1 2x dx c

4


    

2  عٚؽذ ليّز -5 34x 5 x dx 

3zثٌحً : دٛػغ   5 x   ْ2ٔؾذ عdz 3x dx   ْٚع 

 

2 3 1/ 2

3/ 2

3/ 2
3

4
4x 5 x dx z dz

3

4 2
. z c

3 3

8
5 x c

9

  

  

   

 

 

 عٚؽذ ليّز ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -6

1-  23x 8x dx      2- 
5

du
13  

3-  
n

x 5 dx       4-  
5

at b dt  



 ثٌحً : 

 2 2 3 23x 8x dx 3 x dx 8 x dx x 4x c              (1) 

5 5 5u
du du c

133 3
          (2) 

xدٛػغ  (3)          5 t     ْٔؾذ عdx dt  وزٌه 

 
 

n 1n 1
n n x 5t

x 5 dx t dt c c
n 1 n 1

 
     

    

atٔفشع عْ  (4)  b z    ْٛفيىadt dz 

 

 

6
5 5

6

1 z
at b dt z dz c

a 6a

at b
c

6a

    


 

 
 

 ، عٚؽذ ليُ ثٌضىجِلاس ثٌضجٌيز 7)
1- 2r dr      2-  2t t 5 / 7dt   

3-  24x x 1 dx     4-  
3

2y 5 ydy  

5-  3 4x x 1 1/ x dx  
     6- 

3

4
dt  

 ثٌحً : 

1- 2 3r dr dr r c
2


        

2-  2t t 5 / 7dt     

2

2
3

1 1 5
t dt tdt dt

7 7 7

1 t 5
t t c

21 14 7

  

   

  
 

3-    2 3 24x x 1 dx 4 x x dx     

3 2

4 3

4 x dx 4 x dx

4
x x c

3

 

  

 
 

4- 2ydy dz 2y     يىْٛ     5 z  دفشع عْ      

   

 

  

3 3
2 2

3 2

4
2

3 4

1
y 5 ydy y 5 2ydy

2

1 1
z dz z c

2 8

1
y 5 c

8

x x 1 1.x dx

   

  

  

 

 





 

 



5-  3 4x x 1/ x dx 
   

 4 4 4

4

5 2

3

dx
x x 1/ x dy x dx xdx

x

1 1 1
x x c

5 2 3x

     

   

   
 

6- 
1/3

1/33

4 4
dt dt 4 t dt

t t



     

2/3
2/3t

4 c 6t c
2 / 3

     

 وجًِ ولا ِّج يأصٝ :  -8

i- 
1

4 9x dx
2

      ii- 
2

4

5z 12z 10
dz

z

 
  

iii-  
2

y 3y 1 dy      iv-  
17

3 4x dx  

v-  
3

3x 5 dx


      vi-   
3

28x 6 4x 6x dx   

vii- 
2

1
x dx

(4x 3)

 
 

  
      viii- 2x 2x 1dx  

 ثٌحً : 

i-    
1/ 21 1 1

4 9x dx 4 9x 9 dx
2 2 9

 
     

    

 

 

 

 

1/ 2

1/ 2

3/ 2

3/ 2

1
4 9x ( 9)dx

18

1
4 9x d( 9x)

18

4 9x1
c

18 3/ 2

1
4 5x c

27

   

   


  

   




 

ii- 
2

2 3 4

4

5z 12z 10
dz 5 z dz 12 z dz 10 z dz

z

   
       

1 2 3

2 3

12 10
5z z z c

2 3

5 1 10
c

z 6z 3z

      
 

    

 

iii-    2 2y 3y 1 dy y 9y 6y 1 dy      

5/ 2 3/ 2 1/ 2

7 / 2 5/ 2 3/ 2

3 2

9 y dy 6 y dy y dy

18 12 2
y y y c

7 5 3

18 12 2
y y y y c

7 5 3

  

   

 
    

 

  

 

iv-      
17 17 1

3 4x dx 3 4x 4 dx
4

 
     

    



   

 

 

17

18

18

1
3 4x d 4x

4

1
3 4x c

4(18)

1
3 4x c

72

   

   


  



 

v-  
3

3x 5 dx


  

 

 

 

 

3

3

2

2

1
3 3x 5 dx

3

1
3x 5 d(3x)

3

3x 51
c

3 2

3x 5
c

6









 

 


 




  




 

vi-   
3

28x 6 4x 6x dx   

2zدٛػغ   4x 6x   ْٔؾذ ع 

 

3

4

4

z dz

1
z c

4

1
(4x 6x c

4



 

  



 

vii-  
     

 

2 22

2

12

1 1 1
x dx x dx 4x 3 dx x 4x 3 d 4x 3

2 44x 3

1 1
x 4x 3 c

2 4

 



 
        
  

   

   
 

viii-  
1/ 2

2 2x 2x 1dx 2x 1 x dx     

22xدٛػغ   1 t   ْٔؾذ ع 

 

1/ 2

3/ 2

3/ 2
2

1
t dt

4

1 t
. c

4 3/ 2

1
2x 1 c

6



 

  



 

 عٚؽذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -9
1- ex dx       2- axe dx  

3- 3x 22e dx

       4-  
2

x xe e dx  

5- 
z

z

e 2
dz

e

 
  
 
       6- 

2xe x dx  



 ثٌحً : 

1- 2e
e x dx e x dx x c

2
     

eػذد ؽذيؼٝ ٚ٘ٛ ِمذثس عجدش  e يظ  2.718 

2- 
ax

ax t1 e
e dx e dt c

a a
     

3- 3x 2 3x 22e dx 2 e .e dx    

2
2 3x 3x

3x 2

2e
2e e dx e c

3

3
e c

2



  

 


 

4-    
2

x x 2x 2xe e dx e 2 e dx       

2x
2x1 e

e 2x c
2 2



  


 

5-  
z

z

z

e 2
dz 1 2e dz

e


    

z

z

z

2
z c

e

ze 2
c

e

  


 

 

6- 
2

z
x z1 e

e x dx e dz c
2 2

     

 =

2xe
c

2
  

 ػيٓ ولا ِٓ ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -11

2

2x
1 dx

x 3


      ii- 
4

dt
3t 11  

iii- 
2

4x
dx

x 3      iv- 
2

u 1
du

u 2u 11




   

v- 
2sec

d ; b 0
a b tan







  

 ثٌحً : 

2t   دٛػغ x 

i- 
2

2x dt
dx ln(t 3) c

t 3x 3
   

   

2ln(x 3) c    

  

ii- 
4dt 4 dz 4

ln z c
3t 11 3 z 3

  
   

4
ln(3t 11) c

3
    



3t دفشع عْ   11 z  

iii- 
2 2

4x 2x
dx 2 dx

x 3 x 3


    

2t  دٛػغ  x 3    ْٔؾذ ع 

 

 

2

2
2

dt
2 2ln t c

t

2 ln x 3 c

ln x 3 c

  

  

  


 

iv- 
2 2

u 1 1 2y 2
du du

2u 2u 11 u 2u 11

 


      

2z دٛػغ   u 2u 11    ٍٝٔحظً ػ 

 

 

2

1/ 2
2

1 dz 1
ln z c

2 z 2

1
ln u 2u 11 c

2

ln u 2u 11 c

  

   

   



 

iv- 
2 2sec 1 bsec

de de
a b tan b a b tan

 

 


    

z دٛػغ   a btan    ْ2ٔؾذ عdz bsec d  

 

2sec 1 dz 1
d ln z c

a b tan b z b

1
ln a b tan c

b








   


  

 
 

 عٚؽذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -11
i- sin 2x dx      ii- 3cos3 d   

iii-  2sec 2y dy     iv- 3sin tdt  

v- cos x sin x dx     vi- 2x sin x dx  

 ثٌحً : 

i- 
1

sin 2x dx cos x2x c
2

    

ii- 3cos3 d sin 3 c     

iii-  2 21 1
sec ( 2y)dy 2 sec ( 2y)dy tan( 2y) c

2 2
           

iv- 3 2sin t dt sin t sin t dt   

 

 

2

2

3

1 cos t sin t dt

sin t cos t sin t dt

1
cos t cos t c

3

 

 

   



  



v- 1/ 2cos x sin x dx cos x sin x dx   

3/ 22
cos x c

3
    

 

vi- 2 21
x sin x dx 2x sin x dx

2
   

2x دٛػغ      ْٔؾذ ع 

2

1
sin d

2

1
cos x c

2

 

  


 

 عٚؽذ ليُ ثٌضىجِلاس ثٌضجٌيز :  -12

i- 
2

6du

9 u
     ii- 

2

dy

1 9y
 

iii- 
2

sin 2x
dx

3 sin x
     iv- 

2

dx

8 x
  

v- 
2

dx

x x 9
  

 ثٌحً :  

i- 
2 3 2

6du du
6

9 u 3 u


    

1

1

1 u
6 tan c

3 3

u
2 tan c

3





 
  

 

 

 

ii- 
2 2

2
2

dy 1 dy 1 dy

19 91 9y 1y y9 3

 
    

 

    

 1

1

1
3tan 3y c

9

1
tan 3y c

3





 

 

 

iii- 
2 2

sin 2x 2sin x cos x
dx dx

3 sin x 3 sin x

 
  

 
  

   

23دٛػغ   sin x y   ْٔؾذ ع 

2

dy
2 y c

y

2 3 sin x c

    

   


 

iv- 1dx x
sin c

2 28 x

 


  

 



v- 1

2

dx 1 x
sec c

3 3x x 9

 


  

xٚرٌه دفشع عْ 
sec

3
   ٌٝيظ ٘زث يؤدٜ إ dx 3sec tand  

2

1

dx 3sec tan 1
d c

9sec tan 3x x 9

1 x
sec c

3 3

 
 

 



   


 

 
 

 ععذش عْ  -13

1- 
2

dx 1 5x 7
ln c

5x 7 3 35 5x 7


 

   

2- 1

3

dx 1 3x 4
tan c

3x 8x 7 5 5

  
  

   
  

 ثٌحً :  

1- 
  2 2

1 1 1 1 1
. .

5 55x 7 x 7 / 5 x 7 / 5 x 7 / 5
 

   
 

1 1 5 1 1

5 2 7 x 7 / 5 x 7 / 5

1 1 1

2 35 x 35 x 7 / 5

  
   

    

 
  

  

 

 

2

dx 1 dx dx
c

5x 7 2 35 x 7 / 5 x 7 / 5

1
ln x 7 / 5 ln x 7 / 5 c

2 25

1 x 7 / 5
ln c

2 35 x 7 / 5

    
             

    


 



  

 

 

2- 2 2 8 7
3x 8x 7 3 x x

3 3

 
     

 
 

2

2

8 16 7 16
3 x x

3 9 3 9

4 5
3 x

3 9

  
      

  

  
    

   

 

2

dx 1 dx

33x 8x 7 4 5
x

3 9

 
   

  
 

   

4دٛػغ   
x u

3
   ْٔؾذ ع 



2

1

1

1 du

53
u

9

1 3 3u
tan c

3 5 5

1 3x 4
tan c

5 5









 

 
  

 



 

 عٚؽذ ليّز ولا ِٓ ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -14
i- 2 xx e dx      ii- x cos x dx  

iii- 1tan x dx

      iv- xe sin xdx  

 -i         ثٌحً : ٔفشع عْ

  
x 2

2 x

dv e dx, u x

u x , v e

 

  
  

 دجٌضىجًِ دجٌؾضا 
2 x 2 x x

x x x

x x

x e dx x e 2x e dx

xe dx xe e dx

x e e c

  

 

  

 

   

 

2 2 x x x

2 x

x e dx x e 2x e 2e c

x 2x 2 e c

    

   


 

ii-  

dv    دٛػغ   cos x dx, u x

v sin x, u x

 

  
 

 دجٌضىجًِ دجٌضؾضا  
x cos x dx xsin x sin x dx

xsin x cos x c.

  

  

   

iii- 1tan x dx

  

1u    دٛػغ  tan x, dv dx   

 

2

1 1

2

1 2

dx
du , v x

1 x

x dx
tan x dx x tan x

1 x

1
x tan x ln 1 x c

2

 



  


  


   

   

iv- xe sin x dx  

xu   دٛػغ   sin x. dv e dx  
x

x x x

du cos x dx, v e

e sin x dx e sin x e cos x dx

  

   
 



 ِشر عخشٜ دفشع عْ 

 

 

x
1 1

x
1 1

x x x

x x x

x x

u cos x dv e dx

du sin x dx, v e

e cos x dx e cos x e sin x dx

e sin x dx e sin x cos x e sin x dx c

1
e sin x dx e sin x cos x c

2

 

   

  

    

   

 





 

 عٚؽذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -15
i- 4sec 2x tan 2x dx      ii- 3tan x dx  

iii-  sec x dx       iv- cos 2x cos5x dx  

v-  
3

1sin x dx

  

 ثٌحً :  
i-  4 3sec 2x tan 2x dx sec 2x sec 2x tan 2x)dx   

secدٛػغ    2x z   ْٔؾذ ع 
3

4

4

1
z dz

2

1 1
. z c

2 4

1
sec 2x c

8



 

 



 

ii- 3 2tan x dx tan x tan x dx   

 

 

 2

2

2

sec x 1 tan x dx

sec x tan x dx tan x dx

1
tan x n cos x c

2

 

 

  



   

iii- 
secx tan x

secx dx secx dx
sec tan x




   

2sec x sec x tan x
dx

sec x tan x




  

ln(sec ٚلْ ثٌذغؾ صفجػً ثٌّمجَ فئْ   x tan x) c   
iv-  

 صزوش عْ  



   

   

   

   

2 2 2 2

1
cos cos cos cos

2

1
sin cos sin sin

2

1
cos sin sin sin

2

1
sin sin cos cos

2

cos 2x cos x sin x 1 2sin x 2cos 1

sin 2x 2sin x cos x

     

     

     

     

     

     

     

     

     



 

,2ٚثلآْ ِٓ ثٌؼلالز ثلٌٚٝ ػٕذِج  5    ْٔؾذ ع 

 
1 1 1

cos 2x cos5x dx cos7x cos3x dx cos7x dx cos3x dx
2 2 2

1 1
sin 7x sin3x c

14 6

   

  

   
 

v-  
3

1sin x dx

  

1sin   ٔفشع عْ   x z  

 
3

1 3

x sin z, dx cos zdz

sin dx z cos zdz

  

  
 

 دجٌضىجًِ دجٌضؾضا ٚرٌه دفشع عْ  
3

2

u z , dv cos zdz

du 3z dz, v sin z

 

  
 دفشع عْ     

 

 ٔؾذ عْ
 

 1 3

3 2

sin dx z cos z dz

z sin z 3 z sin z dz (*)

 

 

 


 

2      دفشع عْ  
1 1u z ,dv sin zdz  

1 1

2 2

du 2zdz, v cos z cos z

z sin zdz z cosz 2 zcos zdz (**)

    

   
 

2 ِشر عخٝ ٔفشع عْ  2u z,dv coszdz  
2 2du dz, sin z

zcos zdz zsin z sin z dz

zsin z cos z c

  

  

  

   

 ٔحظً ػٍٝ  (*)عُ فٝ  (**)دجٌضؼٛيغ فٝ 

 

       

1 3 2

3 21/ 2 1/ 21 1 1

sin dx z sin z 3z cos z 6zsin z 6cos z c

x sin x 3 1 x sin x 6x sin x 6 1 x c



  

    

      


 



 ععذش عْ  -16
2 2 2 2

1

2

a x a x x
i dx sin c; a 0

x ax

 
       

ii- 
 

 
1/ 2

2
1/ 2

2 2
2 3x 3x1 1

2 3x dx ln x 2 3x c
23 2

 
      

iii- 
2 2

2 2

dt t t a
.ln c

a at a


  


  

iv-  2 1

2

2x 1 2
dx 2x x 3 sin x 1 c

36x 3x


     


  

v- 
y

1 y

2y

3e
dy 3sin e c

1 e

 


  

 ثٌحً :  
i-  

x   دٛػغ   asin   يظ 
2 2

 
  

2 2

2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2 2
1

2

a x a cos , dx a cos d

a x a cos
dx a cos d

x a sin

cot d cosec 1 d

cot c.

1
sin x / a cos a x

a

a x a x x
dx sin c

x ax

  


 



   

 

 



   


 

  
 

   

   

 
    

 

 



 

ii- 22 3x dx  

2دٛػغ    
x tan

3
    ْ22فئ

dx sex d
3

  

2 2

3

2
2 3x dx 3 x dx

3

2
sec d

3
 

 
    

 



 


 

 دجٌضىجًِ دجٌضؾضا دٛػغ 

 

2

3 2

2

u sec , dv sec d

du sec tan d , v tan

sec d sec tan tan sec d

sec tan sec 1 sec d

  

   

      

    

 

  

  

  

 



 



 
 

3

2

1/ 2
2

1/ 2
2

sec d sec tan sec d

sec tan ln sec tan c

1
2 x3 dx sec tan ln sec tan c

3

2 3x 3x1 1
ln x 2 3x c

23 2

     

   

   

  

   

       

 
   

 

  

iii- 
2 2

dt

t a
  

t   ٔفشع عْ   a sec 
dt a sec tan d     

2 2

2

dt a sec tan d
sec d

a tant a

ln sec tan c

t t a
ln c

a a

  
 



 

  


  


  

  

 

iv- 

     

2

2 32 2

2x 1
dx

6x 3x

6x 3x 3 x 2x 3 x 1 1 3 1 x 1





             
      


 

u دٛػغ   x 1   ْٔحؼ عdx du 
 

 

 

2 2

2 2

2 1

2 1

2 u 1 12x 1
dx du

6x 3x 3 1 u

1 2u 1
du 3 du

3 1 u 1 u

2
1 u 3 sin u c

3

2
2x x 3 sin x 1 c

3





 
 

 

 
 

    

     

 

 
 

v- 
y

2y

3e
dy

1 e
  

yuدٛػغ    e  ْٔؾذ عydu e dy 
y

1

2y 2

1 y

3e du
dy 3 3sin u c

1 e 2 u

3sin e c





   
 

 

   

 عٚؽذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز :  -17

i- 
3 2

4 3 2

6x 11x 5x 4
dx

x 3x x 2x

  

    



ii- 
4 3 2

3 2

9x 48x 37x 20x 3
dx

9x 12x 11x 2

   

    

 ثٌحً :  

، يلا ع عْ ثٌذثٌز ثٌّىجٍِز ٘ٝ وغش  ميمٝ لْ دسؽز ثٌذغؾ علً ِٓ دسؽز ثٌّمجَ وٌزٌه يؾفخ 1)

 صحٍيً ٘زٖ ثٌىغش إٌٝ  ػذد ػٛثًِ ثٌّمجَ ثلٌٚيزع ٌزث ٔذذع دضحٍيً ثٌّمجَ  يظ : 

 4 3 2 2x 3x x 2x x(x 2) x 1)       

 دزٌه يىْٛ  
3 2

4 3 2 2

6x 11x 5x 4 4 B cx D

x x 2x 3x x 2x x 1

   
  

   
 

ٔؾّغ ثٌىغٛس فٝ ثٌطشن ثليّٓ ٔلا ع عٔفٗ يؾفخ ٌضغفجٜٚ  A, B, C, D يؾجد ليُ ثٌغٛثدش  

 ثٌطشفيٓ عْ يىْٛ 

   3 2 2 26x 11x 5x 4 A(x 2) x 1 BX x 1 (CX D)X(x 2)            

Aفٝ ثٌطشفيٓ ٔؾذ عْ  Xدّمجسٔز ِؼجِلاس لٜٛ  2, B 1, C 3, D 1     

    

  

3 2

4 3 2 2

2 2

3/ 2
2 2 1

6x 11x 5x 4 dx 3x 1
dx 2 dx

x 2x 3x x 2x x 1

x dx
2ln x ln(x 2) 3 dx

x 1 x 1

ln x x 2 ln x 1 tan x c

ln x x 2 x 1 tan x c

   
  

   

    
 

     

 
     

 

  

   

، ٚثػففو عْ دسؽففز ثٌذغففؾ ٌٍذثٌففز ثٌّىجٍِففز عوذففش ِففٓ دسؽففز ثٌّمففجَ ٌففزٌه فٙففٝ صّغففً وغففش  يففش 2)

  ميمٝ ٚدأؽشثء ثٌمغّز ثٌّطٌٛز ٔؾذ عْ 
4 3 2

2 3 2

x 48x 37x 20x 3 22x 5
x 4

9x 12x 11x 2 9x 12x 11x 2

   
  

     
 

  يظ ثٌىغش ثٌزٜ فٝ ثٌطشن ثليّٓ ٘ٛ وغش  ميمٝ 
4 3 2 2

3 2 3 2

x 48x 37x 20x 3 x 22x 5
dx 4x dx

29x 12x 11x 2 9x 12x 11x 2

    
  

        

ٚ يؾجد ثٌضىجًِ ثلخيش ٔحًٍ ثٌىغش  
3 2

22x 5

9x 12x 11x 2



  
  يظ 

 3 2 29x 12x 11x 2 (x 2)(3x 1)      

 
3 2 2

22x 5 A B C

x 2 3x 19x 12x 11x 2 3x 1


   

    
 

Aِٕٚٙج يّىٓ إيؾجد عْ     1, B 3, C 1    

 
3 2 2

22x 5 dx dx dx
dx 3

x 1 3x 19x 12x 11x 2 3x 1


    

   
     

1
ln(x 1) ln(3x 1) c

3(3x 1)

3x 1 1
ln c

x 1 3(3x 1

      



  

 

 



 ذّاسيٓ عاِح 

 عٚؽذ ليُ ثٌضىجِلاس ثلآصيز: 

1- 35
3 x x dx

2

 
 

       2-  x 2x 3 dx  

3-  23x 8x dx      4-  x x 2 x 3 dx   

5-  3x 1 x dx      6-  3 6
t 4 2t dt

t

 
  

   

7-  2c a d        8- 
2

1
9 z 4 dz

z

 
  

   

9- 2 511
3x x dx

2

  
 

       10- 7z dz  

11- 
1

d 


 
 

 
      12- 

2
1

x dx
x

 
 

   

13- 
3

u 1
du

u


       14-  2 33x x 10 dx  

15-  
10

2 3u u 3 du      16-  
3

23x x 6 dx  

17-  
3

2x 6 dx      18- 
 

2

dt

t 1
  

19-   
4

2 36z 5 2z 5z 9 dz       20- 
dx

2x 3


  

21-  x 1 x dx       22- ax be dx

  

23- sin xe cos x dx      24- 
t / z

e dt


  

25- 
4x 1

3dx

e        26- 
x

2x

e
dx

1 e
 

27- 
2

3 2

3x 2x
dx

x x      28- 
2

8x 10
dx

2x 5x


  

29- 
2x 6x4 dx

       30- 
1 sin

d
cos




 



  

31- 3t5 dt       32- 
2u

1
du

3
 

33-  sin ax b dx; a 0      34- sin 2x dx  

35- 24 x
2sin x 4sec dx

3 2

 
 

     36- 
4 4

sec tan du
2 2  

37- 
2

d

sin



      38- 2tan ax sec ax dx  

39-  
4

1 cos z 2 sin 2t dt     40-  
2

1 sin y cos y dy  

41- 
2 2

dx

x x a
     42- 

2

dx

64 x
    



43- 
2

3

x a
dx

x


      44- 

3x 4
dx

x 4



  

45- 
2

dx

x 2x 8      46- 1sin 3ydy

  

47- 
2xx a dx      48- xx a dx  

49-  23x x cos x dx     50- 7 x
sin dx

2  

51- 24x 9 dx     52- 2x 4x 25 dx  

53- 
2

dz

3 7z
      54- 

 
dx

x x 4  

55- 
3

2

1 x
dx

x 4x 3



      56- 
 

2

dx

x x 1
  

57- 
5 4 3 2

3 2

y 3y 2y y 4
dy

y 3y 2y

   

     58- 
2

dx

2x 9  

59- 
2

dx

x 6x 9      60- 1x sec x dx

  

61- x ln x dx      62- 
2

bdt
; a 0

cos at
  

63- sin 7x sin 3x dx     64- 
2

x dx

10 x



  

65- 1tan u du

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Integration by Parts( اٌرىاًِ تاٌرجضا.2-7)
 ِٓ اٌّعٍَٛ ِٓ لأْٛ ذفاظً حاصً ظشب داٌريٓ لاتٍريٓ ٌٍرفاظً أٔٗ :  

 
d d d

. . .
dx dx dx

 
     

أٜ أْ    d . .d .d        ِْٕٚٙا ٔجذ أ .d d . .d      

تاٌرىاًِ ِع اٌعٍُ تأْ  d . . c    ْٔجذ أd d       



dِعٕٝ رٌه إٔٔا اعرثذٌٕا اٌرىاًِ   رىاًِ آخش ٘ٛتd ىْٛ اٌطشيماح ِفياذج إرا وااْ . ٚذ

 اٌرىاًِ اٌثأٝ أتغػ فٝ إجشائٗ ِٓ اٌرىاًِ الأٚي. 

 

xxe  : أٚجذ  (1ِثاي ) dx 

 اٌحً

xdظع   e dx, x    )ًِيىْٛ )تاٌرىاxd dx, e   

x x x x x

d d

xe dx xe e dx xe e c

      

     

 

 
 

xلاحع أْ  xI xe dx xde     عٍٝ صٛسج ٝ٘ٚd   ْٚتاٌراٌٝ فئ 

I=
x x xxde xe e dx    

log  : أٚجذ  (2ِثاي ) x dx 

 اٌحً

 ٔخراس 

  

log x, d dx

1
d dx, x

x

1
log x dx x log x x. dx

x

x log x x c

 

 

 

  

  

  

 

 

xe   أٚجذ (3ِثاي ) sin xdx 

 اٌحً

 ٔخراس  
x

x

x x x

e , d sin x dx

d e dx, cos x

e sin x dx e cos x cos x.e dx (1)

 

 

 

   

    

 

ٌٚايظ أفعاً ِٕاٗ فاٝ اٌرثغايػ. ٔحااٚي ِاشج  الأصاٍٝٚتاٌرىاًِ اٌثاأٝ يثاذٚ أٔاٗ يّاثاً اٌرىاِاً 

 أخشٜ تاخرياس : 



x

x

x x x

e d cos x dx

d e dx, sin x

e cos x dx e sin x e sin x dx (2)

 

 

 

  

   

 

 ٔحصً عٍٝ  (1)تاٌرعٛيط فٝ 
 

 (6-2ذّاسيٓ )
 أٚجذ ليُ اٌرىاِلاخ الآذيح

 

2 2

2 x

3x

(1) x log x dx (2) xsin x dx

(3) x sin x dx (4) x log x dx

(5) log x dx (6) e sin 2x dx

(7) e sin 2x dx

 

 

 



        

 

 

 

 

 اٌّرراٌٝ( اٌرىاًِ تلاخرضاي 2-8)
 عٛف ٔغرعشض تعط اٌصٛس اٌمياعيح ٌلاخرضاي 

n ( : إرا واْ 1صٛسج )  ax

nI x e dx      ْفئ 

n ax

n n 1

1 n
I x e I

a a
          (1) 

 ٚاظح أْ  

ax ax

1 0

ax ax

0

1
I x e dx x e I c

a

1
I e dx e c

a

   

  





 

   .I0ٚذىشاس اعرخذاَ اٌمأْٛ يؤدٜ فٝ إٌٙايح إٌٝ ظٙٛس  

 اٌثش٘اْ : ٔغرخذَ اٌرىاًِ تاٌرجضا تٛظع  



n ax

n 1 ax

n ax n ax n 1 ax

n ax

n 1

x , d e dx

1
d n x dx, e

a

1 n
x e dx x e x e dx

a a

1 n
x e I

a a

 

 





 

  

  

 

 
 

3   : أٚجذ  (1ِثاي ) 2xx e dx 

 اٌحً

nٚاظح أْ     3, a 2     ٌْٛزا يى 

3 2x 3 2x 2 2x

3

3 2x

2

1 3
I x e dx x e x e dx

2 2

1 3
x e I

2 2

  

 

 
 حيث      

2 2x

2

2 2x

1

2x

1

2x

0

2x 2x

0

I x e dx

1 2
x e I

2 2

I x e dx

1 1
x e I

2 2

1
I e dx e c

2



 



 

  







 

 تاٌرعٛيط اٌّرراٌٝ ٔجذ أْ 



2x 2x

1

2 2x 2x 2x

2

3 2x 2 2x 2x 2x

3

2x 3 2

2x 3 2

1 1
I x e e c

2 4

1 1 1
I x e x e e c

2 2 4

1 3 1 1 1
I x e x e e e c

2 2 2 2 4

1 3 3 3
e x x x c

2 4 4 8

1
e 4x 6x 6x 3 c

8

  

   

 
     

 

 
      

      

 

 

 ( : إرا وا2ْصٛسج )
n

n

n

n

I x cos(ax)dx,

J x sin (ax)dx








 

 فئْ 

n

n n 1

1 n
I x sin (ax) J

a a
               (2) 

n

n n 1

1 n
J x cos(ax) I

a a
                 (3) 

 ٚالاخرضاي اٌّرراٌٝ يصً تٕا فٝ إٌٙايح إٌٝ إحذٜ اٌصٛسذيٓ : 

0

1
I cos(ax)dx sin (ax) c

a
                 

 أٚ

0

1
J sin (ax)dx cos(ax) c

a
     

 يرشن ٌٍماسا )تاعرخذاَ اٌرىاًِ تاٌرجضا(   :اٌثش٘اْ 

 

2x    : أٚجذ  (2ِثاي) cos3x dx 

 حًاٌ



2

2

2

1

1

0

0

I x cos3x dx (a 3)

1 2
x sin 3x I ,

3 3

I x sin 3x dx

1 1
x cos3x I ,

3 3

I cos3x dx

1
sin 3x c.

3

  

 



  



 







 

 تاٌرعٛيط ٔجذ أْ 

1

2

2

2

1 1
I x cos3x sin3x

3 9

1 2 1 1
I x sin3x x cos3x sin3x c

3 3 3 9

1 2 2
x sin3x x cos3x sin3x c

3 5 27

  

 
      

 

   

 

 

n( : إرا واْ 3صٛسج )

nI cos xdx  ْفئ 

n 1

n n 2

1 n 1
I cos sin x I

n n






  

n( : إرا واْ 4صٛسج )

nI sin xdx  ْفئ 

 n 1

n n 2

1 n 1
I sin x cos x I

n n






   

 اٌثش٘اْ : ٔغرخذَ أيعا اٌرىاًِ تاٌرجضا

 



 

n n 1

n

n 1 n 2 2

n 1

n 2 n

n 1

n n 2

n 1

n n 2

I cos x dx cos x d(sin x)

cos xsin x (n 1) cos xsin x dx

cos xsin x (n 1) I I .

nI cos sin x (n 1)I

1 n 1
I cos xsin x I

n n



 













 

  

   

   


  

 



 

 ٚذىشاس ٘زٖ اٌخطٛاخ يصً تٕا إٌٝ إحذٜ اٌصٛسذيٓ : 

0I dx x c    

 صٚجيح  nإرا وأد 

1I cos x dx sin x c    

 فشديح  nإرا وأد 

 ( تاٌّثً حيث 4تش٘اْ اٌصٛسج )

0 1I x c, I cos x c.     

 

5cos   : أٚجذ  (3ِثاي ) xdx 

 ( ٔجذ أْ 3لاعذج الاخرضاي ) َتاعرخذا 
5 4 4

5

4

3

3 2

3

2

1

4 2

5

I cos x dx cos x cos x dx cos d(sin x)

1 4
cos x sin x I ,

5 5

I cos x dx cos x dx(sin x)

1 2
cos x sin x I,

3 3

I sin x c

1 4 8
I cos x sin x cos x sin x sin x c.

5 15 15

  

 

 

 

 

    

  

 
 

4sin  :أٚجذ  (4ِثاي ) d  

 

 

 اٌحً



4 3

4

3

4 2

2

2

0

0

3

4

I sin d sin xd(cos x)

1 3
I sin cos I ,

4 4

I sin d sin x d(cos x)

1 1
sin cos I ,

2 2

I c

1 3 3
I sin cos sin cos c

4 8 8

 

 

 

 



    

  

   

  

  

 

     

 

 
 

 ٍِحٛظح : عثك ٌٕا دساعح ِثً ٘زٖ اٌرىاِلاخ ٚويفيح اٌرىاًِ ِعٙا تذْٚ اخرضاي

 

 

 

 (7-2ذّاسيٓ )
 أٚجذ ِغرخذِاً الاخرضاي ليّح اٌرىاِلاخ الآذيح :

3

3 2

4

3 x

2

(1) cos x dx

(3) sin x cos x dx

(5) cos x dx

(7) x e dx

(9) x cos2x dx











   

2

4

3

3

(2) tan x dx

(4) sec x dx

(6) cos 2x dx

(8) x sin x dx









  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 
 

 

 

 

 أِثٍح عاِح
4  أٚجذ ليّح  -1 2 1

6x 10x 7 dx
2 x

 
   

 
 

 اٌحً
4 2

4 2 1/ 2

5 3 1/ 2

1
6x 10x 7 dx

2 x

1
6x dx 10 x dx 7 dx x dx

2

6 10
x x 7x x c

5 3



 
   

 

   

    



     

 

  أٚجذ ليّح -2 6x 5 x dx 

 اٌحً

   2

2

2 3

6x 5 x dx 6 5x x dx

30 x dx 6 x dx

15x 2x c.

  

 

  

 

   

 

  أٚجذ ليّح  -3  34t 3 / t dt 
  

 اٌحً

2 3

1 2

2 2

4t 3 1 1
dt 4 dt 3 dt

t t t

3
4t t c

2

4 3 8t 3
c c

t 2t 2t

 


 

  

 
    

  

 

 

  أٚجذ ليّح  -4 
3

2x 1 2x dx 

 اٌحً

2xٔفشض أْ   1 t    ْ2ٔجذ أx dx  وزٌه 



 
3

2 3 41
x 1 2x dx t dt t c

4
      

2tتاٌرعٛيط اٌعىغٝ تٛظع  x 1   ْٔجذ أ 

 
 

4
2

3
2

x 1
x 1 2x dx c

4


    

2  أٚجذ ليّح -5 34x 5 x dx 

 اٌحً

3zتٛظع   5 x   ْ2ٔجذ أdz 3x dx   ْٚأ 

 

2 3 1/ 2

3/ 2

3/ 2
3

4
4x 5 x dx z dz

3

4 2
. z c

3 3

8
5 x c
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 أٚجذ ليّح اٌرىاِلاخ الآذيح :  -6

1-  23x 8x dx      2- 
5

du
13  

3-  
n

x 5 dx       4-  
5

at b dt  

 اٌحً

 2 2 3 23x 8x dx 3 x dx 8 x dx x 4x c              (1) 

5 5 5u
du du c

133 3
          (2) 

xتٛظع  (3)          5 t     ْٔجذ أdx dt  وزٌه 

 
 

n 1n 1
n n x 5t

x 5 dx t dt c c
n 1 n 1

 
     

    

atٔفشض أْ  (4)  b z    ْٛفيىadt dz 

 

 

6
5 5

6

1 z
at b dt z dz c

a 6a

at b
c

6a

    


 

 
 

 ( أٚجذ ليُ اٌرىاِلاخ اٌراٌيح 7)
1- 2r dr      2-  2t t 5 / 7dt   

3-  24x x 1 dx     4-  
3

2y 5 ydy  

5-  3 4x x 1 1/ x dx  
     6- 

3

4
dt  

 اٌحً

1- 2 3r dr dr r c
2


        



2-  2t t 5 / 7dt     

2

2
3

1 1 5
t dt tdt dt

7 7 7

1 t 5
t t c

21 14 7

  

   

  
 

3-    2 3 24x x 1 dx 4 x x dx     

3 2

4 3

4 x dx 4 x dx

4
x x c

3

 

  

 
 

4- 2ydy dz 2y     يىْٛ     5 z  تفشض أْ      

   

 

  

3 3
2 2

3 2

4
2

3 4

1
y 5 ydy y 5 2ydy

2

1 1
z dz z c

2 8

1
y 5 c

8

x x 1 1.x dx

   

  

  

 

 





 

 

5-  3 4x x 1/ x dx 
   

 4 4 4

4

5 2

3

dx
x x 1/ x dy x dx xdx

x

1 1 1
x x c

5 2 3x

     

   

   
 

6- 
1/3

1/33

4 4
dt dt 4 t dt

t t



     

2/3
2/3t

4 c 6t c
2 / 3

     

 واًِ ولا ِّا يأذٝ :  -8

i- 
1

4 9x dx
2

      ii- 
2

4

5z 12z 10
dz

z

 
  

iii-  
2

y 3y 1 dy      iv-  
17

3 4x dx  

v-  
3

3x 5 dx


      vi-   
3

28x 6 4x 6x dx   

vii- 
2

1
x dx

(4x 3)

 
 

  
      viii- 2x 2x 1dx  

 اٌحً

i-    
1/ 21 1 1

4 9x dx 4 9x 9 dx
2 2 9

 
     

    



 

 

 

 

1/ 2

1/ 2

3/ 2

3/ 2

1
4 9x ( 9)dx

18

1
4 9x d( 9x)

18

4 9x1
c

18 3/ 2

1
4 5x c

27

   

   


  

   




 

ii- 
2

2 3 4

4

5z 12z 10
dz 5 z dz 12 z dz 10 z dz

z

   
       

1 2 3

2 3

12 10
5z z z c

2 3

5 1 10
c

z 6z 3z

      
 

    

 

iii-    2 2y 3y 1 dy y 9y 6y 1 dy      

5/ 2 3/ 2 1/ 2

7 / 2 5/ 2 3/ 2

3 2

9 y dy 6 y dy y dy

18 12 2
y y y c

7 5 3

18 12 2
y y y y c

7 5 3

  

   

 
    

 

  

 

iv-      
17 17 1

3 4x dx 3 4x 4 dx
4

 
     

    

   

 

 

17

18

18

1
3 4x d 4x

4

1
3 4x c

4(18)

1
3 4x c

72

   

   


  



 

v-  
3

3x 5 dx


  

 

 

 

 

3

3

2

2

1
3 3x 5 dx

3

1
3x 5 d(3x)

3

3x 51
c

3 2

3x 5
c
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vi-   
3

28x 6 4x 6x dx   

2zتٛظع   4x 6x   ْٔجذ أ 



 

3

4

4

z dz

1
z c

4

1
(4x 6x c

4



 

  



 

vii-  
     

 

2 22

2

12

1 1 1
x dx x dx 4x 3 dx x 4x 3 d 4x 3

2 44x 3

1 1
x 4x 3 c

2 4

 



 
        
  

   

   
 

viii-  
1/ 2

2 2x 2x 1dx 2x 1 x dx     

22xتٛظع   1 t   ْٔجذ أ 

 

1/ 2

3/ 2

3/ 2
2

1
t dt

4

1 t
. c

4 3/ 2

1
2x 1 c
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 أٚجذ ليُ اٌرىاِلاخ الآذيح :  -9
1- ex dx       2- axe dx  

3- 3x 22e dx

       4-  
2

x xe e dx  

5- 
z

z

e 2
dz

e

 
  
 
       6- 

2xe x dx  

 اٌحً

1- 2e
e x dx e x dx x c

2
     

eعذد غثيعٝ ٚ٘ٛ ِمذاس ثاتد  eحيث  2.718 

2- 
ax

ax t1 e
e dx e dt c

a a
     

3- 3x 2 3x 22e dx 2 e .e dx    

2
2 3x 3x

3x 2

2e
2e e dx e c

3

3
e c

2



  

 


 

4-    
2

x x 2x 2xe e dx e 2 e dx       

2x
2x1 e

e 2x c
2 2



  


 

5-  
z

z

z

e 2
dz 1 2e dz

e


    



z

z

z

2
z c

e

ze 2
c

e

  


 

 

6- 
2

z
x z1 e

e x dx e dz c
2 2

     

 =

2xe
c

2
  

 عيٓ ولا ِٓ اٌرىاِلاخ الآذيح :  -11

2

2x
1 dx

x 3


      ii- 
4

dt
3t 11  

iii- 
2

4x
dx

x 3      iv- 
2

u 1
du

u 2u 11




   

v- 
2sec

d ; b 0
a b tan







  

 اٌحً

2t   تٛظع x 

i- 
2

2x dt
dx ln(t 3) c

t 3x 3
   

   

2ln(x 3) c    

  

ii- 
4dt 4 dz 4

ln z c
3t 11 3 z 3

  
   

4
ln(3t 11) c

3
    

3t تفشض أْ   11 z  

iii- 
2 2

4x 2x
dx 2 dx

x 3 x 3


    

2t  تٛظع  x 3    ْٔجذ أ 

 

 

2

2
2

dt
2 2ln t c

t

2 ln x 3 c

ln x 3 c

  

  

  


 

iv- 
2 2

u 1 1 2y 2
du du

2u 2u 11 u 2u 11

 


      

2z تٛظع   u 2u 11    ٍٝٔحصً ع 

 

 

2

1/ 2
2

1 dz 1
ln z c

2 z 2

1
ln u 2u 11 c

2

ln u 2u 11 c

  

   

   



 



iv- 
2 2sec 1 bsec

de de
a b tan b a b tan

 

 


    

z تٛظع   a btan    ْ2ٔجذ أdz bsec d  

 

2sec 1 dz 1
d ln z c

a b tan b z b

1
ln a b tan c

b








   


  

 
 

 أٚجذ ليُ اٌرىاِلاخ الآذيح :  -11
i- sin 2x dx      ii- 3cos3 d   

iii-  2sec 2y dy     iv- 3sin tdt  

v- cos x sin x dx     vi- 2x sin x dx  

 اٌحً

i- 
1

sin 2x dx cos x2x c
2

    

ii- 3cos3 d sin 3 c     

iii-  2 21 1
sec ( 2y)dy 2 sec ( 2y)dy tan( 2y) c

2 2
           

iv- 3 2sin t dt sin t sin t dt   

 

 

2

2

3

1 cos t sin t dt

sin t cos t sin t dt

1
cos t cos t c

3

 

 

   



  

v- 1/ 2cos x sin x dx cos x sin x dx   

3/ 22
cos x c

3
    

 

vi- 2 21
x sin x dx 2x sin x dx

2
   

2x تٛظع      ْٔجذ أ 

2

1
sin d

2

1
cos x c

2

 

  


 

 أٚجذ ليُ اٌرىاِلاخ اٌراٌيح :  -12

i- 
2

6du

9 u
     ii- 

2

dy

1 9y
 

iii- 
2

sin 2x
dx

3 sin x
     iv- 

2

dx

8 x
  



v- 
2

dx

x x 9
  

 اٌحً

i- 
2 3 2

6du du
6

9 u 3 u


    

1

1

1 u
6 tan c

3 3

u
2 tan c
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ii- 
2 2

2
2

dy 1 dy 1 dy

19 91 9y 1y y9 3

 
    

 

    

 1

1

1
3tan 3y c

9

1
tan 3y c
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iii- 
2 2

sin 2x 2sin x cos x
dx dx

3 sin x 3 sin x

 
  

 
  

   

23تٛظع   sin x y   ْٔجذ أ 

2

dy
2 y c

y

2 3 sin x c

    

   


 

iv- 1dx x
sin c

2 28 x

 


  

 

v- 1

2

dx 1 x
sec c

3 3x x 9

 


  

xٚرٌه تفشض أْ 
sec

3
   ٌٝحيث ٘زا يؤدٜ إdx 3sec tand  

2

1

dx 3sec tan 1
d c

9sec tan 3x x 9

1 x
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 أثثد أْ  -13

1- 
2

dx 1 5x 7
ln c

5x 7 3 35 5x 7


 

   

2- 1

3

dx 1 3x 4
tan c

3x 8x 7 5 5

  
  

   
  

 اٌحً
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  2 2

1 1 1 1 1
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1 1 5 1 1
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1 1 1
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2 25
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1 du
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 أٚجذ ليّح ولا ِٓ اٌرىاِلاخ الآذيح :  -14
i- 2 xx e dx      ii- x cos x dx  

iii- 1tan x dx

      iv- xe sin xdx  

 اٌحً

 -i         ٔفشض أْ 

  
x 2

2 x

dv e dx, u x

u x , v e

 

  
  

 تاٌرىاًِ تاٌجضا 



2 x 2 x x

x x x

x x

x e dx x e 2x e dx

xe dx xe e dx

x e e c

  

 

  

 

   

 

2 2 x x x

2 x
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ii-  

    تٛظع  
dv cos x dx, u x

v sin x, u x

 

  
 

 تاٌرىاًِ تاٌرجضا  
x cos x dx xsin x sin x dx

xsin x cos x c.

  

  

   

iii- 1tan x dx

  

1u    تٛظع  tan x, dv dx   
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2

1 2

dx
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1 x

x dx
tan x dx x tan x
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1
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iv- xe sin x dx  

xu   تٛظع   sin x. dv e dx  
x

x x x

du cos x dx, v e

e sin x dx e sin x e cos x dx

  

   
 

 ِشج أخشٜ تفشض أْ 
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x
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x x x
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u cos x dv e dx

du sin x dx, v e

e cos x dx e cos x e sin x dx

e sin x dx e sin x cos x e sin x dx c

1
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 أٚجذ ليُ اٌرىاِلاخ الآذيح :  -15
i- 4sec 2x tan 2x dx      ii- 3tan x dx  

iii-  sec x dx       iv- cos 2x cos5x dx  

v-  
3

1sin x dx

  



 اٌحً
i-  4 3sec 2x tan 2x dx sec 2x sec 2x tan 2x)dx   

secتٛظع    2x z   ْٔجذ أ 
3

4
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1
z dz

2

1 1
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2 4
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ii- 3 2tan x dx tan x tan x dx   

 

 

 2

2

2

sec x 1 tan x dx
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iii- 
secx tan x
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2sec x sec x tan x
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ln(sec ٚلأْ اٌثغػ ذفاظً اٌّماَ فئْ   x tan x) c   
iv-  

 ذزوش أْ  

   

   

   

   

2 2 2 2

1
cos cos cos cos
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1
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sin sin cos cos
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,2ٚالآْ ِٓ اٌعلالح الأٌٚٝ عٕذِا  5    ْٔجذ أ 

 
1 1 1

cos 2x cos5x dx cos7x cos3x dx cos7x dx cos3x dx
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 تاٌرىاًِ تاٌرجضا ٚرٌه تفشض أْ  
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 ٔحصً عٍٝ  (*)ثُ فٝ  (**)تاٌرعٛيط فٝ 
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 أثثد أْ  -16
2 2 2 2
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 اٌحً
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 تاٌرىاًِ تاٌرجضا تٛظع 
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iii- 
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 أٚجذ ليُ اٌرىاِلاخ الآذيح :  -17

i- 
3 2

4 3 2

6x 11x 5x 4
dx

x 3x x 2x

  

    

ii- 
4 3 2

3 2

9x 48x 37x 20x 3
dx

9x 12x 11x 2

   

    

 اٌحً

( يلاحع أْ اٌذاٌح اٌّىاٍِاح ٘اٝ وغاش حميماٝ لأْ دسجاح اٌثغاػ ألاً ِآ دسجاح اٌّمااَ  ٌازٌه 1)

 يجة ذحٍيً ٘زٖ اٌىغش إٌٝ  عذد عٛاًِ اٌّماَ الأٌٚيح. ٌزا ٔثذأ ترحٍيً اٌّماَ حيث : 

 4 3 2 2x 3x x 2x x(x 2) x 1)       

 تزٌه يىْٛ  
3 2

4 3 2 2

6x 11x 5x 4 4 B cx D

x x 2x 3x x 2x x 1

   
  

   
 

ٔجّع اٌىغٛس فٝ اٌطشف الأيّٓ ٔلاحع أٔٗ يجة ٌرغاٜٚ  A, B, C, Dلإيجاد ليُ اٌثٛاتد  

 اٌطشفيٓ أْ يىْٛ 

   3 2 2 26x 11x 5x 4 A(x 2) x 1 BX x 1 (CX D)X(x 2)            

Aفٝ اٌطشفيٓ ٔجذ أْ  Xتّماسٔح ِعاِلاخ لٜٛ  2, B 1, C 3, D 1     



    

  

3 2

4 3 2 2

2 2
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dx 2 dx
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x dx
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ln x x 2 ln x 1 tan x c

ln x x 2 x 1 tan x c

   
  

   

    
 

     

 
     

 

  

   

( ٚاظح أْ دسجح اٌثغػ ٌٍذاٌاح اٌّىاٍِاح أوثاش ِآ دسجاح اٌّمااَ ٌازٌه فٙاٝ ذّثاً وغاش غياش 2)

 حميمٝ ٚتأجشاء اٌمغّح اٌّطٌٛح ٔجذ أْ 
4 3 2

2 3 2

x 48x 37x 20x 3 22x 5
x 4

9x 12x 11x 2 9x 12x 11x 2

   
  

     
 

 حيث اٌىغش اٌزٜ فٝ اٌطشف الأيّٓ ٘ٛ وغش حميمٝ 
4 3 2 2

3 2 3 2

x 48x 37x 20x 3 x 22x 5
dx 4x dx

29x 12x 11x 2 9x 12x 11x 2

    
  

        

ٚلإيجاد اٌرىاًِ الأخيش ٔحًٍ اٌىغش  
3 2

22x 5

9x 12x 11x 2



  
 حيث 

 3 2 29x 12x 11x 2 (x 2)(3x 1)      

 
3 2 2
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Aِٕٚٙا يّىٓ إيجاد أْ     1, B 3, C 1    

 
3 2 2

22x 5 dx dx dx
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 ذّاسيٓ عاِح 
 أٚجذ ليُ اٌرىاِلاخ الآذيح: 

1- 35
3 x x dx
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       2-  x 2x 3 dx  

3-  23x 8x dx      4-  x x 2 x 3 dx   

5-  3x 1 x dx      6-  3 6
t 4 2t dt

t

 
  

   

7-  2c a d        8- 
2

1
9 z 4 dz

z

 
  

   

9- 2 511
3x x dx

2

  
 

       10- 7z dz  

11- 
1

d 


 
 

 
      12- 

2
1

x dx
x

 
 

   



13- 
3

u 1
du

u


       14-  2 33x x 10 dx  

15-  
10

2 3u u 3 du      16-  
3

23x x 6 dx  

17-  
3

2x 6 dx      18- 
 

2

dt

t 1
  

19-   
4

2 36z 5 2z 5z 9 dz       20- 
dx

2x 3


  

21-  x 1 x dx       22- ax be dx

  

23- sin xe cos x dx      24- 
t / z

e dt


  

25- 
4x 1

3dx

e        26- 
x

2x

e
dx

1 e
 

27- 
2

3 2

3x 2x
dx

x x      28- 
2

8x 10
dx

2x 5x


  

29- 
2x 6x4 dx

       30- 
1 sin

d
cos




 



  

31- 3t5 dt       32- 
2u

1
du

3
 

33-  sin ax b dx; a 0      34- sin 2x dx  

35- 24 x
2sin x 4sec dx

3 2

 
 

     36- 
4 4

sec tan du
2 2  

37- 
2

d

sin



      38- 2tan ax sec ax dx  

39-  
4

1 cos z 2 sin 2t dt     40-  
2

1 sin y cos y dy  

41- 
2 2

dx

x x a
     42- 

2

dx

64 x
    

43- 
2

3

x a
dx

x


      44- 

3x 4
dx

x 4



  

45- 
2

dx

x 2x 8      46- 1sin 3ydy

  

47- 
2xx a dx      48- xx a dx  

49-  23x x cos x dx     50- 7 x
sin dx

2  

51- 24x 9 dx     52- 2x 4x 25 dx  

53- 
2

dz

3 7z
      54- 

 
dx

x x 4  

55- 
3

2

1 x
dx

x 4x 3



      56- 
 

2

dx

x x 1
  

57- 
5 4 3 2

3 2

y 3y 2y y 4
dy

y 3y 2y

   

     58- 
2

dx

2x 9  



59- 
2

dx

x 6x 9      60- 1x sec x dx

  

61- x ln x dx      62- 
2

bdt
; a 0

cos at
  

63- sin 7x sin 3x dx     64- 
2

x dx

10 x



  

65- 1tan u du

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اٌفصً اٌشاتع

 ذطثيماخ اٌرىاًِ



 

 ذطثيماخ اٌرىاًِ اٌغيش ِحذد.

 أٚلا : ذطثيماخ ٕ٘ذعيح.

 ثلِغٍز ثٌضجٌيز صذيٓ ويفيز ثعضخذثَ ثٌضىجًِ ثٌغيش ِحذد فٝ  ً دؼغ ثٌّشىلاس ثٌٕٙذعيزع  

ٚثٌففزٜ ِيٍففٗ ػٕففذ عٜ ٔمطففز ػٍيففٗ يىففْٛ  (3 ,2)، : ثٚؽففذ ِؼجدٌففز ثٌّٕحٕففٝ ثٌّففجس دجٌٕمطففز 1ِغففجي )

 ِغجٚيج ٌلأ ذثعٝ ثٌغيٕٝ ٌضٍه ثٌٕمطزع 

  y = f (x)ثٌحً : ٔفشع عْ ِؼجدٌز ثٌّٕحٕٝ ٘ٝ  

ِفٓ دسثعفز ثٌّشفضمز ثٌضفجػفٍيز ثلٌٚفٝ ٌذثٌفز ففٝ ِضغيفش ٚث فذ عٔٙفج صّغفً ٕ٘ذعفيج ِيفً  ٔؼٍُ 

 ٌّٕحٕٝ ثٌذثٌز ػٕذ ثٌٕمطز ثٌّحغٛح ػٕذ٘ج ثٌضفجػً عٜ عْ 

y٘ففٛ   (x, y)ػٕففذ ثٌٕمطففز  y = f (x)ِيففً ثٌّّففجط ٌٍّٕحٕففٝ ثٌففزٜ ِؼجدٌضففٗ  
ع ِففٓ ِؼطيففجس /

 ثٌّغأٌز يىْٛ 
y x        (1) 

دضطذيفك لٛثػفذ ثٌضىجِفً  g (x) = x٘فٝ ثٌذثٌفز ِمجدٍفز ٌٍذثٌفز  yصؼٕفٝ عْ ثٌذثٌفز ثٌّطٍٛدفز  (1)ثٌّؼجدٌز 

  يش ثٌّحذد ٔؾذ عْ 

 
2

y x dx

1
y x c

2



  


      (2) 

ٌٚضحذيففذ  .cصؼطففٝ ػجةٍففز ثٌّٕحٕيففجسع يخضٍفف  وففً ِٕحٕففٝ فيٙففج ػففٓ ثلآخففش دجٌّمففذثس  (2)ثٌّؼجدٌففز 

yٔؼغ فٝ ثٌّؼجدٌز  (3 ,2)ثٌّٕحٕٝ ثٌّطٍٛح ثٌزٜ يّش دجٌٕمطز  3,x 2   يؾجد ليّز c  يظ  

 21 1
c y x 3

2 2
         (4)  

21ٚػٍٝ رٌه فئْ ِؼجدٌز ثٌّٕحٕٝ ثٌّطٍٛح ٘ٝ : 
y x 1

2
  

 ػٍيٗ يحممجْ ثٌؼلالز  (x, y)، : عٚؽذ ِؼجدٌز ثٌّٕحٕٝ ثٌزٜ إ ذثعٝ عٜ ٔمطز 2ِغجي )
y 6x 2    

 ٚيىْٛ ِيً ثٌّّجط ٌٍّٕحٕٝ ػٕذ ٘زٖ ثٌٕمطز ِغجٚيجً ثٌٛث ذ ثٌظحيوع (3 ,0)ٚيّش دجٌٕمطز 

ِٓ ثٌؼلالز ثٌّؼطجر ٔحضجػ  ؽشثء ثٌضىجًِ  يفش  y = f(x)ثٌحً :  يؾجد ِؼجدٌز ثٌّٕحٕٝ ثٌّطٍٛح  

  يظ  yثٌّحذد ِشصيٓ ِضضجٌيضيٓ فٝ ثٌّشر ثلٌٚٝ ٔحظً ػٍٝ 
2

1y 3x 2x c       (1) 

 ػٍٝ ثٌظٛسر  yٚفٝ ثٌّشر ثٌغجٔيز ٔحظً ػٍٝ 
3 2

1 2y x x c x c       (2) 

1ٚليُ ثٌغٛثدش ثقخضيجسيز  2c ,c  صضحذد ِٓ دجلٝ ثٌّؼطيجس دجٌّغأٌز ٔضؼٍُ عْ ِيً ثٌّّجط ػٕفذ ٔمطفز

yٌٍّٕحٕففٝ يغففجٜٚ ثٌٛث ففذ عٜ عْ  (3 ,0) 1 at x 0    ػٕففذ  (1)دففجٌضؼٛيغ فففٝ ثٌّؼجدٌففزy 1, x 0   

 ٔؾذ عْ 



1

2

3 2
2

c 1

y 3x 2x 1

y x x x c



   

   

 

 فئْ  (3 ,0)ٚلْ ثٌّٕحٕٝ يّش دجٌٕمطز 
3 2

2

2

3 a o c

c 3

   

  
 

3ِٕٚٙج   2y x x x 3     ِؼجدٌز ثٌّٕحٕٝ ثٌّطٍٛحع ٝ٘ 

 

 ثأيا : ذطثيماخ فٝ اٌّيىأيىا

إرث  وجٔش عشػز ؽغفُ ِضحفشن صؼٕفٝ ِؼفذي صغيفش ثٌّغفجفز دجٌٕغفذز ٌٍفضِٓ عٜ عْ ثٌؼلالفز   

ػٕفذ ٌحظفز ِؼيٕفز دؼفذ ِفشٚس  vثٌضٝ يمطؼٙج ؽغُ ِضحشن ِٓ ٔمطفز عجدضفز ٚدغفشػز   fديٓ ثٌّغجفز

dfِٓ ٔمطز ثٌذذء ٘ٝ  tصِٓ لذسٖ 
v

dt
 

ٚصؼشن ثٌؼٍّز دأٔٙج ِؼذي صغيش ثٌغشػز دجٌٕغذز ٌٍضِٓ عٜ عْ  
2

2

d d f
w

dt dt


  

عففشػز ؽغففُ ِضحففشن وففزٌه ثٌّغففجفز ثٌضففٝ ٚيغففضخذَ ثٌضىجِففً  يففش ثٌّحففذد فففٝ ثٌّيىجٔيىففج ٌحغففجح 

ِٓ ٌحظز دذء ثٌحشوز ٚرٌه إرث ػٍّٕج ػؾٍفز  شوفز ثٌؾغفُع  tلطؼٙج ثٌؾغُ دؼذ ِشٚس فضشر صِٕيز 

w يففظ  dt    صؼطففٝ ثٌغففشػز ثٌضففٝ يضحففشن ٌٙففج ثٌؾغففُ إرث وجٔففش ػؾٍضففٗ ِؼشٚفففزع عِففجf dt  

 ِٓ دذء ثٌحشوزع   tدؼذ ِشٚس صِٓ لذسر  فضؼطٝ ثٌّغجفز ثٌضٝ يمطؼٙج ثٌؾغُ يضحشن دغشػز 

ففٛق  ft 160ِفٓ  جففز دفشػ ثسصفجػفٗ  sec 14  128، : لزفش وشر سثعيجً إٌٝ عػٍفٝ دغفشػز  1ِغجي )

 32ثلسػفيز ٘فٝ عطو ثلسعع عٚؽذ ِؼجدقس ثٌحشوز ٌٍىشر ػٍّجً دأْ ػؾٍز ثٌؾجرديفز 

ft/ sec
 ع 2

ٔؼضذش ثصؾجٖ ثٌحشوز لػٍٝ ٘ٛ ثقصؾجٖ ثٌّٛؽخ ٌٍحشوز فضىْٛ ػؾٍز ثٌحشوز )ٚ٘ٝ ػؾٍفز   ثٌحً :

لذَ / ط 32 -ثٌؾجرديز، ٘ٝ 
2
 (-32 ft/sec

2
 عٜ عْ  (

2w 32ft / sec      (1) 

1w يؾجد ثٌغشػز ٕ٘ذ عٜ ٌحظز  dt 32t c      1 يظc  عجدش ثٌضىجًِع 

tػٕذ دذء ثٌحشوز يىْٛ  0, 128ft / sec.   
1c 128   

 

 ٚػٍٝ رٌه فئْ 
32t 128       (2) 

  يؾجد ثٌّغجفز فئْ 

 

2
2

f dt 32t 128 dt

32 t dt 128 dt

16t 128t c

   

  

   

 

   



 f = 160ففئْ  t = 0لذَ عٜ عٔٗ ػٕفذِج  161ٌٚىٓ ػٕذ دذء ثٌحشوز وجٔش ثٌىشر ػٍٝ ثسصفجع  

ft  ْعٜ ع 
2

2

c 160

f 16t 128t 160



    
     (3) 

,w٘فٝ ثٌمففٛثٔيٓ )ِؼففجدقس ثٌحشوفز، ثٌّطٍٛدففز  يؾففجد  (3) ,(2) ,(1)ثٌؼلالفجس ثٌغلاعففز  ,f  ٜػٕففذ ع

 ٌحظزع 

عجٔيزع عٚؽذ ػّفك  12طش وشر فٝ دتش ٌيظ دٗ ِجء فٛطٍش إٌٝ ثسصفجع دؼذ ِؼٝ ، : عم2ِغجي )

 ثٌذتشع 

2wثٌحً : ثصؾجٖ ثٌحشوز ٕ٘ج إٌٝ ععفً فيىْٛ  32ft / sec 

1v 32dt 32t c     

ِٕٚٙفج يىفْٛ   t = 0ثٌىشر صشوش ٌضغمؾ ٌُٚ صمزن عٜ عٔٙج دذعس ثٌحشوز دغشػز طفش ػٕذِج وجٔش 

1c 0 

2
2

v 32t

f dt

f 16t c



 



  

  

2fٚدجػضذجس عْ ٔمطز ثٌغمٛؽ ٘ٝ ٔمطز دذء ليجط ثٌّغجفز فئْ  0, t 0 c 0    
2f 16t   

عٜ عْ ػّفك  f = 16 x 144 = 2304 ftٚ٘ٝ ٌحظفز ٚطفٛي ثٌىفشر إٌفٝ لفجع ثٌذتفش ففئْ  t = 12ٚػٕذِج 

 لذَع  2314ثٌذتش 

 ذّاسيٓ

  ً ثٌّؼجدقس ثٌضفجػٍيز ثٌضجٌيز :  -1
1- f (x) 4x, f (2) 3     

2- f (x) 1 3x, f (0) 1      

3- 
1

f (x) , f (3) 0
2 1 x

  


 

4- 2f (t) 9 1, f ( 1) 0      

5- 
2

3t
f (t) , f (1) 2

3t 1

  


 

6- 
2

1 3 7
f , f (4)

42 x x
     

 ع(2,0-)ٚيّش دجٌٕمطز  2xػٍيٗ ٘ٛ  (x, y)، عٚؽذ ِؼجدٌز ثٌّٕحٕٝ ثٌزٜ ِيٍٗ ػٕذ عٜ ٔمطز 7)

fػٍّفج دفأْ  y = f (x)، عٚؽذ ِؼجدٌفز ِٕحٕفٝ ػٍفٝ ثٌظفٛسر 8) (x) 6   ػٕفذ عٜ ٔمطفز(x, y)  ػٍيفٗ و

   ػٕذ صٍه ثٌٕمطزع 5دّيً  (4 ,1)ٚيّش دجٌٕمطز 

لفذَ ػٕفذ عفطو ثلسع فذؼفذ وفُ عجٔيفز يظفً ٘فزث ثٌحؾفش  484، عمؾ  ؾش ِٓ دٕفجء ثسصفجػفٗ 9)

 ٌغطو ثلسع   ِٚج ٘ٝ عشػز ثٌحؾش ٌحظز ثططذثِٗ دجلسعع 



لذَ/عجٔذفز عٚؽفذ علظفٝ ثسصففجع  96عؽٍك عُٙ سععيجً لػٍٝ ِٓ ػٍٝ عطو ثلسع دغفشػز  -11

 ػضٗ ػٕذ ٌحظز ٚطٌٛٗ ٌلأسع  ٌٗ  ِٚضٝ يظً ثٌغُٙ إٌٝ عطو ثلسعع ِٚج ٘ٝ  عش

لذَ/عجٔيفز سثعفيجً لػٍفٝ ِفج ٘فٛ علظفٝ ثسصففجع يظفً 811عؽٍك ِمفزٚن ِفٓ دٕذليفز دغفشػز  -11

 إٌيٗ 

 

 ذطثيماخ اٌرىاًِ اٌّحذد.

 حغاتاخ الأشىاي اٌّغرٛيح. 

 سذيضيح.ااٌّغاحح فٝ الإحذاثياخ اٌى -1

fدحيففظ  y = f(x)إرث وجٔففش   (x) 0  ٜٛصؼففشن ِٕحٕففٝ ِضظففً فففٝ ثٌّغففضxy  فففئْ ثٌّغففج ز

xثٌّحظففٛسر دففيٓ ٘ففزث ثٌّٕحٕففٝ ٚثٌخطيففز ثٌشثعففييٓ  a, x b   ٚؽففضء ثٌّحففٛسa x b ox   ٝصؼطفف

 دجٌظٛسرع 
b

a

S f (x)dx       (1) 

، : ع غخ ثٌّغج ز ثٌّحظٛسر ديٓ ثٌمطغ ثٌّىجفب ثٌّىجٔٝ 1ِغجي )
2x

y
2

 ثٌّغفضميّيٓ  ٓٚثٌخطيي

x 3,x 1   ِٚحٛسx  

 ثٌحً : 
1

33 2
3

1

xx 27 1 1
S dx 4

2 6 6 6 2

 
 

      

2x، : ع غخ ليّز ثٌّغج ز ثٌّحظٛسر دجٌّٕحٕٝ 2ِغجي ) 2 y y    ِٚحٛسy   

ع ٌٚفٕمؾ ثٌضمفجؽغ ٘فزٖ يىفْٛ ثل فذثعٝ yثٌحً : عٚق يؾخ عْ ٔحذد ٔمؾ صمجؽغ ثٌّٕحٕٝ ِفغ ِحفٛس 

 x = 0ثلٚي ِغجٚيجً ٌٍظفش عٜ عْ 
2y y 2 0         (*) 

٘ففٝ  yعٜ عْ صمففجؽغ ثٌّٕحٕففٝ ثٌّؼطففٝ ِففغ ِحففٛس  (*) ففلاْ ٌٍّؼجدٌففز  y = 1, y = -2ِٕٚٙففج 

   0,1 , 0, 2  ٚػٍٝ رٌه فئْ ثٌّغج ز ثٌّطٍٛدزS  ٝ٘ 

 
1 1

2

2 2

1
2 3

2

S x dy 2 y y dy

1 1 1
2y y y 4 .

2 3 2

 



    

 
    
 

 
 

ثٌّحظففففٛسر دففففيٓ ِٕحٕيففففيٓ سثعففففييٓ  Sفففففٝ ثٌحجٌففففز ثٌؼجِففففز يّىففففٓ إيؾففففجد ثٌّغففففج ز  

1 2y f (x), y f (x)   ٓٚثٌخطففيٓ ثٌشععففييx b,x a   1 يففظ 2f )x) f (x)  ػٕففذِجa x b   ًوّففج دجٌشففى

 ثٌمجدَع  يظ 

 
b

2 1

a

S f (x) f (x) dx        (2) 



 ثٌّحظٛسر ديٓ ثٌّٕحٕييٓ  M، : ع غخ ليّز ثٌّغج ز 3ِغجي )
2 3 2y 2 x , y x        (3) 

1ِؼفجً ٔؾفذ عْ  فذٚد ثٌضىجِفً ٘فٝ  (3)ثٌحً : دحً ثٌّؼفجدٌضيٓ  2x 1, x 1    (2)ٚدّمضؼفٝ ثٌظفيغز 

 ٔؾذ عْ ثٌّغج ز ثٌّطٍٛدز ٘ٝ 

 
1

2 2/3

1

1
3 5/3

1

M 2 x x dx

1 3 2
2x x x 2

3 5 15





  

 
    
 


 

xٚإرث وجٔفففش ِؼجدٌفففز ثٌّٕحٕفففٝ ِؼطفففجر ففففٝ ثٌظفففٛسر ثٌذجسثِضشيفففز  (t), y (t)    ففففئْ ثٌّغفففج ز

xثٌّحظٛسر ديٓ ثٌّٕحٕٝ ٚثٌخطيٓ ثٌشععييٓ  a, x b   ٚؽضء ِحٛسx  ًِيؼذش ػٕٙج دجٌضىج:  
2t

t

S (t) (t)dt       (4) 

,1 يظ  2t t  1صؼيٕجْ ِٓ ثٌّؼجدقس 2a (t ), b (t )    ْػٍّجً دأ(t) 0   ػٍٝ ثٌفضشر 1 2t , t 

 ، : عٚؽذ ِغج ز ثٌمطغ ثٌٕجلض ثٌّؼطٝ دجٌّؼجدقس ثٌذجسثِضشيزع 4ِغجي )

ثٌحففً : ٔظففشثً ٌٍضّجعففً ثٌٕٙذعففٝ ٌٍشففىً )عٔظففش ثٌشففىً ثٌّمجدففً، يىفففٝ عْ ٔغففخ ِغففج ز ثٌشدففغ عففُ 

0ع فففٝ ثٌشدففغ ثلٚي )ثٌّظٍففً، ٔؾففذ عْ 4ٔؼففشح ثٌٕضيؾففز فففٝ  x a   ٚدجٌضففجٌٝ فففئْ  ففذٚد

20صضؼففيٓ ِففٓ ثٌّؼففجدقس   (4)ثٌضىجِففً فففٝ ثٌظففيغز  a cos t, a a cos t   ْ1عٜ ع 2t , t 0
2


  

 ٚػٍٝ رٌه فئْ ِغج ز ثٌشدغ ٘ٝ 

  
0 / 2

2

/ 2 a

S ab
bsin t a sin t dt ab sin t dt

4 4






      

S     ٚػٕذةز  ab 

 

 اٌّغاحح فٝ الإحذاثياخ اٌمطثيح.  -2

rدجٌّؼجدٌفز r,إرث ػشن ثٌّٕحٕٝ دج  فذثعيجس ثٌمطذيفز    f ( )  ػٕذةفز ِغفج ز ثٌمطفجعAoB  

ABٚثٌّحففذٚدر دمففٛط ثٌّٕحٕففٝ 


1ٚثٌٍففزيٓ يظففٕؼجْ صٚثيففج  oA, oBٚثٌّضؾٙففيٓ   2,      ِففغ

 ػٕٙج دجٌظٛسر ثٌضىجٍِيزيؼذش  oxثٌّحٛس 

 
21

S f ( ) d
2





       (5) 

2، : عٚؽذ ثٌّغج ز دثخً ثٌّٕحٕٝ 5ِغجي ) 2r a cos 2 

 ثٌحً : دّمضؼٝ صّجعً ثٌّٕحٕٝ )ثٔظش ثٌشىً، ٔؼيٓ عٚق سدغ ثٌّغج ز 
/ 4/ 4 2 2

2

0 0

S 1 a 1 a
a cos 2 d sin 2

4 2 2 2 4



  
 

   
   

2S a   

 



 (2-4ذّاسيٓ )

2yعٚؽذ ثٌّغج ز ثٌّحظٛسر دجٌمطغ ثٌّىجفب  -1 4x x  ِٚحٛسxع 

yع غخ ثٌّغج ز ثٌّحظٛسر ديٓ ثٌّٕحٕٝ  -2 ln x  ِٚحٛسx  ُٚثٌخؾ ثٌّغضميx = eع 

2yعٚؽذ ثٌّغج ز ثٌّحظٛسر ديٓ ثٌمطغ ثٌّىجفب  -3 2x x   ُٚثٌخؾ ثٌّغضميy = -xع 

2rعٚؽذ ثٌّغج ز ثٌّحظٛسر ديٓ ثٌمطغ ثٌّىجفب  -4 a sec
2


  ٚثٔظجن ثٌّغضميّجس,

2 4

 
  

 حغاب غٛي لٛط ِٕحٕٝ.

 غٛي اٌمٛط فٝ الإحذاثياخ اٌىشذيضيح. -1

yٌّؼٕٝ ِؼطٝ دجٌّؼجدٌز  Sؽٛي ثٌمٛط   f (x)      ٚثٌٛثلغ ديٓ ثٌٕمطضيٓ ثٌٍضيٓ ٌّٙجx = a, 

x = b  ْٛيى
b

2

a

S 1 y dx 

2/3، : عٚؽذ ؽٛي لٛعٝ ِٕحٕٝ ثلعضشٚيذ 1ِغجي ) 2/3 2/3x y a  ،ًعٔظش ثٌشى( 

ثٌحً : دضفجػً ِؼجدٌز ِٕحٕٝ ثقعضشٚيذ ٔحظً ػٍٝ 
1/3

1/3

y
y

x
    ٕٝ٘ذعز ثٌشىً ٚصّجعٍفٗ يىفف ِٓ

 عٜ عْ 4إيؾجد ؽٛي سدغ ثٌمٛط عُ ٔؼشح ثٌٕجصؼ فٝ 
a a2/3 1/3

2/3 1/3

0 0

S y a 3
1 dx dx a

4 2x x
      

 غٛي اٌمٛط ٌّٕحٕٝ ِّثً تاساِرشيا.  -2

xإرث وجْ ثٌّٕحٕٝ ِؼطٝ فٝ طٛسر دجسثِضشيز    (t), y (t)    ٝففئْ ؽفٛي ثٌمفٛط ٌٍّٕحٕف

يىْٛ 
2

1

t

2 2

t

S x y dt    1 يظ 2t , t  ّ٘ج ليُ ثٌذجسثِضشt  ٚثٌضٝ صمجدً ؽشفٝ ثٌمٛط ع 

x، : عٚؽذ ؽٛي لٛص ٚث ذ ٌّٕحٕٝ ثٌغيىٍٛيذ 2ِغجي ) a(t sin t) y a(1 cos t)    

dx  ثٌحً :  dy
a(1 cos t), a sin t

dt dt
     ٌزٌه 

2

2 2 2 2

0

2

0

S a (1 cos t) a sin tdt

t
2a sin dt 8a

2





  

 





 

2tٚثٌٕٙجيضيٓ   2 , t 0  صضمجدلاْ ؽشفٝ لٛط ثٌغيىٍٛيذع 

rإرث وجٔفففش ِؼجدٌفففز ثٌّٕحٕفففٝ ِؼطفففجر ففففٝ ثٌظفففٛسر ثٌمطذيفففز  f ( ) ؽفففٛي ثٌمفففٛط يىفففْٛ ‘ن ْ

2 2S r r d





   يظ ,  ّ٘ج ليّضٝ ثٌضثٚيضيٓ ثٌمطذيضيٓ ػٕذ ٔمطضٝ ؽشفٝ ثٌمٛطع 

3r، : عٚؽذ ؽٛي لٛط وً ِٕحٕٝ 3ِغجي ) a sin
3


   

 ع3إٌٝ    ِٓ0ٍِحٛظز : ثٌّٕحٕٝ ٘ٛ ثٌّحً ثٌٕٙذعٝ ٔمطز يضؼيش ِٛػؼٙج ػٕذِج صضغيش 



2r  ثٌحً :  a sin cos
3 3

 
      ٛ٘ ٌٕٝزٌه يىْٛ ؽٛي ثٌمٛط ثٌّٕح 

2

2 2 4 2

0

2

2

0

S a sin a sin cos d
3 2 2

3 a
a sin d

2 2





  


 


 

 





 

 

 

 

 

 

 ( 3-4ذّاسيٓ )

yع غخ ؽٛي لٛط ثٌّٕحٕٝ  -1 2 x  ِٓx 0   ٌٝإx = 1 ع 

xyعٚؽذ ؽٛي لٛط ثٌّٕحٕٝ  -2 e  ٓثٌزٜ يمغ ديٓ ثٌٕمطضي(1,e),  ع(0,1)

 عٚؽذ ؽٛي ثٌمٛط ٌٍّٕحٕٝ  -3
x a(cos t t sin t)

y a(sin t t cos t)

 

 
 

  ِٓt = 0   ٌٝإt = Tع 

1عٚؽذ ؽٛي لٛط ثٌّٕحٕٝ   -4 1
r

2 r


 
  

 
   ِٓr = 1  ٌٝإr = 3ع 

 

 حغاب حجَٛ اٌّجغّاخ.

 حجُ اٌجغُ اٌذٚسأٝ. -1

 xِٚحففٛس  y = f(x)ِففٓ دٚسثْ ثٌّغففج ز ثٌّحففذٚدر دففجٌّٕحٕٝ  ؾففُ ثٌؾغففُ ثٌففزٜ يضىففْٛ  

 ع  yعٚ  ٛي ِحٛس  x ٛي ِحٛس  x = b, x = aٚثٌخطيٓ ثٌشععييٓ 
b

2
x

a

V y dx        (1) 

 عٚ 
b

y

a

V 2 xydx        (2) 

y، : ع غففخ  ؾففُ ثٌؾغففُ ثٌّىففْٛ ِففٓ دٚسثْ ثٌشففىً دفففشع ٚث ففذ ِففٓ ثٌّٕحٕففٝ 2ِغففجي ) sin x 

0ٚثٌؾضء  x    ِحٛس ِٓx  

 y)ح،  ٛي ِحٛس   x)ع،  ٛي ِحٛس  

    ثٌحً : )ع، 
2

2
x

0

V sin x dx
2




  

y    )ح،        

0

V 2 x sin x dx



  



      2

0
2 xcos x sin x 2


     

ِٚحفٛس  x = g(y)ٌٍشىً ثٌّحذٚد دجٌّٕحٕٝ  yٚ ؾُ ثٌؾغُ ثٌٕجصؼ ِٓ ثٌذٚسثْ  ٛي ِحٛس  

y  ٓٚثٌخطيٓ ثٌّضٛثصييy = d, y = c    يؼيٓ دجٌظيغز
d

2
y

c

V x dy  

ٌشففىً  x, yففٝ ثٌحجٌفز ثٌؼجِففز صضؼفيٓ  ؾفَٛ ثلؽغففجَ ثٌٕجصؾفز ِفٓ ثٌففذٚسثْ  فٛي ِحففٛسٜ  

1دفجٌّٕحٕييٓ  2y f (x), y f (x)   1) يفظ 2f (x) f (x)  ٚثٌخطفٛؽ ثٌّغفضميّز ،x = a, x = b   ِفٓ ثٌظفي

 ثلآصيز ػٍٝ ثٌضشصيخ

     

b

2 2
x 2 1

a

b
2 2

2 1

a

V y y dx

f x f x dx





  
 

  
  





 

ٚ 

 
b

y 2 1

a

V 2 x f (x) f (x) dx   

ٌٍذثةشر  x، : عٚؽذ ثٌحؾُ ثٌٕجصؼ ِٓ ثٌذٚسثْ  ٛي ِحٛس 2ِغجي ) b a 2ع 2 2x (y b) a   

 لْ ِؼجدٌز ثٌذثةشر صؼطٝ دثٌز  يش ٚ يذر ثٌميّز فئٕٔج ٔؼضذش :ثٌحً 
2 2

1

2 2
2

y b a x

y b a x

  

  

 

 ػٕذةز 

   
a

2 2
2 2 2 2

x

a

a

2 2 2 2

a

V b a x b a x dx

4b a x dx 2 a b



 





 
      

 

  





 

xٚثٌضىجًِ ثلخيش يّىٓ إيؾجدٖ دجعضؼّجي ثٌضؼٛيغ  asin t 

 

 

 

 

 (4-4ذّاسيٓ )

2yٌٍشفىً ثٌّحفذٚد دفجٌّٕحٕٝ  xعٚؽذ  ؾُ ثٌؾغُ ثٌٕجصؼ ِٓ ثٌؾذٚسثْ  ٛي ِحٛس  -1 sin x  ٝفف

xثٌفضشر ديٓ  , x 0  

xyعٚؽذ ثٌحؾفَٛ ثٌٕجصؾفز ػٕفذ دٚسثْ ثٌّغفج ز ثٌّحظفٛسر دفيٓ ثٌّٕحٕفٝ  -2 0, x 0, y e    فٛي 

 y)ح، ِحٛس       x)ع، ِحٛس 

 



 ِغاحح اٌغطح إٌاذج ِٓ اٌذٚساْ -2

yِغج ز ثٌغطو ثٌٕجصؼ ِفٓ دٚسثْ ؽفضء ثٌّٕحٕفٝ   f (x)  ٓدفيٓ ثٌٕمطضفيx = b,  x = a  فٛي 

 يؼذش ػٕٙج دجٌضىجًِ  xِحٛس 
b

2
x

a

S 2 y 1 y dx    

ٌففففشع ِفففٓ ثٌّٕحٕفففٝ  x، : عٚؽفففذ ِغفففج ز ثٌغفففطو ثٌٕفففجصؼ ِفففٓ ثٌفففذٚسثْ  فففٛي ِحفففٛس 1ِغفففجي )
2 2gy x(3 x)  

0ثٌحً :ٌٍؾضء ثٌؼٍٜٛ ِٓ ثٌّٕحٕٝ ػٕذِج  x 3   ْٛيى 

3

0

1
y (3 x) x

3

x 1
s 2 (3 x) x dx 3

2 x
 

 


   

 

 ٝ ثٌغفففىٍٛيذ  ، : عٚؽفففذ ِغفففج ز ثٌغفففطو ثٌٕفففجصؼ ِفففٓ دٚسثْ لفففٛط ٚث فففذ ِفففٓ ِٕحٕففف2ِغفففجي )

x a(t sin t), y a(1 cos t)    ٛي ِحٛس ثٌضّجعًع  

x فٛي ثٌخفؾ ثٌّغفضميُ ثٌفزٜ ِؼجدٌضفٗ  oAثٌحً : ثٌغطو ثٌّطٍٛح يضىْٛ ِٓ دٚسثْ ثٌمفٛط  a 

xوّضغيش ِغضمً ِٚلا ظز عْ ِحٛس ثٌذٚسثْ  yيأخز  a  يذؼذ ِغجفز لذس٘جa  ػٕفذ ِحفٛس

y  ْٔؾذ ع 

 
2a

a

2a

0

ds
S 2 a x dy

dy

2 ( a x) 1 x 2dy

 

 

 

  





 

 

 

22 00 y

0

a

2

a

2

2 a at a sin t x dt

t
2 a at a sin t 2a sin t dt

2

t t t
4 a sin t sin sin t sin dt

2 2 2

t t
4a 2 cos 2t cos

2 2







 

 

 



  

  

 
   

 

 
   

 







 

 

 ِغائً ِحٌٍٛح 

ِغففففج ز ثٌّٕطمففففز ثٌّحففففذٚدر دففففجٌمطغ ثٌّىففففجفب عٚؽففففذ  -1 21
y 8 2x x

4
    ٕٝٚثٌّحففففٛس ثٌغففففي

 21
L(x) y 8 2x x

4
    ع 



صؼطففٝ  Aثٌحففً : ثٌّغففج ز ثٌّطٍٛدففز ٘ففٝ ثٌّغففج ز ثٌّظٍٍففز فففٝ ثٌشففىً ثٌّمجدففً ٚ٘ففزٖ ثٌّغففج ز 

 دجٌؼلاِز 

 
b 4

2

a 2

4
2 3

2

1
A L(x)dx 8 2x x dx

4

1 1
8x x x 9

4 3





   

 
   

 

 
 

2yعٚؽذ ثٌّغج ز ثٌّحذٚدر دجٌّٕحٕٝ  -2 x(x 3)    ُٚثٌّحٛس ثٌغيٕٝ ٚثٌخؾ ثٌّغضميx = 2 

 ثٌحً : 

 
2 2

2 3 2

0 0

2
4 3 2

0

A x(x 3) dx x 6x 9x dx

1 9
x 2x x 6

4 2

    

 
    
 

 
 

 ػٕذ  غجح ثٌّغج ز ع yيلا ع عٕٔج عخزٔج ث شجسر ثٌّٛؽذز ٌـ  

2عٚؽذ ِغج ز ثٌّٕطمز ثٌّحذٚدر دجٌّٕحٕيٓ  -3 2y x 2, y 6 x    

2ثٌحففً : عٚق ٔٛؽففذ ٔمففؾ صمففجؽغ ثٌّٕحٕففٝ  2y x 2, y 6 x     ٝٚدجٌضففجٌٝ صىففْٛ  (2 ,2-) ,(2 ,2)ٚ٘فف

 ثٌّغج ز ثٌّطٍٛدز ٘ٝ 

    
2

2 2

2

A 6 x x 2 dx



     

2لْ  26 x x 2    ٌُىً ليx   [2 ,2-]فٝ ثٌفضشر 

 
2

2

2

64
A 8 2x dx

3


     

2عٚؽفففذ ِغفففج ز ثٌّٕطمفففز ثٌّحفففذٚدر دجٌشفففىً ثٌذيفففجٔٝ ٌٍذثٌفففز  -4 2f (x) x x 8x 8     ٚثٌّغفففضميّجس

y 0,x 0,x 2   

1ثٌحً : ثٌّغج ز ثٌّطٍٛدز ِىٛٔز ِٓ ؽضةيٓ  2A A A    يظ  

 

 

1

3 2
1

0

2 2

3 2
2

1 1

47
A x x 8x 8 dx

12

31
A f (x)dx x x 8x 8 dx

12

47 31 78 13
A

12 12 12 2

    

       

    



   

2yعٚؽذ ِغج ز ثٌّٕطمز ديٓ ثٌّحٛس ثٌظجدٜ ٚثٌمطغ ثٌّىجفب  -5 6y 2x 5 0    

 ثٌحً : 
2y 6y 2x 5 0

6I 36 4(2x 5)
y 3I 4 2x

2

   

 
   

 



yٚ٘ففٝ ثٌّغفففج ز ثٌّحففذٚدر دفففجٌّٕحٕٝ  1Aثٌّغففج ز ثٌّطٍٛدففز صضىفففْٛ ِففٓ ؽفففضةييٓ  3 4 2x   

ٚ٘ففٝ ثٌّغففج ز ثٌّحففذٚدر دففجٌّٕحٕٝ  2A)عػففلاٖ، ع   y = 3ٚثٌّحففٛس ثٌظففجدٜ ٚثٌّغففضميُ  

2y 3 4 2x    ُٚثٌّحٛس ثٌظجدٜ ٚثٌّغضميy = 3  ععفٍٗع( 

 
b

1 2

a

A y y dx    

 فئْ  2إٌٝ   0صضغيش ِٓ  x يظ عْ 

 
2 2

3/ 2

0 0

2 16
A 2 4 2x dx 4 2x

3 3
        

 ؽشيمز عخشٜ

 

2

2

y 6y 2x 5 0

1
x y 6y 5

2

   

    
 

1 يظ عْ   y 5   ْفئ 

 
5

2

1

1 16
A y 6y 5 dy

2 3
      

 ع  rعٚؽذ  ؾُ ثٌىشر ثٌضٝ ٔظ  لطش٘ج  -6

2ثٌحففً : ثٌىففشر يّىففٓ ثػضذجس٘ففج ؽغففّجً دٚسثٔيففجً يٕشففأ دففذٚسثْ ثٌففذثةشر   2 2x y r   ففٛي ثٌّحففٛس 

 وّج فٝ ثٌشىً ثٌّمجدًع ٚدزٌه يىْٛ  ؾُ ثٌىشر ِغجٚيجً  oxثٌغيٕٝ  

 
r r

2 2 2 3

r r

4
V y dx r x dx r

3
  

 

      

سثْ ثٌّٕطمفز ففٝ ثٌشدفغ ثلٚي ثٌّحفذٚدر دفجٌّؼٕٝ عٚؽذ  ؾُ ثٌؾغُ ثٌذٚسثٔٝ ثٌٕجشب ػفٓ دٚ -7
3y x  ٜٚثٌّحٛس ثٌظجدoy  ُٚثٌخؾ ثٌّغضميy = 4 ٛي ثٌّحٛس ثٌظجدٜع  

ثٌحففً : ثٌّٕطمففز ثٌّحففذدر فففٝ ثٌّغففأٌز ٘ففٝ ثٌّٕطمففز ثٌّظٍٍففز فففٝ ثٌشففىً ثٌّمجدففً ٚدففذٚسثٔٙج صىففْٛ 

2ِٕٙفففج  (x, y)ِغفففج ز دثةفففشر دٚسثْ ثٌٕمطفففز  2/3A x y    ْ0ٚ يفففظ ع y 4   ُففففئْ ثٌحؾففف

 ٘ٛ  Vثٌّطٍٛح 
4 4

2/3 5/3

0 0

3
V Ady y .4 6.05

5
        

4عٚؽذ  ؾُ ثٌؾغُ ثٌٕجشب دذٚسثْ ثٌّٕطمز ثٌّحذٚدر دجٌّٕحٕٝ  -8
y

x
  ُٚثٌخفؾ ثٌّغفضميy 5 x  

 ع ox ٛي ثٌّحٛس ثٌغيٕٝ 

٘فٝ ثٌّٕطمفز ثٌّظٍٍفز دجٌشفىً  y = 5 - xٚثٌّغضميُ  xy = 4ثٌحً : ثٌّٕطمز ثٌّحظٛسر ديٓ ثٌّٕحٕٝ 

 ثٌّمجدًع ٌٚزٌه 

 
2

2 2

2

4 16
A 5 x 25 10x x

x x
 
    

          
     

 



yِٓ ٘زٖ ثٌّٕطمفزع ِٚفٓ صمفجؽغ ثٌّغفضميُ   (x, y)صّغً ِغج ز ثٌذثةشر ثٌٕجصؾز دذٚسثْ ٔمطز  5 x  

4ٚثٌّٕحٕٝ 
y

x
  ْ1ٔؾذ ع x 4   ٛ٘ ٚػٍٝ رٌه فئْ ثٌحؾُ ثٌّطٍٛح 

4

2

2

1

4
3

2

1

16
V 25 10x x dx

x

x 16
25x 5x 9

3 x



 

 
    

 

 
     

  


 

عٚؽفففذ  ؾفففُ ؽغففففُ ػٍفففٝ شففففىً دفففٛق ٔجشففففب ػٕفففذ دٚسثْ ثٌّٕطمففففز ثٌّحفففذٚدر دجٌّٕحٕيففففجس  -9
1

x y, y 0, x 1
2

     ُٛي ثٌخؾ ثٌّغضمي x = 1 ع 

2yثٌحفً : ثٌّغفج ز دفيٓ ثٌّٕحٕفٝ  4x  ُٚثٌّغفضميx = 1  وّفج ٘فٝ ِظٍٍفز دجٌشفىً ثٌّمجدفً، صففذٚس(

2Aٌضىْٛ  x = 1 ٛي  (1 x)   ٘فٝ ِغفج ز ثٌفذثةشر ثٌٕجصؾفز ػفٓ دٚسثْ ٔمطفز (x, y)  ٖففٝ ٘فز

ثٌّٕطمففزع 
2

1
A 1 2

2

 

   
 

1ٚثٌمطففغ ثٌّىففجفب    x = 1ِٚففٓ صمففجؽغ ثٌّغففضميُ  
x y

2
  ْٔؾففذ ع

0 y 4   ٛ٘ ٌٚزٌه يىْٛ  ؾُ ثٌؾغُ ثٌذٚسثٔٝ ثٌٕجشب 
4 4

2

0 0

1 2
V A dy 1 y y dy

4 3
 
 

     
    

عػطيففففففففش إ ففففففففذثعيجس ثٌٕمطففففففففز  -11 P x, y  ٌٍففففففففذٚيشٜ ثٌضحضففففففففٝ رٜ ثٌمشٔففففففففجس ثلسدؼففففففففز
3 3x acos , y asin    عٚؽذ ؽٛي ثٌّٕحٕٝ ثٌىٍٝع 

/إٌففٝ  Gِففٓ  ثٌحففً : ػٕففذِج صضغيففش  2  ٔشعففُ ثٌٕمطففز ع ؽففضء ثٌّٕحٕففٝ ثٌشثدففغ فففٝ ثٌشدففغ ثلٚيع(

 وزٌه ٔغضٕضؼ عْ 
2/3 2/3 2/3 2 2 2/3x y a (cos sin ) a      

 ٌزٌهع   Lيمغ ؽضء ثٌّٕحٕٝ فٝ ثٌشدغ ثلٚي ديٓ لشٔيٓ ٚيغجٜٚ ؽٌٛٗ سدغ ثٌطٛي ثٌىٍٝ 
/ 2

2 2

0

L 4 dx dy

 







   

 ٚٔحظً ِٓ ِؼجدٌز ثٌّٕحٕٝ ػٍٝ 
2 2dy 3acos sin d , dx 3asin cos d        

 ٚيٕضؼ ِٓ رٌه عْ 
/ 2

0

L 4 3a cos sin d 6a



     

2دٚسس ثٌّٕطمففز ثٌضففٝ دثخففً ثٌففذثةشر  -11 2 2x y a   ففٛي ثٌّحففٛس x  ٌففضىٓ وففشر ِؾغففّزع عٚؽففذ

  ؾّٙجع 

 فئْ  oxثٌحً : إرث صظٛسٔج عْ ثٌىشر لذ لطؼش إٌٝ ششثةو سليمز دّغضٛيجس ػّٛديز ػٍٝ ثٌّحٛس 

 2 2 2V y x a x x        

 ٘ٛ :  Vصؼطٝ  ؾُ ثٌششيحز ٚدزٌه يىْٛ  ؾُ ثٌىشر 



 
a

2 2 3

a

4
V a x dx a

3
 



    

 

 ذّاسيٓ 

2yثٌّحظٛسر ديٓ ثٌّٕحٕٝ  عٚؽذ ثٌّغج ز -1 4 x   ُٚثٌخؾ ثٌّغضميy 3 0 ع 

2عٚؽذ ثٌّغج ز ثٌّحظٛسر ديٓ ثٌّٕحٕٝ  -2 2 2y a x , y x    ٚرٌه فٝ ثٌفضشرx , x 0 ع 

yعٚؽذ ثٌحؾُ ثٌذٚسثٔٝ ثٌٕجصؼ ِٓ دٚسثْ  -3 sin x  ٓديx ,x 0   ٛي ثٌّحٛس oxع 

 عaٚٔظ  لطش لجػذصٗ  hعٚؽذ  ؾُ ثٌّخشٚؽ ثٌذثةشٜ ثٌمجةُ ثٌزٜ ثسصفجػٗ  -4

2ففٝ ثٌىفشر ثٌٕجصؾفز ػفٓ دٚسثْ ثٌفذثةشر   a فش عمخ دمطش  -5 2 2x y a   فٛي ثٌّحفٛس ox ع عٚؽفذ

 )ح، دجلٝ ثٌىشرع   ؾُ ولا ِٓ )ع، ثٌغمخ ثٌٕجصؼع

 عٚؽذ عؽٛثي ثٌّٕحٕيجس -6
i-  2 2y 4a x ; x 0,a ;a 0.    

ii- 2r a sec ; 0 / 2.
2


     

iii- 2y 2x x , y 0, y 1     

iv- 2 3x y y , x 0    

v- y 4cos2x; 0 x     

yعٚؽفذ ِغفج ز ثٌغفطو ثٌفذٚسثٔٝ ثٌٕففجصؼ ػفٓ دٚسثْ ثٌمطفغ ثٌٕفجلض  -7 bcos t, x a sin t   ْإرث وففج

 ثٌّحٛس ثلوذش -ح  ثٌّحٛس ثلطغش -ثٌذٚسثْ  ٛي  ع
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 الإحداثيات القطبيةالفصل الأول: 
 

في دراستنا السابقة كنا نحدد موضع أي نقطة في مستوى من خلال 

,محورين متعامدين  x y   الإحداثيات الإقليدية  اسمو هو ما يطلق عليه

 احتياجاتتلبي كل  .و لكن في الحقيقة إن هذه الإحداثيات لا الكارتيزيةأو 

جيا والتكنول ابتكاراتالهندسة ولا تغطي كل الظواهر الطبيعية ناهيك عن 

 العلمية الحديثة.         

 

وعلى سبيل المثال فإن حركة كوكب ما مثل الأرض تكون في مدار  

وصف موضع حول الشمس و في مثل هذه الحالات يكون من المناسب 

و هو ما rو البعد عن نقطة ثابتة  النقطة من خلال الزاوية الاتجاهية

 الإحداثيات القطبية   اسميطلق عليه 

 
 

 العلاقة بين الإحداثيات القطبية و الإقليدية 

القطبية  الإحداثياتتتعين العلاقة بين  ,r   الكارتيزيةو (y, x و كذا )

 العلاقة العكسية من المعادلات التالية:

cos , sinx r y r                                                      (1) 
2 2 2, tan

y

x
r x y                                                         (2) 

 

 

 

  

 

 

 المحور الابتدائي      القطب                     محور 

 محور 
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 (: 1مثال)

ذات الإحداثيات القطبيةpللنقطة  الكارتيزيةأوجد الإحداثيات  6,2 / 3 

 

 الحل: 

2بالتعويض عن 3l and 6r  ( تحصل على1في ) 
32 21

3 2 3 2
6cos 6( ) 3, 6sin 6( ) 3 3x y          

هي      pللنقطة  الكارتيزيةإذن الإحداثيات  3,3 3  و ذلك كما  ،

 يوضحه الرسم التالي
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 (:2مثال)

أوجد الإحداثيات القطبية للنقطة  2,2 3P  

 الحل: 

 والقطبية فإن   الكارتيزيةالعلاقة بين الإحداثيات  باستخدام
2 2 2 2 2( 2) (2 3) 4 12 16r x y         

2 3

2
tan 3

y

x



    

تحقق  تقع في الربع الثاني فإن الزاوية ةو حيث أن النقطة المعطا

. 2    وبالتالي فإن 
2

3


  

إذن النقطة هي
2

4,
3

 
 
 
المناظرة للنقطة  pوبالتالي فإن جميع النقاط  

 المعطاة هي:   
2 2

4, 2 4, 2
3 3

n or n
 

 
   

     
   
 

 عدد صحيح nحيث 
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 (3مثال)

 :الكارتيزيةحول المعادلات التالية إلى الإحداثيات  

    8cos 0r    
 الحل:

2نحصل على  rبالضرب في  8 cosr r   

cosو حيث أن  , sinx r y r   

2هي  الكارتيزيةإذن المعادلة  2 8x y x   

 

 

 

 الرسم في الإحداثيات القطبية 

 

سوف ندرس الآن مسألة رسم المعادلة  r f   في الإحداثيات

 مقاسة بالتقدير الدائري القطبية. حيث 

 

 :  (4) مثال

sinrمنحنى الدالة ارسم   في الإحداثيات القطبية و ذلك من خلال

تحديد مجموعة نقاط داخل النطاق  0,  

  الحل:

في الجدول التالي سوف نسجل مجموعة نقاط مختارة داخل النطاق 

 0,.   وقيمr  المناظرة 

 5

3


 

2

3


 

2


 

3


 

6


 

0  

0 1

2
 3

2
 

1 3

2
 

1

2
 0 r 

 وهذه النقاط سوف نرسمها في الشكل التالي
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النقظظاط تظهظظر كمظظا لظظو كانظظم تقظظع علظظى محظظي  دائظظرة و فظظي لاحظظأ أن هظظذه 

sinrالحقيقظظة فإننظظا إذا وصظظفنا المنحنظظظى   ةالكارتيزيظظظفظظي الإحظظداثيات 

2إذن   rسوف نجد الآتي:  لنضرب طرفي المعادلة في  sinr r  

 

2  وحيث أن 2 2r x y   

 

2إذن  2x y y  

 

  وهو ما يمكن كتابته على الصورة 
22 1 1

2 4
x y   

 

و هي معادلة دائرة مركزها
1

0,
2

 
 
 
و نصف قطرها 

1

2
                                                             

 

 

 :  (5مثال )

المنحنى  ارسم  1 cosr a    في الإحداثيات القطبية بفرض أنa 

ثابم موجب في الفترة  0,2   
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  الحل:

cosrلنكتب المعادلة بالصورة  a a           نلاحأ أن استبدال  بـ

    لا تغير من المعادلة و التالي سوف نرسم الجزء العلوي

 0,  ثم نرسم جزء مماثل في الجزء السفلي 0,    والذي

يناظر  ,2    . 

 

لمجموعة نقاط مختارة داخل  النطاق  rو بحساب قيم  0,    نجد

 الجدول التالي 

 

 2

3


 

2


 

3


 0  

2a 3

2

a
 a 

2

a
 0 r 

 

 و عند رسمها تكون بالشكل التالي 

 

 
 

 و عند إضافة الجزء السفلي نحصل على الشكل التالي 
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 معادلة المماس و طول القوس للمنحنيات الموصوفة بارامتريا  

 

 ميل المماس

 المنحنيات الموصوفة بالشكل التالي  الاعتبارنأخذ في 
( ), ( )x f t y g t   

و التي فيها تكون   ,f t g t لها مشتقة  أولى  متصلة . و بفرض أن

0
dx

dt
   

 توصف بـ xبالنسبة لـ  yفإن مشتقة  
dy

dt
dx

dt

dy

dx
  

           

  : (6مثال )

 أوجد ميل المماس للدائرة التي نصف قطرها واحد 
cos , sin (0 2 )x t y t t     

عند النقطة
6

t
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  الحل:

 في هذه الحالة فإن ميل المماس عند أي نقطة يتعسن من 

cos

sin
cot

dy

tdt
dx t

dt

dy
t

dx


     

و بالتالي فإن الميل عند النقطة 
6

t


 

6

6
cot 3

t

dy

dx 





     

 
 

 

 

  (:7مثال)

فراشة تطير بين الأغصان سالكة المسار الموصوف بالمعادلتين 

 البارامتريتين

x=t-3 sin t ,   y=4-3 cos t        ( 0t  ) 

 أفقيا  ) أ (حدد اللحظات الزمنية التي كانم تطير فيها الفراشة 

 ) ب ( حدد اللحظات الزمنية التي كانم تطير فيها الفراشة رأسيا  

 الحل :

0) أ ( تطير الفراشة أفقيا  عندما
dy

dt
    0بينما

dx

dt
  

 وحيث أن    
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sinفإن  0t  0      والتي تحدث عند النقاط, ,2 ,...,t k        

 

,إذن تطير الفراشة أفقيا  عند اللحظات الزمنية  0,1,2,...t k k  

 

0) ب ( تطير الفراشة رأسيا  عندما
dy

dt
  0بينما

dx

dt
  أي عندما

1 3cos 0t  
 

أي 
1

cos
3

t     1و هذا يحدث عندما 1
2 cos

3
t k   

 

 

 
 

 

 

 

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

6.0

7.0

8.0

-4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

y

x

y
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 معادلة المماس  

في هذه الحالة يوصف المنحنى بالمعادلة  r f   في الإحداثيات

                                        القطبية و بالتالي يكون 
( )cos , ( )sinx f y f     

 و منها

 

0و على ذلك فإذا كانم 
dx

d
 فإن 

 
 

 

 

  (:8مثال)

4cosrأوجد ميل المماس للدائرة    عند النقطة
4


   

 الحل: 

 

و حيث أن عند النقطة
4


  يكون 

sin  = cos =1/√2 
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 إذن الميل يساوي الصفر

4

0
dy

m
dx  

   

 و بالتالي فإن المماس يكون أفقيا عند النقطة
4


  

  (:9مثال)

عند =3+sinrأكتب معادلة المماس للمنحنى 
6
 . 

 

 الحل:

  
 

 

 بحساب المشتقة

 
 و بالتالي يصبح
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 إذن الميل يساوي

 

 
 

الآن عند 
6
   7=يكونr  المناظرة ةالكارتيزيو تكون الإحداثيات 

 
 

 إذن معادلة المماس

 
 

 و يوضح ذلك الرسم التالي:
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 طول القوس للمنحنيات الموصوفة في الاحداثيات القطبية 

)يوصف طول القوس للمنحنى المعطى بالمعادلة )r f  

بين القيمتين    إلى  من القانون 

 
 (:01مثال)

rأوجد طول القوس للدالة e


 0بين   إلى   

 الحل:
dr
d

r e e  
 

  

 وبالتالي

 
 

 ويوضح ذلك الرسم التالي:
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 تمارين

 

 حول النقاط التالية إلى الإحداثيات المطلوبة:(0)

)أ(      4,2 / 3  ةالكارتيزيإلى الإحداثيات 

)ب(       1, 1  إلى الإحداثيات القطبية 

 

 النقاط التالية إلى الإحداثيات الكرتيزيةحول (2)

  
 

 حول النقاط التالية إلى الإحداثيات القطبية(3)

 
 

 حول المعادلات التالية إلى الإحداثيات المطلوبة:(4)

3cosr)أ(       ةالكارتيزيإلى الإحداثيات 

32)ب(      5 1x x xy   إلى الإحداثيات القطبية 

 

( المعظظظادلات التاليظظظة لمنحنيظظظات فظظظي  الإحظظظداثيات القطبيظظظة.  حظظظدد نظظظوع 5)

 :المنحني مع التوضيح بالرسم

)أ(   

cosr)ب(  a  

sinr)ج(  b  

 

   المنحنى ارسم(  6)

x=t-3 sin t ,   y=4-3 cos t        ( 0t  )   
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3 ياتالمنحن ارسم(  7)
4

, cos sin 3r and r     و ذلك في شكل

 .واحد

 

1(أوجظد النقظظاط علظى منحنظظى الكاردويظد 8) cosr   التظظي يكظون عنظظدها

 المماس أفقيا أو رأسيا. 

 

 .( أوجد ميل المماس للمنحنيات التالية عند النقاط المناظرة 9)

 
 

1( أوجد الطول الكلي لمنحنى الكاردويد للدالة10) cosr   . 

 

,( أوجد طول المنحنى 11) 0 1r    . 
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 القطوع المخروطيةالفصل الثاني 
قطع سطح مستوي لمخروط كما هو واضح  تنتج القطوع المخروطية عند

 من الأشكال التالية:

 

 
 دائرة                                                       قطع ناقص      

 
 قطع مكافئ                                                 قطع زائد      
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 قطع زائد( -قطع مكافئ -قطع ناقص -القطوع المخروطية الأربعة )دائرة

 

 

 القطع المكافئ

القطع المكافئ: هو المسار الذي ترسمه نقطة مادية تتحرك بحيث يكون 

بعدها عن نقطة ثابتة )تسمى البؤرة( مساويا  بعدها عن مستقيم ثابم 

 )يسمى الدليل(.
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( فظظظإن النقطظظظة 1وفظظظي الشظظظكل ) ,P x y تقظظظع علظظظى القطظظظع المكظظظافئ  و

 ,0F P  هي البؤرة أمظا المسظتقيمx P  والظذي تقظع عليظه النقطظةD 

التي إحداثياتها  ,P y .هو الدليل للقطع المكافئ 

PFإن من التعريف ف PD 

 ومن صيغة تعريف المسافة بين نقطتين

   
2 22 andPF x p y PD x p    

 

 أي أن

   
2 22x p y x p     

 وبعد تبسي  هذه المعادلة تصبح

2 4y px  

ورأسظه  xوهي الصيغة القياسية لمعادلة القطع المكافئ الذي محظوره هظو 

( مجموعظة مظن القطظوع المكافمظة مختلفظة 2عند نقطة الأصل. فظي الشظكل )

 البؤرة والدليل مع معادلة كل منها.

 
           (a)                       (b)               (c)                d) 
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 : ( 1)مثال

2أوجد بؤرة ودليل القطع المكافئ  8x y 

 الحل:

2بالمقارنة مع المعادل القياسية   4x px  أي أن محوره هوy  إذا .

2p   وبالتالي إحداثيات البؤرة هي   0, 0,2F p . 

2yأما الدليل فمعادلته  p y     

 (.c.2انظر شكل )

 

 على المثال السابق: تطبيق

2xالقطع المكافئ  ay     

,0البؤرة      yمحوره
4

a 
 
 

الدليل      
4

a
y


     ورأسه 0,0 

2yالقطع المكافئ  bx     

0,البؤرة      xمحوره
4

b 
 
 

الدليل      
4

b
x


     ورأسه 0,0 

2القطع المكافئ  8y x     

البؤرة     xمحوره 2,0       2الدليلx    ورأسه 0,0 
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 إزاحة الإحداثيات:

إذا أزيحم نقطة الأصل من النقطة  0,0  إلى النقطة ,h k  فإن

بالمحاور الأصلية  pإحداثيات النقطة  ,x y  ترتب  بالإحداثيات

بالمحاور الجديدة  ,x y بالعلاقة 

 
,x x h y y k     

 أو

,x x h y y k     

 : (2)مثال

 ادرس صفات القطع المكافئ

2 4 y x  

 الحل: 

 بإكمال المربع

   
2

4 2y x    
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وبالمقارنة مع الصورة العامة مع نقل المحاور إلى نقطة الأصل

24y px 

هذا القطع رأسه    , 0,0x y   ومحورهy. 

 إذن رأس القطع هي

2 0 2

4 0 4

x x

y y

    

     

1وحيث أن  4p   فإن البؤرة نسبة إلى المحاور الجديدة هي 0,1 4 

 وبعد الأصلية

2 2, 4 1 4 4 15 4x x y y            

البؤرة نسبة إلى المحاور الأصلية هي  2,5 1 4  

4والدليل  1 4 17 4x      
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 القطع الناقص

القطع الناقص: هو المسار الذي ترسمه نقطظة ماديظة تتحظرك بحيظث يكظون 

 مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتين )هما البؤرتان( مقدارا  ثابتا .

وتكون نقطة المنتصف بظين البظؤرتين هظي مركظز القطظع. والخظ  المسظتقيم 

المحظور الأكبظر. أمظا الخظ  العمظودي عليظه مظارا  الواقع عليه البظؤرتين هظو 

 بمركز القطع فهو المحور الأصغر.

 

( فإن 1وفي شكل )   ,0 , ,0F c F c   هما البؤرتان  والمحظور الأكبظر

 .yوالأصغر يقع على المحور  xيقع على محور 

 
 

 نقطة على القطع. ومن التعريف Qوحيث أن 
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2 2

2 2

2 2

2

*

b c a c a c

a b c

c a b

    

 

 

 

 الآن لنشتق معادلة القطع الناقص.

 
 ومن التعريف فإن

2PF PF a    

 هو طول المحور الأكبر. 2aحيث 

   
2 22 2 2x c y x c y a       

     

 

2 2 22 2 2 2

2 2

4 4x c y a a x c y x c y

c
x c y a x

a

        

   

 

2 2

2 2 2
1

x y

a a c
 


 

 وباستعمال المعادلة )*(
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2 2

2 2
1 1

x y

a b
  

المعادلة  1  هي المعادلة القياسية للقطع الناقص الذي مركزه 0,0 

 .xومحوره الأكبر على محور 

 
عنه  xوتختلف معادلة القطع الناقص إذا كان المحور الأكبر هو محور 

 .  و يوضح ذلك الشكل التالي:yكان المحور الأكبر هو محورإذا كان 

 

 

           
2 2

2 2
1

x y

a b
                               

2 2

2 2
1

x y

b a
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 :( 3)مثال

 صفات القطع الناقص ادرس 

2 2

1
9 4

x y
  

 الحل: 

 بالمقارنة مع المعادلة القياسية نجد أن

2 2

2 2 2

9, 4 3, 2

5 5

a b a b

c a b c

    

     
 

إذن البؤرتان     ,0 , ,0c c     أي   5,0 , 5,0 

2وطوله  xوالمحور الأكبر يقع على محور  6a  

2وطوله  yوالمحور الأصغر يقع على محور  4b . 

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 

 ( :4مثال)

 صفات القطع الموصوف   بالمعادلة ادرس
2 29 4 36 8 4 0x y x y     

 الحل: 

 بإكمال المربع نجد أن

   
2 2

9 2 4 1 36x y    

 36أو بالقسمة على 

   
2 2

2 1
1

4 9

x y 
  

 وهي معادلة قطع ناقص مركزه
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2 0 2, 1 0 1x x y y         

 0 2,1 

وطوله     yالمحور الأكبر على محور  2 9 2 3 6  

 .4وطوله  xوالمحور الاصغر على محور 

وذلك بالمقارنة بمعادلة القطع القياسية 
2 2

2 2
1

x y

b a
   

2 2 2 5 5c a b c    

إذن البؤرتين  2,1 5  

 

------------------------------------------------------------------- 

 

له نفظس إشظارة  2xملاحظة: في المعادلة التربيعية التي يكون فيها معامل 

فظظإن المعادلظظة تظظؤول بإكمظظال المربظظع إلظظى قطظظع نظظاقص. أمظظا إذا  2yمعامظظل 

 كانم الإشارتان مختلفتان فإن القطع سوف يكون زائدا .

--------------------------------------------- 

 

 تمرين: 

صفات القطع الموصوف بالمعادلة      ادرس
2 2

1
9 4

x y
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 القطع الزائد

الزائد: هو المسار الذي ترسمه نقطة مادية تتحرك بحيث يكون القطع 

 الفرق بين بعديها من نقطتين ثابتتين )هما البؤرتان( مقدارا  ثابتا .

 
 

 هي xالمعادلة القياسية للقطع الزائد المتماثل حول محور 

2 2

2 2
1

x y

a b
  

ورأسه هي نقطة الأصل  0,0  وبؤرتيه هما ,0c حيث 

 2 2 2 2c a b  
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( إذا تمّ 1معادلتا الخطوط التقاربية للقطع يمكن الحصول عليها من )

 في الطرف الأيمن من معادلة القطع الزائد لتصبح 1وضع صفر بدلا  من 

2 2 2
2 2

2 2 2
0 or or

x y b b
y x y x

aa b a
     

 وهي معادلتا الخطوط التقاربية للقطع الزائد.

عنه إذا  xإذا كان المحور الأكبر هو محور  الزائد وتختلف معادلة القطع 

 .  و يوضح ذلك الشكل التالي:yكان المحور الأكبر هو محوركان 

 

 

           
2 2

2 2
1

x y

a b
                               

2 2

2 2
1

x y

b a
   

 

 : (5)مثال

 المعادلة ادرس

2 2 4 8 21 0x y x y     
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 الحل: 

 بإكمال المربع

2 24 ( 8 ) 21 0x x y y      

2 2( 4 ) 4 ( 8 16) 21 4 16x x y y         

2 2( 2) ( 4) 16 21x y       

2 2( 2) ( 4) 9x y     

   
2 2

2 4
1

9 9

x y 
  

وهي معادلة قطع زائد مركزها  2,4 وفيه 

2 23, 3 2a b c a b     

 البؤرتان هما

   2 3 2,4 , 2 3 2,4  

 )صاحب الإشارة الموجبة(. ومعادلتا الخطوط التقاربية xمحوره هو 

   
2 2

2 4
0

9 9

x y 
  

 4 2

2, 6

y x

y x y x

   

    
 

 : (6)مثال

2    المعادلة ادرس 2 4 6 12x y x y    
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 الحل: 

 بإكمال المربع

   
2 2

2 3 25x y    

وهي معادلة دائرة مركزها  2,3  5ونصف قطرها. 

--------------------------------------------------------------- 

 : (7)مثال

 حدد أوصاف الشكل الموصوف بالمعادلة التربيعية

2 8 6 23 0y x y    

 مع التوضيح بالرسم.

 الحل: 

 yوبالتالي نأخذ حدود  xوليس في  yالمعادلة تحتوي حدا  مربعا  في 

 في جانب:

2 6 8 23y y x   

 وبإكمال المربع

 
2

3 8 32y x   

 xوبأخذ عامل مشترك في حدود 

   
2

3 8 4y x   

 القياسية للقطع المكافئ الذي يفتح جهة اليمين وهذه المعادلة تشبه المعادلة

2 4y px 
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حيث هناك نقلا  للمحاور إلى النقطة  4,3 2. كذلك فإنp   وبالتالي

أي نقطة البؤرة هي  2فإن البؤرة تبعد عن الرأس بمقدار  2,3 أما .

من الجهة الأخرى وبالتالي فإن معادلته  2الدليل فيبعد عن الرأس بمقدار 

6x   

 
 

 

 تمارين

 في كل من الرسوم البيانية التالية، أوجد معادلة القطوع التالية: (1)

               

(i) (ii) 
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     (i)                                            (ii) 

           

     (i)                                            (ii) 

 

 (.1في التمرين) وعلقطلدليل البؤرة والأوجد ( 2)

 .دليلالبؤرة والأوجد التالية ثم  وعلقط( أرسم ل3)

(a) 
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 (b) 

(c) 

(d) 

(e) 

 

(f) 

(g) 

(h) 

 

(i) 

(j) 

 

(k) 

 

 

 

 

 ( فيما يلي من قطوع، حدد البؤرة والمحاور وارسم القطع4)
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 
 

 

التقاربيظظة ( فيمظظا يلظظي مظظن قطظظوع، حظظدد البظظؤرة والمحظظاور والخطظظوط 5)

 وارسم القطع
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 تدوير المحاور و معادلات السطوح التربيعيةالفصل الثالث: 

 

 المعادلة

2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F      

 هي معادلة تربيعية )من الدرجة الثانية(. وهي تؤول إما إلى دائرة أو

 قطع مكافئ أو قطع ناقص أو قطع زائد.

 

0Bإذا كانم    فإننا يمكن بسهولة الحصول على الصيغة القياسية عن

 طريق إكمال المربع ثم نقل المحاور.

 

نحتاج إلى تدوير ( مختلف عن الصفر فإننا xy)معامل  Bأما إذا كانم 

 المحاور للتخلص منه.

 

 فمثلا  المعادلة

2 58 4 5 36x xy y   

هي معادلة قطع ناقص مع محاور تميل على المحاور المعتادة 

 ( للإحداثيات بزاوية )كما بالشكل
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 تدوير المحاور

 حول نقطة الأصل بزاوية  xyفي الشكل التالي تم تدوير المحاور 

. و بالتالي سوف ترتب  الإحداثيات القديمة لأي 'x'yلتصبح المحاور 

 بالعلاقات: P(x',y')في المستوي  بالإحداثيات الجديدة  P(x,y)نقطة  

 

x= x ' cos  - y ' sin  

y= x ' sin  + y ' cos                                              (1) 
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 كالتالي:و يكون التحويل العكسي 

x '= x  cos  + y sin  

y '= - x  sin  + y cos                                                (2) 

 

 

 :(0)مثال

لتصبح  =π/4حول نقطة الأصل بزاوية  xyإذا تم تدوير المحاور 

 . أوجد معادلة المنحنى 'x'yالمحاور 

x2-xy+y2-6=0 

 .بالإحداثيات الجديدة

 

 الحل:

 حيث أن 

Sin π/4 = cos π/4 =1/ 2  

 و باستخدام معادلات تدوير المحاور

x= x ' cos  - y ' sin  



40 

 

y= x ' sin  + y ' cos  

 فإن

x= x ' / 2 - y ' / 2  

y= x ' / 2  + y '/ 2  

 و بالتعويض في المعادلة المعطاة

x2-xy+y2-6=0 

 

 
2 2

6 0
2 2 2 2 2 2 2 2

x y x y x y x y             
             

      
 

 بالاختصارو 
2 2 2 2 2 22 2

6
2

x x y y x y x x y y               
 

 أي

 
 و هي معادلة قطع ناقص كما هو واضح بالشكل:

 



41 

 

 :(2)مثال

حول  xyإذا تم تدوير المحاور   P(2,4)أوجد الإحداثيات الجديدة للنقطة 

 . 'x'yلتصبح المحاور  =π/6نقطة الأصل بزاوية 

 

 الحل:

 

 حيث أن 

x=2 ,   y=4 ,  Sin π/6 =½   ,     cos π/6 = 3 /2 

 و باستخدام معادلات تدوير المحاور العكسية

x '= x  cos  + y sin  

y '= - x  sin  + y cos                                                      

 فإن

   

   

2 3 2 4 1 2 3 2

2 1 2 4 3 2 1 2 3

x

y

    

      
 

 

 هي P الإحداثيات الجديدة للنقطةإذن 

 3 2, 1 2 3    

 xyالتخلص من الحد 

 تحقق أن  حول نقطة الأصل بزاوية  xyنظرية: إذا تم تدوير المحاور 

cot 2
A C

B



                                                                                     

(3) 

 فإن المعادلة 
2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F                                              

(4) 

 تصبح  B≠0حيث 
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2 2 0A x C y D x E y F                                                       

(5) 

 الإثبات: بالتعويض من معادلات التحويل

x= x ' cos  - y ' sin  

y= x ' sin  + y ' cos                                                  

 ( و التبسي  تصبح4في )

 
 حيث

   

2 2

2 2

cos cos sin sin

cos sin 2 sin cos

A A B C

B B C A

   

    

   

   
 

2 2sin sin cos cos

cos sin

C A B C

D D E

   

  

   

 
 

sin cosE D E

F F

   

 

 
 

  B'=0و بوضع 

   2 2cos sin 2 sin cosB B C A        

 و استخدام قوانين ضعف الزاوية ينتج أن 

 cos2 sin 2B B A C      

 أي أن
cos2

sin 2

A C

B







 

 إذن

cot 2
A C

B


  

^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 

 لتكون في الربع الأول. ملحوظة : سوف نتفق على اختيار الزاوية 
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 :(3)مثال

 حدد مع التوضيح بالرسم نوع المنحنى التربيعي:
2 2153 192 97 30 40 200 0x xy y x y      

 

 الحل:

 بالمقارنة مع المعادلة العامة للمنحنيات التربيعية
2 2 0Ax Bxy Cy Dx Ey F       

 فإن 
153, 192, and 97A B C     

بتدوير المحاور حول نقطة الأصل بزاوية  xyو بالتالي يمكن حذف الحد 

 تحقق أن 
56 7

cot 2
192 24

A C

B


      

 

لتكون في الربع الأول) ضعفها قد يتعدى الربع  و باختيار الزاوية 

 الأول( فإن المثلث التالي سوف يمثل هذه الزاوية:
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 و منه نجد أن

7
1

1 cos2 325cos
2 2 5

7
1

1 cos2 425sin
2 2 5










  




  

 

 و بالتعويض فإن معادلات التحويل 

x= x ' cos  - y ' sin  

y= x ' sin  + y ' cos                                                  

 تصبح
3 4 4 3

and
5 5 5 5

x x y y x y        

 ةو بالتعويض في المعادلة المعطا
2 2153 192 97 30 40 200 0x xy y x y      

 تصبح

    

     

2

2

153 192
3 4 3 4 4 3

25 25

97 30 40
4 3 3 4 4 3 200 0

25 5 5

x y x y x y

x y x y x y

        

            

 

                        

 
 و بالتبسي 

2 225 225 50 200 0x y x       

 أو
2 29 2 8 0x y x       

 و بإكمال المربع
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2

21
1

9

x
y

 
   

و طوله  ' xو محوره الأكبر على  (1,0)وهي معادلة قطع ناقص مركزه 

a=3  و الأصغرb=1. 
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 تمارين

من المعادلات التربيعية التالية، ثم  xy( قم بإدارة المحاور لحذف الحد 1)

 حدد نوع القطع الناتج وارسمه

 

(a) 

(b) 

 

(c) 
 

(d) 

(e) 
 

(f) 
 

 

لتصبح  حول نقطة الأصل بزاوية  xyتم تدوير المحاور  إذا( 2)

 .بالإحداثيات الجديدة يات التالية أوجد معادلة المنحن.  'x'yالمحاور 

(a) 

 

(b) 

,     

,     

 

لتصبح  حول نقطة الأصل بزاوية  xyتم تدوير المحاور  إذا( 3)

 بالإحداثيات الجديدة يات التالية معادلة المنحنفإذا كانم .  'x'yالمحاور 

 يات بالإحداثيات الأصليةأوجد معادلة المنحن يلي،هي كما 

(a) 

(b) 

,     

,         
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 المساحات في الإحداثيات القطبية: الفصل الرابع

 

 المساحة بين منحنى و شعاعين 

في هذا الجزء سوف نحسب المساحات المحصورة بين منحنيات قطبية.  

,الزاويتين  الاعتبارنأخذ في    2التين تحققان      و أن .

)الدالة  )f   متصلة  في النطاق    عندئذٍ فإن المساحة  .A 

)المحصورة بالمنحنى  Rللمنطقة  )r f   و الشعاعينand     

 تتعين من

 

 

          

 
 

 :(0مثال )

أوجد المساحة المحصورة في الربع الأول لمنحنى الكاردويد للدالة

1 cosr    
 

 الحل:

0بينالمساحة المحصورة كما هو واضح من الشكل تكون    إلى

/ 2   و بالتالي فإن المساحة المطلوبة تتحدد من 
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 و بالاستعانة بـ 

 
 فإن

 

 
 

 

 

 (:2مثال )

1الكاردويد للدالةأوجد المساحة المحصورة  داخل منحنى  cosr    
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 الحل:

0بينالمساحة المحصورة كما هو واضح من الشكل تكون    إلى

2   و بالتالي فإن المساحة المطلوبة تتحدد من 

 

 
 و بحساب التكامل

 
 

 

 

 

 بين منحنين و شعاعينالمساحة 

0و لإيجاد المساحة المحصورة بين المنحنيين القطبيين  1( ), ( )r g r f   

andو الشعاعين      

 

 وبالتالي فإن المساحة تتعين من

 
0

2 21
12

A r r d





   

 ويوضح ذلك الرسم التالي:
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 :(3)مثال

3أوجد المساحة الواقعة داخل المنحنى     2sinr     و خارج الدائرة

2r  
 الحل:

7 111
2 6 6

3 2sin 2 sin ,          
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7
6

0

6

2 22 21 1
12 2

3 2sin 2A r r d d
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 (:4مثال)

3أوجد المساحة الواقعة خارج المنحنى     2sinr     و داخل الدائرة

2r  
 

 الحل:

نرسم المنحنى المعطى ثم نرسم الدائرة. فيكون الرسم كما بالشكل.   

ونلاحأ فيه الجزء الواقع في الجزء السفلي للدائرة والواقع خارج 

 المنحني.  وهو الجزء المظلل بالشكل.

 

 
 

 إذن المساحة تعطى من

 
0

2 21
12

A r r d  
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 تمارين

 

( أوجد المساحة المحصورة  داخل منحنى الكاردويد للدالة1)

1 cosr   . 

 

cos2rأوجد المساحة المحصورة  داخل منحنى الوردة للدالة( 2)  . 

 

الكاردويد للدالةأوجد المساحة المحصورة  داخل منحنى ( 3)

2 4cosr   . 

 

4(  أوجد المساحة الواقعة داخل المنحنى   4) 4cosr    و خارج

6rالدائرة   . 

 

3(  أوجد المساحة الواقعة خارج المنحنى   5) 2sinr    و داخل

2rالدائرة   . 

 

3( أوجد المساحة المشتركة داخل المنحنى   6) 2sinr     و الدائرة

2r . 

 




