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 الفصل الأول

 ( أساسية وتعاريفمفاهيم مقدمة )

 Set Theory نظرية المجموعات

 : المجموعة الخالية

 . عنصر ويرمز لها بالرمز   هى مجموعة لاتحتوى على أى

 المجموعة الشاملة: 

الخاصية   تملك  التى  العناصر  جميع  تحوى  التى  المجموعة    هى 

أو هى المجموعة التى تحوى كل المجموعات    ويرمز لها بالرمز  

 تحت الدراسة.

 العلاقات على المجموعات: 

 علاقة الإنتماء: 

ينتمى إلى    فإننا نقول أن    عنصر من المجموعة    إذا كان  

بالعبارة     ذلك  يكن  ونعبر عن  لم  وإذ  عنصرا    . 

 . فإننا نكتب  من المجموعة  

 علاقة الإحتواء: 

كانت   عن    إذا  نقول  فإننا  فى    مجموعتين  محتواه  أنها 

، إذا مجموعة جزئية من   ، أو أن  تحوى    أو أن    



p

U

xAx

AAxx

AAx

AB ,A

BBAAB



 مقدمة في الجبر المجرد                               محمدأ بوالحسن سليم  .د

9 
 

:  ك رياضيا ونعبر عن ذل  هو عنصر من   كان كل عنصر من  

. 

 أو أن    غير محتواه فى المجموعة    ونقول أن المجموعة  

إذا وجد عنصر على الأقل    ليست مجموعة جزئية من المجموعة  

 ونعبر عن ذلك بالعبارة:  لا ينتمى إلى المجموعة    من  

. 

 تساوى مجموعتين: 

المجموعتين   عن  الشرط    نقول  تحقق  إذا  متساويتان  أنهما 

 .ونكتب  التالى:  

 Power of a setقوة المجموعة: 

المجموعة   قوة  الجزئية    تعرف  المجموعات  كل  مجموعة  بأنها 

 . ونعبر عن ذلك رياضيا :    ونرمز لها بالرمز   من  

. 

 رتبة المجموعة:  

المجموعة   رتبة  المجموعة    تعرف  عناصر  عدد   بأنها 

بالرمز   لها  عناصر  او  ونرمز  عدد  كان  فإذا  هو    . 

أما    منتهية ونكتب    قلنا أن المجموعة    

AB

)( BxAxBA 

ABA

B

AB

BxAxBA  ;

AB ,

ABBA  ,BA=

A

A)(AP

}:{)( AFFAP =

AA

A( )O AA

( )n nAA n=
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عناصر عدد  كان  المجموعة    إذا  أن  قلنا  نهائى  غير    غير 

 . منتهية ونكتب  

 العمليات على الجموعات: 

 :الإتحاد

إتحاد مجموعتين   العن   نعرف  تنتمى  بأنه مجموعة  التى  اصر 

 . أى أن :  ونرمز له بالرمز    أو   إلى 

 

 : التقاطع 

بأنه مجموعة العناصر التى تنتمى    نعرف تقاطع  مجموعتين  

 . أى أن :  ونرمز له بالرمز    و   إلى 

 

 الفرق: 

المجموعة   فرق  المجموعة     نعرف  بالرمز     عن  له  ويرمز 

إلى     تنتمى  التى  العناصر  مجموعة  تنتمى    بأنه  ولا 

 .. أى أن : إلى 

 الفرق المتماثل: 

للمجموعتين   المتماثل  الفرق  بالرمز    نعرف  ويرمزله 

A B   فقط أو تنتمى   بأنه مجموعة العناصر التى تنتمى إلى 

AA

A = 

,B A

ABA B

{ : }A B x x A x B =   

,B A

ABA B

{ : }A B x x A x B =   

AB

A B−A

B{ : }A B x x A x B− =   

,B A

A
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)()(فقط. أى أن:  إلى  ABBABA −−= 

 التجزئة: 

عائلة من المجموعات الجزئية مجموعة ما و    لتكن  

الجموعة   للمجموعة  من  تجزئة  العائلة  هذه  تسمى  إذا   . 

 حققت الشرطين التاليين :

 (1  ). 

(2  ). 

 Product of setsضرب المجموعات 

الثنائية    لتكن   نسمى  خاليتين،  غير   مجموعتين 

ونسمى مجموعة كل الثنائيات   زوجا مرتبا حيث  

الشكل    الديكارتى    حيث     من  الضرب 

 . ويكون :  . ونرمز له بالرمز   للمجموعتين   

 

 ملاحظات : 

بالرمز             فإننا نرمز لحاصل الضرب  إذا كانت  

 

B

X{ }i i IA 

XX

,i jA A i j =  

i
i I

A X

 =

,B A( , )x y

,y B x A 

( , )x y,y B x A 

,B AA B

{( , ) : , }A B x y x A y B =  

A B=A A

2 {( , ) : , }A x y x y A= 
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كانت   إذا   : عام  من   بشكل  منتهية  عائلة 

بالرمز   المجموعات فإننا نرمز للضرب الديكارتى لهذه المجموعات 

1

n

i

i

A
=

  : ويعرف بالشكل 

 

كانت    لحاصل    وإذا  نرمز  فإننا 

 ويكون :  الضرب لهذه المجموعات بالرمز   

 

 Relationsالعلاقات 

جزئية     :( 1.1.1)  تعريف مجموعة  كل  حاصل    تسمى  من 

المجموعة    الضرب    المجموعة    علاقة من  .  إلى 

العلاقة عناصر  أن  مرتبة  ونلاحظ  أزواج  حيث    هى 

كان   إذا  ذلك    .  نكتب  فإننا 

العنصر    بالشكل    : يلى  كما  ذلك  بالعنصر    ونقرأ  مرتبط 

كانت  بالعلاقة      وإذا  العلاقة    .  تسمى    فإن 

 .علاقة فى  

1 2, ,..., nA A A

1 2

1

{( , ,..., ) : }
n

i n i i

i

A x x x x A
=

= 

1 2 ... nA A A A= = = =

nA

1 2{( , ,..., ) : }n

n iA x x x x A= 

R

A BAB

R( , )a b

,a A b B ( , )a b A B 

aRba

bRA B=R

A
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 علاقة التكافؤ:  

 تشكل علاقة تكافؤ إذا حققت الخواص التالية:   نقول أن  

أو   ناقلة . نرمز لعلاقة التكافؤ عادة بالرمز    –متماثلة    –عاكسة  

 .    بالرمز  

 صفوف التكافؤ: 

على  لتكن   تكافؤ  نسمى    وليكن    علاقة   ،

العناصر في   التكافؤ    والمرتبطة مع    مجموعة  بعلاقة 

أو    ونرمز عادة لصف التكافؤ بالرمز    بصف تكافؤ العنصر  

كما    . ويكون :  بالرمز  

وتسمى مجموعة    جموعة صفوف التكافؤ بالرمز  م نرمز ل

 .على علاقة التكافؤ   القسمة للمجموعة  

 Mappings الرواسم

نقول عن  إلى    علاقة من    لتكن    (:2.1.1)تعريف    . 

يرتبط بعنصر واحد فقط     من    أنها راسم إذا كان كل عنصر  

 .من  

كان     بالرمز    إلى    راسما من    فإذا  ذلك  نعبر عن  فإننا 

 . . وتكتب  

R



~

~Ax A

Ax~
xx

[ ]x[ ] { : ~ }x y A y x= 

/ ~A

A~

RABR

xA

yB

fAB

:f A B→( )y f x=
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الراسم    نسمى    الراسم    نطاق  مجال  ونسمى  أو   ،  

 .النطاق المصاحب أو المجال المقابل للراسم 

 : أنواع الرواسم

ا أن    إلى    راسما  من     ليكن    : لشاملالراسم  نقول   .  

هو صورة لعنصر واحد على    راسم شامل إذا كان كل عنصر من  

 . ونعبر عن ذلك رياضيا بالعبارة التالية :الأقل من  

. 

المتباين أن    إلى    راسما  من     ليكن   : الراسم  نقول   . 

من   عنصر  كل  كان  إذا  متباين  لعنصرعلى    راسم  صورة  هو 

 . ونعبر عن ذلك رياضيا بالعبارة التالية :الأكثر من 

 

راسم متباين إذا تحقق الشرط:   وبتعبير آخر 

 

 والعبارة الثانية هى ألأكثر إستخداما. 

راسماً   . يقال أن إلى    راسما من     ليكن    :الراسم التقابل

 .هو صورة لعنصر واحد من  تقابلاً إذا كان كل عنصر من  

AffB

f

fABf

B

A

; ( )y B x A y f x    =

fABf

B

A

1 2 1 2 1 2( , ) ( ( ) ( )).x x A x x f x f x    

f

1 2 1 2 1 2, , ( ) ( ) .x x A f x f x x x  =  =

fABf

BA
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 راسم تقابل إذا كان شاملا ومتباينا .  وينتج من هذا التعريف ان  

التطابق  الراسم    إلى    راسما من    ليكن    :الراسم  نعرف   ،

 بأنه الرسم المعرف بالشكل:    التطايق

 

 . ويرمز له بالرمز  

. وليكن      إلى    راسما من    ليكن    :الراسم الثابت

 يعرف الراسم الثابت بأنه الراسم المعرف بالشكل: 

. 

الرواسم  الراسمان    :تركيب  لدينا  و    ليكن 

فتكون   . لنأخذ العنصر  

أن   للعنصر    إلى    راسما من    ، وبما  صورة   فإن 

لكل  وهى    فى    إذن  عنصر    .  يوجد 

 بحيث:    وحيد  

الراسمين   تركيب  العملية  هذه  بالرمز    تسمى  له  ونرمز 

 معرف بالقاعدة:  أى أن :     ، 

 

f

fAA

( )x A f x x   =

I

fABb B

( )x A f x b   =

:f A B→

:g B D→x A( )y f x B= 

gBDy

D( )z g y=x A

z D( ) ( ( ))z g y g f x= =

,g f

g f:g f A D→

( ) ( ( )).x A g f x g f x   =
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 العمليات الثنائية 

( راسم     لتكن   (:1.2.1تعريف  كل  يسمى  خالية.  غير  مجموعة 

على     ثنائية  للعملية    عملية  عادة  ونرمز 

 .  بالرموز  الثنائية بدلا من  

مجموعة غير خالية وأن العملية  Gبفرض أن     (: 2.2.1تعريف )

المرتب   الزوج  فإن  عليها  ثنائية  عملية  )هي  ),G   نظاماً  يسُمي

  Gأن  وبفرض    )نظام ثنائي(  جبرياً أو بنية جبرية  ذو عملية واحدة

ثنائيتان   عمليتان  عليها  المرتب   ,مُعرَف  الثلاثي  فإن 

( ), ,G   نظام ثلاثي( يسُمي نظاماً جبرياً ذو عمليتين ثنائيتين(. 

علي   مغلقة  المجموعة  أن  هو  ذكرِه  عند  الجبري  بالنظام  المقصود 

 .العمليات الثنائية المعرفة عليها في النظام الجبري 

 :  (.121.مثال )

المهمة هى  الثنائية  العمليات  الجمع    من  الأربع وهى  العمليات 

والفرق   والضرب    -+،  المجموعات    ،  والقسمة ÷  على 

,العددية , ,  : ومن الأنظمة الثنائية   ,

( , ), ( , ) +( , ), ( , ), ( , ) + − 

( , ), ( , ), ( , ), ( , )  + −  

A

:f A A A →A

..., ,g f..., , ,*
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( , ), ( , ), ( , ), ( , )  + −  

( , ), ( , ), ( , ), ( , )  + −  

الفرق   عملية  مثلا  أخذنا  لو  الأعداد    –ولكن  مجموعة  على 

لوجدنا أن هذة العملية ليست عملية ثنائية، ولنأخذ  الطبيعية 

2فإن   2,5  كمثال 5 3− = −   إذن .( , ليست    −(

 نظاما ثنائيا. 

 :نظمة التالية ليست أنظمة ثنائية تمرين : بين أن الأ 

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )    . 

نظاما ثنائيا. نقول أن العملية الثنائية    ليكن    (:3.2.1تعريف )

 عملية إبدالية إذا تحقق الشرط التالى:  *

 

نظاما ثنائيا. نقول أن العملية الثنائية    ليكن    (:4.2.1تعريف )

 عملية تجميعية )دامجة ( او تنسيقية إذا تحقق الشرط التالى: 

. 

 .وعند ذلك يمكن الإستغناء عن الأقواس ونكتب:  

( ثنائيا.   ليكن    (: 5.2.1تعريف  العنصر   نظاما  وجد  إذا 

فإننا   الذى يحقق الشرط:    

( ,*)A

, * *x y A x y y x   =

( ,*)A

*

, , ( * )* *( * )x y z A x y z x y z   =

* *x y z

( ,*)A

1e A1*x A x e x   =
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أن   الثنائية    نقول  للعملية  بالنسبة  اليمين(  أيمن )من  عنصر محايد 

العنصر وجد  إذا  الشرط:   .   يحقق  الذى 

أن     نقول  محايد    فإننا  عنصر 

الثنائية   للعملية  بالنسبة   ) اليسار  من   ( العنصر أيسر  وجد  إذا    .

 الذى يحقق الشرط:  

  

أن   نقول  للعملية    فإننا  بالنسبة  محايد   .وهذا  الثنائية  عنصر 

 يسر. ايعنى أن العنصر المحايد هو عنصر محايد إيمن وعنصر محايد 

( .  ليكن    (: 6.2.1تعريف  ثنائيا  كان     نظاما    إذا 

محايد   للعملية  اعنصر  بالنسبة  العنصر  يمن  أن  نقول   ،  

إذا حقق الشرط :   يمن للعنصر  اأنه معكوس 

، نقول أن  يسربالنسبة للعملية  اعنصر محايد     . إذا كان  

مع   العنصر   للعنصر  اكوس  أنه  حقق   يسر   إذا 

عنصر محايد  بالنسبة    .    إذا كان    الشرط :  

العنصر  للعملية   أن  نقول  للعنصر    ،  إيمن  معكوس  أنه 

1e

*2e A

2 *x A e x x   =
2e

*

e A

* *x A x e e x x   = =

e*

( ,*)A1e A

*1x A

x A1 1*x x e=

2e A*

2x Ax A

2 2*x x e=e A

*y A
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الشرط   حقق  عادة  :إذا  ونرمز    .

 .بالرمز   لمعكوس العنصر   

المجموعة    تمرين ثنائية علي  تكون عملية  التالية  العمليات  من  فيما    Sأي 

 يلي  

 

 

2

2 3

2 2

2 2

a) , ,

b) , ,

c) , ,

2
d) , ,

e) , ,

f ) ,

g) 4, 2,1,2,3 , ,

h) 1,2,3,6,18 , .

S a b a b

S a b a b

a
S a b

a b

a ab b
S a b

a b

S a b a b ab

S a b b

S a b b

S a b ab

=  = +

=  =

=  =
+

+ +
=  =

+

=  = + −

=  =

= − −  =

=  =

  

x A* *x y y x e= =

x1x −
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 الفصل الثاني 

 الزمـــــــرة 

 رة الزممفهوم 

 (: 1.1.2تعريف )

ثنائيا  ليكن   حقق  نظاما  إذا  زمرة  شبه  النظام  أن  نقول   .

 الخاصية التجميعية. 

 : (1.1.2)  مثال

الثنائى  )  النظام  , زمرة    +( شبه  فهو  التجميعية  الخاصية  يحقق 

 ولكنه لا يوجد به عنصرا محايدا وهو الصفر . 

 (: 2.1.2مثال )

الثنائى   2)النظام  , )   الأعداد   2حيث لمجموعة  ترمز 

الصحيحة الزوجية هو شبه زمرة فهو يحقق الخاصية التجميعية ولكن  

 . محايدا بالنسبة للضرب وهو الواحدليس به عنصرا 

 (: 2.1.2تعريف )

ثنائيا  ليكن   النظام منوئيد    .نظاما  إذا    (monoid)نقول أن 

 حقق الخاصية التجميعية وكان به عنصرا محايدا. 

 :وهناك أمثلة على المونوئيد منها

( ,*)A

( ,*)A
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 (: 3.1.2مثال )

 إلى نفسها  مجموعة كل الرواسم من المجموعة   لتكن  

 إنف. على عناصر الجموعة   الرواسم   ولنأخذ عملية تركيب 

 . مونوئيد 

 الحل : 

المجموعة    -1 على  الرواسم  تركيب  ثنائية     هى   عملية  عملية 

 نفسها. لأن المجال والمجال المقابل هو المجموعة  

 وجدنا فى فصل الرواسم أن تركيب الرواسم هى عملية تجميعية.  -2

،  العنصر المحايد بالنسبة لتركيب الرواسم هو الراسم المطابق   -3

 . وقد وجدنا أن  

 (: 4.1.2مثال )

، ولتكن  مجموعة المصفوفات المربعة من الرتبة   هى  لتكن  

 . مونوئيد . أن  هى عملية ضرب المصفوفات 

 الحل:

 أن عملية ضرب المصفوفات المربعة هى عملية ثنائية لأن ضرب  

KA

K

( , )K

K

A

I

I f f I f= =

nMn

*( ,*)nM
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الرتبة   من  مربعتين  الرتبة    مصفوفتين  من  مربعة  مصفوفة  هى 

  . ثم إن ضرب المصفوفات عملية تجميعية وممصفوفة الوحدة من 

 هى العنصر المحايد بالنسبة لضرب المصفوفات . الرتبة  

 تعريف الزمــــــرة 

 يوجد أكثر من تعريف  للزمرة ولكن كلها متكافئة وسندرج بعضاً منها 

 (: 3.1.2تعريف )

حقق    ليكن   إذا  زمرة  أنه  النظام  عن  يقال  ثنائيا.  نظاما 

 التالية :  شروطال

 الخاصية التجميعية. أى أنه :  -1

 

 . أى أنه :  عنصرا محايدا بالنسبة للعملية   يوجد فى   -2

 

 . أى أنه : معكوس فى  يوجد له  لكل عنصر فى   -3

 

 إبدالية قلنا أن الزمرة إبدالية .  وإذا كانت العملية  

n

n

n

( ,*)A

, , ( * )* *( * )x y z A x y z x y z   =

A*

( ); * *e A x A x e e x x     = =

AA

1 1 1( ) : * *x A x A x x x x e− − −    = =

*
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الاغلاق والذي هو  التعريف التالي هو نفس التعريف السابق بالإضافة الي شرط  

تعُرف   احياناً   المراجع  بعض  ولكن  الجبري  النظام  تعريف  في  موجود  ضمنياً 

 الزمرة كما يلي

 (: 4.1.2تعريف )

فإنه    عمــلية ثنائيةمجموعة غير خالية وأن العمــلية    Gبفرض أن  

إذا تحققت الشروط    تمثل زمرة مع العملية    Gيقُال أن المجموعة  

 -التالية:

المجموعة  العملية    -1 علي  ثنائية  اخّر    Gعملية  بمعني  أو 

 أي أن مغلقة بالنسبة للعملية الثنائية   Gالمجموعة  

, ,a b G a b G    

 دامجة أي أن  العملية الثنائية   -2

 

eأي أنه يوجد   وجود عنصر محايد بالنسبة للعملية   -3 G بحيث

,a e e a a a G =  =   

aوجود معكوس لكل عنصر   -4 G  بالنسبة للعملية    أي أنه يوجد

a G  بحيث 

الجبري  )النظام  ),G     الي  يسُمي بالإضافة  حقق  إذا  آبلية  أو  ابدالية  زمرة 

 .الشروط السابقة شرط الابدال

( ) ( ) , ,a b c a b c a b G  =    

a a a a e  =  =
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 على الزمرة وعةــــــة متنـــــــــأمثل

 :لزمر لمن الأمثلة المهمة 

 الأنظمة الثنائية العددية:   -1

. 

الثنائي   النظام  الجمع    مثلا  أن  إبدالية حيث  هو زمرة 

أى عنصر   ومعكوس  إبدالية  العنصر   هو عملية  هو 

. 

أن المجموعات العددية مع عملية الفرق لا تشكل زمرة لأنه لا   -2

الفرق   الفرق وكذلك عملية  بالنسبة لعملية  يوجد عنصر محايد 

 تجميعية. ليست عملية 

 ايضاً ندرس هذه الامثلة:

 -: (2.5.1)  مثال

المجموعة  هل  2 : ,G g a b a b= = +     عملية مع 

 الضرب العادية تكون زمرة ابدالية؟  

 نلاحظ ما يلي  -الحل :

 لأن   G  عملية الضرب العادية عملية ثنائية علي -1

* * *( ,*),( , ),( , ),( , ),( , ),( , ),( , )C C R R Q Q Z+  +  + +

( , )Z +

x Z

x Z− 
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1 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2 2 1

1 2

, 2 , 2

( 2) ( 2)

( 2 ) ( ) 2 2

Where 2 ,

g g G g a b g a b

g g a b a b

a a b b a b a b a b

a a a b b b a b a b

g g G

   = + = +

 = +  +

= + + + = +

= + = + 

  

 عملية الضرب عملية  دامجة و ابدالية  -2

وجود العنصر المحايد هنا وهو الواحد ويكون علي  الصورة  -3  

1 1 0 2= +  

 العنصر بخلاف  Gلأي عنصر من عناصر لا يوجد معكوس  -4

1 0 2+ 

 لا تكون زمرة مع عملية الضرب العادية   Gمما سبق يتضح أن  

 -: (2.6.1)  مثال

المجموعة   1, 1, ,G i i= − تكون   − العادية  الضرب  عملية  مع 

 لأن   زمرة ابدالية

علي    عملية   -1 ثنائية  عملية  العادية  من    Gالضرب  يتضح  كما 

 ي التال الجدول

i− i 1− 1  
i− i 1− 1 1 
i i− 1 1− 1− 

1 1− i− i i 

1− 1 i i− i− 
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 .نلاحظ من الجدول أن عملية الضرب عملية دامجة و ابدالية -2

 .وجود العنصر المحايد وهو الواحد -3

من  ، فنلاحظ أن كلاً  Gوجود المعكوس لكل عنصر من عناصر   -4

والعنصرين  لنفسه  معكوس   −1و  1  العنصرين   ،i  وi-    منهما  كل

 .للأخر معكوس

 

 -: (2.7.1)  مثال

X  لتكن هل المجموعة ،  ( )P X  تكون  زمرة مع 

(I)    الأتحاد التقاطع   (II)  ،  عملية  الفرق     (III)  ، عملية  عملية 

 المتماثل 

 الحل

(I)  من تعريف( )P X خصائص عملية الأتحاد نجد أن ومن 

1 , ( ) ( ) ( )A B P X A B P X−     

)عملية الاتحاد  مغلقة علي  )P X أي أن 

( )2 , , ( ) ( )C CA B C P X A B A B−   =  

 أي أن عملية الاتحاد عملية دامجة 

)تحتوي علي محايد عملية الاتحاد   -3 )P X أي أن 

, ,( ) such that ( )A A A AP X P X= =     

)لكل    -4 )A P X    ايجاد يمكن  )  لا  )B P X   أن تحقق 

BA = 
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)مما سبق يتضح أن   )P X لا تكون زمرة مع عملية الاتحاد. 

(II)  من تعريف( )P X  ومن خصائص عملية التقاطع نجد أن 

1 , ( ) ( ) ( )A B P X A B P X−     

) تقاطع عملية ال مغلقة علي  )P X أي أن 

( )2 , , ( ) ( )C CA B C P X A B A B−   =  

 أي أن عملية التقاطع عملية دامجة 

, ,3 ( ) such that ( )X XA A A AX P X P X= = −    

أي أن  ( )P X  تحتوي علي محايد عملية التقاطع  

)لكل    -4 )X A P X   ايجاد يمكن  )  لا  )B P X   أن تحقق 

B XA = 

)مما سبق يتضح أن )P X لا تكون زمرة مع عملية التقاطع. 

(III)تعريف )  من  )P X   التناظري الفرق  عملية  خصائص    ومن 

)عملية الفرق التناظري عملية ثنائية علي  نجد أن  )المتماثل(  )P X 

كما أن    ،نصر المحايد وهو، تحتويعلي الع كما أنها دامجة و ابدالية 

 هو نفسه كما يتضح من العلاقةعنصر  معكوس اي

( ) ( )A A A A A A = − −   = = 

 -: (2.8.1)  مثال

برهن أن المجموعة   1 2 3 4, , ,G m m m m= حيث 
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1 2 3 4

1 0 1 0 0 1 0 1
, , ,

0 1 0 1 1 0 1 0
m m m m

− −       
= = = =       

− −       

 تكون زمرة ابدالية مع عملية ضرب المصفوفات؟  

أو ضرب( العناصر   بتكوين جدول تحصيل ( 

 

 

 

 .عملية ضرب المصفوفاتتكون زمرة ابدالية مع  Gيتضح أن  

 -: (2.9.1)  مثال

المجموعة أن  }  برهن  : , , , , 0}
a b

G a b c d ad bc
c d

 
=  −  
 

 ؟زمرة غيرابداليةضرب المصفوفات تكون  مع عملية

 أولاً شرط الأغلاق 

1بفرض أن   1 2 2

1 2

1 1 2 2

,
a b a b

m m G
c d c d

   
= =    
    

1 1 1 1 2 2 2 20, 0a d b c a d b c −  −  

 والانّ نحاول اثبات أن حاصل الضرب 

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

a b a b a a b c a b b d
m m

c d c d c a d c c b d d

+ +    
= =    

+ +    
 

4m 
3m 

2m 
1m  

4m 3m 2m 1m 1m 

3m 4m 1m 2m 2m 

1m 2m 4m 3m 3m 

2m 1m 3m 4m 4m 
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المصفوفة  G  المجموعة  عنصرفي أن  نفرض  ولذلك 
1 2m m   مصفوفة

 فيكون  شاذة

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 1 1 1 1 2 2 1 1 1 1

2 2 2 2 1 1 1 1

2 2 2 2 1 1 1 1

( )( ) ( )( ) 0

0

( ) ( ) 0

( )( ) 0

( ) 0 ( ) 0

a a b c c b d d c a d c a b b d

a d a d b c a d b c b c a d b c

a d a d b c b c a d b c

a d b c a d b c

a d b c a d b c

+ + − + + =

 − + − =

 − − − =

 − − =

 − =  − =

المصفوفة  بأن  الخاطئ  الفرض  تناقض سببه  1وهذا  2m m    مصفوفة

أنو   ،شاذة يعني  1  المصفوفة  هذا  2m m   تنتمي شاذة  غير    مصفوفة 

 G إلي

 ثانياً شرط الدمج

 عملية ضرب المصفوفات عملية دامجة   

 ثالثاً العنصر المحايد 

علي محايد عملية ضرب المصفوفات وهومصفوفة  Gالمجموعة    تحتوي

الوحدة
1 0

0 1
I

 
=  
 

 

 عنصر معكوس الرابعاً 

ضرب  G  تحتوي لعملية  بالنسبة  عناصرها  من  عنصر  كل   معكوس 

 حيث معكوس العنصرالمصفوفات 
a b

G
c d

 
 

 
   هو  

1 d b

c aad bc

− 
 
−−  
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 اً شرط الابدال خامس

 عملية ضرب المصفوفات عملية غير ابدالية    

 -:(2.10.1)  مثال

S{0,1}بفرض أن   = 0  و   − 1 2 3 4 5{g ,g ,g ,g ,g ,g }G هي   =

من   الرواسم  من  المُ   Sالي   Sمجموعة  كالتاليو  لكل     :عرفة 

x S  

0 1 2

3 4 5

1 1
( ) , ( ) , ( ) ,

1

1
( ) , ( ) 1 , ( )

1

x
g x x g x g x

x x

x
g x g x x g x

x x

−
= = =

−

= = − =
−

 

أن )  اثبت  , )G  غير حيث    زمرة  تحصيل    ابدالية  عملية  هي 

 الرواسم؟

العناصر   -الحل: لنا  م)جدول ك   بتكوين جدول تحصيل  ايلي( يتضح 

 أن

 

 

 

5g 4g 3g 2g 1g 0g  

5g 4g 3g 2g 1g 0g 0g 

4g 3g 5g 0g 2g 1g 1g 

3g 5g 4g 1g 0g 2g 2g 

2g 1g 0g 5g 4g 3g 3g 

1g 0g 2g 3g 5g 4g 4g 

0g 2g 1g 4g 3g 5g 5g 
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G  مغلقة علي العملية   

 عملية دامجة    العملية  

G  تحتوي علي العنصر المحايد علي العملية 

 فيكل عنصر  G السابق  الجدولهو مبين في  له معكوس كما 

 عملبة غير ابدالية فمثلاً    عملية التحصيل 

1 3 5 4 3 1g g g g g g=  =
 

 (حل المعادلات الخطية في الزمر)  -: (11..2) نظرية

أن   )بفرض  ),G     زمرة وكان,a b G   فإنه يوجد عنصر وحيد

x G  يكون a  بحيث  x b وحيد    = عنصر  يوجد  yكما  G 

y  يكون  بحيث a b =. 

 البرهــــــــــان 

من الواضح أن  
1x a b−=  هو حل للمعادلة a x b  حيث  =

1 1( ) ( )a x a a b a a b e b b− − =   =   =  =
 

للمعادلة الاقل  علي  حل  وجود  يثبت  a  وهذا  x b ولاثبات    =

أن    الوحدانية للمعادلة  xنفرض  اخّر  حل  a  هو  x b أن  = أي 

a x b = 

1

1 1

( )

( )

x e x a a x

a a x a b

−

− −

   =  =  

=   =   
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فإن   ولذا 
1x a b−=   للمعادلة الوحيد  الحل  a  هو  x b =  

أن  بطريقة و  اثبات  يمكن    مماثلة 
1y b a−=     الوحيد الحل  هو 

y للمعادلة a b =. 

 ) قوانين الحذف(   -: (2.2.1) نظرية

أن   )بفرض  ),G     وكان ,زمرة  ,a b c G    يكون بحيث 

a b a c =   أو  b a c a =   فإنb c=. 

 البرهــــــــــان 

بفرض أن  
1a−

aو معكوس العنصر    G فإن 

1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

a a b a a c

a a b a a c

e b e c b c

− −

− −

   =  

   =  

  =   =

 

 -: (2.3.1) نظرية

)بفرض أن   ),G  زمرة فإن 

1 1

1 1 1

) ( ) ,

) ( ) , ,

i a a a G

ii a b b a a b G

− −

− − −

=  

 =   
 

 البرهــــــــــان 

(i  أن حيث 
1 1a a a a e− − =  العنصر    = معكوس    aفإن  هو 

  العنصر
1a G−   أي أن

1 1( )a a− − = 
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(ii  إثبات هذه الجزئية يتطلب منا إثبات التالي 

1 1 1 1( ) ( ) , ( ) ( )a b b a e b a a b e− − − −   =    = 

1اثبات أن العنصر   أي ( 1b a− −   العنصر  معكوس  هوa b( 

1 1 1 1

1 1

( ) ( ) ( ( ) )a b b a a b b a

a e a a a e

− − − −

− −

   =   

=   =  =
 

                            يمكن اثبات أن بالمثل 
1 1( ) ( )b a a b e− −   =

 

 -ملحوظة: 

 يمكننا ملاحظة التالي  من النظرية السابقة 

1 1

1 1 1 1 1

1 2 1 1 2 1

) { : }

) ( )n n n n

i G a a G G

ii a a a a a a a a

− −

− − − − −

− −

=  =

    =    
 

1ماذا يحدث عندما   2 1n na a a a a−= = = = ؟=
 

 رتبة عنصر في الزمرة 

أن   )بفرض  ),G   لها e  ،aمحايد    عنصر  زمرة  G   فإنرتبة

بحيث يكون   ، إن وجد،  k  هي أصغر عدد صحيح موجب  aالعنصر
ka e=ونرمز لرتبة العنصر بالرمز ،( )a k aأو   = k= ، 

إذا العدد  أما  يوجد  العنصر    kلم  أن  نقول  لانهائي    aفإننا  عنصر 

 .الرتبة
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 متروك للطالب( ((2.14.1)  مثال

عناصرالمجموعة من  عنصر  كل  رتبة  ,1}  اوجد  1, , }G i i= − − 

 ؟ بالنسبة لعملية الضرب العادية

 -: (14..2) نظرية

)بفرض أن   ),G    زمرة فإنها تكون زمرة ابدالية إذا وفقط اذا كان 

2 2 2( ) , ,a b a b a b G =    

 البرهــــــــــان 

)  نفرض أن  أولاً  ),G  زمرة ابدالية 

2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ( ) )

( ( ) ) ( ) ( )

a b a b a b a b a b

a a b b a a b b

a b

  =    =   

=    =   

= 

 

 ي ثانياً نفرض تحقق الشرط المُعطَ 

2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(( ) ) (( ) )

a b a b a b a b a a b b

a b a b a a b b

 =      =   

    =   
 

 وحيث أن الزمرة تحقق قانون الحذف فإن  

(( ) ) (( ) ) ( ) ( )

( ) ( )

b a b a b b b a b a b b

b a a b

   =      =  

  = 
 

)وبذلك تكون الزمرة   ),G  زمرة ابدالية 
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 -: (15..2) نظرية

)بفرض أن   ),G    زمرة فإنها تكون زمرة ابدالية إذا وفقط اذا كان 

1 1 1( ) , ,a b a b a b G− − − =    

 البرهــــــــــان 

)  أولاً نفرض أن ),G  زمرة ابدالية 

1 1 1 1 1( )a b b a a b− − − − −  =  =  

 ثانياً نفرض تحقق الشرط المُعطي 

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

a b a b b a

b a b a

− − − − − − −

− − − −

  =  = 

=  = 
 

 -: (16..2) نظرية

)بفرض أن   ),G   فإذا كان  زمرة  
2a e=   لكل  a G  الزمرة  فإن

( ),G  تكون زمرة ابدالية 

 البرهــــــــــان 

2 1a e a a e a a−=   =  = 

 أي أن كل عنصر هو معكوس نفسه بالنسبة الي العملية 

1 1 1( )a b a b b a b a− − −  =  =  =  
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)فإن الزمرةوبالتالي  ),G   تكون زمرة ابدالية. 

 

2-1)  تمارين  (

 المعطى  في كلٍ مما يلي ؟ مع العملية الثنائية أدرس النظام الجبري  -1

;   ,  a b a b a b = −   حيـث  ( , )G =  -(a) 

;  ,  
3

ab
a b a b =   حيـث( , )G =  -(b) 

;   ,  a b ab a b a b = + −   حيـث ( , )G =  -(c) 

2;  ,a b ab a b = +   حيـث ( , )G = -(d) 

2;  ,a b a b a b = + +   حيـث   ( , )G = -(e)

;   , { 1} a b a b ab a b = + +   − ) حيـث− { 1}, )G = − −  -(f) 

2; ,a b ab a b a b K = − − +  و{ : 1}K x x=   حيـث  ( , )G K=  -(g) 

(i) -( , )G =  هي   +هي مجموعة الأعداد المركبة وحيث  +

 العادية  عملية الجمع

(j)-( , )G =  حيث


عدا  ما  المركبة  الأعداد  مجموعة  هي 

 هي عملية الضربالعادية الصفر و  

 ملية ضرب المصفوفات؟  عالمجموعات التالية تمثل زمرة مع   بين أيٍ من -2

(a)- : , , , , 1
a b

G a b c d ad bc
c d

  
=  − =  
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(b)- 
0

: {0}
0 1

m
H m

  
=  −  

  
  

(c)- 2 2: , , 0
a b

K a b a b
b a

  
=  +   

−  
 

G{2}لتكن    -3 = يلي  و − كما  مُعرفة  ثنائية  عملية 

2 2 6; ,a b ab a b a b G = − − +    برهن أن ،( , )G  زمرة ابدالية 

)ليكن  -4 , )G   ًنظاما ً G حيث  جبريا =   و 

( , ) ( , ) ( , ); ( , ),( , )a b c d ac b d a b c d G = +   

) (a) اثبت أن  , )G -إبدالية  زمرة 

(b) G- ثانية.تحتوي علي عنصر واحد فقط من الرتبة ال 

(c) G- أية عناصر من الرتبة الثالثة  لا تحتوي علي 

)ليكن  -5 , )G     نظاماً رياضياً حيثG =   و 

( , ) ( , ) ( , ); ( , ),( , )a b c d ac bc d a b c d G = +   

أن    )اثبت  , )G علي تحتوي  الرتبة    زمرة  من  العناصر  من  لانهائي  عدد 

 علي أية عناصر من الرتبة الثالثة؟ Gالثانية؟ هل تحتوي 

)لتكن  -6 , )G  ابدالية و  زمرة,a b G  برهن أن 

( ) ;n n na b a b n =   

)لتكن  -7 , )G    زمرة و,a b G  برهن أن 

1( ) ( )a a  −=-(b),     
1( ) ( )n na b a b a b− =   -(a) 
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1 1( ) ( ) ( )a b a b b a b  − −=   =  -(d), ( ) ( )a b b a  = -(c) 

 الزمرة الجزئية

أن )  بفرض  ),G     زمرةH G      فإن( ),H     تسمي

)جزئية من    زمرة ),G   إذا كانت  ( ),H    زمرة ونرمزلها بالرمز

H G. 

 -(: 2.1.2) نظرية

الغير خالية   الزمرة  Hالمجموعة  )  من  ),G     تكون زمرة جزئية

)  الزمرة من ),G   إذا كان وكان فقط 

11) , , 2)a b H a b H a H a H−        

 البرهــــــــــان 

( )  بفرض أنH G ( 2(و)1فإن هذا يقتضي تحقق الشرطين ) 

( )   المُعطيين الشرطين  تحقق  لكي  2(و)1)  نفرض  بالتالي  و   )

H  نثبت أن G يتطلب منا اثبات وجود العنصر المحايد 

              (        2)   من الشرط
1a H a H−    

(  1)  ومن الشرط
1 1,a a H a a e H− −    =  

 

 -(: 2.2.2) نظرية
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الغير خالية   الزمرة  Hالمجموعة  )  من  ),G     تكون زمرة جزئية

) الزمرة من ),G 
 

 إذا كان وكان فقط 

1,a b H a b H−    
 

 البرهــــــــــان 

( ) بفرض أن  H G فإن هذا يقتضي 

1 1, ,a b H a b H a b H− −       

( )    أن ولإثبات  المُعطئ  الشرط  تحقق  )بفرض  ),H     زمرة

من  )  جزئية  ),G   سو المذكورين  فإننا  الشرطين  تحقق  نثبت  ف 

 (  1.2.2)نظرية ب 

1a H a a e H−•     =   

1 1,a H a e H e a a H− −•       = 
1

1 1

Let , ,

( )

a b H a b H

a b a b H

−

− −

•   

  =  
 

Hومن النظرية السابقة نجد أن  G . 

)أي زمرة   -ملحوظة :  ),G    يكون لها زمرتان جزئيتان تسميان 

)زمرتان جزئيتان تافهتان وهما      ),G   ،( ){ },e . 

 -(: 1.2.2)  مثال
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أن   }بفرض  : };H mk m k=      من جزئية  مجموعة 

 والمكونة من المضاعفات الصحيحة    مجموعة الأعداد الصحيحة

)فإثبت أن   kللعدد  ),H ) من الزمرة + ),+
  . 

 الحل

أن   a,بفرض  b H    عددان صحيحان يوجد  m,فإنه  n   بحيث

 يكون 

, ( ) ,

a ( ) ( )

a kn b km a b kn km k n m H

kn k n H

= =  + = + = + 

 − = − = − 
 

)وبالتالي فإن   ),H )  جزئية من الزمرة  زمرة + ),+  . 

 -: (3.2.2)نظرية

)بفرض أن   ),G    زمرة وأن( )1,H و( )2 ,H    زمرتان جزئيتان

)  من الزمرة ),G  : فإن 

1( 1 2H H يكون وزمرة جزئية من الزمرة ( ),G 
  

2   )1 2H H  ليس بالضرورة أن تكون زمرة جزئية من( ),G  

 البرهــــــــــان 

1  حيث أن 2,H H  زمرتان جزئيتان فإن 
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1 2 1 2 1 2e H e H e H H H H      

1بفرض أن   2,a b H H 1 فإن 2, ,a b H a b H   وحيث  

أن 
1 2,H H زمرتان جزئيتان من الزمرة ( ),G  فإن 

1 1

1 2

1

1 2

a b H a b H

a b H H

− −

−

     

  
 

1وبالتالي فإن    2H H   يكون زمرة جزئية من( ),G 
 . 

1  لاثبات أن  -2 2H H   ليس بالضرورة أن تكون زمرة جزئية من

( ),G  نعطي المثال التالي: 

 إذا كانت

 

) فإن )1,H )و + )2 ,H ) زمرتان جزئيتان من + ),+
 ولكن   

1 2 {0, 3, 6, 5, 10, }H H =    
 

)ليست زمرة جزئية من   1لأن   +,( 23,5 H H  ولكن 

1 23 5 8 H H+ =  

  

1 2{0, 3, 6, }, {0, 5, 10, }H H=   =  
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 مركز الزمرة

 -(:3.2.1)تعريف

)  بفرض أن  ),G    ،فإن مركز هذه الزمرة ويرمز له بالرمز   زمرة

( )Z Gعناصر كل  مجموعة  مع    Gهو  الإبدال  قانون  تحقق  التي 

 أي أن   Gجميع عناصر

( ) { : , }Z G z G z x x z x G=   =    

)ويتضح لنا أنه إذا كانت   ),G    ابدالية فإن( )Z G G= 

 

 -(: 1.3.2) نظرية

 .مركز أي زمرة هو زمرة جزئية منها

 البرهــــــــــان 

أن )  بفرض  ),G 
 
وأن   )زمرة،  )Z G  اثبات ونحاول  مركزها  هو 

)أن  )Z G G  نثبت أولاً ولاثبات ذلك( )Z G   وذلك لأن 

( ) ( )a G e a a e a e Z G Z G    =  =    
,ثانياً بفرض أن    ( )a b Z G ونحاول اثبات أن 

1 ( )a b Z G−   

xلكل عنصر  G نجد أن 
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1 1

1 1

1 1

1 1

1

1

1

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

a b x a b x e

a b x b b

a b x b b

a b b x b

a e x b

a x b

x a b

− −

− −

− −

− −

−

−

−

  =   

=    

=    

=    

=   

=  

=  

 

وبالتالي يكون  
1 ( )a b Z G−     ومنها( ( ), )Z G     تكون

)زمرة جزئية من   ),G 
 

  (2-2)تمارين

)لتكن  -1 ),G  و   زمرةa G برهن أن 

{g : }H G a g g a=   =  زمرة جزئية من الزمرة( ),G 
 
. 

)لتكن    -2 ),G المحايد العنصر  لها  ابدالية  برهن أن  nو   e  زمرة 

{g : }nH G g e=    .زمرة جزئية منها =

)لتكن  -3 ),G   ،زمرة ابداليةn  برهن أن،{g : g }nH G=  

 .منها  زمرة جزئية    

)لتكن  -4 ),G 1و  زمرة 2,H G H G  برهن أن 
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1 2 1 2 2 1H H G H H H H    

)لتكن  -5 ),G و  زمرة ابدالية,H G K G   برهن أن 

{ : , }H K a b a H b K G =    
 

إذا كانت     -6 أنه  )أثبت  ),H  الزمرة )زمرةجزئية من  ),G     العلاقة فإن 

R  المعرفة كالتالي( ) 1, , ,a b R a b H a b H−      

 Hعلي  تكافؤتكون علاقة 

 

  



 مقدمة في الجبر المجرد                               محمدأ بوالحسن سليم  .د

45 
 

 Cyclic group الزمرة الدائرية

 -: (1.4.2تعريف )

)  بفرض أن ),G      إذا   دورانية أو دائرية   زمرةزمرة، فإنها تسُمي

aوجد عنصر   G  بحيث يحقق أن 

, such that nx G n x a     = 

aالعنصر    G    للزمرة المولد  العنصر  )يسمي  ),G     نرمز و 

Gلهذه الزمرة بالرمز  a=. 

 -ملحوظات:

  الرمز
na    العنصر ارتباط  العملية  aيعني  بواسطة  نفسه    مع 

 عددn من المرات. 

    رتبة العنصرa G  هي رتبة الزمرة الجزئية من الزمرG

aوالمولَدة بالعنصر  G . 

 -: (1,4,2)  مثال

,1}الزمرة    1, , }G i i= − هي    − العادية  الضرب  عملية  مع 

 لأن  iزمرة دورانية مولدة بواسطة العنصر 
4 2 31 ( ) , 1 ( ) , ( )i i i i= − = − = 

 لأن  −iكما أنه يمكن توليدها بالعنصر  

4 2 31 ( ) , 1 ( ) , ( )i i i i= − − = − = − 

 -: (4,22,)  مثال

)الزمرة   هي زمرة دورانية )لمــاذا؟(  +,(
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 -: (1,4,2) نظرية

 .كل زمرة جزئية من زمرة دورانية تكون دورانية

 البرهــــــــــان 

أن   )نفرض  ),G   دورانية العنصر   زمرة  بواسطة  مولدة 

a G    وأن( ),H    أن اثبات  والمطلوب  منها  جزئية  زمرة 

( ),H  زمرة دورانية. 

    إذا كانت{ }H e=    فإنH e=    ،أي أنها زمرة دورانية

}  لذلك نفرض أن  }H e   وبالتالي فإنه يوجد علي الأقل عنصر

e x H   ولكن 

. .x H x G s t x a     =
 

)وحيث أن   ),H   زمرة جزئية فإن 

1 1( )x H x a a H − − −  = =  

أن نفرض  أن  mلذلك  يحقق  موجب  صحيح  عدد  أصغر  هو 

ma H  .  العنصر أن  نثبت  وسوف 
mg a=    العنصر هو 

وحيث أن    ،Hلزمرة الجزئية المولد ل
ma H    فإن

ma H  

:  والآن ليكن kh H k h a    و من خوارزمية    =

ان   القسمة k  نجد  mq r= 0حيث    + r m 

 وبالتالي يكون 
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( )

( )

q
k mq r mq r m r

q
r k m

a a a a a a

a a a H

+

−

= =  = 

 =  
 

هو أصغر عدد صحيح موجب يحقق أن mولكن  
ma H 

0r يجب أن يكونوبالتالي   أي أن =

( )
q

k mq m m m

m

h a a a a H a

H a

= = =   

 =

 -: (4,23,)  مثال

 ؟ 30أوجد كل الزمر الجزئية الممكنة من زمرة دورانية من الرتبة  

 الحل

نفرض أن  
2 3 29{e, , , , , }G a a a a a= =

 

( 3-2)  تمارين  
 

 برهن أن كل زمرة دائرية تكون ابدالية  -1

تكون    -2 مختلفة  عناصر  أربعة  علي  تحتوي  زمرة  كل  أن  برهن 

 ابدالية

)برهن أن الزمرة   -3 ,  ليست دائرية  +(

)برهن أن الزمرة   -4 , )   ليست دائرية 
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 الفصل الثالث

 انــــــــواع الزمــــــــــــر
 

 

   -في هذا الفصل سوف نتطرق لدراسة بعض أنواع الزمر مثل:

 ديل ازمرة التب -1

 زمرة الأشكال الهندسية  -2

 زمرة الأعداد الصحيحة المتطابقة بمقياس   -3

 الزمرة القياسية ) أو الطبيعية(  -4

 زمرةخارج القسمة  -5
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 ديلازمرة التب
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 ( 1-3تمارين )

)3برهن أن    -1 , )S    هي عملية تحصيل التبديلات زمرة غير ابدالية حيث

 ثم أوجد جميع الزمر الجزئية منها ؟ 

,4لتكن -2 S    حيث  ( ) ( )2 4 , 1 3 4 2 =   ٍكل أوجد 

 مما يلي  

1 1 1 1 1 1 1 1, , , , , , ( ) , ( ) ,

( ), ( )ord ord

             

 

− − − − − − − −

حدد أي من التبديلات التالية زوجية و أيها فردية 5Sفي   -3
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( )
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

, , 1 2 3 4 5
3 2 4 1 5 5 3 4 2 1

  
   

= = =   
   

 

 زمرة الائتلاف أوالتطابق بمقياس 
 

 تعريف )1.2.3(: -

أن        وكان    nبفرض  ثابت،  صحيح  a,عدد  b 

أن نقول  a,العددين    فإننا  b  متــمؤتلف أو  بمقي بقاـطان   nاس  ـــان 
(n modulo bcongruent to  a)    إذا وفقط إذا كانa b−  

القسمة علي الصورة  عنونعبر n  يقبل  mod)  ذلك في  )a b n 

5فمثلاً    33(mod 7)     ،40 25(mod 7) 

 -(: 3.2.2) نظرية

 .  علي هي علاقة تكافؤ   n  علاقة الإئتلاف بمقياس

 البرهــــــــــان 
 

لابد من اثبات    علاقة الإئتلاف بمقياس هي علاقة تكافؤ لكي نثبت أن  

 .أنها علاقة عاكسة ومتماثلة وناقلة

    أن aنلاحظ  a−   علي القسمة  فإن  n  يقبل  بالتالي  و 

(mod )a a n   لكلa  علاقة عاكسةالوهذا يثبت أن. 

    أن mod)بفرض  )a b n    أن معناه  aوهذا  b−    يقبل

فإن    nعليالقسمة ذلك  bوعلي  a−   علي القسمة  أن  nيقبل  أي 

(mod )b a n  علاقة متماثلةالو هذا يثبت أن. 
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   بفرض أن(mod ) , (mod )a b n b c n  فإن ذلك يعني 

1 2 1 2, , ,a b k n b c k n k k− = − =  

1 2 1 2

1 2

( ) ( ) ( )

; (mod )

a b b c k n k n k k n

a c kn k k k a c n

 − + − = + = +

 − = = +   
 

 قة تكافؤلاع ومن ثمَ فهي علاقة ناقلةلاوهذا يثبت أن 

 -.3 ):3.2) نظرية

,  وأن عدد صحيح موجب،  nبفرض أن   ,a b c   فإن 

mod) ( إذا كان1) ) , (mod )a b n c d n   فإن 

( ) ( )(mod )a c b d n+  + 

mod) إذا كان )2) ) , (mod )a b n c d n   فإن 

( ) ( )(mod )ac bd n 

كان  (3) mod)  إذا  )a b n   فإن

( ) ( )(mod ),ac b c n c  

mod)  إذا كان (4) )a b n  فإن 

(mod ),m ma b n m  

 البرهــــــــــان 
 

mod)( حيث أن  1) ) , (mod )a b n c d n   فإن 
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1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

, ; ,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ;

( ) ( )(mod )

a b k n c d k n k k

a b c d k n k n k k n

a c b d kn k k k

a c b d n

− = − = 

 − + − = + = +

 + − + = = + 

 +  +

 

mod)حيث أن   )2) ) , (mod )a b n c d n   فإن 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

, ; ,

( ) , ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ;

(mod )

a b k n c d k n k k

a b c ck n c d b bk n

ac bc bc bd ck n bk n ck bk n

ac bd kn k ck bk

ac bd n

− = − = 

 − = − =

 − + − = + = +

 − = = + 

 

 

mod)إذا كان  (3) )a b n   فإن ;a b kn k− =    

( )

(mod )

a b c ckn ac b c ckn

ac bc n

 − =  − =

 
 

كان  (4) mod)  إذا  )a b n   الخاصية هذه  نثبت  سوف  فإننا 

 بإستخدام الأستنتاج الرياضي

   1في حالةm mod)فإن  = )a b n العلاقة صحيحة  أن أي 

 عندما   صحيحة نفرض أن العلاقةm k=  أي نفرض أن 

(mod ),k ka b n 

 1حاول اثبات صحة هذه العلاقة عندما  نm k=  أي اثبات أن +
 

1 1(mod ),k ka b n+ +
 

أن mod)  حيث  )a b n    و(mod )k ka b n  من و

نجد أن    )2) الخاصية
1 1(mod ),k ka b n+ + 
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 علي  عكس الفقرة الثالثة من النظرية السابقة غير صحيح -ملحوظة: 

أن                نجد  فمثلاً  العموم  12وجه  6(mod 6)   يؤدي وهذا 

3.4إلي   3.2(mod 6) 4 2(mod 6)   

 

 -(: 3.4.2) تعريف

أن   للعنصر   aبفرض  الائتلاف  فصل  انه  يعٌر    aفإن  علي  ف 

الأعداد  جم كل  العددموعة  مع  تأتلف  التي  nبمقياس    aالصحيحة 
]ويرمز له بالرمز  ]a  فيكون 

[ ] { : (mod )}

{ : , }

{ : , }

a x x a n

x x a kn k

x x a kn k

=  

=  − = 

=  = + 

 

 -(: 25..3)  مثال

 3أوجد كل فصول الائتلاف بمقياس 

[0] { : 0 3 , } { , 9, 6, 3,0,3,6,9, }

[1] { : 1 3 , } { , 8, 5, 2,1,4,7,10, }

[2] { : 2 3 , } { , 7, 4, 1,2,5,8,11, }

[3] [1], [4] [1], [5] [2], [6] [1],

x x k k

x x k k

x x k k

=  = +  = − − −

=  = +  = − − −

=  = +  = − − −

= = = =
 

بمقياس   مجموعة إذن   الائتلاف  فصول  {[2],[1],[0]}هي    3كل 

[0]ونلاحظ من هذا المثال أن  [1] [0]كما أن   =[2] [1] [2] =. 

 -.6 ):3.2) نظرية

أن   موجب   nبفرض  صحيح  فصول    nعدد  كل  مجموعة  هي 

,[1],[0]}أي أن  nالائتلاف بمقياس   ,[ 1]}n n=   فإن −
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(1) [ ] , , (2) [ ] [ ] [ ], ,

(3) [ ] [ ] [ ] [ ], ,

(4) {[ ] : }

a a b a a b a b

a b a b a b

a a



      =  

  =  

= 

 البرهــــــــــان 

mod)يكون   a  أنه لكل نعلم  )1 )a a n  وعلي ذلك فإن 

[ ]a a وa  أي أن[ ]a . 

]إذا كانت   2) ]b a فإن (mod )b a n و بالتالي فإن   
(mod ) [ ]a b n a b   

[a] [ ] (mod )b a b a b n     

[a]والآن سوف نبرهن أن   [ ]b= 

]نفرض أن   ]x a  فيكون  (mod ), (mod )x a n a b n  

 حيث أن علاقة الائتلاف علاقة ناقلة فإن و 

(mod ) [ ] [ ] [ ]x b n x b a b      

[b]بنفس الطريقة يمكن اثبات أن   [a]   و بالتالي[ ] [ ]a b= 
أن    (3 ]بفرض  ] [ ]a b     الأقل علي  يوجد  فإنه 

[ ] [ ]x a b 

[ ] [ ]

(mod ) (mod )

x a x b

x a n x b n

   

   
 

 و حيث أن علاقة الائتلاف علاقة متماثلة فإن 

(mod ) (mod )

(mod ) [ ] [ ]

a x n x b n

a b n a b

  

   =
 

]يكون  aه لكل أن  وحيث  )4 ]a فإن 

{[ ]: }a a  

]يوجد فصل ائتلاف   aكما أنه لكل   ]a   بحيث يكون[ ]a a 
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{[ ]: }a a   

 -(: 27..3) تعريف

  يرمز لها بالرمز nعملية الجمع بمقياس  
n   و تعرف علي

n 

]بالعلاقة           ] [ ] [ ], ,na b a b a b = +   

برهن أن  -:تمرين
n

تكون مع العملية الثنائية   
n ؟ زمرة ابدالية 

 -(: 3.8.2)  مثال

الصحيحة   الأعداد  لزمرة  جدول  5كون  5( , )    أصغر أوجد  ثم 

 يحقق المعادلة المٌعطاة في كلٍ مما يلي  xعدد صحيح موجب  

1 1 1

5 5

1

5

1) [ ] [17] [4] , 2) [ ] [11] [13] ,

3) [ 4] [10] [23]

x x

x

− − −

−

 =  =

+  =

 
 الحل

[4] [3] [2] [1] [0] 
5 

[4] [3] [2] [1] [0] [0] 

[0] [4] [3] [2] [1] [1] 

[1] [0] [4] [3] [2] [2] 

[2] [1] [0] [4] [3] [3] 

[3] [2] [1] [0] [4] [4] 

 التي تحقق المعادلات المعطاة  xوالآن نوجد قيمة  

[4]1( حيث أن  1 [1], [17] [2]− =  فإن  =

1

5 5[ ] [17] [4] [ ] [2] [1] 4x x x− =   =  = 
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 xسالبة لــ وهذه هي أقل قيمة غير       

1( حيث أن  2 1[11] [1], [13] [3] [2]− −= =  فإن =

1 1 1

5 5[ ] [11] [13] [ ] [1] [2]x x− − − =   = 

]1و بوضع          ] [ ]x y−  فإن    =

5

1

[ ] [1] [2] [ 1] [2] 1

[ ] [1] 4

y y y

x x−

 =  + =  =

 =  =
 

1( حيث أن  3 1[10] [0] [0], [23] [3]− −= =  فإن =

1

5 5[ 4] [10] [23] [ 4] [0] [3]

[ 4] [3] 4

x x

x x

−+  =  +  =

 + =  = 

 -(: 3.9.2) تعريف

nو تعرف علي    n  يرمز لها بالرمز   nبمقياس    ضربعملية ال

]بالعلاقة          ] [ ] [ ], ,na b ab a b =  
 

 -(:  3.10.2)  مثال

5 النظام الجبريكون جدول  5( , )  أنه لا يكون زمرة  بين  ثم 

 الحل

[4] [3] [2] [1] [0] 
5 

[0] [0] [0] [0] [0] [0] 

[4] [3] [2] [1] [0] [1] 

[3] [1] [4] [2] [0] [2] 

[2] [4] [1] [3] [0] [3] 
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[1] [2] [3] [4] [0] [4] 

نلاحظ  من الجدول أن النظام  
5 5( , )    لا يكون زمرة لعدم وجود

 [0]معكوس للعنصر 

 -(:  3.11.2)  مثال

الصحيحة   الأعداد  لزمرة  جدول  كون 
*

5 5( , )   حيث

*

5 5 {[0]}= موجب    ثم  − صحيح  عدد  أصغر  يحقق    xأوجد 

 المعادلة المٌعطاة في كلٍ مما يلي 
1

5 5

1

5

1) [ ] [3] [2], 2) [ ] [8] [6],

3) [ ] [9] [3]

x x

x

−

−

 =  =

 =
 

 الحل

[4] [3] [2] [1] 
5 

[4] [3] [2] [1] [1] 

[3] [1] [4] [2] [2] 

[2] [4] [1] [3] [3] 

[1] [2] [3] [4] [4] 

 التي تحقق المعادلات المعطاة  xوالآن نوجد قيمة  

4xنلاحظ من الجدول أن   1) ]5لأن  = ] [3] [2]x  = 

[8]من الجدول نجد أن    2) [3], [6] [1]=  و بالتالي=

1 1 1

5 5[ ] [8] [6] [ ] [3] [1] [ ] [2]x x x− − − =   =  = 
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3xو بالتالي فإن         = 

2xمماثلة نجد أن بطريقة  3) =. 

 

 

 ( 2-3) تمارين

4كون جدول النظام   -1 4( , )   ثم بين أنه لا يمثل زمرة ؟ 

9كون جدول النظام   - 2 9( , )   ثم بين أنه لا يمثل زمرة ؟ 

  أوجد جميع الزمر الجزئية من الزمر التالية -3

8 8 12 12 24 24 36 36(a)- ( , ) (b)- ( , ) (c)- ( , ) ( )- ( , )d   

6كون جدول لزمرة الأعداد الصحيحة    -4 6( , )  ثم أوجد أصغر  

 يحقق المعادلة المٌعطاة في كلٍ مما يلي  xعدد صحيح موجب  

6

1 1

6

1 1

6

1) [9] [ ] [2],

2) [ ] [2] [0],

3) [7] [ ] [3]

x

x

x

− −

− −

 =

 =

 =

 

كون جدول لزمرة الأعداد الصحيحة    -5
*

7 7( , ) ثم أوجد أصغر

 يحقق المعادلة المٌعطاة في كلٍ مما يلي  xعدد صحيح موجب  

1

7

1 1

7

1 1

7

1) [ ] [23] [26] ,

2) [17] [ ] [20],

3) [ 9] [10] [20]

x

x

x

−

− −

− −

 =

 =

+  = 
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)برهن أن -6 , )n nزمرة دورانية 

 
 

 Normal Group الزمـرة القيـاسـية
 

 Cosets المرافقة اتوعمجمال
 

 -(: 3.1.1.3) تعريف
 

)بفرض أن ),G و  زمرة( ),H  زمرة جزئية منها وa G   فإن 

اليمٌنيتعُرف    -1 المرافقة  تحتوي وال  GفيHل ـ  المجموعة     تي 

}  المجموعة علي أنها a  العنصر : }H a h a h H =   

لـتعُرف    -2 اليسرى  المرافقة  تحتوي    Gفي  Hالمجموعة  والتي 

}  المجموعة علي أنهاa  العنصر : }a H a h h H =   

 .للمجموعة المرافقة ممثلاً يسمى   aالعنصر في كلتا الحالتين •

   -ملحوظات:

1- ,a H H H a a H = =    

aلكل  -2 G   يكون,a a e a H a e a H a=    =    

)إذا كانت   -3 ),G   ابدالية فإنزمرة 

 ,a H H a a G =    

كان    -4 a,إذا  H H a a G =       يعني لا  هذا  فإن 

)  أنبالضرورة  ),G   زمرة ابدالية. 
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 -(: 2..3.31)  مثال

اليُ  المرافقة  المجموعات  جميع  للزمرة  أوجد  اليسُرى  والمرافقة  مني 

)الجزئية   ) e, 1 2H الزمرة   =
3S. 

 حيث أن  الحل

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 , 1 2 , 1 3 , 2 3 , 1 2 3 , 1 3 2S e= 

 ــسرالمجموعات المرافقة الي فإن   هي Hى ل

( )  ( )e, 1 2 1 2e H H H= = = 

( ) ( ) ( )  ( )1 3 1 3 , 1 2 3 1 2 3H H= = 

( ) ( ) ( )  ( )2 3 2 3 , 1 3 2 1 3 2H H= = 

 ــ أما  هي ف Hالمجموعات المرافقة اليمُنى ل

( )  ( )e, 1 2 1 2H e H H= = = 

( ) ( ) ( )  ( )1 3 1 3 , 1 3 2 1 3 2H H= = 

( ) ( ) ( )  ( )2 3 2 3 , 1 2 3 1 2 3H H= = 

 -(: 3.3.1.3)  مثال

المرافقة   المجموعات  جميع  للزمرة  أوجد  اليسُرى  والمرافقة  اليمُني 

)  الجزئية )3 ,K = )  من الزمرة + ),G = +.
 

 الحل

m,حيث أن عملية الجمع ابدالية فإنه يتحقق  K K m m+ = +   

 هي   Kاليمُنى( لـو ) وبالتالي فإن المجموعات المرافقة اليسُرى
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2 2 3K+ = 1و+ 1 3K+ = 0و + K+ = 

 -(: 3.14..3) تعريف

أن  A,بفرض  B    الزمرة من  جزئيتان  )مجموعتان  ),G    فإننا

}بالمعادلة نعرف حاصل الضرب  : , }A B a b a A b B =   . 

 - ):15..3.3) نظرية

جزئتين   لزمرتين  الضرب   1حاصل  2,H H  الزمرة )  من  ),G 

بالرمز   له   1يرمز  2H H    من جزئية  زمرة  )يكون  ),G    إذا

1وفقط إذا كان    2 2 1H H H H =  

 البرهــــــــــان 

( )    نفرض أن( )1 2 ,H H     زمرة جزئية  من الزمرة( ),G    

 وبالتالي يتحقق أن  

1 1 1

1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 2 1

( )H H H H H H H H

H H H H

− − − =  =  = 

  = 
 

يكون  Hوذلك لأن لأي زمرة جزئية  
1H H −=. 

( )    أن 1نفرض  2 2 1H H H H =     أن اثبات  ونحاول 

( )1 2 ,H H     الزمرة )زمرة جزئية  من  ),G   أن لذلك نفرض 

1 2 1 2,x x H H     فإن 1وبالتالي  1 1 2 2 2,x a b x a b=  = 

1   حيث  2 1 1 2 2, , ,a a H b b H  
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1 1

1 2 1 1 2 2

1 1 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1

1 2 1 2 2

1 1

1 2 1 2

1 1

1 2 1 2 1

1

1 2 1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ;

( ) ( )

( ) * ;

x x a b a b

a b b a a b b a

a b a b b b H

a b a b a a

b a a b a a a a H

x x H H

− −

− − − −

− −

− −

− −

−

 =   

=    =   

=   =  

=   =  

=   = =  

   

 

)وبالتالي فإن   )1 2 ,H H    زمرة جزئية  من الزمرة( ),G 
 

 - ):16..3.3) نظرية

 .ما أن يكونا متساويتين أو غير متقاطعتين إأي مجموعتين مرافقتين  

 البرهــــــــــان 

أن H  نفرض  a وH b    أي ومتقاطعتان  مرافقتان  مجموعتان 

)  أن ) ( )H a H b     يوجد عنصر   أي  الأقل   gعلي 

)بحيث   ) ( )g H a H b   وبالتالي 

1 2 1 1 2 2

1 1

1 1 2

1 1

1 2 1 2

( ) ( )

; ,

( )

( ) ;

g H a g H b

g h a g h b h H h H

a h g h h b

h h b h b h h h H

− −

− −

     

 =   =   

 =  =  

=   =  =  

  

3 3

4 4

{ : }

{ : }

{ : }

H a h a h H

h h b h H

h b h H H b

  =  

=   

=   = 
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 القياسية  الزمرة
 

 -(: 3.1.2.3) تعريف
 

)  إذا كانت , )G   زمرة و( , )H    الزمرة  زمرة جزئية من  ( , )G  

)فإن   , )H   أ قياسية  زمرة  طبيعية تسُمي  )  في   و  , )G    حققت إذا 

 أحد الشروط التالية: 

1) ,g H H g g G =    

12) , ,g h g H h H g G−       
 

Hوسوف نرمز للزمرة القياسية بالرمز  G. 

 -: ات ملحوظ

كانت -1 )  إذا  , )G    اب منها   زمرة  جزئية  زمرة  كل  فإن  دالية 

ً  تكون زمرة  .قياسية والعكس غير صحيح دائما

)كل زمرة   -2 , )G     تحتوي علي زمرتين قياسيتين تافهتين هما

( , )G      و({ }, )e . 

 -(: 3.2.2.3)  مثال

 ( نجد أن  2.1.3 . 3)في المثال      

( ) ( ) ( )  ( ) ( )  ( )1 3 1 3 , 1 3 2 1 3 , 1 2 3 1 3H H=  =

 

الجزئية  الزمرة  فإن  ثمَ  من  )  و  ) e, 1 2H زمرة    = ليست 

3Hأي أن  3Sمن الزمرة  قياسية  S 

   المثال في  الجزئية  3.3.1.3)  بينما  الزمرة  أن  نجد   )  

(3 , )K = )  هي زمرة قياسية من الزمرة + , )G = +. 
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 - ):3.3.2.3) نظرية

)مركز أي زمرة   , )G هو زمرة جزئية قياسية منها. 

 البرهــــــــــان 

)  سبق أن أثبتنا أن مركز أي زمرة , )G     هو زمرة جزئية منها، لذا

 .يتبقى لنا اثبات أن مركز الزمرة هو زمرة قياسية

( ) { : , }Z G x G x a a x a G=   =    

aبفرض أن لكل   G  فإنه لأي( )x Z G 

1 1 ( )a x a x a a x e x Z G− −  =   =  =  

1. . ( ), ( ),i e a x a Z G x Z G a G−      

)وبالتالي فإن   )Z G   زمرة جزئية قياسية من الزمرة( , )G . 
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 ( 3-3) تمارين
 

 Hفي كلٍ مما يلي أوجد كل المجموعات المرافقة للزمرة الجزئية -1

(a)   -  ( )2 3{e, }H الزمرة  في =
3( , )S   

(b)   -  ( )4 ,H = )الزمرة   في + ),+
 

(c)   -  ( )4 ,H = )الزمرة في + )2 ,+ 

(d)   -  {[0],[3],[6]}H )الزمرة  في = )9 9, 

(e)   -  ( )1 3H )3الزمرة  في= , )S 

) لتكن -2 , )G  و زمرة  ,a G H G    برهن أن 

 
1( ) { : }N H a h a h H−=    

)جزئية من الزمرة   زمرة     , )G  
)لتكن  -3 , )H      الزمرة من  قياسية  جزئية  )زمرة  , )G وK G بحيث

 H K   برهن أنH K . 
) لتكن -4 , )G  و زمرة,K G H G برهن أن  H K G  

) لتكن -5 , )G  و  زمرة,K G H G برهن أن H K G 

)لتكن    -6 , )G   و  زمرة, ,a b G H G    فبرهن أنa H b H =     إذا

)وفقط إذا كان  )1b a H−  . 

)لتكن    -7 , )G    و  زمرة, ,a b G H G    فبرهن أن  H a H b =       إذا

)وفقط إذا كان  )1a b H− . 
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 Quotient Group ـرة القـسـمةزمـ

 -(: 4.3.1) تعريف

)إذا كانت   , )G  زمرة  وH G  و كانت 

{ : }G a H a G
H
=   

نريد  و    Gفي    Hمجموعة كل المجموعات المرافقة اليسرى لـ  هي  

علي  ثنائية   عملية  نعرف  G  أن 
H

زمرة   علي  نحصل  و    .بحيث 

 التعريف المتوقع للعملية الثنائية هو

( ) ( ) ( ) , ,a H b H a b H a b G   =     

من  نتأكد  أن  علينا  يجب  لكن  جيداً   أن  و  تعريفاً  مُعرَفة  العملية    هذه 

 ونقصد بالتعريف الجيد أنه إذا كان 

, , , Ga H b H c H d H
H

        

a,  بحيث H c H b H d H =   =  فإن 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

a H b H c H d H

a b H c d H

   =   

   =   

ليس   هذا  أن  نجد  للأسف  لكن  الجزئية و  الزمر  لجميع   Hصحيحأ 

 ( 3.2.1.3)فعلي سبيل المثال نجد أن من المثال    .Gفي

( ) ( ) ( )  ( )1 3 1 3 , 1 2 3 1 2 3H H= =
 

 كذلك  

( ) ( ) ( )  ( )2 3 2 3 , 1 3 2 1 3 2H H= =
 

  ولكن
 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

1 3 2 3 1 2 3

1 3 2 1 2 3

H H

H H

=

 = 
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من البحث عن شروط مناسبة نقيد  ، لابد  شكلةالم  هوج من هذو للخر

الجزئية  بها   زمرة  Hالزمرة  علي  G  لنحصل 
H

الشرط     هذا  و 

 تقدمهُ النظرية التالية:

 -.2):4.3) نظرية

)إذا كانت   , )G  زمرة  وH G  فإن 

( ) ( ) ( ) , ,a H b H a b H a b G   =     

Gعملية ثنائية علي  تكون 
H

Hإذا كانت    G. 

 البرهان 

Hنفرض أن   G  أي أن(* * ,a H H a a G=   ) 

أنهو  يعني  كان  هذا  1إذا  1* ;a h a H h H     يوجد فإنه 

2h H   1بحيث 2a h h a = . 

 نفرض أنذا لسوف نثبت أن هذه العملية مُعرَفة تعريفاً جيداً الآن و 

aو H c H b H d H =   =     حيث, , ,a b c d G  ونبرهن أن
 

( ) ( )a b H c d H  =   

 

1 2 1 2

1 2

1 2

2

2

2

, : ,

( ) (( ) ( ))

(( ( ) ))

(( ( ) )) ; ,

(( ) ( ))

(( ) ) ( ) ;

aو H c H b H d H

h h H a c h b d h

a b H c h d h H

c h d h H

c d l h H l H H G

c d l h H

c d H c d H l h H 

 =   = 

   =  = 

   =    

=    

=     

=    

=    =   =  
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 -3.4.3):) نظرية

)إذا كانت    , )G  زمرة  وH G  فإن 

{ : }G a H a G
H
=    

زمرة مع عملية ضرب المجموعات المرافقة اليسرى المُعرفة   تكون

)بالصورة  ) ( ) ( ) , ,a H b H a b H a b G   =     

 ان ــــــالبره

,بفرض أن ,Z GX Y
H

  فإنه يوجد, ,a b c G بحيث 

, ,X a H Y b H Z c H=  =  =  

 أولاً شرط الأغلاق 

( ) ( ) ( ) GX Y a H b H a b H
H

 =    =    

 

 ثانياً  شرط الدمج  

( ) ( ) (( ) ( ))

( ) ( ) ( ( ))

(( ) ) (( ) ) ( )

(( ) ( )) ( ) ( )

X Y Z a H b H c H

a H b c H a b c H

a b c H a b H c H

a H b H c H X Y Z

  =     

=     =   

=    =    

=      =  
 

 ثالثاً  العنصر المحايد  

أن 1e  بفرض  b H=     لكل فيكون  المحايد  العنصر  هو 

Ga H
H

  

1

( ) ( ) ( )

( )

:

a H b H a H

a b H a H

h H a b a h b h

Ge b H h H H e H
H

   = 

   = 

    =   =

 =  =  = =  
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 رابعاً العنصر المعكوس 

Ga  معكوس العنصر  H
H

   هو العنصر  
1 G

H
a H−    

   حيث 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1

a H a H a a H e H H

a H a H a a H e H H

− −

− −

   =   =  =

   =   =  = 

Gإذن  المجموعة  
H

ضرب المجموعات المرافقة   تكون مع عملية  

تسُ القسمةى  مَ زمرة  خارج  أو    زمرة  العامل)  ) Factorزمرة 

Group لزمرة لG   )مقياس  )عليH. 

 )يترك للطالب( -4.4.3):مثال )

Gلتكن  Hو = n= اوجدG
H 

 

 ( 4-3) تمارين

)لتكن   -1 , )G    لكل أنه  فبرهن  دائرية  Hزمرة  G تكونG
H

   

 .دائرية  

)لتكن   -2 , )G ابدالية لكل     زمرة  أنه  Hفبرهن  G تكونG
H

   

 .ابدالية

)لتكن   -3 , )G زمرة وH G فبرهن أنG
H

 زمرة ابدالية  

 إذا وفقط إذا كان 
1 1 ; ,a b a b H a b H− −      
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 الرابع الفصل 

 التشاكل والتماثل بين الزمر

 التشاكل بين الزمر 

 

 -(:4.1.1)  تعريف

)بفرض أن   , )G  و( , )G  زمرتان فإن الراسم 

: ( , ) ( , )G G  → 

تشاكل   الزمرة    Homomorphismيسُمَى  )من  , )G   الزمرة   إلي

( , )G  :إذا تحقق الشرط التالي 

( ) ( ) ( ), ,a b a b a b G   =   

)وفي هذه الحالة نقول أن الزمرتين   , )G   و  ( , )G  متشاكلتان. 

 

 -(: 4.2.1)  مثال

أن )بفرض  , )و  +( , )+   حيث ,زمرتان  عمليتي    + هما 

الراسم    فإن  العاديتين  والضرب  :الجمع  ( , ) ( , ) ++ → 

)بالعلاقة    والمُعرَف   ) ,xx e x =  
تشاكلاً     يكون 

a,لكل  لأن b ( ) ( ) ( )a b a ba b e e e a b  ++ = =  =  

 

 -(: 13..4)  مثال
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أن   )بفرض  , )+   و( , حيث    +( ,زمرتان  عمليتي    + هما 

الراسم    فإن  العاديتين  والضرب  :الجمع  ( , ) ( , ) +  → +

)بالعلاقة    والمُعرَف  ) log( ),x x x +=   

a,يكون تشاكلاً لأنلكل  b + 

( ) log( ) log( ) log( ) ( ) ( )a b a b a b a b   =  = + = + 

 -(: 14..4)  مثال

أن   )بفرض  , )و   +( , )n n    حيث n,زمرتان  هما    +

بمقياس الجمع  وعملية  العادية  الجمع  الراسم    n  عملية  إن 

: ( , ) ( , )n n + →   والمُعرَف كالتالي 

( ) [ ],x x x =   

a,لكل  يكون تشاكلاً لأن b 

( ) [ ] [ ] [ ] ( ) ( )n na b a b a b a b  + = + =  =  

يلزمنا   للتشاكلات  الأساسية  الخواص  بعض  نستعرض  أن  قبل 

 :التعريف التالي

 -(: 15..4) تعريف

)بفرض أن   , )G  و( , )G  زمرتان حيث: ( , ) ( , )G G  → 

 هي دالة تشاكل فإن 

}  المجموعة   -1 ( ) : }a a G     و التشاكل  دالة  مدى  تسُمَى 

)بالرمزيرمزلها  )Rang . 
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}المجموعة    -2 : ( ) }a G a e  الزمرة   eحيث    = هو محايد 

( , )G تسُمَى نواة دالة التشاكل و يرمزلها بالرمز( )Ker  . 

 -(: 4.6.1) نظرية

)بفرض أن   , )G  و( , )G  زمرتان حيث: ( , ) ( , )G G  → 

 :هي دالة تشاكل فإن

1) ( )e e = 

)  هو محايد الزمرةeحيث   , )G  وe  هو محايد الزمرة  ( , )G. 

1 12) ( ) ( ( )) ,a a a G − −=   

 البرهــــــان 

1) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

a a e a e

a a e

a e a e

e e

   

 

  



=  =

=

 =

 =

 

1 1

1 1

2) ,

( ) ( ) ( ) ( )

a G a a a a e

e e a a a a   

− −

− −

   =  =

 = =  =
 

  بالمثل 
1 1( ) ( ) ( ) ( )e e a a a a   − − = =  = 

وبالتالي فإن  
1 1( ) ( ( )) ,a a a G − −=  

 
 -(: 4.7.1) نظرية

أن    :بفرض  ( , ) ( , )G G  الزمرة    → من  تشاكل  دالة  هو 

( , )G  إلي الزمرة ( , )G :فإن 

1 )( )( ),Rang  تكون زمرة جزئية من الزمرة( , )G  . 
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2 )( )( ),Ker   قياسية من الزمرة  تكون زمرة جزئية( , )G  . 

 

 البرهــــــان 
 

,( بفرض أن 1 ( )x y Rang    فإنه يوجد,a b G   بحيث 

1 1

1

1

( ) , ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

x a y b

x y a b

a b

a b

 

 

 



− −

−

−

= =

 =

=

= 

 

وحيث أن  
1a b G−   فإن

1 ( )x y Rang −  . 

,  بفرض أن (2 ( )x y Ker   فإن 

1 1

1

1

1

( ) , ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ( ))

( )

( )

x e y e

x y x y

x y

e e e e e

x y Ker

 

  

 



− −

−

−

−

 = =

  =

=

    = = =

  

 

)وهذا يثبت أن   ( ), )Ker     زمرة جزئية من الزمرة( , )G . 

أن   نثبت  )والآن  )Ker G أن نفرض  لذلك   ،

( ) ,a Ker g G  



 مقدمة في الجبر المجرد                               محمدأ بوالحسن سليم  .د

89 
 

1 1

1

1 1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

g a g g a g

g a g

g e g g g e

g a g Ker

   

  

   



− −

−

− −

−

   =

=

 = = =

   

)وهذا يثبت أن   ( ), )Ker   بالتالي زمرة جزئية زمرة قياسية و  

)قياسية  من الزمرة   , )G   . 

 ( 1-4)  تمارين
 

)دالة تشاكل من الزمرة   إذا كانت -1   , )G  :إلي نفسها معرفة كالتالي 

2( ) ,x x x G =   

)فبرهن أن  , )G   زمرة ابدالية؟ 

)بفرض أن   -2 , )+   زمرة، هل الراسم  : +    المُعرَف   و  →+

 :بالمعادلة
2( ) ,x x x +=  

 يكون تشاكل؟    

أن  -3 )  بفرض  , )+   الراسم هل  :  زمرة،  +  و  →+

)   المُعرَف كالتالي:   ) 2 ,xx x +=  
 يكون تشاكل؟   

) بفرض أن -4 , : زمرة، هل الراسم +( والمُعرَف كالتالي:         →

( ) 1,x x x = +  
 

 يكون تشاكل؟ 

)دالة تشاكل من الزمرة   إذا كانت   -   5 , )G  إلي( , )G :فبرهن أن- 
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Hإذا كانت • G  فإن
1( )H G −

. 

Kإذا كانت  • G وكان ،( )G G =   فإن( )K G 
. 

a  إذا كان  • G و ( )a n ) فإن = ( )) |a n 
. 

• ( ) { }Ker e  . راسم أحادي إذا و فقط إذا كان   =

 التماثل بين الزمر

 -(: 4.1.2) تعريف

)بفرض أن   , )G  و( , )G  زمرتان فإن الراسم 

: ( , ) ( , )G G  → 

تماثل   الزمرة    Isomorphismيسُمَى  )من  , )G    الزمرة إلي 

( , )G :إذا تحقق الشرطان التاليان 

1) ( ) ( ) ( ), ,

2) .

a b a b a b G

is one to one correspondence

  



 =  

− −
 

)وفي هذه الحالة نقول أن الزمرتين   , )G  و( , )G    متماثلتان ونعبر

)عن ذلك بالرمز  , ) ( , )G G   . 

 -(: 4.2.2)  مثال

المثال في  بينا  الراسم     ( 4.2.1)  لقد  :أن  ( , ) ( , ) ++ → 

بالقاعدة:  )والمُعرَف  ) ,xx e x =    و تشاكلاً  يكون   ،

 الآن الراسم 
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x,)متباين( لأن لكل  أحادي • y  يكون 

If ( ) ( ) x yx y e e x y =  =  =
 

 فوقي )شامل( لأن •

lnln . . ( ) (ln ) yy x y s t x y e y +   =  = = =

)و من ثمَ فإن , ) ( , )++    . 

 -(: 4.2.2)  مثال

المثال   في  بينا  الراسم    (3.1. 4)لقد  :أن  ( , ) ( , ) +  → +

بالقاعدة:   )والمُعرَف  ) log( ),x x x =   ،    يكون

تناظر أحادي )تقابل( و من   أنه راسم  اثبات  و يمكن بسهولة  تشاكلاً 

 .ثم فإنه يكون تماثلاً 
 

 -(: 4.3.2) نظرية

 .بين الزمر تكون علاقة تكافؤ  علاقة التماثل  

 البرهــــــان 

 علاقة التماثل    علاقة عاكسة لأن 

)لأي زمرة   , )G     يوجد راسم التطابق: ( , ) ( , )Gid G G →   

 راسم تناظر أحادي وتشاكل لأن  و هو 

( ) ( ) ( )G G Gid a b a b id a id b

G G

 =  = 

 
 

  علاقة التماثل     إذا كانت الزمرة  ه  علاقة متماثلة لأن( , )G  

)  متماثلة مع الزمرة , )G
G  أي أن  G    فإنه يوجد راسم تناظر
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وتشاكل   :أحادي  ( , ) ( , )G G  الراسم   → أن  نلاحظ    وهنا 

  العكسي
1 : ( , ) ( , )G G −  →     هو راسم تناظرأحادي وتشاكل

 لأن 

1 1

1

1 1

, , : ( ) , ( )

( ) [ ( ) ( )]

[ ( )]

( ) ( )

x y G a b G a x b y

x y a b

a b a b

x y

G G

 

   

 

 

− −

−

− −

    = =

 =

=  = 

= 

 

 

 

  التماثل لأن     علاقة  ناقلة  الزمرة  ه  علاقة  كانت  )إذا  , )G   

)  متماثلة مع الزمرة , )G  أي أن  G G   كانت  و  ( , )G    متماثلة

الزمرة )  مع  , )G أن   • Gأي  G     تناظر راسمان  يوجد  فإنه 

وتشاكل   :أحادي  ( , ) ( , )G G  :و   → ( , ) ( , )G G  → •

المركب   الراسم  أن  نلاحظ  :وهنا  ( , ) ( , )G G   → •
هو    

 راسم تناظرأحادي وتشاكل لأن 

, , : ( ) , ( )

( )( ) [ ( ) ( )]

[ ( )] [ ( )]

( )( ) ( )( )

x y G a b G a x b y

x y x y

x y

x y

G G

 

    

   

   

    = =

  =

= •

= •

 

 

 .بين الزمر تكون علاقة تكافؤ علاقة التماثل  ما سبق يثبت أن 

)لكي نثبت أن زمرتين   -ملحوظة:  , )G و( , )G  متماثلتان نتبع 
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 الخطوات التالية :  

:( نعرف راسم  1 ( , ) ( , )G G  → 
 ( نبرهن أن هذا الراسم تماثل )أي تشاكل وتناظر أحادي( 2
 

 -(: 4.4.2) نظرية

دورانية   زمرة  )أي  , )G   منتهية رتبة  مع   n  ذات  متماثلة  تكون 

)أي n  الأعداد الصحيحة المتطابقة بمقياس  زمرة , )n n . 

 البرهــــــان 

أن   )نفرض  , )G    منتهية رتبة   ذات  دورانية  مولدة    n  زمرة 

a  بالعنصر G  فيكون 

 2 1, , , , nG a e a a a −= = 

:لذلك نعرف الراسم   ( , ) ( , )n nG  →  كالتالي: 

( ) [ ],k ka k a G =  
 

   والآن نبين أن هذا الراسم هو تناظر أحادي و تشاكل

 لأن  راسم أحادي 

( )

( )( ) ( )( )

1 2

1 2 2 2 2 2

1 2

1 2 1 2

( ) ( ) [ ] [ ]

mod ,

.

k k

n
k k k n k k k kk n k

a a k k

k k n k k k n k

a a a a a a a e a

 

+

=  =

   = + 

 = = = = =

  عنصر    راسم لكل  لأن  ]فوقي  ]k     عنصر يوجد 

ka G 
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)بحيث يكون   ) [ ]ka k = 

  الراسم  تشاكل لأن 

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

( ) ( ) [ ]

[ ] [ ] ( ) ( )

k k k k

k k

n n

a a a k k

k k a a

 



+ = = +

=  = 
 

)مما سبق نجد أن   , ) ( , )n nG   . 

 -(: 4.5.2) نظرية

دورانية   زمرة  )أي  , )G    زمرة مع  متماثلة  تكون  منتهية    غير  

)الأعداد الصحيحة   , )+  . 

 البرهــــــان 

أن   )نفرض  , )G    منتهية غير  دورانية  بالعنصر   زمرة  مولدة 

a G  فيكون 

 2 3, , , ,G a e a a a= = 

:نعرف الراسم  ( , ) ( , )G  →  :كالتالي +

( ) ,k ka k a G =  
 

 والآن نبين أن هذا الراسم هو تناظر أحادي و تشاكل 

 لأن  راسم أحادي 

1 2 1 2

1 2( ) ( )
k k k ka a k k a a =  =  = 

 فوقي لأن لكل عنصر  راسمk   يوجد عنصر
ka G 

)بحيث يكون   )ka k = 
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 تشاكل لأن  الراسم  

1 2 1 2

1 2

1 2( ) ( )

( ) ( )

k k k k

k k

a a a k k

a a

 



+ = = +

= +
 

)مما سبق نجد أن   , ) ( , )G   + . 

 -ملحوظة: 

"الزمرتان العبارة  معنى  في  النظر  أمعنا  )  إذا  , )G  و( , )G 

الزمرة   أن  لوجدنا  الزمرة  Gمتماثلتان"  نفس  في    Gهي  عدا  ما 

)  أي أن الزمرتين  ، عناصر كلٍ منهاتسمية   , )G و( , )G  تتمتعان  

الزمرية الصفات  الجبري(،  بنفس  الزمرتان    )البناء  تكون  لكي  ولذا 

يكفي متماثلتين  نجد  غير  به  أن  تتمتع  واحدة  إصفة  الزمرتين  ى  حدا 

 .ولا تتمتع بها الزمرة الأخرى

 -(: 4.6.2)  مثال

)برهن أن الزمرتين   , )و +( , )Q  .غير متماثلتين +

 

 

 الحل

في   بينا  الزمرة  (3.3. 2)  المثال لقد  )  أن  , دورانية    +( زمرة 

الزمرة  (2.3.3)والتمرين   أن  )  يبُين  , )Q ثمَ   + ومن  دورانية،  غير 

)فإن  , ) ( , )Q +  +  . 

 -(: 4.6.2)  مثال
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)برهن أن الزمرتين   , )و  +( , )Q    {0}حيثQ Q = غير   −

 .متماثلتين

 الحل

 طريقة أولي 

الزمرة    في  عنصر  أي  رتبة  أن  )نلاحظ  , العنصر    +( عدا  ما 

الزمرة   في  بينما  نهائية  لا  تكون  )المحايد  , )Q     يوجد أنه  نجد 

العنصرالمحايد−1عنصر)  بخلاف  منتهية 1)   (  رتبته  تكون  حيث  ( 
2( 1) 1− )و بالتالي فإن  = , ) ( , )Q   + . 

 طريقة ثانية 

)نفرض العكس أي نفرض أن        , ) ( , )Q   يوجد    عليه   و  +

تشاكل و  أحادي  تناظر  :  راسم  ( , ) ( , )Q + →     يؤدي هذا 

العنصر  أن  1  إلي  Q−   في ما  لعنصر  ،  xوليكن     هو صورة 

)أي أن  ) 1x = − 

(2 ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) 1x x x x x    = + =  = −  − = 

أن   )وحيث  )e e =    الزمرة محايد  صورة  أن  )أي  , هي  +(

الزمرة )  محايد  , )Q   الزمرة في  المحايد  العنصر  أن  وحيث   ،

( , 0e  هو   +( الزمرة    = في  المحايد  العنصر  )بينما  , )Q  

1eهو   (0)، أي أن  = 1 2)  و لكن  = ) 0x وهذا يتطلب    =

0x  أن حيث    = تناقض  إلي  بنا  يؤدي  (0)وهذا  1 و  =
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(0) 1 = بإن  − الخاطئ  الفرض  سببه  التناقض  وهذا   ،

( , ) ( , )Q   )  وعليه يكون  + , ) ( , )Q   +. 

 طريقة ثالثة 

المثال في  بينا  الزمرة  (3.3. 2)  لقد  )  أن  , دورانية    +( زمرة 

)  يبُين أن الزمرة  (2.4.3)والتمرين   , )Q     َثم غير دورانية، ومن 

)فإن  , ) ( , )Q   +  . 

 

 ( 2-4)  تمارين

)دالة تماثل من الزمرة   إذا كانت  -1 , )G   إلي( , )G :فبرهن أن- 

)  الزمرة • , )G  تكون ابدالية إذا وفقط إذا كانت الزمرة ( , )G ابدالية. 

)الزمرة  • , )G تكون دورانية إذا وفقط إذا كانت الزمرة( , )Gدورانية. 

aلكل  • G يكون ( ) ( ( ))a a  =
. 

6عين جميع التشاكلات من  -2 6( , ) 4  إلي 4( , )
. 

4عين جميع التشاكلات من -3 4( , ) 10 إلي 10( , )
 . 

5 عين جميع التشاكلات من -4 5( , ) 10  إلي 10( , )
. 

)بفرض أن   -5 , )G  ،زمرة  a G   فبرهن أن الراسم 

:G G → 
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علاقة  البالمُعرف  
1( ) ,x a x a x G −=    

يكون   

 تماثل ؟  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 خامسالفصل ال 

 الحلقات والحقول 

ل تعرضنا  السابقة  الفصول  افي  ذدراسة  الجبرية  العملية    اتلأنظمة 

ا  الثنائية لدراسة  نتطرق  سوف  فصاعداً  الآن  من  و  لأنظمة   الواحدة 

الصحيحة  الثنائي  تين العمليات  ذ  الجبرية المنطقة  الحلقة،  مثل  تين 

 .والحقل
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 تعاريف أساسية 

 ( The ring  الحلقة ( -(: 5.1.1) تعريف

أن   Rبفرض    )الرياضي  ( الجبري  النظام  فإن   ،( , , )R 

 -:إذا حقق الشروط التالية Ringيسُمى حلقة  

• ( , )R 
 زمرة ابدالية  

• 
تحُقق قانون الدمج، أي أن   العملية  

 

( ) ( ) , , ,a b c a b c a b c R=  
 

,  ، أي أن لكلالعملية   توزيعية علي  العملية  • ,a b c R 

 

 )قانون التوزيع اليساري(     تحقق 

اليميني(         التوزيع  قانون   (

( ) ( ) ( )2) a b c a c b c =  

 -:ملحوظات 

)بالقول أن    -1 , , )R     المجموعة مغلقة    Rنظام جبري نعني أن 

 . ,علي كُلٍ من العمليتين 

)الحلقة    -2 , , )R     الابدال شرط  حققت  إذا  ابدالية  حلقة  تسمى 

,أي أن  بالنسبة للعملية   ,a b b a a b R=   

الحلقة    -3 عن   )يقُال   , , )R     وجد إذا  محايد  ذات عنصر  أنها 

2eعنصر   R   2بحيث أن 2 ,a e a e a a R= =   

( ) ( ) ( )1)a b c a b a c = 
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 (integral domain Theمنطقة الصحيحة  ال( -(: 12..5) تعريف

أن   Rبفرض    الجبري النظام  فإن   ،( , , )R     منطقة يسُمى 

 -:إذا حقق الشروط التاليةصحيحة 

1) ( , , )R  حلقة ابدالية ذات عنصر محايد 

للعملية   (2 بالنسبة  مُحقق  الحذف  لكل   قانون  أن  أي 

, ,a b c R يتحقق أن   

, 0a c b c c a b=   = 

 ( e field Thحقل ال (  -(: 13..5) تعريف

أن    Fبفرض    الجبري النظام  فإن   ،( , , )F     حقل يسُمى 

 -:إذا حقق الشروط التالية

1) ( , , )F 
 منطقة صحيحة    

عنصر   (2 aكل  F    1حيثa e
  1e)    المحايد هوالعنصر 

للعملية  للعملية   بالنسبة  معكوس  له  يكون  ليكن و    ( 

1a F−     فيكون
1 1

2a a e a a− −=  2eحيث    =

 . هوالعنصر المحايد للعملية 

 -:ملحوظات 

 الشكل التالي يوضح العلاقة بين المفاهيم السابقة -1



 مقدمة في الجبر المجرد                               محمدأ بوالحسن سليم  .د

101 
 

 

  كما يلي  تعريف الحقل إعادة يمكن  -2

  )التعريف الثاني للحقل( 

أن   Fبفرض    الجبري النظام  فإن   ،( , , )F   حقل إذا يسُمى 

 -:حقق الشروط التالية

1-( , )F    زمرة ابدالية 

2-( , )F 
ابدالية    }1  حيث   ،زمرة  }F F e = 1e  حيث  −

 .هوالعنصر المحايد للعملية الثنائية  

 .  توزيعية علي العملية    العملية -3

 أمثلة متنوعة 

 -(: 5.1.4)  مثال

 .من الأنظمة الجبرية التالية تكون حلقة ومنطقة صحيحة وحقل   كُلٍ 

( ) ( ) ( ), ,. , , ,. , , ,.Q+ + + 

 -(: 5.1.5)  مثال

 حيث:  عمليتان مُعرفتان علي   ,بفرض أن  

1, ,a b a b a b = + −   

الحقـل
المنطقة 
الصحيحة

الحلقة
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, ,a b a b ab a b= + −   

)برهن أن النظام   ), , حلقة ابدالية بمحايد. 

 الحـــل 

)أولاً نبرهن أن   (1 , )  زمرة ابدالية 

   مُغلقة عل العملية 
, 1a b a b a b    = + −  

   العملية  دامجة 

( ) ( )

( ) ( )

Let , , ; 1

( 1) 1

( 1) 1

1

a b c a b c a b c

a b c

a b c

a b c a b c

    =  + −

= + + − −

= + − + −

=  + − =  

 علي محايد العملية  تحتوي  لأن  1العنصر   وهو 

1 1 1 ,a a a a = + − =   

 بها حيــث لكلعلى    تحتوي  a  معكوس كل عنصر 

يوجد  
1 (2 )a a− = −    و يحقق 

1 (2 ) (2 ) 1 1a a a a a a− =  − = + − − = 

  العملية ابدالية 

, 1 1a b a b a b b a b a    = + − = + − =  

)ثانياً نبرهن أن   (2 ,  شبه زمرة ابدالية بمحايد  (

   مُغلقة عل العملية 
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,a b a b a b ab    = + −  

  لكل   دامجة العملية, ,a b c 

( ) ( )

( ) ( )

a b c a b c bc

a b c bc a b c bc

a b c bc ab ac abc

 = + −

= + + − − + −

= + + − − − +

 

 كذلك

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

a b c a b ab c

a b ab c a b ab c

a b ab c ac bc abc

a b c bc a b c

= + −

= + − + − + −

= + − + − − +

= + − =

 

  ابدالية العملية 

 

 لأن  0وهوالعنصر   علي محايد العملية  تحتوي 

 

حيث ان لكل  توزيعية علي العملية     العملية  ثالثاً نبرهن أن

, ,a b c  يكون 

,a b a b a b ab b a ba b a   = + − = + − = 

0 0 0 ,a a a a a= + − =  
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( ) ( )

( ) ( )

1

1 1

1

( ) ( ) 1

( ) ( ) 1 ( ) ( )

a b c a b c

a b c a b c

a b c ab ac a

a b ab a c ac

a b a c a b a c

 = + −

= + + − − + −

= + + − − − +

= + − + + − −

= + − = 

 

العملية أن  اليسرىأي  الجهة  من  العملية    توزيعية  ،  علي 

توزيعية من الجهة اليمُنى علي العملية    ن اثبات أن  ـأيضاً يمك

 

 علي ما تقدم يكون النظام ( ), ,  حلقة ابدالية بمحايد. 

 -(: 5.1.6)  مثال

)أن النظام  هل  ), ,+     حلقة حيث 

 2 : ,a b a b= +  

.  هما عمليتي الجمع و الضرب الأعتياديتان؟  +,

 ــالحــ  ل  ــــ

)  أولاً نبرهن ما إذا كانت (3  زمرة ابدالية أم لا  +,(

 ن لأ +العملية   يمُغلقة عل 

1 2 1 1 1 2

2 2 1 1 2 2

, 2,

2 , , , ,

s s s a b s

a b a b a b

   = +

= + 
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( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

1 2

2 2 2s s a b a b a a b b

s s

 + = + + + = + + +

 + 

  دامجة وابدالية  +العملية 

 لأن  0دد  وهوالع +علي محايد العملية     تحتوي 

0 0 0 2= +  

 معكوس كل عنصر بها بالنسبة للعملية  علي    تحتوي  +  ،
 حيث 

2; , ,

2

s s a b a b a b

s a b

   = +   − − 

 = − − 
 

)  ثانياً ندرس النظام (4 , ) 

 العملية   يمُغلقة عل 

  العملية  دامجة وابدالية 

 علي محايد العملية  تحتوي لأن  1دد  وهوالع 

1 1 0 2= +  

العملية     توزيعية علي العملية+ 

)علي ما تقدم يكون النظام  ), ,+   حلقة ابدالية بمحايد. 

 -(: 5.1.7)  مثال

)برهن أن النظام   ), ,+     حقل حيث 

 2 : ,a b a b Q= +  

.  هما عمليتي الجمع و الضرب المعتادتين؟  +,

 

 ــالحــ  ل ـــــــ



 مقدمة في الجبر المجرد                                 محمدأ بوالحسن سليم .د

106 
 

نث لكي  السابق  وللمثال  للحقل  الثاني  للتعريف  النظام  ب وفقاً  أن  ت 

0يتبقي لنا اثبات أن كل    حقل يمثل  المُعطى   s     له معكوس

 بالنسبة للعملية 

العنصر   أن  1بفرض  2 2b b b= العنصر     + معكوس  هو 

1 20 2s a a = +   فيكون 

( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 1 2 2 2 1 1 2

1 1 2 2 2 1 1 2

2 2 1 0 2

2 2 1 0 2

2 1 0

s b a a b b

a b a b a b a b

a b a b a b a b

  = +  + = +

 + + + = +

 + =  + =

 

1لمجاهيل بحل هاتين المعادلتين بالنسبة لو  bو2 b  نجد أن 

1 2
1 22 2 2 2

2 1 2 1

,
2 2

a a
b b

a a a a

−
= =

− −
 

1إذن معكوس العنصر    20 2s a a = +   هو العنصر 

1 2

2 2 2 2

2 1 2 1

2
2 2

a a
b

a a a a

   −
= +    

− −    

)و هذا يُثبِت أن النظام   ), ,+  حقل. 

 

 -(: 5.1.8)  مثال

 حيث:  عمليتان مُعرفتان علي   ,بفرض أن    

, , .a b a b ab a b a b    = = + 

)برهن أن النظام   ), , لا يمثل حلقة. 
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 ل ــالحـ

   مُغلقة عل العملية 

  العملية  دامجة 

 علي محايد العملية  تحتوي   لأن  1وهوالعنصر 

        لكللأن  معكوس كل عنصر بها    علي  تحتوي لا  a  

 وعلي ذلك فإن  bله معكوس وليكن   يوجد نفرض جدلاً أنه 

1
1 1a b b a ab b

a
 =  =  =  =  

أن   يتضح  سبق  )مما  ),   النظام فإن  ثم  ومن  زمرة  ليست 

( ), , لا يمثل حلقة. 

 -(: 5.1.9)  مثال

إذا كانت   5 5 :m m=   ،برهن أن النظام  ( )5 , ,.+ 

حيث صحيحة  منطقة  يكون  ولا  حلقة  .  يكون  الجمع   +, عمليتي  هما 

 والضربالمعتادتين؟ 

 ل ــالح

)أولاً نبرهن ما إذا كانت   )5  زمرة ابدالية  +,

5   5  لأنه بفرض أن  +مُغلقة علي العملية ,5 5m n 
5فإن  5 5( ) 5m n m n+ = +  

 دامجة الجمع  عملية 

 0العنصر   وهو  +علي محايد العملية   5  تحتوي 

 معكوس    علي  5تحتوي حيــث  بها  عنصر  كل  معكوس 

5العنصر   5a  5هو( ) 5a−  
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ابدالية الجمع  عملية 

)مما سبق يتضح لنا أن النظام   )5  زمرة ابدالية+,

5)ثانياً نبرهن أن   (5 , ) زمرة ابدالية شبه 

5  الضربعملية  يمُغلقة عل 

( )5 ,5 5 5 5 5 5 5a b a b a b    =   

 ابداليةو    دامجةالضرب عملية 

 العملية   نبرهن أنالآن   توزيعية علي العملية+ 

5لكل     , 5 , 5 5x a y b z c= = =  نجد أن 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

. 5 . 5 5 5 5 5 5

5 5 5 5 5 5 5

x y z a b c a b a c

x y x z

x y z a b c a c b c

x z y z

+ = + =  + 

=  + 

  = +  =  + 

=  + 

 

)مما سبق يتضح لنا أن النظام   )5 ,  .ابدالية حلقة+.,

النظام   نبرهن أن الآن( )5 ,  .لا يكون منطقة صحيحة  +.,

 هو العنصر المحايد بالنسبة لعملية الضرب فيكون  eبفرض أن  

5 5 5 5n n e n    = 

عندما   تتحقق  المعادلة  1eهذه  1  ولكن  = 5   أن أي  

وبالتالي    5المجموعة   الضرب  عملية  محايد  علي  تحتوي  لا 

)فإن النظام  )5 ,  .لا يكون منطقة صحيحة +.,
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 -(:5.1.10)  مثال

)برهن أن النظام   )5 5 5, ,  يكون حقل؟ 

 ــ  ل ـــــــــالحـ

 كالتالي5بتكوين جدولي الجمع والضرب بمقياس 

[4] [3] [2] [1] [0] 
5 

[4] [3] [2] [1] [0] [0] 

[0] [4] [3] [2] [1] [1] 

[1] [0] [4] [3] [2] [2] 

[2] [1] [0] [4] [3] [3] 

[3] [2] [1] [0] [4] [4] 

 

 

 

 

[4] [3] [2] [1] [0] 5 

[0] [0] [0] [0] [0] [0] 

[4] [3] [2] [1] [0] [1] 

[3] [1] [4] [2] [0] [2] 

[2] [4] [1] [3] [0] [3] 

[1] [2] [3] [4] [0] [4] 



 مقدمة في الجبر المجرد                                 محمدأ بوالحسن سليم .د

110 
 

 من هذين الجدولين أن: نلاحظ

)النظام   • )5 5,  زمرة ابدالية لأن 

 .5مغلقة علي العملية  5من الجدول الأول نجد أن    -1

لكل    5العملية    -2 أن  ]5دامجة أي  ],[ ],[ ]a b c     يتحقق

) أن ) ( )5 5 5 5[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]a b c a b c  =   

 .5هو محايد العملية  [0]5العنصر   -3

للعملية   علي  5تحتوي    -4 بالنسبة  بها  عنصر  كل    معكوس 

5  العنصر معكوس  حيث   ،5[ ]a     العنصر هو 

5[5 ]a− . 

]5أي أن لكل   ابدالية5العملية   -5 ],[ ]a b   يتحقق أن 

5 5[ ] [ ] [ ] [ ]a b b a =  

)النظام   • )
5 5,   زمرة ابدالية لأن 

من الجدول الأول نجد أن    -1
5


 .5 مغلقة علي العملية  

دامجة أي أن لكل   5العملية   -2
5

[ ],[ ],[ ]a b c   يتحقق أن 

( ) ( )5 5 5 5[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]a b c a b c  =   

العنصر   -3
5

[1]  5هو محايد العملية. 
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تحتوي    -4
5


، 5  علي معكوس كل عنصر بها بالنسبة للعملية 

معكوس العنصر  
5

[ ]a    هو العنصر
5

1[ ]a −  كالتالي 

1 1 1 1[1] [1], [2] [3], [3] [2], [4] [4]− − − −= = = = 

ابدالية أي أن لكل   5العملية   -5
5

[ ],[ ]a b   يتحقق أن 

5 5[ ] [ ] [ ] [ ]a b b a =  

]  لأن  5  توزيعية علي العملية 5  العملية • ],[ ],[ ]a b c 

 يتحقق 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

5 5 5 5 5

5 5 5 5 5

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

a b c a b a c

a b c a c b c

  =   

  =   
 

)مما سبق يتضح لنا أن النظام )5 5 5, ,   ًيكون حقلا . 

 -:ملحوظات 

بــــ    ونستبدل    +بــــ     من الآن فصاعداً سوف نستبدل    -1

  نقصد بذلك عملية الجمع العادية أو الضرب العادية ما لم    و لا

 .يذُكر ذلك صراحةً 

النظام    -2 )محايد  , )R نرمز    + وسوف  الجمعي  المحايد  يسُمى 

العملية   0لهبالرمز   كانت  إذا  إلا  الصفر  به  نقصد  هي   +  ولا 

 .عملية الجمع العادية
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)محايد النظام    -3 ,.)R   يسُمى المحايد الضربي وسوف نرمز له  

هي عملية    ولا نقصد به الواحد إلا إذا كانت العملية    1بالرمز  

 .الضرب العادية

 -(: 5.1.11) نظرية 

النظام   أن  )بفرض  , , )R +   2وكان    حلقةx x=    لكلx R  فإن

( , , )R +  هذه الحلقة تسمى حلقة بوولية  ، حلقة ابداليةringBoolean  . 

 ان ــــــالبره

aلكل   R فإن ( )a a R+   فيكون 

( ) ( )
2 2 2 2 2a a a a a a a a a a

a a a a a a

+ = +  + + + = +

 + + + = +
 

0aويترتب علي ذلك أن       a a a+ =  = − 

في   عنصر  كل  أن  لنفسه  Rأي  الجمعي  المعكوس  ومن    .هو 

a,ناحية أخُرى ليكن   b R  2فإن 2,a a b b= =  ً  و أيضا

( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2

0

a b a b a ab ba b a b

a ab ba b a b

ab ba ab ba

+ = +  + + + = +

 + + + = +

 + =  = −

 

ba  ولكن ba− abفينتج أن    = ba= 

  الحلقة( , , )R +  حلقة ابدالية. 

 -(: 5.1.12) نظرية 
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)بفرض أن النظام   , , )R +   فبرهن أن    ،   حلقةR    تكون حلقة ابدالية

)  إذا وفقط إذا كان )
2 2 22 , ,a b a ab b a b R+ = + +   

 ان ــــــالبره

( )   نفرض أن النظام( , , )R +   يكون حلقة ابدالية 

,أي أن  ,ab ba a b R=     ونحاول اثبات الشرط 

( ) ( )( ) ( ) ( )
2

2 2 2 22

a b a b a b a a b b a b

a ab ba b a ab b

+ = + + = + + +

= + + + = + +
 

( )  نفرض أن الشرط محقق أي نفرض أن 

( )
2 2 22 , ,a b a ab b a b R+ = + +   

)النظام  ونحاول اثباتأن  , , )R +  حلقة ابدالية، بفرض أن  ,a b R 

( )

( )( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2

2 2 2 2

2a b a ab b

a b a b a a b b a b a ab ab b

a ab ba b a ab ab b

ba ab

 + = + +

 + + = + + + = + + +

= + + + = + + +

 =

 .ابدالية Rوبالتالي فإن  

  تف التالية  نجريها  سالنظرية  التي  الحسابية  العمليات  بعض  لنا  ر 

أن    علي بإعتبار  العاديتين  الجمع والضرب  بواسطة عمليتي  الأعداد 

a− هو المعكوس الجمعي لــ a. 
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 -(: 5.1.13) نظرية 

)بفرض أن النظام   , , )R +  و  حلقة, ,a b c R  فإن 

) 0 0 0

) ( ) ( ) ( )

) ( ) ( )

) ( ) , ( )

i a a

ii a b a b a b

iii a b a b

iv a b c a b a c b c a b a c a

 =  =

−  =  − = − 

−  − = 

 − =  −  −  =  − 

 

 ان ــــــالبره

(i      0نلاحظ أن 0 (0 0) 0 0 0a a a a a +  =  + =  =  + 

لأن   العملية  وذلك  علي  أن  +  توزيعية  كما  المحايد    0،  هو 

)و لكن    .الجمعي  , )R  زمرة و بالتالي تحقق قوانين الحذف  +

0 0a  = 

 بالمثل 
0 0 (0 0) 0 0 0

0 0

a a a a a

a

 +  = +  =  = + 

  = 
(ii   من تعريف المعكوس الجمعي نجد أن 

( )

( ) 0,

( ) 0 0 ( ) 0

b b b R

a b b a a b a b

+ − =  

  + − =  =   +  − =
 

)وبإضافة  )a b−   العلاقة الأخيرة نجد أن لطرفي 

( ) ( )a b a b−  =  − 

)و بالمثل يمكن اثبات أن         ) ( )a b a b−  = −  

(iii  هي نتيجة مباشرة من الفقرة الثانية حيث 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) 0

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

a b a b a a b b

a b a b a b

−  − +  − = − +  − =  − =

 −  − = −  − = − − 
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 عنصر ما هو العنصر نفسه لذا   و لكن معكوس معكوس 

( ) ( )a b a b−  − =  

(iv  نلاحظ أن   

( ) [ ( )] ( )

[ ( )]

a b c a b c a b a c

a b a c a b a c

 − =  + − =  +  −

=  + −  =  −  

)س الطريقة يمكن أن نبرهن علي أن  و بنف  )b c a b a c a−  =  − . 

 ( 1-5)  تمارين

 عندمـا Rادرس  −1

a-( ), ,R = حـيث أن لكل  ,a b  

2, 2 2 6a b a b a b ab a b = + − = − − + 

b-  ( ), ,R Q=  حـيث أن لكل,a b Q 

1, 2a b a b a b ab a b = + + = − − + 

c)-( )R= , ,.Q Q   لكل  حيث أن، +
2( , ),( , )a b c d Q 

( , ) ( , ) ( , ) , ( , ).( , ) ( ,2 )a b c d a c b d a b c d ad bc ac bd+ = + + = + +

 

d)-( )R= , ,. لكل   حيث أن ، +
2( , ),( , )a b c d  

( , ) ( , ) ( , ) , ( , ).( , ) ( , )a b c d a b d a b c d ac ad bc+ = + + = + 

النظام    -2 أن  )بفرض  , , )R +     أن ،فبرهن  حلقة    Rحلقة  تكون 

 ابدالية إذا وفقط إذا كان  
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( )( ) 2 2 , ,a b a b a b a b R+ − = −   

كانت   -3 أن إذا  فاثبت   ،

 . حقل 

 

 

 Subrings الحلقات الجزئية
 

 -:(1.2.5تعريف)

النظام   أن  )بفرض  , , )R +   خالية  حلقة الغير  المجموعة  فإن   ،

S R    تسمى حلقـة جزئية  من الحلقة( , , )R +    بـونكت  S R 

)إذا كانت   , , )S +  حلقة. 

 -ملحوظة: 

)كل حلقة   , , )R +     هما  حلقتان جزئيتان  علي الأقللها  ( , , )R +   

,{0})و , )+   ُالتافهة طلق عليهما الحلقات الجزئيةي. 

 

 -:( 2.2.5)مثــــال

1) ( , , )+  حلقة جزئية من الحلقة ( , , )Q +   

2) ( , , )Q +   الحلقةحلقة جزئية من  ( , , )+  

3) ( , , )+  حلقة جزئية من الحلقة  ( , , )+  

= : , , , ,.
a b

F a b c
b a

   
 +   

−    F
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الشروط التي يجب توفرها في    النظرية التالية و التي تبين  و الآن الي

 .أي مجموعة جزئية غيرخالية لتكون حلقة جزئية

 -:(3.2.5نظرية )

كانت   )إذا  , , )R + ،S R      فإنS   الحلقة من  جزئية  حلقة 

( , , )R +   إذا وفقط إذا كان 

, , ,a b S ab S a b S−     

 

 -البرهــــــــان:

( )  إذا كانتS R  فمن الواضح أن 

, , ,a b S ab S a b S−     

( )نفرض تحقق الشرط 

 , , ,a b S ab S a b S−     

)ونحاول أثبات أن   , , )S +  حلقة جزئية من الحلقة  ( , , )R +  

)أولاً نثبت أن   , )S  زمرة ابدالية:  +

Sلأن    المحايد: (1    نفرض  أنه يوجدa S وبالتالي 

0 , 0 0a a S a a a= −  + = + = 

aبفرض أن    المعكوس: (2 S  فإن 

0a a S− = −  

العنصر           معكوس  فإن  aوبالتالي  S  العنصر aهو  S− 

)  حيث  ) ( ) 0a a a a+ − = − + = 
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أن    الأغلاق: (3 a,بفرض  b S  فإن  ,a b S−      بالتالي و 

) فإن  )a b a b S− − = +  

Sلأن    الدمج:  (4 R  تجميعية علي    +و لكل   Rعملية  فإن 

, ,a b c S يتحقق أن  ( ) ( )a b c a b c+ + = + + 

Sلأن    الابدال: (5 R  علي    +و ابدالية  لكل   Rعملية  فإن 

,a b S        يتحقق أنa b b a+ = + 

)مما تقدم يتضح أن  , )S  .تكون زمرة ابدالية +

)اً نثبت أن  ثاني , )S مرة :شبه ز 

أن  الأغلاق:  .1 المُعطى  الشرط  من  عملية   S  واضح  علي  مغلقة 

,الضرب أي أن          ,ab S a b S   

Sلأن    الدمج: .2 R   و    علي تجميعية  لكل   Rعملية  فإن 

, ,a b c S يتحقق أن  ( ) ( )a b c a b c  =   

 : +توزيعية علي العملية   اً نثبت أن  ثالث

)نظراً لأن   , , )R +  حلقة وS R  فإنه لكل, ,a b c S  يكون 

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  

Sمــا سـبق يثبت أن   R. 

 

 -:( 4.2.5)مثــــال

)إذا كانت   , , )R = +  وn  أن )  فبرهن  , , )S n= +    حلقة  

 جزئية منها؟ 
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 الحــــــــــــل 

أن   nنلاحظ      0لأن (0)n n=     أن وبفرض 

,nr ns n     فإن 

( )

( )( ) ( ),

nr ns n r s n

also nr ns n nrs n

 − = − 

= 
 

nوبالتالي فإن    

 -:ملحوظات 

 

 .كل حلقة جزئية من حلقة ابدالية تكون ابدالية 1)

منها    حلقة جزئية ابدالية  Sحلقة غير ابدالية بينما   R  قد تكون  2)

 كما يوضح ذلك المثال التالي:

( )2
( ), ,.R M Q=   حيث  +

2
( ) : , , ,

a b
M Q a b c d Q

c d

  
=   

  
 

ابدالية  غير  حلقة  بينما  تكون   ،( , , )S +   منها ابدالية  جزئية    حلقة 

  حيث 
0

: ,  
0

a
S a b Q

b

  
=   

  
 

Sحلقة ذات عنصر محايد،   R  إذا كانت3) R  ــ  فقد لا يكون ل

S  :عنصر محايد كما يوضح ذلك المثال التالي 

    لتكن( , , )R = +   محايد عنصر  ذات  بينما    1  حلقة 

(2 , , )S = +  حلقة جزئية من  R لا تملك عنصر محايد ضربي. 



 مقدمة في الجبر المجرد                                 محمدأ بوالحسن سليم .د

120 
 

، بينما  Rجزئية ذات عنصر محايد من حلقة    حلقة   Sقد تكون    4)

 كما يوضح ذلك المثال التالي:  عنصر محايد R لايكون للحلقة

 لتكن 

0
: , ,.   ،   R=:،،،.

0 0 0 0

x a b
S x a b

         
=  +  +        

          

,  حيث  هما عمليتي جمع ضرب المصفوفات العاديتين، يمكن    +

حلقةجزئية  Sحلقة لا تملك عنصر محايد بينما   Rبسهولة ايضاح أن  

ذات عنصر محايد هوRمن  الحلقة  
1 0

0 0

 
 
 

.

 

المحايد5) العنصر  يكون  حلقة    Sجزئية    لحلقة  قد  مختلفاً   Rمن 

للحلقة العنصرالمحايد  المثال    Rالأصلية    عن  ذلك  يوضح  كما 

 التالي: 

( )2

0
: , ,.   ،   R=()،،.

0 0

x
S x M

   
=  + +   

    

,حيث  يمكن    + العاديتين،  المصفوفات  عمليتي جمع ضرب  هما 

  حلقة تملك عنصر محايد هو  Rبسهولة ايضاح أن  
1 0

0 1

 
 
 
وأن   

S  الحلقة    حلقة   ذات عنصر محايد هو   Rجزئية من 
1 0

0 0

 
 
 
و    

1 0 1 0

0 0 0 1

   
   

   
 



 مقدمة في الجبر المجرد                               محمدأ بوالحسن سليم  .د

121 
 

 -:(5.2.5نظرية )

أن   )بفرض  ), ,R +     وأن )حلقة  )1, ,H +    و  ( )2 , ,H +    حلقتان

)جزئيتان من الحلقة  ), ,R +  فإن : 

1( 
1 2H H يكون حلقة جزئية من الحلقة ( ), ,R +  

 

2)
1 2H H  ليس بالضرورة أن تكون حلقة جزئية من ( ), ,R +   

 البرهــــــــــان 
 

1نلاحظ أن   20 ,0H H   فإن 

1 2 1 20H H H H    ، 

1بفرض أن   2,a b H H  1  فإن 2, ,a b H a b H     وحيث  

1أن  2,H H ةحلقجزئيتان من ال  حلقتان ( ), ,R +   فإن 

1 2 1 2

1 2 1 2

, ,

,

a b H a b H also ab H ab H

a b H H ab H H

 −   −    

 −  
 

1و بالتالي فإن   2H H ن حلقة جزئية من الحلقةكوي ( ), ,R + 
. 

1لاثبات أن  -2 2H H  ليس بالضرورة أن تكون حلقة جزئية من 

( ), ,R +   نعطي المثال التالي 

 إذا كانت         

) فإن )1, ,H +  و( )2 , ,H +  حلقتان جزئيتان من ( ), ,+    ولكن 

1 2 {0, 3, 6, 5, 10, }H H =    
 

)جزئية من    حلقةليست  ), ,+   1لأن 23,5 H H  ولكن 

1 2{0, 3, 6, }, {0, 5, 10, }H H=   =  
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1 23 5 2 H H− = −  

 مركز الحلقة 

 -(:.26. 5)تعريف

أن  )بفرض  ), ,R +  له ويرمز  الحلقة  هذه  مركز  فإن  حلقة، 

)  بالرمز )Z R  كل عناصر قانون    R  هو مجموعة  تحقق  التي 

 أي أن   R جميع عناصر الإبدال مع

( ) { : , }Z R z R zx xz x R=  =   

)ويتضح لنا أنه إذا كانت   ), ,R +    ابدالية فإن( )Z R R= 

 -:(7.2.5نظرية )

 .جزئمع منها  حلقةيو   حلقةمركز أي  

 البرهــــــــــان 

)  بفرض أن ), ,R +  حلقة ، وأن  ( )Z R   هو مركزها 

)ونحاول اثبات أن   )Z R R   ولاثبات ذلك 

أن   0نلاحظ  ( )Z R   0  حيث 0 0a a R= =   بالتالي  و

( )Z R   .  أن ,نفرض  ( )a b Z R  أن اثبات  ونحاول 

, ( )a b ab Z R−   لكل عنصرx R  نجد أن  
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, 0

( ) ( )

a x x a b x x b a x x a b x x b

a x b x x a x b

a b x x a b

 =   =    −  =  −  =

  −  =  − 

 −  =  −

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

a b x a b x

a x b a x b

x a b x a b

a b Z R

  =  

=   =  

=   =  

  

 

يكون   ,وبالتالي  ( )a b a b Z R−      ومنها( ( ), , )Z R +     تكون

)من  جزئمع   حلقة ), ,R +  .
 

 

 ( 5.1تمــاريـن ) 

أم لا في كل حالة من    Rحلقة جزئية  في    Sبين فيما إذا كانت    -1

 الحالات الآتية ؟  

(a)-  ( )15 :   ،   R=،،.S r r=  +  

(b)-( )  ( ),0 : R= , ,.S a a ،=    حيث +

( , ) ( , ) ( , ) , ( , ).( , ) ( . , . )a b c d a c b d a b c d a c b d+ = + + = 

(c )-( )  ( ), :   ،   R=،،.S a a a=   + 

(d)-( )  ( ),2 : ,   ،   R=،،.S a b a b=   + 
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(e )-  

( )2
: ,   ،   R=()،،.

2

a b
S a b M

b a

  
=  +  

  
 

(f)-   

0
:   ،   R=:،،،،.

0 0 0

x a b
S x a b c

c

       
=   +       

       
 

(g)-

0 0
: ,   ،   R=:،،،،.

0

x a
S x y a b c

y b c

       
=   +       

       

 

(h)-  10 10 10
[0],[2],[4],[6],[8] ،(،،)S R= =  

 

(i)-  ( )2

2
: ,   ،   R=()،،.

2

a b
S a b M

b a

   
=  +   −    

Sبرهن أن    حلقة ابدالية  ،Rإذا كانت-2 R  حيث 

 : 0,  for somenS x R x n +=  =  

pحلقة ابدالية و Rإذا كانت -2 R   برهن أنS R  حيث 

 :S p r r R=   

)إذاكانت-3 , ,.)R aحلقة ابدالية و  + R   برهن أنS R  حيث 

 : ,S ra na r R n= +   

)إذاكانت  -4 , ,.)R و    + ابدالية  aحلقة  R    أن Sبرهن  R 

 حيث 
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 : 0S x R ax=  =. 

)إذاكانت-5 , ,.)R 1و حلقة  + 2,H R H R فبرهن أن 

1 2 1 2 2 1H H R H H H H   
 

 

 Subfields الحقول الجزئية

 

 -:(1.3.5تعريف)

النظام   أن  )بفرض  , , )F +     خالية الغير  المجموعة  فإن  حقل، 

E F    تسمى حقل جزئي  من الحقل( , , )F +     إذا كان( , , )E + 

 .حقل 

 -:( 2.3.5)مثــــال

1) ( , , )Q +   حقل جزئي من الحقل ( , , )+   

2) ( , , )+   حقل جزئي من الحقل  ( , , )+  

تبين النظرية    الي  و الآن  التي  و  التي يجب    التالية  الشروط  الشروط 

 .ي جزئ  قل توفرها في أي مجموعة جزئية غيرخالية لتكون ح 

 

 -:(.533.نظرية )

كانت   )إذا  , , )F +  ،E F      فإنE    من جزئي  حقل 

)  الحقل , , )F +   إذا وفقط إذا كان 
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1

) , ,

) , , , 0

i a b E a b E

ii a b E a b E b−

−   

    
 

 -البرهــــــــان:

( )كان الحقل   Eإذا  من  جزئي  )  حقل  , , )F +    الواضح فمن 

i,تحقق الشرطين   ii 

 

( )  نفرض انE F     تحقق الشرطين,i ii 

)ونحاول أثبات أن   , , )E +  حقل جزئي من الحقل  ( , , )F +  

)أولاً نثبت أن   , )E  زمرة ابدالية: +

Eلأن    المحايد: (1   إذن يوجدa E وبالتالي 

0 , 0 0a a E a a a= −  + = + = 

aبفرض أن    المعكوس: (2 E  0فإنa a E− = −  

العنصر           معكوس  فإن  aوبالتالي  E  العنصر aهو  E− 

)  حيث  ) ( ) 0a a a a+ − = − + = 

a,بفرض أن     الأغلاق: (3 b E  فإن,a b E−   و بالتالي

)فإن  )a b a b E− − = +  

Eلأن      الدمج: (4 F  عملية تجميعية علي    +وF    فإن

,  لكل ,a b c E يتحقق أن   

( ) ( )a b c a b c+ + = + + 
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Eلأن     الابدال: (5 F  علي  +و ابدالية  فإن   Fعملية  

a,لكل   b E        يتحقق أنa b b a+ = + 

)مما تقدم يتضح أن  , )E  .تكون زمرة ابدالية+

)اً نثبت أن  ثاني , )E ابداليةمرة ز : 

Eلأن    المحايد: (1   إذن يوجدa E وبالتالي 

11 , 1 1a a E a a a−=    =  = 

a,0بفرض أن    المعكوس: (2 a E   فإن 

1 11a a E− −=   

1وبالتالي فإن          1 1a a a a− − =  = 

أن     الأغلاق: (3 a,بفرض  b E 1فإن,a b E−     و

 بالتالي فإن 

 

Eلأن      الدمج: (4 F  و  عملية تجميعية عليFفإن لكل

, ,a b c Eيتحقق أن  ( ) ( )a b c a b c  =   

Eلأن     الابدال: (5 F  و  عملية  ابدالية عليF    فإن لكل

,a b E       يتحقق أنa b b a =  

)مما تقدم يتضح أن  , )E  تكون زمرة ابدالية. 

 : +توزيعية علي العملية  اً نثبت أن  ثالث

)نظراً لأن   , , )F +  ل وقحE R  فإنه لكل, ,a b c E  يكون 

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )a b c a b a c a b c a c b c + =  +  +  =  +  

1 1( )a b a b E− − =  
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)مــا سـبق يثبت أن   , , )E +  حقل جزئي من الحقل( , , )F +  

 -:( 4.3.5)مثــــال

كانت   )إذا  )  : : ,E Q p a b p a b Q= = +     وp عدد

أن فبرهن  )  أولي  , , )S E= +    الحقل من  جزئي  حقل 

( , , )F = +  حيث  ,  هما عمليتي الجمع والضرب العاديتين؟  +

 

 الحــــــــــــل 

بفرض أن  ,x y E   إذن يوجد, , ,a b c d Q  بحيث 

,x a b p y c d p= + = + 

 إذن
( ) ( )
( ) ( )

x y a b p c d p

a c b d p

− = + − +

= − + −

 

)و حيث أن ) ( ),a c b d Q− −   فإنx y E− . 

بفرض أن  ,x y E    0حيثy     إذن يوجد, , ,a b c d Q  

x,بحيث                   a b p y c d p= + = + 

أن     اثبات  1xنحاول  y E−       معرفة أولاً  يتطلب  هذا  ولكن 

لذلك نفرض أن العنصر  yالمعكوس الضربي لـــ
1 2b b p = +

 ــ  و بالتالي yهو المعكوس الضربي لـ
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( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 0

1 0

1 0

y c d p b b p p

cb pdb db cb p p

cb pdb db cb

  = +  + = +

 + + + = +

 + =  + = 
بحل هاتين المعادلتين بالنسبة لـو 

1 bو2 b  نجد أن 

1 22 2 2 2
,

c d
b b

pd c pd c

−
= =

− −
 

 

1و حيث أن  2,b b Q)ــ)تحقق من ذلك  yفإن المعكوس الضربي لـ

 هو

 

( )
1

2 2 2 2 2 2

c d pc d
y p

pd c pd c pd c

−
− +   −

= + =   
− − −    

( )
( )

( )( )

( )( )

1

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

c d p
x y a b p

pd c

a b p c d p

pd c

ac pbd cb p ad p

pd c

ac pbd cb ad
p E

pd c pd c

−

 − +
   = + 
 −
 

+ − +
=

−

− + − +
=

−

   − + − +
= +    

− −   
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)لذلك فإن  , , )S E= +  حقل جزئي من الحقل  ( , , )F = +  
 

 -:(5.3.5نظرية )

أن   )بفرض  ), ,F +     وأن )حقل  )1, ,F +  و( )2 , ,F +     حقلان

)جزئيان من الحقل   ), ,F + فإن : 

)قل من الح اً جزئي   قلاً يكون ح   )1 ), ,F + 
 

2) 1 2F F   من  اً جزئي  قلاً كون ح يليس بالضرورة أن( ), ,F +  

 البرهــــــــــان 
 

1نلاحظ أن   (1 20 ,0F F   فإن 

1 2 1 20F F F F    ، 

1بفرض أن   2,a b F F 1 فإن 2, ,a b F a b F  أن  وحيث 

1 2,H H حقل ان من الحقلان جزئي ( ), ,F +  فإن 

1 2

1 1

1 2

1

1 2 1 2

,

, , 0

,

a b F a b F

also a b F a b F b

a b F F a b F F

− −

−

 −   − 

     

 −   

 

1وبالتالي فإن   2F F  قل من الح اً  جزئي  قلاً يكون ح( ), ,F +  .
 

أن   -2 1  لاثبات  2F F    بالضرورة ح يأن  ليس  من   اً جزئي   قلاً كون 

( ), ,F +  نعطي المثال التالي 

1 2F F
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)واضح أن كلاً من  (4.3.5) السابقمن المثال  )1 2F Q= 

)و   )2 3F Q=   ًمع عمليتي الجمع والضرب العاديتين يكون حقلا

الحقل من  )  جزئياً  , , )F = +   1  ولكن 2F F  اً  جزئي  قلاً ح   ليس

لأن   F  قلالح   من
1 22, 3 F F  نما ي ب

1 22 3 F F−  
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 سادس الفصل ال
 

 التشاكل والتماثل بين الحلقات 

 الحلقات  التشاكل بين

 -(: 6.1.1) تعرمف

 حلقتان فإن الراسم  و   بفرض أن  

 

محافظ   راسم  او  تشاكل  الحلقة    Homomorphismيسُمَى  من 

 إذا تحقق الشرطان التاليان: إلي الحلقة  

 

 .متشاكلتانو  وفي هذه الحالة نقول أن الحلقتين  

 -(: 2.1. 6)  مثال

أن حيث  و   بفرض  عمليتي    حلقتان  هما 

الراسم    فإن  العاديتين  والضرب  الجمع 

بالقاعدة لكل    لكل   والمُعرَف  لأن  تشاكلاً  يكون 

 نجد  

 

( , , )R + ( , , )R  + 

: ( , , ) ( , , )R R   +  → + 

( , , )R + ( , , )R  + 

1) ( ) ( ) ( ), ,

2) ( ) ( ) ( ), ,

a b a b a b R

a b a b a b R

  

  

+ = +  

 =   

( , , )R + ( , , )R  + 

( , , )+ ( , , )Q + , +

: ( , , ) ( , , )Q +  → + 

( )
1

x
x =

x

,a b

( ) ( ) ( )
1 1 1

( ) ( ) ( )
1 1 1

a b a b
a b a b

a b a b
a b a b

  

  

+
+ = = + = +


 = =  = 
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 -(: 13..6)  مثال

  :والمُعرَف كالتالي بين  ما إذا كان الراسم 

الحلقة   من  حلقياً  تشاكلاً 

 ؟ الي الحلقة  

 الحـــــــــل 

في   الوارد  الأول  الشرط  أن  غير  نلاحظ  الحلقي  التشاكل  تعريف 

 محقق هنا فمثلاً 

 

 بينما   

 

أن   فإن   واضح  ثمَ   ومن 

 .ليس تشاكل حلقي الراسم  

 -(:14..6) رينمت

أن الجمع    حيث  حلقة      بفرض  عمليتي  هما 

وأن   العاديتين،  حيث    حلقة   والضرب 

ضرب    و   جمع  عمليتي  هما 

الراسم   فإن  العاديتين   المصفوفات 

5 10: →

( ) 5[ ] [5 ], [ ]x x x =  

( )5 5 5, , ( )10 10 10, , 

( ) ( ) ( )5[3] [4] [3 4] [2] [10] [0]   = + = = =

( ) ( )

( ) ( )10 10

[3] [15] [5], [4] [20] [0]

[3] [4] [5] [0] [5]

 

 

= = = =

  =  =

( ) ( ) ( )5 10[3] [4] [3] [4]    



( , , )R + , +

( , , )R + 

0
:

0 0

a
R a

  
 =   

  

, +

: ( , , ) ( , , )R R  +  → + 
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تشاكل    بالمعالة   والمُعرَف   يكون 

 حلقي )تحقق من ذلك؟(  

يلزمنا     للتشاكلات  الأساسية  الخواص  بعض  نستعرض  أن  قبل 

 :التعريف التالي

 -(: 15..6) تعريف

 حلقتان وأن الراسم  و   بفرض أن  

  

 هو دالة تشاكل فإن  

 تسُمَى مدى دالة التشاكل و يرمزلها   المجموعة  -1

 .بالرمز

الجمعي   حيث    المجموعة  -2 المحايد  هو 

بالرمز   للحلقة   يرمزلها  و  التشاكل  دالة  نواة  تسُمَى 

 

 -(: 16..4) نظرية

أن   حيث    و    بفرض  حلقتان 

 :هي دالة تشاكل فإن 

 

للحلقة    حيث   الجمعي  المحايد  المحايد   حيث  و  هو  هو 

 .الجمعي للحلقة 

 

0
,

0 0

a
a a

  
=    

  



( , , )R + ( , , )R  + 

: ( , , ) ( , , )R R   +  → + 

{ ( ) : }a a R 

( )Rang 

{ : ( ) 0 }a R a  =0

( , , )R  + 

( )Ker 

( , , )R + ( , , )R  + 

: ( , , ) ( , , )R R   +  → + 

1) (0) 0 =

0( , , )R + 0

( , , )R  + 

2) ( ) ( ( )),a a a R − = −  
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 ان ــــــالبره

 

 

 

 بالمثل 

 

 وبالتالي فإن  

 
 

 -(: 17..6) نظرية

أن   الحلقة  بفرض  من  تشاكل  دالة  هو 

 فإن: إلي الحلقة  

 .تكون زمرة جزئية من الزمرة ( 1

 .تكون زمرة جزئيةقياسية من الزمرة( 2

 

 ان ــــــالبره
 

 بحيث   فإنه يوجد  ( بفرض أن  1

 

1) ( ) ( 0) ( ) (0),

( ) ( ) 0

( ) 0 ( ) (0)

(0) 0

a a a

a a

a a

   

 

  



= + = +

 = +

   + = +

 =

2) , ( ) ( ) 0

0 (0) ( ( )) ( ) ( )

a R a a a a

a a a a   

  + − = − + =

  = = + − = + −

0 (0) (( ) ) ( ) ( )a a a a    = = − + = − +

( ) ( ( )),a a a R − = −  

: ( , , ) ( , , )R R   +  → + 

( , , )R + ( , , )R  + 

( )( ), ,Rang   + ( , , )R  + 

( )( ), ,Ker  + ( , , )R + 

, ( )x y Rang ,a b R

( ) , ( )x a y b = =
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 .فإن  أن   وحيث

 

 فإن   بفرض أن  (2

 

 و بالتالي فإن 

 .حلقة جزئية من الحلقة  وهذا يثبت أن  

 

 

 

 

  

( ) ( ) ( ( ))

( ) ( )

( ),

( ) ( ) ( )

x y a b

a b

a b

x y a b a b

 

 



  

  + − = + −

= + −

= −

  =  = 
,a b a b R−  ( ), ( )x y x y Rang  + −  

, ( )x y Ker 

( ) 0 , ( ) 0

( ( )) ( ) ( )

( ) ( ( ))

0 ( 0 ) 0 0 0

( ) ( ),

( ) ( ) ( ) 0 0 0

x y

x y x y

x y

x y x y Ker

x y x y

 

  

 



  

 = =

 + − = + −

= + −

      = + − = + =

 + − = − 

     =  =  =

( ), ( )x y x y Ker + −  

( ( ), , )Ker  + ( , , )R + 
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( 1-6تمارين )  

الراسم  حلقة  لتكن    -1 هل  الحلقة  ،  إلي     من 

 ؟ دالة تشاكل بالمعالة    معرفوالنفسها 

الحلقة    إذا كانت    -2 تشاكل من  نفسهادالة  فبرهن    ، إلي 

 حيث  جزئية من الحلقة   حلقة أن 

 

أن    -3 الراسم   ،حلقتان  و    بفرض  أن   برهن 

 والمُعرَف كالتالي:  

 

 ؟ ؟ وأن يكون تشاكل        

أن  -4 هما   حيث    حلقتان  و      بفرض 

والضرب الجمع  أن  عمليتي  برهن    الراسم  العاديتين، 

   والمُعرَف كالتالي:

 ؟وأن  يكون تشاكل؟  

كانت    -5 ال إذا  من  تشاكل  إلي    ة  حلقدالة 

 -فبرهن أن:

 فإن إذا كانت

 فإن  إذا كانت  

 عندماحلقي، ثم أوجد  تشاكل   اثبت أن   -6

( , , )R + ( , , )R + 
2( ) ,x x x R =  

( , , )R + 

( , , )H + ( , , )R + 

{ : ( ) }H x R x x=  =

( , , )R + ( , , )R + 

: ( , , ) ( , , )R R +  → + 

( ) 0,x x R =  

( )Ker R =

( , , )Q + ( , , )+ , +
: Q →

( ) ,x x x =  

( ) 0Ker  =

( , , )R + ( , , )R  + 

•H R1( )H R − 

•K R( )K R 

: R S →( )Ker 
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a )، ،

    لكل   

b) ،،

    لكل 

 

 

  

( , , )R = + 
3 3 3( , , )S =  

3( ) ([ ])x x =x

9 9 9( , , )R =  12 12 12( , , )S =  

([ ]) [4 ]x x =
9[ ]x 
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 التماثل بين الحلقات 

 -: ( 6.1.2)تعريف

 حلقتان فإن الراسم  و   بفرض أن  

  

تماثل   الحلقة    Isomorphismيسُمَى  الحلقة  من  إلي 

 إذا تحقق الشرطان التاليان: 

 تشاكل حلقي  ( 1

 راسم تناظر أحادي   (2

متماثلتان    و    وفي هذه الحالة نقول أن الحلقتين  

 .أو ونعبر عن ذلك بالرمز 

 -(: .6.22)  مثال

المحايد الضربي   بفرض أن   بإستخدام    ،حلقة لها عنصر 

الحلقة    عناصر   تكوين  عليها    يمكننا  مُعرف  و 

 كالتالي:  لكل   العمليات  

 

 ؟ برهن أن  
 

 الحـــــــــل 

 بالقاعدة راسم  نعرف  أولاً 

 

 تعريفاً جيداً ونبُين أنه مٌعرف  

( , , )R + ( , , )R  + 

: ( , , ) ( , , )R R   +  → + 

( , , )R + 

( , , )R  + 





( , , )R + ( , , )R  + 

( , , ) ( , , )R R  +   + R R

( , , )R + 1

R( , , )R 

,,a b R

1,a b a b a b a b ab = + + = + +

R R

: ( , , ) ( , , )R R +  → 

( ) 1,x x x R = −  
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 أي أن فإن  حيث   ليكن  

 

 تشاكل حلقي ثانياً نبُين أن 

 يكون    لكل

 

 كذلك

 

 تناظر أحادي    اً نبُين أنلثثا

 يكون  أحادي )متباين( لأن لكل  

 

 )شامل( لأن  فوقي

 

 . و من ثمَ فإن

 -(: 4.2.3) نظرية

فإن         ة  حلقإلي ال  ة  حلقدالة تشاكل من ال   إذا كانت  

 تماثل.  إذا و فقط  إذا كان   

,a b Ra b=1 1a b− = −

( ) ( )a b =



,a b R

( ) 1 ( 1) ( 1) 1

( ) ( ) 1 ( ) ( )

a b a b a b

a b a b



   

+ = + − = − + − +

= + + = 

( ) ( ) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)( 1)

( 1) ( 1) 1

1 ( )

a b a b

a b a b

a b ab a b

ab a b

 



= − −

= − + − + − −

= − + − + − − +

= − =  

•,x y R

If ( ) ( ) 1 1x y x y x y =  − = −  =

•

1 . .

( ) ( 1) ( 1) 1

y R x y R s t

x y y y 

   = + 

= + = + − =
R R

( , , )R + ( , , )R 

( ) {0}Ker  =
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 ان ــــــالبره

 ( 6.2.4) نظرية

 .علاقة التماثل بين الحلقات تكون علاقة تكافؤ

 ان ــــــالبره

التماثل  حلقة    علاقة  لأي  لأن  عاكسة  يوجد    علاقة 

و هو راسم تناظر أحادي    راسم التطابق  

 وتشاكل لأن 

 

 علاقة متماثلة لأن  علاقة التماثل 

الحلقة   كانت  الحلقة    إذا  مع  أن   متماثلة  أي 

وهنا    فإنه يوجد راسم تناظر أحادي وتشاكل    

الراسم أن  تناظرأحادي  ه    العكسي  نلاحظ  راسم  و 

 وتشاكل لأن 

 

( , , )R + 

: ( , , ) ( , , )R R +  → + 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

R R R

R R R

id a b a b id a id b

id a b a b id a id b

R R

+ = + = +

 =  = 

  

( , , )R + ( , , )R  + 

R R: R R →

1 : R R −  →

1 1

1

1 1

1 1

1

1 1

, , : ( ) , ( )

( ) [ ( ) ( )]

[ ( )]

( ) ( ),

, ( ) [ ( ) ( )]

[ ( )]

( ) ( )

x y R a b R a x b y

x y a b

a b a b

x y

Also x y a b

a b a b

x y

R R

 

   

 

 

   

 

 

− −

−

− −

− −

−

− −

    = =

  + = +

= + = +

= +

  = 

=  = 

= 
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التماثل  الحلقة    علاقة  كانت  إذا  لأنه  ناقلة  علاقة 

الحلقة   مع  أن  متماثلة  وكانت    أي 

الحلقة   مع  أنمتماثلة  راسمان    أي  يوجد  فإنه 

  هنا نلاحظ أن و   و  تناظر أحادي وتشاكل  

المُركَبْ    وتشاكل  ه  الراسم  تناظرأحادي  راسم  و 

 لأن 

 
 .تكون علاقة تكافؤ  بين الحلقات علاقة التماثل  ما سبق يثبت أن 

 ( 6.2)  تمارين
 

من    الراسمهي حلقة الأعداد المركبة، بين  أن    لتكن   -1

 الي نفسها و المعرف كالتالي:  الحلقة 

 

 يكون تماثل؟ 

( , , )R + 

( , , )R  + R R( , , )R  + 

( , , )R  + R R 

: R R →: R R  →

: R R  →

, , : ( ) , ( )

( )( ) [ ( ) ( )]

[ ( )] [ ( )]

( )( ) ( )( ),

Also, ( )( ) [ ( ) ( )]

[ ( )] [ ( )]

( )( ) ( )( )

x y G a b G a x b y

x y x y

x y

x y

x y x y

x y

x y

R R

 

    

   

   

    

   

   

    = =

 + = +

= +

= +

 = 

= 

= 

 



( , , )+ 

( , , )+ 

( ) ,x iy x iy x iy + = −  + 


