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 الباب الأول
 المعادلات الخطية أنظمة

of linear equations s System 
 + = b y a x a المعادلة : مفهوم المعادلة الخطية 2 1 مجهولين ( في سمى معادلة خطية ت ( 

 . ,y x متغيرين
 n x x x ات من المتغير n في عدد عرف المعادلة الخطية ت م ع أ شكل وب ,..., ,  2 1 

 : على الصورة بأا معادلة
b x a x a x a  n n = + + +  ... 2 2 1 1  (1) 

 b a a a حيث n , ,..., ,   . ثوابت حقيقية 2 1
 على أي حواصل ضرب أو جذور ل نلاحظ أن المعادلة الخطية لا تشتم : ملاحظة

 . أو أسية للمتغيرات، ولا تظهر كدلائل لدوال مثلثية أو لوغاريتمية
 : المعادلات الآتية : أمثلة

1 3 
2 
1 , 5 3 , 7 3  4 3 2 1 + + = = + − + = +  z x y x x x x y x 

 . معادلات خطية
 : المعادلات الآتية بينما

0 2 , 0 sin , 7 3  2 = + + = − = +  xz y x x y y x 

 . ليست خطية
 b x a x a x a : حل المعادلة الخطية n n = + + +   من n هو متتابعة من 2 2 1 1 ...

 n s s s الأعداد ,..., ,   : ادلة عند إجراء التعويض قق المع تح 2 1
n n  s x s x s x = = =  ..., , ,  2 2 1 1  . 

لها بفئة الحل الخطية سمى الفئة المكونة من كل حلول المعادلة ت .
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 n x x x وتسمى أي مجموعة منتهية من معادلات خطية في المتغيرات ,..., ,   نظام مجموعة 2 1
 System of Linear Equations المعادلات الخطية

 n s s s { لأعداد ا ابعة وتسمى متت ,..., ,   التعويض حل للنظام إذا كان } 2 1

n n  s x s x s x = = =  ..., , ,   . كل معادلة في هذا النظام يحقق 2 2 1 1
 ) متآلف غير ( نظام متناقضاً حل أي ليس له الذي سمى نظام المعادلات الخطية ي و

 ) ق متس أو ( متآلفاً ا نظام حل واحد على الأقل فيسمى للنظام جد و إذا أما
consistent . 

 − = − = 1 6 3 , 5 4 2 : فمثلاً النظام y x y x آلف ومن ثم فليس له حل غير مت 
 ). تحقق المعادلات في آن واحد ,y x حيث لا توجد قيم للمتغيرين (

 − + = + − = − + = 2 3 2 , 5 2 3 2 , 1 4 4 : وكذلك النظام z y x z y x z y x غير متآلف 
 . ومن ثم فليس له حل

 + = + = 1 , 1 8 : أما النظام y x y x 1 , 0 فهو نظام متآلف وله الحل = =  y x 

 + + = + − = + − = 9 2 , 1 3 4 2 , 0 5 6 3 : وكذلك النظام z y x z y x z y x نظام متآلف 
 = = = 1 , 2 , 3 وله الحل z y x 

 : الصورة في كتب ي تغيرات من الم n في من المعادلات الخطية m لعدد اختياري نظام أي و

m n mn m m 

n n 

n n 

b x a x a x a 

b x a x a x a 
b x a x a x a 

= + + + 

= + + + 
= + + + 

... 
..... ..... ..... ..... ..... 

... 
... 

2 2 1 1 

2 2 2 22 1 21 

1 1 2 12 1 11 

(2) 

 n x x x تغيرات هي حيث الم ,..., ,   n j m i b a وأن ، 2 1 i ij ≤ ≤ ≤ ≤   تدل على , , 1 , 1
. ثوابت معلومة لدينا
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 : في الصورة المصفوفية (2) ويمكن التعبير عن نظام مجموعة المعادلات
B AX =  (3) 

 : حيث
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2 1 

2 22 21 

1 12 11 
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..... ..... ..... ..... 
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..... 

 لنظام المناظرة coefficient matrix مصفوفة المعاملات تسمى A المصفوفة

 ) : ( ، والمصفوفة (2) المعادلات الخطية B A كتبوت : 
  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

m mn m m 

n 

n 

b a a a 

b a a a 
b a a a 

..... 
..... ..... ..... ..... ..... 

..... 

..... 

2 1 

2 2 22 21 

1 1 12 11 

 (2) لنظام المعادلات الخطية ناظرة الم augmented matrix المصفوفة الممتدة تسمى

 : مصفوفة المعاملات والمصفوفة الممتدة لنظام المعادلات : مثال

0 5 6 3 
1 3 4 2 

9 3 

3 2 1 

3 2 1 

3 2 1 

= + + 
= − + 

= + + 

x x x 
x x x 

x x x 

 : تكون هي على الترتيب

. 
0 5 6 3 
1 3 4 2 
9 3 1 1 

, 
5 6 3 
3 4 2 
3 1 1 
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عند بناء المصفوفة الممتدة موعة المعادلات الخطية يجب كتابة المتغيرات بنفس : ملاحظة
. ل معادلة الترتيب في ك
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 : = B AX طرق الحل لنظام مجموعة المعادلات الخطية فيما يلي سنبحث و
 وهذه الطريقة Krammer كرامر نسب هذه الطريقة إلى ت : طريقة المحددات - ١

 تصلح فقط عندما يكون عدد المعادلات مسـاوياً لعدد المتغيرات وتكون مصـفوفة
 ) أي محددها لا يساوي الصفر ( غير مفردة = B AX المناظرة للنظام A المعاملات

 : ويكون للنظام حل وحيد في الصورة

A 
A 

x 
A 
A 

x 
A 
A 

x  n 
n = = =  , ... , ,  2 

2 
1 

1 

 بـالتعويض بالمـصفوفة A هي المصفوفة التي نحصل عليها من المصفوفة j A حيث إن
 . A في المصفوفة j بدلا من العمود B العمودية

 = ≠ ) 0 ( , 0 وكحالة خاصة إذا كانت المصفوفة A B فإن الحل الوحيد للمعادلة 

B AX = يكون هو الحل الصفري 
  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

= 

0 

0 
0 

M 
X . 

 : أوجد حل مجموعة المعادلات الخطية الآتية بطريقة المحددات : ل ا مث

4 2 
4 2 
3 

= + + 
= + + 

= + + 

z y x 
z y x 
z y x 

 واضح أن عدد المعادلات يساوي عدد ااهيل ومصفوفة المعاملات موعة : الحل
 : المعادلات هي

0 1 
2 1 1 
1 2 1 
1 1 1 

, 
2 1 1 
1 2 1 
1 1 1 

≠ = = 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
=  A A  . 

 : وعلى ذلك حل مجموعة المعادلات يعطى من العلاقة

A 
A 

z 
A 
A 

y 
A 
A 

x  3 2 1  , , = = = 

: حيث
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1 
4 1 1 
4 2 1 
3 1 1 

, 1 
2 4 1 
1 4 1 
1 3 1 

, 1 
2 1 4 
1 2 4 
1 1 3 

3 2 1 = = = = = =  A A A 

1 
1 
1 , 1 

1 
1 , 1 

1 
1  3 2 1 = = = = = = = = = ∴ 

A 
A 

z 
A 
A 

y 
A 
A 

x 

 . } 1 , 1 , 1 { تكون الحل للمعادلات ) مجموعة ( فئة وعلى ذلك فإن
 وهذه الطريقة أيضاً تصلح فقط عندما يكون عدد : طريقة المعكوس الضربي - ٢

 المناظرة للنظام A المعاملات المعادلات مسـاوياً لعدد المتغيرات وتكون مصفوفة
B AX = ويكون للنظام حل وحيد في الصورة قابلة للانعكاس B A X  1 − = 

 : يحسب كما يلي A والمعكوس الضربي للمصفوفة

A 
A 

A 
adjA A 

t) ~( 1 = = −  . 

 وهي تساوي مدور A للمصفوفة adjugate هي المصفوفة القرين adjA حيث
 ) ( ) ( مصفوفة المعاملات المرافقة ij ij a factors co ∆ = − لعناصر المصفوفة A . 

 : أوجد حل مجموعة المعادلات الخطية الآتية بطريقة المعكوس الضربي : مثال

4 2 
4 2 
3 

= + + 
= + + 

= + + 

z y x 
z y x 
z y x 

 : حيث = B AX يكون الشكل المصفوفي المناظر موعة المعادلات : الحل
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4 
4 
3 

, , 
2 1 1 
1 2 1 
1 1 1 

B 
z 
y 
x 

X A  . 

 : وحيث إن

0 1 
2 1 1 
1 2 1 
1 1 1 

≠ = = A  . 

 B A X حل وحيد هو = B AX ة المصفوفي يكون للمعادلة اً ذ وإ 1 − = .
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 : كما يلي A − 1 المصفوفة الآن نوجد
 ~ ) ( وهي A نحسب عناصر مصفوفة المعاملات المرافقة للمصفوفة

ij A ∆ = 

 : كما يلي

, 0 
1 1 
1 1 

) 1 ( , 1 
2 1 
1 1 

) 1 ( 

, 1 
2 1 
1 1 

) 1 ( , 1 
1 1 
2 1 

) 1 ( 

, 1 
2 1 
1 1 

) 1 ( , 3 
2 1 
1 2 

) 1 ( 

3 2 
23 

2 2 
22 

1 2 
21 

3 1 
13 

2 1 
12 

1 1 
11 

= − = ∆ = − = ∆ 

− = − = ∆ − = − = ∆ 

− = − = ∆ = − = ∆ 

+ + 

+ + 

+ + 

. 1 
2 1 
1 1 

) 1 ( 

, 0 
1 1 
1 1 

) 1 ( , 1 
1 2 
1 1 

) 1 ( 

3 3 
33 

2 3 
32 

1 3 
31 

= − = ∆ 

= − = ∆ − = − = ∆ 
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= ∆ = ∴ 

1 0 1 
0 1 1 
1 1 3 

~ , 
1 0 1 
0 1 1 
1 1 3 

) ( ~  t 
ij  A adjA A 

. 
1 0 1 
0 1 1 
1 1 3 

1 
1 1 
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− − 
= = ∴ − 

A 
adjA A 

 : يكون ومن ثم

. 
1 
1 
1 

4 
4 
3 

1 0 1 
0 1 1 
1 1 3 
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. } 1 , 1 , 1 { تكون وعلى ذلك فإن مجموعة الحل للمعادلات
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 : Method Reduction The طريقة الاختزال بالحذف - ٣
 وهذه الطريقة تصلح GaussJordan جوردان - جاوس تنسب هذه الطريقة إلى

 المعادلات الخطية ، وتتلخص هذه في جميع الأحوال لإيجاد الحل لأي نظام متآلف من
 : الطريقة فيما يلي

 المختزل المتدرج نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة للنظام إلى ما يسمى بالشكل الصفي
Reduced RowEchelon Form أو الخطوات ( وذلك بإجراء مجموعة من العمليات ( 

 : ولية وهي على صفوف المصفوفة الممتدة وهذه العمليات تسمى بالعمليات الأ
 . ضرب صفا بأكمله في ثابت غير صفري ) ١ (
 . إبدال صفين ) ٢ (
 . إضافة مضاعف صف لصف آخر ) ٣ (

 ثم بعد الاختزال وبالنظر إلى المصفوفة المختزلة الأخيرة يمكن الحصول على الحل بمجرد
 ). كما سيتضح فيما بعد في الأمثلة ( النظر

 تتوافر لها الخواص أن يجب ل ختز الم المتدرج الصفي الشكل ولكي تكون المصفوفة في
 : التالية

 ، يكون الواحد هو أصفار من بكامله مكونا في المصفوفة لم يكن الصف إذا ) ١ (
 . ) سمى هذا العنصر بالواحد المتقدم ي ( الصف في الصفري غير الأول العنصر

 ) أسفل ( في قاع لتجمع معا أصفار صفوف مكونة بكاملها من أي جدت و إذا ) ٢ (
 . المصفوفة

 في يوجد الواحد المتقدم أصفار صفين متتابعين غير مكونين بكاملهما من أي في ) ٣ (
 . الأعلى الصف في على يمين الواحد المتقدم الأسفل الصف

. كل مكان عدا هذا العنصر في أصفار تقدم الم واحد ال المحتوى على بالعمود يكون ) ٤ (
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P ؟ ل المختز المتدرج الصفي الشكل في لآتية ا المصفوفات حدد أي من : فصلي تمرين 

. 
1 0 0 0 0 
0 1 1 0 0 
0 6 2 1 0 

, 

0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
3 1 0 0 0 
1 0 2 1 0 

, 
5 1 0 0 
2 6 1 0 
7 3 4 1 

, 
5 1 0 0 
7 0 1 0 
4 0 0 1 
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---------- -------------------------------------- 
P ات ملاحظ : 
 مبنية على أساس جعل المصفوفة تحتوي على أكبر عدد المصفوفة فكرة اختزال ) ١ (

 . لوقت والجهد ، ويفضل اختزال المصفوفة بطريقة منظمة توفيرا ل ممكن من الأصفار
 عدد الآحاد المتقدمة في القطر الرئيسي للمصفوفة المختزلة يساوي رتبة المصفوفة ) ٢ (

 . الأصلية
---------- -------------------------------------- 

P وفيما يلي ملخص لتنفيذ طريقة الاختزال : 
 ا تحته ثم نجعل م ، عل أول عنصر غير صفري في الصف الأول واحد صحيح بج : أولاً

 . ، وهكذا في الصفوف التالية على الترتيب أصفارا
. نجعل ما فوق الآحاد المتقدمة أصفارا على الترتيب : ثانياً
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P أمثلة : 
 . ل المختز المتدرج اختزل المصفوفة الآتية إلى الشكل الصفي : ) ١ ( مثال

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

−  5 5 2 3 
3 1 1 2 
2 1 1 1 

 : الحل
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0 1 0 0 
1 0 1 0 
1 0 0 1 

0 1 0 0 
1 1 1 0 
1 0 0 1 

0 1 0 0 
1 1 1 0 
2 1 1 1 

0 7 0 0 
1 1 1 0 
2 1 1 1 

1 8 1 0 
1 1 1 0 
2 1 1 1 

1 8 1 0 
1 1 1 0 
2 1 1 1 

5 5 2 3 
3 1 1 2 
2 1 1 1 

2 3 1 2 

3 ) 7 / 1 ( 3 2 

2 2 1 2 

3 1 3 
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P ما يلي من صحة ق تحق : فصلي تمرين : 

. 
0 1 0 0 
1 0 1 0 
1 0 0 1 

15 43 12 3 
9 30 7 2 
10 26 8 2 
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------------ ------------------------------------ 

 اختزل المصفوفة : ) ٢ ( مثال
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− − − 
− 
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1 5 6 5 4 2 
28 12 6 10 4 2 
12 7 0 2 0 0 

. 

 : الحل

. 
2 1 0 0 0 0 
1 0 0 1 0 0 
7 0 3 0 2 1 

2 1 0 0 0 0 
6 2 / 7 0 1 0 0 
16 2 / 23 3 0 2 1 

2 1 0 0 0 0 
6 2 / 7 0 1 0 0 

14 6 3 5 2 1 

1 2 / 1 0 0 0 0 
6 2 / 7 0 1 0 0 

14 6 3 5 2 1 

29 17 0 5 0 0 
6 2 / 7 0 1 0 0 

14 6 3 5 2 1 

29 17 0 5 0 0 
12 7 0 2 0 0 
14 6 3 5 2 1 

1 5 6 5 4 2 
12 7 0 2 0 0 
14 6 3 5 2 1 

1 5 6 5 4 2 
12 7 0 2 0 0 
28 12 6 10 4 2 

1 5 6 5 4 2 
28 12 6 10 4 2 
12 7 0 2 0 0 

2 3 ) 2 / 7 ( 

1 3 ) 2 / 23 ( 
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 : الآتية حل مجموعة المعادلات الخطية أوجد لحذف الاختزال با بطريقة : ) ٣ ( مثال

0 5 6 3 
1 3 4 2 

9 2 

= − + 
= − + 

= + + 

z y x 
z y x 

z y x 

 : نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة موعة المعادلات كما يلي : الحل

. 
3 1 0 0 
2 0 1 0 
1 0 0 1 

3 1 0 0 
2 / 17 2 / 7 1 0 
2 / 35 2 / 11 0 1 

3 1 0 0 
2 / 17 2 / 7 1 0 

9 2 1 1 

2 / 3 2 / 1 0 0 
2 / 17 2 / 7 1 0 

9 2 1 1 

27 11 3 0 
2 / 17 2 / 7 1 0 

9 2 1 1 

27 11 3 0 
17 7 2 0 
9 2 1 1 

0 5 6 3 
1 3 4 2 
9 2 1 1 

2 3 

1 3 

1 2 

3 3 2 

2 2 1 

3 1 

) 2 / 7 ( 

) 2 / 11 ( 

2 3 

) 2 / 1 ( 2 

3 

 
 
 

 
 
 
 

 
→  

 
 

 
 
 
 

 
→ 

 
 
 

 
 
 
 

 
→  

 
 

 
 
 
 

 
→ 

→ → 

+ 

+ − 

+ − 

− + − 

+ − 

+ − 

− − 

− − 
− − 
− − 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− − 
− − 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− − 
− − 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
− 

r r 

r r 

r r 

r r r 

r r r 

r r 

 x وبالنظر إلى المصفوفة المُختزلة الأخيرة نلاحظ أن العمود الأول فيها يناظر معاملات

 . z ، والعمود الثالث يناظر معاملات y والعمود الثاني يناظر معاملات
 : وبالتالي فإن المعادلات المناظرة للمصفوفة المختزلة الأخيرة تكون

. 3 
, 2 
, 1 

= 
= 
= 

z 
y 
x 

. z y x = )} , , ( ) 1 , 2 , 3 {( وعلى ذلك فإن فئة الحل موعة المعادلات تكون
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١٢ 

 : الخطية الآتية ابحث حل مجموعة المعادلات : ) ٤ ( مثال

6 18 4 8 6 2 
5 15 10 5 

1 3 4 2 5 6 2 
0 2 2 3 

6 5 4 2 1 

6 4 3 

6 5 4 3 2 1 

5 3 2 1 

= + + + + 
= + + 

− = − + − − + 

= + − + 

x x x x x 
x x x 

x x x x x x 
x x x x 

 : نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة موعة المعادلات كما يلي : الحل

→ → 
− + − 

+ − 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 
− − − − 

− 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 
− − − − 

− 
2 2 1 

4 1 

) 1 ( 2 

2 

6 18 0 8 4 0 0 
5 15 0 10 5 0 0 
1 3 0 2 1 0 0 
0 0 2 0 2 3 1 

6 18 4 8 0 6 2 
5 15 0 10 5 0 0 
1 3 4 2 5 6 2 
0 0 2 0 2 3 1 

r r r 

r r 

→ → 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
= 

= 

+ − 

+ − 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 − − 
4 3 

3 4 

3 2 

4 2 

2 6 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 
1 3 0 2 1 0 0 
0 0 2 0 2 3 1 

6 18 0 8 4 0 0 
5 15 0 10 5 0 0 
1 3 0 2 1 0 0 
0 0 2 0 2 3 1 

5 

4 

r r 

r r 

r r 

r r 

→ → 
+ 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 − 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 − 
1 2 3  2 ) 6 / 1 ( 

0 0 0 0 0 0 0 
3 / 1 1 0 0 0 0 0 
1 3 0 2 1 0 0 
0 0 2 0 2 3 1 

0 0 0 0 0 0 0 
2 6 0 0 0 0 0 
1 3 0 2 1 0 0 
0 0 2 0 2 3 1 

r r r 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

→ 
+ − 

+ − 

0 0 0 0 0 0 0 
3 / 1 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 2 1 0 0 
0 0 2 4 0 3 1 

0 0 0 0 0 0 0 
3 / 1 1 0 0 0 0 0 
1 3 0 2 1 0 0 
2 6 2 4 0 3 1 

2 3 

1 3 

3 

6 

r r 

r r 
. 

∴ 
3 / 1 

0 2 
0 2 4 3 

6 

4 3 

5 4 2 1 

= 
= + 

= + + + 

x 
x x 

x x x x 
⇒ 

3 / 1 
, 2 

, 2 4 3 

6 

4 3 

5 4 2 1 

= 
− = 

− − − = 

x 
x x 

x x x x 

 5 4 2 بدلالة x 1 وتعيين x 4 بدلالة x 3 اضح أنه يمكن تعيين و , ,  x x x ) المتغيرات الحرة ( ، 
 ويمكن التعويض عن هذه المتغيرات الحرة بأي قيم اختيارية ، وعلى ذلك يكون

. للمعادلات عدد لاائي من الحلول
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١٣ 

 : Homogeneous Linear Equations لمعادلات الخطية المتجانسة ا
 أن أي كانت الحدود الثابتة أصفار إذا تسمى متجانسة مجموعة المعادلات الخطية

 : الصورة في اموعة تكون

0 ... 
..... ..... ..... ..... ..... 

0 ... 
0 ... 

2 2 1 1 

2 2 22 1 21 

1 2 12 1 11 

= + + + 

= + + + 
= + + + 

n mn m m 

n n 

n n 

x a x a x a 

x a x a x a 
x a x a x a 

 ن لأ دائماً متآلفة وهذه المعادلات الخطية المتجانسة تكون

0 ..., , 0 , 0  2 1 = = =  n x x x 

 جدت حلول و ، وإذا ) التافه الحل ( الصفري سمى هذا الحل بالحل وي لها دائما حل هو
 . صفرية ال سمى هذه الحلول بالحلول غير فت أخرى

 لذلك ، ف متآلفة تكون أن المتجانسة يجب الخطية مجموعة من المعادلات أي وحيث إن
موعة ي عدد أو الصفري و الحل حيد وه حل و إما المتجانسة المعادلات الخطية وجد 

 . من الحلول ائي لا
 لنظام المعادلات خلاف الحل الصفري وتوجد حالة واحدة يتأكد عندها وجود حل

 وفة المعاملات المناظرة للنظام غير قابلة ـ عندما تكون مصف - بالتحديد – المتجانسة
 ) أي محددها متلاشي ( للانعكاس
. أكثر من عدد المعادلات يحوي النظام عدد من ااهيل أو عندما
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١٤ 

P أمثلة : 
 : الآتية تجانسة الم الخطية حل مجموعة المعادلات الاختزال أوجد بطريقة : ) ١ ( مثال

0 2 4 
0 5 3 
0 3 2 

= − + 
= + − 
= − + 

z y x 
z y x 
z y x 

 : نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة موعة المعادلات كما يلي : الحل

. 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

0 1 0 0 
0 2 1 0 
0 1 0 1 

0 1 0 0 
0 2 1 0 
0 3 2 1 

0 4 0 0 
0 2 1 0 
0 3 2 1 

0 10 7 0 
0 2 1 0 
0 3 2 1 

0 10 7 0 
0 14 7 0 
0 3 2 1 

0 2 1 4 
0 5 1 3 
0 3 2 1 

2 3 

1 3 

1 2 

3 3 2 

2 2 1 

3 1 

2 2 

) 4 / 1 ( 7 

) 7 / 1 ( 3 

4 

 
 
 

 
 
 
 

 
→  

 
 

 
 
 
 

 
→ 

 
 
 

 
 
 
 

 
→  

 
 

 
 
 
 

 
→ 

→ → 

+ 

+ − 

+ − 

− + 

− + − 

+ − 

− 

− 
− 

− 
− 
− 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
− 
− 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
− 

− 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
− 

− 

r r 

r r 

r r 

r r r 

r r r 

r r 

 : ظرة للمصفوفة المختزلة الأخيرة تكون وبالتالي فإن المعادلات المنا

0 
, 0 
, 0 

= 
= 
= 

z 
y 
x 

. حل وحيد هو الحل الصفري موعة المعادلات يكون وعلى ذلك
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١٥ 

 : الآتية المتجانسة الخطية دلات ا مجموعة المع ابحث حل الاختزال بطريقة : ) ٢ ( مثال

0 4 2 3 
0 8 8 
0 2 3 

= + − 
= + − 
= − + 

z y x 
z y x 
z y x 

 : كما يلي موعة المعادلات نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة  : الحل

. 

0 0 0 0 
0 11 / 10 1 0 
0 11 / 8 0 1 

0 0 0 0 
0 11 / 10 1 0 
0 2 3 1 

0 0 0 0 
0 10 11 0 
0 2 3 1 

0 10 11 0 
0 10 11 0 
0 2 3 1 

0 4 2 3 
0 8 8 1 
0 2 3 1 

1 2 

2 3 2 2 1 

3 1 

3 

) 11 / 1 ( 

3 

 
 
 

 
 
 
 

 
→  

 
 

 
 
 
 

 

→ → → 

− − 
− 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− 

− 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
− 

− 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
− 

− 

+ − 

− + − + − 

+ − 

r r 

r r r r r 

r r 

∴ 
0 ) 11 / 10 ( 
0 ) 11 / 8 ( 

= − 
= + 
z y 
z x 

⇒ 
z y 
z x 
) 11 / 10 ( 
) 11 / 8 ( 

= 
− = 

 ، ) المتغير الحر ( z بدلالة ,y x واضح أنه يمكن تعيين كلا من
 ، نحصل على الحل الصفري z = 0 باختيار

 = − = 8 , 10 تكون z = 11 وباختيار y x ) وباختيار قيمة ، ) صفري خلاف الحل ال حل 
 ... وهكذا نحصل على حل أخر خلاف الحل الصفري ، z أخرى للمتغير

. ومن ثم يكون للمعادلات أكثر من حل خلاف الحل الصفري
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١٦ 

 : الآتية المتجانسة الخطية دلات ا مجموعة المع بحث حل ا الاختزال بطريقة : ) ٣ ( مثال

0 
0 2 

0 3 2 
0 2 2 

5 4 3 

5 3 2 1 

5 4 3 2 1 

5 3 2 1 

= + + 
= − − + 

= + − + − − 

= + − + 

x x x 
x x x x 

x x x x x 
x x x x 

 : الحل
 : نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة موعة المعادلات كما يلي

→ → 
+ − 

+ − 

= = 

− 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

− 
− − 
− − 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

− − 
− − − 

− 
2 1 

3 1 

1 3 3 1 

2  2 

, 

) 1 ( 

0 1 1 1 0 0 
0 1 0 1 2 2 
0 1 3 2 1 1 
0 1 0 2 1 1 

0 1 1 1 0 0 
0 1 0 2 1 1 
0 1 3 2 1 1 
0 1 0 1 2 2 

r r 

r r 

r r r r 

r 

→ → 
+ − 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 − − 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 − − 
4 3 3 

0 1 1 1 0 0 
0 1 0 1 0 0 
0 0 3 0 0 0 
0 1 0 2 1 1 

0 1 1 1 0 0 
0 3 0 3 0 0 
0 0 3 0 0 0 
0 1 0 2 1 1 

) 3 / 1 (  r r r 

→ → 
= = 

= = 

+ 

+ − 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 − − 
2 4 4 2 

2 3 3 2 

1 3 

2 4 

, 

, 

2 

3 

0 0 1 0 0 0 
0 1 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 1 1 

0 0 1 0 0 0 
0 1 0 1 0 0 
0 0 3 0 0 0 
0 1 0 2 1 1 

r r r r 

r r r r 

r r 

r r 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 
0 1 0 1 0 0 
0 1 0 0 1 1 

. 

∴ 
0 

0 
0 

4 

5 3 

5 2 1 

= 
= + 

= + + 

x 
x x 

x x x 
⇒ 

0 4 

5 3 

5 2 1 

= 
− = 

− − = 

x 
x x 

x x x 

, 5 2 بدلالة x 1 وتعيين x 5 بدلالة x 3 واضح أنه يمكن تعيين x x ) المتغيرات الحرة ( ، 
. يكون للمعادلات أكثر من حل خلاف الحل الصفري ومن ثم
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١٧ 

P الآتية ن أن مجموعة المعادلات الخطية تحقق م : فصلي تمرين : 

0 6 2 4 
0 4 5 2 

0 
0 2 2 

4 2 1 

4 3 2 1 

4 3 2 1 

4 3 2 1 

= + + 
= + − − 

= + − − 
= + + + 

x x x 
x x x x 

x x x x 
x x x x 

 . الحل الصفري أكثر من حل خلاف يكون لها
------------------------------------------------
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١٨ 

 تماريــن
 : تحقق من أن مجموعة المعادلات الخطية الآتية يكون لها حل غير الحل الصفري . ١

0 2 3 
0 5 4 
0 3 2 

= − + 
= − + 
= + − 

z y x 
z y x 
z y x 

 : تحقق من أن فئة الحل موعة المعادلات الخطية الآتية . ٢

0 
0 
0 
1 

4 3 2 1 

4 3 2 1 

4 3 2 1 

4 3 2 1 

= − + + 
= + − + 
= + + − 

= + + + − 

x x x x 
x x x x 
x x x x 
x x x x 

{ تكون هي
4 
1,

4 
1,

4 
1, 

4 
1 { 

− . 

 : تحقق من أن فئة الحل موعة المعادلات الخطية الآتية . ٣

5 5 2 3 
3 2 
2

= − + 
= + + 
= + + 

z y x 
z y x 
z y x 

 . } 1 , 1 , 0 { تكون هي
 لآتية يكون لها عدد لا ائي من تحقق من أن مجموعة المعادلات الخطية ا . ٤

 : الحلول

12 5 4 3 
9 4 3 2 
3 

= + + 
= + + 
= + + 

z y x 
z y x 
z y x 

 : تحقق من أن حل مجموعة المعادلات الخطية . ٥

0 3 3 3 
1 3 2 
3 2 

3 2 1 

3 2 1 

3 2 1 

= + + 
= + − − 

= + + − 

x x x 
x x x 
x x x 

 1 , 0 . 6 , 0 . 4 يكون هو 3 2 1 = = − =  x x x .
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١٩ 

 : ابحث الحل لكل من أنظمة المعادلات الخطية الآتية . ٦

(i) 
1 4 4 
5 2 3 2 
2 3 2 

= + − 
= − + 
= + − 

z y x 
z y x 
z y x 

, 

(ii) 
1 17 2 3 
4 8 3 2 
3 3 2 

= + + 
= + + 
= + + 

z y x 
z y x 
z y x 

, 

(iii) 
1 4 3 2 2 
2 5 2 3 
3 13 4 5 

4 3 2 1 

4 3 2 1 

4 3 2 1 

= − + + 
= + + − 

= − + + 

x x x x 
x x x x 
x x x x 

------------------------------------------------
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Vector Spaces

 ،  الحقـل  الفضاء النوني ، و    :سنتناول بمشيئة االله دراسة     هذا الباب  في  

 والفضاء الجزئي ، ومفهوم التركيبـة الخطيـة والارتبـاط           الخطيوالفضاء  

 وبالتـالي   ة ، المتجهالأساس والبعد للفضاءات    مفهوم  الخطي ، و   الاستقلالو

  :اب إلى خمسة فصولسنقسم هذا الب
nR

في هذه  و3Rالفضاء ةنقطيمكن النظر إليه ك) 3x, 2x, 1x( المرتبالثلاثي 

كمتجه وفى هذه الحالة تكون النظر إليه  ، ويمكن اهي إحداثياx1,x2,x3  الحالة تكون 

x1,x2, x3  ههي مركبات.   

    ordered  n-tuple   (x1, x2, ..... , xn)بالقوس النوني المرتوعموماً 

يا غير ذي جبرالاختلاف  ويكون تعميم للمتجهك أو تعميم للنقطةك نظر إليهيمكن أن ي

Rnرمز لها بالرمز وي المرتبة النونية الأقواس مجموعة سمى ت. أهميه
  .  

nRv,uإذا كان  
  حيث   

u = (u1,u2,...,un) , v = (v1,v2, ...,vn) 

  : كما يلييعرف   u+v اموع فإن

u+v = (u1+v1,u2+v2, ...,un+vn). 

  :  كما يليku أي عدد قياسي فإننا نعرف  kوإذا كان

ku = (ku1,ku2, ...,kun).  

 بالعمليتين القياسيتين  في هذا التعريف سمى عمليتا الجمع والضرب في عدد قياسيت

   . Rn  الفضاء النونيعلى

   (0,... ,0,0) = 0  بأنه المتجه Rnونعرف المتجه الصفري في

Rn أي متجه في u = (u1,u2, ...,un)وإذا كان 
رمز  بالنسبة للجمع يuفإن معكوس   

 u = (-u1,-u2, ...,-un)-ويكون  u-له بالرمز 



 

___________________________________________________  

 

  :الفرقونعرف 

u-v = u+(-v) = (u1,u2, ...,un)+(-v1,-v2 , ....,-vn) 
      = (u1-v1,u2-v2, ...,un-vn)   u,vRn  

   إذا كانت: 

u = (u1,u2, ...,un), v = (v1,v2 , ...,vn), w = (w1,w2, ...,wn) 
ن الخواص الآتية تكون إ عددين قياسيين ف k1, k2انكو  Rn ثلاث متجهات في

  :صحيحة

(1)  u+v = v+u. 
(2)  u+(v+w) = (u+v)+w. 
(3)    0Rn  ; u+0 = 0+u = u. 
(4)  - u Rn  ; u +(-u) = 0. 
(5)  k1(u+v) = k1u+k1v. 
(6)  (k1+k2)u = k1u+k2u. 
(7)  (k1k2)u = k1(k2u) = k2(k1u). 
(8)  1u = u. 

  .يترك للطالب 

 بدون التعبير Rn  النونيتمكننا هذه النظرية من التعامل مع متجهات الفضاء

  .ات، بنفس الطريقة التي نتعامل ا مع الأعداد الحقيقية عن المتجهات بدلالة المركب

كل من   إلى ( u-) يمكننا إضافةx بالنسبة إلى  x+u=vلحل معادلة المتجهات فمثلا

  : الطرفين كما يلي

(x+u)+(-u ) = v+(-u)  
  x+(u-u)  = v-u  
  x+0        = v-u  
  x          = v-u  
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 متجهين في nv, ... ,  2v, 1v=(v,)nu, ... , 2u, 1u=(u(إذا كان : 

   Scalar productفإن  Rn  النونيالفضاء

   :كما يلييعرف   Inner product u,vأو 

                      n 

u.v = u1v1+u2v2+ ... +unvn =  uivi     
          i=1 

  .وليس متجه   عبارة عن عدديصل الضرب القياسويكون حا

  :  أي عدد قياسي فإنc كان وnR ثلاث متجهات في w,v,uإذا كان  :

(1)  u.v = v.u 
(2)  (u+v).w = u.w+v.w 
(3)  (cu).v = u.(cv) = c (u.v) 
(4)  u.u 0 , u.u = 0  u=0 

:   

(1) let u = (u1,u2, ... ,un ) , v = (v1,v2 , ... ,vn)  
              n           n 

u.v =  ujvj =  vjuj  = v.u  
             j=1               j=1 

(2) let u = (u1,u2, ... ,un), v = (v1,v2 , ... ,vn), w = (w1,w2 , ... ,wn) 
                      n                       n 

 (u+v).w =  (uj+vj)wj =  (ujwj + vjwj)  
                   j=1                      j=1 

                      n            n 

         =   ujwj +  vjwj = u.w +v.w 
                     j=1                 j=1  

(3) cu = (cu1,cu2 , ...,cun)       
(cu).v = (cu1)v1+(cu2) v2+ ... +(cun)vn 
    = u1(cv1)+u2(cv2)+ ... +un(cvn)= u.(cv) 
    = c (u1v1)+c(u2v2 )+ ... +c(unvn) 

    = c (u1v1+u2v2+ ... +unvn)  = c(u.v) 
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(4) u.u = (u1)
2+(u2)

2+ ... +(un)
2    (*)  

نـه  إ لا يساوى الصفر فuمن  )  ui وليكن(نه إذا كان أحد الإحداثياتأفإننا نلاحظ 

u2جد الحد   يو
i0    أي أن u2

i>0 كبر أكل حد يكون    (*)في حاصل الضرب القياسي   و

   :المتساوية تتحقق إذا وإذا فقط كانو   u.u0نه ينتج أنإ الصفر فييساو من أو

u1= u2 = ... = un = 0  

  . u=0أي إذا وإذا فقط كان

لضرب الداخلي  تسمح لنا بإجراء العمليات الحسابية الخاصة باالسابقةنظرية ال

جرى ا العمليات الحسابية  والتي ت بنفس الطريقة تماماRnً لنونيفي الفضاء ا) القياسي(

  .الخاصة بالضرب الحسابي العادي 

  :نإ فu,v Rnفمثلا إذا كانت 

(3u+2v).(4u+v) = (3u).(4u+v) + (2v).(4u+v)  
       = (3u).(4u) + (3u).(v) +(2v).(4u) + (2v).(v) 
                = 12(u.u) + 3(u.v) + 8(v.u) + 2(v.v)  
                = 12(u.u ) +11(u.v) + 2(v.v). 

   u2بالرمز يرمز له  u.uلمتجه مع نفسه لحاصل الضرب القياسي و

   :وينتج من ذلك صحة العبارتين الآتيتين

(1)  (u+v)2 = u2+2u.v+v2 
(2)  (u-v)2 = u2-2u.v+v2 

 حاصل  إذا كانnRv,u Orthogonal ال أن المتجهينيق

  u.v=0 ضرما القياسي متلاشياً أي

  :متعامدان حيث  R3 في الفضاء الثلاثيu=(2,1,-4/3), v=(1,2,3) المتجهين: مثال

u.v = (2)(1)+(1)(2)+(-4/3)(3) = 2+2-4 = 0. 

  : وهيRnومتجهات الوحدة في الفضاء النوني 

E1 = (1,0,0, ...,0), E2 = (0,1,0, ...,0), ..., En =(0,0,0, ...,1)  

   Ei.Ej = 0  ij ن تكون متعامدة مثنى مثنى أي أ



 

___________________________________________________  

 

           iE.u = iu تعطى من العلاقة u   من المتجهiuالمركبة  

iفي اتجاه  Ei  مع متجه الوحدةuوهى ناتجة من حاصل الضرب القياسي للمتجه 

    nR  النوني في الفضاء u  للمتجهLength أو الطول Norm لمعيارا 

  :كما يلييعرف 

            n 

||u|| = (u.u)1/2 = ( u i
2)1/2  

           i=1   

  :ويكون

||u|| = ||-u|| , ||u||2 = u2 , ||cu|| = |c| ||u|| ; c scalar.        

  :تعرف كما يلي nRv,uبين المتجهين distance   المسافة

                                                 n 

d(u,v) = ||u-v|| = ( (u-v).(u-v) )1/2  =  (  (ui-vi)
2 )1/2   

                                                                               i=1 

  : يتحققnRv,u لأي :

(1)  ||u+v||2 = || u-v||2  u.v = 0. 
(2)  ||u+v||2 = ||u||2+||v||2  if  u.v = 0. 

  : الإثبات

(1)  ||u+v||2 = ||u -v||2  ( u+v).(u+v) = (u-v).(u-v) 
                                  (u+v)2 = (u-v)2  

                                  u2+2u.v+v2 = u2-2u.v+v2 
                                  4 u.v = 0 
                                  u.v = 0 . 
(2)  ||u+v||2  = (u+v).(u+v)  
                   = u.u + u.v + v.u + v.v 
                   = ||u||2 + 2(u.v) + ||v||2  
                   = ||u||2 + ||v||2  if  u.v = 0.
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 :  

  .u في اتجاه وحدةال متجه E حيث u/||u|| = E يكون uRnلأي  

  في اتجاهين متضادين u,v غير الصفريينيقال أن المتجهين 

           in the opposite direction قياسيجد عددإذا و  c<0بشرط أن   

           cu=v أو cv=uو قال أفس الاتجاه نما فيي in the same direction   

           قياسيجد عددإذا و  c>0 بشرط أن cu=v أو cv=u.   

   .v فوق المتجه u تسمى مسقط المتجه p فإن v = 0.(u-p)إذا كان  

 v(component u over v) فوق  uمركبة يسمى  v||2||/(u.v)المقدار 
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: nequality  ISchwartz –yCauch:
nRvuvuvu  ,.  

:  

.0نأ و0uنإف 0uإذا كانت vu المتباينة تتحققاًوإذ  ،   

.0نأ و0vنإف 0vإذا كانتوكذلك  vu أيضا تتحقق المتباينة اًوإذ .  

  :فسنثبت صحة المتباينة كما يليصفر ال ي لا يساو,vu كلا منأما إذا كان

........ 22112211 nnnn vuvuvuvuvuvuvu   

  :يكون ,yxوحيث إن لأي عددين حقيقين

(*).22)(0 22222 yxxyyxyxyx   

وباعتبار
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x ii    :يكون (*) وبالتعويض فيi لأي,
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 :Triangle Inequality   
nRvuvuvu  ,  

  : الإثبات

22
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2

.2

).(2

.).(2.)).((

vvuu

vvuu

vvvuuuvuvuvu







 

   : نحصل علىز شفارت- ي وباستخدام متباينة كوش

.

)(2 2222

vuvu

vuvvuuvu
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   : استخدام المصفوفةه يمكن الحالي بملاحظة أنالفصـل هذا الجزء من يننه: 

u = 





















nu

u

u


2

1

 

   Rn ليدل على المتجهات في  u = (u1,u2, ...,un)قوس النوني من الدلاًب

   :كما يليهي وويبرر ذلك أن عمليتي الجمع والضرب في عدد قياسي على المصفوفات 

 u+v = ,22
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وهي كما يليالمتجهاتجمع وضرب عطى نفس النتائج مثل عمليات ت :  

 u+v = (u1,u2, ... ,un) + (v1,v2, ... ,vn) = (u1+v1, ... ,un+vn),   
 ku = k(u1,u2, ... ,un) = (ku1, ku2, ... , kun).  

الفرق الوحيد هو أن النتائج تكتب رأسية في حالة منهما وأفقية في الحالة ويكون 

  .الأخرى وإننا سوف نستخدم كلا الرمزين من حين إلى آخر 

------------------------------------------------  
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  :حيثu,v,wR4 إذا كان  -١

u = (3,0,1,2), v = (-1,2,7,-3), w = (2,0,1,1)  
   :يلي قيمة ما     فاحسب

(1) ||u+v||               (2) ||u||+||v||          (3) ||-2u||+2||u||  
(4) ||3u-5v+w||       (5) (1/||w||)w        (6) ||(1/||w||)w|| 

  v,w عمودية على كلا من u وكانت   u,v,wRnإذا كان -٢

   rv+sw الصورة عمودية على أي متجه فيتكون   uفاثبت أن     

  .  أعداد قياسية  r,sحيث     

  u  0حيث   u.v = u.w وكان  u,v,wRn  إذا كان-٣

    v = wثبت أن اف     

  : أنتحقق من  فnx1مصفوفتين من النوع ك  u,vRnإذا كان -٤

(u.v) = uTv   

٥-رفت المسافة بين المتجهين إذا عu,v  في الفضاء Rn
   :بالعلاقة  

d(u,v) = ||u-v|| 

  :  أن تحقق منu,v,wRnفلأي     

(1) d(u,v)  0             (2) d(u,v) = 0  u = v  
(3) d(u,v) = d(v,u)     (4) d(u,w)  d(u,v)+d(v,w)  

              :أثبت أن u,vRn لأي متجهين -٦

||u+v||2 + ||u-v||2 = 2||u||2 + 2||v||2. 
   : أثبت أنu,vRn لأي متجهين -٧

u.v = (1/4) ||u+v||2 - (1/4) ||u-v||2 .  
------------------------------------------------  

  

  



 سعد شرقاوي . د جبر خطي &

___________________________ ________________________ 

٢٩ 

 : Field قل الح - ٢

 مجـال أو حقـل تكون مشتملة على الأقل على عنصرين K مجموعة أي : ) ١ ( تعريف

Field اختياريين إذا عرفنا بوضوح لأي عنصرين x,y∈K عمليتي الجمع والـضرب 
 . K على
x+y∈K يكون أي , xy∈K ومن ثم تتحقق لأي x,y,z∈K الخواص الآتية : 

(A1)  x+y = y+x. 
(A2)  (x+y)+z = x+(y+z). 
(A3) ∃ 0∈K ; x+0 = 0+x = x. 
(A4) ∀x∈K ∃ (x)∈K ; x +(x ) = (x)+ x = 0. 
(M1)  xy = yx. 
(M2)  (xy)z = x(yz). 
(M3) ∃ 0 ≠ e∈K ; ex =xe = x. 
(M4) ∀0 ≠ x∈K ∃ x 1 ∈K ; xx 1 = x 1 x = e. 
(D)     (x+y)z = xz +yz , x(y+z) = xy +xz. 

 Commutative التبادل تحقق خاصية (M1),(A1) ريف نرى أن من هذا التع

 ) الدمج ( جميع الت تحقق خاصية (M2),(A2) وكذلك للجمع والضرب على الترتيب ،
Associative ومن ، للجمع والضرب على الترتيب (A4) ، (A3) ينتج لنا إمكانية 

 اصية سمى بخ فت (D) وأما ، إمكانية القسمة لنا ينتج (M4),(M3) ومن لطرح ا
 وفيما يلي بعض الأمثلة المختصرة التي سوف توضح لنا Distributive التوزيع

 والتي سوف نطبق عليها عمليات الجمع والضرب قل الح تعريف إمكانية أو عدم إمكانية
 . في التعريف السابق ة المذكور

 : أمثلة

,N={1,2,3 الموجبة الأعداد الصحيحة مجموعة - ١  حقل تكون لا {...
 جميعها (D),(M2),(M1),(A2),(A1) الخصائص التعريف السابق نجد أن لأنه من

. ة غير محقق (M4) ,(A4),( A3) ولكن ة محقق
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 حيث أن حقل تكون لا Z={0,±1,±2, ...} الأعداد الصحيحة مجموعة - ٢
 . تحقق ت لا (M4) الخاصية

Q = {x:x الأعداد الكسرية مجموعة - ٣ = p/q ; p,q∈Z,q≠0 } 

 : جمع وضرب الأعداد الكسرية يعرف كما يلي حيث حقل تكون
p1/q1+p2/q2 = (p1q2+p2q1)/q1q2  , 
(p1/q1)(p2/q2) = (p1p2)/(q1q2). 

 . قل تتحقق جميع شروط وخصائص الح و
 ، وكذلك كلا من مجموعة الأعداد الحقيقية حقل كون مجموعة الأعداد النسبية ت - ٤

 . قل حقق جميع شروط وخصائص الح حيث تت حقل تكون ومجموعة الأعداد المركبة
 . حقل K باعتبار : ) ١ ( نظرية

 على الصورة z∈K لها حل وحيد يكون x+z=y المعادلة فإن x,y∈K إذا كان ) ١ (
z= y+(x) كتب وي z=yx . 

 z∈K لها حل وحيد يكون xz =y المعادلة فإن x≠ 0 ن أ و x,y∈K إذا كان ) ٢ (

 . z= y/x ويكتب z=x 1 y على الصورة
x إذا كانت ) ٣ ( ,y∈K ة فإن العلاقات الآتية تكون محقق : 

(1)  x0 = 0x = 0 
(2)   (x)y = (xy) 
(3)   (x)(y) = xy 
(4)  xy = 0 ⇒ x = 0 ∨ y = 0. 

 : الإثبات
 : يجب أن يحققها x+z = y لمعادلة ل حل z = y+(x) قل عنصر الح لكي يكون ) ١ (

L.H.S  = x+z = x+(y+(x)) = x+((x)+y) = [x+(x)]+y 
= 0+y = y = R.H.S. 

 ) x+z'=y أي أن ( لمعادلة ل حل آخر 'z نفرض أن د ولإثبات أن هذا الحل وحي
'z وسنثبت  أن = z كما يلي :
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z' = z'+0 = z'+( x+(x)) = (z'+x )+(x) = (x+z')+(x) 
= y+(x) = z. 

 . الحل وحيد اً إذ و
 لمعادلة ل هو حل z = x 1 y قل ر الح ـ ابقة واضح أن عنص ـ بنفس الطريقة الس ) ٢ (

xz = y ه يحققها لأن : 
L.H.S  = xz = x(x 

1 y) = (x x 
1 
)y = ey = y = R.H.S. 

 ) xz'= y أي أن ( لمعادلة ل حل آخر 'z نفرض أن د ولإثبات أن هذا الحل وحي
'z وسنثبت أن = z كما يلي : 

z' = ez' = (x 1 x)z' = x 1 (xz') = x 1 y = z. 
 . الحل وحيد اً إذ و
) ٣ ( 

(1)  x0 = x(0+0) ⇒ x0 = x0+x0 
 : للطرفين ينتج أن 0(x) ضافة بإ

(x0)+(x0) = (x0+x0)+(x)0 
⇒ [x+(x)]0 = x0+[(x0)+(x0)] 
⇒ 0 = x0+[x+(x)]0 
⇒ 0 = x0+0 
⇒ 0 = x0. 

0x وبالمثل يمكن إثبات = 0 . 

(2)  xy+(x)y  = [x+(x)]y 
= 0y 
= 0  from (1) 

∴ (x)y =  (xy). 

(3)   (x)(y) = [x(y)] = [(y)x] = [(yx)] = yx = xy .
 . (M1), (2) وذلك باستخدام

(4)  let  xy=0 , x ≠ 0 
∴0  = x 1 0 =  x 1 (xy) = (x 1 x)y = ey = y. 

x وبنفس الطريقة يمكن إثبات أن . xy=0 , y≠0 إذا كانت 0 =
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 : كما يلي K قل نعرف الجمع والضرب لأكثر من عنصرين من عناصر الح : ) ٢ ( تعريف
 N n IK x x x ليكن n ∈ ∈  , ,..., ,   : فإن 2 1

(1) 
1 

1 

1 
x x 

j 
j = ∑

= 

,  n 

n 

j 
j n 

n 

j 
j  x x x x x x + = + + + = ∑ ∑ 

− 

= = 

) ( ... 
1 

1 
2 1 

1 

;  1 ≠ n 

(2) 
1 

1 

1 

x x 
j 

j = ∏ 
= 

,  n 

n 

j 
j n 

n 

j 
j  x x x x x x  ) ( ... 

1 

1 
2 1 

1 
∏ ∏ 

− 

= = 

= =  ;  1 ≠ n 

(3)  0 
0 

1 

= ∑
= j 

j x  ,  e x 
j 

j = ∏ 
= 

0 

1 

∑ اموع : ) ٣ ( تعريف
= 

n 

j 
j x 

1 

 ) x ) multiple of x من دد التع سمى يx x j =  حيث

 nx x x x x ويكتب
times n 

n 

j 
j = + + + = ∑

= 

... 
1 

 ∏ وحاصل الضرب
= 

n 

j 
j x 

1 

 = x x j حيث

من القوة سمى ي x ) power of x ( كتبوي n 

times n 

n 

j 
j  x x xx x = = ∏ 

= 

... 
1 

------------------------------------------------ 

 : أن فتحقق من حقل عنصرين لأي ,y x كان عددين طبيعيين و ,n m إذا كان : تمرين
(1)  . ) (  x n m nx mx + = + 
(2)  . ) ( ) (  x mn nx m = 
(3)  ). (  y x n ny nx + = + 
(4)  . n m n m  x x x + = 
(5)  . ) (  mn n m  x x = 
(6)  . ) (  n n n  xy y x = 

------------------------------------------------
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 : Subspace & Vector Space الفضاء المتجه والفضاء الجزئي - ٣

 ) مفهوم الفضاء الخطي :( ) ١ ( تعريف
 الفضاء الاتجاهي بـ V الية الخ غير اموعة سمى ت . اختياري حقل أي K ليكن

 K الحقل فوق ) الفضاء الخطي أو الفضاء المتجه أو (
Vector (Linear) Space over K. 

 . عمليتي الجمع والضرب في أعداد قياسية عرفنا عليها إذا
 : حققان يت الآتيين الشرطين ن إ ف u,v,w∈V,λ,µ∈K أي أنه إذا كانت

(1) u+v∈V  (2) λu∈V 
 : الآتية صائص بالإضافة إلى الخ

(VA1)  u+v = v+u. 
(VA2)  u+(v+w) = (u+v)+w. 
(VA3) ∃ 0∈V ; u+0 = 0+u = u. 
(VA4) ∀ u∈V ∃ (u)∈V ; u+(u) = (u)+u = 0. 
(VM1) λ (µu) = (λµ)u. 
(VM2)  1u = u ; 1∈K. 
(VD1) λ(u+v) = λu+λv. 
(VD2)      (λ+µ)u = λu+µu. 

 ، سمى قواعد الجمع ت (VA1VA4) صائص الخ
 ، سميان بقاعدتي الضرب ت (VM1,VM2) تين اصي والخ

 . سميان بقاعدتي التوزيع ت ف (VD1,VD2) تين اصي وأما الخ
 وعناصر R سمى بالفضاء المتجه فوق يV  ن الفضاء المتجه إ ف K= R قل إذا كان الح

 . Scalars القيم القياسية أو الحقيقية القيم سمى تK  قل الح
 وقد يكون من الضروري في بعض التطبيقات أن نتداول فضاءات خطية بحيث تكـون

 سمى ية أعداد مركبة بدلا من الأعداد الحقيقية ، مثل هذه الفضاءات تـ ـ القياس القيم
 ة فضاءات المتجهـ ال بصفة خاصة تناول سن هذا المقرر وفي ، بالفضاءات المتجهة المركبة

. حقيقية عناصرها التي
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إلى أنه في تعريف الفضاءات المتجهة لا يوجـد تخـصيص لطبيعـة ويجدر بنا أن ننبه
 أي نوع من الأشياء مهما كانت يمكن أن تصلح كمتجهات ف . المتجهات أو للعمليتين

 . توضح ذلك والأمثلة الآتية ، وكل ما هو مطلوب أن تحقق فروض الفضاء المتجه
 : ملاحظات

 v– فإننا نكتب V اختياري ي فضاء متجه أي متجهين في أ u,v إذا كان ) ١ (

 u+(1)v بدلاً من uv ونكتب أيضاً v(1) بدلاً من
 فإن جميع شروط 0 عنصر تحتوي فقط على ال V أي أن V={0} إذا كان ) ٢ (

 مع عمليتي الجمع والضرب في V وخصائص الفضاء الخطي تتحقق على
 ى هذا يسم ، تكون فضاء خطي V={0} ومن ثم فإن ، ية ـ أعداد قياس

 . الفضاء المتجه بالفضاء المتجه الصفري
 : أمثلة

 لجمع والضرب في أعداد قياسية ا يتي مع عمل يكون فضاء متجه R n النوني الفضاء - ١
 . الفضاء المتجه شروط وخصائص تحقق حيث ت R n على المعرفتين

 قيقية مع عمليتي الجمع الح عناصر ذات ال m×n المصفوفات من النوع مجموعة كل - ٢
 . رب في أعداد قياسية للمصفوفات تكون فضاء متجه والض

 u وإذا كان المتجه . 0 تكون هي المتجه الصفري m×n المصفوفة الصفرية من النوع

 باقي تتحقق و u تكون هي المتجه A ن المصفوفة إ ف m×n من النوع A هو المصفوفة
 . ص من نظريات المصفوفات صائ الخ

. Mmn(R) بالرمز أو Mm×n(R) يرمز لهذا الفضاء المتجه بالرمز
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 R كونة من كل الدوال الحقيقة المعرفة على هي اموعة الم V ت إذا كان - ٣
 f+g أي عدد حقيقي فإننا نعرف دالة اموع k أي دالتين وكان f(x),g(x) وكانت

 : كما يلي kf وحاصل الضرب
(f+g)(x)=f(x)+g(x) , (kf)(x)=kf(x). 

 ويكون المتجه الـصفري لهـذا ، متجهاً بالنسبة لهاتين العمليتين تكون فضاءاً V فإن
 الفضاء هو الدالة الثابتة الصفرية ، أي هو الدالة التي يكون رسمها البياني هو المـستقيم

 . بسهولة صائص باقي الخ ويمكن التحقق من ، الأفقي المار بنقطة الأصل
 المستوى الذي يمر بنقطة هي مجموعة كل النقاط التي تقع على V ت إذا كان - ٤

 تكون فضاءا متجها بالنسبة إلى عمليتي الجمع والضرب V فإن R 3 الأصل في الفضاء
 : كما يتضح فيما يلي R 3 في أعداد قياسية للمتجهات في الفضاء

 : الصورة على المستوى الذي يمر بنقطة الأصل تكون معادلته
Ax+By+Cz = 0  ; A,B,C constants. 

∴V={(x,y,z):Ax+By+Cz=0} 
 : فيكون u=(u1,u2,u3),v=(u1,u2,u3)∈V وبفرض أن

Au1+Bu2+Cu3 = 0 , 
Av1+Bv2+Cv3 = 0 

 : وبجمع هاتين المعادلتين نحصل على
A(u1+v1)+B(u2+v2)+C(u3+v3) = 0. 

 . ku∈V أي أن
ku عدد قياسي فيكون k وبفرض أن = (ku1, ku2,ku3) اً يكون وإذ : 

A(ku1)+B(ku2)+C(ku3) = k(Au1+Bu2+Cu3) = k0 = 0 
 يكون فضاء متجه R n ومن المثال الأول علمنا أن الفضاء النوني . ku∈V أي أن

 الخصائص وعلى ذلك فإن ، أيضاً فضاء متجه R 3 ومن ثم يكون الفضاء الثلاثي
(VA1),(VA2),(VM1),(VM2),(VD1),(VD2) ققة ـ ها مح ـ تكون جميع 

 ) R 3 جزئية من حيث أا مجموعة ( V على
: كما يلي (VA4),(VA3) الخاصيتين فيتبقى التحقق من صحة
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 : نحصل على 0 في Au1+Bu2+Cu3 = 0 المعادلة بضرب
A(0u1)+B(0u2)+C(0u3) = A(0)+B(0)+C(0) = 0 

 . (VA3) اصية ا يحقق الخ وهذ V∋(0,0,0) = 0 اً وإذ
 : نحصل على 1 في Au1+Bu2+Cu3 = 0 بضرب و

A(u1)+B(u2)+C(u3) = 0 
u اً وإذ = (u1,u2,u3)∈V اصية وهذا يحقق الخ (VA4 ) . 
 R 2 في الفضاء (x,y) ط ا النق مجموعة هي V={ (x,y):x≥0,y≥0} إذا كانت - ٥

 : معرف عليها عمليتي الجمع والضرب في أعداد قياسية كما يلي التي تقع في الربع الأول
(1)  (x1,y1)+(x2,y2) = (x1+x2,y1+y2) 
(2)  k(x,y) = (kx,ky) 

 u=(1,1) بينما V في تقع u=(1,1) ن لأ تكون فضاءاً متجهاً لا V اموعة فإن

 . تحقق ت لا (VA4) الخاصية وبذلك فإن V قع في ت لا
 معرف عليها (x,y,z) كل الثلاثيات المرتبة من الأعداد الحقيقية مجموعة V لتكن - ٦

 : يلي ا م سية ك الجمع والضرب في أعداد قيا تي عملي
(1)  (x1,y1,z1)+(x2,y2,z2) = (x1+x2,y1+y2,z1+z2) 
(2)  k(x,y,z) = (kx,y,z) 

 الجمع ص محققان، وكذلك خصائ (2),(1) الخطي شرطي الفضاء من الواضح أن ف
(VA1),(VA2),(VA3),(VA4) يتبقى التحقق من صحة و ، تكون جميعها محققة 

 : ا يلي كم (VD2),(VD1),(VM2),(VM1) الخصائص
Let u,v∈V  ; u=(x1,y1,z1), v=(x2,y2,z2) ,and let λ,µ scalars 
§ λ(µu) = λ(µ(x1,y1,z1)) = λ(µx1,y1,z1) = ((λµ)x1,y1,z1) , 

(λµ)u = (λµ)(x1,y1,z1) = ((λµ)x1,y1,z1). 
∴λ(µu) = (λµ)u . 

 . محققة (VM1) ومن ثم تكون الخاصية
§  1u = 1(x1,y1,z1) = (1x1,y1,z1) = (x1,y1,z1) = u. 

. محققة (VM2) ومن ثم تكون الخاصية
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§ λ(u+v) = λ[(x1,y1,z1)+(x2,y2,z2)] 
= λ(x1+x2,y1+y2,z1+z2) 
= (λ(x1+x2),y1+y2,z1+z2) 
= (λx1+λx2,y1+y2,z1+z2) 
= (λx1,y1,z1)+( λx2,y2,z2) 
= λ(x1,y1,z1)+ λ(x2,y2,z2) = λu+λv. 

 . محققة (VD1) ومن ثم تكون الخاصية
§  (λ+µ)u = (λ+µ)(x1,y1,z1) = ((λ+µ)x1,y1,z1) , 

λu+µu = λ(x1,y1,z1)+ µ(x1,y1,z1) = (λx1,y1,z1)+(µx1,y1,z1) 
= ((λ+µ)x1,2y1,2z1). 

∴ (λ+µ)u ≠ λu+µu . 
 . خطي لا تكون فضاء V وعلى ذلك . غير محققة (VD2) ومن ثم تكون الخاصية

 رب في ـ معرف عليها عمليتي الجمع والض V={(x,y):x,y∈R} إذا كانت - ٧
 : ية كما يلي ـ أعداد قياس

(1)  (x1,y1)+(x2,y2) = (x1+x2,y1+y2) 
(2)  k(x,y) = (k 2 x,k 2 y) 

 . ؟ ) مع ذِكر السبب ( خطي أم لا فضاء V فحدد ما إذا كانت
 . يترك للطالب : الحل

 : فإن عدد قياسي k ليكن و u∈V ، فضاء متجه V ليكن : ) ١ ( نظرية
(1) 0u = 0. 
(2) k0 = 0. 
(3) (1)u = u. 
(4) ku = 0 ⇒ u = 0 ∨ k = 0. 

 : الإثبات
(1) 0u = (0+0)u = 0u+0u 

 : يكون إلى الطرفين 0u بإضافة و
0u+(0u) = [0u+0u]+(0u ) 

= 0u + [0u+(0u )] 
∴  0  = 0u+0 = 0u.
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 : ) 1 ( إثبات آخر للعلاقة
0 = u+(u) = 1u+(1)u = [1+(1)]u = 0u. 

(2) k0 = k(u+(u)) = ku+k(u) = ku+(k)u = (k+(k))u = 0u = 0. 
(3) u+(1)u = 1u+(1)u = [1+(1)]u = 0u = 0. 
∴  (1)u = u. 
(4) let  ku = 0 , k ≠0. 

u أن وسنثبت  : كما يلي 0 =
0 = (1/k)0 = (1/k)(ku) = [(1/k)k]u = 1u = u. 

let  ku = 0 , u ≠0. 
 : كما يلي k = 0 أن وسنثبت

ku = 0 , 0u = 0 ⇒ k = 0.
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 ) مفهوم الفضاء الجزئي ):( ٢ ( تعريف
 تسمى فضاء V من W فضاء خطي فإن اموعة الجزئية غير الخالية V إذا كانت

 تحقق شروط وخصائص W إذا كانت ) V ) Subspace of V جزئي من الفضاء
 . V بة لعمليتي الجمع والضرب في أعداد قياسية المعرفتين على الفضاء المتجه بالنس
 الفضاء المتجه نفسه و V الفضاء على الأقل فضاءان جزئيان هما V ولكل فضاء متجه

 Trivial Subspaces واللذان يسميان الفضاءين الجزئيين غير الفعليين {0} الصفري

 V ي فعلي من يسمى فضاء جزئ V من ) إن وجد ( وأي فضاء جزئي أخر
Nontrivial Subspace of V. 

 V تكون فضاء جزئي من الفضاء V من W اموعة الجزئية غير الخالية : ) ٢ ( نظرية

 : إذا وإذا فقط تحقق الشرطان
(1)  u+v∈W ∀u,v∈W, 
(2)  ku∈W ∀u∈W , k scalar. 

 : الإثبات
 : ) 1 ( , ) 2 ( وسنثبت صحة الشرطين V فضاء جزئي من W نفرض أن ) أولاً (

 تحقق شروط وخصائص الفضاء المتجه W فإن V فضاء جزئي من W حيث إن
 ومن ثم يتحقق V بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب في أعداد قياسية المعرفتين على

 . (2),(1) الشرطان
 : V فضاء جزئي من W أن وسنثبت ) 1 ( , ) 2 ( نفرض تحقق الشرطان ) ثانياً (

 صائص الخ و لفضاء المتجه الأساسيان ل الشرطان هما المحققان (2),(1) الشرطان
(VA1,VA2,VM1,VM2,VD1,VD2) على تتحقق V ) لأنه فضاء متجه ( 

 ) V مجموعة جزئية من W لأن ( V هو عنصر من عناصر W وكل عنصر من عناصر
 W فتكون هذه الخصائص أيضاً محققة على

 (2) من الشرط W على (VA3,VA4) يتبقى التحقق من صحة الخاصيتين ku∈W 
put k=0 ⇒ 0u=0∈W 
i.e. ∃ 0∈W ; o+u=u+0=u ∀ u∈W,
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put k=1 ⇒ (1)u=u∈W 
i.e. ∀ u∈W ∃ u∈W ; (u)+u=u+(u)=0. 

 W تتحققان على (VA3,VA4) وإذاً الخاصيتين

 . V فضاء جزئي من W وعلى ذلك تكون
 . من أولاً وثانياً تثبت النظرية

 : أمثلة

 تكون فضاء جزئي W فإن W={w∈R 3 :w.u=0 ,u∈R 3 } إذا كانت - ١
 ). وضح ذلك؟ ( R 3 من الفضاء

 : وسنتحقق من صحة الشرطين W⊂R 3 واضح أن : الحل
(1)  u+v∈W ∀u,v∈W, 
(2)  ku∈W ∀u∈W , k scalar. 

 : كما يلي
(1)  let w1,w2∈W, u∈R 3 

∴ w1.u = 0 , w2.u = 0 ⇒ w1.u + w2.u = 0 
⇒ (w1+w2).u = 0 
⇒ w1+w2∈W. 

(2)  let w∈W, u∈R 3  , k scalar 
∴ w.u = 0 ⇒ k(w.u) = 0 

⇒ (kw).u = 0 
⇒ kw∈W. 

 . R 3 فضاء جزئي من W وإذاً

 : , { إذا كانت - ٢
0 

0 
{  R b a 
b 

a 
W ∈   

 

 
  
 

 
 تكون فضاء جزئي W فإن =

 2 2 ) ( المصفوفات من فضاء R M × ) وضح ذلك؟ .( 
 2 2 ) ( واضح أن : الحل R M W × ⊂ كما يلي (2),(1) وسنتحقق من صحة الشرطين : 

(1)  let  W 
b 

a 
b 

a 
∈   

 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

 
0 

0 
, 

0 
0 

2 

2 

1 

1
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∴  W 
b b 

a a 
b 

a 
b 

a 
∈   

 

 
  
 

 
+ 

+ 
=   

 

 
  
 

 
+   

 

 
  
 

 
0 

0 
0 

0 
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0 

2 1 

2 1 

2 

2 

1 

(2)  let  W 
b 

a 
∈   

 

 
  
 

 
0 

0  1  ,  k  scalar 

∴  W 
kb 

ka 
b 

a 
k ∈   

 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 

 
0 

0 
0 

0 

 2 2 ) ( فضاء جزئي من الفضاء W وإذاً R M × . 

 : , { إذا كانت - ٣
1 

1 
{  R b a 
b 

a 
W ∈   

 

 
  
 

 
 لا تكون فضاء جزئي W فإن =

 2 2 ) ( صفوفات من فضاء الم R M × ) وضح ذلك؟ .( 
 . يترك للطالب : الحل

 : , , , { إذا كانت - ٤
0 

0 
{  R d c b a 

d c 
b a 

W ∈   
 

 
  
 

 
 تكون فضاء جزئي W فإن =

 3 2 ) ( من الفضاء R M × ) وضح ذلك؟ .( 
 . يترك للطالب : الحل

 إذا كانت - ٥

}. 1 : ) , , {( 

, } : ) , , {( 
3 

2 

3 
1 

+ + = ∈ = 

+ = ∈ = 

c a b R c b a W 

c a b R c b a W 

 لا تكون فضاء جزئي W 2 بينما R 3 تكون فضاء جزئي من الفضاء W 1 ن تحقق من أ ف
 . R 3 من الفضاء

 3 واضح أن : الحل
2 

3 
1  ,  R W R W ⊂ ⊂ 

(1)  let  1 2 2 2 1 1 1  ) , , ( ), , , (  W c b a c b a ∈ ⇒  2 2 2 1 1 1  ,  c a b c a b + = + = 

∴  1 2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 1 1  ) , , ( ) , , ( ) , , (  W c c b b a a c b a c b a ∈ + + + = +  ; 
). ( ) (  2 1 2 1 2 1  c c a a b b + + + = + 

(2)  let  1 ) , , (  W c b a ∈  ,  k  scalar ⇒  c a b + = 

∴  1 ) , , ( ) , , (  W kc kb ka c b a k ∈ =  ;  kc ka kb + = 

. R 3 ء جزئي من الفضاء فضا تكون W 1 وإذاً
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2 ) 1 , 3 , 1 ( , ) 2 , 4 , 1 (  W ∈  but  2 ) 3 , 7 , 2 ( ) 1 , 3 , 1 ( ) 2 , 4 , 1 (  W ∉ = + 

 . R 3 لا تكون فضاء جزئي من الفضاء W 2 وإذاً
 )} , , ( : 2 { إذا كانت - ٦ 3  a b R c b a W = ∈ = 

 ؟ ) مع ذِكر السبب ( أم لا R 3 فضاء جزئي من الفضاء W فحدد ما إذا كانت
 . يترك للطالب : الحل

 AX = 0 المتجانسة المعادلات الخطية نظام هي مجموعة حلول W إذا كانت - ٧

 n R تكون فضاء جزئي من الفضاء النوني W فإن ×n m مصفوفة من النوع A حيث

 A يسمى هذا الفضاء الجزئي بالفضاء الصفري للمصفوفة

Null Space of a Matrix A. 
 . A N) ( ويرمز له بالرمز
 : اء الصفري لأي مصفوفة الفض إيجاد ية كيف بحث وفيما يلي سن

   الفضاء الصفري للمصفوفة §
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A باختزال المصفوفة نحصل عليه 

 : كما يلي AX = 0 الممتدة المناظرة لنظام المعادلات الخطية المتجانسة

  
 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

 
−   

 

 
  
 

 
→ → → 

+ − − + − 

0 1 0 
0 0 1 

0 1 0 
0 2 1 

0 2 0 
0 2 1 

0 4 3 
0 2 1  1 2 2 2 1  2 ) 2 / 1 ( 3  r r r r r 

∴  0 , 0  2 1 = =  x x 
∴  }. 0 { )} 0 , 0 {( ) ( = = A N
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٤٣ 

 والفضاء الصفري للمصفوفة §
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
= 

1 1 3 
0 1 2 
1 0 1 

A نحصل عليه باختزال المصفوفة 

 : كما يلي AX = 0 المناظرة لنظام المعادلات الخطية المتجانسة الممتدة

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
− 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

→ → 
+ − + − 

+ −  0 0 0 0 
0 2 1 0 
0 1 0 1 

0 2 1 0 
0 2 1 0 
0 1 0 1 

0 1 1 3 
0 0 1 2 
0 1 0 1 

3 2 

3 

2 1 2 

1 3 

r r r r 

r r 

∴ 
0 2 
, 0 

3 2 

3 1 

= − 
= + 
x x 
x x 

⇒ 
3 2 

3 1 

2 
, 

x x 
x x 

= 
− = 

∴  }. : ) 1 , 2 , 1 ( ) , , {( ) (  3 3 3 2 1  R x x x x x A N ∈ − = = 

 : أوجد الفضاء الصفري لكل من المصفوفات الآتية : تمرين
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3 2 7 
3 2 2 
1 2 1 

, 
1 3 3 
1 1 2 
0 2 1 

, 
5 4 3 
4 3 2 
1 1 1 

. يترك للطالب : الحل
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 تماريــن

 ات التالية مع عمليتي الجمع والضرب موع كلا من ا عددي يوضح أن اعطِ مثال - ١
 . فضاء خطي لا تكون يتين المعطَ في أعداد قياسية

(1)  } 2 : ) , {(  2 = ∈ =  x R y x V  , 
). , ( ) , ( , ) , ( ) , ( ) , (  2 1 2 1 2 2 1 1  ky kx y x k y y x x y x y x = + + = + 

(2)  } , , : ) , , {(  R z y x z y x V ∈ =  , 
). , , ( ) , , ( , ) , , ( ) , , ( ) , , (  2 2 1 2 2 2 2 1 1 1  kz ky kx z y x k z y y x z y x z y x = + = + 

 ية ـ عمليتي الجمع والضرب في أعداد قياس معرف عليها V فيما يلي اموعة - ٢
 تمثل فضاء خطي أم لا؟ V حدد ما إذا كانت . يتين المعطَ

 . ) خطي التي لا تكون فضاء مجموعات اذكر جميع الفروض التي لا تتحقق بالنسبة لل و (
(1)  } , : ) , {(  R y x y x V ∈ =  , 

) 2 , 2 ( ) , ( , ) , ( ) , ( ) , (  2 1 2 1 2 2 1 1  ky kx y x k y y x x y x y x = + + = +  . 
(2)  } : ) 0 , {(  R x x V ∈ =  , 

) 0 , ( ) 0 , ( , ) 0 , ( ) 0 , ( ) 0 , (  2 1 2 1  kx x k x x x x = + = +  . 
(3)  } , : ) , {(  R y x y x V ∈ =  , 

) 0 , 0 ( ) , ( , ) , ( ) , ( ) , (  2 1 2 1 2 2 1 1 = + + = +  y x k y y x x y x y x  . 
(4)  } , , : ) , , {(  R z y x z y x V ∈ =  , 

). 0 , 0 , 0 ( ) , , ( 
, ) , , ( ) , , ( ) , , (  2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 1 1 

= 
+ + + = + 

z y x k 
z z y y x x z y x z y x 

(5)  } , , : ) , , {(  R z y x z y x V ∈ =  , 

). , , ( ) , , ( 
, ) , , ( ) , , ( ) , , (  2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 1 1 

z y kx z y x k 
z z y y x x z y x z y x 

= 
+ + + = + 

(6)  } , , : ) , , {(  R z y x z y x V ∈ =  , 

). , , ( ) , , ( 
, ) , , ( ) , , ( ) , , (  2 2 1 2 2 2 2 1 1 1 

kz ky kx z y x k 
z y y x z y x z y x 

= 
+ = + 

(7)  } , , : ) , , {(  R z y x z y x V ∈ =  , 

). , 1 , ( ) , , ( 
, ) , , ( ) , , ( ) , , (  2 1 2 1 2 1 2 2 2 1 1 1 

kz kx z y x k 
z z y y x x z y x z y x 

= 
+ + + = + 

(8)  } : ) , 0 , 0 {(  R z z V ∈ =  , 
). , 0 , 0 ( ) , 0 , 0 ( , ) , 0 , 0 ( ) , 0 , 0 ( ) , 0 , 0 (  2 1 2 1  kz z k z z z z = + = +
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 تكون فضاءاً V من الفضاء الخطي W إذا علمت أن اموعة الجزئية غير الخالية - ٣
 : الشرطان إذا وإذا فقط تحقق V جزئياً من

(i)  W v u W v u ∈ ∀ ∈ +  ,  ,  (ii)  scalar k W u W ku  , ∈ ∀ ∈  . 
 R 3 الفضاء من جزئياً فضاءاً كون ت من اموعات الآتية د أي فحد

(1)  }. : ) 0 , 0 , {(  R a a W ∈ = 
(2)  }. : ) 1 , 1 , {(  R a a W ∈ = 
(3)  }. 2 : ) , , {(  3  a b R c b a W = ∈ = 
(4)  }. : ) , , {(  2 3  a b R c b a W = ∈ = 
(5)  }. 0 : ) , , {(  3 ≥ ∈ =  a R c b a W 

 تكون فضاءاً V من الفضاء الخطي W إذا علمت أن اموعة الجزئية غير الخالية - ٤
 : إذا وإذا فقط تحقق الشرطان V جزئياً من

(i)  W v u W v u ∈ ∀ ∈ +  ,  ,  (ii)  scalar k W u W ku  , ∈ ∀ ∈  . 
 2 2 ) ( فضاء المصفوفات من جزئياً كون فضاءاً ت من اموعات الآتية د أي فحد R M × 

(1)  }. 0 , , , , : { = + ∈   
 

 
  
 

 
=  d a R d c b a 

d c 
b a 

W 

(2)  }. : ) ( {  2 2 
T A A R M A W = ∈ = × 

(3)  }. 0 : ) ( {  2 2 = ∈ = ×  A R M A W 

 تكون فضاءاً V من الفضاء الخطي W إذا علمت أن اموعة الجزئية غير الخالية - ٥
 : إذا وإذا فقط تحقق الشرطان V جزئياً من

(i)  W v u W v u ∈ ∀ ∈ +  ,  ,     (ii)  scalar k W u W ku  , ∈ ∀ ∈  . 
 R 4 فضاء من ال ياً جزئ فضاءاً كون ت من اموعات الآتية د أي فحد

(1)  }. 2 : ) , , , {(  4 = − ∈ =  b a R d c b a W 
(2)  }. 3 , 2 : ) , , , {(  4  b a d b a c R d c b a W − = + = ∈ = 
(3)  }. , 0 : ) , , , {(  4  d b a R d c b a W − = = ∈ = 
(4)  }. 0 : ) , , , {(  4 = = ∈ =  b a R d c b a W 
(5)  }. 1 , 0 , 1 : ) , , , {(  4 = + = = ∈ =  d c b a R d c b a W
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 : لمصفوفات الآتية لكل من ا أوجد الفضاء الصفري - ٦

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

  
 

 
  
 

 
− 
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− 
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− − 

1 1 3 
0 1 2 
1 0 1 

, 
2 6 4 
2 2 1 

, 
6 6 3 
2 2 1 

, 
8 6 
4 3 

 فتحقق من أن مجموعة التقاطع n R فضاءين جزئيين من الفضاء W W, 2 1 ن إذا كا - ٧
2 1  W W ∩ تكون أيضا فضاء جزئي من الفضاء n R . 

------------------------------------------------ 

 : الإجابة
1 (1)  V ∉ = +  ) 1 , 4 ( ) 1 , 2 ( ) 0 , 2 ( 

(2)  )] 3 , 2 , 1 ( ) 5 , 4 , 3 ( ) 3 , 6 , 1 [( )] 5 , 6 , 3 ( ) 5 , 4 , 3 ( ) 3 , 2 , 1 [( + = ≠ = + 
-- ---- ---- ---- ---- ------ -- ---- ---- ---- ----- ---- ---- ---- ---- ---- ---- ---- ------ 
2  (1) (VM1),(VM2) × 

(2) P 
(3) (VM2) × 
(4) (VM2) × 
(5) (VD2) × 
(6) (VA1),(VA3),(VA4),(VD2) × 
(7) (VM2),(VD1),(VD2) × 
(8) P 

-- ---- ---- ---- ---- ------ -- ---- ---- ---- ----- ---- ---- ---- ---- ---- ---- ---- ------ 
3  (1) P 

(2) × [ e.g.(1,1,1),(1,1,1)∈W, but (1,1,1)+(1,1,1) = (0,2,2)∉W ]. 
(3) P 
(4) × [ e.g. (1,1,2), (1,1,3)∈W, but (1,1,2)+(1,1,3) = (0,2,5)∉W ]. 
(5) × [ e.g. k = 1, (1,2,3)∈W, but (1)(1,2,3) = (1,2,3)∉W ]. 

-- ---- ---- ---- ---- ------ -- ---- ---- ---- ----- ---- ---- ---- ---- ---- ---- ---- ------ 
4  (1) P 

(2) P 

. ) ( , 
) ( , , , 

W kA kA kA kA W B A 
B A B A B A B B A A scalar k W B A 

T T 

T T T T T 

∈ ∴ = = ∈ + ∴ 

+ = + = + ⇒ = = ⇒ ∈ 

(3) × [ e.g.  W but W ∉   
 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 

 
+   

 

 
  
 

 
∈   

 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

 
1 0 
0 1 

1 0 
0 0 

0 0 
0 1 

1 0 
0 0 

, 
0 0 
0 1 

]. 

-- ---- ---- ---- ---- ------ -- ---- ---- ---- ----- ---- ---- ---- ---- ---- ---- ---- ------ 
5  (1) ×  (2) P  (3) P  (4) P  (5) ×
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Linear Dependence and Linear Independence: 

Linear Combination

nvvv تركيبة خطية من المتجهاتvيقال أن المتجه ,...,,    V)المتجه(في الفضاء الخطي  21

ncccإذا أمكن إيجاد أعداد قياسية ,...,,   : عندما يكون21





n

i
iinn vcvcvcvcv

1
2211 ....  

ncccوتسمى هذه التركيبة تركيبة خطية غير تافهة إذا كانت المعاملات ,...,, 21   

  .ليست جميعها أصفارا

: 

)2,2(2عبر عن المتجه R1,1(,)4,2(,)1,0( بة خطية من المتجهات كتركي( 

  :  

let )1,0()4,2()1,1()2,2( 321 ccc   ; .,, 321 scalarsccc  


321

21

42

,22

ccc

cc



  

321ولإيجاد ,, cccنختزل المصفوفة الممتدة المناظرة كما يلي :  

,
06/110

23/101

06/110

2021

0160

2021

2141

2021

2141

2021

12

2211

2

)6/1(
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0)6/1(

2)3/1(

32

31





cc

cc
   

32

31

)6/1(

)3/1(2

cc

cc




  

put 33 c   )2/1(,1 21  cc  

 ).1,0(3)4,2)(2/1()1,1()2,2(   
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1)7,2,9(تحقق من أن المتجه wيكون تركيبة خطية من المتجهات :  

 )2,4,6(,)1,2,1(  vu   

2)8,1,4(بينما المتجه w بة خطية منهماتركي لا يكون.  

 :  

let vcucw 211   ; ., 21 scalarscc  

 )2,4,6()1,2,1()7,2,9( 21 cc   



21

21

21

27

,422

,69

cc

cc

cc







 

  : نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة كما يليcc,21ولإيجاد

.

000

210

301

1680

210

961

1680

1680

961

721

242

961
328

126

)8/1(212

31

2
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rrr
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 2,3 21  cc   ,  .231 vuw   

let vcucw 212   ; ., 21 scalarscc  

 )2,4,6()1,2,1()8,1,4( 21 cc   



21

21

21

28

,421

,64

cc

cc

cc







 

  : نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة كما يليcc,21ولإيجاد

.

1280

980

461

1280

980

461

821

142

461
21212

31 


















































 




rrr

rr

 

 128,98,46 2221  cccc  

 تحقق هذه المعادلات في آن واحد ، ومن ثم فإن 2c لا توجد قيمة لـوواضح أنه

21مجموعة المعادلات السابقة غير متآلفة ولذلك ليس لها حل وبالتالي لا يمكن إيجاد ,cc 

vcucwبحيث يكون  212 ً2 وإذاwيبة خطية من لا يكون تركvu,.   
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)5,5,1,2(تحقق من أن المتجه vيكون تركيبة خطية من المتجهات :   

)2,0,1,1(,)3,2,0,1(,)1,1,2,1( 321  uuu   

 :  

let 332211 ucucucv   ; .,, 321 scalarsccc  

 )2,0,1,1()3,2,0,1()1,1,2,1()5,5,1,2( 321  ccc  



.235

,25

,21

,2

321

21

31

321

ccc

cc

cc

ccc









 

321ولإيجاد ,, cccتحقق من ذلك؟( فتكون كما يلي  نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة:(  














































0000

1100

2010

1001

5231

5021

1102

2111
?

   1,2,1 321  ccc  

 321 2 uuuv  . 

)(362 عبر عن الدالة 2  xxxf 5,2[حيث[xالدوالتركيبة خطية من ك:  

.sin)(,12)(,)( 32
2

1 xxfxxfxxf   

 :  

let 332211 fcfcfcf   ; .,, 321 scalarsccc  

 .sin)12(362 32
2

1
2 xcxcxcxx   

321ولإيجاد ,, ccc نقارن معاملات قوى xفي الطرفين فنحصل على :  



.sin3

,26

,2

32

2

1

xcc

c

c







  

.0

,3

,2

3

2

1







c

c

c

 

 .032 321 ffff   
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)5,2,1( المتجهعبر عن v تركيبة خطية من المتجهاتك :  

).1,1,2(,)3,2,1(,)1,1,1( 321  uuu    

  .يترك للطالب: 

Column Space of a Matrix

  والمتكون mRفإن الفضاء الجزئي من الفضاء nm مصفوفة من النوع A إذا كانت

من مجموعة المتجهات























mb

b

b

B

2

1

BAX  بحيث يكون لنظام المعادلات  حل   

   .AC)( ويرمز له بالرمزAيسمى فضاء العمود للمصفوفة

 هو الفضاء المتكون من كل التركيبات Aفضاء العمود للمصفوفة: 

   .Aالخطية من متجهات أعمدة المصفوفة

  ولتكن هذه المتجهات هيAولإيجاد متجهات فضاء العمود للمصفوفة























mb

b

b

B

2

1

 

BAX نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة للنظام  حتى نحصل على علاقة تربط

 وبعضها البعض ، ولذلك فضاء العمود للمصفوفة يوصف بدلالة مركبات Bمركبات

  .متجهاته

 

  :صِف فضاء العمود لكل من المصفوفات الآتية
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لإيجاد فضاء العمود للمصفوفة: 
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12

Aالممتدة نختزل المصفوفة :  
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  :كما يلي
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1)2/1(
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2

1

00
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10

12
311

bb

b
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b

b
rrr

 

يكون عبارة عن كل المتجهاتAوإذاً فضاء العمود للمصفوفة
















3

2

1

b

b

b

  

13الشرطلها التي يتحقق و bb أي أن  :}:),,{()( 13
3

321 bbRbbbAC .  

 وبالمثل لإيجاد فضاء العمود للمصفوفة
























484

242

121

A 

 :الممتدة نختزل المصفوفة         


















































13

12

1
212

314

3

2

1

4000

2000

121

484

242

121

bb

bb

b

b

b

b
rr

rr

  

 }.4,2:),,{()( 1312
3

321 bbbbRbbbAC   

 ف فضاء العمود للمصفوفةووص
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A) ترك للطالب؟)ي. 
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 يقع في فضاء العمود للمصفوفة)12,12,3(تحقق من أن المتجه 
















241

023

101

.  

 المعطاه يجب أن  في فضاء العمود للمصفوفة)12,12,3(المتجه) يكون(لكي يقع : 

 يةـ قياسن ثم يجب أن توجد أعدادات أعمدا ، ومـيكون تركيبة خطية من متجه

321 ,, cccليست جميعها أصفاراً عندما يكون :  
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321 ccc   

321

21
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ccc
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321ولإيجاد ,, cccتحقق من ذلك؟ ( نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة(:  
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   تركيبة خطية من متجهات أعمدة المصفوفة )12,12,3(وعلى ذلك يكون المتجه

  .ومن ثم يقع في فضاء العمود لها

للمصفوفة  صِف فضاء العمود
















241

043

101

 ثم حد أي من المتجهات .

)2,0,1(,)1,5,2(,)3,2,1(,)4,2,1( لا يقع؟ لهذه المصفوفة وأيها يقع في فضاء العمود  

 :المصفوفة الممتدةنوجد فضاء العمود للمصفوفة وذلك باختزال  :
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3

321 bbbRbbbAC   

: ومن ثم
)1)(2(03;)()2,0,1(,)2)(2(51;)()1,5,2(

,)1)(2(23;)()3,2,1(,)1)(2(24;)()4,2,1(





ACAC

ACAC
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},,...,{يقال أن مجموعة المتجهات 21 nvvvشئ أو تولد الفضاء الخطي تنV   

  .  يمكن التعبير عنه كتركيبة خطية من هذه المتجهاتVإذا كان كل متجه من متجهات

nvvv منشأ أو مولد بالمتجهاتVوفي هذه الحالة يقال أن الفضاء ,...,, 21 

}},,...,{{ويكتب 21 nvvvV .  

 

)0,1(,)1,0(متجهات الوحدة 21  ee2 الفضاءئ تولد أو تنشR   

),( وليكن2Rأي متجه اختياري منإن حيث  yx يمكن التعبير عنه كتركيبة خطية   

21من المتجهات ,ee:  

21)1,0()0,1(),( yexeyxyx   

)0,0,1(,)0,1,0(,)1,0,0(وكذلك المتجهات 321  eee3 تنشئ الفضاءR  

  : الوحدةوعموماً متجهات

 )1,0,...,0,0,0(,...,)0,0,...,0,1,0(,)0,0,...,0,0,1( 21  neee   

  .nRتنشئ الفضاء

},{حدد ما إذا كانت مجموعة المتجهات 21 vvS  

)1,2,1(,)2,0,1(حيث 21  vv3 تنشئ الفضاءR أم لا؟.  

 :  

),,(3ليكن Rzyx متجه اختياري  .  

  : أم لاSوالآن سنتأكد ما إذا كان هذا المتجه الاختياري تركيبة خطية من متجهات

let )2,0,1()1,2,1(),,( 21 cczyx   ; ., 21 scalarscc  

 

21

1

21

2

,2

,

ccz

cy

ccx







 

  : نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة كما يليcc,21ولإيجاد
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2400
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11

220
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220

11
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11
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xy
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rr
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),,(3ليس كل متجهوواضح أنه  Rzyx  يكون تركيبة خطية من متجهاتS   

024:رطوإنما فقط المتجهات التي يتحقق لها الش  zyx   

)3,2,1(3فمثلاً المتجه Rلا يكون تركيبة خطية من متجهات S)تحقق من ذلك؟(  

   .3R لا تنشئ الفضاءSتجهاتالمعليه فإن مجموعة و

},,{حدد ما إذا كانت مجموعة المتجهات 321 vvvS  

)2,1,1(,)2,0,1(,)0,1,1(حيث 321  vvv3 تنشئ الفضاءR أم لا؟.  

),,(3يجب أن يكون أي متجه اختياري3Rالفضاء Sلكي تنشئ:  Rzyx  

321ومن ثم توجد أعداد قياسية Sتركيبة خطية من متجهات ,, ccc ليست كلها 

),,()2,1,1()2,0,1()0,1,1( :أصفاراً عندما يكون 321 ccczyx  

 

21

31

321

22

,

,

ccz

ccy

cccx







 

321ولكي توجد ,, ccc يجب أن تكون مجموعة المعادلات السابقة متآلفة ، وشرط ذلك 

أي محددها لا يساوي ( قابلة للانعكاس ملات المناظرة لها تكوناهو أن مصفوفة المع

  :ونبحث تحقيق هذا الشرط بحساب قيمة محدد مصفوفة المعاملات كما يلي) الصفر

02
22

01
)1(

222

001

011

022

101

111
12 






   

   .3R تنشئ الفضاءSوإذاً مصفوفة المعاملات قابلة للانعكاس وعليه فإن
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في المثال السابق هي المصفوفة موعة المعادلات  المناظرة عاملاتمصفوفة الم: ملاحظة

  .Sالتي أعمدا متجهات اموعة

},,{حدد ما إذا كانت مجموعة المتجهات 321 vvvS  

)2,1,1(,)1,0,1(,)3,1,2(حيث 321  vvv3 تنشئ الفضاءR أم لا؟.  

الطريقة كما في المثال السابق نجد أن مصفوفة المعاملات المناظرة غير قابلة بنفس : 

  ).تحقق من ذلك؟ (3R لا تنشئ الفضاءS وعليه فإنللانعكاس

الخطية  تنشئ فضاء الحل موعة المعادلات 3Rأوجد مجموعة متجهات في الفضاء

  :الآتية

0

0262

03

32

321

321







xx

xxx

xxx

  

نوجد فضاء الحل موعة المعادلات المعطاه وذلك باختزال المصفوفة الممتدة : 

  ):تحقق من ذلك؟ (المناظرة
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واضح أن المتجه الاختياري
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1
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x

 من فضاء الحل يكون تركيبة خطية من المتجهين 
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{ وإذاً مجموعة المتجهات
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  . تنشئ فضاء الحل للمعادلات

   :تنشئ فضاء الحل موعة المعادلات الخطية4Rأوجد مجموعة متجهات في الفضاء
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02

02

4321

431





xxxx

xxx
  

  :نوجد فضاء الحل موعة المعادلات المعطاه باختزال المصفوفة الممتدة المناظرة: 
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{اتوإذاً مجموعة المتجه

1
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  . تنشئ فضاء الحل موعة المعادلات

  : تنشئ الفضاء الصفري للمصفوفة3Rفي الفضاءمتجهات وجد مجموعة أ

 121 A  

 وذلك بحل مجموعة المعادلات الخطية Aنوجد الفضاء الصفري للمصفوفة: 

  :كما يلي0AXالمتجانسة

  0121

3

2

1
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x

x

  02 321  xxx   321 2 xxx   

 }

1
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1
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{اتوإذاً مجموعة المتجه

1
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,
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   .AN)( تنشئ
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Row Space of a Matrix

   nR فإن الفضاء الجزئي من الفضاءnm النوع مصفوفة منAإذا كانت

   A يسمى فضاء الصف للمصفوفةAمتجهات صفوف المصفوفةوالمنشأ بواسطة 

   .AR)(ويرمز له بالرمز

 هو الفضاء المتكون من كل التركيبات Aلمصفوفةفضاء الصف ل: 

   .Aالخطية من متجهات صفوف المصفوفة

نختزلها لتصبح في Aولإيجاد مجموعة المتجهات التي تنشئ فضاء الصف للمصفوفة

)  المختزلالمتدرجوليس بالضرورة لتصبح في الشكل الصفي (الصورة المثلثية العليا 

فتكون متجهات الصفوف غير الصفرية في المصفوفة المختزلة هي المتجهات التي 

  .AR)(تنشئ

  : للمصفوفةضاء الصف تنشئ ف3Rفي الفضاءمتجهات  أوجد مجموعة 























327

322

121

A . 

  :كما يليAنختزل المصفوفة: 
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560

121

10120

560

121
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322212
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rrrr

rr

 

)}1,2,1,()5,6,0{(وإذاً مجموعة المتجهين تنشئ )(AR.  
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كن التعبير عنه كتركيبة خطية من       يم A متجه أي صف من صفوف المصفوفة      :ملاحظة

بمعنى أن كـل متجـه مـن        (  والعكس صحيح    AR)(متجهات اموعة التي تنشئ   

يمكن التعبير عنه كتركيبة خطية مـن متجهـات          AR)(متجهات اموعة التي تنشئ   

   ).Aصفوف المصفوفة

    موعة التي تنـشئ              في المثالالسابق تحقق من أن كل متجه من متجهات ا)(AR 

  .Aيكون تركيبة خطية من متجهات صفوف المصفوفة 

  : للمصفوفة تنشئ فضاء الصف3R أوجد مجموعة متجهات في الفضاء
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021
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},,...,{يقال أن مجموعة المتجهات 21 nvvvS  معتمدة أو مرتبطة خطياً في الفضاء 

nccc إذا وجدت أعداد قياسيةVالمتجه ,...,,   أصفاراً ) كلها( ليست جميعها 21

2211...0 عندما يكون  nnvcvcvc.   

ncccأي إذا وجدت أعداد قياسية (  خطياً مستقلةS وخلاف ذلك يقال أن ,...,, 21 

2211...0جميعها أصفاراً وفقط عندما يكون   nnvcvcvc.(   

 

},,{حدد ما إذا كانت مجموعة المتجهات 321 vvvS طيا مرتبطة أم مستقلة خ  

)3,0,1,2(,)1,5,2,1(,)8,5,1,7( حيث4Rفي الفضاء 321  vvv

0332211 بفرض:   vcvcvcحيث scalarsccc 321 ,,  

 0)8,5,1,7()1,5,2,1()3,0,1,2( 321  ccc  



.083

,055

,02

,072

321

32

321

321









ccc

cc

ccc

ccc

 

321ولإيجاد ,, ccc تحقق من ذلك؟( نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة فتكون كما يلي:(  














































0000

0000

0110

0301

0813

0550

0121

0712
?

   3231 ,3 cccc   

  . موعة المعادلات السابقة أكثر من حل خلاف الحل الصفرياضح أن و

13فمثلاً باختيار c1,3  يكون 21  ccًوإذا  Sمرتبطة خطيا .  
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},,{كانت مجموعة المتجهاتحدد ما إذا  321 vvvS  مرتبطة أم مستقلة خطيا  

)2,1,0,1(,)2,1,1,0(,)3,1,1,1( حيث4Rفي الفضاء 321  vvv

 :  

let 0332211  vcvcvc  ; .,, 321 scalarsccc . 

 0)3,1,1,1()2,1,1,0()2,1,0,1( 321  ccc  



.0322

,0

,0

,0

321

321

32

31









ccc

ccc

cc

cc

 

321ولإيجاد ,, ccc تحقق من ذلك؟( نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة فتكون كما يلي:(  











































0000

0100

0010

0001

0322

0111

0110

0101
?

   0321  ccc  

  . مستقلة خطياSوإذاً 

},,{ابحث ارتباط أو استقلال مجموعة متجهات كثيرات الحدود 321 pppS    

  : حيثx في المتغير2ء كثيرات الحدود من درجة أقل من أو تساويفي فضا
2

3
2

21 31)(,235)(,1)( xxxpxxxpxxp   

 :  

let 0332211  pcpcpc  ; .,, 321 scalarsccc . 

 0)31()235()1( 2
3

2
21  xxcxxcxc  

  : في الطرفين نحصل علىxوبمقارنة معاملات قوى

.05

,033

,02

321

321

32







ccc

ccc

cc

 

321ولإيجاد ,, ccc تحقق من ذلك؟( نختزل المصفوفة الممتدة المناظرة فتكون كما يلي:(  
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0000

02/110

02/301

0151

0331

0120
?

   

 3231 )2/1(,)2/3( cccc   

put 1,32 213  ccc  

  .خطيا مرتبطة Sوإذاً 

},{ابحث ارتباط أو استقلال مجموعة متجهات الدوال 2tt eeS  في فضاء الدوال 

  . t في المتغير

 :  

let 02
21  tt ecec  ; ., 21 scalarscc   (1) 

   : نحصل علىtوبالتفاضل بالنسبة إلى

      02 2
21  tt ecec                        (2) 

  : نحصل على(2)من(1) وبطرح
      0;00 2

2
2

2  tt ecec  

01 : نحصل على(1)وبالتعويض في c   

  . مستقلة خطياSوإذاً 

 في فضاء الدوال في ابحث ارتباط أو استقلال كلا من متجهات الدوال الآتية: 

   : x المتغير

 (i) },,1{ 2xx          (ii) }cos,sin,1{ xx  
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لتكن },...,,{ 21 nvvvS  مجموعة من المتجهات غير الصفرية في الفضاء 

 إذا وإذا فقط كانت إحدى متجهاا تركيبة  تكون مرتبطة خطياSً  فإنVالمتجه

  .Sخطية من باقي المتجهات في

 :  

   S  تركيبة خطية من باقي المتجهات فيS  نفرض أن إحدى متجهات)أولاً(

  : تكون مرتبطة خطياSً وسنثبت أن

let nnjjjjj vcvcvcvcvcv   ...... 11112211  

 0...)1(... 11112211   nnjjjjj vcvcvvcvcvc  

أي وجدت أعداد (لا يساوي الصفر ) jvوهو معامل(واضح أن أحد الأعداد القياسية 

  . إثباته وهو المطلوب مرتبطة خطياSًً  وإذا)قياسية ليست جميعها أصفارا

 تركيبة خطية من S  مرتبطة خطياً وسنثبت أن إحدى متجهاتSنفرض أن  )ثانياً(

   :S باقي المتجهات في

nccc مرتبطة خطياً فتوجد أعداد قياسيةSحيث إن  ,...,, ت جميعها أصفارا  ليس21

  :عندما يكون

0...... 11112211   nnjjjjjj vcvcvcvcvcvc  

 nnjjjjjj vcvcvcvcvcvc   ...... 11112211  

0jcوباعتبار
  

 n

j

n
j

j

j

j

j

j

jj

j v
c

c
v

c

c
v

c

c
v

c

c
v

c

c
v )(...)()(...)()( 1

1

1

1

2
2

1
1














 





  

  . وهو المطلوب إثباتهS  تركيبة خطية من باقي المتجهات فيSأي أن إحدى متجهات

  .لاً وثانياً تثبت النظريةمن أو
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  المصفوفاتباستخدام النظرية السابقة حدد ما إذا كانت مجموعة 

},,{ 321 MMMS   ً22)(في فضاء المصفوفاتمرتبطة أم مستقلة خطيا RM حيث:  

















 











31

02
,

31

10
,

00

12
321 MMM  

213واضح أن:  MMM متجهات أي أن إحدى S تركيبة خطية من باقي 

  . تكون مرتبطة خطياSً  وطبقاً للنظرية فإنS المتجهات في

},,{ابحث ارتباط أو استقلال مجموعة المصفوفات 321 MMMS    

22)(في فضاء المصفوفات RM حيث :  
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85
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38

23
,

64

12
321 MMM . 

تكون في أي فضاء متجه  التركيبات الخطية من مجموعة متجهات مستقلة خطياً 

  .وحيدة

},,...,{لتكن:  21 nvvvS  مجموعة من متجهات مستقلة خطياً في الفضاء 

 ولتكنVالمتجه



n

i
ii

n

i
ii vkvc

11

   Sيبتين خطيتين من متجهات ترك0,0
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11111

.0)(

0)(0

 

2,1,...,. مستقلة خطياً ومن ثم يكون Sحيث  nikc ii    

تقلة خطياً في أي فضاء متجه ـأي أن التركيبات الخطية من مجموعة متجهات مس

   .تكون وحيدة
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   :تركيبة خطية من المتجهات (0,1)المتجه ن ا كحدد ما إذا -١
   v1 = (1,2) , v2 = (-1,1) 

  ).مع ذِكر السبب(     أم لا؟ 

   :تركيبة خطية من المتجهات (2,3,5)المتجه ن ا كحدد ما إذا -٢
   v1 = (1,2,3) , v2 = (1,1,2)  , v3 = (1,1,-5) 

  ).مع ذِكر السبب(     أم لا؟ 

   :تركيبة خطية من المتجهات (2,5,1)لمتجه ان ا كحدد ما إذا -٣
   v1 = (1,2,4) , v2 = (-2,3,-1)  , v3 = (3,-2,4) 

  ).مع ذِكر السبب(     أم لا؟ 

   :تركيبة خطية من المتجهات (3,2,1)المتجه ن ا ك حدد ما إذا-٤
   v1 = (1,3,2) , v2 = (5,-1,2)  , v3 = (4,2,3) , v4 = (-13,5,-4) 

  ).مع ذِكر السبب(     أم لا؟ 

   :تركيبة خطية من المتجهات ك(1,0,0,0)المتجه   عبر عن-٥
   v1=(-1,1,1,1) , v2=(1,-1,1,1) , v3=(1,1,-1,1) , v4=(1,1,1,-1)  

   : كثيرات الحدود عبر عما يلي كتركيبة خطية من-٦

   P1 = 2 + t + 4 2t  ,  P2 = 1 - t + 3 2t   ,  P3 = 3 + 2t + 5 2t  . 
(1)   5 + 9t + 5 2t . 

(2)    2 + 6 2t .  

(3)    2 + 2t + 3 2t . 

   :أي مما يلي يكون تركيبة خطية من المصفوفاتحدد  -٧

   A = 








 31

21
  ,  B = 
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  ,  C = 
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  :الآتيةلمصفوفات لكل من ا فضاء العمود  صِف-٨

1-  

3

9
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3
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021
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   يقع في فضاء العمود للمصفوفة(3,9,12) حدد ما إذا كان المتجه -٩

















241

023

101

  ).مع ذِكر السبب( أم لا؟ 

  R2ت التالية من المتجهات تنشئ الفضاءموعاأي ا حدد -١٠
(1)  {(1,2) , (-1,1)} .  
(2)  {(0,0) , (1,1) , (-2,-2)} . 
(3)  {(1,3) , (2,-3) , (0,2)} .  

  R3ت التالية من المتجهات تنشئ الفضاءموعاأي احدد  -١١
(1)  {(1,-1,2), (0,1,1), (-3,-2,1)} .  
(2)  {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1)} . 
(3)  {(5,0,0), (-1,2,0)} . 

   .R4 ت التالية من المتجهات تنشئ الفضاءموعاامن أي حدد  -١٢
(1)  {(1,0,0,0) , (1,1,0,0) , (1,1,1,0) , (1,1,1,1)} . 
(2)  {(0,1,1,0) , (1,1,1,1) , (-1,1,-1,1) , (1,2,3,4)} . 
(3)  {(1,1,0,0) , (1,2,-1,1) , (0,0,1,1) , (2,1,2,1)}  . 

كثيرات الحدود   فضاء حدد ما إذا كانت كثيرات الحدود التالية تنشئ-١٣

   .t المتغير  في2من درجة أقل من أو تساوي
   p1 = 1 + 2t - t2  ,            p2 = 3 + t2 , 
   p3 = 5 + 4t - t2  ,            p4 = 2 + 2t - 2 t2 . 
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ة المتجهات التي تنشئ الفضاء الصفري لكل من مجموعأوجد  -١٤

  :المصفوفات الآتية

1- 
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 .  

 تكون  R3ت التالية من المتجهات في الفضاءموعاأي من احدد  -١٥

  .وأيها تكون مستقلة خطيا خطياً رتبطةم
(1)  {(2,-1,4) , (3,6,2) , (2,10,-4)} . 
(2)  {(3,1,1) , (2,-1,5) , (4,0,-3)} . 
(3)  {(1,3,3) , (0,1,4) , (5,6,3) , (7,2,-1)} . 

 تكون R4  التالية من المتجهات في الفضاءاموعاتأي من حدد  -١٦

 رتبطة مإذا كانتفي حالة ما وأيها تكون مستقلة خطيا ، و خطياً رتبطةم

  . باقي المتجهاتخطياً اكتب إحداها في صورة تركيبة خطية من
(1)  {(4,4,0,0) , (0,0,6,6) , (-5,0,5,5)} . 
(2)  {(1,2,1,-2) , (0,-2,-2,0) , (0,2,3,1) , (3,0,-3,6)} . 
(3)  {(1,0,3,1) , (-1,1,0,1) , (2,3,0,0) , (1,1,6,3)} . 

 مستقلة خطياً في {v1,v2,v3}المتجهات مجموعة أثبت أنه إذا كانت  -١٧

   : الآتيةالمتجهاتكل من مجموعة ن إف Vالفضاء المتجه 
(1) {2v1 , v1+v2 , -v1+v2}.  
(2) {v1+v2 , v2+v3 , v3+v1} . 
(2)  {v1 , v1+v2 , v1+v2+v3} . 

  . مستقلة خطياً أيضاًتكون 
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  :تي المصفوفات الآتية تكون مستقلة خطياًمجموع حدد أي من -١٨

(1) 
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٥Basis and Dimension:  

},,...,{إذا كانت:  21 nvvvS  منتهية من المتجهات في الفضاء مجموعة 

  :تحقق الشرطان إذا Vسمى أساس للفضاء تS فإنVالمتجه

)١( Sتنشئ V٠  

)٢( S٠  مستقلة خطياً تكون   

  .Vdimويكتب Vوعدد متجهات الأساس يساوي بعد الفضاء

: 

مجموعة متجهات الوحدة في الفضاء الخطي تكون أساس له حيث إا تنشئ 

  .تكون مستقلة خطياً الفضاء و

   Standard Basis  أو بـيسمى هذا الأساس 

},,{مجموعة المتجهات  3211 vvvS حيث :  

 )4,3,3(),0,9,2(),1,2,1( 321  vvv  

   3Rتكون أساس للفضاء

},,{بينما مجموعة المتجهات 3212 vvvS حيث :  

 )3,1,2(),1,0,1(),2,1,1( 321  vvv  

  ). تحقق من ذلك؟ (3Rلا تكون أساس للفضاء

 وتكون مستقلة خطياً 3R يجب أن تنشئ3R أساس للفضاء1Sلكي تكون: 

 1Sة التي أعمدا هي متجهاتويكفى في مثل هذه الحالة بأن نتحقق من أن المصفوف

، وعلى ذلك فإن )  أي محددها لا يساوي الصفرغير مفردة(تكون قابلة للانعكاس 

  : تكون1Sالمصفوفة التي أعمدا هي متجهات

01

001

592

121

401

392

321

,

401

392

321






















 AA  

  .3R تكون أساس للفضاء1S فإن قابلة للانعكاس ومن ثمA وإذاً
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  : تكون2Sوالمصفوفة التي أعمدا هي متجهات

0
11

11

112

001

111

312

101

211

,

312

101

211


















 AA  

  .3Rتكون أساس للفضاءلا  2Sقابلة للانعكاس ومن ثم فإنغير Aوإذاً 

},,,{تحقق من أن مجموعة المتجهات 4321 vvvvS حيث :  

 )1,0,0,1(),1,2,2,0(),2,1,1,0(),0,1,0,1( 4321  vvvv  

  .4Rتكون أساس للفضاء

  : تكونSالمصفوفة التي أعمدا هي متجهات: 

0134

120

211

210
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021

021

1120

0211

0210
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,

1120
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0210

1001





























A

A

 

  .4R تكون أساس للفضاءS قابلة للانعكاس ومن ثم فإنAوإذاً 

},,,{تحقق من أن مجموعة المصفوفات 4321 MMMMS حيث :  
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4321 MMMM  

22)(تكون أساس لفضاء المصفوفات RM .  

22)( تنشئ الفضاءSق من أن نتحق)أولاً: ( RM :  

let )(22 RM
dc

ba









 , scalarskkkk 4321 ,,,  , 
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43

21

kk

kk

dc

ba
 .,,, 4321 dkckbkak   

4321وإذاً توجد أعداد قياسية ,,, kkkkا يكون أي متجه هفاراً عندليست جميعها أص

22)(اختياري) مصفوفة( RM
dc

ba








تركيبة خطية من متجهات Sوعليه فإن S   

22)(تنشئ الفضاء RM 

  : مستقلة خطياSًنتحقق من أن) ثانياً(

let 044332211  MkMkMkMk  ; scalarskkkk 4321 ,,,  
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21

kk

kk
  04321  kkkk  

  . مستقلة خطياSً وإذاً

22)( أساس للفضاءSمن أولاً وثانياً تكون RM .  

},,...,{عة المتجهات مجموإذا كانت  21 nvvvS  لفضاء المتجهل أساسV   

  يمكن التعبير عنه بطريقة واحدة وواحدة فقط كتركيبة خطية  V كل متجه فيفإن

  .Sمن متجهات اموعة

 :  

let scalarskkkcccVu nn ,...,,,,...,,, 2121 , 
      nnvcvcvcu  ...2211     (1) , 

      nnvkvkvku  ...2211      (2) 

  : نحصل على(1) من (2) وبطرح

nnn vkcvkcvkc )(...)()(0 222111   

  :فيكون) Vلأا أساس لـ( مستقلة خطياً Sوحيث إن

0)(...)()( 2211  nn kckckc   ....,,, 2211 nn kckckc   

  . متطابقتين وهو المطلوب(2),(1)وإذاً الصورتين
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:  

  Aمتجهات الصفوف غير الصفرية في المصفوفة المُختزلة للمصفوفة )١(

  .AR)(تكون أساس لفضاء الصف       

 A المصفوفةمتجهات الصفوف غير الصفرية في المصفوفة المُختزلة لمدور )٢(

  .AC)(تكون أساس لفضاء العمود 

 يساوي رتبة AC)( يساوي بعد فضاء العمودAR)(بعد فضاء الصف )٣(

  .Aالمصفوفة

:  

 فضاء الصف للمصفوفةأوجد أساس وبعد
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)}2/1,0,1,()0,1,0{(وإذاً مجموعة المتجهات تكون أساس لـ )(ARعده2يساوي  وب  
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 للمصفوفةالعمودأوجد أساس وبعد فضاء  
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  :كما يليAنختزل مدور المصفوفة : 
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)}6,0,1,()2,1,0{(وإذاً مجموعة المتجهات تكون أساس لـ )(ACعده2يساوي  وب  

 :  

 الصفري  تكون أساس للفضاء3Rأوجد مجموعة متجهات في الفضاء

للمصفوفة
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   باختزال المصفوفة الممتدة المناظرة A الصفري للمصفوفةنوجد الفضاء : 

  :كما يلي0AX للنظام
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)}0,1,1,()1,0,1{(وإذاً مجموعة المتجهات تكون أساس لـ )(AN.  
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  :فضاء الحل موعة المعادلات الخطية الآتيةدد أساس وبعد ح
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نوجد فضاء الحل موعة المعادلات المعطاه وذلك باختزال المصفوفة الممتدة : 

  ):تحقق من ذلك؟( المناظرة
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 ,  let scalarscc 21 ,  , 
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cc  021  cc  

فضاء الحل موعة المعادلات  تكون أساس ل)}1,0,1,()0,1,0{(وإذاً مجموعة المتجهات

   .2يساوي وبعده

  :الخطية الآتيةفضاء الحل موعة المعادلات حدد أساس وبعد 
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نوجد فضاء الحل موعة المعادلات المعطاه وذلك باختزال المصفوفة الممتدة : 

  :المناظرة
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)تحقق من ذلك؟(     
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)}0,0,0,1,1,()1,0,1,0,1{(وإذاً مجموعة المتجهات فضاء الحل  تكون أساس ل

   .2 يساويوبعدهموعة المعادلات 
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},,,{نشأ من مجموعة المتجهاتالمُ  الجزئيلفضاءاحدد أساس وبعد  4321 vvvv 

  :حيث

 
)6,8,18,6,2(,)0,10,15,5,0(

,)6,2,3,5,2(,)3,0,0,2,1(

43

21





vv

vv
 

 الحل: الفضاء المُنشأ من هذه المتجهات يكون هو فضاء الصف للمصفوفة:    

   

























681862

0101550

62352

30021

. 

   :الصفية المتدرجة الآتية ل هذه المصفوفة تؤول إلى الصورةباختزاو
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01100

02310
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. 

  ).تحقق من ذلك؟(

   : المختزلة وهيمتجهات الصفوف غير الصفرية في المصفوفةو
   )0,1,1,0,0(,)0,2,3,1,0(,)3,0,0,2,1(   

منشأ من مجموعة  للفضاء الُتكون أساسا لفضاء الصف ، ومن ثم تكون أساساً

},,,{المتجهات 4321 vvvvعده3يساوي  وب.  

------------------------------------------------  
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 ؟  R3 للفضاء   اًس التالية من المتجهات تكون أسا     اموعاتي من    وضح أ  -١

 كتركيبة خطية من كل مجموعة من المتجهات الـتي          (2,1,3)عبر عن المتجه    و

  :تكون أساس
(1)      {(4,2,1 ) , (2,6, -5) , (1,-2,3)} . 
(2)      {(1,1,1) , (1,2,3 ) , (0,1,0)}. 
(3)      {(1,2,2) , (2,1,3) , (0,0,0)}. 

 ؟ R4  للفضاءت التالية من المتجهات تكون أساساًموعاأي من اوضح  -٢

  : كتركيبة خطية من كل مجموعة تكون أساس(5,6,9-,1)عبر عن المتجه و
(1)      {(1,-1,2,3) , (1,1,0,1) , (0,0,1,0) , (0,1,0,0)}. 
(2)      {(1,1,0,2) , (0,1,-2,-1) , (1,1,-3,-3) , (3,2,-1,2)}. 
(3)      {(3,-1,2,0) , (0,-2,3,-5) , (-1,1,-2,3)}. 

 كثيرات الحدود من ت التالية تكون أساسا لفضاءاموعاأي من وضح  -٣

  ؟ x في المتغير 2درجة أقل من أو تساوي
(1)      {1-3x+2x2 , 1+x+4x2 , 1-7x}  . 
(2)      {4+6x+x2 , -1+4x+2x2 , 5+2x-x2} . 
(3)      {1+x+x2  ,  x+x2 ,  x2} . 

  أن اموعة التي عناصرها المصفوفات التالية تكون أساساًتحقق من -٤

  . M22(R)للفضاء 
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   V  للفضاء المتجه أساساً{v1,v2,v3} إذا كانت -٥

  :  حيثV  أساسا للفضاء المتجهن أيضاً تكو{u1,u2,u3} أن تحقق منف
(1)    u1 = v1+v2  , u2 = v2+v3   , u3 = 2v3 . 
(2)    u1 = v1       , u2 = v1+v2     , u3 = v1+v2+v3 . 
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لفضاء الحل لكل مجموعة من المعادلات الخطية البعد و أوجد الأساس -٦

  :الآتية
(1)    x1 - 3x2 + x3 = 0.     
       2x1 - 6x2 +2x3 = 0.  
                  x2 + x3 = 0. 
 
(2)     x1       – x3 + 2x4  = 0. 
       2x1 +x2 +3x3 + x4  = 0. 
       7x1 +2x2 +3x3 +8x4  = 0. 
 

(3) 
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  : أوجد أساس فضاء الصف لكل من المصفوفات الآتية-٧
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 المصفوفة لكل من المصفوفات رتبة أوجد أساس فضاء العمود وكذلك م-٨

  :الآتية
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  :نشأ من المتجهات المR4ُ منة الجزئياتلفضاءا أوجد أساس -٩
(1)  (1,1,-4,-3) , (1,0,1,-1) , (1,-1,6,1). 
(2) (-1,1,-2,0) , (1,-1,2,0) , (3,0,0,1). 
(3)  (1,1,0,0) , (0,0,1,1) , (-1,0,0,1) , (0,-1,0,1). 

   : من المتجهاتةمنشأ الR3ُ أوجد أبعاد الفضاءات الجزئية من-١٠
(1)  (1,1, -1) , (1,2,-1) , (0,1,0). 
(2)  (1,-1,2) , (2,1,-2) , (4,-1,2) , (-1,3,-6). 
(3)  (1,0,0) , (0,1,0) , (0,0,1) , (1,1,1). 

------------------------------------------------  
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 الباب الثالث

 Linear Transformations التحويلات الخطية

 لمـتغير متجـه أي الاتجاهية ذات القيم المتجهات سنتناول دراسة دوال في هذا الباب
 ي ه و ، متجه عبارة عن تقل والمتغير التابع ـ المتغير المس يكون فيها كلا من الدوال التي

الطبيعية العلوم أفرع مة كثيرة في ولها تطبيقات ها ، سمى بالتحويلات الخطية ما ي . 
 ) مفهوم التحويل الخطي ( ): ١ ( تعريف
W V ليكن  تسمى تحويل T فإن ) أو راسم ( دالة : → W V T فضاءين متجهين ولتكن ,

 : خطي إذا تحقق الشرطان

). ( ) ( ) 2 ( 
, ) ( ) ( ) ( ) 1 ( 

u kT ku T 
v T u T v u T 

= 
+ = + 

. , ,  scalar k V v u ∈ ∀ 

 V يسمى مؤثر خطي فوق T فإن التحويل التحويل الخطي = W V وإذا كان
Linear Operator over V  . 

 : أمثلة
 : ; ) , ( ) , , ( الدالة - ١ 3 2  y x y x x y x T R R T − + = → تكون تحويل خطي 
 ). ؟ وضح ذلك (

 , , ; ) , ,( ) , ( : الحل 2 2 1 1 
2  y x v y x u scalar k R v u let = = ∈ 

, ) ( ) ( 
) , ( ) , ( 

) , , ( ) , , ( 
) ) ( ) ( ), ( ) ( , ( 

) , ( ) ( 

2 2 1 1 

2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

2 1 2 1 

v T u T 
y x T y x T 

y x y x x y x y x x 
y y x x y y x x x x 

y y x x T v u T 

+ = 
+ = 

− + + − + = 
+ − + + + + + = 

+ + = + ∴ 

). ( 
) , ( 

) , , ( 
) , , ( 

) , ( ) ( 

1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 

u kT 
y x kT 

y x y x x k 
ky kx ky kx kx 

ky kx T ku T 

= 
= 

− + = 
− + = 

= 

. تحويل خطي T وإذاً
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 : ; ) , ( ) 3 2 , ( الدالة تحقق من أن - ٢ 2 2  x y x y x T R R T − + = → تكون مؤثر خطي 
 , , ; ) , ,( ) , ( : الحل 2 2 1 1 

2  y x v y x u scalar k R v u let = = ∈ 

, ) ( ) ( 
) , ( ) , ( 

) , 3 2 ( ) , 3 2 ( 
) ) ( ), ( 3 ) ( 2 ( 

) , ( ) ( 

2 2 1 1 

2 2 2 1 1 1 

2 1 2 1 2 1 

2 1 2 1 

v T u T 
y x T y x T 

x y x x y x 
x x y y x x 

y y x x T v u T 

+ = 
+ = 

− + + − + = 
+ − + + + = 

+ + = + ∴ 

). ( 
) , ( 

) , 3 2 ( 
) , 3 2 ( 

) , ( ) ( 

1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1

u kT 
y x kT 

x y x k 
kx ky kx 

ky kx T ku T 

= 
= 

− + = 
− + = 

= 

 . R 2 مؤثر خطي فوق T وإذاً
 : ; ) , ( ) , ( الدالة حدد ما إذا كانت - ٣ 2 2  y xy y x T R R T = → تحويل خطي أم لا؟ 

 , , ; ) , ,( ) , ( , : الحل 2 2 1 1 
2  y x v y x u scalar k R v u let = = ∈ 

, ) , ( 
) ), )( ( ( 

) , ( ) ( 

2 1 2 2 1 2 2 1 1 1 

2 1 2 1 2 1 

2 1 2 1 

y y y x y x y x y x 
y y y y x x 

y y x x T v u T 

+ + + + = 
+ + + = 

+ + = + 

). , ( 
) , ( ) , ( 

) , ( ) , ( ) ( ) ( 

2 1 2 2 1 1 

2 2 2 1 1 1 

2 2 1 1 

y y y x y x 
y y x y y x 
y x T y x T v T u T 

+ + = 
+ = 

+ = + 

) ( ) ( ) (  v T u T v u T + ≠ + ∴ 
 . لا تكون تحويل خطي T وإذاً

 ؟ ) مع ذِكر السبب ( حدد أي من الدوال الآتية تكون تحويل خطي وأيها لا تكون : تمرين
(1)  ). 3 , 2 ( ) , ( ; :  2 2  x y x y x T R R T + = → 
(2)  ). 1 , 1 ( ) , ( ; :  2 2 + − + + = →  y x y x y x T R R T 
(3)  ). , ( ) , ( ; :  2 2  y x y x y x T R R T − + = → 
(4)  ). , ( ) , , ( ; :  2 3  y x z y x T R R T = → 
(5)  ). , 2 , 1 ( ) , , ( ; :  3 3  z y x z y x T R R T + = →
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 : ويل خطي فإن تح : → W V T إذا كان : نتيجة
). ( ... ) ( ) ( ) ... (  2 2 1 1 2 2 1 1  n n n n  v T c v T c v T c v c v c v c T + + + = + + + 

. ,..., , , ,..., ,  2 1 2 1  scalars c c c V v v v  n n ∈ ∀ 

 ) لتحويل الخطي المصفوفة المعتادة ل مفهوم ( ): ٢ ( تعريف
The Standard Matrix of Linear Transformation: 

 m n ن ليك R R T → : تحويل خطي وليكن n e e e  ,..., ,   n R هو الأساس المعتاد للفضاء 2 1

 ) ( هو المتجه j والتي عمودها ×n m فإن المصفوفة من النوع ). T مجال التحويل ( j e T 

 n j حيث  . T تسمى المصفوفة المعتادة للتحويل الخطي = 1 , 2 ,...,
 هي المصفوفة التي أعمدا : → W V T ن المصفوفة المعتادة للتحويل الخطي وعموما فإ (

 . ) V عبارة عن صور متجهات الأساس المعتاد للفضاء المتجه
 : أمثلة

 : أوجد المصفوفة المعتادة للتحويل الخطي - ١
z y x z y x T R R T  3 ) , , ( ; :  3 + − = → 

 ) 1 , 0 , 0 ,( ) 0 , 1 , 0 ,( ) 0 , 0 , 1 ( هو R 3 الأساس المعتاد للفضاء : الحل 3 2 1 = = =  e e e ويكون : 

3 ) 1 , 0 , 0 ( ) ( 
, 1 ) 0 , 1 , 0 ( ) ( 

, 1 ) 0 , 0 , 1 ( ) ( 

3 

2 

1 

= = 
− = = 

= = 

T e T 
T e T 
T e T 

 . − 3 1 1 ( ) تكون المصفوفة المعتادة للتحويل وإذاً
 : أوجد المصفوفة المعتادة للتحويل الخطي - ٢

) 2 , 3 , ( ) , ( ; :  3 2  y x y y x y x T R R T − + = → 

 ) 1 , 0 ,( ) 0 , 1 ( هو R 2 الأساس المعتاد للفضاء : الحل 2 1 = =  e e ويكون : 

) 1 , 3 , 1 ( ) 1 , 0 ( ) ( 
, ) 2 , 0 , 1 ( ) 0 , 1 ( ) ( 

2 

1 

− = = 
= = 

T e T 
T e T 

 تكون المصفوفة المعتادة للتحويل وإذاً
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

−1 2 
3 0 
1 1 

.
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 : ة للتحويل الخطي أوجد المصفوفة المعتاد - ٣
) , , , ( ) , , ( ; :  4 3  x z y x y x z y x T R R T − + = → 

 ) 1 , 0 , 0 ,( ) 0 , 1 , 0 ,( ) 0 , 0 , 1 ( هو R 3 الأساس المعتاد للفضاء : الحل 3 2 1 = = =  e e e ويكون : 

) 0 , 1 , 0 , 0 ( ) 1 , 0 , 0 ( ) ( 
, ) 0 , 0 , 1 , 1 ( ) 0 , 1 , 0 ( ) ( 

, ) 1 , 0 , 1 , 1 ( ) 0 , 0 , 1 ( ) ( 

3 

2 

1 

= = 
− = = 

= = 

T e T 
T e T 
T e T 

 تكون المصفوفة المعتادة للتحويل وإذاً
  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 
− 

0 0 1 
1 0 0 
0 1 1 
0 1 1 

. 

 ) ansformation Linear Tr 1  1 الأحادي لتحويل الخطي ا ( ): ٣ ( تعريف
 : يسمى تحويل خطي أحادي إذا تحقق الشرط : → W V T التحويل الخطي

. , ) ( ) (  V v u v u v T u T ∈ ∀ = ⇒ = 

 ). متجهين مختلفين في اال يكون لهما صورتين مختلفتين في اال المقابل كل بمعنى أن (
 : أمثلة

 : ; ) , ( ) , ( التحويل الخطي - ١ 2 2  y x y x y x T R R T − + = → يكون أحادي 
 ). وضح ذلك؟ (

 : الحل
Let  , ) , ( ), , ( ; ,  2 2 1 1 

2  y x v y x u R v u = = ∈ 

v u 
y x y x 
y y x x 

y y x x 
y x y x y x y x 
y x y x y x y x 

y x T y x T v T u T 

= ⇒ 
= ⇒ 

= = ⇒ 
= = ⇒ 

− = − + = + ⇒ 
− + = − + ⇒ 

= ⇒ = 

) , ( ) , ( 
, 

2 2 , 2 2 
, 

) , ( ) , ( 
) , ( ) , ( ) ( ) ( 

2 2 1 1 

2 1 2 1 

2 1 2 1 

2 2 1 1 2 2 1 1 

2 2 2 2 1 1 1 1 

2 2 1 1 

. أحادي T وإذاً 
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 : ; ) , , ( ) , ( حدد ما إذا كان التحويل الخطي - ٢ 2 3  y x z y x T R R T = → أحادي 
 ). مع ذِكر السبب؟ ( أم لا
 : الحل

) 2 , 1 ( ) 4 , 2 , 1 ( ) 3 , 2 , 1 ( , ) 4 , 2 , 1 ( ), 3 , 2 , 1 (  3 = = ∈  T T R 

 R 2 صورتين مختلفتين في اال المقابل R 3 اال أي أنه ليس لكل متجهين مختلفين في

 . ليس أحادي T وإذاً
 : حدد ما إذا كان التحويل الخطي - ٣

) 2 , , ( ) , ( ; :  3 2  y x y x y x y x T R R T + − + = → 

 ). مع ذِكر السبب؟ ( أحادي أم لا
 : الحل

Let  , ) , ( ), , ( ; ,  2 2 1 1 
2  y x v y x u R v u = = ∈ 

v u 
y x y x 
y y x x 

y x y x y x y x y x y x 
y x y x y x y x y x y x 

y x T y x T v T u T 

= ⇒ 
= ⇒ 

= = ⇒ 
+ = + − = − + = + ⇒ 

+ − + = + − + ⇒ 
= ⇒ = 

) , ( ) , ( 
, 

2 2 , , 
) 2 , , ( ) 2 , , ( 

) , ( ) , ( ) ( ) ( 

2 2 1 1 

2 1 2 1 

2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 

2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 

2 2 1 1 

. أحادي T وإذاً 
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 ) Linear Transformation Kernel of لتحويل الخطي نواة ا ( ): ٤ ( تعريف
 V هي عبارة عن اموعة الجزئية من الفضاء المتجه : → W V T نواة التحويل الخطي

 ويرمز لنواة التحويل u T = ) ( 0 بحيث يكون ∋V u تجهات والتي تتكون من كل الم
 V u T V u T أي ( T ker بالرمز T الخطي W ⊂ = ∈ =  } 0 ) ( : { ker ( . 

 تكون هي T فإن نواة التحويل T هي المصفوفة المعتادة للتحويل الخطي A وإذا كانت
 ker ) ( أي ( A الفضاء الصفري للمصفوفة المعتادة A N T = .( 

 : أمثلة
 : ; ) , ( ) , ( للتحويل الخطي T ker أوجد - ١ 2 2  y x y x y x T R R T − + = → 

 ker )} , ( : ) , ( 0 { : الحل 2 = ∈ =  y x T R y x T 

}. 0 { )} 0 , 0 {( ker 
0 , 0 

0 , 0 
) 0 , 0 ( ) , ( ) , ( 

= = ∴ 
= = ⇒ 

= − = + ⇒ 
= − + = ∴ 

T 
y x 

y x y x 
y x y x y x T 

 : ; ) , , ( ) , ( للتحويل الخطي T ker أوجد - ٢ 2 3  y x z y x T R R T = → 

 ker )} , , ( : ) , , ( 0 { : الحل 3 = ∈ =  z y x T R z y x T 

}. : ) , 0 , 0 {( ker 
; , 0 , 0 
) 0 , 0 ( ) , ( ) , , ( 

R s s T 
R s s z y x 

y x z y x T 

∈ = ∴ 
∈ = = = ⇒ 

= = ∴ 

 : ; ) , , , ( ) , ( للتحويل الخطي T ker أوجد - ٣ 2 4  w z y x w z y x T R R T + + = → 

 ker )} , , , ( : ) , , , ( 0 { : الحل 4 = ∈ =  w z y x T R w z y x T 

}. , : ) , , , {( ker 
, ; , 

, 
0 , 0 

) 0 , 0 ( ) , ( ) , , , ( 

R t s t t s s T 
R t s t w s y put 

w z y x 
w z y x 

w z y x w z y x T 

∈ − − = ∴ 
∈ = = 

− = − = ⇒ 
= + = + ⇒ 

= + + = ∴
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 . V تكون فضاء جزئي من الفضاء : → W V T نواة التحويل الخطي : ) ١ ( نظرية
 V u T V u T : البرهان W ⊂ = ∈ =  } 0 ) ( : { ker يتبقى التحقق من شرطي الفضاء الجزئي : 

(1) Let  0 ) ( ) ( ker , = = ⇒ ∈  v T u T T v u  , 

. ker 
. 0 0 0 ) ( ) ( ) ( 

T v u 
v T u T v u T 

∈ + ∴ 
= + = + = + 

(2) Let  0 ) ( , ker = ⇒ ∈  u T scalar k T u  , 

. ker 
. 0 0 ) ( ) ( 

T ku 
k u kT ku T 

∈ ∴ 
= = = 

 . V فضاء جزئي من الفضاء تكون T ker وإذاً

 ker = T } 0 { يكون أحادياً إذا وإذا فقط كان : → W V T التحويل الخطي : ) ٢ ( نظرية

 : البرهان
 : أحادي T وسنثبت أن ker = T } 0 { نفرض أن ) أولاً (

Let  ) ( ) ( , ,  v T u T V v u = ∈ 

. 
0 

} 0 { ker 
0 ) ( 
0 ) ( ) ( 

v u 
v u 

T v u 
v u T 
v T u T 

= ⇒ 
= − ⇒ 

= ∈ − ⇒ 
= − ⇒ 
= − ∴ 

 . أحادي T وإذاً
 : ker = T } 0 { أحادي وسنثبت أن T نفرض أن ) ثانياً (

Let  T u  ker ∈  , 

}. 0 { ker 
1 1 ; 0 

) 0 ( ) ( 
0 ) 0 ( , 0 ) ( 

= ∴ 
− = ⇒ 

= ⇒ 
= = ∴ 

T 
is T u 

T u T 
T u T 

. من أولاً وثانياً تثبت النظرية
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 ker = T } 0 { تحويل خطي بحيث : → W V T ليكن : ) ٣ ( نظرية

 n v v v فإذا كانت ,..., ,   V في الفضاء المتجه خطياً متجهات مستقلة 2 1

 ) ,( ) ,...,( ) ( فإن المتجهات 2 1  n v T v T v T في الفضاء المتجه خطياً تكون أيضاً مستقلة W . 
 scalars c c c , : البرهان n ,..., ,  2 1 Let 

. 0 ... 
0 ... 

} 0 { ker ) ... ( 
0 ) ... ( 

0 ) ( ... ) ( ) ( 

2 1 

2 2 1 1 

2 2 1 1 

2 2 1 1 

2 2 1 1 

= = = = ⇒ 
= + + + ⇒ 

= ∈ + + + ⇒ 
= + + + ⇒ 

= + + + 

n 

n n 

n n 

n n 

n n 

c c c 
v c v c v c 

T v c v c v c 
v c v c v c T 

v T c v T c v T c 

 n v v v حيث ( ,..., ,   ). مستقلة خطياً 2 1
 ) ,( ) ,...,( ) ( وإذاً 2 1  n v T v T v T تكون مستقلة خطياً في W . 

 : لكل من الدوال الآتية : تمرين
(1)  ). , ( ) , ( ; :  2 2  y y x y x T R R T + = → 
(2)  ). , , ( ) , ( ; :  3 2  y x y y x y x T R R T − + = → 
(3)  ). , ( ) , , ( ; :  2 3  y x z y x T R R T = → 

 . تكون تحويل خطي T تحقق من أن ) أ (
 ker ) ( تحقق من أن ) ب ( A N T = حيث A هي المصفوفة المعتادة للتحويل T . 
. ؟ ) السبب واذكر ( أحادي T هل ) ج (
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 ) Linear Transformation Onto الفوقي لتحويل الخطي ا ( ): ٥ ( تعريف
 والتي تكون W كل المتجهات من الفضاء تحويل خطي فإن مجموعة : → W V T ليكن
 V ت الفضاء لمتجه واحد على الأقل من متجها - T بتأثير التحويل - صوراً

 T Im لها ويرمز ) T ) T Range or Image of تسمى مدى أو صورة التحويل

 = ∋ ∃ ∋ = ⊃ W w v T V v W w T أي ( } ) ( , : { Im .( 
 ) ( = w v T بحيث V في اال v أصل يوجد W في اال المقابل w لكل متجه وإذا كان

 ) مدى التحويل يساوي اال المقابل للتحويل W T = Im أي أن (
 . يسمى تحويل خطي فوقي T فإن التحويل الخطي

 : أمثلة
 : ; ) , ( ) , ( لتحويل الخطي ا تحقق من أن - ١ 2 1 2 1 2 1 

2 2  x x x x x x T R R T − + = → 

 . فوقي يكون
 : الحل

 ) , ( نفرض المتجه 2 1  y y 2 في الفضاء R ) ال المقابل( المتجه إيجاد ونبحث ) ا , (  2 1  x x 

 ) , ( ) , ( بحيث يكون ) اال ( R 2 في الفضاء 2 1 2 1  y y x x T = أي أن : 
) , ( ) , (  2 1 2 1 2 1  y y x x x x = − + 

∴ 
2 2 1 

1 2 1 

y x x 
y x x 

= − 
= + 

 : كما يلي المناظرة وباختزال المصفوفة الممتدة

.
) )( 2 / 1 ( 1 0 
) )( 2 / 1 ( 0 1 

) )( 2 / 1 ( 1 0 
1 1 

2 0 
1 1 

1 1 
1 1 

1 2 

1 2 

1 2 

1 2 

1 
2 ) 2 / 1 ( 

1 2 

1 
2 1 

2 

1 

  
 

 
  
 

 
− − 

+ 

  
 

 
  
 

 
− −   

 

 
  
 

 
− −   

 

 
  
 

 
− → → → 

+ − − + − 

y y 
y y 

y y 
y 

y y 
y 

y 
y  r r r r r 

. 

∴ 
). )( 2 / 1 ( 
, ) )( 2 / 1 ( 

1 2 2 

1 2 1 

y y x 
y y x 
− − = 

+ = 

 ، لكل متجه في اال المقابل أصل في اال من ثم يكون و
. تحويل فوقي T يكون وعلى ذلك
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 : ; ) , ( ) 2 , 2 , 3 3 ( التحويل الخطي هل - ٢ 2 1 2 1 2 1 2 1 
3 2  x x x x x x x x T R R T + + + = → 

 . ؟ ) اذكر السبب ( فوقي
 : الحل

 ) , , ( نفرض المتجه 3 2 1  y y y 3 في الفضاء R ) ال المقابل للتحويلا ( ، 
 ) , ( المتجه إيجاد ونبحث 2 1  x x 2 ء الفضا في R ) مجال التحويل ( 

 ) , ( ) , , ( بحيث يكون 3 2 1 2 1  y y y x x T = أن أي : 
) , , ( ) 3 3 , 2 , 2 (  3 2 1 2 1 2 1 2 1  y y y x x x x x x = + + + 

∴ 

3 2 1 

2 2 1 

1 2 1 

3 3 
2 

2 

y x x 
y x x 
y x x 

= + 
= + 
= + 

 : كما يلي المناظرة وباختزال المصفوفة الممتدة

. 
0 0 

2 3 0 
2 1 

3 3 0 
2 3 0 

2 1 

3 3 
1 2 
2 1 

1 2 3 

1 2 

1 3 2 

1 3 

1 2 

1 2 1 2 

3 1 3 
3 

2 

1 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− − 
− − 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− − 
− − 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

→ → 
+ − + − 

+ −  y y y 
y y 

y 

y y 
y y 

y 

y 
y 
y  r r r r 

r r 

 1 2 3 0 حل فقط إذا كان ة موعة المعادلات الخطي يكون  من ثم و y y y − − = 

 ) , , ( أي يوجد فقط للمتجهات 3 2 1  y y y 1 2 3 التي لها  y y y + = ال المقابلفي ا 
 ) , ( أصل 2 1  x x الوعلى ذلك في ا ، T تحويل فوقي لا يكون .
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 لخطي ا تحقق من أن التحويل - ٣
) , , ( ) , , ( ; :  3 3 2 2 1 3 2 1 

3 3  x x x x x x x x T R R T + − = →  . 
 . يكون فوقي

 : تحويل فوقي T أن لإثبات : الحل
 ) , , ( نفرض المتجه 3 2 1  y y y 3 في الفضاء R ) ال المقابل للتحويلا ( 

 ) , , ( المتجه إيجاد ونبحث 3 2 1  x x x 3 في R ) مجال التحويل ( 
 ) , , ( ) , , ( بحيث يكون 3 2 1 3 2 1  y y y x x x T = أن أي : 

) , , ( ) , , (  3 2 1 3 3 2 2 1  y y y x x x x x = + − 

∴ 

3 3 

2 3 2 

1 2 1 

y x 
y x x 
y x x 

= 
= + 
= − 

 : كما يلي المناظرة وباختزال المصفوفة الممتدة

. 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 

1 0 0 
1 1 0 
1 0 1 

1 0 0 
1 1 0 
0 1 1 

3 

3 2 

3 2 1 2 3 

1 3 
3 

2 

2 1 1 2 

3 

2 

1 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− 

− + 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 + 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 − 

→ → 
+ − 

+ − 

+ 

y 
y y 
y y y 

y 
y 
y y 

y 
y 
y  r r 

r r 

r r 

∴ 
. 

, 
, 

3 3 

3 2 2 

3 2 1 1 

y x 
y y x 

y y y x 

= 
− = 

− + = 

 ، ال المقابل أصل في اال لكل متجه في ا من ثم يكون و
. تحويل فوقي T يكون وعلى ذلك
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 : 3 3 لتحويل الخطي ا حدد ما إذا كان - ٤ R R T → ُعرف بالعلاقة الم : 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

+ + 
+ + 

+ 
= 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

3 2 1 

3 2 1 

3 1 

3 

2 

1 

3 2 
2 ) ( 
x x x 
x x x 

x x 

x 
x 
x 

T  . 

 . ؟ ) مع ذِكر السبب ( فوقي أم لا
 : الحل
P لتحديد ما إذا كان T أم لا تحويل فوقي : 

 ) , , ( نفرض المتجه 3 2 1  y y y 3 في الفضاء R ) ال المقابل للتحويلا ( 
 ) , , ( المتجه إيجاد ونبحث 3 2 1  x x x 3 في R ) مجال التحويل ( 

 ) , , ( ) , , ( بحيث يكون 3 2 1 3 2 1  y y y x x x T = أن أي : 
) , , ( ) 3 2 , 2 , (  3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 1  y y y x x x x x x x x = + + + + + 

∴ 

3 3 2 1 

2 3 2 1 

1 3 1 

3 2 
2 

y x x x 
y x x x 
y x x 

= + + 
= + + 
= + 

 : المناظرة المصفوفة الممتدة اختزال وب

. 
0 0 0 
1 1 0 
1 0 1 

3 1 2 
2 1 1 
1 0 1 

1 2 3 

1 2 

1 ? 

3 

2 

1 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− − 
− 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

→ 
y y y 

y y 
y 

y 
y 
y 

 1 2 3 0 حل فقط إذا كان موعة المعادلات الخطية يكون  من ثم و y y y − − = 

 ) , , ( أي يوجد فقط للمتجهات 3 2 1  y y y ال المقا1 2 3 التي لها بل في ا  y y y + = 

 ) , , ( أصل 3 2 1  x x x ال ، وعلى ذلكفي ا T تحويل فوقي لا يكون .
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 W يكون فضاءاً جزئياَ من الفضاء : → W V T مدي التحويل الخطي : ) ١ ( نظرية

 : البرهان
W w v T V v W w T ⊂ = ∈ ∃ ∈ =  } ) ( , : { Im 

 : يتبقى التحقق من شرطي الفضاء الجزئي
(1) Let  2 2 1 1 2 1 2 1  ) ( , ) ( , , Im ,  w v T w v T V v v T w w = = ∈ ∃ ⇒ ∈  , 

. Im ) ( ) ( ) (  2 1 2 1 2 1  T v v T v T v T w w ∈ + = + = + ∴ 
(2) Let  w v T V v scalar k T w = ∈ ∃ ⇒ ∈  ) ( , , Im  , 

. Im ) ( ) (  T kv T v kT kw ∈ = = ∴ 
 . W فضاء جزئي من الفضاء تكون T Im وإذاً

 : يتحقق : → W V T تحويل الخطي لل : ) ٢ ( نظرية
. dim ) dim(Im ) dim(ker  V T T = + 

 T of Nullity يسمى صفرية التحويل dim(kerT ( بعد نواة التحويل

 . T of Rank يسمى رتبة التحويل dim(ImT ( وبعد مدى التحويل
 : البرهان
 V v v فإن ) التحويل الصفري ( T = 0 إذا كان W ∈ ∀ = 0 ) ( 0 

 = = V T T ويكون ker , } 0 { Im ومن ثم يكون : 

. dim ) dim(Im ) dim(ker 
dim 0 ) dim(ker dim ) dim(ker 

V T T 
V T V T 

= + ⇒ 
= + ⇒ = 

 . وهو المطلوب
 = = k T n V وليكن ) صفري ال غير تحويل ( T ≠ 0 كان إذا أما ) dim(ker , dim 

 : ن ا فيوجد حالت
k n إذا كان ) الحالة الأولى (  : dim(Im = T ( 0 فيتحقق المطلوب عندما يكون =

. 0 ) dim(Im } 0 { Im ker ) dim(ker dim = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  T T T V T V 

k n إذا كان ) الحالة الثانية (  : k n T − = ) dim(Im فيتحقق المطلوب عندما يكون <
k n بمعنى أنه يوجد عدد  T Im تكون أساس لـ W هات في الفضاء من المتج −

 } , ,..., { لذلك نفرض أن مجموعة المتجهات 2 1  k v v v تكون أساس لـ T ker
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 } , ,..., , ,..., { وأن مجموعة المتجهات 1 2 1  n k k  v v v v v + تكون أساس للفضاء V 

 } ) ,( ) ,...,( ) {( مجموعة المتجهات وسنثبت أن 2 1  n k k  v T v T v T S + + = تكون أساس 
 : كما يلي T Im لـ
 : T Im تنشئ S نثبت أن : أولاً

Let  V v T v T w ∈ ∈ =  ; Im ) (  , 

) ( ... ) ( ) ( ... ) ( ) ( 
) ... ... ( ) ( 

... ... 

1 1 2 2 1 1 

1 1 2 2 1 1 

1 1 2 2 1 1 

n n k k k k 

n n k k k k 

n n k k k k 

v T c v T c v T c v T c v T c 
v c v c v c v c v c T v T w 

v c v c v c v c v c v 

+ + + + + + = 
+ + + + + + = = ∴ 

+ + + + + + = ∴ 

+ + 

+ + 

+ + 

 } , ,..., { المتجهات مجموعة وحيث إن 2 1  k v v v أساس لنواة التحويل فهي تقع فيها فيكون : 
0 ) ( ... ) ( ) (  2 1 = = = =  k v T v T v T 

). ( ... ) ( ) (  2 2 1 1  n n k k k k  v T c v T c v T c w + + + = ∴ + + + + 

 . T Im تنشئ S وإذاً
 : مستقلة خطياً S نثبت أن : ثانياً

Let  scalars c c c  n k k  ,..., ,  2 1 + +  ,  0 ) ( ... ) ( ) (  2 2 1 1 = + + + + + + +  n n k k k k  v T c v T c v T c 

. ker ) ... ( 
0 ) ... ( 

2 2 1 1 

2 2 1 1 

T v c v c v c 
v c v c v c T 

n n k k k k 

n n k k k k 

∈ + + + ⇒ 
= + + + ∴ 

+ + + + 

+ + + + 

 كتركيبة خطية من متجهات T ker وبالتالي يمكن كتابة هذا المتجه الذي ينتمي إلى
 : كما يلي T ker أساس

. ,..., , ; ... ...  2 1 2 2 1 1 2 2 1 1  scalars v v v v c v c v c  k k k n n k k k k λ λ λ λ λ λ + + + = + + + + + + + 

0 ) ( ... ) ( ) ( ...  2 2 1 1 2 2 1 1 = − + + − + − + + + + ∴ + + + +  n n k k k k k k  v c v c v c v v v λ λ λ 

 } , ,..., , ,..., { وحيث إن مجموعة المتجهات 1 2 1  n k k  v v v v v + أساس للفضاء V فيكون : 
. 0 ... ...  2 1 2 1 = = = = = = = = + +  n k k k  c c c λ λ λ 

 . مستقلة خطياً S وإذاً
. وهو المطلوب k n T − = ) dim(Im من أولاً وثانياً يكون
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 : 3 3 حقق النظرية السابقة للتحويل الخطي : ) ١ ( تمرين R R T → ُعرف بالعلاقة الم : 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

+ + 
+ + 

+ 
= 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

3 2 1 

3 2 1 

3 1 

3 

2 

1 

3 2 
2 ) ( 
x x x 
x x x 

x x 

x 
x 
x 

T  . 

 dim(Im , ) dim(ker ( نوجد : الحل T T : 
P لإيجاد ) dim(kerT فإننا نبحث إيجاد كل المتجهات ) , , (  3 2 1  x x x ال في3 ا R 

 ) , , ( 0 بحيث يكون 3 2 1 = x x x T وهذا يعنى إيجاد حل مجموعة المعادلات الخطية : 

0 3 2 
0 2 
0 

3 2 1 

3 2 1 

3 1 

= + + 
= + + 
= + 

x x x 
x x x 
x x 

 : المناظرة وباختزال المصفوفة الممتدة

. 
0 0 0 0 
0 1 1 0 
0 1 0 1 

0 3 1 2 
0 2 1 1 
0 1 0 1 

? 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

→ 

}. : ) 1 , 1 , 1 ( { ker 
, , 

3 3 

3 2 3 1 

R x x T 
x x x x 

∈ − − = ∴ 
− = − = ∴ 

 المتجه يكون من ثم و
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− 
− 

1 
1 
1 

 . dim(ker = T ( 1 يكون و T التحويل الأساس لنواة هو

P ولإيجاد ) dim(ImT : 
 T تزل المصفوفة التي صفوفها هي صور متجهات الأساس المعتاد ال التحويل نخ

 : كما يلي
) 3 , 2 , 1 ( ) 1 , 0 , 0 ( , ) 1 , 1 , 0 ( ) 0 , 1 , 0 ( , ) 2 , 1 , 1 ( ) 0 , 0 , 1 ( = = =  T T T  . 

. 
0 0 0 
1 1 0 
2 1 1 

1 1 0 
1 1 0 
2 1 1 

3 2 1 
1 1 0 
2 1 1 

3 2 3 1 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

→ → 
+ − + −  r r r r
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 فتكون مجموعة متجهات الصفوف غير الصفرية في المصفوفة المختزلة الأخيرة

 { وهي
1 
1 
0 

, 
2 
1 
1 

{ 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
 . dim(Im = T ( 2 من ثم يكون و T التحويل دى أساس لم

. dim 3 2 1 ) dim(Im ) dim(ker  3 R T T = = + = + ∴ 

 : حقق النظرية السابقة للتحويل الخطي : ) ٢ ( تمرين
). 2 4 , 3 ( ) , ( ; :  2 2  y x y x y x T R R T + − = → 

 . يترك للطالب : الحل
P ) إذا كان ) ملاحظات ونتائج W V T → : تحويل خطي فإن : 

 T تكون هي الفضاء الصفري للمصفوفة المعتادة للتحويل T يل نواة التحو ) ١ (

 ker ) ( أي A N T = حيث A المصفوفة المعتادة للتحويل T . 
 T ء العمود للمصفوفة المعتادة للتحويل يكون هو فضا T مدى التحويل ) ٢ (

 Im ) ( أي A C T = حيث A المصفوفة المعتادة للتحويل T . 
 } , ,..., { إذا كانت مجموعة المتجهات ) ٣ ( 2 1  n v v v S = أساس للفضاء V لمنا وع 

 ) ,( ) ,...,( ) ( وهي S صور متجهات الأساس 2 1  n v T v T v T فإن صورة أي 
 : تعطى بدلالة هذه الصور بالعلاقة ∋V u متجه

∑ ∑ 
= = 

= = 
n 

i 
i i 

n

i 
i i  v c u v T c u T 

1 1 
; ) ( ) ( 

 يكون مساوياً لبعد مجال T لتحويل ا ورتبة T مجموع كلا من صفرية التحويل ) ٤ (
 V T T أي ( T التحويل dim ) dim(Im ) dim(ker = + .( 

 ) أي أحادي وفوقي في نفس الوقت ( أحادي التناظر T إذا كان التحويل ) ٥ (
. خطي تشاكل T ويسمى invertable قابل للانعكاس T فيقال أن التحويل



 سعد شرقاوي . د جبر خطي &

___________________________ ________________________ 

٩٥ 

 : أمثلة
 : 2 3 إذا كان - ١ R R T → وكانت مجموعة المتجهات تحويل خطي } , , {  3 2 1  v v v S = 

 ) 1 , 1 , 1 ( , ) 1 , 1 , 0 ( , ) 1 , 0 , 0 ( حيث R 3 أساس للفضاء 3 2 1 = = =  v v v وكان : 
). 3 , 4 ( ) ( , ) 1 , 2 ( ) ( , ) 0 , 1 ( ) (  3 2 1 = − = =  v T v T v T 

 . ؟ T − ) 2 , 3 , 5 ( فاوجد
 كتركيبة خطية من − ) 2 , 3 , 5 ( فيمكن كتابة المتجه R 3 أساس للفضاء S حيث إن : الحل

 : كما يلي S متجهات
. , , ; ) 5 , 3 , 2 (  3 2 1 3 3 2 2 1 1  scalars c c c v c v c v c + + = − 

) 0 , 0 , 1 ( ) 0 , 1 , 1 ( ) 1 , 1 , 1 ( ) 5 , 3 , 2 (  3 2 1  c c c + + = − ∴ 

∴ 
1 

2 1 

3 2 1 

5 
, 3 
, 2 

c 
c c 

c c c 

= 
+ = − 

+ + = 
⇒ 

5 
, 8 

, 5 

3 

2 

1 

= 
− = 

= 

c 
c 
c 

). 23 , 9 ( 
) 3 , 4 ( 5 ) 1 , 2 ( 8 ) 0 , 1 ( 5 
) ( 5 ) ( 8 ) ( 5 ) 5 , 3 , 2 ( 

5 8 5 ) 5 , 3 , 2 ( 

3 2 1 

3 2 1 

= 
+ − − = 
+ − = − ∴ 

+ − = − ∴ 
v T v T v T T 

v v v 

 : ; ) , ( ) , ( إذا كان - ٢ 2 2 1 2 1 
2 2  x x x x x T R R T + = → تحويل خطي . 

 ker ) ( فتحقق من أن A N T = حيث A المصفوفة المعتادة للتحويل T 

 . ؟ ) ذِكر السبب مع ( تشاكل خطي أم لا T وحدد ما إذا كان
 : الحل

 : T ker نوجد ) أولاً (

}. 0 { ker 
0 , 0 0 , 0 0 ) , ( ) , (  2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 

= ∴ 
= = ⇒ = = + ⇒ = + = 

T 
x x x x x x x x x x T 

 : نوجد المصفوفة المعتادة للتحويل ) ثانياًً (
 ) 1 , 0 ( , ) 0 , 1 ( هو R 2 الأساس المعتاد للفضاء 2 1 = =  e e ويكون : 

). 1 , 1 ( ) 1 , 1 0 ( ) 1 , 0 ( ) ( 
, ) 0 , 1 ( ) 0 , 0 1 ( ) 0 , 1 ( ) ( 

2 

1 

= + = = 
= + = = 

T e T 
T e T
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   تكون وإذاً المصفوفة المعتادة للتحويل
 

 
  
 

 
= 

1 0 
1 1 

A . 

 : كما يلي AX = 0 وذلك باختزال المصفوفة الممتدة المناظرة للنظام A N) ( نوجد ) ثالثاًً (

}. 0 { ) ( 

0 
0 1 0 
0 0 1 

0 1 0 
0 1 1 

2 1 

1 2 

= ∴ 

= = ∴   
 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

 
→ 

+ − 

A N 

x x 
r r 

 = = ker ) ( } 0 { وإذاً A N T وهو المطلوب . 
 : كل خطي يجب أن يكون أحادي التناظر تشا T ولكي يكون التحويل

 , ; ) , ( , ) , ( بفرض ) ١ ( 2 1 2 1 
2  v v v u u u R v u = = ∈ 

. 
) , ( ) , ( 

, 
, 

) , ( ) , ( 
) , ( ) , ( ) ( ) ( 

2 1 2 1 

2 2 1 1 

2 2 2 1 2 1 

2 2 1 2 2 1 

2 1 2 1 

v u 
v v u u 
v u v u 

v u v v u u 
v v v u u u 

v v T u u T v T u T 

= ⇒ 

= ⇒ 
= = ⇒ 

= + = + ⇒ 

+ = + ⇒ 
= ⇒ = 

 . أحادي T وإذاً
 : ولتحديد ما إذا كان التحويل فوقي أم لا ) ٢ (

 ) , ( نفرض المتجه 2 1  y y 2 في الفضاء R ) ال المقابل( حث إيجاد المتجه ونب ) ا , (  2 1  x x 

 ) , ( ) , ( بحيث يكون ) اال ( R 2 في الفضاء 2 1 2 1  y y x x T = أن أي : 
) , ( ) , (  2 1 2 2 1  y y x x x = + 

∴ 
2 2 

1 2 1 

y x 
y x x 

= 
= + 

 : وباختزال المصفوفة الممتدة المناظرة كما يلي

2 2 2 1 1 
2 

2 1 
1 2 

2 

1  , 
1 0 
0 1 

1 0 
1 1 

y x y y x 
y 
y y 

y 
y  r r 

= − = ⇒   
 

 
  
 

 − 
  
 

 
  
 

 
→ 

+ − 

. 

 تحويل T لكل متجه في اال المقابل أصل في اال، وعلى ذلك يكون من ثم يكون و
. تشاكل خطي T يكون ) ٢ ( ، ) ١ ( من . فوقي



 سعد شرقاوي . د جبر خطي &

___________________________ ________________________ 

٩٧ 

P طريقة أخرى لتحديد ما إذا كان التحويل فوقي أم لا : 
2 dim ) dim(Im ) dim(ker  R T T = + Q 

. Im dim ) dim(Im 0  2 2  R T R T = ⇒ = + ∴ 
 . فوقي T وإذاً T يساوي اال المقابل للتحويل T أي أن مدى التحويل

 : ; ) , ( ) , , 2 ( إذا كان - ٣ 2 1 2 1 2 1 2 1 
3 2  x x x x x x x x T R R T + − + = → تحويل خطي . 

 ker ) ( فتحقق من أن A N T = حيث A ة للتحويل المصفوفة المعتاد T 

 . ؟ ) اذكر السبب ( تشاكل خطي T وهل
 : الحل

 : T ker نوجد ) أولاً (

}. 0 { ker 
0 , 0 

0 2 , 0 , 0 0 ) 2 , , ( ) , ( 

2 1 

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

= ∴ 

= = ⇒ 

= + = − = + ⇒ = + − + = 

T 
x x 

x x x x x x x x x x x x x x T 

 : نوجد المصفوفة المعتادة للتحويل ) ثانياًً (
 ) 1 , 0 ( , ) 0 , 1 ( هو R 2 الأساس المعتاد للفضاء 2 1 = =  e e ويكون : 

). 2 , 1 , 1 ( )) 1 ( 2 0 , 1 0 , 1 0 ( ) 1 , 0 ( ) ( 
, ) 1 , 1 , 1 ( )) 0 ( 2 1 , 0 1 , 0 1 ( ) 0 , 1 ( ) ( 

2 

1 

− = + − + = = 
= + − + = = 

T e T 
T e T 

 وإذاً المصفوفة المعتادة للتحويل تكون
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− = 
2 1 
1 1 
1 1 

A . 

 : كما يلي AX = 0 وذلك باختزال المصفوفة الممتدة المناظرة للنظام A N) ( نوجد ) ثالثاًً (

}. 0 { ) ( 0 
0 0 0 
0 1 0 
0 0 1 

0 1 0 
0 1 0 
0 1 1 

0 1 0 
0 2 0 
0 1 1 

0 2 1 
0 1 1 
0 1 1 

2 1 

3 2 

1 2 

) 2 / 1 ( 2 1 

3 1 

2 

= ∴ = = ∴ 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− → → → 

+ − 

+ − 

− + − 

+ − 

A N x x 

r r 

r r 

r r r 

r r 

 = = ker ) ( } 0 { وإذاً A N T وهو المطلوب .
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 : تشاكل خطي يجب أن يكون أحادي التناظر T ولكي يكون التحويل
(1) let  ) , ( , ) , ( ; ,  2 1 2 1 

2  v v v u u u R v u = = ∈  , 

. 
) , ( ) , ( 

, 
2 2 , , 
) 2 , , ( ) 2 , , ( 

) , ( ) , ( ) ( ) ( 

2 1 2 1 

2 2 1 1 

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

2 1 2 1 

v u 
v v u u 
v u v u 

v v u u v v u u v v u u 
v v v v v v u u u u u u 

v v T u u T v T u T 

= ⇒ 

= ⇒ 
= = ⇒ 

+ = + − = − + = + ⇒ 

+ − + = + − + ⇒ 
= ⇒ = 

 . أحادي T وإذاً
(2)  2 dim ) dim(Im ) dim(ker  R T T = + Q 

. Im dim ) dim(Im 0  3 2 2  R R T R T ≠ = ⇒ = + ∴ 
 . فوقي ليس T وإذاً T يساوي اال المقابل للتحويل لا T مدى التحويل أي أن

 . تشاكل خطي T يكون ثم لا من و
 ) لتحويل الخطي المصفوفة المساعدة ل ( ): ٦ ( تعريف

 } , ,..., { المتجهات وكانت مجموعة تحويل خطي : → W V T إذا كان 2 1  n v v v أسـاس 
 } , ,..., { المتجهات ومجموعة V للفضاء 2 1  m w w w أساس للفضاء W . فإن صورة كلا من 

 : أي أن W أساس الفضاء ات متجه تكون تركيبة خطية من V أساس الفضاء متجهات

m nm n n n 

m m 

m m 

w c w c w c v T 

w c w c w c v T 
w c w c w c v T 

+ + + = 

+ + + = 
+ + + = 

... ) ( 
..... ..... ..... ..... ..... 

... ) ( 
... ) ( 

2 2 1 1 

2 2 22 1 21 2 

1 2 12 1 11 1 

 : ومصفوفة المعاملات المناظرة موعة المعادلات السابقة تكون

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

nm n n 

m 

m 

n c c 

c c c 
c c c 

..... 
..... ..... ..... ..... 

..... 

..... 

2 1 

2 22 21 

1 12 11 

 بالنـسبة T المصفوفة المساعدة للتحويـل الخطـي مى ـ فوفة يس ـ مدور هذه المص
 } , ,..., ,{ } , ,..., { للأساسين 2 1 2 1  m n  w w w v v v للفضاءين W V . على الترتيب ,
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 أساسـين )} 1 , 0 , 0 ,( ) 0 , 1 , 0 ,( ) 0 , 0 , 1 {( , )} 1 , 1 ,( ) 0 , 2 {( إذا كانت اموعتان : مثال
 فاوجد المصفوفة المساعدة بالنسبة لهذين الأساسين لكل . على الترتيب R R , 2 3 للفضاءين

 : من التحويلات الخطية الآتية
(1)  ). 3 , ( ) , , ( ; :  2 3  z y x z y x T R R T + = → 
(2)  ). , ( ) , , ( ; :  2 3  z y y x z y x T R R T − − = → 

 : الحل
(1)  ). 3 , ( ) , , ( ; :  2 3  z y x z y x T R R T + = → 

. 2 / 1 , 1 2 0 , 1 
, ) 2 , 0 ( ) 1 , 1 ( ) 0 , 1 ( )) 0 ( 3 , 0 1 ( ) 0 , 0 , 1 ( 

12 11 12 11 11 

12 11 

− = = ⇒ + = = ∴ 
+ = = + = ∴ 

c c c c c 
c c T 

. 2 / 1 , 1 2 0 , 1 
, ) 2 , 0 ( ) 1 , 1 ( ) 0 , 1 ( )) 0 ( 3 , 1 0 ( ) 0 , 1 , 0 ( 

22 21 22 21 21 

22 21 

− = = ⇒ + = = ∴ 
+ = = + = ∴ 

c c c c c 
c c T 

. 2 / 3 , 0 2 3 , 0 
, ) 2 , 0 ( ) 1 , 1 ( ) 3 , 0 ( )) 1 ( 3 , 0 0 ( ) 1 , 0 , 0 ( 

32 31 32 31 31 

32 31 

= = ⇒ + = = ∴ 
+ = = + = ∴ 

c c c c c 
c c T 

 : وإذاً المصفوفة المساعدة للتحويل تكون

. 
2 / 3 2 / 1 2 / 1 
0 1 1 

2 / 3 0 
2 / 1 1 
2 / 1 1 

  
 

 
  
 

 
− − 

= 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− 
−  T 

--------------------------------------------- --- 
 : المصفوفة المساعدة للتحويل الخطي بالمثل نوجد §

(2)  ). , ( ) , , ( ; :  2 3  z y y x z y x T R R T − − = → 

   فتكون
 

 
  
 

 
− − 

− 
2 / 1 1 2 / 1 

 ). تحقق من ذلك؟ ( 0 1 1

------------------------------------------------
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 تماريــن
: T إذا كانت - ١ R 2 → R 2 أي من الدوال الآتية تكون تحويل فوضح 

 . وأيها لا تكون؟ طي خ
(1)  T(x,y) = (2x,y). 
(2)  T(x,y) = (x 2 ,y). 
(3)  T(x,y) = (0,y). 
(4)  T(x,y) = (x,y+1). 
(5)  T(x,y) = (2x+y,xy). 
(6)  T(x,y) = (y,y). 

: T ليكن - ٢ R 3 → R 2 أي من الدوال الآتية تكون فحدد 
 . ؟ تحويل خطي

(1)  T(x,y,z) = (0,0). 
(2)  T(x,y,z) = (x,x+y+z). 
(3)  T(x,y,z) = (3x+y,3y4z). 
(4)  T(x,y,z) = (1,1). 

: T إذا كانت - ٣ R 2 → R 3 حيث T(x,y) = (x+y,3y,2xy) 

 . تحويل خطي يكون T أن تحقق من ف
: T إذا كانت - ٤ R 2 → R 3 أي من الدوال الآتية فحدد 

 . ؟ تحويل خطي تكون
(1)  T(x,y) = (x,y,2x). 
(2)  T(x,y) = (x,0,y). 
(3)  T(x,y) = (x,y 2 ,y). 
(4)  T(x,y) = (x,0,0). 
(5)  T(x,y) = (xy,0,0). 
(6)  T(x,y) = (0,x,y).



 سعد شرقاوي . د جبر خطي &

___________________________ ________________________ 

١٠١ 

 ): مع ذِكر السبب ( وأيها لا يكون خطياً لاً أي مما يأتي يكون تحوي - ٥

(1)  T(   
 

 
  
 

 
y 
x  ) = 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

+ 

+ 

y x 
y 
x  1 

.  (2)  T( 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

z 
y 
x 

) = 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 

+ 

z x 
y 
y x 

. 

(3)  T(   
 

 
  
 

 
y 
x  ) =   

 

 
  
 

 

− 
+ 

2 

2 

y y 
x x  .            (4)  T( 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

z 
y 
x 

) = 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 − 

z 
x 
y x 

2 

2  . 

(5)  T(   
 

 
  
 

 
y 
x  ) =   

 

 
  
 

 
+ 

− 
z x 
y x 

2 
.             (6)  T(   

 

 
  
 

 
y 
x  ) = 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

+ 

− 

3 2 
0
x 

y x 
. 

 أوجد المصفوفة المعتادة له ومن ثم ، خطياً تحويلاً يكون ا يأتي أي مم - ٦
(1)  T: R 3 → R 2  ; T(x,y,z)= (y,x). 
(2)  T: R 2 → R 2  ; T( x,y)= (y,xy). 
(3)  T: R → R 3  ; T(x)= (x,0,1). 
(4)  T: R 2 → R  ; T(x,y)= 2x+3y . 

 : أوجد المصفوفة المعتادة لكل التحويلات الخطية الآتية - ٧
(1)  T: R 3 → R 2  ; T(x,y,z) = (2x+y,yz). 
(2)  T: R 4 → R  ; T(x1,x2,x3,x4) = x1+2x2x3+5x4. 
(3)  T: R 2 → R 4  ; T(x1,x2) = (0,x2,x1,x1+x2) . 

 : لمعتادة لكل من التحويلات الآتية أوجد المصفوفة ا - ٨
(1)  T(   

 

 
  
 

 

2 

1 

x 
x  ) =   

 

 
  
 

 
+ 
− 

2 1 

2 1 2 
x x 
x x  . 

(2)  T( 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

3 

2 

1 

x 
x 
x 

) = 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
+ 

+ + 

3 

2 1 

3 2 1 

5 
2 

x 
x x 
x x x 

. 

(3)  T( 
  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

4 

3 

2 

1 

x 
x 
x 
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) = 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
+ 

+ − + 
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3 2 

4 3 2 1  2 7 

x 
x x 

x x x x 
.
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 V متجهات في الفضاء المتجه v1,v2,..,vn لتكن - ٩

: T أن الراسم فتحقق من R n → V المعرف بالعلاقة : 
T(x1,x2,...,xn) = x1v1+x2v2+...+xnvn 

 . خطياً لاً يكون تحوي
: T إذا كان - ١٠ R 3 → R 2 كان و اً خطي لاً تحوي : 

T ( 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

0 
0 
1 
) =   

 

 
  
 

 
− 4 
2  ,  T ( 
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) =   

 

 
  
 

 
− 5 
3  ,  T ( 
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2  . 

( أوجد
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

c 
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a 

) , T( 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− 
3 
2 
1 

T( . 

: T إذا كان - ١١ R 2 → R 2 كان و اً خطي لاً تحوي : 
T(   

 

 
  
 

 
0 
1  ) =   

 

 
  
 

 
− 3 
2  ,  T(   

 

 
  
 

 
1 
0  ) =   

 

 
  
 

 
2 
1  . 

  ( أوجد
 

 
  
 

 
− 2 
3 ) , T(   

 

 
  
 

 
b 
a T( . 

:T إذا كانت - ١٢ R 2 → R 3 معرف بالعلاقة : 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
+ 
y 
y x 

x 
) =   

 

 
  
 

 
y 
x T( . 

 . ker T أوجد ) أ (
 . تحويل أحادي ؟ T هل ) ب (
. يل فوقي ؟ تحو T هل ) ج (
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: T إذا كانت - ١٣ R 4 → R 3 معرف بالعلاقة : 
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T( . 

 . T أوجد أساس نواة ) أ (
 . T أوجد أساس مدى ) ب (
 . تحويل فوقي ؟ T هل ) ج (

 لكل من ، أوجد أساس نواة التحويل وكذلك مدى التحويل - ١٤
 : ة الآتي الخطية التحويلات
: T ) أ ( R 5 → R 4 المعرف بالعلاقة : 
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: T ) ب ( R 3 → R 3 المعرف بالعلاقة : 
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: T ) ج ( R 4 → R 4 المعرف بالعلاقة : 
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 سعد شرقاوي . د جبر خطي &
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١٠٤ 

 أساسين {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)} ,{(0,2),(1,1)} إذا كانت - ١٥
, R 2 للفضاءين R 3 أوجد المصفوفة المساعدة للتحويل ف . على الترتيب 

: T الخطي R 3 → R 2 حيث بالنسبة لهذين الأساسين على الترتيب : 
(1)  T(x,y,z) = (x+y, 3z). 
(2)  T(x,y,z) = (xy, yz) . 

: T إذا كان - ١٦ R 3 → R 2 تحويل خطي معرف بالعلاقة : 
T(x1,x2,x3) = (3x1+2x2 , x22x3 ) . 

 R 3 أساس للفضاء {(0,1,2 ),(1,2,1),(1,0,1)} ت ان ك و

 R 2 لفضاء ل أساس {(4,0),(1,2)} ت وكان

 . حويل الخطي بالنسبة لهذين الأساسين أوجد المصفوفة المساعدة للت ف
------------------------------------------
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 ( انٗ انصٕزج 1( ذرحٕل انًعادنح )3( ، )2ٔتانرعٕٚض عٍ )
2

2
( , , ,.....) 0

dz d y
z

dt dt
  

 

 ًٔٚكٍ حهٓا كًا سثق  tْٔٗ يعادنح خانٛح يٍ 

 

 أٔجد انحم انعاو نهًعادنح انرفاضهٛح انًرجاَسح الأذٛح  -( : 2يثال) 
2 2 2 2( )( ) 0x y y xy x y y     

 

 َجد أٌ 3x تانقسًح عهٗ -انحم :
2 2

2 2
(1 )( ) 0

y y y
y xy

x x x
     

 تٕضع 
, ty zx x e  

 

 ذرحٕل انًعادنح انرفاضهٛح انٗ انصٕزج 



2
2 2

2

2
2 2 2

2

2
2

2

(1 )( ) ( ) 0

0

dz d z dz
z z z z

dt dt dt

dz dz d z dz
z z z

dt dt dt dt

d z dz
z

dt dt

     

    



 

 تٕضع 

2

2

2

2

2

2

2

2

,

{ {

1 1

{ {

.ln {[1 ]

ln( )

t az a ln(z a) lnb

lnx a ln( ) ln

( )
y

a
a x

dz d z dp
p p

dt dt dz

dp
z p p

dt

dz
dp

z

dz z a
p

dt z a az

azdz
dt

z a

a
t b a dz

z a

az a z a

y y
a a b

x x

y
x b a e
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 ْٕٔ انحم انعاو 

 

  نهًعادنح زاتعاً: انطسف الأٚسس
( )f(x, y, y , y ,....., y ) 0n   

 

)ْٕ عثازج عٍ يشرقح نًقداز ذفاضهٙ يا يٍ انسذثح  1)n   :ًٔنٛكٍ يثلا 
( )(c, x, y, y ,....., y ) 0n    

 

0ُْا ًٚكٍ كراتح انًعادنح
d

dx


  ٔيُٓاc  

 



 حم انًعادنح انرفاضهٛح  ( : 1يثال) 
2 0yy y   

 

 ْرِ انًعادنح ًٚكٍ كراترٓا عهٗ انصٕزج  انحم :
( ) 0d yy   

 ٔيُٓا ٚكٌٕ

2

1 2

yy c

y c x c

 

 
 

أحٛاَا نهحصٕل عهٗ دانح يشرقرٓا ذسأٖ انطسف الأٚسس نهًعادنح فإٌ ذنك   يهحٕظح :

 لا ٚرحقق إلا تعد ضسب طسفٙ انًعادنح فٙ دانح يا .

 حم انًعادنح انرفاضهٛح  : 2)يثال) 
2yy y  

yyتانقسًح عهٗ انحم :  َٗحصم عه 

1

1

1

{ {

ln ln ln

ln

cx c cx

y y

y y

y y

y y

y y c

y yc

dy
yc

dx

dy
cdx

y

y cx c

y e c e

 




 




  

 





 

 

 

 ْٕٔ انحم انعاو 

 حم انًعادنح انرفاضهٛح  -( :3يثال )
22y y y   

yتانقسًح عهٗ  انحم : y   َٗحصم عه 



2

2

{ 2{

ln 2 ln ln

y y

y y

y y

y y

y y c

y cy

 


 

 


 

  

 

 

yٔتٕضع  p  
2

12

1

1

1 2

1 1

1

1

1
ln( )

dp
cp

dx

dp cdx cx c
p p

p
cx c

dy

dx cx c

y cx c c
c



    

 


 


  

 

 ْٕٔ انحم انعاو 

 

 

 (2ذًازٍٚ )

pأٔجد انحم انعاو نكم يٍ انًعادلاخ انرفاضهٛح تحهٓا تانُسثح إنٗ  -1 ,
dy

p
dx

 
2 2 2

2 2

2

3 2 2

2

2

( ) 3 2 0

( ) ( 2 ) 2 0

(iii) p p 6 0

(iv) p p(x xy y ) xy(x y) 0

(v) p 2cosx 1 0

(vi) x yp p(1 xy)

i y p xyp x

ii p xy x p x y

  

   

  

     

  

  

 

 
أٔجد انحم انعاو نكم يٍ انًعادلاخ انرفاضكهٛح الأذٛكح تاعرثازْكا لاتهكح نهحكم فكٙ -2

x: 



3

2

2

2

3

( ) 4 4

( ) 2 1 0

( )2 2 2 ( 1)

( ) tan( )
1

( ) ( 3) 0

i x p p

ii p xp

iii y p p x p

p
iv p x

p

v p p y x

 

  

   

 


   

 

 

انعاو نكم يٍ نهًعادلاخ انرفاضكهٛح الأذٛكح تاعرثازْكا لاتهكح نهحكم فكٙأٔجد انحم  -3

y : 
2

3

2

2

( ) y xp p

( ) y x p

( ) p p e

( ) y psin p cos p

( ) y p tan p log cos p

(vi) e p 1p y

i

ii

iii

iv

v



 

 

 

 

 

 

 

أٔجد انحم انعاو ٔانحم انًفسد نًعادنكح كهٛكسٔخ انرفاضكهٛح نككم يكٍ انًعكادلاخ  -4

 اٜذٛح : 
2

3

2 2 2

2

2

2 2

( ) y xp p

( ) y xp p

( ) cos

( ) y p

( ) p log(xp y)

(vi) cosh xpcosh y sinh px sinh y p

(vii) y xp
1

( ) 1

( )
1

( ) 1 log( 1)

i

ii

iii y xp p

iv x a p b

v

p

p

viii y xp p

ap
ix y xp

p

x y xp p p p p

 

 

 

  

 

 

 


  

 


     

 

نهًعكادلاخ انرفاضكهٛح الأذٛكح ٔتكٍٛ انًُحُٛكاخ انركٙ ًٚثهٓكا انحكم  cأٔجد انًًٛك  -5

 انشاذ ) أٌ ٔجد (



2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

( )( 1) 2 0

( )2 2 1 0

( ) ( 1) ( 1) 0

i x p xyp x

ii y p xyp x y

iii p x y

   

    

   

 

نهًعادلاخ انرفاضهٛح الأذٛكح ٔتكٍٛ انًُحُٛكاخ انركٙ ًٚثهٓكا يثُٛكا  pأٔجد انًًٛ   -6

 انحم انشاذ ) أٌ ٔجد ( ثى أٔجد انحم انعاو 
2

2

2 2

2 2 2

( ) yp 2 xp y 0

( )3xp 6 yp x 2 y 0

( )4 xp (3x 1) 0

(iv) p 2px 4 x y 0

i

ii

iii

  

   

  

  

 

 yحم انًعادلاخ انرفاضهٛح تاعرثازْا خانٛح يٍ   -7
2

2 2

2

( ) ( 1)

( )2 1

( )

( )

( ) cos 1

( ) ( ) 2(1 ) 1

( ) 2n n x

i xy y y

ii x y y

iii y y xy

iv y ecx

v x a x y x y

vi y y e

   

 

   

 

    

 

 

 xحم انًعادلاخ انرفاضهٛح تاعرثازْا خانٛح يٍ    -8
2

2

2

2

2

2 3

2 2

( )

( ) (3 2 ) 0

( ) y 1

( ) 1

( )2 yy y

( ) yy y y

(vii) yy y 2ay 0

i yy y

ii y y y y

iii y y

iv y y

v

vi

 

    

  

  

 

   

   

 

 حم انًعادلاخ انرفاضهٛح انًرجاَسح الأذٛح :   -9

2

2 2 2 2

2 2 2

( ) 0

( ) 5 0

( )2

( )(2 ) 0

i xy xy y

ii x y xy y

iii x yy y x y

iv yy y x y

   

   

  

   

 

 

 

    من الرتبة الأولي و الذرجات العليا  المعادلات التفاضلية الخطية              
 



 

 

 

 

دزسُا فٙ انثاب الأٔل كٛفٛح حم انًعادلاخ انرفاضهٛح يٍ انسذثح الأٔنٙ ٔ اندزجح الأٔنٙ ٔفٙ ْرا 

انثاب سٕف َدز  كٛفٛح حم انًعادلاخ انرفاضهٛح يٍ انسذثح الأٔنٙ ٔ اندزجاخ الأعهٗ ٔ 

انًعادلاخ انرٙ سٕف َدزسٓا ْٙ  

(iٙيعادلاخ لاتهح نهحم ف )p(         ii ٙيعادلاخ لاتهح نهحم ف )x 

((iii ٙيعادلاخ لاتهح نهحم ف y 
 p انًعادلاخ انقاتهح نهحم فٙ 1-

َعرثس انًعادنح انرفاضهٛح يٍ انسذثح الأٔنٙ ٔ اندزجاخ انعهٛا ْٙ :- 

1

1 1(1)( ) ( ) ..... 0n n

n n

dy dy dy
L L L

dx dx dx



     

حٛ  أٌ 
0 1, ,......., nL L L ٙدٔال ف ,x y 

dyَفس  أٌ 
p

dx
  ٗ( ذصث  عهٙ انصٕزج .1انًعادنح )تانران 

0... 1

2

2

1

10  



nn
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  nانطسف الأٚسس نٓرِ انًعادنح عثازج عٍ كثٛسج حدٔد يٍ اندزجح
  عهٙ انصٕزج .pفاذا أيكٍ حهٓا تانُسثح إنٙ 

1 2( )( )......( ) 0np m p m p m    
حٛ  

1 2, ,......., nm m m ٙدٔال ف,x y 

ْٔرِ يعادلاخ ذفاضهٛح يٍ انسذثح الأٔنٙ ٔ اندزجح الأٔنٙ . 

1 2

1 2

, p ,......., p

. .

(x, y), (x, y),....., (x, y)

n

n

p m m m

i e

dy dy dy
m m m

dx dx dx

  

  

 

 حهٕل ْرِ انًعادلاخ ًٚكٍ فسضٓا عهٙ انصٕزج 



 

 

 

1 2 2( , , ) 0 , ( , , ) 0,...., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c   

ٔٚكٌٕ انحم انعاو نهًعادنح ْٕ  

1 1 2 2(3) ( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c  

( ذًثم يجًٕعاخ يٍ انًُحُٛاخ 3انًعادنح )

1 1 2 2( , , ) 0, ( , , ) 0,...., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c   

إذا اسرثدنُا 
1 2, ,..., nc c c ٘تانثاتد الاخرٛاز c  ٔزسًُا انًُحُٛاخ 

1 2( , , ) 0, ( , , ) 0,...., ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c   

فإَُا َحصم عهٙ َف  انًُحُٛاخ .  إنٙ  ذر ٛس يٍ cٔجعهُا 

 ْٕ :- 1)انحم انعاو نهًعادنح )

1 2( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c  

 ْٕٔ ٚحرٕ٘ عهٙ ثاتد اخرٛاز٘ ٔاحد ٌٜ انًعادنح يٍ انسذثح الأٔنٙ .
( :- حم انًعادنح انرفاضهٛح اٜذٛح  1يثال )

2( ) 2 cosh 1 0
dy dy

x
dx dx

   

dyانحم :-  تٕضع 
p

dx
 

2 ( ) e e 0

( )( ) 0

,

,

x x x x

x x

x x

x x

p p e e

p e p e

dy dy
e e

dx dx

y e c y e c

   

  

 

   

 

الأ م انراو نهًعادنح ْٕ  
( )( ) 0x xy e c y e c     



 

 

ج ( :- أٔجد حم انًعادنح انرفاضه2ٙيثال )

dy) حٛ  
p

dx
)                    2 ( ) 0p x y p xy    

انحم :- تانرحهٛم  

2

1

2

(p x)( ) 0

1

2

x

p y

dy
p x x

dx

y x c

dy
p y y

dx

y c e

  

  

 

  



 

 انحم انعاو ْٕ : ∴

21
( )( ) 0

2

xy x c y ce    

 

 x انًعادلاخ انقاتهح نهحم فٙ 2-2

 ذ خر انصٕزج  xانًعادلاخ انرفاضهٛح انقاتهح نهحم فٙ

dy) حٛ  
p

dx
)                    (1) ( , )x f y p 

 y( تانُسثح إنٙ 1ٔتًفاضهح انًعادنح )
1dx f y f p

dy p y y p y

   
  

   
 

y,ْٔرِ يعادنح ذفاضهٛح فٙ انًر ٛسٍٚ  p  فإذا أيكٍ حهٓا عهٙ انصٕزج 

(2) ( , )y p c 

 َحصم عهٙ  1)فٙ انًعادنح ) yفإَّ تانرعٕٚض عٍ

( , )x f p c 

 يٍ p( ٔإذا نى ًٚكٍ حرف 2)3), يٍ انًعادنرٍٛ )p( ُٚر  تحرف 1انحم انعاو نهًعادنح )

 ( ذسًٙ تانًعادلاخ انثازا يرسٚح نهحم .2)3),انًعادنرٍٛ فإٌ انًعادنرٍٛ)



 

 

 

  ج:- حم انًعادنح انرفاضه1ٙ)يثال )
22x y ap ap   

انحم :  
2(1) 2x y ap ap   

   َجد أyٌتانرفاضم تانُسثح إنٙ

2

1
1 (2 2 )

1
(1 ) 2 (1 )

2

(2)

dp
a ap

p dy

dp
p a p

p dy

dy ap dp

y ap c

  

  



 

 

( َحصم عهٙ  1 فٙ انًعادنح )yٔتانرعٕٚض عٍ لًٛح 

(3) 2x ap c  

( ٔذن  كًا ٚهٙ  3( ، )2 )ذٍٛ يٍ انًعادلp ًٚكٍ حرف ِفلاخ  أٌ

2

2

2

,
2

( )

4

( ) 4 ( )

y c x c
p p

a a

x a y c

a a

x c a y c

 
 

 


  

 

 ْٔٙ يجًٕعح يٍ انقطاعاخ انًكاف ح 
:- حم انًعادنح انرفاضهٛح  (2)يثال 

 حٛ 
dx

dy
p                  

2x yp p  

 yانحم :- تانرفاضم تانُسثح إنٙ

2

2

2 1

2

1

2)
1

(

)
1

()2(

1
)2(

2
1

p

p
y

p

p

dp

dy

py
dp

dy
p

p

dp

dy
p

p
py

p
p

py
dy

dp

dy

dp
p

dy

dp
yp

p















 



 

 

 

يكايم ْٕ  الانعايم  ْٔرِ يعادنح ذفاضهٛح خطٛح يٍ انسذثح الأٔنٙ .

2 2

2

21

1 12

ln 1 2

2
2 2

2 2

2
2

2

1

2 2
( 1) 1

1 1

2
1

1

p p
dp dp

p p

p

e e

e p

d p p
y p p

dp p p

p
y p dp c

p

  



 
 

  


   

 

  




 

 ٔ ٚجاد ْرا انركايم َسر دو انرعٕٚض 

2
2

2

2

1 2

1

2

cosh sinh

2 2cosh
. sinh 2cosh

sinh1

1
(1 cosh 2 ) sinh 2

2

sinh cosh

1 sinh cosh

cosh 1

1
(1) (cosh )

1

p dp d

p
dp d d

p

d

y p c

p p p c

y p p c
p

  


   



   

  

  





 

 


   

 

   

   

  


  



   َحصم عهٗ انرانٗ فٙ انًعادنح الأ هٛحyتانرعٕٚض عٍ
2

2 1 2

2

1

2

(cosh )
1

(2) (cosh )
1

x yp p

p
p p c p

p

p
p c

p





 

   


 


 

ج . ذفاضهٙ( ذًثلاٌ انحم انثازا يرس٘ نهًعادنح ال1(،)2انًعادنراٌ )



 

 

 

 y انقاتهح نهحم فٙ انرفاضهٛح انًعادلاخ3 -2

 ًٚكٍ كراترٓا عهٙ انصٕزج . yانًعادلاخ انقاتهح نهحم فٙ
(1) ( , )y f x p  

 َحصم عهٗ xذفاضم تانُسثح إنٙ الب
f x f p

p
x x p x

   
 
   

 

x,ْٔرِ يعادنح ذفاضهٛح فٙ  p  فإذا أيكٍ حهٓا عهٙ انصٕزج 

(2) ( , )x p c 

( َحصم عهٙ  1 فٙ انًعادنح )xف َّ تانرعٕٚض عٍ لًٛح
(3) ( , )y p c 

 ٔ إذا ذ دز انحرف ذسًٙ 2)(،)3يٍ انًعادنرٍٛ )p ُٚر  تحرف 1)انحم انعاو نهًعادنح )

 تانًعادلاخ انثازا يرسٚح نهحم . 2)(،)3انًعادنرٍٛ )

 :- حم انًعادنح انرفاضهٛح اٜذٛح  1)يثال )
3(1)y p p  

انحم :-  

 َجد أٌ  xتانرفاضم تانُسثح إنٙ 

2 2

2

2

3 (1 3 )

1 3

3
(2) ln

2

dp dp dp
p p p

dx dx dx

p
dx dp c

p

x p p c

   


 

  

  

 ( ذًثم انًعادلاخ انثازا يرسٚح نهحم  .1(،)2انًعادنرٍٛ )

( :- أٔجد حم انًعادنح انرفاضهٛح : (2يثال 
2(1)y xp p  

َحصم عهٙ  xانحم : ترفاضم ْرِ انًعادنح تانُسثح إنٙ
2 2

(1 ) (2 1)

dy dp dp
p p xp

dx dx dx

dp
p p xp

dx

   

  

 

انحد الأٔس  حهٓا عُد ان سب تانرعٕٚض عُٓا 
2 1

1 (1 )

dx
x

dp p p p
 

 
 

  ْٔرِ يعادنح خطٛح .



 

 

 

انعايم انًكايم نٓا 
2

2ln(1 ) 21

2

(1 )

1
[ (1 ) ]

dp

ppe e p

d p
x p

dp p





   


 

 

ٔتانركايم َحصم عهٙ  
2

2

2

1
(1 )

(1 ) ln

ln
(2)

(1 )

p
x p dp c

p

x p p p c

p p c
x p

p


  

   

 
 





 

 َحصم عهٙ  1) فٙ )x( عٍ لٛى 2تانرعٕٚض يٍ )
2 3 2

2

2 3 2 2

2

p ln

(1 )

p ln (1 )
(3)

(1 )

p p p c
y p

p

p p p c p p
y

p

 
 



   




 

 ( ذًثلاٌ انحم انعاو فٙ انصٕزج انثازا يرسٚح .3 ، )2)ٔ انًعادنرٍٛ )

 يعادنح كهٛسٔخ 2-4

يعادنح كهٛسٔخ ذكٌٕ عهٗ انصٕزج  
( )y px f p ( 1) 

dyحٛ 
p

dx
 ٗتانرفاضم تانُسثح إنx   ٗذحصم عه

( )

[ ( )] 0

dp dp
p p x f p

dx dx

dp
x f p

dx

  

 

 



 

 

 

0ياا
dp

dx
ٔيُٓاp c( ٗعٍ 1 ٔتانرعٕٚض ف )ᵖ   َٗحصم عه 

(2) ( )y cx f c  

ْٔٗ يجًٕعح يعادنح يجًٕعح يٍ انًسرٕٚاخ  

) يا أ ) 0x f p   ٔيُٓا 

(3) ( )x f p  

 َحصم عهٗ x( ع1ٍٔتانرعٕٚض فٙ )

(4) ( ) p f (p)y f p   

)( َحصم عهٗ علالح ت3ٍٛ( ، )4يٍ )p تحرف , )x y  عهٗ انصٕزج

( , ) 0x y  (5) 

( ًْا 3( ، )4( ٔذكٌٕ انًعادنرٍٛ )1( ذًثم حم أخس نهًعادنح )5انًعادنح )

 انثازايرسٚراٌ نٓرا انحم . انًعادنراٌ

ْٗ حم خا  ٔعهٗ انعًٕو لا ف( لا ذحرٕٖ عهٗ ثاتد اخرٛاز٘ 5انعلالح )

ٚسرُر  ْرا انحم يٍ انحم انعاو تٕضع لًٛح خا ح نهثاتراٌ . 

( ذًثم انحم 2انًعادنح )ٔ( ْٕ "حم  اذ " أٔ حم "يفسد" 5انحم ان ا  )

 .cانعاو ْٔٗ يعادنح يجًٕعح يٍ انًسرقًٛاخ ذاخ انثازايرس

  c( ج  ٛا تانُسثح إن2ٗ ٚجاد يعادنح "ان لاف" نٓرِ انًجًٕعح َفاضم )
( )

( )

x ( )

y cx f c

o x f c

f c

 

 

 

 

 أ٘ أٌ طسٚقح إٚجاد انحم انًفسد ْٙ َف  طسٚقح إٚجاد ان لاف . 



 

 

 

 ( :- أٔجد انحم انعاو ٔانحم انًفسد نهًعادنح انرفاضهٛح الأذٛح : 1يثال) 
(1) y (1 )xp ap p   

 انحم : -
َجد أٌ   xتانرفاضم تانُسثح إنٗ

( 2 )

( 2 ) 0

0

dp dy
p p x a ap

dx dx

dp
x a ap

dx

dp
p c

dx

   

  

  

 

 انحم انعاو نهًعادنح ْٕ
2y cx ac ac   

أٔ  
(2) 2 0x a ap   

)تحرف )p( ٍَٛجد أٌ  2( ، )1 يٍ انًعادنر )
2( )

4

x a
y

a


 

أ٘ أٌ  
2( ) 4x a ay  

ْٔرا ْٕ انحم انًفسد ًٔٚثم  لاف يجًٕعح انًسرقًٛاخ انًًثهح تانحم 

 انعاو . 

 :- أٔجد انحم انعاو ٔانحم انًفسد نهًعادنح انرفاضهٛح  2)يثال )

21

ap
y xp

p
 


 

  َحصم عهٗ xانحم : تانرفاضم تانُسثح إنٗ
 

dx

dp

p

a

dx

dp
xpp

2
3

)1( 2


 
ترن  ٚكٌٕ  

3
22

[ ] 0
(1 )

a dp
x

dxp
 


 

0ياايُٓا ٚكٌٕ 
dp

p c
dx

   



 

 

 

انحم انعاو نهًعادنح انرفاضهٛح ْٕ  تانرانٗ 

2
(2) y xc

1

ac

c
 


 

ْٔٗ ذًثم يجًٕعح يٍ انًسرقًٛاخ.  

أٔ  

3
22

(3)
(1 )

a
x

p
 


 

 َجد أٌ  x( عٍ لًٛح1( فٙ )3تانرعٕٚض يٍ )

3
2

3

2
(4)

(1 )

ap
y

p



 

 p نهحم انًفسد ٔتحرفانثازايرسٚراٌ( ًْا انًعادنراٌ 4( ، )3انًعادنرٍٛ )

( َجد 3( َحصم عهٙ انًعادنح انكازذٛ ٚح نهحم انًفسد يٍ )4( ، )3تٍٛ )

أٌ  
2

3

2 2 2 2
3 3 3 3

2 2 2 2 2
3 3 3 3 3

2 2 2
3 3 3

2

3

2

( )

( ) ( ) [( ) 1]

( )

a
p

x

y xp

a
y x p x

x

y a x a x

x y a

 

 

     

    

 

 

ْٕٔ انحم انًفسد نهًعادنح انرفاضهٛح ْٕٔ  لاف يجًٕعح انًسرقًٛاخ انرٙ 

 ًٚثهٓا انحم انعاو . 

 أٔجد انحم انعاو ٔانحم انًفسد نهًعادنح انرفاضهٛح  -3) :يثال )
sin cos cos sinpx y px y p  

 َكرة انًعادنح عهٗ انصٕزج  انحم :

1

1

sin cos cos sin

sin(px y) p

px y sin

(1) sin

px y px y p

p

y xp p





 

 

 

 

 

 ْٔرِ  ٕزج يعادنح كهٛسٔخ .



 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 َجد أٌ  xتانرفاضم تانُسثح إنٗ

2

2

1

1

1
[ ] 0

1

0

dp dp
p p x

dx dxp

dp
x

dx p

dp
p c

dx

  


 


  

 

انحم انعاو ْٕ  
1

2

2

sin

1

1

1

y cx c

x
p

x
p

x

 







 

( َجد أٌ  1تانرعٕٚض فٙ )

2 1 2 1

2

1
1 sin 1 1y x x sx x

x

        

ْٔرا ْٕ انحم انًفسد ًٔٚثم  لاف انًسرقًٛاخ . 
1siny cx c  



 
 

 
 

 
 لحل معادلة اويلر الخطية نستخذم التعويض التالى

 



 
 

 

 



 
 ارا الحل العام لمعادلة اويلر هو

 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 
 ارا

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 



 

 
 ( ذصث 1انًعادنح )
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