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 مقدمة وتعريف:

و الصيغة تلعب الدعادلات التفاضلية دوراً هاماً في العلوم الطبيعية. فعند دراسة بعض الظواهر الطبيعية أحياناً لا يمكن الحصول على القانون أ
قاتها التفاضيرلية. مايرا هيرو الرياضية بين الدتغيراات اليرت تصيرذ هيرلظ الظيرواهر مباويررة  ولكيرن يمكيرن ة يراد عة يرة رياضيرية تيرربغ بيرين هيرلظ الدتغيراات وم يرت

بعيريرض  الحيريرال في الفياييريراله والذندسيريرة دادايريراً تيريردل هيريرلظ العة يريرة واليريرت تيريرربغ بيريرين الدتغيريراات وم يريرتقاتها التفاضيريرلية عليريرى مبيريردأ أساسيرير  لقيريرانون معيريرين يصيريرذ
 لتفاضلية ماا يل :الظواهر الفيايادية والذندسية. مثل هلظ العة ة تعُرف بالدعادلة التفاضلية ومن ثم يمكننا تعريذ الدعادلة ا

( في متغا مستقل واحد أو أمثر من متغا مسيرتقل وبيرين الد يرتقات التفاضيرلية الدةتلفيرة متغا تابع ة بين دالة لرهولة )ه  عة المعادلة التفاضلية:
لية. وأمثليرة عليريرى  ليريرا الدعيريرادلات لذيرلظ الداليريرة بالنسيريربة لذيرلظ الدتغيريراات. وبصيريرورة عاميرة فيريرتن الدعادليريرة التفاضيريرلية هير  معادليريرة  تيريروي عليرى م يريرتقات تفاضيرير

 الآتية:

(1) .5 x
dx

dy
                  

(2)  .023
2

2

 y
dx

dy

dx

yd
 

(3) .3 y
dx

dy
x        

(4)  .cos)(2 2

2

2

3

3

x
dx

dy

dx

yd

dx

yd
  

(5)  .3)()( 232

2

2

xy
dx

dy

dx

yd
  

(6)  .
y

z
xz

x

z









 

(7)  .2

2

2

2

2

yx
y

z

x

z










 

 
 هما: تنقسم المعادلات التفاضلية إلى نوعينو 

 النوع الأول ) المعادلات التفاضلية العادية (:
بالنسبة لذلا الدتغا وفيه تكون العة ة بين الدالة المجهولة ) الدتغا التابع ( في متغا مستقل واحد فقغ وبين الد تقات التفاضلية الداكنة لذلظ الدالة   

هير   xحيير  (5)ةلى  (1)نوع من الدعادلات هو موضوع دراستنا في هلا الدقرر ةن واله الله. وأمثليرة  ليرا في اثمثليرة السيريرابقة ميرن الدستقل. وهلا ال
 ه  الدالة المجهيرولة ) الدتغا التابع (. yالدتغا الدسيرتقل  

 جزئية (:النوع الثاني ) المعادلات التفاضلية ال
الداليريرة بالنسيريربة وفييريره تكيريرون العة يريرة بيريرين الداليريرة المجهوليريرة ) الدتغيريرا التيريرابع ( في أمثيريرر ميريرن متغيريرا مسيريرتقل وبيريرين الد يريرتقات التفاضيريرلية ا ادييريرة الداكنيريرة لذيريرلظ  

 (.الدتغا التابعه  الدالة المجهولة ) zة  ه  الدتغاات الدستقل ,yxحي  (7),(6)لدتغااتها الدستقلة. وأمثلة  لا في اثمثلة السابقة 
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 رتبة المعادلة التفاضلية:
معيرادلات تفاضيريرلية ميرن الرتبيرة اثولى.  (6),(3),(1)ه  رتبة أعلى م تقة تفاضلية موجودة بالدعادلة. فاثةً الدعادلات التفاضلية في اثمثليرة السيريرابقة 

فه  معادلة تفاضلية من الرتبة  (4)معادلات تفاضلية من الرتبة الثانية. أما الدعادلة التفاضلية في الدثال  (7),(5),(2)مثلة والدعادلات التفاضلية في اث
 الثالثة.

 درجة المعادلة التفاضلية:
قة معيرادلات تفاضيريرلية ميريرن الدرجيريرة فاثمثليريرة السيريراب –أي هيرير  القيريروة الدرفوعيرة ةليهيريرا رتبيريرة الدعادليرة  -هير  درجيريرة أعليريرى م يرتقة تفاضيريرلية موجيريرودة بالدعادليرة 

 فه  معادلة تفاضلية من الدرجة الثانية. (5)اثولى ماعدا الدثال 
 حل المعادلة التفاضلية:

لية  وبصيرفة أي دالة  قق طرفي الدعادلة التفاضلية تُساى حةً للاعادلة. وطريقة الحصول على حل الدعادلة التفاضلية تُساى تكامل الدعادلة التفاضير
 من الثوابت الاختيارية و قق الدعادلة. nتن الحل العام ) اثصل التام ( للاعادلة التفاضلية هو أي عة ة بين الدتغاات  توي على عددعامة ف

خالية من الثوابت الاختيارية. وهلظ الدعادلة  nتبةمن الثوابت الاختيارية تعُط  معادلة تفاضلية من الر  nماا أن مل عة ة  توي على على عدد
ضيرل الحيرل التفاضلية تُساى الدعادلة التفاضلية الدرافقة للحل العام  ويمكن الحصول على هلظ الدعادلة بعد حيرلف الثوابيرت ميرن الحيرل العيرام و ليرا بتفا

 من الثوابت الاختيارية. nل العام ي تال على عددمن الدرات ة ا مان الح nالعام عدد

 :أمثلة
CBxAxyأوجد الدعادلة التفاضلية الدرافقة للحل العام  :(1مثال )  2 . 
CBAي تال على ثةث ثوابت اختيارية yحي  ةن الحل العام الحل: فتنه يلام ا يراد معادليرة تفاضيرلية ميرن الرتبيرة الثالثيرة  و ليرا بيرتجراله عالييرة  ,,

 ثةث مرات متتالية  و لا لحلف الثوابت ماا يل : xبالنسبة ةلى الدتغا الدستقل yالتفاضل للاتغا

.2 BAx
dx

dy
  

.2
2

2

A
dx

yd
  

.0
3

3


dx

yd
 

 فتكون ه   ومن الرتبة الثالثة   والدعادلة اثخاة خالية من الثوابت الاختيارية 
 الدعادلة التفاضلية الدرافقة للحل العام.

 أوجد الدعادلة التفاضلية الدرافقة للحل العام: :(2مثال )
 xBxAy  sincos  . 

 ثابت معين. ياريان ثابتان اخت ,BAحي 
 حي  ةن الحل العام ي تال على ثابتين اختياريين فتن الدعادلة التفاضلية الدطلوبة ستكون من الرتبة الثانية. الحل:

 مرتين متتاليتين ماا يل : yونحصل عليها بتفاضل
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.cossin xBxA
dx

dy
   

.

)sincos(

sincos

2

2

22

2

2

y

xBxA

xBxA
dx

yd













 

02وة اً الدعادلة الدطلوبة تكون 

2

2

 y
dx

yd
. 

 الحل الخاص للمعادلة التفاضلية:
الذندسيرية هو حل نحصل عليه من الحل العيرام للاعادليرة باعطيراله  يريي معينيرة للثوابيرت الاختيارييرة الداخليرة في تكيروين الحيرل العيرام للاعادليرة. وميرن الناحييرة 

 ( من الدنحنيات   بيناا يمثل الحل الخاص للاعادلة التفاضلية منحنى واحد من هلظ الدنحنيات.ة يمثل لراوعة )عادلةة التفاضليالحل العام للاعادل

 
 لباب الثانيا

 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى:

 يمكن متابة الدعادلة التفاضلية من الرتبة اثولى والدرجة اثولى في الصورة:
0),(),(  dyyxNdxyxM  

),(,),(حي  yxNyxM دوال فيyx,. 

0الدعادلة التفاضلية  :مثال 





xy

xy

dx

dy  :يمكن متابتها في الصورة 

0)()(  dyxydxxy  

xyyxNxyyxMحي    ),(,),( . 
لكل الدعادلات التفاضلية من الرتبة اثولى والدرجة اثولى فتننا سنقتصر على دراسة بعض  ونظراً لعدم ةمكانية ةعطاله  اعدة عامة لإ اد الحل العام

م لذا. ومن هلظ أنواع الدعادلات التفاضلية من الرتبة اثولى والدرجة اثولى   والت يمكن باستةدام  واعد معينة أو  ويةت مناسبة ة اد الحل العا
 اثنواع ما يل :

 (.تغيرات القابلة للفصل )للانفصالتفاضلية ذات الم( المعادلات ال1)
 ( المعادلات التفاضلية المتجانسة.2)
 ( المعادلات التفاضلية القابلة للتحويل إلى معادلات متجانسة.3)
 ( المعادلات التفاضلية التامة.4)
 ( المعادلات التفاضلية الخطية.5)
 ( معادلة برنولي التفاضلية.6)
 لتفاضلية.( معادلة ريكاتي ا7)

 وسنتاول مة من هلظ اثنواع بال رح والتفصيل ةن واله الله فياا يل .
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 (:تغيرات القابلة للفصل )للانفصال( المعادلات التفاضلية ذات الم1)
 تُكتب الدعادلة التفاضلية من الرتبة اثولى والدرجة اثولى على الصورة:

0),(),(  dyyxNdxyxM    
 ا ماا يل :والت يمكن فصل متغااته

0)()()()( 2211  dyygxfdxygxf         (1) 

فقغ  والطرف الآخر على  xولحل مثل هلظ الدعادلة لابد من ضرب طرفيها في صيغة معينة بحي  يصبح أحد طرفيها لزتوياً على دالة في الدتغا
 رة:فقغ. أي تصبح على الصو  yدالة في الدتغا

dy
yg

yg
dx

xf

xf

)(

)(

)(

)(

1

2

2

1  . 

 ثم بعد  لا بتكامل طرفي الدعادلة نحصل على الحل العام.

 :أمثلة
 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية: :(1-1مثال )

0)1(  dyxdxxy . 

 نكتب الدعادلة في الصورة: الحل:
dyxdxxy )1(   

)1(دلة علىثم نفصل الدتغاات و لا بقساة طرفي الدعا xy :فنحصل على 

y

dy
dx

x

x


 )1(
 

    وبتكامل الطرفين:  y

dy
dx

x

x

)1(
 

   



y

dy
dx

x
dx

)1(

1
 

 cyxx  ln)1(ln . 

ccثابت التكامل  وبوضع cحي  ln :لتبسيغ الحل نحصل على 
    cyxx lnln)1(ln   

 .)1( xexcy   

 وهلا هو الحل العام الدطلوب.
 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية: :(2-1مثال )

0)1()1( 22  dyxydxyx  

 نكتب الدعادلة في الصورة: الحل:
dyxydxyx )1()1( 22   

)1)(1(ثم نفصل الدتغاات و لا بقساة طرفي الدعادلة على 22  xy  
 فنحصل على:
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dy
y

y
dx

x

x

11 22 



 

 وبتكامل الطرفين:

      



dy

y

y
dx

x

x

11 22
 

   



dy

y

y
dx

x

x

1

2

2

1

1

2

2

1
22

 

 .ln)1ln(
2

1
)1ln(

2

1 22 cyx   

 c
y

x
ln)

1

1
ln( 2

1

2

2





 

 c
y

x





2

1

2

2

)
1

1
(  

 )1(
1

1 2

2

2  x
c

y  

 .1)1(
1 2

2
 x

c
y  

 و الحل العام الدطلوب للاعادلة التفاضلية.وهلا ه
 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية: :(3-1مثال )

0cossincoscos 2  dyxecydxxy  

 نكتب الدعادلة في الصورة: الحل:
dyxecydxxy 2cossincoscos   

xecyثم نفصل الدتغاات و لا بقساة طرفي الدعادلة على 2coscos  
 فنحصل على:

dy
y

y
dx

xec

x

cos

sin

cos

cos
2

  

 وبتكامل الطرفين:

.
cos

sin
cossin

cos

sin

cos

cos 2

2     dy
y

y
dxxxdy

y

y
dx

xec

x
 

 cyx ln)ln(cossin
3

1 3   

 .cos
3sin

3

1
x

eyc   

(ومنها يكون 
1

(cos
3sin

3

1

1
x

e
c

y  . 

 وهلا هو الحل العام الدطلوب للاعادلة التفاضلية.
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 :تمارين
 ل العام لكل من الدعادلات التفاضلية الآتية:أوجد الح

1. 
dx

dy
yxyyx  ;.02)1( 22

 

2. .2cot  yxy  

3. .0)( 2222  xyyyyxx  

4. .011 22  dxydyx  
 ( المعادلات التفاضلية المتجانسة:2)

),(: تُساى الدالةتعريف yxM دالة متجانسة من الدرجةn :ة ا  قق ال رط 
).,(),( yxMyxM n   

 :أمثلة
yxxyxfالدالة :(1-2مثال ) 34),(   .دالة متجانسة من الدرجة الرابعة 

 و لا ثن:

).,(

)(

)()()(),(

4

344

34

yxf

yxx

yxxyxf













 

الدالة :(2-2مثال )
x

y
eyxf x

y

tan),(   متجانسة من الدرجة صفر.دالة 

 و لا ثن:

).,(

tan

tan),(

0 yxf

x

y
e

x

y
eyxf

x

y

x

y






 









 

xxxyxfالدالة :(3-2مثال ) cos.sin),( 2  .دالة غا متجانسة 
 و لا ثن:

).,(

)cos().sin()(),( 2

yxf

xxxyxf

n






 

),(),(0: يقُال أن الدعادلة التفاضلية تعريف  dyyxNdxyxM متجانسة ة ا مانت مل من),(),,( yxNyxM  دالتين متجانستين
 ولذاا نفس درجة التجانس.

 ولإ اد الحل العام للاعادلة التفاضلية الدتجانسة: 

0),(),(  dyyxNdxyxM      (1). 

 نتبع الخطوات التالية:
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 في الصورة: (1)نضع الدعادلة -1

),(

),(

yxN

yxM

dx

dy 
      (2). 

  ات أعلى xعلى (2)نقسي مل من البسغ والدقام في الطرف اثيمن للاعادلة -2

 الدرفوعة ثمبر أس( فنحصل على معادلة في الصورة: x وى )أي نقسي على

)(
x

y
f

dx

dy
      (3). 

zنضع  -3
x

y
 ومن ثم يكون 

dx

dz
xz

dx

dy
  على معادلة تفاضلية تكون  ابلة لفصل الدتغاات في  نحصل (3)وبالتعويض في الدعادلةzx, 

. 

zنجري عالية التكامل ثم نضع بعد  لا  -4
x

y
 .لنعود ةلى الدتغاات اثصلية 

 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية: :(4-2مثال )
.0)()(  dxxydyyx  

 ة في الصورة:بوضع الدعادل  الحل:

yx

yx

dx

dy




 . 

 نحصل على: xوبقساة مل من البسغ والدقام في الطرف اثيمن على

.

1

1

x

y
x

y

dx

dy





  

وباستةدام التعويض 
x

y
z  ومن ثم يكون 

dx

dz
xz

dx

dy
 :وبالتعويض في الدعادلة نحصل على 

.
1

1

z

z

dx

dz
xz




  

.
1

)12(

1

1

1

1

2

2

z

zz

dx

dz
x

z

zzz

dx

dz
x

z
z

z

dx

dz
x

















 

 وبفصل الدتغاات نحصل على:

.
12

)1(1
2

dz
zz

z
dx

x 


  

 وبتجراله عالية التكامل على الطرفين ماا يل :
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.ln)12ln(
2

1
ln

12

22

2

1

2

2

czzx

dz
zz

z

x

dx









 

 

 ومنها يكون:

122 


zz

c
x . 

zوبوضع
x

y
 :نحصل على 

.2

)12(

22

2

2

2
2

cxxyy

c
x

y

x

y
x




 

 وهلا هو الحل العام الدطلوب للاعادلة التفاضلية.
 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية: :(5-2مثال )

.tan
x

y
xy

dx

dy
x   

 بوضع الدعادلة في الصورة:  الحل:

.

tan

x

x

y
xy

dx

dy


  

.tan
x

y

x

y

dx

dy
  

وبوضع 
x

y
z  ومن ثم يكون 

dx

dz
xz

dx

dy
 :وبالتعويض في الدعادلة نحصل على 

.tan

tan

z
dx

dz
x

zz
dx

dz
xz





 

 وبفصل الدتغاات نحصل على:

.
tan

1
dz

zx

dx 
  

 وبتجراله عالية التكامل على الطرفين نحصل على:
.ln)ln(sinln czx   

.sin

sin

x

c

x

y

x
z

c





 

 ة.وهلا هو الحل العام الدطلوب للاعادلة التفاضلي
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 :تمارين
 أوجد الحل العام لكل من الدعادلات التفاضلية الآتية:

1. .0)2( 22  dyxdxxyy  

2. ).2(2 223 yxyyx   

3. .2)( 22 xyyyx   

4. .)()( 332 dxyxdyxy   

5. .22 yxy
dx

dy
x   

6. .x

y

xeyyx   

7. ).cos(ln
x

y
yyx   

 ( المعادلات التفاضلية القابلة للتحويل إلى معادلات متجانسة:3) 
 :الدعادلات التفاضلية الت تكون على الصورة 

).( byaxfy   

 دالة متصلة. fحي 
zbyaxبوضع   .فيها تتحول ةلى معادلة متجانسة   أو ةلى معادلة  ابلة لفصل الدتغاات مباورة يمكن حلها ماا سبق 

 :والدعادلات التفاضلية الت تكون على الصورة 

).(
222

111

cybxa

cybxa
fy




  

 دالة متصلة. لذا حالتين هما: fحي 

ة ا مان  -1
2

2

1

1

b

a

b

a
  

0,0الخطين الدستقياين  أي 222111  cybxacybxa يكونا متوازيين 
zybxaفبوضع   zybxaأو  11   في الدعادلة تتحول ةلى معادلة متجانسة يمكن حلها أيضاً ماا سبق.  22

ة ا مان أما  -2
2

2

1

1

b

a

b

a
  

0,0أي الخطين الدستقياين  222111  cybxacybxa يكونا متقاطعين 
),(نقطة تقاطعهاا ه  نفنوجد نقطة تقاطعهاا و لا بحل معادلتيهاا معاً جبرياً   ولتك   ثم بوضع  yyxx فتتحول  ,

 يمكن حلها أيضاً ماا سبق. أو ةلى معادلة  ابلة لفصل الدتغاات مباورةالدعادلة ةلى معادلة متجانسة 

 :أمثلة
 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية:: (1-3مثال )

.32)542(  yx
dx

dy
yx  
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: نضع الدعادلة في الصورة الحل
542

32






yx

yx

dx

dy
 

 وواضح أن
2

2

1

1

b

a

b

a
   حي

4

2

2

1





 أي أن الخطين الدستقياين متوازيين. 

zyxوبوضع    ومن  لا يكون: 2

).1(
2

1
21

dx

dz

dx

dy

dx

dz

dx

dy
  

 وبالتعويض في الدعادلة نحصل على:

.

)
2

5
(2

3
)1(

2

1






z

z

dx

dz
 

.0)52(

52

1

52

6252

52

62
1

52

62
1























dxdzz

zdx

dz

z

zz

dx

dz

z

z

dx

dz

z

z

dx

dz

 

 وبالتكامل نحصل على:

.0)2(5)2(

05

2

2





cxyxyx

cxzz
 

 وهلا هو الحل العام للاعادلة.
 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية:: (2-3مثال )

.0)15()55(  dxyxdyyx  

 نضع الدعادلة في الصورة: الحل:

.
55

15






yx

yx

dx

dy
 

واضح أن 
2

2

1

1

b

a

b

a
   حي

5

1

1

5





 أي أن الخطين الدستقياين متقاطعين.  

055,015بحل معادلت الدستقياين   yxyx 1,0(معا نحصل على نقطة التقاطع(),( yx . 
1,0بوضع و   yyxx :نحصل على 

.

51

5

5

5

555

115

x

y
x

y

yx

yx

yx

yx

dx

dy














  

zوبوضع 
x

y
  فيكون

dx

dz
xz

dx

dy
 :وبالتعويض نحصل على 
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.
15

55

51

)51(5

51

5

51

5

2





















z

z

dx

dz
x

z

zzz

dx

dz
xz

z

z

dx

dz
x

z

z

dx

dz
xz

.)
1

1
(

5

1
)

55

10
(

2

1

)
55

210
(

2

1
)

55

15
(

22

22

dz
z

dz
z

z

x

dx

dz
z

z

x

dx
dz

z

z

x

dx



















 

 وبالتكامل نحصل على:

.tan
5

1
)55ln(

2

1
ln 12 czchzx    

.)(tan
5

1
)55ln(

2

1
ln 1

2

2

c
x

y
ch

x

y
x  

 

 وهلا هو الحل العام للاعادلة.
 ( المعادلات التفاضلية التامة:4) 
 :الدعادلة التفاضلية الت في الصورة 

0),(),(  dyyxNdxyxM  . 
ة ا مان 

x

N

y

M








  .فتنها تُساى معادلة تفاضلية تامة 

 ع عدم تكرار أي حد من ناتج التكامل.والحل العام للاعادلة التفاضلية التامة نحصل عليه مباورة بالتكامل م

أما ة ا مان 
x

N

y

M








  فتن الدعادلة لا تكون تامة. و علها تامة لابد من ضربها 

 نوجدظ من أحد العة تين الآتيتين: في معامل تكامل 
dx

N

NM xy

e





)(

    .
)( dy

M

MN yx

e






  

حي  
x

N
N

y

M
M xy









 , . 

 . yأو في الدتغا xدالة فقغ ةما في الدتغا بحي  يكون هلا الدعامل

 :أمثلة
 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية:: (1-4مثال )

.0)sin(sin)cos(cos  dxxyydyyxx  

  الحل:

.cossin,sincos

).cos(cos),(,)sin(sin),(

yxNxyM

yxxyxNxyyyxM

xy 


 

واضح أن
x

N

y

M








    ومن ثم تكون الدعادلة تامة 
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 ولإ اد الحل العام لذا نجري عالية التكامل على حدود الدعادلة ماا يل :

   0)sin(sin)cos(cos cdxxyydyyxx  

.0cossinsincos  cxyyxyxxy  

 وبحلف تكرار الحدود في ناتج التكامل نحصل على الحل العام للاعادلة:
.0sincos  cyxxy  

 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية:: (2-4مثال )
.0)()1( 2  dyxxydxxy  

  الحل:

.2,

).(),(,)1(),( 2

xyNxM

xxyyxNxyyxM

xy 


 

 واضح أن
x

N

y

M








    ومن ثم تكون الدعادلة غا تامة 

 الآتيتين:من أحد العة تين  لللا  ب أن نوجد معامل تكامل 
dx

N

NM xy

e





)(

    .
)( dy

M

MN yx

e






  

.
1)

1
ln(

ln

1

)(

)(
)

2
()( 2

x
eeeeee xx

dx
x

dx
xyx

xy
dx

xxy

xyx
dx

N

NM xy













 











  

 . xدالة فقغ في الدتغا واضح أن

وبضرب طرفي الدعادلة في 
x

1
 :تصبح على الصورة 

.0)()
1

(  dyxydxy
x

 

 الحالة يكون: وفي هلظ

.1,1

).(),(,)
1

(),(





xy NM

xyyxNy
x

yxM
 

 أي أن الدعادلة تصبح تامة.
 وبتجراله عالية التكامل على حدودها نحصل على:

0
2

ln
2

 cyx
y

yxx  

 وبحلف تكرار الحدود في ناتج التكامل نحصل على حل الدعادلة:

0
2

ln
2

 c
y

yxx  

 ( المعادلات التفاضلية الخطية:5)
 فاضلية الت في الصورة:الدعادلة الت 
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).()( xfyxg
dx

dy
  

 تُساى معادلة تفاضلية خطية.
 والحل العام لذا يعُطى من العة ة:

  .)( cdxxfy   

 معامل تكامل  يعُطى من العة ة: حي 

.
)( dxxg

e  

 :أمثلة
 ة التفاضلية:أوجد الحل العام للاعادل: (1-5مثال )

.x
x

y

dx

dy
  

)()(واضح أن الدعادلة التفاضلية خطية على الصورة الحل: xfyxg
dx

dy
  

xxfحي : 
x

xg  )(,
1

)(  

والحل العام لذا يعُطى من العة ة   cdxxfy )( : حي 

.
1ln

)
1

()(

x
eee x

dx
x

dxxg




 


  

 :وة اً الحل العام للاعادلة يكون

.)
1

()
1

( 2 xcxycx
x

y
cxdx

x
y

x
   

 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية:: (2-5مثال )

.)sin1()1( 22 dxxyxxdyx   

 نكتب الدعادلة على الصورة: الحل:

.
1

sin
)

1
(

22
x

x
y

x

x

dx

dy





  

)()(واضح أن هلظ الدعادلة التفاضلية خطية على الصورة xfyxg
dx

dy
 : حي 

22
1

sin
)(,

1
)(

x

x
xf

x

x
xg





  , 

ة اً الحل العام للاعادلة يعُطى من العة ة و   cdxxfy )(: 

2
)1ln(

2

1
)

1
()(

1
2

2

xeee
xdx

x

x
dxxg







  , 
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.cos1

)
1

sin
)(1(1

2

2

22

cxyx

cdx
x

x
xxy






 
 

 ( معادلة برنولي التفاضلية :6)
 :الدعادلة التفاضلية الت في الصورة 

.)()( nyxfyxg
dx

dy
  

1,0حي   nn فاضلية.تُساى معادلة برنولي الت 
  nyوالحل العام لذا يمكن الحصول عليه بقساة حدود هلظ الدعادلة على

zyواستةدام التعويض n 1  فتتحول الدعادلة بللا مباورة ةلى معادلة خطية 
 يمكن حلها ماا سبق.

yxأوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية : (1-6مثال )
x

y

dx

dy


4
 

2نكتب الدعادلة على الصورة  الحل:

1

)
4

( xyy
xdx

dy
 

zyوبوضع  


2

1
zyومن ثم يكون  1 2

1

2zyأي أن     :ًوة ا 

.2
dx

dz
z

dx

dy
  

xzzوبالتعويض في الدعادلة نحصل على 
xdx

dz
z  2)

4
(2 

.
2

)
2

(
x

z
xdx

dz
  

 والدعادلة اثخاة هلظ معادلة تفاضلية خطية الحل العام لذا يعُطى من العة ة:

cdx
x

z   )
2

(  ; 
2

ln2
)

2
( 1

x
ee x

dx
x 


 



 .  

 وة اً حل الدعادلة يكون:

.ln
2

1

2

1
)

2
)(

1
()

1
(

22
cxc

x

dx
cdx

x

x
z

x
   

zyوبالتعويض عن  :نحصل على 

.ln
2

cx
x

y
  

 وهلا هو الحل العام لدعادلة برنولي الدعطاة.
 ( معادلة ريكاتي التفاضلية :7)
 :الدعادلة التفاضلية الت في الصورة 

amal.rashid.masci
Highlight
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).()()( 2 xhyxfyxg
dx

dy
  

 تُساى معادلة ريكاتي التفاضلية.

والحل العام لذا يمكن الحصول عليه باستةدام التعويض 
z

yy
1

1   

بحي  تتحقق  xمدالة في  yحل خاص لذا )  د يعُطى في الدسئلة أو يمكن الحصول عليه بالتةاين   و لا باختيار مناسب للاتغا 1yحي 
 الدعادلة (  

 فتتحول الدعادلة بللا مباورة ةلى معادلة خطية يمكن حلها ماا سبق.
zyyةدام التعويضأو باست   حل خاص لذا  1yحي  1

 فتتحول الدعادلة بللا مباورة ةلى معادلة برنولي السابقة.
 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية:: (1-7مثال )

).)(1( xyxyy
dx

dy
  

 حل خاص لذا. 1yحي 
 ادلة على الصورة:نكتب الدع الحل:

.)21()1( 222 xyxyxxyxyxyyxy
dx

dy
  

 وواضح أنها معادلة ريكاتي التفاضلية حي :
.)(,21)(,1)( xxhxxfxxg   

وبوضع 
z

y
1

1  ومن ثم يكون
dx

dz

zdx

dy
2

1
  

 وبالتعويض في الدعادلة نحصل على:

.)
1

1)(21()
12

1)(1(

)
1

1)(21()
1

1)(1(
1

2

2

2

x
z

x
zz

x

x
z

x
z

x
dx

dz

z





 

.1

.1

))(21()12)(1( 222







xz
dx

dz

xz

xzzzxzzx
dx

dz

 

 ح أن الدعادلة اثخاة معادلة تفاضلية خطية على الصورة:وواض

 )()( xfzxg
dx

dz
   

 الحل العام لذل يعُطى من:

cdxxz   )1(  ; .
)1( xdx

ee 
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 وة اً حل الدعادلة يكون:

.

)1(

cxe

cdxedxexe

cdxexde

cdxexze

x

xxx

xx

xx

















 

 



 

zوبالتعويض عن 
y


1

 نحصل على: 1

.
1

cxe
y

e x
x







 

 وهلا هو الحل العام لدعادلة ريكاتي الدعطاة.
 

 :علي الباب الثاني تماريـن متنوعة
 أوجد الحل العام للاعادلات التفاضلية الآتية:

1. .011 22  dyxydxyx  

2. .)1()1( 22 dxxxdyxx   

3. aayaxy
dx

dy
ayx ;2)1()( 22222  constant. 

4. .)( 2yx
dx

dy
  

5. .)3()3( 2222 ydyxyxdxyx   

6. .cos 2

x

y
xy

dx

dy
x   

7. .43)3(  yx
dx

dy
xy  

8. babaxy
dx

dy
baxy ,;)(  constants. 

9. .0)1( 223  dyyxdxxy  

10. .
sin

x

x

x

y

dx

dy
  

11. .0)1()1( 2  dyxdxyx  

12. .0)2()( 22  dyxyxdxyxy  

13. .0)2()(  dyyxedxxe yy
 

14. .1 42 yy
dx

dy
x   

15. .222  xyy
dx

dy
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 :فكرة حل التاارين
zyx( بوضع 4( فصل متغاات   )11(   )3(   )2(  )1) . 
zxy( متجانسة وبوضع 12(   )6(   )5) / (  7 خطين متقاطعين في )(-1/2-,3/2) . 
 ( خطية.y/1(   )10( غا تامة )العامل الدكامل9( خطين متوازين   )8)
xy( ريكاتي )15( برنولي   )14( تامة   )13) /1 .)حل خاص لذا 
 
 

 الباب الثالث

 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأعلى من الأولى:

ا. وال كل العام للاعادلة التفاضلية من الرتبة وهلا النوع من الدعادلات يُساى أيضا الدعادلات التفاضلية الغا  ابلة للحل بالنسبة ةلى م تقاته
 يكون: nاثولى والدرجة

.0),(),(...),( 1

1

1  

 yxfpyxfpyxfp nn

nn
                                         (1) 

حي 
dx

dy
p  . 

لة تفاضلية أو عدد من الدعادلات التفاضلية )و لا بتحليلها( من الرتبة اثولى ولإ اد الحل العام لدثل هلظ الدعادلة التفاضلية نحاول  ويلها ةلى معاد
 والدرجة اثولى والت يمكن حلها بالطرق السابق  مرها في الباب الثاني.

 وينقسي هلا النوع من الدعادلات ةلى اث سام اثتية:
 .p( المعادلات التفاضلية القابلة للحل في1)

 .y( المعادلات التفاضلية القابلة للحل في2)
 .x( المعادلات التفاضلية القابلة للحل في3)
 ( معادلات لاجرانج التفاضلية.4)
 ( المعادلات اكليروت التفاضلية.5)

 وسنتاول مة من هلظ اثنواع بال رح والتفصيل ةن واله الله فياا يل .
 : pأولًا: المعادلات التفاضلية القابلة للحل في

ةلى عواميرل خطييرة حقيقييرة  ووسيراواة ميرل عاميرل ميرن هيرلظ العواميرل بالصيرفر  pباعتبيرارظ مثيراة حيردود في (1)ة ا أمكن  ليل الطرف اثيسر للاعادليرة 
 من الدعادلات التفاضلية  ات الرتبة اثولى والدرجة اثولى والت يمكن حلها بالطرق السابقة. nفتننا نحصل بللا على عدد
 على الصورة: (1)أي ة ا أمكن متابة الدعادلة 

.0))...()(( 21  nFpFpFp   
nFFFحي  ,...,,  . ,yxدوال في الدتغاين 21
)(0,)(0,,...)(0ووضع 21  nFpFpFp :أي أن 
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).,(,),(,),( 21 yxF
dx

dy
yxF

dx

dy
yxF

dx

dy
n  

 وبحل مل معادلة من هلظ الدعادلات نحصل على:
.0),,(,...,0),,(,0),,( 21  cyxFcyxFcyxF n  

 هو حاصل الضرب: (1)فيكون الحل العام للاعادلة التفاضلية 
 .0),,()...,,(),,( 21 cyxFcyxFcyxF n  

 :أمثلة
 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية: :(1مثال )

dx

dy
yxyyyxy  ;.0)(2

. 

ypنضع الحل:  :فتصبح الدعادلة في الصورة 
.0)(2  xypyxp  

 وبالتحليل نحصل على:
.0))((  ypxp  

 ووساة العوامل الناتجة من التحليل بالصفر نحصل على الدعادلات:
.0)(,0)(  ypxp  

 ومن  لا نحصل على:
., ypxp   

yأي أن:                                                       
dx

dy
x

dx

dy
 , 

 وهلظ معادلات من الرتبة اثولى والدرجة اثولى حلها يكون ماا يل :

.,
2

1

.,

2 xceycxy

ydxdyxdxdy





 

 وبللا يكون الحل العام للاعادلة التفاضلية الدعطاة هو:

.0))(
2

1
( 2  xceycxy  

 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية: :(2ال )مث

dx

dy
pxyxpyxyxxyp  ;.0)( 2222

. 

 نكتب الدعادلة في الصورة: الحل:
.0)()( 222  yxxpyxyxxyp  

 وبالتحليل نحصل على:
.0))((  xypyxxp  

 ووساة العوامل الناتجة من التحليل بالصفر نحصل على الدعادلات:
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.0,0  xypyxxp  

 أن:أي 

.0

.0





x
dx

dy
y

yx
dx

dy
x

 

 وهلظ معادلات من الرتبة اثولى والدرجة اثولى.

 0الدعادلة اثولى yx
dx

dy
x :نكتبها في الصورة 

.1
1

 y
xdx

dy
 

 واضح أنها معادلة خطية الحل العام لذا يعُطى من:

.;)1( ln

1

xeecdxy x
dx

x 


    

.0
2

2
)1(

2



 

x

cx
y

c
x

xycdxxxy

 

 0دلة الثانيةوالدعا x
dx

dy
y :نكتبها في الصورة 

.xdxydy   

 واضح أنها معادلة  ابلة لفصل الدتغاات الحل العام لذا يعُطى من:

.
2

1

2

1 22 cxy   

.0
2

1

2

1 22  cxy  

 وبللا يكون الحل العام للاعادلة التفاضلية الدعطاة هو:

.0)
22

)(
2

(
22

 c
xy

x

cx
y  

 :yثانياً: المعادلات التفاضلية القابلة للحل في
 هلا النوع من الدعادلات يكون في الصورة:

.;),(
dx

dy
ppxfy          (1) 

 ولإ اد الحل العام لذلا النوع من الدعادلات نتبع الخطوات اثتية:
 فنحصل على: xنفاضل طرفي الدعادلة بالنسبة ةلى -1

.
dx

dp

p

f

x

f

dx

dy









  

 أي أن:
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).,,(
dx

dp
pxFp   

 وهلظ معادلة تفاضلية من الرتبة اثولى والدرجة اثولى.

),,.(نحل هلظ الدعادلة -2
dx

dp
pxFp  :وليكن الحل في الصورة 

.0),,( cpx               (2) 

 p. وة ا لم يمكيرن فصيرل (1))ةن أمكن  لا( فنحصل بللا على الحل العيرام الدطليروب للاعادليرة اثصيرلية  (2),(1)بين الدعادلتين  pنحلف -3
)(,)()وليكن مثة pمدالة بارامترية في  ,yxبين الدعادلتين نعبر عن مل من pypx   وبالتالي يعُطى الحل العام للاعادلة اثصلية   )

 في الصورة البارامترية. (1)

 

 :أمثلة
 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية: :(1مثال )

dx

dy
yyyy  ;.0235

. 

ypنضع الحل:  :فتصبح الدعادلة في الصورة 
.0235  ppy             (1) 

 نحصل على: xوبالتفاضل بالنسبة ةلى

.)35(

)35(

)35(

3

24

24

dpppdx

dppppdx

dx

dp
ppp







 

 وبتكامل هلظ الدعادلة اثخاة نحصل على:

.
2

3

4

5 24 cppx                 (2) 

وثابيريرة الحيريرل  (2),(1). أو يمكيريرن اعتبيريرار الدعيريرادلتين  (2),(1) الدعيريرادلتين بيريرين pوالحيريرل العيريرام الدطليريروب للاعادليريرة التفاضيريرلية اثصيريرلية نحصيريرل علييريره بحيريرلف
 العام للاعادلة اثصلية في الصورة البارامترية.

 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية: :(2مثال )

dx

dy
px

p
pxy  ;.

16
2 2

2
. 

 نحصل على: x: بالتفاضل بالنسبة ةلىالحل

.32322

.)
32

(
32

2

2344

2

22

dx

dp
xxp

dx

dp
xppp

dx

dp
x

p
x

pdx

dp
xpp
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.0)32()32(

.032)32(

33

423





xppxp
dx

dp
x

xppxxp
dx

dp

 

.0))(32( 3  p
dx

dp
xxp  

)32(0والدعادليريريريريريرة اثخيريريريريريراة هيريريريريريرلظ تتحقيريريريريريرق عنيريريريريريردما يكيريريريريريرون 3  xp 0أو)(  p
dx

dp
x 32(وحييريريريريرير  ةن العاميريريريريريرل( 3 xp   لا يحيريريريريريريرتوي عليريريريريريرى

الد يرتقة
dx

dp 0تبار. ومن الدعادلة لللا لا يؤُخل في الإع)(  p
dx

dp
x :نحصل على 

.
x

dx

p

dp
  

 وبالتكامل نحصل على:
.cxp   

cxpوبالتعويض عن  :في الدعادلة اثصلية نحصل على 

.
16

2
2

2

c
cxy   

.0162 232  xcyc  

 طلوب للاعادلة التفاضلية اثصلية.وهلا هو الحل العام الد
 
 
 

 :xثالثاً: المعادلات التفاضلية القابلة للحل في
 هلا النوع من الدعادلات يكون في الصورة:

.;),(
dx

dy
ppyfx                                            (1) 

 نتبع الخطوات اثتية:ولإ اد الحل العام لذلا النوع من الدعادلات 
 فنحصل على: yنفاضل طرفي الدعادلة بالنسبة ةلى -1

.
dy

dp

p

f

y

f

dy

dx









  

 أي أن:

).,,(
1

dy

dp
pyF

p
  

 وهلظ معادلة تفاضلية من الرتبة اثولى والدرجة اثولى.

),,.(نحل هلظ الدعادلة -2
1

dy

dp
pyF

p
 :وليكن الحل في الصورة 
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.0),,( cpy                                                              (2) 

 p. وة ا لم يمكيرن فصيرل (1))ةن أمكن  لا( فنحصل بللا على الحل العيرام الدطليروب للاعادليرة اثصيرلية  (2),(1)بين الدعادلتين  pنحلف -3
)(,)()وليكن مثة pمدالة بارامترية في  ,yxلدعادلتين نعبر عن مل منبين ا pypx   وبالتالي يعُطى الحل العام للاعادلة اثصلية   )
 في الصورة البارامترية. (1)

 :أمثلة
 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية: :(1مثال )

dx

dy
yxyy  ;.013

. 

ypنضع الحل:  :فتصبح الدعادلة في الصورة 
.13  ppx                  (1) 

 نحصل على: yوبالتفاضل بالنسبة ةلى

.)3(
1 2

dy

dp
pp

p
  

.)13( 2 dppdy   

.
24

3 2
4 c

p
py        (2) 

 يمثةن الحل العام للاعادلة اثصلية في الصورة البارامترية. (2),(1)الدعادلتين 
 أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية: :(2مثال )

dx

dy
p

p

y

y

p
x  ;.

4
2

2

. 

 نحصل على: y: بالتفاضل بالنسبة ةلىالحل

).
1

(4
22

22

2

dy

dp

p

y

py

p

dy

dp

y

p

p
  

22وبالضرب في yp :نحصل على 

).(422 32432

dy

dp
ypyp

dy

dp
yppy   

.0)2()42( 2333  yppyyp
dy

dp
 

.0)2()2(2 2323  yppyp
dy

dp
y  

.0)2)(2( 23  p
dy

dp
yyp  
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)2(0والدعادليريريريريرة اثخيريريريريراة هيريريريريرلظ تتحقيريريريريرق عنيريريريريردما يكيريريريريرون 23  yp 2(0أو(  p
dy

dp
y 2(وحييريريريرير  ةن العاميريريريريرل( 23 yp  ى لا يحيريريريريريرتوي عليريريريرير

الد يرتقة
dy

dp  2(0لللا لا يؤُخل في الإعتبار. ومن الدعادلة(  p
dy

dp
y :نحصل على 

.
2y

dy

p

dp
  

 وبالتكامل نحصل على:

.lnln
2

1
ln cypcyp   

cypوبالتعويض عن  :في الدعادلة اثصلية نحصل على 

.
4

2
cy

y

y

cy
x   

.)2(16 2cxcy   

 وهلا هو الحل العام الدطلوب للاعادلة التفاضلية اثصلية.
 

 :رابعاً: معادلة لاجرانج التفاضلية
 هلظ الدعادلة تكون في الصورة:

.;)()(
dx

dy
yyyxy    

 . ,yxوتكون هلظ الدعادلة خطية بالنسبة للاتغاات
 العام لدعادلة لاجرانج التفاضلية نتبع الخطوات اثتية: ولإ اد الحل

pyنضع -1  :في الدعادلة فتصبح الدعادلة على الصورة 
).()( ppxy                                                     (1) 

 فنحصل على: xبالنسبة ةلى (1)بتفاضل الدعادلة  -2

.)()()(
dx

dp
pp

dx

dp
pxp    

).
)(

)(
()

)(

)(
(

)].()([)]([

.)]()([)]([

pp

p
x

pp

p

dp

dx

ppx
dp

dx
pp

dpppxdxpp



























 

والدعادلة اثخاة هلظ معادلة تفاضلية خطية في الدتغاات
dp

dx
p, :يمكن الحصول على الحل العام لذا ماا سبق   ويكون الحل العام لذا على الصورة 

).()( ppxy                                                      (2) 

 .(2),(1)وعلى  لا يكون الحل العام لدعادلة لاجرانج التفاضلية في الصورة البارامترية هو عبارة عن الدعادلتين 
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 : أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية:مثال
.)1( 2yxyy   

pyلتفاضيرلية. ولإ اد الحل العام لذا نضع: واضح أن الدعادلة الدعطاة ه  معادلة لاجرانج االحل  :في الدعادلة فنحصل على 
.)1( 2pxpy                                                     (1) 

 فنحصل على: xبالنسبة ةلى (1)وبتفاضل الدعادلة 

.2)1(
dx

dp
p

dx

dp
xpp   

.2

.)2(1

px
dp

dx

dx

dp
px





 

والدعادلة اثخاة هلظ معادلة تفاضلية خطية في الدتغاات
dp

dx
p, :حلها العام يعُطى من العة ة 

.;.)2( pdp

eecdppx     

.22

22

)2(

cepe

cdpepe

cdppexe

pp

pp

pp










 

.22 pcepx                   (2) 

 في الصورة البارامترية. (2),(1)الدعطاة يكون هو عبارة عن الدعادلتين وة اً الحل العام للاعادلة التفاضلية 
 :خامساً: معادلة اكليروت التفاضلية

 هلظ الدعادلة تكون في الصورة:

.;)(
dx

dy
yyyxy    

yyأي بوضع )( .في معيرادلة لاجرانج التفاضلية نحصل على معيرادلة املاوت التفاضلية 
 طريقتان للحصول على الحل العام لدعادلة املاوت التفاضلية هما:وتوجد 

cy: بوضعالطريقة اثولى  :في الدعادلة )ةن مان  لا مناسبا( فتصبح الدعادلة في الصورة 
).(cxcy   

 فنحصل بللا على الحل العام لذا مباورة.
py: نضعالطريقة الثانية  :في الدعادلة فتصبح على الصورة 

).(pxpy                                                (1) 

 فنحصل على: xبالنسبة ةلى (1)ثم بتفاضل الدعادلة 

.)(
dx

dp
pp

dx

dp
xp    
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.0])([

.0])([





dppx

dx

dp
px




 

 
])([0تتحقق عندما يكون وهلظ الدعادلة اثخاة   px  0أوdp . 

])([0فت ا مان  px  :فحل هلظ الدعادلة يكون على الصورة 
.0),,( cpx                                                   (2) 

 . (2),(1)ضلية في الصورة البارامترية هو عبارة عن الدعادلتين ومن ثم يكون الحل العام لدعادلة املاوت التفا

cpفحل هذه المعادلة يكون 0dpأما إذا كان  وبالتعويض بهذا الحل في المعادلة الأصلية نحصل على)(cxcy   فيكون هذا

 هو الحل العام لمعادلة اكليروت.

 : أوجد الحل العام للاعادلة التفاضلية:لمثا

.42  ppxy  

cp: واضح أن هلظ الدعادلة ه  معادلة املاوت التفاضلية والحل العام لذا نحصل عليه مباورة بوضعالحل  . 
 وة ا الحل العام للاعادلة يكون هو:

.42  ccxy  

 

 :ي الباب الثالثعل تمارين متنوعة
 أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية:

16. .3 yyx   

17. .12  yyx  

18. .2 32 yyy   

19. .y

yx

ey



  

20. .32 yxyxy   

21. .82 22 xyxy   

22. ).1(2 22  xeyyyy  

23. .2)( 22 yyyxyxyx   

24. .2)( 2 yxyyyxy   

25. .2)2( 22 yxxyyyy   

 
 
 



                                                د. سعد شرقاوي رحمه الله    المعادلات التفاضلية 
__________________________________________________________________________ 

   ____________________________________________    ________________________________________________ 27 

 الباب الرابع
 :معادلات الغلاف والمسارات المتعامدة لعائلة من المنحنيات

 .أولًا: معادلات الغلاف
 نعتبر عادلة الدنحنيات التكاملية الدعرفة بالدعادلة:

0),,( cyx                                                                         (1) 

 والت ه  في الوا ع تنتج من الحل العام للاعادلة التفاضلية:
0),,( yyxF                                                                      (2) 

 وبفرض أن لعادلة الدنحنيات هلظ منحنى غةفي )أي منحنى ثابت ولزدد( 
 . (1)يمس جميع منحنيات العادلة  بحي  ةن هو وليكن

),(عند أي نقطة حي  ةن ميل الدااس للانحنى الغةفي yx  يكون هو نفس الديل لدنحنى العادلة اللي يمسه عند هلظ النقطة  لللا فتن
 . (2) قق الدعادلة التفاضلية  هلا الدنحنى الغةفيمعادلة 

بتعطاله  ياة معينة  (1)ولللا لا يمكن استنتاج معادلته من العادلة  (1)أحد منحنييرات العادلة  وفي الحالة العاميرة لا يكون الدنحنى الغةفي
 بين الدعادلتين: cبحلف البارامتر (1)ولكن يمكن الحصول على معادلة الدنحنى الغةفي للعادلة   cللثابت

.0,.0),,( 





c
cyx


  

غا الدستنتجة من الحل  وفي الوا ع يمثل الغةف )الدنحنى الغةفي( لعادلة الدنحنييرات التكاملية ثي معيرادلة تفاضلية الحل الدفرد لذا )وهو أحد الحلول
 العام لذلظ الدعادلة مهاا أعطينا للثوابت الإختيارية في الحل العام من  يي(.

 : أمثلة
 أوجد معادلات الغةف للحل العام للاعادلة التفاضلية: :(1مثال )

aay
dx

dy
y ;.)( 2222  constant. 

 : واضح أن الحل العام للاعادلة الدعطاة هو:الحل
.)( 222 aycx   

 حي  هلا الحل يحقق الدعادلة. 
 . c),0(وهلا الحل يمثل عادلة من الدوادر مرماها النقطة

 بين الدعادلتين: cومعادلات الغةف لذلظ العادلة نحصل عليها بحلف البارامتر

.0)(2,.0)(),,( 222 



 cx

c
aycxcyx


  

 معاً( فنحصل بللا على:)أي بحل هاتين الدعادلتين 
.ay    

 وهلظ الدعادلة اثخاة تمثل معادلات الغةف وه  معادلة لخطين مستقياين يمسان عادلة الدوادر السابقة.
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 أوجد معادلات الغةف للحل العام للاعادلة التفاضلية: :(2مثال )
.2yyxy   

 في الصورة:: واضح أن هلظ الدعادلة الحل
).(yyxy    

 فه  معادلة املاوت ومن ثم فتن الحل العام لذا يكون على الصورة:
).(cxcy   

 وة اً معادلات الغةف في الصورة البارمترية تعُطى من الدعادلتين:

.02,.0),,( 2 



 cx

c
ycxccyx


  

 :تمارين
 الآتية:أوجد معادلات الغةف للاعادلات التفاضلية 

26. .cos yyxy   

27. .3yyxy   

28. babyayxy ,;.222  constants. 

29. ).ln( yyxy   

30. .12  yyxy  

 ثانياً: معادلات المسارات المتعامدة.
),,(0تعُرف الدسارات الدتعامدة على أي عادلة من الدنحنيات ayx اوعة الدنحنيات الدتقاطعة مع هلظ العادلة بحي  تكون الدااسات بأنها لر

 عند نقطة التقاطع للعادلة الدعطاة ولذلظ الدنحنيات الدتقاطعة معها متعامدة.
 وللحصول على الدعادلة التفاضلية للاسارات الدتعامدة نتبع الخطوات اثتية:

1-  

2-  

),,(0نوجد ميل الدااس ثي منحنى من عادلة الدنحنيات -3 ayx وليكنy. 

فيكون ميل الدااس ثي منحنى من الدسارات الدتعامدة مع عادلة الدنحنيات الدعطاة هو -4
y


 )وهلا من ورط التعامد(. 1

),,(0,0 بين الدعادلتين: aنحلف البارامتر -5 










dx

dy

yx
ayx


  بللا على الدعادلة التفاضلية: فنحصل

0),,( yyx . 

بوضع  -6
y


),,(0في الدعادلة  yبدلاً من 1 yyx  فنحصل بللا مباورة على الدعادلة التفاضلية الدناظرة للاسارات الدتعامدة

(0والت تكون في الصورة:
1

,,( 



y

yx. 

 نوجد الحل العام لذلظ الدعادلة فنحصل بللا على عادلة الدسارات الدتعامدة. -7
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 : أمثلة
 أوجد الدسارات الدتعامدة مع عادلة القطوع الدكافئة: :(1مثال )

aaxy ;.2 constant. 

 : ميل الدااس ثي من هلظ القطوع هو:الحل
.2axy    

.;.
2

2x

y
a

x

y
y   

وة اً الدعادلة التفاضلية الدناظرة لعادلة القطوع الدعطاة ه 
x

y
y

2
 . 

وبوضع
y


في هلظ الدعادلة فنحصل بللا مباورة على الدعادلة التفاضلية الدناظرة للاسارات الدتعامدة وه  yبدلًا من 1

y

x
y

2


. 

 والحل العام لذا يعُطى من:
.2 xdxydy   

 بالتكامل نحصل على:

.
2

2
2

2 c
x

y   

 وهلظ تكون ه  الدسارات الدتعامدة الدطلوبة وه  تمثل عادلة من القطوع النا صة.
 أوجد الدسارات الدتعامدة مع عادلة الدوادر: :(2مثال )

.0222  axyx                                                          (1) 

 نحصل على: x: بالتفاضل بالنسبة ةلىالحل
.0222  ayyx                                                         (2) 

 ماا يل : (2),(1)بين الدعادلتين  aوبحلف

.22

1
22

222

2

22

yxyxyx

yxyx

yx








 

.
2

22

xy

xy
y


                                                              (3) 

 وهلظ ه  الدعادلة التفاضلية الدناظرة للدوادر الدعطاة.

وبوضع
y


 نحصل بللا مباورة على الدعادلة التفاضلية الدناظرة للاسارات الدتعامدة وه :في هلظ الدعادلة ف yبدلًا من 1

.
2

22 yx

xy
y


                                                                  (4) 

 بوضعها على الصورة: نحصل عليهوالحل العام لذلظ الدعادلة 
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.

1

2

2

2

x

y

x

y

y



  

zثم بوضع
x

y
 ومن  لا يكونzxzy  :في الدعادلة السابقة فنحصل على 

.
1

2
2z

z

dx

dz
xz


  

.
11

)1(2

1

2
2

2

2

2

2 z

zz

z

zzz
z

z

z

dx

dz
x












  

.
)1(

)1(
2

2

dz
zz

z

x

dx




  

.)
)1(

21
(

2
dz

z

z

zx

dx


  

 وبالتكامل نحصل على:
.ln)1ln(lnln 2 czzx   

.
1 2z

cz
x


  

zنضع
x

y
 :فنحصل على 

.

.

1

22

22

2

2

yxcy

yx

cxy
x

x

y

x

y
c

x









 

 والدعادلة اثخاة هلظ ه  معادلة الدسارات الدتعامدة لعادلة الدوادر الدعطاة.
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3. .0)1()1( 2  dyxdxxy  

4. .0)1()1( 2  dyyxyydxy  

5. .)()1( 2 dyxyxdxxy   

 
 أوجد الحل العام للاعادلات التفاضلية الآتية: -5
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dx
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 ةـداريحركة المال
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