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 بسـم الله الرحمن الرحيم

 

 

الميكانيكيية للحركية لالاعيا  ت  لالميكانيكا النظرية كما نعلم هي  العليم الييد ييارس ابسيك ا  يكا

بييين ا اسييام المااييية لهيي  لييم اسبييي ثيي  الحسييبان كحييير ميين البييلاو الح ي ييية لاسيياعمل مع ييلم 

 الن كة المااية لمامل ة الن ك المااية كعرلض اارياية .

لالمامل ة المااية مين الممكين  ن اكيلن  يير ماويلة لهي  المكلنية مين ن يك ماايية منعويلة  ل 

مكلنة من   ياء ملز ة الزيعا ماوي  بمعني   ن اللسيك الماويل هيل يليط اللسيك  اكلن ماولة

اليد ثيه الزيع الال الكحاثة لالكالية لامييع البيلاو الكبيعيية لللسيك اكيلن الاة ماويلة كل يا 

لاسم  الميكانيكا النظرية ث  هيه الحالة بميكانيكا اللسك الماول له  العليم الييد ييارس حركية 

ة لالايي  امييف العييراة بوييلرب ماوييلة بييالن ان كييان لالمسيياثات بييين اليين ك  حنيياء ا اسييام الوييلب

 الحركة سلف ااغير .

لمن ابسك ا محلة  ل  اللسك الماول هل اللسك الغيير ماغيير  ل الاسيم الماماسيط لكمحيال  كحير 

 ملمييية لللسييك الماوييل ثيي  الميكانيكييا هيي  ا اسييام ال ابليية للا ييكل   اللانيية  ل المرنيية   لكيييلط 

ا اسييام الماةعيية لالغازييية . ثييرن الميكانيكييا النظرييية اليييد يييارس حركيية محييل هيييه الوييلر ميين 

  . Continuum Mechanicsلساك الماولة يسم  بميكانيكا ا لساك الماولة   ا 

  لهل ابويو ثر ي  مين ميكانيكيا ا لسياك الماويلة  Fluid Mechanicsلميكانيكا الملاةع   

هل العلم اليد يارس ميكانيكا السلاةل لالغازات  ل بمعن  آبر هل العلم الييد ييارس الملاةيع ثي  

اما  ساسا  ل  نعس المبياا  المسيابامة ثي  ميكانيكيا الميلاا الويلبة لهييا الحركة لالسكلن ليع
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الاعبير ث  العارب ا بيرب  وبح  كحر  يل ا حم بال بالاعبير المسياعمل   هييارلايناميكا    يام  

ك  من ميكانيكا الملاةع لميكانيكا الغازات لبالبولو ال لاء لكلمية هييارلايناميكا م يا ة مين 

اليلنانييية الايي  اعنيي  الميياء . ليييارس هيييا الابوييو السييللط العيزييياة  البيياو  Hydroكلميية 

 بالملاةع محل السر ة لالضغك لالكحاثة لاراة الحرارب لاللزلاة لمعال الااثق ....الخ. .

لالاكلر الكبير اليد حاث ث  ماال الكيران للا  يغعا كبيير بمسياةل الايسحير المابياال بيين ال يلاء 

 ة ثيه   له  نظرية المرالح لا انحة  .لا اسام الماحرك

لحركة ا اسام ث  ال لاء ث  لالا هيا الاسحير الماباال لهل  ليم ايناميكيا الكييران لهكييا ظ ير 

 . Aeromechanics لم اةيرلميكانيكا 

لالاعمييق ثيي  اراسيية حركيية الملاةييع ال ابليية ل نضييغاك   الغييازات   الاييا ثيي  حيييز اللاييلا  لييم 

زات لباكبيق نااةج هييا العيرن  الااييا  لي   ليم الكييران لالويلاريخ لضيع  سياس ايناميكا الغا

لالييييد مييين ب ليييه ا ن اع يييم  Aerothermodynamicsلعليييم ااييييا هيييل ا يرلحيرملايناميكيييا 

الميكانيكا لالميكانيكا الحرارية للغازات الا  اسير بسر ات ثلق ولاية   كبيرب  لهيبرويلاية   

 العضاةية  .

ت اكبي ييات حسييابية حايحيية حيايياا حلييلل للم يياكل الماوييلة بميكانيكييا الملاةييع ليسييم  لقييا ظ يير

 . Computational Fluid Dynamics الابوو المعن  بيلط بايناميكا الملاةع الحسابية

إن  همية ميكانيكا الملاةع ااضح اماما  ناما نعكر ث  الالر اليد العبه ث  حياانا اليلميية . ثعي  

لالابريا هناط الماء المحلج اليد يضخ بي ل الملاسيير. لال يلاء البيارا الييد يياثع  ماال الاكييف

بلاسكة المرالح ب ل ماارد ال لاء لاكييف المنازل لالك رباء الاي  نسيابام ا لكيرق الليياها 

لالا  اللا الكاقة الك ربية .  ل من الكاقة  تمن المساقك الماةية الا  ااثع الماء ب ل لالالربينا

الببارية لالليا الكاقية الك ربيية لسييارانا الاي   تالحرارية من الببار اليد ياثع ب ل لالالربينا
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ن لاها احكارات ال لاةية اعك  الاعليق ، اللقلا يضخ  بر  نابيب ... بل  ن حياانا اليلمية اعاما 

 ع . ل  الملاةع . ثسريان الام ث   لراانا ل راييننا هل  ملية ميكانيكا الملاة

 

 أُٞائغ ٌٝٛنا ٗوٟ الأ٤ٔٛخ اٌُجوٟ ٝاُقبصخ ثلهاٍخ ػِْ ٤ٌٓب٤ٌٗب

 ٝالله أُٞكن،،،،،
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 : ٓولٓخ

 

٣ؼزجو ػِْ ا٤ُٜلهٝك٣٘ب٤ٌٓب ٖٓ اُؼِّٞ اُ٘ظو٣خ ٖٝٓ اُؼِّٞ اُزطج٤و٤خ ٓؼب ٣ٝقزص ٛذنا اُؼِذْ ثلهاٍذخ 

ا٤ُٜذذلهٝك٣٘ب٤ٌٓب دثذذل ٓذذٖ رٞخذذ٤ؼ اُقذذٞاب اُزذذ٢ رِؼذذت كٝها ٜٓٔذذب ؽوًذذخ أُٞائذذغ ي ٝكذذ٢ كهاٍذذخ 

ٝاُقٞاب الأهَ أ٤ٔٛخ ٝاُقٞاب اُز٢ د رؤصو ػ٢ِ الإطلام ػِذ٢ اُؾوًذخ ٝٛذنا خذوٝه١ ُِؾ ذٍٞ 

 ػ٢ِ اثَظ اُؾٍِٞ ُِٔشبًَ اُزطج٤و٤خ ي

رؾذذذ رذذ ص٤و اُوذذ١ٞ ٝٛذذنا  Deformationsٝٓذذٖ أُؼذذوٝف إٔ ع٤ٔذذغ أُذذٞاك رزؾٔذذَ رشذذ٣ٜٞبد 

إما اؽذزلع  Plasticإما افزل٢ ثؼل إىاُخ رذ ص٤و اُوذ١ٞ ٣َٝذ٢ٔ صذِت  Elasticٚ ٢َٔ٣ ٓوٕ اُزش٣ٞ

إما اٍذذزٔو اُزشذذ٣ٞٚ ٣ذذيكاك ثذذلٕٝ ؽذذل رؾذذذ رذذ ص٤و  Flowث٘لَذذٚ ثؼذذل إىاؽذذخ اُوذذ١ٞ ٣َٝذذ٢ٔ اَٗذذ٤بة 

اُو١ٞ ٜٓٔب ًبٗذ صـ٤وح ي ٝرؼوف أُٞائغ ث ٜٗذب ٓذٞاك هذبكهح ػِذ٢ ادَٗذ٤بة ٝػِذ٢ اُزشذٌَ ثشذٌَ 

ٔؾز٣ٞخ ُٜب ٝد رظَ أُٞائغ ٍبً٘خ إما أصود ػ٤ِٜب ه١ٞ ٓٔبٍذ٤خ ُٝغ٤ٔذغ أُٞائذغ هبث٤ِذخ الأٝػ٤خ اُ

 ُٝٞ خئ٤ِخ ُلاٗضـبط ٌُٜٝ٘ب ع٤ٔؼٜب د روبّٝ أ١ رـ٤٤و ك٢ اُشٌَ ي

ٝر٘وَْ أُٞائغ إ٢ُ ؿبىاد ٍٝٞائَ ٝ أُٞائغ هل رٌٕٞ ٓؤ٣٘خ أٝ ؿ٤و ٓؤ٣٘خ ٝاَُذٞائَ ػ٤ِٔذب ؿ٤ذو 

د ك٢ٜ هبثِذخ ُلاٗضذـبط ٝإ ًبٗذذ كذ٢ ثؼذي الأؽ٤ذبٕ ٣ٌٔذٖ اػزجبهٛذب كذ٢ هبثِخ ُلاٗضـبط أٓب اُـبىا
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اَُوػبد اُ ـ٤وح ؿ٤و هبثِخ ُلاٗضـبط ٝرزٔلك أ١ ًزِخ ؿبى٣خ ُذزٔ  ًبكذخ أعذيال اُٞػذبل أُؾزذ١ٞ 

 ُٜب ي

 

 -ك٣٘ب٤ٌٓب أُٞائغ :( ٓغبدد اُلهاٍخ ك٢ 2)

 

ك٣٘ب٤ٌٓذب أُٞائذغ كذ٢ اُٞهذذ اُؾبخذو  رٞعل أػلاك ٛبئِخ ٓذٖ أُشذبًَ ٣ٜذزْ ثٜذب اُؼذبِٕٓٞ كذ٢ ٓغذبٍ 

 ٝك٤ٔب ٢ِ٣ ثؼي ٛنٙ أُشبًَ :

ثٌبكذذخ أٗٞاػٜذذب ٝإهذذٌبُٜب رؾل٣ذذل اُشذذـَ الأٓضذذَ لأعَذذبّ اُطذذبئواد كبئوذذخ اَُذذوػخ ٝاَُذذلٖ  -1

 يٝاُونائق ٝاُـٞاصبد  ٝاُ ٞاه٣ـ

 َٓبئَ رؾل٣ل اُشٌَ الأٓضَ ٌُٔٞٗبد أُؾوًبد اُ٘لبصخ ٝاُزٞهث٤٘بد ي -2

ٗوذَ أُذبل ٝاُجزذوٍٝ ٝؿ٤وٛذب ٓذٖ أُذٞاك اَُذبئِخ ًٝذنُي أ٣ضذب ٗوذَ اُز ٤ْٔ الأٓضَ ُقطٞط  -3

اُؾجذذٞة ٝالأروثذذخ َٝٓذذبؽ٤ن أُذذٞاك اُ ذذِجخ اُلافِذذخ كذذ٢ اُ ذذ٘بػخ كذذ٢ ٓٞاٍذذ٤و ثبٍذذزقلاّ 

 اُشلظ ي

ف بئص اُؾوًخ أُؼزٔذلح ػِذ٢ اُذيٖٓ ُِـذبىاد أُ ذؾٞثخ ثزلذبػلاد ٤ٔ٤ًبئ٤ذخ ًزِذي اُزذ٢  -4

 أُؾوًبد ٝا٥دد يرؾلس ػ٘ل ادؽزوام ك٢ اُٜٞال أٝ كافَ 

ادٗلغبهاد ٝٓب ر بؽجٜب ٖٓ رـ٤و ك٢ فٞاب اٍُٞظ اُن١ ٣ؾذلس ك٤ذٚ ادٗلغذبه ٍذٞال ًذبٕ  -5

 ادٗلغبه ػبك٣ب أٝ ٣ٝٞٗب ي 

ف ذذبئص اُؾوًذذخ أُٞع٤ذذخ كذذ٢ الأٜٗذذبه ٝاُجؾذذبه ٤ًٝذذق ٣ٌٔذذٖ ادٍذذزلبكح ٓذذٖ طبهذذخ أٓذذٞاط  -6

 اُجؾبه ي

زلبكح ٜٓ٘ذب ػ٘ذل ر ذ٤ْٔ اَُذلٝك ف بئص ؽوًخ أُٞائغ ك٢ الأٍٝبط أَُب٤ٓخ ٤ًٝل٤خ ادٍذ -7

 أٝ اُجؾش ػٖ اُجزوٍٝ أٝ ا٤ُٔبٙ اُغٞك٤خ ي
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ف ذذبئص ؽوًذذخ اُٜذذٞال كذذ٢ اُـذذلاف اُغذذ١ٞ ٤ًٝذذق ٣ٌٔذذٖ اٍذذزقلآٜب كذذ٢ إعذذوال اُز٘جذذؤاد  -8

 اُغ٣ٞخ ُٔلح ه ٤وح ٝط٣ِٞخ ث ًجو هله ٌٖٓٔ ٖٓ اُلهخ ي

٤ٗٞذخ ٝاٗلغذبه رل٤َواد أكم ٌُِض٤و ٓذٖ اُظذٞاٛو ا٤ٌُٗٞذخ ٓضذَ رٌذ٣ٖٞ اُضذجبة ٝاَُذؾت اٌُ -9

 ٝاؽزوام اُ٘غّٞ ٝرو٤ًت ٝرطٞه إٌُٞ ي

 رؾل٣ل اٍُٞبئَ اُز٢ ٣ٌٖٔ اُزؾٌْ ثٜب ك٢ الأػبص٤و ٝرـ٤٤و ارغبٙ اُو٣ؼ ي -11

 ٓشبًَ ؽ و اُجلاىٓب ٝاُز٢ هل ر َ كهعخ ؽواهرٜب إ٢ُ ػلح ٓلا٤٣ٖ ي -11

 ٣خ يٓشبًَ اُزؾٌْ ك٢ اُزلبػلاد ا٣ُٝٞ٘خ ٝطو٣وخ ادٗزلبع ٖٓ اُطبهخ اُ٘ٞٝ -12

٣ٜٝزْ اُجبؽضٕٞ ك٢ ٓغبٍ ك٣٘ب٤ٌٓذب أُٞائذغ ثلهاٍذخ أُشذبًَ اَُذبثوخ كهاٍذخ ٗظو٣ذخ كذ٢ ؽذلٝك 

 اُزطج٤ن اُؼ٢ِٔ ي

 

 ( أُلافَ أُقزِلخ ُٞصق أُٞائغ :3)

 

 ٣ٞعل ٓلفلإ أٍب٤ٍبٕ ُِ٘ظو إ٢ُ ؽوًخ أُٞائغ ٝٛٔب :

أُذذبئغ ٣َٝذذ٢ٔ ٛذذنا اػزجذذبه أُٞائذذغ أٍٝذذبطب ٓز ذذِخ ٝك٤ٜذذب رٜٔذذَ اُلواؿذذبد ثذذ٤ٖ عي٣ئذذبد  -1

 اُلوض ثلوض ادر بٍ ٝر٢َٔ ا٤ٌُٔب٤ٌٗب ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ث٤ٌٔب٤ٌٗب الأٍٝبط أُز ِخ ي

اػزجبه أُٞائغ ٌٓٞٗخ  ٖٓ ع٤َٔبد ٓ٘ل ِخ رزؾوى ؽوًخ اٗزوب٤ُخ ٝ كٝها٤ٗخ ٝرنثنث٤ذخ كذ٢  -2

 اُلواؿبد ث٤ٖ عي٣ئبد أُبئغ ٢َٔ٣ٝ ٛنا أُلفَ ثبُٔلفَ الإؽ بئ٢ ي

٤خ ٝعل إٔ أُلفَ الإؽ بئ٢ ٣ٌٕٞ كوظ كذ٢ ؽبُذخ الأٍٝذبط أُقِقِذخ ث٤٘ٔذب ٣ٌذٕٞ ٖٝٓ اُ٘بؽ٤خ اُؼِٔ

ٖٓ أُ٘بٍت اٍزقلاّ ٤ٌٓب٤ٌٗب الأٍٝبط أُز ذِخ ُٞصذق اُؾوًذخ كذ٢ اُؾذبدد ا٥فذو١ ٝمُذي ُشذلح 

 رؼو٤ل أُلفَ الإؽ بئ٢ ي ٍٝٞف ٗؼزجو اُل ٍٞ اُوبكٓخ ؽوًخ أُٞائغ ً ٍٝبط ٓز ِخ ي
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 ( رؼبه٣ق :4)

 

 :  Fluid Particleأُبئغع٤َْ  -1

 

٣ؼوف اُغ٤َْ ك٢ ٓبئغ ث ٗٚ مُي اُؼ٘ و اُؾغ٢ٔ اُ ذـ٤و عذلا إما ٓذب هذٞهٕ ثؾغذْ أُذبئغ أُزؾذوى 

 ٝاٌُج٤و َٗج٤ب إما ٓب هٞهٕ ثؾغْ اُغيا ٣ٝشـَ ٗوطخ ك٢ اُلواؽ ي

 

 : Densityاٌُضبكخ ػ٘ل ٗوطخ ٓب ك٢ أُبئغ   -2

 

 Aي ٗؼزجو ػ٘ وا صـ٤وا علا ٖٓ أُبئغ ٣ؾ٤ظ ثبُ٘وطخ  Aلإ٣غبك ًضبكخ ٓبئغ ػ٘ل ٗوطخ ٓب ٓضَ 

ك٢ ُؾظخ ٓب ي ر٢َٔ اَُ٘جخ  mًٝزِزٚ  ٤ُٝٌٖ ؽغْ ٛنا اُؼ٘ و 


m
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ٝك٢ اُيٖٓ ًنُي كئما  Aكاُخ ك٢ إؽلاص٤بد اُ٘وطخ  ي ٝٗلاؽع إٔ اٌُضبكخ  ٝٗوٓي ُٜب ثبُوٓي 

٢ٛ اُ٘وطخ  Aًبٗذ إؽلاص٤بد  zyx  اُيٖٓ كبٕ : tثبَُ٘جخ ُٔؾبٝه صبثزخ ك٢ اُلواؽ ،  ,,

 

 tzyx
m

,,,lim
0











 

 

 

 

 



 8 ك/ هٓضبٕ ػجل الله ٓؾٔل                                                                          ٤لهٝك٣٘ب٤ٌٓبٛ

 :  Incompressible Fluidأُبئغ اُـ٤و هبثَ ُلاٗضـبط  -3

 

0ك٢ ؽبُخ أُبئغ اُـ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ٣ٌٕٞ 
dt

d
ي أ١ إٔ اٌُضبكخ ػ٘لئن رٌٕٞ صبثزخ ػ٘ل ع٤ٔغ  

 ٗوظ أُبئغ ٝد رزـ٤و ثٔوٝه اُيٖٓ ي

 

 :  Ideal Fluidأُبئغ أُضب٢ُ  -4

 

 Shearing Forces ٣ؼوف أُبئغ أُضب٢ُ ث ٗٚ ٓبئغ ؿ٤و ُيط أ١ د ٣ٞعل ث٤ٖ عي٣ئبرٚ ه١ٞ ٓٔب٤ٍخ 

ٜٓٔب ًبٗذ صـ٤وح أٝ ثؼجبهح آفو١ كبٕ ث٤ٖ عي٣ئبرٚ ٍٞال أص٘بل ادريإ أٝ أص٘بل اُؾوًخ د رٞعل 

 ١ٍٞ ه١ٞ اُضـظ اُؼٔٞك١ ي

كٜٞ أُبئغ اُن١ أص٘بل ؽوًزٚ كبٕ عي٣ئبرٚ رؤصو ػ٢ِ   iscous Fluid Vأُبئغ اُِيط أٓب

ثؼضٜب اُجؼي ٤ٌُ كوظ ثو١ٞ اُضـظ اُؼٔٞك١ ثَ أ٣ضب ثو١ٞ ٓٔب٤ٍخ ٝاُز٢ ر٢َٔ ثبدؽزٌبى 

 اُلاف٢ِ ي

 

 : Volume and Surface Forcesاُو١ٞ اُؾغ٤ٔخ ٝاُو١ٞ اَُطؾ٤خ  -5

 

 رؤصو ػ٢ِ ع٤َْ أُبئغ ٗٞػبٕ ٓقزِلبٕ ٖٓ اُو١ٞ :

 رؤصو ك٢ ٗوطخ ٓضَ اُٞىٕ ٝر٢َٔ ه١ٞ ؽغ٤ٔخ أٝ ع٤َٔخ ي ه١ٞ  -1

ه١ٞ رؤصو ػ٢ِ اَُطؼ لأ١ ػ٘ و ٖٓ أُبئغ ٝر٢َٔ ه١ٞ ٍطؾ٤خ ٝرٔضَ اُو١ٞ اُز٢ رؤصو   -2

ثٜب ثبه٢ أُبئغ ػ٢ِ ٍطؼ اُغ٤َْ اُن١ ٗلهٍٚ ، ٛنٙ اُوٞح رٌٕٞ ػٔٞك٣خ ػ٢ِ ٍطؼ اُؼ٘ و ك٢ 
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ؽلاٛٔب ػٔٞك٣خ ػ٢ِ اَُطؼ ٝاُضب٤ٗخ ٓٔب٤ٍخ رظٜو ؽبُخ ٌٍٕٞ أُبئغ ث٤٘ٔب رٌٕٞ ُٜب ٓوًجزبٕ إ

 كوظ ؽ٤٘ٔب ٣ٌٕٞ أُبئغ ٓزؾوًب ي

 

 : Pressureاُضـظ ػ٘ل ٗوطخ ٓب ك٢ أُبئغ   -6

 

ُٝ٘لوض  Aٛٞ ػ٘ و َٓبؽخ ٣ؾ٤ظ ثبُ٘وطخ  Sي ٗلوض إٔ  Aلإ٣غبك خـظ ٓبئغ ػ٘ل ٗوطخ ٓب 

 ٗز٤غخ ر ص٤و ثو٤خ أُبئغ أٝ اٍُٞظ اُقبهع٢ ي fإٔ ٓؾ ِخ اُو١ٞ أُؤصوح ػ٤ِٚ ٢ٛ 

ر٢َٔ اَُ٘جخ 
S

f




أٓب اُٜ٘ب٣خ  Aثبُضـظ أُزٍٞظ ػ٘ل اُ٘وطخ  

S

f

S 




lim

0

إما ٝعلد كز٢َٔ  

 ٝك٢ اُيٖٓ أ١ إٔ : Aكاُخ ك٢ إؽلاص٤بد  ٣ٝfلاؽع إٔ  ٣ٝfوٓي ُٜب ثبُوٓي  Aثبُضـظ ػ٘ل 

 

 tzyxff ,,, 

 

nكئما ًبٕ  ي Sٝك٢ ؽبُخ أُبئغ أُضب٢ُ ٣ٌٕٞ اُضـظ ػٔٞك٣ب ػ٢ِ أَُبؽخ 

ٓزغٚ ٝؽلح ػٔٞك١  

 ػ٢ِ اَُطؼ ٝا٢ُ اُقبهط كبٕ :

 

nPf


 

 

 ٝمُي ك٢ ؽبُخ أُبئغ أُضب٢ُ كوظ ي
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 ٓزغٚ اَُوػخ ُغ٤َْ أُبئغ : -7

 

ؽ٤ش  Aًبٕ اؽل اُغ٤َٔبد ك٢ أُٞخغ  tثلوض إٔ ك٢ اُِؾظخ 

roA


  ،o  ٗوطخ صبثزخ ك٢ ُلواؽ ٤ٌُٝ ك٢ أُبئغ ٝك٢ اُِؾظخtt  

rrAoؽ٤ش  Aأصجؼ اُغ٤َْ ػ٘ل 


  رؼوف ٍوػخ أُبئغ ػ٘لA 

 ًب٥ر٢ : qٝاُز٢ ٍٞف ٗوٓي ُٜب ثبُوٓي  tك٢ اُِؾظخ 

 

t

r
q

t 









lim
0

 

qٖٝٓ اُٞاخؼ إٔ ٓزغٚ اَُوػخ 

rكاُخ ك٢ ٓزغٚ أُٞخغ  


 أ١ إٔ : tٝاُيٖٓ  

 

   tzyxqtrqq ,,,, 


 

 

zyxؽ٤ش  إما ًبٗذ  ثبَُ٘جخ ُٔؾبٝه صبثزخ ك٢ اُلواؽ ي Aإؽلاص٤بد اُ٘وطخ  ,, wvu ٛذ٢ ٓوًجذبد  ,,

 اَُوػخ ك٢ ارغبٙ أُؾبٝه اٌُور٤ي٣خ كبٕ :

 

k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx
q

kzjyixr

kwjviuq













 

 

 ٖٝٓ صْ ٣ٌٕٞ 

k
dt

dx
w


    ،j

dt

dy
v


   ،i

dt

dx
u


 
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ه٤ٔخ صبثزخ ػ٘ل ًَ ٗوطخ ٓذٖ ٗوذظ أُذبئغ ه٤ذَ إٔ  qٝإما افن ٓزغٚ اَُوػخ 

٣ؼوف ٓغبد ٢َٔ٣ ٓغبٍ اَُوػخ ي ُِٝؾ ٍٞ ػ٢ِ ٓؼ٢٘ طج٤ؼ٢  qأُزغٚ 

ُٔغذذبٍ اَُذذوػخ ادرغذذب٢ٛ ٗز ذذٞه ٝعذذٞك كهذذبئن صذذـ٤وح ٓذذٖ ٓذذبكح ٓضذذ٤ئخ 

رزؾوى ك٢ أُبئغ ٝث فن صٞه كٞرٞؿواك٤خ ُِٔبئغ فلاٍ كزوح ى٤٘ٓخ ه ذ٤وح 

ك٘غل إٔ َٓبه اُ٘وطخ أُض٤ئخ فلاٍ كزوح اُز ٣ٞو ٝ ُِٔٞائغ اُؾو٤و٤خ ٗغل 

َُٔذذبهاد اُ ذذـ٤وح ٛذذ٢ أعذذيال ُقطذذٞط ٓ٘زظٔذذخ ٝرَذذ٢ٔ اُؾوًذذخ إٔ ٛذذنٙ ا

أٓذذب إما ًبٗذذذ أَُذذبهاد اُ ذذـ٤وح ٓٞىػذذخ    Streamline Motionػ٘لئذذن ؽوًذذخ فط٤ذذخ اَٗذذ٤بث٤خ 

 ي  Turbulentرٞى٣ؼب ؿ٤و ٓ٘زظْ كبٕ ؽوًخ أُبئغ رٞصق ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ث ٜٗب ؽوًخ اخطواث٤خ

 

 :  Steady Motionاُؾوًخ اُلاى٤٘ٓخ  -8

 

ك٢ اُؾبُخ اُؼبٓخ ُؾوًخ ٓبئغ كبٕ ًلا ٖٓ ٓوًجبد اَُوػخ ٝاُضـظ ٝاٌُضبكخ ُِٔبئغ اُوبثَ ُلاٗضـبط 

 رٌٕٞ كٝاد ك٢ أُٞخغ ٝك٢ اُيٖٓ أ١ إٔ :

 

   

   tzyxftzyxfw

tzyxfvtzyxfu

,,,,,,,

,,,,,,,

43

21






 

 tzyxfP ,,,5 

 

أ١ اٗٚ ُ٘وطخ صبثزخ ك٢ اُلذواؽ إؽذلاص٤برٜب   zyx كذبٕ ٓوًجذبد اَُذوػخ ٝاٌُضبكذخ ٝاُضذـظ رٌذٕٞ  ,,

 Unsteadyكٝاد ك٢ اُيٖٓ أ١ إٜٗب رزـ٤و ٓغ ٓوٝه اُيٖٓ ٓضَ ٛنٙ اُؾوًخ ر٢َٔ ثبُؾوًخ اُي٤٘ٓخ  

motion   ٕأٓب إما ًبٗذ ٓوًجبد اَُوػخ ٝاُضـظ ٝاٌُضبكخ د رزـ٤و ػ٘ل ٗوطخ ٓب ٓغ ٓوٝه اُيٖٓ كب

 ٝػ٘لئن ٣ٌٕٞ :  Steady motionٛنٙ اُؾوًخ ر٢َٔ ثبُؾوًخ اُلاى٤٘ٓخ 
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   

   zyxfzyxfw

zyxfvzyxfu

,,,,,

,,,,,

43

21






 

 zyxfP ,,5 

 

 أ١ اٗٚ ك٢ ؽبُخ اُؾوًخ اُلاى٤٘ٓخ ٣ٌٕٞ :

 

0
























t

P

tt

w

t

v

t

u 
 

  

 :  Streamlinesاُقطٞط اد٤َٗبث٤خ  -9

 

٣ؼذذوف اُقذذظ ادَٗذذ٤بث٢ ث ٗذذٚ ٓ٘ؾ٘ذذ٢ ٓوٍذذّٞ كذذ٢ أُذذبئغ ثؾ٤ذذش إٔ أُٔذذبً ُذذٚ ػ٘ذذل أ١ ٗوطذذخ ػ٤ِذذٚ 

 ٣٘طجن ػ٢ِ ارغبٙ ؽوًخ أُبئغ ) ارغبٙ اَُوػخ ( ػ٘ل ٗلٌ اُ٘وطخ ي 

Sdٝلإ٣غبك اُلاُخ اُزلبخ٤ِخ ُِقذظ ادَٗذ٤بث٢ ٗلذوض إٔ 


ػ٤ِذٚ  Mػ٘ ذو طذ٢ُٞ ٓ٘ذٚ ػ٘ذل اُ٘وطذخ  

 ي M  ٞٛqؽ٤ش ٓزغٚ اَُوػخ ػ٘ل 

 أ١ إٔ : ٣M٘طجن ػ٢ِ أُٔبً ُِقظ اد٤َٗبث٢ ػ٘ل  qٖٓ رؼو٣ق ٗلاؽع إٔ ٓزغٚ اَُوػخ 

 

0 Sdq


 

0

dzdydx

wvu

kji


 

      0 kvdxudyjudzwdxiwdyvdz


 

 

 ٝػ٢ِ مُي ٣ٌٕٞ :
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w

dz

v

dy

u

dx
 

 

ٝر٢َٔ أُؼبكدد الأف٤وح ثبُٔؼبكدد اُزلبخ٤ِخ ُِقطٞط اد٤َٗبث٤خ ي ٝػ٘لٓب رؼزٔل ٍوػخ أ١ ٗوطخ 

ٖٓ أُبئغ ػ٢ِ ٓٞخغ ٛذنٙ اُ٘وطذخ ٝػِذ٢ اُذيٖٓ كذبٕ اُقطذٞط ادَٗذ٤بث٤خ ػ٘ذل أ١ ُؾظذخ رٌذٕٞ ٓذب 

 ػ٘ل ٗلٌ اُِؾظخ ي ٤Flow Patternبث٤خ  ٢َٔ٣ ثبُؾيٓخ ادَٗ

 

 الأٗبث٤ت اد٤َٗبث٤خ : -11

 

ٗؾ َ ػ٢ِ ٓب ٣ؼوف ثبٍْ  Sاُن١ ٣ؾل اَُطؼ  Cثوٍْ اُقطٞط اد٤َٗبث٤خ فلاٍ أُ٘ؾ٢٘  

الأٗجٞثخ اد٤َٗبث٤خ ٝػ٘لٓب ٣ٌٕٞ ٓوطغ الأٗجٞثخ اد٤َٗبث٤خ صـ٤و علا كبٕ الأٗجٞثخ اد٤َٗبث٤خ رؼوف 

ٝػ٘لٓب رٌٕٞ ؽوًخ أُبئغ   Stream Filamentثبٍْ الأٗجٞثخ اُشؼو٣خ

دى٤٘ٓخ كبٕ الأٗبث٤ت اد٤َٗبث٤خ رٌٕٞ ًبلأٗبث٤ت اُؼبك٣خ ٣َ٘بة أُبئغ 

ٖٓ اُزؼو٣ق كبٕ أُبئغ د ٣َ٘بة فلاٍ اَُطؼ أُ٘ؾ٢٘ ُ ٗجٞثخ فلاُٜب ٝ

اد٤َٗبث٤خ ٝٛنٙ اَُطٞػ أُ٘ؾ٤٘خ صبثزخ ك٢ اُلواؽ ٝػ٢ِ مُي كبٕ ؽوًخ 

أُبئغ كافَ الأٗجٞثخ اد٤َٗبث٤خ د رزـ٤و ُٞ اٍزجلُذ اَُطٞػ أُ٘ؾ٤٘خ 

 أُوٍٞٓخ ) ر ٞها ( ك٢ أُبئغ ثَطٞػ ٖٓ ٓبكح صِجخ ي  

 

 :  Path linesخ َٔبه٣اُ اُقطٞط -11

 

رؼذذوف اُقطذذٞط أَُذذبه٣خ ث ٜٗذذب أُ٘ؾ٤٘ذذبد اُزذذ٢ روٍذذٜٔب ٗوذذظ أُذذبئغ أص٘ذذبل ؽوًزذذٚ كذذبٕ أُؼبكُذذخ 

 اُزلبخ٤ِخ ُِقطٞط أَُبه٣خ ٢ٛ :
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dt
w

dz

v

dy

u

dx
 

 

ٝؽ٤ش إٔ ارغبٙ ؽوًخ ٗوطخ ٖٓ أُبئغ ٣ٌٕٞ كائٔب ك٢ ارغبٙ اَُوػخ ػ٘ل ٛنٙ اُ٘وطخ أ١ ك٢ ارغبٙ 

 أَُبه كبٕ اُقطٞط أَُبه٣خ رٌٔ اُقطٞط اد٤َٗبث٤خ ػ٘ل ٗلٌ أُٞهغ اُِؾظ٢ ُ٘وظ أُبئغ

بث٤خ ر٘طجن ػ٢ِ اُقطٞط كبٕ اُقطٞط اد٤َٗ Steady ٝػ٘لٓب رٌٕٞ ؽوًخ أُبئغ دى٢٘ٓ

 أَُبه٣خي 

كبٕ اُقطٞط اد٤َٗبث٤خ د ر٘طجن ػ٢ِ اُقطٞط   Unsteadyأٓب إما ًبٗذ ؽوًخ أُبئغ ى٤٘ٓخ 

 َٔبه٣خي اُ

 

 أَُبئَ اُلاف٤ِخ ٝأَُبئَ اُقبهع٤خ : -12

 

أَُبئَ اُلاف٤ِخ ٢ٛ اُز٢ ٣زؾذوى ك٤ٜذب أُذبئغ كافذَ الأعَذبّ أٓذب أَُذبئَ اُقبهع٤ذخ كٜذ٢ أَُذبئَ 

 اُز٢ ٣زؾوى ك٤ٜب أُبئغ ؽٍٞ الأعَبّ ي

 

 

 

 ( طوم كهاٍخ ؽوًخ أُٞائغ :5)

 

ٖٓ أُؼوٝف اٗٚ ُزؾل٣ل ؽوًخ الأعَبّ دثل إٔ َٗ٘جٜب إ٢ُ ٓغٔٞػخ ٖٓ أُؾبٝه ٤ٌُٖٝ ٓضلا 

321أُؾبٝه  ,, xxx  ٛنٙ أُغٔٞػخ إٓب إٔ رٌٕٞ ٓؾبٝه ًور٤ي٣خ ٓزؼبٓلح ٓضلا zyx أٝ أ١  ,,

ٓغٔٞػخ آفو١ ٖٓ أُؾبٝه أُزؼبٓلح أٝ أُؾبٝه أُزؼبٓلح أُ٘ؾ٤٘خي ٝرزؾوى اُ٘وطخ أُبك٣خ أٝ 
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( رزـ٤و ثزـ٤و  3,2,1i....,) ؽ٤ش  ixعيا اَُبئَ ثبَُ٘جخ إ٢ُ ٛنٙ أُؾبٝه إما ًبٗذ إؽلاص٤برٜب 

 ixٖ ي ٣ٌٖٝٔ ٓؼوكخ ؽوًخ اُغَْ إما ػوف اُؼلاهخ ث٤ٖ اُيٖٓ أ١ إٔ ٛنٙ الإؽلاص٤بد كاُخ ك٢ اُيٓ

 أ١ ثٔؼ٤ِٓٞخ اُوبٕٗٞ : tٝاُيٖٓ 

 

tfx ii  

 

 ٝٛنا اُوبٕٗٞ ٣ؼوف ثوبٕٗٞ اُؾوًخ ي

 ُٝلهاٍخ ؽوًخ أُٞائغ ػٔٞٓب ٛ٘بى طو٣وزبٕ ُٜنٙ اُلهاٍخ ٛٔب : طو٣وخ أ٣ِٝو ، طو٣وخ دعواٗظ ي 

 

 :  Euler's Methodطو٣وخ أ٣ِٝو  -1

 

ٛنٙ اُطو٣وخ الأٍب٤ٍخ ُلهاٍخ ؽوًخ أُبئغ ٝاُز٢ ٍٞف َٗزقلٜٓب ك٢ ٛنا أُووه ي ٝٛنٙ اُطو٣وخ 

هاٍخ اُلواؽ ) أٝ عيل ٓ٘ٚ ( أُشذـٍٞ ثبُٔذبئغ رزِقص ٤ٌُ ك٢ كهاٍخ ؽوًخ أُبئغ ٗلَٚ ثَ ك٢ ك

أُزؾوى ُنُي ٗقزبه ٗوطخ ٓب ك٢ اُلواؽ أُشـٍٞ ثبُٔبئغ إؽلاص٤برٜب ٓضلا   zyx ثبَُ٘جخ ُٔؾبٝه  ,,

اَُذوػخ ييي ٝؿ٤وٛذب (   –صبثزخ ك٢ اُلواؽ ٝٗذلهً اُزـ٤ذواد اُزذ٢ رؾذلس ُؼ٘بصذو اُؾوًذخ ) اُضذـظ 

ػ٘ل ادٗزوبٍ ٖٓ ٗوطخ ك٢ اُلواؽ إ٢ُ ٗوطخ آفو١ ًٝنُي اُزـ٤واد ك٢ ٛنٙ اُؼ٘بصو ػ٘ل ٗوطذخ صبثزذخ 

 ك٢ اُلواؽ ٓغ ٓوٝه اُيٖٓ ي

ٝػ٢ِ ٛنا كبَُوػخ ٓضلا ٣ٌٖٔ اػزجبهٛب كاُخ لأهثغ ٓزـ٤واد ٛذ٢   tzyx ٙ اُذيٖٓ ٝٛذن tؽ٤ذش  ,,,

أُزـ٤واد ر٢َٔ ٓزـ٤واد أ٣ِٝو ٝػ٢ِ مُي إما ًبٕ ُل٣٘ب ٓغٔٞػخ ٖٓ أُؾبٝه اٌُور٤ي٣خ أُزؼبٓذلح 

ًٝبٗذ ٓوًجبد اَُوػخ ثبَُ٘جخ ُٜب ٢ٛ  wvu  كبٕ : ,,
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   

   

   ,,,,,,,

,,,,,,,

,,,,,,,

3

2

1

tzyxftzyxww

tzyxftzyxvv

tzyxftzyxuu







 

 

321ٝثبػزجبه ؽوًخ أُبئغ ؽوًخ ٓ٘ل ذِخ كذبٕ اُذلٝاٍ  ,, fff  رٌذٕٞ كٝاد ٓز ذِخ ٝٝؽ٤ذلح اُو٤ٔذخ ي

 ٝك٢ ٛنٙ اُؾبُخ لإ٣غبك َٓبه ٗوطخ ٖٓ أُبئغ ٌٗزت أُؼبكدد اَُبثوخ ثبُ ٞهح :

 

 

 

 ,,,,

,,,,

,,,,

3

2

1

tzyxf
dt

dz

tzyxf
dt

dy

tzyxf
dt

dx







 

 

 ؽ٤ش ر فن اُ ٞه ا٥ر٤خ ثؼل اُزٌبَٓ :

 

 

 

 ,,,,

,,,,

,,,,

3

2

1

tcbaz

tcbay

tcbax







 

 

cbaٝٛنٙ أُؼبكدد رشزَٔ ػ٢ِ صلاصخ صٞاثذ افز٤به٣خ ٢ٛ  ٣ٌٖٔ رؼ٤٤ٜ٘ب ٓذٖ اُشذوٝط ادثزلائ٤ذخ  ,,

ٖٓ ٛنٙ أُؼبكدد اُضلاس الأف٤ذوح ٗؾ ذَ ػِذ٢ ٓؼبكُذخ أَُذبه ي ٝرؼذوف ٓوًجذبد ػغِذخ  tٝثؾنف 

 ع٤َْ ٖٓ أُبئغ ك٢ ٓزـ٤واد أ٣ِٝو ًب٥ر٢ :

 

dt

dw
f z      ،

dt

dv
f y         ،

dt

du
f x  
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 ٝػ٢ِ مُي ٣ٌٕٞ :

 

z

w
w

y

w
v

x

w
u

t

w
f

z

v
w

y

v
v

x

v
u

t

v
f

z

u
w

y

u
v

x

u
u

t

u
f

dt

dz

z

u

dt

dy

y

u

dt

dx

x

u

t

u
f

z

y

x

x

















































































 

 

 :  Lagrange's Methodطو٣وخ دعواٗظ  -2

 

ٝرزِقص ٛنٙ اُطو٣وخ ك٢ رزجغ ؽوًخ عيا ٖٓ أُبئغ ًَ ػ٢ِ ؽلح ي كئما ًبٗذ إؽذلاص٤بد ٗوطذخ ٓذٖ 

ٛذ٢  0tأُبئغ ػ٘ذل اُِؾظذخ   ٛذ٢  tكذبٕ إؽذلاص٤بد ٛذنٙ اُ٘وطذخ كذ٢ أ١ ُؾظذخ  ,, zyx ,, 

ٍزٌٕٞ كٝاد ك٢   ٝر٢َٔ أُزـ٤واد الأهثؼذخ  tك٢ اُيٖٓ  ,, t,,,   ثٔزـ٤ذواد دعذواٗظ

 ٝػ٢ِ مُي كبٕ :

 

 

 

 tz

ty

tx

,,,

,,,

,,,

3

2

1













 

 

ٝث٤٘ٔب ٗؾ َ ػ٢ِ ٓؼبكدد أَُبه ك٢ طو٣وخ أ٣ِٝو ثبُزٌبَٓ كئٗ٘ب ك٢ طو٣وخ دعواٗظ ٗؾ َ ػ٤ِٜب 

 ٖٓ أُؼبكدد الأف٤وح ٌُٖٝ ٓوًجبد اَُوػخ ٝاُؼغِخ ك٢ طو٣وخ دعواٗظ :
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t

x
w




    ،

t

y
v




   ،

t

x
u




 

2

2

t

z

t

w
f z









   ،

2

2

 
t

y

t

v
f y









  ،

2

2

t

x

t

u
f x









 

 

ٖٝٓ الأٓضِخ ػ٢ِ ٝعٜز٢ ٗظو دعواٗظ ٝ أ٣ِٝو ٢ٛ ؽوًخ أٝ ا٤َٗبة أُبئغ ك٢ ه٘بح كئٓب إٔ ٗززجغ 

ؽوًخ عيا ٖٓ اَُبئَ ٖٓ أُ٘جغ ُِو٘بٙ ؽز٢ أُ ت ٝٛنٙ ٝعٜخ ٗظو دعواٗظ أٝ ػ٘ل أ١ ٓٞخغ 

 خ ٖٓ اُيٖٓ ٝٛنٙ ٝعٜخ ٗظو أ٣ِٝوياُو٘بح ٝٗززجغ ٓبما ٣ؾلس ػ٘ل ٛنا أُٞخغ ك٢ ُؾظبد ٓززب٤ُٖٓ 

ٝاُؾوًخ ٍٞال ٖٓ ٝعٜخ ٗظو دعذواٗظ أٝ ٝعٜذخ ٗظذو أ٣ِٝذو رؼزجذو ٓؼِٞٓذخ إما ػِذْ ٓزـ٤ذواد ٛذنٙ 

اُؾوًذذخ ٝٓزـ٤ذذواد اُؾوًذذخ ٛذذ٢ ًذذَ أُزـ٤ذذواد اُزذذ٢ رزؼِذذن ثقذذٞاب اَُذذبئَ ٓضذذَ اَُذذوػخ ٝاُؼغِذذخ 

 ضبكخ ٝاُضـظ ٝكهعخ اُؾواهح ييييي ( ثلدُخ ٓزـ٤واد ًَ طو٣وخ يٝاٌُ

 

 :  Equation of Continuity( ٓؼبكُخ ادر بٍ 6)

 

لأ١ ؽغذْ ٓؼذيٍٝ ٓذٖ اَُذبئَ )أٝ  mاُٜبٓخ ك٢ ٤ٌٓب٤ٌٗب ٤ٗٞرٖ ٛٞ هذبٕٗٞ ثوذبل اٌُزِذخ ٖٓ اُوٞا٤ٖٗ 

 أُبكح( 

 ؽغْ ٣ؾز١ٞ ػ٢ِ ٗلٌ اُ٘ٞع ٖٓ عي٣ئبد أُبكح ( ي) أُو ٞك ثبُؾغْ أُؼيٍٝ ٛٞ أ١ 

ٝٛنا اُوبٕٗٞ ٣ؼط٢ ٓؼبكُخ ٖٓ أْٛ أُؼبكدد ك٢ ٤ٌٓب٤ٌٗب اٍُٞظ أُز َ ٝٛذٞ اٗذٚ لأ١ ؽغذْ ٓؼذ٤ٖ 

 رٌٕٞ : mكبٕ اٌُزِخ 

 

 1.,.........tantconsm  

 

 ٝٛنٙ ٣ٌٖٔ ًزبثزٜب ك٢ اُ ٞهح :
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 2......,.........0
dt

dm
 

 

٢ٛ  اُز٢ رؾز١ٞ اُؾغْ  mٖٝٓ رؼو٣ق اٌُضبكخ ٝعل إٔ اٌُضبكخ أُزٍٞطخ ٌُِزِخ   

 









m
 

 

 ٝػ٢ِ مُي رٌٕٞ اٌُضبكخ اُؾو٤و٤خ ٢ٛ :

 




d

dm
 

 

 اُز٢ ثلافَ ٛنا اُؾغْ ٢ٛ : mٓزؾوى ٖٓ اَُبئَ كزٌٕٞ اٌُزِخ  Vكئما ًبٕ ُل٣٘ب ؽغْ ٓؾلٝك 

 

 
V

dm 3,........ 

 

 أُزؾوى ٖٓ اَُبئَ ي Vؽ٤ش اُزٌبَٓ اُؾغ٢ٔ ٓ فٞم ػ٢ِ اُؾغْ 

ثنُي ٣ٌٕٞ هبٕٗٞ ثوبل اٌُزِخ ٛٞ اُوذبٕٗٞ  2  َثبَُ٘ذجخ ُؾغذْ ٓؼذيٍٝ ٓذٖ اَُذبئV  ٚ٣ٌٝٔذٖ ًزبثزذ

 ك٢ اُ ٞهح :

 

  
V

d
dt

d
4,......0 

 

أُؼبكُذخ  4  ٛذذنٙ ٛذ٢ اؽذذل١ صذ٤ؾ ٓذذب ٣َذ٢ٔ ثٔؼبكُذذخ ادر ذبٍ ُِٔذذبئغ ٌُٜٝ٘ذب ٤َُذذذ كذ٢ صذذٞهرٜب

 اُٜ٘بئ٤خ اُز٢ ٍٞف َٗز٘زغٜب ك٤ٔب ثؼل ي
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 ِٓؾٞظخ :

 

كوظ كبٕ أُؼبكُخ  dٗلاؽع إٔ إما ًبٕ ؽغْ اَُبئَ صـ٤و ٣َٝب١ٝ  4 : ر جؼ ك٢ اُ ٞهح 

  0d
dt

d
 

 

 Sٓزؾوًب ٝماد اَُطؼ  Vٗؼزجو ا٥ٕ ؽغْ ٓؼ٤ٖ ٖٓ اَُبئَ 

nي ٗلذذذذوض إٔ  Vاُذذذذن١ ٣ؾذذذذل اُؾغذذذذْ 

ٛذذذذٞ ٓزغذذذذٚ اُٞؽذذذذلح  

ٝا٢ُ كافَ  Sٖٓ اَُطؼ  dSاُؼٔٞك١ ػ٢ِ ػ٘ و أَُبؽخ 

qاَُطؼ ٝٗلوض إٔ 

 ي ٢ٛdS ٍوػخ ػ٘ و أَُبؽخ  

ٍذذٞف ٗؾَذذت ٤ًٔذذخ اَُذذبئَ اُزذذ٢ ٍذذٞف رذذلفَ فذذلاٍ ٝؽذذلح  

ٓذذٖ فذذلاٍ اَُذذطؼ ي فذذلاٍ ٝؽذذلح اُذذيٖٓ  Vاُذذيٖٓ كذذ٢ اُؾغذذْ 

ٍذذٞف ٣ذذلفَ عذذذيل ٓذذٖ اَُذذذبئَ كذذ٢ ادرغذذذبٙ اُؼٔذذٞك١ ػِذذذ٢ 

اَُذذطؼ إُذذ٢ اُذذلافَ ػجذذبهح ػذذٖ اٍذذطٞاٗخ هبئٔذذخ طُٜٞذذب ٛذذٞ 

ٓولاه ٓوًجخ اَُوػخ ك٢ ادرغبٙ اُؼٔٞك١ ػ٢ِ اَُطؼ ) إم إٔ اَُوػخ ٢ٛ أَُبكخ أُوطٞػذخ كذ٢ 

ٝػِذ٢ مُذي ٣ٌذٕٞ ؽغذْ ٛذنا  Sٓذٖ اَُذطؼ  dSو ٝؽلح اُيٖٓ ( إٓب هبػذلح ادٍذطٞاٗخ كٜذ٢ اُؼ٘ ذ

اَُبئَ ٛٞ ؽغْ ادٍطٞاٗخ اُ ـ٤وح ٛنٙ ٝٛذٞ ٣َذب١ٝ  dSqn

  ٝمُذي لإٔ ٓوًجذخ اَُذوػخq


كذ٢  

nادرغبٙ اُؼٔٞك١ 

  ٢ٛnq


  ؽ٤شn


٣٘زظ إٔ ؽغْ  Sٓزغٚ ٝؽلح ػٔٞك١ ٝثبُزٌبَٓ ػ٢ِ اَُطؼ  

 ٖٓ اَُبئَ ك٢ ٝؽلح اُيٖٓ ٛٞ : Vاَُبئَ ا٢ٌُِ اُن١ ٣لفَ اُؾغْ 

 

 dSqn
S

 

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S  ٞٛأُؾلٝك ثٞاٍطخ اَُطؼ  Vٝهل ػوك٘ب إٔ ًزِخ اَُبئَ أُٞعٞكح كافَ اُؾغْ 
V

d ي 

 

 

ٖٓ اَُبئَ أ١ ٓ٘جغ ٣ٌٖٔ إٔ ٣٘زظ ػ٘ٚ ى٣بكح كذ٢ اَُذبئَ أٝ  Vكئما كوخ٘ب اٗٚ د ٣ٞعل كافَ اُؾغْ 

ٗز٤غذخ ُزـ٤ذو اُذيٖٓ ثبٌُزِذخ  Vأ١ ٓ ت ٣ٌٖٔ إٔ ٣٘زظ ػ٘ٚ كول ك٢ اَُبئَ كبٕ اٌُزِخ كافذَ اُؾغذْ 

 اُز٢ رلفَ ٛنا اُؾغْ ك٢ ٝؽلح اُيٖٓ ي أ١ ٍٞف ٗؾ َ ػ٢ِ :

 

   5.,......... 


















SV

dSqnd
t


 

 

ػلآخ اُزلبخَ ُِيٖٓ ك٢ اُطذوف الأ٣َذو ٛذ٢ رلبخذَ عيئذ٢ ٝمُذي لأٗ٘ذب ٗو٣ذل اُزـ٤ذو كذ٢ ٗلاؽع إٔ 

 اٌُزِخ اُ٘برظ ػٖ رـ٤و اُيٖٓ كوظ ي ٝثزطج٤ن ٗظو٣خ عبًٝ ُزؾ٣َٞ اُزٌبَٓ اَُطؾ٢ إ٢ُ ؽغ٢ٔ :

 

   dSXndX
SV

 


 

qXٝث فن 


 : ٕكب 

 

      dqdSqn
VS

 


 

 

ثبُزؼ٣ٞي ك٢ ٓؼبكُخ  5 : ٗؾ َ ػ٢ِ 
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 

  0

0































dq
t

dqd
t

VV





 

 

  ْاُؾغd : افز٤به١ كبٕ ٓؼبكُخ ادر بٍ رٌٕٞ ٢ٛ 

 

   6..........,.........0



q

t





 

 

 أُؼبكُخ الأف٤وح ٣ٌٖٔ ٝخؼٜب ػ٢ِ اُ ٞهح ا٥ر٤خ :

 

      


qqdivqqq 

 

 ُنُي كبٕ ٓؼبكُخ ادر بٍ ر فن اُ ٞهح :

   

 




















q
tdt

d

qqdiv
t

7.,.........0

 

  

 ثنُي ٣ٌٖٔ ًزبثخ ٓؼبكُخ ادر بٍ ك٢ اُ ٞهح :

 

 8..............,.........0 qdiv
dt

d 



 

 

صبثزخ ٝك٢ ٛنٙ اُؾبُخ إما اٍذزقلٓ٘ب طو٣وذخ ا٣ِٝذو  ك٢ أُٞائغ اُـ٤و هبثِخ ُلاٗضـبط رٌٕٞ اٌُضبكخ 

 ُٞصق ؽوًخ أُٞائغ كبٕ ٓؼبكُخ ادر بٍ ر فن اُ ٞهح :
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 

 10............,.........0

9...........................,.........0


















z

w

y

v

x

u

qdiv


 

 

 :  Velocity Potential( عٜل اَُوػخ 7)

 

ٝٓوًجبرٜب ك٢ ارغبٙ أُؾبٝه اٌُور٤ي٣خ  ٢ٛq  tٗلوض إٔ ٍوػخ أُبئغ ػ٘ل اُِؾظخ  wvu  ي ,,

 إما ٗظوٗب ك٢ أُولاه :

 

wdzvdyudx  

 

كئٗ٘ب ٗؼوف ٖٓ اُو٣بخخ اُجؾزخ اٗٚ ٌُذ٢ ٣ٔضذَ أُوذلاه اُزلبخذ٢ِ اٌُِذ٢ ُلاُذخ ٓذب ُٝذ٤ٌٖ  zyx ,, 

 كبٕ اُشوط اُضوٝه١ ٝاٌُبك٢ ُنُي ٛٞ إٔ ٣ٌٕٞ :

 

 1..........................,.........










































z

u

x

w

z

w

y

v

x

v

y

u

 

 

كئما أٌٖٓ رؼو٣ق اُلاُخ اُو٤ب٤ٍخ  zyx ,, : ٌٕٞثؾ٤ش ٣ 

 

 dwdzvdyudx 

 

 ر٢َٔ ثلاُخ عٜل اَُوػخ ٢ٛٝ كاُخ ه٤ب٤ٍخ ٌُٖٝ : كبٕ اُلاُخ اُو٤ب٤ٍخ 
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dz
z

dy
y

dx
x

d













 

 

 ٖٝٓ صْ كبٕ :

 

 2...,.........

,

,

,






























z
w

y
v

x
u

 

 

اُؼلاهبد  2 : ٣ٌٖٔ ًزبثزٜب ػ٢ِ اُ ٞهح 

 

 3.........,.........


q 

 

ػ٢ِ صٞهح  ٓوًجبد ادٗؾلاه اَُبثوخ كبٗذٚ ٣وذبٍ إٔ اُؾوًذخ  qأ١ إما أٌٖٓ ٝخغ ٓوًجبد اَُوػخ 

٢ٛ ؽوًخ عٜل٣خ ُِٔبئغ ٝأ٣ضب ٣ٌٖٔ ًزبثخ اُشوط اُلاىّ ٝاٌُبك٢  1 : ك٢ اُ ٞهح 

 

  0


q 

 

 أ١ إٔ اُؾوًخ اُغٜل٣خ ر٢َٔ ثبُؾوًخ اُـ٤و كٝها٤ٗخ ي

 

 :  Vortex( اُلٝآخ 8)
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qCurlq أُزغذذٚ 


  ٣َذذ٢ٔ ثٔزغذذٚ اُلٝآذذخ ٝػِذذ٢ مُذذي رٌذذٕٞ اُؾوًذذخ اُغٜل٣ذذخ أٝ ؿ٤ذذو

0كٝها٤ٗخ إما ًبٕ 

0أٓب إما ًبٕ  


 ( ي  Rotationalكبٕ اُؾوًخ رٌٕٞ كٝها٤ٗخ ) 

 

 

 :  Vortex Line( اُقظ اُلٝا٢ٓ 9)

 

ؾوًذذخ اُلٝها٤ٗذذخ ٣ؼذذوف اُقذذظ اُذذلٝا٢ٓ ث ٗذذٚ أُ٘ؾ٘ذذ٢ أُوٍذذّٞ كذذ٢ أُذذبئغ اُذذن١ ٣ٌذذٕٞ كذذ٢ ؽبُذذخ اُ

zyxأُٔبً ُٚ ػ٘ل أ١ ٗوطخ ٛٞ أُزغٚ اُلٝا٢ٓ ػ٘ل ٛنٙ اُ٘وطذخ ي ٝإما ًبٗذذ   ٛذ٢ ٓوًجذبد  ,,

 كبٕ أُؼبكدد اُزلبخ٤ِخ ُِقطٞط اُلٝا٤ٓخ ٢ٛ : ٓزغٚ اُلٝآخ 

 

zyx

dzdydx


,, 

 

 :  Circulation( اُلٝهإ 11)

 

ٓ٘ؾ٘ذذ٢ ٓولذذَ ٓٞخذذٞع ٤ًِذذب كذذ٢ ٓذذبئغ ٓزؾذذوى  Cإما ًذذبٕ 

 qٝٗلذذوض إٔ اَُذذوػخ ػ٘ذذل أ٣ذذخ ٗوطذذخ ػِذذ٢ أُ٘ؾ٘ذذ٢ ٛذذ٢ 

كذذبٕ  Cٛذ٢ َٓذبؽخ اَُذطؼ كافذذَ أُ٘ؾ٘ذ٢ أُولذَ  ٝإ 

qَُوػخ أُبئغ  اُلٝهإ 

 ٣ؼوف ًب٥ر٢ : 

 

   1.,......... 



dqSdq

C

 

 

 ي ػ٘ و َٓبؽخ ٖٓ أَُبؽخ  C  ،dػ٘ و ط٢ُٞ ٖٓ أُ٘ؾ٢٘  dSؽ٤ش 
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 2.,......... 
 





dnd

qCurlq








 

nؽ٤ش 

 ي ٖٓ اَُطؼ  dٓزغٚ ٝؽلح ك٢ ادرغبٙ اُؼٔٞك١ ُِقبهط ُِؼ٘ و  

ٖٝٓ أُؼبكُخ  1 : ٕٗغل أ 

 
C

wdzvdyudx 

 

إُذ٢  Aٝإما ًبٕ أُ٘ؾ٢٘ ؿ٤و ٓـِن كذبٕ اُذلٝهإ ٓذٖ اُ٘وطذخ 

 ػ٢ِ أُ٘ؾ٢٘ ٣ؼوف ًب٥ر٢ : Bاُ٘وطخ 

 

  

B

A

B

A

wdzvdyudxSdq


 

  

 ٝك٢ ًلا اُؾبُز٤ٖ ٣ٌٕٞ اُلٝهإ ٓٞعجب إما ثو٤ذ أَُبؽخ ػ٢ِ اُشٔبٍ أص٘بل اُلٝهإ ي

 ٝك٢ اُؾبُخ اُز٢ رٌٕٞ اُؾوًخ عٜل٣خ كبٕ : 

 

z
w




    ،

y
v




      ،

x
u




 

 

 

 

 كاُخ عٜل اَُوػخ ٝػ٘لئن ٣ٌٕٞ اُلٝهإ : ؽ٤ش 

 

B B

A B

A A

dx dy dz d
x y z

   
           

   
  
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ٝٛذذنا ٓؼ٘ذذبٙ إٔ اُذذلٝهإ ػِذذ٢ أ١ ٓ٘ؾ٘ذذ٢  AB  ٌَكذذ٢ ؽبُذذخ اُؾوًذذخ اُغٜل٣ذذخ د ٣زٞهذذق ػِذذ٢ هذذ

أُ٘ؾ٢٘ ٣َٝب١ٝ اُلوم ث٤ٖ ه٤ٔز٢ اُغٜل ػ٘ل اُ٘وطز٤ٖ اُٜ٘بئ٤ز٤ٖ ي ٖٝٓ صْ إما ًبٕ أُ٘ؾ٘ذ٢ ٓولذَ 

 كاُخ ٝؽ٤لح اُو٤ٔخ ي كبٕ اُلٝهإ ٣َب١ٝ اُ لو إما ًبٗذ 

 

 أٓضِخ :

 

 ( :1ٓضبٍ)

 

0w  ،Kxvإما ًبٗذذذ ٓوًجذذبد اَُذذوػخ ُ٘وطذذخ ٓذذب كذذ٢ ٓذذبئغ ٛذذ٢    ،Kyu   ؽ٤ذذشK  صبثذذذ

 كبٝعل اُقطٞط اد٤َٗبث٤خ ي

 

 اُؾَ :

 

ٝٓذٖ   Steadyٝاخؼ إٔ ٓوًجبد اَُوػخ د رزٞهق ػ٢ِ اُيٖٓ ٝثنُي رٌٕٞ ؽوًخ أُبئغ دى٤٘ٓذخ

صْ َٗز٘زظ إٔ ٓؼبكُخ أَُبه ر٘طجن ػ٢ِ ٓؼبكُخ اُقطٞط اد٤َٗبث٤خ ًنُي كبٕ ٛنٙ اُؾوًذخ َٓذز٣ٞخ 

 ي أُؼبكُخ اُزلبخ٤ِخ ُِقطٞط اد٤َٗبث٤خ ٢ٛ : 0wلإٔ 

 

ydyxdx

Kx

dy

Ky

dx

v

dy

u

dx










 

 

 ٝثبُزٌبَٓ ٗغل إٔ :
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Cyx  22
 

 صبثذ ي Cؽ٤ش 

كبٕ اُقطذٞط ادَٗذ٤بث٤خ رٌذٕٞ ػجذبهح ػذٖ ٓغٔٞػذخ اُذلٝائو ٓزؾذلح  0Cٝػ٢ِ مُي ػ٘لٓب رٌٕٞ 

 أُوًي ٝٓوًيٛب ٛٞ ٗوطخ الأصَ ي

 (:2ٓضبٍ)

 

txuإما ًبٗذذذ ٓوًجذذبد ٍذذوػخ ٗوطذذخ ٓذذب كذذ٢ ٓذذبئغ ٓزؾذذوى كذذ٢ ارغبٛذذبد أُؾذذبٝه ٛذذذ٢      ،

tyv   ،0w : كبٝعل 

 i  ٓؼبكُذذخ اُقطذذٞط ادَٗذذ٤بث٤خ صذذْ ٓؼبكُذذخ اُقذذظ ادَٗذذ٤بث٢ أُذذبه ثبُ٘وطذذخ 1,1A  ػ٘ذذل اُِؾظذذخ

0t ي 

 ii  َٓبه اُ٘وطخM  اُز٢ ًبٗذ رشٌَ أُٞخغ 1,1A  0ػ٘ل اُِؾظخt ي 

 

 اُؾَ :

 

 ٝاخؼ إٔ اُؾوًخ َٓز٣ٞخ ى٤٘ٓخ ي أُؼبكُخ اُزلبخ٤ِخ ُِقطٞط اد٤َٗبث٤خ ٢ٛ :

 

ty

dy

tx

dx





 

 

 صبثذ ٗغل إٔ : tثبُزٌبَٓ ٝاػزجبه 

    Ctytx lnlnln  

 

 صبثذ اُزٌبَٓ  Cؽ٤ش 
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    1...............,.........Ctytx  

 

أ١ إٔ ٓغٔٞػخ اُقطٞط ك٢ ًَ ُؾظخ رٔضَ ٓغٔٞػخ ٓذٖ اُوطذٞع اُيائذلح ٝلإ٣غذبك اُقذظ ادَٗذ٤بث٢ 

اُن١ ٣ٔو ثبُ٘وطخ  1,1A  0ػ٘ل اُِؾظخt  ثبُزؼ٣ٞي ك٢ 1 : 

 

    2....,.........111  CC 

 

 ٝػ٢ِ مُي كٔؼبكُخ اُقظ اد٤َٗبث٢ أُطِٞة ٛٞ :

 

1xy 

 

 ي ٢ٛٝ رٔضَ ٓؼبكُخ هطؼب ىائلا 

 ٝلإ٣غبك ٓؼبكُخ أَُبه :

 

 3.,.........ty
dt

dy
     ،tx

dt

dx
 

tx
dt

dx
 

 

 ٢ٛٝ ٓؼبكُخ رلبخ٤ِخ فط٤خ ٖٓ اُورجخ الأ٢ُٝ ٝػبَٓ رٌبِٜٓب :
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 

  
















deteetddtetxe

texe
dt

d

texe
dt

dx
e

ee

ttttt

tt

ttt

tdt



 

 

 4.,.........1 1

1

t

ttt

eCtx

Cetexe








 

 

  0tًبٗذ  1xٌُٖٝ ػ٘لٓب 

 

 5.,.........e1

0

t-

1

1

Ctx

C




 

 

 ٝثبُٔضَ 

 

ty
dt

dy
 

 

 ٝثؾَ ٛنٙ أُؼبكُخ ٣٘زظ إٔ :

 

 6......................,.........1 ty 

 

ث٤ٖ tٝثؾنف  6  ، 5 : ٗؾ َ ػ٢ِ 

 

 7..................,.........2 yx 
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 ٝٛنٙ ٢ٛ ٓؼبكُخ أَُبه أُطِٞة ي ٝاخؼ إٜٗب رٔضَ ٓؼبكُخ فظ َٓزو٤ْ ي

اٗٚ إما ًبٗذ اُؾوًخ ى٤٘ٓخ أ١ إٜٗب رؼزٔل ػ٢ِ اُذيٖٓ كذبٕ ٓؼذبكدد اُقطذٞط ٖٝٓ ٛنا أُضبٍ ٣زضؼ 

 اد٤َٗبث٤خ رقزِق ػٖ ٓؼبكدد فطٞط أَُبه ي

 (:3ٓضبٍ)

 

 إما ًبٕ ٓزغٚ اَُوػخ ُؾوًخ ٓبئغ ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ٣ؼط٢ ثبُ ٞهح : 

  

 
 
 

k
yx

y
j

yx

zyx
i

yx

xyz
q


22222

22

222

2










 

 

 يك صجذ إٔ ٛنٙ اُؾوًخ ٌٓٔ٘خ ٝإٜٗب ؿ٤و كٝها٤ٗخ 

 اُؾَ :

 

 ٓؼبكُخ ادر بٍ ٢ٛ :

 

0 divq
dt

d



 

 

  أُبئغ ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط 

 

0

0





divq

dt

d

 

 
 
  




















































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     
 

        

 
 

 
0
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0
42422
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2222222
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2222222
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22222


















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 أ١ إٔ ٓؼبكُخ ادر بٍ ُِٔبئغ اُـ٤و هبثَ ُلاٗضـبط رؾووذ ٝثنُي رٌٕٞ اُؾوًخ ٌٓٔ٘خ ي 

 ًنُي كبٕ :
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 
   
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
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
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
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 يٝػ٢ِ مُي كبٕ اُؾوًخ رٌٕٞ ؿ٤و كٝها٤ٗخ 

 

0Curlq 
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 (:4ٓضبٍ)

 

 

 اُوطج٤خ اٌُو٣خ ي داٍز٘زظ ٓؼبكُخ ادر بٍ ُٔبئغ ثبلإؽلاص٤ب

 

 اُؾَ :

 

 ٓؼبكُخ ادر بٍ ثبلإؽلاص٤بد اٌُور٤ي٣خ :

 

0 qdiv
dt

d 



 

 

 الإؽلاص٤بد أُ٘ؾ٤٘خ ٗؼِْ إٔ :ٝك٢ 

 

     





















 213

3

312

2

321

1321

1
hhF

u
hhF

u
hhF

uhhh
Fdiv


 

 

 ٝك٢ الإؽلاص٤بد اُوطج٤خ اٌُو٣خ ٣ٌٕٞ :

 









3

3

u

rSinh
     ، 





2

2

u

rh
     ،     

ru

h





1

1 1
 

qF


 

 ٝػ٢ِ مُي كل٢ الإؽلاص٤بد اٌُو٣خ ٣ٌٕٞ :
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       

       
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
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

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










q
rSin

Sinq
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rqSinrqSinrq
rSinr

qdiv

r

r







































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1

2

2

22

2





 

 

 : ٓؼبكُخ ادر بٍ ٢ٛ 

 

      0
111 2

2















  








q

rSin
Sinq

rSin
rq

rrdt

d
r 

 

 

 

 (:5ٓضبٍ)

 

 رزؾوى ػ٘بصو ٓبئغ ٓزٔبصَ ك٢ اُلواؽ ثبَُ٘جخ ُٔوًي صبثذ اصجذ إٔ ٓؼبكُخ ادر بٍ ٢ٛ :

 

  02

2















ur

rrr
u

t


 

 

 ٖٓ ٓوًي اُضبثذ ي rاَُوػخ ػ٢ِ ثؼل  uؽ٤ش 

 

 اُؾَ :

 

  اُؾوًخ ٓزٔبصِخ ثبَُ٘جخ ُٔوًي صبثذ ي كِٞ هٓيٗب ُِجؼل ػٖ ٛنا أُوًي ثبُوٓيr : ٕكب 

 

 truu , 
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 ي rاَُوػخ ػ٢ِ ثؼل  uؽ٤ش 

 : ٓؼبكُخ ادر بٍ ٢ٛ 

 

  0 qdiv
dt

d 



 

 

 ٝأ٣ضب رَب١ٝ :

 

  0



qq

t





 

 

ٝثبٍزقلاّ الإؽلاص٤بد اُوطج٤خ   ,,r : ٕٗؼِْ أ 

 

  00
1 2

2





 ur

rr
q


 

 

 ي rك٢ ارغبٙ  uُٚ ٓوًجخ ٝاؽلح كوظ  qدٕ ٓزغٚ اَُوػخ 

 : ٓؼبكُخ ادر بٍ ٢ٛ 

 

  02

2





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







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rrr
u
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 (:6ٓضبٍ)
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إما ًبٗذ أ١ ٗوطذخ ٓذٖ ٓذبئغ ؿ٤ذو هبثِذخ ُلاٗضذـبط رذلٝه ثبٗزظذبّ ؽذٍٞ ٓؾذٞه صبثذذ ثَذوػخ ىا٣ٝذخ  

ك صجذذذ إٔ اُؾوًذذخ رٌذذٕٞ ؿ٤ذذو كٝها٤ٗذذخ إما ًذذبٕ  nرز٘بٍذذت ٓذذغ اُجؼذذل ػذذٖ أُؾذذٞه ٓوكٞػذذب ُذذ ً 

01n 

 

 اُؾَ :

 

 ثؼل أ١ ٗوطخ ػٖ أُؾٞه ) ٓؾٞه اُلٝهإ ( ،  rثلوض إٔ 

 ٢ٛ اَُوػخ اُيا٣ٝخ ي

 

nn Krr   

 

صبثذ اُز٘بٍت ي اَُوػخ ك٢ ارغبٙ أُٔبً ُِلائوح اُزذ٢  Kؽ٤ش 

 رؤٍٜب ٗوطخ أُبئغ 

 

1 nKrrq  

 

 ٗؼِْ إٔ : ٝك٢ الإؽلاص٤بد أُ٘ؾ٤٘خ

 

 

 

332211

321

332211
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1

FhFhFh

uuu

eheheh

hhh
F

















 

 

 ك٢ الإؽلاص٤بد ادٍطٞا٤ٗخ :
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00 1





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
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n

zr
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eere

q
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
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
 

 

 ٜٝٓ٘ب ٣٘زظ أُطِٞة ي
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 ٓولٓخ :

 

صبثزخ ٝك٢ ٛنٙ اُؾبُخ إما اٍذزقلٓ٘ب طو٣وذخ أ٣ِٝذو  ك٢ أُٞائغ اُـ٤و هبثِخ ُلاٗضـبط رٌٕٞ اٌُضبكخ 

 ُٞصق ؽوًخ أُٞائغ كبٕ ٓؼبكُخ ادر بٍ ر فن اُ ٞهح :

 

0

0


















z

w

y

v

x

u

qdiv
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 ٓٔزل الإعٜبك ك٢ أُٞائغ اُِيعخ :

 

ثبػزجبه ػ٘ و ؽغ٢ٔ ٓز٘ب٤ٛب ك٢ اُ ـو ػ٢ِ ٤ٛئخ 

dzdydxٓزذذٞاى١ َٓذذزط٤لاد أطذذٞاٍ أؽوكذذٚ ٛذذ٢  ,, 

ٝأٝعٜٚ رٞاى١ َٓز٣ٞبد الإؽذلاص٤بد ًٔذب ثبُشذٌَ ي 

ي اُوذذذٞح  Viscousٝمُذذذي ثلذذذوض إٔ أُذذذبئغ ُذذذيط 
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ٝٛذ٢   Stressأُؤصوح ػ٢ِ ٝؽلح أَُبؽبد ٖٓ أ١ ٝعٚ ٖٓ أٝعٜذٚ ) ٍذطٞؽٚ ( رَذ٢ٔ ثبلإعٜذبك

٤َُذ ػٔٞك٣خ ػ٢ِ اَُطؼ ك٢ ؽبُذخ أُذبئغ اُِذيط ٝإٗٔذب ٣ٌٔذٖ رؾ٤ِِذٚ إُذ٢ صذلاس ٓوًجذبد إؽذلاٛٔب 

ػٔٞك٣خ ػ٢ِ اَُطؼ ٝر٢َٔ ثبلإعٜبك اُؼٔٞك١ ٝالأفو٣بٕ ك٢ َٓذز١ٞ اَُذطؼ ٝرَذ٢ٔ ادعٜذبكاد 

 يأٝ  Pأُٔب٤ٍخ ٍٝ٘وٓي ُلإعٜبك ثبُوٓي 

xzxyxxٓذذذٖ اُشذذذٌَ أُوًجذذذبد  PPP رٔضذذذَ ٓوًجذذذبد الإعٜذذذبك أُذذذؤصو ػِذذذ٢ أَُذذذز١ٞ  ,, 0x  أ١

yzyyyxػٔٞك٣ذذب ػ٤ِذذٚ ، أُوًجذذبد  xأَُذذز١ٞ اُذذن١ ٣ٌذذٕٞ أُؾذذٞه  PPP رٔضذذَ ٓوًجذذبد الإعٜذذبك  ,,

أُؤصو ػ٢ِ أَُز١ٞ  0y  اُؼٔٞك١ ػ٤ِٚ ٛٞ أُؾٞهoy  ي ًٝنُي أُوًجبدzzzyzx PPP رٔضذَ  ,,

 ي ozٓوًجبد الإعٜبك أُؤصو ػ٢ِ أَُز١ٞ اُؼٔٞك١ ػ٤ِٚ ٛٞ أُؾٞه 

 

 

zzyyxxأُوًجذذبد  PPP zyzxyxyzxzxyرَذذ٢ٔ ثبُٔوًجذذبد اُؼٔٞك٣ذذخ ، أُوًجذذبد  ,, PPPPPP رَذذ٢ٔ  ,,,,,

 ثبُٔوًجبد أُٔب٤ٍخ أٝ اُوبصخ ي

 ٝثنُي ٣ٌٕٞ ُلإعٜبك ػ٘ل أ١ ٗوطخ رَغ ٓوًجبد ٣ٌٖٔ ًزبثزٜب ػ٢ِ اُ٘ؾٞ اُزب٢ُ :

 

















zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

PPP

PPP

PPP

 

 

ٝر٢َٔ ٓٔزل الإعٜبك ٝٛٞ ٓٔزذل ٓذٖ اُورجذخ اُضب٤ٗذخ ي أُوًجذبد أُٔبٍذ٤خ ُلإعٜذبك كذ٢ ؽبُذخ أُذبئغ 

رَذب١ٝ اُ ذلو ٝأُوًجذبد اُؼٔٞك٣ذخ رٌذٕٞ ٓزَذب٣ٝخ كذ٢ أُوذلاه ٝد رؼزٔذل ػِذ٢ ارغبٛذذبد أُضذب٢ُ 

 أُؾبٝه ي
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 رٔبصَ ٓٔزل الإعٜبك :

 

رؾزذذ١ٞ ػِذذ٢  ُذذخ اُؼذذيّٝ ) هذذبٕٗٞ ثوذذبل ٤ًٔذذخ اُؾوًذذخ اُيا٣ٝذخ ُِؼ٘ ذذو ( ٍذذٞف ٗغذذل ػذذيّٝكبٓؼكذ٢ 

ُو ذٞه ػيٜٓذب ٓذٖ اُلهعذخ ٤ًٔبد صـ٤وح ٓذٖ اُلهعذخ اُضبُضذخ أٝ اُواثؼذخ أٝ اُقبَٓذخ كٔذضلا هذ١ٞ ا

 اُواثؼخ ، ث٤٘ٔب ٓوًجبد الإعٜبك ػيٜٝٓب ٖٓ اُلهعخ اُضبُضخ ك٢ اُ ـو ي

ٝثنُي ٣ٌٖٔ ًزبثذخ أُؼذبكدد ٝإٛٔذبٍ اُؾذلٝك ٓذٖ اُلهعذخ اُواثؼذخ كذ٢ اُ ذـو ٝالإثوذبل ػِذ٢ ؽذلٝك 

اُؼذيّٝ ؽذٍٞ  اُلهعخ اُضبُضخ ي ٗ فن ك٢ ادػزجبه إٔ أُوًجبد اُؼٔٞك٣خ رٔو ثٔوًي اُؼ٘ و كِٞ أفذنٗب

أُوًي ك٘غل إٔ اٌُض٤و ٖٓ أُوًجبد ٍٞف رزلاه٢ ي ُٝنُي ٗ فن اُؼيّٝ ؽذٍٞ ٓؾذٞه ٣ذٞاى١ ٓؾذٞه 

z  ٣ٝٔذذو ثذذبُٔوًي ٜٝٗٔذذَ ػذذيّٝ اُوذذ١ٞ ٓذذٖ اُلهعذذخ اُواثؼذذخ كذذ٢ اُ ذذـو ) هذذ١ٞ اُو ذذٞه ٝاُوذذ١ٞ

 اُؾغ٤ٔخ ( كزٌٕٞ ٓوًجبد الإعٜبك اُز٢ د رَب١ٝ اُ لو ٢ٛ أُج٤٘خ ثبُشٌَ ي
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 ٢ٛ : ٣ٝGٔو ثبُٔوًي  zٝٓؼبكُخ اُؼيّٝ ؽٍٞ ٓؾٞه ٣ٞاى١ ٓؾٞه 

 

   

 

0
2 2 2 2

0

yx yx yx xy xy xy

xy yx yx yx

dy dy dx dx
P dxdz P dP dxdz P dydz P dP dydz

P P dxdydz P P

       
             

       

     

 

 

 ٝث٘لٌ اُطو٣وخ ٣ٌٖٔ إصجبد إٔ :

 

zyyz PP        ،zxxz PP  

 

 أ١ إٔ ٓٔزل الإعٜبك ٓزٔبصَ ي

 

 ٓؼبكدد ؽوًخ ٓبئغ ُيط ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ثلدُخ ادعٜبكاد :

 

dxdydzٝإ  ٢ٛXdxdydz  dxdydzثلوض إٔ اُو١ٞ اُؾغ٤ٔخ أُؤصوح ػ٢ِ ػ٘ و ؽغْ 
dt

du
 

 ي ٝٛنٙ أُوًجخ ر ر٢ ٖٓ : ٢ٛx اٌُزِخ ٓضوٝثخ ك٢ اُؼغِخ ُِؼ٘ و ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه 

 

 ي xاُو١ٞ اَُطؾ٤خ ػ٢ِ اُٞع٤ٜٖ اُؼٔٞك٤٣ٖ ػ٢ِ ٓؾٞه  (1)

 ي yاُو١ٞ اَُطؾ٤خ ػ٢ِ اُٞع٤ٜٖ اُؼٔٞك٤٣ٖ ػ٢ِ ٓؾٞه  (2)

 ي zاُو١ٞ اَُطؾ٤خ ػ٢ِ اُٞع٤ٜٖ اُؼٔٞك٤٣ٖ ػ٢ِ ٓؾٞه  (3)

ك٢  dydzPxxُزؼط٢ اُوٞح  xxPأُوًجخ  xاُؼٔٞك١ ػ٢ِ ٓؾٞه  dydzyكئما أصود ػ٢ِ اُٞعٚ 

هٞح رؼط٢ ٖٓ ٓلٌٞى  dxٓضلا كئٜٗب رؤصو ػ٢ِ اُٞعٚ أُوبثَ أُٞعٞك ػ٢ِ ثؼل  xارغبٙ أُؾٞه 
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dydzdxر٤ِٞه ٓولاهٛب  
x

P
P xx

xx 











  ك٢ ارغبٙ ػٔٞك١ ػ٢ِ ٛنا اُٞعٚ أ١ ك٢ ارغبٙ ٓؾٞهx  ي

 ي ٢ِx مُي رٌٕٞ أُؾ ِخ اُو١ٞ أُؤصوح ػ٢ِ اُؼ٘ و ه٢ ارغبٙ ٓؾٞه ٝػ

 

dxdydz
x

P
dydzPdydzdx

x

P
P xx

xx

xx

xx
















 

 

ٝػ٢ِ اُٞعٚ أُوبثَ أُٞعٞك ػ٢ِ ثؼل dxdzPyx ٢ٛ  dxdyثبَُ٘جخ  ُِو١ٞ أُؤصوح ػ٢ِ اُٞعٚ 

dy   رؤصو اُوٞحdxdzdx
y

P
P

yx

yx 
















 : ٝرٌٕٞ أُؾ ِخ ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ٢ٛ 

 

dxdydz
y

Pyx




 

 

 ٢ٛ : dzٝثبُٔضَ ٓؾ ِخ اُو١ٞ ػ٢ِ اُٞع٤ٜٖ اُجؼل ث٤ٜ٘ٔب 

 

dxdydz
z

Pzx




 

 

 ٝٓغٔٞع ع٤ٔغ ٛنٙ أُوًجبد ٛٞ :

 

dxdydz
z

p

y

p

x

p zxyxxx




























 

 

ٝثذنُي ر ذجؼ ٓؼبكُذخ اُؾوًذخ كذ٢ ارغذبٙ  xٝرٔضَ ع٤ٔغ اُو١ٞ اَُطؾ٤خ أُذؤصوح كذ٢ ارغذبٙ ٓؾذٞه 

 ٢ٛ : dxdydzثؼل اُؤَخ ػ٢ِ  xٓؾٞه 
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 1.,.........
z

p

y

p

x

p
X

dt

du zxyxxx














  

 

 ٝثبُٔضَ ٣ٌٖٔ اٍز٘زبط إٔ :

 

 

 3.,.........

2.,.........

z

p

y
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x

p
Z

dt

dw

z

p

y
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x

p
Y

dt

dv

zzyzxz

zyyyxy









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


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







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
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

 

 

ZYXؽ٤ش   ٢ٛ ٓوًجبد اُوذ١ٞ اُؾغ٤ٔذخ أُذؤصوح ػِذ٢ ٝؽذلح اُؾغذّٞ ي ٝرَذ٢ٔ أُؼذبكدد  ,,

     3,2,1  ثٔؼذذبكدد ؽوًذذخ أُذذبئغ اُِذذيط ثلدُذذخ ادعٜذذبكاد ٝرضذذبف إُذذ٢ ٛذذنٙ أُؼذذبكدد أُؼبكُذذخ

 اُواثؼخ ٢ٛٝ ٓؼبكُخ ادر بٍ :

 

 4........................,.........0
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 اٌُبِٓخ ُٔوًجبد اُؼغِخ ك٢ ٓزـ٤واد أ٣ِٝو ٢ٛ :ٝاُ ٞهح 
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v
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 هبٕٗٞ ٤ٗٞرٖ أُؼْٔ :

 

yzzzyyxzxyxxأُغب٤َٛ ك٢ أُؼبكدد اَُبثوخ ٛذ٢   PPPPPPwvu ٝٛذ٢ رَذؼخ ٓغب٤ٛذَ ث٤٘ٔذب  ,,,,,,,,

ػلك أُؼبكدد أهثؼخ ٓؼبكدد كوظ ُٝنُي ٣ِيّ إخبكخ ٓؼبكدد عل٣لح روثظ أُغب٤َٛ ثؼضٜب اُذجؼي 

 ؽز٢ ٣ٌٕٞ ػلك أُؼبكدد َٓب٣ٝب ػلك أُغب٤َٛ ي 

ٝر ر٢ ى٣بكح ػلك أُؼبكدد ػٖ طو٣ن ٝخغ كوٝض عل٣ذلح رذوثظ ثذ٤ٖ ٓوًجذبد الإعٜذبك ٝرلبخذلاد 

ٝاُذذن١ ٣ٌٔذذٖ اُزؼج٤ذذو ػذذٖ ٓوًجذذبد الإعٜذذبك  ٢اُلذذوٝض ٛذذٞ اُلذذوض ا٤ُ٘ٞرذذٞٗ اَُذذوػخ ٝأهذذٜو ٛذذنٙ

ثٞاٍذطخ ػلاهذبد فط٤ذخ كذ٢ رلبخذذلاد اَُذوػخ ٝرَذ٢ٔ أُٞائذغ اُزذذ٢ رؾوذن ٛذنا اُلذوض ثذذبُٔٞائغ 

 ا٤ُ٘ٞر٤ٗٞخ ٝأُٞائغ اُز٢ د رؾون ٛنا اُلوض ثبُٔٞائغ اُـ٤و ٤ٗٞر٤ٗٞخ ي

ائغ ٤ٗٞر٤ٗٞخ ث٤٘ٔذب ٓذبئغ ٓضذَ اُذلّ ك٤ؼزجذو ٓبئؼذب ؿ٤ذو أُٞائغ ٓضَ أُبل ٝاُٜٞال ٣ٌٖٔ اػزجبهٛب ٓٞ 

٤ٗٞرذذ٢ٗٞي كذذ٢ ؽبُذذخ أُٞائذذغ اُـ٤ذذو هبثِذذخ ُلاٗضذذـبط ٝ ا٤ُ٘ٞر٤ٗٞذذخ ٣ٌٔذذٖ ًزبثذذخ اُؼلاهذذخ ثذذ٤ٖ ٓوًجذذبد 

 الإعٜبك ٝرلبخلاد اَُوػخ ػ٢ِ اُ٘ؾٞ اُزب٢ُ :
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 ػ٢ِ اُ ٞهح : xٝك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ٣ٌٖٔ ًزبثخ اُوٞح ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه 
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 ٢ٛ : yٝثبُٔضَ ٣ٌٖٔ ًزبثخ اُو١ٞ ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه

 

2P
v

y



  


 

 ٢ٛ : zٝرٌٕٞ اُو١ٞ اَُطؾ٤خ ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه

 

w
z

P 2



  

 ٓؼبكدد اُؾوًخ ك٢ اُ ٞهح :ٝثنُي ٣ٌٖٔ ًزبثخ 
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٣ؼزجو ٓؼِٞٓذب ٣َٝذ٢ٔ ثٔؼبٓذَ اُِيٝعذخ اُذل٣٘ب٢ٌ٤ٓ ٣ٌٝٔذٖ رؾل٣ذلٙ إٓذب ثبُزغوثذخ أٝ ٓذٖ  أُولاه 

ٗظو٣خ اُؾوًخ ُِـذبىاد ٝاَُذٞائَ ٣ٝؼزٔذل ػِذ٢ اُزو٤ًذت اُغي٣ئذ٢ ُِٔذبئغ ٝكذ٢ اُؾبُذخ اُؼبٓذخ ٣ٌٔذٖ 

أفنٙ ًلاُخ ك٢ كهعخ اُؾذواهح ٝمُذي ػ٘ذل كهعذبد اُؾذواهح اُؼب٤ُذخ ، أٓذب كذ٢ اُؾذبدد اُؼبك٣ذخ كذ٤ٌٖٔ 

 زجبهٙ صبثزب ياػ

 ٝٛٞ اُضـظ ك٤ٌٖٔ ًزبثزٚ ػ٢ِ اُ ٞهح :  Pأٓب ثبَُ٘جخ ُِٔغٍٜٞ 

 

 7........,.........
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
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wvuٝٛذذٞ ٓغٜذذٍٞ عل٣ذذل ظٜذذو كذذ٢ أُؼذذبكدد ٝإما أخذذل٘ب إ٤ُذذٚ أُغب٤ٛذذَ اُضلاصذذخ  ٣ ذذجؼ ػذذلك  ,,

 أُؼبكدد أهثؼخ ٝػلك أُغب٤َٛ أهثؼخ أ٣ضب ي

ٝثئكفبٍ ٓؼبَٓ اُِيٝعخ ا٤ٌُ٘ٔبر٢ٌ٤   : كبٕ ٓؼبكدد اُؾوًخ ر فن اُ ٞهح 
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أُؼبكدد      6,5,4  أٝ أُؼذبكدد     10,9,8  ٛذ٢ أُؼذبكدد الأٍبٍذ٤خ اُزلبخذ٤ِخ ُؾوًذخ ٓذبئغ

(  Navier Stokes'sُيط ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ٝر٢َٔ ٛنٙ أُؼبكدد ثٔؼبكدد ٗذبك٤٤و ٍذزًٌٞ ) 

َٗجخ إ٢ُ اُؼب٤٤ُٖٔ اُن٣ٖ ٝخؼب ٛنٙ أُؼبكدد ك٢ صٞهرٜب اُٜ٘بئ٤خ ٝأَُزقلٓخ ٓ٘ن أًضو ٖٓ ٓبئخ 

٤ِخ عيئ٤ذخ ؿ٤ذو فط٤ذخ كذ٢ أهثؼذخ ٓغب٤ٛذَ ًٝذَ ٜٓ٘ذب ٝف٤َٖٔ ػبٓب ٢ٛٝ ػجبهح ػٖ ٓؼبكدد رلبخ
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كاُخ ك٢ أهثؼخ ٓزـ٤واد ٢ٛٝ هل٣لح اُزؼو٤ل ٝؽُِٜٞب أُضجٞطخ ؿ٤و ٓؼوٝكخ إد ك٢ ؽبدد ٓؼذلٝكح 

ٝكذذ٢ ٓؼظذذْ أَُذذبئَ اُؼ٤ِٔذذخ ِٗغذذ  إُذذ٢ ؽِٜذذب روو٣ج٤ذذب ٝكذذ٢ أؽذذٞاٍ آفذذو١ هذذل ِٗغذذ  إُذذ٢ ؽذذَ أَُذذبئَ 

 ثئعوال رغبهة ك٢ أُؼبَٓ ي

 ب٤ٛخ ُٔؼبكدد ٗبك٤٤و ٍزًٌٞ ُٔبئغ ُيط ٝؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ٢ٛ :ٝاُ ٞهح ادرغ

 

   11..............................,.........2qPFqq
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Fؽ٤ش 


qاُو١ٞ اُؾغ٤ٔخ ،  

ٓزغٚ اَُوػخ ٝٓوًجبرٚ ٢ٛ   wvu  ي ,,

 

 اُشوٝط ادثزلائ٤خ ٝاُشوٝط اُؾل٣خ ػ٢ِ اَُطٞػ اُ ِجخ :

 

ثبلإخذذبكخ إُذذ٢ أُؼذذبكدد اَُذذبثوخ ٣ِذذيّ ٓؼوكذذخ هذذٌَ أُغب٤ٛذذَ ػ٘ذذل اُِؾظذذخ ادثزلائ٤ذذخ اُذذن١ ٣َذذ٢ٔ 

ثٔؼوكخ اُشوٝط ادثزلائ٤خ ٝك٢ ؽبُخ ؽوًخ ٓبئغ ُيط ك٢ أٗبث٤ت ؿ٤و ٓزؾوًخ صذِجخ ٝؿ٤ذو َٓذب٤ٓخ 

كذذبٕ ٓوًجذذبد اَُذذوػخ أُٔبٍذذ٤خ ػ٘ذذل اُغذذلاه رَذذب١ٝ ٍذذوػخ اُغذذلاه ٣ٝطِذذن ػِذذ٢ ٛذذنا هذذوط ػذذلّ 

 دم يادٗي

أ٣ضب اَُذوػخ اُؼٔٞك٣ذخ ُِٔذبئغ ٝاُغذلاه ٣غذت إٔ رٌذٕٞ ٓزَذب٣ٝخ ) ٝاؽذلح ( ٝإد ُ٘لذن أُذبئغ فذلاٍ 

 اُغلاه ٢َٔ٣ٝ اُشوط ثشوط ػلّ اُ٘لبم٣خ ي

٣ٝقزِق أُبئغ أُضب٢ُ ػٖ أُبئغ اُِيط ك٢ ػلّ رؾون هذوط ػذلّ ادٗذيدم كذ٢ ؽبُذخ أُذبئغ اُِذيط 

ػ٘ل اُغلاه ٍٝوػخ اُغلاه ٝاُلوم ث٤ٜ٘ٔب ٣َذ٢ٔ ثبَُذوػخ ٣ٞعل كوم ك٢ اَُوػخ أُٔب٤ٍخ ُِٔبئغ 

 ادٗيده٤خ ٣ٝظٜو ٛنا ػبكح ك٢ اُـبىاد أُقِقِخ ي
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 ٓؼبكدد أ٣ِٝو ُؾوًخ ٓبئغ ٓضب٢ُ ) ؿ٤و ُيط ( :

 

دٍز٘زبط ٓؼبكدد أ٣ِٝو ُؾوًخ ٓبئغ ؿ٤و ُيط ٝاُن١ د ٣ؼزٔل ك٤ٚ الإعٜبك ػِذ٢ ارغذبٙ اَُذطؼ ؽ٤ذش 

كذذ٢ ٓؼذذبكدد ٗذذبك٤٤و ٍذذزًٌٞ ٝٝخذذغ  ٣0زـ٤ذذو ثزـ٤ذذو ادرغذذبٙ ي ٗضذذغ ٣ٌذذٕٞ ػٔٞك٣ذذب كوذذظ ٝد 

PPPP zzyyxx  

 ك٘غل إٔ ٓؼبكدد اُؾوًخ رؤٍٝ إ٢ُ اُ ٞهح :

 

 12.....................................,.........

1

1

1






























z

P
Z

dt

dw

y

P
Y

dt

dv

x

P
X

dt

du







 

 

 ٝاُ ٞهح ادرغب٤ٛخ رٌٕٞ :

 

 13.......................................,.........
1

PF
dt

qd




 

 

 أٝ 

 

   14.........................,.........
1

PFqq
t

q




 



 

 

أُؼبكدد      12,13,14 : ٖ٣ٌٖٔ ًزبثزٜب أ٣ضب ثبؽل١ اُ ٞهر٤ 
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   

 16.........,.........
1

2

1

15,.........
1

2

1

2

2

PFqq
t

q

PFqqq
t

q





































 

 

qؽ٤ش 


 ٓزغٚ اُلٝآخ ي 

 

ٓؼذذبكدد اُؾوًذذخ ُٔذذبئغ ٓضذذب٢ُ ؿ٤ذذو هبثذذَ ُلاٗضذذـبط إما ًبٗذذذ اُوذذ١ٞ اُغَذذ٤ٔخ هذذ١ٞ 

 :  Bernoulli's Equationٓؼبكُخ ثو٢ُٞٗ  Conservativeٓؾبكظخ 

 

 ػ٘لٓب رٌٕٞ اُو١ٞ اُغ٤َٔخ ) اُؾغ٤ٔخ ( ه١ٞ ٓؾبكظخ كبٕ ٣ٌٖٔ ًزبثخ :

 

 17.,.........


F 

 

ؽ٤ش  zyx ,, كاُخ ه٤ب٤ٍخ ي 

كٔؼبكُذخ اُؾوًذخ كذ٢ ٛذنٙ اُؾبُذخ ر فذن اُ ذٞهح  const.كئما ًبٗذ أُبئغ ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط كبٕ 

 13 : 

 

P
dt

qd





1
 

 

 ٣ٌٖٝٔ ًزبثزٜب ك٢ اُ ٞهح :

 

 18.,.........
1

2

2

P
dt

rd




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rؽ٤ش 

ٓزغٚ الإىاؽخ ي ثضوة أُؼبكُخ   18  ه٤ب٤ٍب ك٢rd


 : 

 

 



















ddz
z

dy
y

dx
x

rd

rdPrdrd
dt

rd







19.,.........
1

2

2


 

 

 ٝأ٣ضب 

 

P P P
P dr dx dy dz dP

x y z

  
     

  
 

 

 ًٝنُي 

 

wdwvdvududz
dy

dw
wdy

dy

dv
vdx

dx

du
urd

dt

rd

dy

dw
w

dt

dy

dy

dw

dt

dw

t

yd

dy

dv
v

dt

dy

dy

dv

dt

dv

t

yd

dx

du
u

dt

dx

dx

du

dt

du

t

xd

dz
t

zd
dy

t

yd
dx

t

xd
rd

dt

rd



























2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

 

 

  أُؼبكُخ 19 : ٣ٌٖٔ ًزبثزٜب ك٢ اُ ٞهح ا٥ر٤خ 
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

dP
dwdwvdvudu  

 

 ثبُزٌبَٓ :

 

  .
2

1 222 Const
P

wvu 


 

 

 ٝؽ٤ش إٔ :

 

 20...,........
2

1

.
2

1

2

2

2222

Const
P

q

Const
P

q

wvuqkwjviuq













 

 

ٝر٢َٔ أُؼبكُخ  20 ثٔؼبكُخ ثو٢ُٞٗ ُِٔبئغ أُضب٢ُ ٝاُـ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ي 

 

 أٓضِخ ػ٢ِ ؽوًخ أُبئغ أُضب٢ُ :

 

٣kذذلٝه ٓذذبئغ ًغَذذْ صذذِت ثَذذوػخ ىا٣ٝذذخ  (1)


   ؽذذٍٞ أُؾذذٞهz  كذذئما ًبٗذذذ اُوذذٞح اُٞؽ٤ذذلح

 اُقبهع٤خ أُؤصوح ٢ٛ هٞح اُغبمث٤خ الأهخ٤خ ك صجذ إٔ :

 

.
2

1 22 Constgzr
P

 


 

 

 ي zاُجؼل ػٖ ٓؾٞه  rػغِخ اُغبمث٤خ الأهخ٤خ ،  gؽ٤ش 
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 اُؾَ :

 

 ٓؼبكُخ ا٣ِٝو ُِؾوًخ ٢ٛ :

 

PFf

PF
dt

qd













1

1

 

 

ؽ٤ش 
dt

qd
f


 : ٌُٖٝ ٓزغٚ اُؼغِخ ي ٞٛ 

 

 gzF

kgF








 

 

 ًٝنُي 

 

qq
t

q
f
















 2

2

1
 

 ؽ٤ش 

 

jxiyq

zyx

kji

Rq













 00
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qؽ٤ش 

ٍوػخ ٗوطخ ٖٓ ٓذبئغ ٓزغذٚ ٓٞخذؼٜب ٛذٞ   zyxR ,,


ٝمُذي ثبَُ٘ذجخ ُٔغٔٞػذخ ٓؾذبٝه  

 ًٔب ثبُشٌَ ي oٓزؼبٓلح ٗوطخ أصِٜب اُ٘وطخ اُضبثزخ 

 

   

r

xy

kji

q

k

xy

zyx

kji

q

ryxqqq















2

222222

2

0

200

22

0

2

1

2

1

2

1

2

1








































 

 

0ٝؽ٤ش إٔ اُؾوًخ دى٤٘ٓخ كبٕ 




t

q


Fqqٝثبُزؼ٣ٞي ػٖ  


,,
2

1 2  ك٢ ٓؼبكُخ اُؾوًخ 

   :ٗغل إٔ 

 

 

 ثبُزٌبَٓ 

 

 

   

0
2

1

0
2

1

2

1

2
2

1

22

2222

2222

222







































































P
gzr

P
gzrr

P
gzrr

P
gzrr








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.
2

1

.
2

1

22

22

Constgzr
P

Const
P

gzr











 

 

ٓذٖ أٗجٞثذخ َٓذزو٤ٔخ ماد ٓوطذغ ٓ٘ذزظْ ٝروذغ رؾذذ رذ ص٤و هذٞح  ٤ًٔl2خ ٖٓ ٍبئَ رشـَ طذٍٞ  (2)

رزغٚ كائٔب ٗؾٞ ٗوطخ صبثزخ ك٢ الأٗجٞثخ رز٘بٍت ٓغ اُجؼذل ػذٖ ٛذنٙ اُ٘وطذخ ي اٝعذل اُؾوًذخ ٝاُضذـظ 

 ػ٘ل أ١ ٗوطخ ي

 اُؾَ :

 

ٛٞ ثؼل اُ٘وطخ اُضبثزخ ػذٖ اُطذوف اُؾذو  zٗلوض إٔ 

كزٌذذذٕٞ اُوذذذٞح  oٓذذذٖ  xػِذذذ٢ ثؼذذذل   ٗذذذلهً اَُذذذبئَ

) ؽ٤ذذش  xاُقبهع٤ذذخ أُذذؤصوح ُٞؽذذلح الأطذذٞاٍ ٛذذ٢ 

ٝؽلح الأطٞاٍ ٛ٘ب رز٘بٍت ٓغ ٝؽلح اُؾغذّٞ ( ٝرزغذٚ 

ٝؽ٤ذش إٔ الأٗجٞثذخ هك٤ؼذخ كذبٕ اُؾوًذخ  oإ٢ُ اُ٘وطذخ 

 رٌٕٞ ك٢ ثؼل ٝاؽل روو٣جب ي

 ٓؼبكُخ ادر بٍ ر فن اُ ٞهح :

 

0




x

u
 

 

 ٓؼبكُخ اُؾوًخ ر فن اُ ٞهح :
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x
x

P

x

u
u

t

u

















 1
 

 

 ثبُزؼ٣ٞي ٖٓ ٓؼبكُخ ادر بٍ ٗؾ َ ػ٢ِ :

 

x
x

P

t

u












 1
 

 

أ١ إٔ  ٤ُxَذ كاُخ ك٢ أُزـ٤و  uٖٓ ٓؼبكُخ ادر بٍ ٗغل إٔ  tuu   ٕمُي ٗغل أ ٖٓٝ
t

u




كاُخ  

 ك٢ اُيٖٓ كوظ ي ثزٌبَٓ ٓؼبكُخ اُؾوًخ ٗؾ َ ػ٢ِ :

 

 1..,.........
2

1 2 Ax
P

dt

du
x  


 

 

oPPٓولاه صبثذ ، ٝؽ٤ش إٔ  Aؽ٤ش    اُضـظ اُغ١ٞ ػ٘ل اُ٘وظlzz 2,  : ٕكب 

 

   

   2................,.........

2
2

1
2

2

1

2

2

lz
dt

du

Alz
P

dt

du
lz

Az
P

dt

du
z

o

o















 

 

ٝؽ٤ش إٔ 
dt

dz
u   كبٕ أُؼبكُخ 2 : ر فن اُ ٞهح 

 

 lz
dt

zd
 

2

2
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 اَُبئَ كافَ الأٗجٞثخ ٣زؾوى ؽوًخ رٞاكو٤خ ث٤َطخ يأ١ إٔ 

 

   tCoslz 

 

صٞاثذ رزؼ٤ٖ ٖٓ اُشوٝط ادثزلائ٤خ ي ٣ٌٖٔ ؽَبة اُضـظ ػ٘ل أ١ ٗوطذخ ٓذٖ أُؼبكُذخ    ،ؽ٤ش 

 1  

 

  Ax
P

lzx  2

2

1



 

 

 ٗؾ َ ػ٢ِ : Aٝثبُزؼ٣ٞي ػٖ صؾخ 

 

  lzxxz
P

2
2

1
 


 

 

أٗجٞثذذخ َٓذذزو٤ٔخ ماد ٓوطذذغ ٓ٘ذذزظْ ػِذذ٢ هذذٌَ ىا٣ٝذذخ هبئٔذذخ صجزذذذ ثؾ٤ذذش ٣ٌذذٕٞ أؽذذل أخذذلاع  (3)

 lٝالأكوذ٢ إُذ٢ ثؼذل  lاُيا٣ٝخ اُوبئٔخ أكو٤ب ٝا٥فو ها٤ٍب ٝاَُبئَ ٣ٔ  اُغذيل اُوأٍذ٢ إُذ٢ اهرلذبع 

إٔ ٍذذطؼ اَُذذبئَ كذذ٢  tٓذذٖ اُذذوأً ؽ٤ذذش ٣ٞعذذل صذذ٘جٞه ٓـِذذن كذذئما كذذزؼ اُ ذذ٘جٞه ٝٝعذذل ثؼذذل ىٓذذٖ 

 كبصجذ إٔ : zاُغيل اُوأ٢ٍ هل أٗقلي َٓبكخ 

 

 tCoslz  1 

 

ؽ٤ش 
l

g

2

2  صْ اٝعل اُضـظ ػ٘ل أ١ ٗوطخ ك٢ الأٗجٞثخ ػ٘ل ٛنٙ اُِؾظخ ي 
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 اُؾَ :

 

 qٝإ  oك٢ اَُبئَ ػذٖ  Aثؼل أ١ ٗوطخ  Sٗلوض إٔ 

كذذذ٢ ارغذذذبٙ الأٗجٞثذذذخ ، ٓذذذٖ ٓؼبكُذذذخ  Aٍذذذوػخ أ١ ٗوطذذذخ 

 ادر بٍ ٣زضؼ إٔ :

0




S

q
 

 

ٝٛذ٢ ثبُزذب٢ُ رَذب١ٝ ٍذوػخ  Sد رؼزٔل ػِذ٢  qأ١ إٔ 

 zٛجٞط ٍطؼ اَُبئَ 

  

 1......................................,.........zq  

 

  ٌُٖٝ اُؾوًخ ؿ٤و كٝها٤ٗخ ٝثئكفبٍ عٜل اَُوػخ 

 

 2...................,........ConstqS

S
q








 

 

 

 

 ٖٓ ٓؼبكُخ ثو٢ُٞٗ 

 

 

 4...,........
2

1

3.,........
2

1

2

2

Const
P

zSz

Const
P

t
q














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 ك٢ اُغيل اُوأ٢ٍ ٖٓ الأٗجٞثخ كبٕ : Aإما ًبٗذ اُ٘وطخ 

 

gS 

 الأكو٢ ٖٓ الأٗجٞثخ :ٝإما ًبٗذ ك٢ اُغيل 

 

gl 

 ٢ٛ اُضـظ اُغ١ٞ كبٕ : oPثلوض إٔ 

 

lzS 2   ,  Sz   at  oPP  

 

ٖٓ أُؼبكُخ  4 : ٕٗغل أ 

 

 
 5,........

.2
2

1

.
2

1

2

2

















Const
P

glzlzz

Const
P

gzzzz

o

o









 

 

 ثبُطوػ ٗغل إٔ :

 

   6...................................,.........
2

lz
l

g
z  

 

 ٝػ٢ِ مُي رٌٕٞ اُؾوًخ رٞاكو٤خ ث٤َطخ 

 














 

l

g
aCoslz

2
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 ٝؽ٤ش إٔ :

 

0t  at   0 zz  

0   ,    lA  














 t

l

g
Coslz

2
1 

 

ٝلإ٣غبك اُضـظ ػ٘ل أ١ ُؾظخ ٗٞعل أٝد اُضبثذ ك٢ أُؼبكُخ  5  صْ ٗؼٞض ك٢ أُؼبكُخ 4 

  اَُوػخ ك٢ ارغبٙ أُٔبً َُِٔبه ٝرَب١ٝr 

 

1 nrv  

 

 ك٢ الإؽلاص٤بد اُوطج٤خ ي vCurlٝثؾَبة 

 

      nn rnr
rr

rv
rr

vCurl 2
1 2 









  


 

 

 ٣َب١ٝ اُ لو ٝرٌٕٞ اُؾوًخ ؿ٤و كٝها٤ٗخ ي vCurlكبٕ  2nكئما ًبٗذ 

 

أٗجٞثذذخ ٓلزٞؽذذخ اُطذذوك٤ٖ ػِذذ٢ هذذٌَ ٓ٘ؾ٘ذذ٢ َٓذذز١ٞ ٓٞخذذٞػخ ثؾ٤ذذش ًذذبٕ َٓذذزٞاٛب هأٍذذ٤ب  (4)

ٝاُلزؾز٤ٖ إ٢ُ أػ٢ِ ي أصجذ إٔ ىٖٓ اُنثنثخ َُبئَ كافَ الأٗجٞثخ ٛٞ     
 


SinSing

ba




2  

ًٝذنُي  ABٛٔب ثؼل أٍلَ ٗوطخ ٖٓ الأٗجٞثذخ ٓذٖ ٍذطؾ٢ اَُذبئَ كذ٢ ؽبُذخ ادرذيإ ػ٘ذل  ,baؽ٤ش 

  ٝالأكو٢ ي ABٛٔب اُيا٣ٝزبٕ ث٤ٖ ًَ ٖٓ أُٔب٤ٍٖ ػ٘ل  ,
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 اُؾَ :

 

اهرلذبع  hَٓذز١ٞ ارذيإ اَُذبئَ كذ٢ الأٗجٞثذخ ،  ,٢ٛBA أٍلَ ٗوطخ ٓذٖ الأٗجٞثذخ ،  oٗلوض إٔ 

BA,  ٖػo  ،  ىا٣ٝخ ٤َٓ الأٗجٞثخ ػ٘ل ٗوطخ ٜٓ٘ب ػ٢ِ ثؼلS  ٖٓo ُوٍْ ئًب ثب 

 

 

 

 uأػ٢ِ الأٗجٞثذخ ٓذٖ ارذيإ ي كذئما ًبٗذذ  Sأى٣ؼ اَُبئَ َٓبكخ صـ٤وح  tُٝ٘لوض اٗٚ ك٢ اُِؾظخ 

 ٢ٛ اَُوػخ ٝؽ٤ش إٔ أُبئغ ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط كبٕ ٓؼبكُخ ادر بٍ ر فن اُ ٞهح :

 

0




S

u
 

 

 ٝػ٢ِ مُي كبٕ اُؼغِخ ٢ٛ :

 

S

u
u

t

u

dt

du









 
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أ١ إٔ اُؼغِخ ر جؼ َٓب٣ٝخ ٍ 
t

u




 ، ٝػ٢ِ مُي كبٕ ٓؼبكُخ اُؾوًخ ر فن اُ ٞهح : 

 

S

P

dS

dy
g

t

u

S

P
gSin

t

u
























1

1

 

 

 صبثذ ٗغل إٔ : tٝثبُزٌبَٓ ٝثبػزجبه 

 

 tf
P

gy
t

u
S 





 

 

ؽ٤ش  tf  صبثذ اُزٌبَٓ اُِؾظ٢ ٝمُي ثبػزجبه اَُبئَ ؿ٤و هبثذَ ُلاٗضذـبط ٝث فذن اُوذ٤ْ ػ٘ذل طوكذ٢

 الأٗجٞثخ ك٢ ٗلٌ اُِؾظخ ٗغل إٔ :

 

     

     

1 1

1 1

o

o

Pu
a S g h S Sin f t

t

Pu
b S g h S Sin f t

t








     




      



 

 

 اُضـظ اُغ١ٞ ، ٝثبُطوػ ٗغل إٔ : oPؽ٤ش  

   

12

1

2

1

S
t

S

t

u

SinSingS
t

u
ba















 

 



 62 ك/ هٓضبٕ ػجل الله ٓؾٔل                                                                          ٤لهٝك٣٘ب٤ٌٓبٛ

ؽ٤ش  
dt

dS
u 1 

   

 
11

11

S
ba

SinSing
S

SinSingSSba
















 

 

 ٝٛنٙ رٔضَ ٓؼبكُخ ؽوًخ رٞاكو٤خ ث٤َطخ ٝىٜٓ٘ب اُلٝه١ 

 

 


SinSing

ba




 2 

 

  

ٝٛ٘بى ر٤به ٓ٘زظْ  الأكو٢ ثيا٣ٝخ ) َٓبؽخ ٓوطؼٜب ٣وَ ثبٗزظبّ ( ر٤َٔ ػ٢ِ  lأٗجٞثخ طُٜٞب ( 5)

ٖٓ أُبل ) ٓبئغ ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ( ٣ٔو ٖٓ اُلزؾخ اُؼ٤ِب إ٢ُ اُلزؾخ اَُل٢ِ ي كئما ًبٕ ٗ ق 

ًٝبٕ ر٤به أُبل اُقبهط ٖٓ اُلزؾخ اَُل٢ِ رؾذ هطو اُلزؾخ اُؼ٤ِب خؼق ٗ ق هطو اُلزؾخ اَُل٢ِ 

اُضـظ اُغ١ٞ كبٝعل خـظ ٣َب١ٝ اُضـظ اُغ١ٞ ث٤٘ٔب ًبٕ اُضـظ ػ٘ل اُلزؾخ اُؼ٤ِب خؼق 

 اَُوػخ اُز٢ ٣قوط ثٜب أُبل ٖٓ اُلزؾخ اَُل٢ِ ي

 

 اُؾَ :

 

٢ٛ اَُوػخ اُز٢  2qٛب ر٤به أُبل ا٢ُ ادٗجٞثخ  ٝإٔ  ٢ٛ اَُوػخ اُز٢ ٣لفَ ة 1qٗلوض إٔ 

 ٣قوط ثٜب ر٤به ُٔبل ٖٓ ادٗجٞثخ ٖٓ طوكٜب ا٥فوي

ٗ ق هطو اُوبػلح اُؼ٤ِب ي ٝث فن ادكو٢ أُبه  2aٗ ق هطو اُوبػلح اَُل٢ِ ،  aُٝ٘لوض  إٔ 

ٛٞ اُضـظ اُغ١ٞ كئٕ  oPٔٞخغ ٝثلوض إٔ ُطبهخ اُ  لوٓؼوكب َُٔز١ٞ اُثٔوًي اُوبػلح اُؼ٣ِٞخ 
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oP  ، ٣2ٌٕٞ ٛٞ اُضـظ ػ٘ل اُؾبكخ اُز٢ ٣قوط ٜٓ٘ب ر٤به أُبل oP  اُضـظ ػ٘ل اُؾبكخ اُز٢ ٞٛ

 ٜٓ٘ب ر٤به أُبلي٣لفَ 

 ٝؽ٤ش إٔ اُؾوًخ دى٤٘ٓخ ٝأُبئغ ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط كئٕ ٓؼبكُخ ثو٢ُٞٗ ر فن اُ ٞهح :

 

21

2

P
q C


   

 صبثذ ي Cؽ٤ش 

 ٝػ٘ل اُطوف اُؼ١ِٞ ٣ٌٕٞ :

 

 2

1

2 1
...................... 1

2

oP
q o C


   

 

٣ٝلاؽع إٔ  glSin  رٔضَ طبهخ اُٞخغ ُٞؽلح اٌُزَ ػ٘ل اُطوف اَُل٢ِ ٗز٤غخ ُوٞح اُغبمث٤خ

 ث٤٘ٔب طبهخ اُٞخغ ػ٘ل اُطوف اُؼ١ِٞ رَب١ٝ صلو ًٔب كوخ٘ب ي 

 اُطوف اَُل٢ِ ٣ٌٕٞ :ُٝنُي كبٗٚ ػ٘ل 

 

 2

2

1
..................... 2

2

oP
q glSin C


   

 ٖٓ 1  ، 2 : ٕٗغل أ 

 

 2 2

1 2

2 1 1
............... 3

2 2

o oP P
q q glSin

 
    

 ٝؽ٤ش إٔ أُبئغ ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط كبٕ ٓؼبكُخ ادر بٍ ر فن اُ ٞهح :

 

 2 2

1 24q a q a  
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 2 14 .................... 4q q  

 

ث٤ٖ  1qٝثؾنف  3  ، 4 : ٕٗغل أ 

 

2

2

2

2

15

32

32

15

o

o

P
q glSin

P
q glSin







 

 
   

 

 

 

 ي ٝٛنٙ ٢ٛ أُؼبكُخ اُز٢ رج٤ٖ ٍوػخ اُقوٝط ٖٓ اُلزؾخ اَُل٢ِ

 

 

 

 

 

د ٣ٞعل ؽَ ػبّ ُٔؼبكدد ٗبك٤٤و ٍزًٌٞ ُؾوًخ أُبئغ اُِيط ي ٝهؿذْ مُذي كٜ٘ذبى َٓذبئَ ٓؾذلٝكح  

أٌٖٓ ؽِٜب ٝٓؼظٜٔب ٓورجطخ ثبُؾوًخ ك٢ ثؼل ٝاؽل أٝ ك٢ ٝعٞك رٔبصَ اٍطٞا٢ٗ ٝاَُذوػبد ٤َُذذ 

( ٍٝذذٞف ٗذذلهً ك٤ٔذذب ٣ِذذ٢ ثؼذذي ٛذذنٙ  Laminar Flowًج٤ذذوح كذذ٢ ؽبُذذخ اَُذذو٣بٕ اُوهذذبئو٢ ) 

 أَُبئَ ي
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 :  Steady Couette Flow( ٍو٣بٕ ٣ًٞذ اُلاى٢٘ٓ 1)

 

أٝ اَُو٣بٕ ك٢ ه٘بح َٓز٣ٞخ د ٜٗبئ٤خ اُطٍٞ ي ٝٛٞ اُؾوًخ ك٢ ثؼذل ٝاؽذل ٣ٝ٘ذبظو ؽوًذخ ٓذبئغ ُذيط 

ٝاُؾوًخ د رؼزٔذل  Uث٤ٖ َٓز٤٣ٖٞ د ٜٗبئ٤٤ٖ ٓزٞاى٤٣ٖ إؽلاٛٔب صبثذ ٝا٥فو ٓزؾوى ثَوػخ صبثزخ 

 اُيٖٓ يػ٢ِ 

 

 

0ٝثنُي رٌٕٞ  xؽوًخ اَُبئَ رٌٕٞ ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه  wv  ًٌٕٞٝنُي ر ،.ConstP ي 

 ثبُزؼ٣ٞي ك٢ ٓؼبكُخ ادر بٍ ) ثلوض إٔ أُبئغ ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ( رؤٍٝ ٓؼبكُخ ادر بٍ إ٢ُ : 

 

0




t

u
 

 

 xر جؼ ٓؼبكُخ اُؾوًخ ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه  xٝثبُزؼ٣ٞي ك٢ ٓؼبكُخ ٗبك٤٤و ٍزًٌٞ ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه 

٢ٛ 

 

  x                                      0
2

2






y

u
   
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                          12

2

C
y

u





   

 

 ٜٝٓ٘ب 

 

21 CyCu  

 

 ٝاُشوٝط اُؾل٣خ ك٢ أَُ ُخ ٢ٛ :

 

 0u      0ػ٘لٓبy    ٕ02ٜٝٓ٘ب ٗغل أ C 

Uu     ػ٘لٓبhy    ٕٜٝٓ٘ب ٗغل أ
h

U
C 1 

 

y
h

U
u  

 

 ٝالإعٜبك :

 

h

U
C

dy

du

y

u
P

y

u

x

v
P

xy

xy






























1

 

 

 ٣ٝلاؽع  اٗٚ صبثذ ك٢ ًَ اُلواؽ ث٤ٖ أَُز٤٣ٖٞ ي ٝاَُوػخ أُزٍٞطخ ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ رزؼ٤ٖ ٖٓ :

 

2

11 2

0

2

0

h

h

U
ydy

h

U

h
udy

h
u

hh

  
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2

U
u  

 

 :  Steady Poiseuille Flowٍو٣بٕ ثٞاى٣َ اُلاى٢٘ٓ 

 

ٝٛٞ ػجبهح ػٖ ؽوًخ ٓبئغ ُيط ث٤ٖ َٓز٤٣ٖٞ ٓزٞاى٤٣ٖ ط٤ِ٣ٖٞ طٞد ًج٤وا ثؾ٤ش ٣ٌٕٞ اُزلهط ك٢ 

اُضـظ ؿ٤و َٓبٝ ُِ لو ٌُٖٝ صـ٤و ٝٛٞ الأٍبً ك٢ اُؾوًخ ث٤٘ٔب كذ٢ ؽبُذخ ٍذو٣بٕ ٣ًٞذذ كٌذبٕ 

 خ ث٤ٖ أَُز٤٣ٖٞ ياُزلهط ك٢ اُضـظ َٓب٣ٝب ُِ لو ًٝبٕ ٍجت اُؾوًخ ٛٞ اُؾوًخ اَُ٘ج٤

ٛذ٢ أَُذبكخ ثذ٤ٖ أَُذز٤٣ٖٞ ،  h2ك٢ ٓ٘ز ق أَُذبكخ ثذ٤ٖ أَُذز٤٣ٖٞ ٝإ  xثلوض إٔ ٓؾٞه 

0ك٤ٌٕٞ  xاُؾوًخ ك٢ ثؼل ٝاؽل ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه  wv  ٍٝٝثبُزؼ٣ٞي ك٢ ٓؼبكُذخ ادر ذبٍ ٝرذؤ

 ػ٘لئن إ٢ُ :

 

 1.,.........0




x

u
 

 

 

 

 ٜٝٓ٘ب ٗغل إٔ :
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   2.,.........yuu  

 

 : x  ،yثٌزبثخ ٓؼبكُخ اُؾوًخ ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه 

 

 

 4...,.........
1

3.,.........
1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2





















































































































z

v

y

v

x

v

y

P
Y

z

v
w

y

v
v

x

v
u

t

v

z

u

y

u

x

u

x

P
X

z

u
w

y

u
v

x

u
u

t

u












 

 

  ٓؼبكُخ اُؾوًخ ك٢ ارغبٙ ٓؾٞهy : 

 

0




y

P
 

 ٜٝٓ٘ب 

 

   5.,.........xPP  

dx

dP

x

P





 

 

 : xٖٝٓ ٓؼبكُخ اُؾوًخ ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه 

 

 6.,.........
1

2

2

y

u

x

P












 

 

ؽ٤ش  



  
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اُطوف الأ٣َو ك٢  6  كاُخ ك٢x  كوظ ث٤٘ٔب اُطذوف الأ٣ٔذٖ كاُذخ كذ٢y  كوذظ ٝٛذنا د ٣ؾذلس إد إما

 ًبٕ ًلا ٖٓ اُطوك٤ٖ ٣َب١ٝ ٓولاه صبثذ ي

 

21

2

1

2

2

2

2

2

1

1

.
1

.
1

CyCy
dx

dP
u

Cy
dx

dP

dy

du

Const
dx

dP

dy

ud

Const
x

P

y

u



























 

 

 ٝثبٍزقلاّ اُشوٝط اُؾل٣خ ٢ٛٝ :

hyػ٘لٓب    0ًبٗذu : ٕٗغل أ 

 

01 C    ،    
2

2
2

1
h

dx

dP
C


 

 

 ٝثنُي ٣ٌٕٞ هبٕٗٞ اَُوػخ ٣ؼط٢ ك٢ اُ ٞهح :

 

 22

2

1
hy

dx

dP
u 


 

 

 ٣ؼط٢ ٖٓ اُ ٞهح : xyPٝالإعٜبك 
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y
dx

dP
P

y
dx

dP

dy

du
P

xy

xy









 

 

hyٝثٞخغ    ٗؾ َ ػ٢ِ الإعٜبك ػ٢ِ اُغلهإ ي اَُوػخ أُزٍٞطخu : رزؼ٤ٖ ٖٓ أُؼبكُخ 

 

   

.
3

1

34

1

4

1

2

1

2

1

2

1

2
3

2222

h
dx

dP
yh

y

dx

dP
u

dyhy
dx

dP
dyhy

dx

dP

h
udy

h
u

h

h

h

h

h

h

h

h






















 

 

 ( ٍو٣بٕ ثٞاى٣َ ادٍطٞا٢ٗ :3)

 

رؾز١ٞ ٓؼبكدد اُؾوًخ ػ٢ِ ؽل ثٚ ٓؤصو دثذلاً ٓٔذب ٣غؼذَ اُؾوًذخ ٓذٖ اُورجذخ اُضب٤ٗذخ ٌُٝذٖ ٛذنٙ 

أُؼبكُخ ر فن هٌلا ٍٜلا ك٢ ؽبُخ ٝعٞك رٔبصَ اٍطٞا٢ٗ ك٢ ؽبُخ اُؾوًخ ث٤ٖ اٍذطٞاٗز٤ٖ كائذو٣ز٤ٖ 

ر ذبٍ إُذ٢ ط٣ِٞز٤ٖ َٗزقلّ الإؽلاص٤بد ادٍطٞا٤ٗخ ثذلد ٓذٖ الإؽذلاص٤بد اٌُور٤ي٣ذخ رذؤك١ ٓؼبكُذخ اد

 إٔ: 

 rvv  

 

 ٝٓؼبكُخ اُؾوًخ ر فن اُ ٞهح :

 

 1.,.........
11



















dz

dP

dr

dv
r

dr

d

r 
 

 

، ٝرٌبَٓ أُؼبكُخ   zٝا٥فو ك٢  rٝؽ٤ش إٔ اؽل اُطوك٤ٖ كاُٚ ك٢  1 : ٣ؼط٢ 
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r

C
r

dz

dP

dr

dv

Cr
dz

dP

dr

dv
r

1

1

2

2

1

2

1
























 

 

 أُؼبكُخ اَُبثوخ ٣ؼط٢ : ٝرٌبَٓ

 

 2.,.........ln
4

1
21

2 CrCr
dz

dP
v 











 

 

21ٝرؼ٤ٖ اُضٞاثذ  ,CC : ٌٕٞاُشوٝط اُؾل٣خ ، ؽ٤ش إٔ ادٍطٞاٗز٤ٖ صبثزز٤ٖ ك٤ ٖٓ 

 

  02 Rv     ،     01 Rv 

 

ٝرذلٝه  11Rكزٌذٕٞ ٍذوػزٜب اُقط٤ذخ  1ٝػ٘لٓب رٌٕٞ اؽل١ ادٍذطٞاٗز٤ٖ رذلٝه ثَذوػخ ىا٣ٝذخ 

ٝثذذنُي ٣ٌذذٕٞ ُذذل٣٘ب هذذوط٤ٖ ُزؼ٤ذذ٤ٖ  22Rٝرٌذذٕٞ ٍذذوػٜ٘ب اُقط٤ذذخ  1اُضب٤ٗذذخ ثَذذوػخ ىا٣ٝذذخ 

21 ,CC ي 

21ٝكذذ٢ ؽبُذذخ اٍذذطٞاٗخ ٝاؽذذلح ُزؼ٤ذذ٤ٖ   ,CC  ٣ٌذذٕٞ ُذذل٣٘ب ػِذذ٢ عذذلاه الأٗجٞثذذخ  0Rv  ٕٞٝرٌذذ

01اَُوػخ ٓؾلٝكح ٝثبُزب٢ُ ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ٣ٌٕٞ  C : ٣ٝ جؼ هبٕٗٞ اَُوػخ 

 

 22

4

1
Rr

dz

dP
v 











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كاُذخ كذ٢  ٣ٝٌٖٔ ؽَ أَُ ُخ اَُبثوخ ثبٍذزقلاّ الإؽذلاص٤بد اٌُور٤ي٣ذخ ٝمُذي ثلذوض إٔ اَُذوػخ 

zy,  ٝد رؼزٔل ػ٢ِx  0ٝٓوًجبد اَُوػخ vu  ؽ٤شx ٓوطذغ  ٝٓؼبكُذخ ٛٞ ٓؾٞه ادٍطٞاٗخ

٢ٛ222  ادٍطٞاٗخ Rzy   ٣ٌٕٝٞ اُضـظ كاُخ ك٢x : كوظ ٝثٌزبثخ ٓؼبكُخ اُؾوًخ 

 

 3...,........
4

1
2

2

2

2

Const
dz

dP

zy























 

 ٝثٞخغ اُؾَ ػ٢ِ اُ ٞهح :

 

2 2

2
1

y z
C

R


 
  

 
 

 

ٝثبُزؼ٣ٞي ك٢ ٓؼبكُخ  3  ٗؾ َ ػ٢ِ ه٤ٔخC : ٞٛ َٝثنُي ٣ٌٕٞ اُؾ 

 

   22222

4

1

4

1
Rr

dx

dP
Rzy

dx

dP





















 

 

 

 ٣ٌٖٝٔ ؽَبة اُزلكن أٝ اُز وف ُِٔبئغ ك٢ اُضب٤ٗخ فلاٍ ٓوطغ ُلاٍطٞاٗخ ػ٢ِ اُ ٞهح :

 

3

0

2

2

R
dz

dP
Q

rdrQ

R











 





 

 

 أ١ إٔ اُز وف ٣ز٘بٍت طوك٣ب ٓغ ٌٓؼت اُوطو ٝرلهط اُضـظ ٝٛٞ ٓب ٢َٔ٣ ثوبٕٗٞ ثٞاى٣َ ي
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 (1ٓضبٍ )

 

axاٍطٞاٗخ ٓوطؼٜب َٓزط٤َ ٓؾلك ثبَُٔزو٤ٔبد    ،by   أٝعل هبٕٗٞ ٍوػخ ٓبئغ ُيط ٣ٔو

 كافَ ادٍطٞاٗخ اُط٣ِٞخ ي

 

 اُؾَ :

 

ٝاُزـ٤٤ذو كذ٢ اُضذـظ د ٣ؼزٔذل ػِذ٢ ًذلا  zد رؼزٔذل ػِذ٢  Wٓؼبكُخ ادر بٍ رؤك١ إ٢ُ إٔ اَُوػخ 

 ٖٓyx,  ٝاَُوػخW : ٓؼبكدد اُؾوًخ رؾون أُؼبكُخ ٖٓ 

 

 1.,.........
1

2

2

2

2




















dz

dP

y

W

x

W


 

 

 ٝاُشوٝط اُؾل٣خ ٢ٛ :

0W  ،   ax   ،by  

 

٣ٝٌٖٔ أفن ؽَ فبب ُِٔؼبكُخ  1  ٣ؾون اُشوٝط اُؾل٣خax  : ٌٕٞك٤ 

 

   2.,.........
2

1 22

1 xa
dz

dP
W 











 

 

ٝثغؼَ أُؼبكُخ  1  1ٓغٔٞع ؽ٤ِٖ إؽلاٛٔبW : ٕأ١ أ 

 

21 WWW  
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ٝثبُزؼ٣ٞي ك٢ ٓؼبكُخ  1 : ٗؾ َ ػ٢ِ 

 3.,.........0
2

2

2

2











y

W

x

W
 

 

أ١ إٔ ٓؼبكُذذخ ثٞاٍذذٕٞ  1  ًرؾُٞذذذ إُذذ٢ ٓؼبكُذذخ دثذذلا 3  َٝاُزذذ٢ ٣ٌٔذذٖ ؽِٜذذب ثبٍذذزقلاّ ك ذذ

 أُزـ٤واد ثٞخغ : 

     yYxXyxW ,2 

 

 دثلاً إ٢ُ أُؼبكُز٤ٖ اُزلبخ٤ِز٤ٖ :ٝرؤٍٝ ٓؼبكُخ 

 

2. nCConst
Y

Y

X

X






 

 

 ٝؽَ ٛبر٤ٖ أُؼبكُز٤ٖ ٛٞ 

 

   

   yCSinhDyCCoshCY

xCSinBxCCosAX

nnnnn

nnnnn




 

 

ىٝع٤ذخ  1Wُٝٔذب ًبٗذذ  ,yxكاُذخ ىٝع٤ذخ كذ٢ ًذلا ٓذٖ  Wٖٝٓ رٔبصَ أَُ ُخ كلاثل إٔ رٌٕٞ اُلاُخ 

 أ٣ضب ىٝع٤خ ٝٛنا ٣ؼ٢٘ إٔ : 2Wكلاثل إٔ رٌٕٞ 

 

0 nn DB 

 

 ٝثنُي ٗؾ َ ػ٢ِ :
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   yCCoshxCCosW nn

n

n





0

2  

 

ٝثنُي ٣ٌٕٞ ؽَ أُؼبكُخ  1 : ٞٛ 

 

     yCCoshxCCosxa
dz

dP
W nn

n

n














0

22

2

1



 

 

axػ٘لٓب  0Wٝاُشوٝط اُؾل٣خ ٢ٛ   : 

 








 


a

n
CaCosC nn

2

12
0 

 

byػ٘لٓب  0Wٝثنُي اُشوط   : ٣ؼط٢ 

 

     
a

b
nCosh

a

x
nCosxa

dz

dP

n

n
2

12
2

12
2

1

0

22 












 





 

 

ٝثضوة ًلا ٖٓ اُطوك٤ٖ ك٢  
a

x
nCos


12   ٖٓ َٓٝاُزٌبa  إ٢ُa : ٗؾ َ ػ٢ِ 
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   

      dx
a

x
nCos

a

x
nCos

a

b
nCosh

dx
a

xnCos
xa

dz

dP

a

an

n

a

a



































2
1212

2
12

12

2

1

0

22








 

   
a

b
nCoshn

dz

dP
a

n

n

2
1212

321

2

1

33

2



















 

 

 ٣ٌٕٝٞ هبٕٗٞ اَُوػخ ػ٢ِ اُ ٞهح :

 

 
     

 
 


























































0 0
3

2
22

2
12

2
12

2
121

32

2

1

n n

n

a

b
n

a

y
nCosh

a

x
nCos

a
xa

dz

dP
W






 

 

 اُؾوًخ أُؼزٔلح ػ٢ِ اُيٖٓ َُٔز١ٞ د ٜٗبئ٢ ك٢ ٓبئغ ُيط ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط :

 

د ٜٗذبئ٢ رؾذوى كغذ ح كذ٢ ٖٓ أَُبئَ اُز٢ ٣ٌٖٔ إ٣غبك ؽَ ٓضجٞط ُٜذب ٛذ٢ َٓذبُخ ؽوًذخ َٓذز١ٞ 

َٓزٞاٙ ثَوػخ صبثزخ أٝ رنثنة ك٢ َٓزٞاٙ ك٢ ٓبئغ ُذيط ٝٛذ٢ ؽوًذخ كذ٢ ثؼذل ٝاؽذل ٌُٝذٖ ٓؼزٔذلح 

 ػ٢ِ اُيٖٓ ي ٝك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ٗغل إٔ :

 

 tyuu

wv

,

0




 

 

 ٝٓؼبكُخ اُؾوًخ ر فن اُ ٞهح :
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 1.,.........
2

2

y

u

t

u









 

 

 ٝاُشوٝط ك٢ ؽبُخ اُؾوًخ أُلبعئخ ٢ٛ :

 

0y            ،                00, yu 

  0,  tu           ،  outu ,0 

 

٣ٝٌٖٔ رؾ٣َٞ أُؼبكُخ اُزلبخ٤ِخ اُغيئ٤خ  1 : إ٢ُ ٓؼبكُخ رلبخ٤ِخ ػبك٣خ ٝمُي ثٞخغ 

 

 fuu o       ،       

t

y




2
 

 

كز فن أُؼبكُخ  1 : اُ ٞهح 

 

 2.,.........02  ff  

 

 رؾذ اُشوٝط اُؾل٣خ :

 

  0f         ،  10 f 

 

ٝثزٌبَٓ أُؼبكُخ  2 : ٓور٤ٖ ٗؾ َ ػ٢ِ 

 

  2

0

1

2

CdeCf  
 




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


21

0

2
2






 de

C         ،        11 C 

 

 ٝهبٕٗٞ اَُوػخ ٣ فن اُ ٞهح :

 

 erfuu o  1 

 

 ٢ٛ كاُخ اُقط  اُز٢ ُٜب اُ ٞهح : erfؽ٤ش 

 







 deerf 



0

22
 

 

ٝك٢ ؽبُخ مثنثخ أَُز١ٞ ثَوػخ  ntCosuo : ك٤ٌٖٔ ٝخغ 

 

     intRe,0 euntCosutu oo  

 

 ٣ٌٖٝٔ ٝخغ اُؾَ ك٢ اُ ٞهح :

 

     yfetyu intRe,  

 

 ٝٓؼبكُخ اُؾوًخ ر فن اُ ٞهح :

 

f
in

f


 

 

 ٝثلوض إٔ اُؾَ ٓؾلٝك ػ٘ل ٓب دٜٗب٣خ ك٘ؾ َ ػ٢ِ :
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 

  .
2

2

2






















y
n

ntCoseuyf

AeAeyf

y
n

o

y
n

y
in





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كافَ اٍطٞاٗخ كائو٣خ ٓولِخ رلٝه ؽٍٞ ٓؾٞهٛذب كذئما ثذلأد ٍبئَ ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ٓٞخٞع ( 1)

 اُؾوًخ ٖٓ إٌَُٞ رؾذ ر ص٤و اُوٞح :

 

  2 2 2 21 1

2 2
P r x xy y              ;    

1

2

dw

dt
   

 

اَُوػخ اُيا٣ٝخ ؽ٤ش  اُجؼل ػٖ أُؾٞه ،  rؽ٤ش  t  ي 

 

(2 )AB  أٗجٞثخ هك٤ؼخ ٓ٘زظٔخ أُوطغ ػ٢ِ هذٌَ هثذغ كائذوح ٗ ذق هطوٛذبa  ٝٓوًيٛذبO  ي كذئما

  ثَذبئَ ًضبكزذٚ  الأٗجٞثذخٝإما ِٓئذذ  Oأٍذلَ  Bهأ٤ٍب ؽ٤ذش  OBأكو٤ب ،  OAٝخؼذ ثؾ٤ش ًبٕ 

0tكغذذ ح ك صجذذذ اٗذذٚ ػ٘ذذل  Bٓولذذٞد صذذْ كذذزؼ اُطذذوف  Bٝاُطذذوف  صبثذذذ (  ) ؽ٤ذذش    ٕٞ٣ٌذذ

2
du

g
du

  ؽ٤ش u u t  ًنُي إٔ اُضـظ ػ٘ل ٗوطذخ ثؼذلٛب اُذيا١ٝ ػذٖ ٢ٛ اَُوػخ ي أصجذA 

 ٞٛB   ٣٘يٍ ٓجبهوح إ٢ُ
2

3oP ga Sin





 
  

 
اُضـظ اُغ١ٞ ي أصجذذ ًذنُي أٗذٚ ػ٘ذلٓب  opؽ٤ش  

 ػ٘ل أُوًي كبٕ : ٣ٌٕٞ أُبئغ أُزجو٢ ك٢ الأٗجٞثخ ٣ ٘غ ىا٣ٝخ 

 

2
2

2

2

2

d g
Sin

dt a

 


  
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 :( رؼو٣ق اُؾوًخ ك٢ ثؼل٣ٖ 1)

 

ٓذضلا ) كذ٢ الإؽذلاص٤بد اٌُور٤ي٣ذخ ( ًذنُي  zإما ًبٗذ أُزـ٤ذواد ُِؾوًذخ د رؼزٔذل ػِذ٢ اُجؼذل اُضبُذش 

 ٍوػخ اَُبئَ ك٢ ٛنا ادرغبٙ رَب١ٝ صلو أ١ إٔ :

 

 1.,.........0




z
        ،0W 

 

ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ٣وبٍ إٔ ؽوًخ اَُبئَ ٛذ٢ ؽوًذخ كذ٢ ثؼذل٣ٖ ي كٔذضلا إما رٌِٔ٘ذب ػذٖ أ١ ٓ٘ؾ٘ذ٢ أٝ أ١ 

فظ ك٢ ٛنا أَُز١ٞ كبٕ ٛنا ٣ؼ٢٘ إٗ٘ب ٗزٌِْ ػٖ اٍذطٞاٗخ د ٜٗبئ٤ذخ ُٜذب أُوطذغ ٛذٞ ٛذنا أُ٘ؾ٘ذ٢ 

مُذي ٣ٌلذ٢ إما إٗ٘ب ٗزٌِْ ػٖ َٓز١ٞ ٓٔزل إ٢ُ ٓب دٜٗب٣خ ُذٚ أُوطذغ اُؼٔذٞك١ ٛذٞ ٛذنا اُقذظ ٝػِذ٢ 

لأٗذٚ كذ٢ ع٤ٔذغ  zُلهاٍخ ٛنٙ اُؾوًخ كهاٍزٜب كوظ ك٢ اؽل أَُز٣ٞبد اُؼٔٞك٣خ ػ٢ِ اُجؼذل اُضبُذش 

 ٛنٙ أَُز٣ٞبد رٌٕٞ اُؾوًخ ٓزشبثٜخ ي
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 :  Stream Function( كاُخ اد٤َٗبة 2)

 

 ٖٓ ٓؼبكُخ ادر بٍ :

 

  0



q

t





 

 

 ُؾوًخ اَُبئَ ك٢ ٛنا اُجبة ٢ٛٝ :ثٞخغ اُشوٝط 

ثؾ٤ش رٌٕٞ اَُوػخ ػ٢ِ اُ ذٞهح  اُؾوًخ عٜل٣خ َُِبئَ أ١ ٍٞف رٞعل كاُخ عٜل اَُوػخ  -1

: 

 

 2.,......... gradq


 

 

 ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ٍٞف رٌٕٞ اُؾوًخ ؿ٤و كٝها٤ٗخ أ١ إٔ ٓزغٚ اُلٝآخ :

 

 3....................,.........0


 

 

 اَُبئَ ٓضب٢ُ ٝؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ك٤ٌٕٞ ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ اٌُضبكخ ٓولاه صبثذ ي -2

 

 4..............,........Const 

 

ؽوًذذخ اَُذذبئَ كذذ٢ ثؼذذل٣ٖ أ١ ٣زؾوذذن اُشذذوط  -3 1  ٕ0 ٓذذٖ هذذوٝط اُؾوًذذخ كذذ٢ ثؼذذل٣ٖ أ١ أW 

 ٝثبُزؼ٣ٞي ك٢ ٓؼبكُخ ادر بٍ ر جؼ ك٢ اُ ٞهح :

 

0divq 

 أ١ إٔ :
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 5.,.........0









y

v

x

u
 

 

ي ٗؼزجو ا٥ٕ فظ ادَٗذ٤بة كذ٢ اَُذبئَ كزٌذٕٞ ٍذوػخ  ,yxك٢ ارغبٙ  qٓوًجبد اَُوػخ  ,vuؽ٤ش 

أ١ عي١ ٖٓ عي٣ئبد اَُذبئَ ػِذ٢ ٛذنا اُقذظ رٌذٕٞ كذ٢ 

ارغبٙ أُٔبً ُٜنا اُقظ ٝػ٢ِ مُي ٣ٌٖٔ اُؾ ٍٞ ػ٢ِ 

 ٓؼبكُخ ٛنا اُقظ اُن١ ٍزٌٕٞ ك٢ اُ ٞهح :

 

v

dy

u

dx
 

 

q) دؽذذع إٔ 

Sdرٌذذٕٞ كذذ٢ ٗلذذٌ ارغذذبٙ  


ػِذذ٢ اُقذذظ (  

 ٝاُز٢ ٣ٌٖٔ ٝخؼٜب ك٢ اُ ٞهح :

 

 6..............,.........0 udyvdx 

 

 كئما كوخ٘ب إٔ ٓؼبكُخ فظ اد٤َٗبة ٛٞ اُقظ  :

 

   7...........,........, Constyx  

 

ٝثزلبخَ أُؼبكُخ  7 : ٗؾ َ ػ٢ِ أُؼبكُخ اُزلبخ٤ِخ ُقظ اد٤َٗبة ٢ٛٝ 

 

0d 

 8.,.........0








 dy

y
dx

x
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أُؼبكُخ  8  ٢ٛ ٗلَٜب أُؼبكُخ 6 : ٕٝثٔوبهٗخ أُؼبكُز٤ٖ ٗغل أ 

 

 9.,.........






















y
u

x
v

 

 

ٛنٙ اُلاُخ  zyx ,,  ٤ٌٕٞ ٖٓ اُشوط كر٢َٔ ثلاُخ اد٤َٗبة ٝثٔب إٔ اُؾوًخ عٜل٣خ 3 : ٕأ 

 

j
y

i
x

gradjviuq










 

 

 ٖٝٓ ٛنٙ اُؼلاهخ ٗؾ َ ػ٢ِ :

 

 10.,.........






















y
v

x
u

 

 

ٖٝٓ اُؼلاهبد  10  ، 9 : ٗؾ َ ػ٢ِ اُشوٝط ا٥ر٤خ 

 

 11.,.........

































xy
v

yx
u

 

 

ٖٝٓ ٓؼبكُخ ادر بٍ  5 : ٗؾ َ ػ٢ِ 
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 12.,.........0
2

2

2

2

2














yx
q

q





 

 

كاُخ عٜل اَُوػخ رؾون ٓؼبكُخ دثلاً ًٝنُي ٖٓ  أ١ إٔ اُلاُخ  10 : 

 

 13....,.........

2

2

x

v

y

u

yxx

v

y
v

yxy

u

x
u









































 

 

ٝػ٢ِ مُي ٗؾ َ ٖٓ  11 : ٕػ٢ِ أ 

 

2

2

xx

v









         ،

2

2

yy

u









 

 

ثبُزؼ٣ٞي ك٢  13 : ٗؾ َ ػ٢ِ 

 

 14...,.........0

0

2

2

2

2

2













yx 

 

 ٝػ٢ِ مُي كبٕ كاُخ اد٤َٗبة رؾون ٓؼبكُخ دثلاً ي
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 ( :1ِٓؾٞظخ )

 

ٗلاؽع إٔ أُؼبكُخ  11  ًٞهذ٢ ه٣ٔذبٕ ُٞعذٞك اُلاُذخ اُزؾ٤ِ٤ِذخ  ٢ٛ ٗلَٜب هوٝط zW  ًلاُذخ كذ٢

ؽ٤ش   zاُؼلك أُوًت  1,  iiyxz : ك٢ أَُز١ٞ أُوًت ٝمُي ػ٢ِ اُ ٞهح 

 

     yxiyxizW ,,  

 

 ( :2ِٓؾٞظخ ) 

 

  ., Constyx  

 

صبثذ افز٤به١ ٝٛنٙ أُؼبكُخ رٔضَ ٓغٔٞػخ ٖٓ اُقطٞط اد٤َٗبث٤خ ٝثئػطبل ه٤ٔذب ٓقزِلذخ  Cؽ٤ش 

 ُِضبثذ ٗؾ َ ػ٢ِ فطٞط ا٤َٗبث٤خ ٓقزِلخ ًٝنُي :

  ., Constyx  

 

رٔضَ ٓغٔٞػخ ٖٓ فطٞط رَب١ٝ اُغٜل ي ٝٓذٖ اُؼلاهذبد  11  ٖ٣ٌٔذٖ إٔ َٗذز٘زظ اُؼلاهذخ ا٥ر٤ذخ ٓذ

 : ,اُلاُز٤ٖ 

 

 15.,.........0

















yyxx
 

  

ًٔب ٛٞ ٓؼوٝف ٖٓ اُو٣بخخ اُجؾزخ كبٕ اُؼلاهخ  15  هوط رؼبٓذل أُ٘ؾ٤٘ذبد ٞٛ  Constyx  , 

 ،  Constyx   ي ,
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 ٝلإصجبد مُي 

 

1ngradٛذذٞ  Const.ؽ٤ذذش إٔ اُؼٔذذٞك١ ُِلاُذذخ 


  ًٝذذنُي ثبَُ٘ذذجخ ُِلاُذذخ.Const ٞٛذذذ

2ngrad


 : ٌٕٞثبُزب٢ُ كبٕ هوط اُزؼبٓل ٣ 

 

021 


















yyxx
nn


 

 

ماد اُغٜل ك٢ َٓز١ٞ أُبئغ كبٕ فطٞط ادَٗذ٤بة  خَٝٗز٘زظ ٖٓ مُي اٗٚ ك٢ ؽبُخ اُؾوًخ اُلاى٤٘ٓ

 ٝفطٞط اُغٜل رزوبطغ ػ٢ِ اُزؼبٓل ي

 

 ( رغ٤ٔغ اد٤َٗبثبد اُغٜل٣خ :3)

 

21عٜل٣بٕ ًٝبٕ عٜلاٛٔب  ٕإما ًبٕ ُل٣٘ب ا٤َٗبث٤ب ,   ٖٓ 21كبٕ ًلا ,  ًرؾون ٓؼبكُخ دثذلا

 أ١ إٔ :

 

0

0

2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

1

2





















yx

yx
 

 

21ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ٣ٌٕٞ اُغٜل    ٖ21اُ٘برظ ٖٓ عٔغ اُغٜل٣ ,  ً٣ؾون ٓؼبكُذخ دثذلا

21ًنُي ي أ١ إٔ   : ٕ٣ٔضَ ا٤َٗبثب عٜل٣ب ُٔبئغ ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ٝمُي د 

 

  02

2

1

2

21

22  
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 ٛنٙ اُؾبُخ ٣ٌٕٞ :ٝك٢ 

 

yyy

xxx

qq
yy

q

qq
xx

q

21

21

21

21























 

 

 ثبُٔضَ ٣ٌٖٔ إصجبد إٔ كاُخ اد٤َٗبة ُلا٤َٗبة اُغل٣ل ٢ٛ :

 

21  

 

21ؽ٤ش  , ٛٔب كاُزب اد٤َٗبة ُلا٤َٗبث٤ٖ الأص٤٤ِٖ ي 

 

 ِٓؾٞظخ ػٖ كاُخ اد٤َٗبة :

 

ك٢ ؽبُخ اٍزقلاّ الإؽلاص٤بد اُوطج٤خ ٣ٌٕٞ  ,r : ٌٕٞصْ ٣ ٖٓٝ 

 

r
q




    ،    






r
qr

1
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 أٓضِخ :

 

 ( :1ٓضبٍ)

 

 اٝعل اُشوط اُلاىّ ؽز٢ رٌٕٞ : 

 

dycxv        ،byaxu  

 

dcba) ؽ٤ش  صٞاثذ ( ٛٔب ٓوًجزب اَُوػخ ُؾوًخ ٓبئغ ؿ٤و هبثذَ ُلاٗضذـبط ي اصجذذ إٔ اُقطذٞط  ,,,

اد٤َٗبث٤خ ُٜنٙ اُؾوًخ ٢ٛ هطٞع ٓقوٝط٤خ ػ٢ِ ٝعٚ اُؼّٔٞ ٝرٌٕٞ هطٞػب ىائلح هبئٔذخ إما ًبٗذذ 

 اُؾوًخ ؿ٤و كٝها٤ٗخ ي

 

 اُؾَ :

 

 ٓؼبكُخ ادر بٍ ُٔبئغ ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ٢ٛ :

 

0

0













y

v

x

u

divq

 

 

 ثبُو٤ْ أُؼطبٙ ك٢ أَُ ُخ ٗغل إٔ : ,vuٝثبُزؼ٣ٞي ػٖ 

 

 1.,.........0 ba 

 

 ٝٛنا ٛٞ اُشوط اُلاىّ ؽز٢ رٌٕٞ اُؾوًخ ٌٓٔ٘خ ٝثٔب إٔ :
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 2.,.........






















x
dycxv

y
byaxu

 

 

٢ٛ كاُخ اد٤َٗبة ي ٝثزٌبَٓ أُؼبكُخ الأ٢ُٝ ٖٓ  ؽ٤ش  2  ثبَُ٘جخ إ٢ُy : ٕٗغل أ 

 

 xfbyaxy  2

2

1
 

 

  xٝثبُزلبخَ ثبَُ٘جخ إ٢ُ 

 

 xfay
x





 

 

ٝثبُزؼ٣ٞي ػٖ 
x


ٖٓ أُؼبكُخ اُضب٤ٗخ ك٢   2 : ٕٗغل أ 

 

 
   

 

  .
2

1 2 Constcxxf

cxxf

cxydaxf

dycxxfay









 

 

 ٝؽ٤ش إٔ اُضبثذ افز٤به١ ك٤ٌٖٔ أفنٙ َٓب٣ٝب اُ لو ي
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 

22

2

2

1

2

1

2

1

cxbyaxy

cxxf





 

 

  : ٓؼبكُخ اُقطٞط اد٤َٗبث٤خ ٢ٛ 

 

.
2

1

2

1 22 Constcxbyaxy  

 

ٝٛنٙ ٢ٛ ٓؼبكُخ ٖٓ اُلهعذخ اُضب٤ٗذخ كذ٢  yx,  ُٖٜٝذنا كٜذ٢ رٔضذَ ػِذ٢ ٝعذٚ اُؼٔذّٞ ٓغٔٞػذخ ٓذ

 اُوطٞع أُقوٝط٤خ ي ٝإما ًبٗذ اُؾوًخ ؿ٤و كٝها٤ٗخ كبٕ ٣غت إٔ ٣ٌٕٞ :

 

0 q


   ،    0


 

0










y

u

x

v
 

 

 ٗغل إٔ : ثلدُخ  ,vuٝثبُزؼ٣ٞي ػٖ 

 

0

0

2

2

2

2

2














yx 

 

0أ١ إٔ ٣غذذذت إٔ ٣ٌذذذٕٞ  bc   ٜٝٓ٘ذذذبbc   ٝػ٘لئذذذن رذذذؤٍٝ ٓؼبكُذذذخ اُقطذذذٞط ادَٗذذذ٤بث٤خ إُذذذ٢

 اُ ٞهح :

 

.2 22 Constbyaxybx  
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 2yٓؼبٓذَ  2xرٔضَ ٓغٔٞػخ ٖٓ اُوطٞع اُيائلح اُوبئٔخ ٝمُي لإٔ ٓؼبٓذَٝٛنٙ أُؼبكُخ الأف٤وح 

 ٣َب١ٝ اُ لو ي

 

 ( :2ٓضبٍ)

 

 إما ًبٗذ كاُخ اد٤َٗبة ُؾوًخ َٓز٣ٞخ ُٔبئغ ٓؼطبٙ ك٢ اُ ٞهح :

 

2cr 

 

ؽ٤ش  ,r  ، ٕادؽلاص٤بٕ اُوطج٤بc صبثذ ي اٝعل ٓزغٚ اُلٝآخ ٝٓزغٚ اَُوػخ ػ٘ل أ١ ٗوطخ ي 

 

 اُؾَ :

  













ecrecrq

cr
r

q

cr
r

q

cr

r

r


2

2

1

2

















 

 

 ك٢ الإؽلاص٤بد أُ٘ؾ٤٘خ ٣ٌٕٞ :

 

332211

321

332211

321

1

qhqhqh

uuu

eheheh

hhh
q

















 
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 ٝك٢ ؽبُخ الإؽلاص٤بد ادٍطٞا٤ٗخ ٣ٌٕٞ :

 

13 h      ،rh 2      ،11 h 

z

zr

ec

crcr
zr

eee

r















4

02

1

2















 

 

 ي ٣zٌٕٞ ك٢ ارغبٙ  أ١ إٔ ٓزغٚ اُلٝآخ 

 

 طو٣وخ آفو١ ُِؾَ :

 

 









crCoscrSinCosqSinqv

crSincrCosSinqCosqu

r

r

2

2




 

 

: ٌُٖٝ 

 

















x

y

rSiny

rCosx

1tan





 

 

 ػ٘لئن ٣ٌٕٞ :

 









 

x

y
cxcyv 1tan2    ،   








 

x

y
cycxu 1tan2 
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 ٝثنُي ٣ٌٕٞ :

 

0tan2tan2 11


































x

y
cxcy

x

y
cycx

zyx

kji

q




 

 

 ٝثلي أُؾلك ٗغل إٔ :

 

kc


 4 

 

 ي ٣zٌٕٞ ك٢ ارغبٙ  ٓزغٚ اُلٝآخ 
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 اُغٜل أُوًت :كاُخ 

 

ُلاٗضذـبط كذ٢ ثؼذل٣ٖ ٣ٌٔذٖ رو٤ًذت اُلاُذخ ك٢ اُؾوًخ اُغٜل٣خ َُِبئَ أُضب٢ُ اُـ٤و هبثذَ  zW  كذ٢

 ػ٢ِ اُ ٞهح : zأُزـ٤و أُوًت 

 

       1.,.........,, yxiyxzW  

 

٢ٛ كاُخ اد٤َٗبة ٝمُذي إم إٔ ٛذبر٤ٖ اُذلاُزبٕ رؾووذبٕ هذوٝط  ٢ٛ كاُخ عٜل اَُوػخ ،  ؽ٤ش 

ه٣ٔذذبٕ ُٞعذذٞك اُلاُذذخ اُزؾ٤ِ٤ِذذخ  –ًٞهذذ٢  zW   ،,  رؾووذذبٕ ٓؼبكُذذخ دثذذلاً ي اُلاُذذخ zW 

 ر٢َٔ ثلاُخ اُغٜل أُوًت ي

 

 

 3.............,.........

2.,.........




























































y
i

yy

W

x
i

xx

W

iW

z

y

y

W

z

x

x

W

dz

dW
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 ٝؽ٤ش إٔ :

 

iyxz  

 zz
i

y 
2

1
         ، zzx 

2

1
 

 4..........,.........
2

1

iz

y





         ،

2

1







z

x
 

 

 ٝٗؼِْ إٔ :

 

 

   

 6..........................,.........

2

1

2

1

5...................,.........

ivu
dz

dW

iiuvivu
dz

dW

yx
v

xy
u





































 

 

ٝػ٢ِ مُي كبٕ 
dz

dW
٢ٛivu اُلاُخ أُواكوخ ُِلاُخ     اُز٢ ر٢َٔ ثلاُخ اَُوػخ أُوًجخq ي 

dz

dW
ivuq        ،ivuq  

 

إما ٍب٣ٝ٘ب اُلاُخ   1, Cyx   ثٔ٘ؾ٤٘ذبد ثٔولاه صبثذ ٗؾ َ ػ٢ِ ٓغٔٞػخ ٖٓ أُ٘ؾ٤٘بد ر٢َٔ

ي أٓذذذب إما ٍذذذب٣ٝ٘ب  رَذذذب١ٝ اُغٜذذذل  2, Cyx   2ؽ٤ذذذشC  ٖصبثذذذذ ك٘ؾ ذذذَ ػِذذذ٢ ٓغٔٞػذذذخ ٓذذذ

ي ٛنٙ أُغب٤ٓغ ٖٓ أُ٘ؾ٤٘بد رٌٕٞ ٓزؼبٓذلح أ١ إٜٗذب رزوذبطغ  ثقطٞط اد٤َٗبة أُ٘ؾ٤٘بد ر٢َٔ



 97 ك/ هٓضبٕ ػجل الله ٓؾٔل                                                                          ٤لهٝك٣٘ب٤ٌٓبٛ

فطذٞط ادَٗذ٤بة ( ك٤ٌذٕٞ ػ٢ِ اُزؼبٓل ي ٝا٥ٕ فظ اد٤َٗبة ٛٞ أؽل فطٞط ٓغٔٞػخ أُ٘ؾ٤٘ذبد ) 

 ٓوًجبد أُزغٚ اُؼٔٞك١ ػ٢ِ ٛنا أُ٘ؾ٢٘ ٛٞ أُزغٚ :

 



















yx
gradn ,1


 

 

 ٝثبُٔضَ ٣ٌٕٞ أُزغٚ اُؼٔٞك١ ػ٢ِ ٓ٘ؾ٢٘ رَب١ٝ اُغٜل ٛٞ :

 



















yx
gradn ,2


 

 

 ٝثضوثٜب ه٤ب٤ٍب ٗؾ َ ػ٢ِ :

 

  021

21





















uvuvnn

yyxx
nn





 

 

21أ١ إٔ  nn

  ٕي ٓزغٜبٕ ٓزؼبٓلا 

أ١ إٔ فطٞط رَب١ٝ اُغٜل ٝفطٞط اد٤َٗبة ٣زوبطؼبٕ ػ٢ِ اُزؼبٓل ي ٖٝٓ مُي ٣ٌٖٔ ٓؼوكخ ؽوًخ 

اَُبئَ ثٔؼ٤ِٓٞخ اُغٜل أُوًت ُٜنٙ اُؾوًذخ  zW  ) اُذن١ ك٤ذٚ ا٤ٌُٔذخ اُؾو٤و٤ذخ ) اُغذيل اُؾو٤وذ٢

ثٔوذذلاه صبثذذذ  ٝثَٔذذبٝاح  ٝاُغذذيل اُزق٤ِذذ٢ ٣ٔضذذَ كاُذذخ ادَٗذذ٤بة  ٣ٔضذذَ كاُذذخ عٜذذل اَُذذوػخ 

٣ٌٖٔ إ٣غبك فطٞط رَب١ٝ اُغٜذل ًٝذنُي ٣ٌٔذٖ رؼ٤ذ٤ٖ فطذٞط ادَٗذ٤بة اُذن١ ٣ٌذٕٞ ٍذوػخ اَُذبئَ 

اه صبثذذذ ي أٓذذب ٍذذوػخ أ١ ٗوطذذخ كذذ٢ ثٔوذذل ػ٘ذذل أ١ ٗوطذذخ ػ٤ِٜذذب كذذ٢ ارغذذبٙ أُٔذذبً ُٜذذب ثَٔذذبٝاح 

ivuqاَُبئَ ك٤ٌٖٔ إ٣غبكٛب ٖٓ ٓؼوكخ اَُوػخ أُوًجخ    ٝاُذن١ ٣ٌٔذٖ ٓؼوكذخ اُغذيل اُؾو٤وذ٢
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u  ٓوًجخ ٍوػخ اَُبئَ ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه (x  ٝاُغيل اُزق٢ِ٤ )v  ٙٓوًجخ ٍوػخ اَُبئَ ك٢ ارغب (

 ؽ٤ش : q( ٝمُي ٖٓ ٓؼوكخ اَُوػخ أُوًجخ أُواكوخ  yٓؾٞه 

 

ivu
dz

dW
q  

 

22ٝرٌٕٞ ٍوػخ أ١ ٗوطخ ك٢ اَُبئَ ٢ٛ أُولاه  vuq  ي 

 ٝإما طجو٘ب ٓؼبكُذخ ثوٗذ٢ُٞ ٝمُذي ثٔؼ٤ِٓٞذخ كاُذخ اُغٜذل ُِوذ١ٞ اُقبهع٤ذخ أُذؤصوح ػِذ٢ اَُذبئَ  

 ٗؾ َ ػ٢ِ اُضـظ ػ٘ل أ١ ٗوطخ ك٢ اَُبئَ ٝمُي ٖٓ أُؼبكُخ :

.
2

2

Const
Pq




 

 

 ك٢ اُ ٞهح : Pٝٗؾ َ ػ٢ِ اُضـظ  0إما ًبٕ اَُبئَ د رؤصو ػ٤ِٚ أ١ ه١ٞ فبهع٤خ ك٤ٌٕٞ 

 

2
.

2q
Const

P



 

 

UZWكهاٍخ ؽوًخ ٍبئَ كاُخ اُغٜل أُوًت ُٚ ٢ٛ  -1   اَٗذ٤بة ٓ٘ذزظْ ( ؽ٤ذش (U 

 ٓولاه صبثذ :

 

 أٝد : رؼ٤٤ٖ فطٞط اد٤َٗبة ٝفطٞط رَب١ٝ اُغٜل :

 

 iyxUi

UZW




 

 

 ثَٔبٝاح الأعيال اُؾو٤و٤خ ٝاُزق٤ِ٤خ ك٢ اُطوك٤ٖ ٗؾ َ ػ٢ِ :
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Uy

Ux




 

 

 ٗؾ َ ػ٤ِٜب ٖٓ :ٝ فطٞط رَب١ٝ اُغٜل

 





U

C
x

CConstUx .

 

 ي 0اُن١ ٛٞ ٗلَٚ أؽل ٛنٙ اُقطٞط ثٞخغ  ٢ٛٝy ػجبهح ػٖ فطٞط َٓزو٤ٔخ رٞاى١ ٓؾٞه 

 

 ٝ رزؼ٤ٖ ٖٓ : فطٞط اد٤َٗبة :

 

 






U

C
y

CUy1

 

 

 ي 0ٝاُن١ ٛٞ ٗلَٚ أؽل ٛنٙ اُقطٞط ػ٘ل  ٢ٛٝx فطٞط َٓزو٤ٔخ رٞاى١ ٓؾٞه 
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ٝثٔب إٔ فطٞط اد٤َٗبة رج٤ٖ اُؾوًخ ٝارغبٜٛذب كبٗذٚ ثذنُي ٣٘ذزظ إٔ ٛذنا اُغٜذل أُوًذت ٛذٞ اُغٜذل 

 ٍٝوػخ أ١ ٗوطخ ك٢ اَُبئَ رزؼ٤ٖ ٖٓ : xأُوًت َُبئَ ٣زؾوى ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه 

 

Uivu
dz

dW
 

0v     ،Uu  

 

ٝكذ٢ ادرغذبٙ أُٞعذت ُٜذنا  xكذ٢ ارغذبٙ ٓؾذٞه  Uأ١ إٔ اَُبئَ ٣زؾوى ػ٘ل أ١ ٗوطخ ك٤ٚ ثَوػخ 

UZWرَذب١ٝ صذلو ٝثذنُي ٣ٌذٕٞ  yأُؾذٞه ي ٝٓوًجذخ اَُذوػخ كذ٢ ارغذبٙ ٓؾذٞه    ٣ٔضذَ ؽوًذذخ

 ٝك٢ ادرغبٙ أُٞعت ُٜنا أُؾٞه ي Uٝثَوػخ صبثزخ  xٍبئَ ٣زؾوى ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه 

 

 ٓلاؽظبد :

 

 ٗلاؽع إٔ فطٞط اد٤َٗبة ٝفطٞط رَب١ٝ اُغٜل ٢ٛ فطٞط ٓزؼبٓلح ي -1

كاُذخ اُغٜذل ُٜذنٙ اُوذ١ٞ  ٗلوض إٔ اُو١ٞ أُذؤصوح ػِذ٢ اَُذبئَ رَذب١ٝ اُ ذلو ك٤ٌذٕٞ  -2

 رَب١ٝ اُ لو ٝثبٍزؼٔبٍ ٓؼبكُخ ثو٢ُٞٗ ي

 

.
2

1 2 Const
P

q 


 

 

 ثبُزؼ٣ٞي ٗغل إٔ :
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.
2

1

22

ConstU
P

Uq







 

 U صبثذ 

 P رَب١ٝ ٓولاه صبثذ ي 

UZWٝثنُي ٣ٌٕٞ اُضـظ ػ٘ل أ١ ٗوطخ كذ٢ اَُذبئَ ماد اُغٜذل أُوًذت    كائٔذب صبثذذ ػ٘ذل ع٤ٔذغ

 ٗوظ اَُبئَ ي

 

2AZWكهاٍخ ؽوًخ ٍبئَ ُٚ اُغٜل أُوًت  -2   ؽ٤شA : ٓولاه صبثذ ٓٞعت 

 

 اد٤َٗبة ٝفطٞط رَب١ٝ اُغٜل ٝمُي ثَٔبٝاح:ٗٞعل أٝد فطٞط 

 

   

 
  AxyyxA

yixyxAi

iW

yixyxAiyxAAZW

2,

2

2

22

22

2222









 

 

 ثٔولاه صبثذ  فطٞط رَب١ٝ اُغٜل رزؼ٤ٖ ٖٓ َٓبٝاح 

 

 
222

22 .





A

C
yx

CConstyxA

 

 

 ٝٛنٙ أُؼبكدد رٔضَ ٓغٔٞػخ ٖٓ أُ٘ؾ٤٘بد ًَ ٜٓ٘ب ػجبهح ػٖ هطغ ىائل ي
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 ٝفطٞط اد٤َٗبة رزؼ٤ٖ ٖٓ :

 

 






A

C
xy

CAxy

2

2

 

 

ٝٛذ٢ ػجذبهح ػذٖ ٓغٔٞػذخ ٓذذٖ اُوطبػذبد اُنائذلح اُوبئٔذخ اُزذ٢ ُٜذذب ٓؾذبٝه الإؽذلاص٤بد ٛذ٢ ٓؾذذبٝه 

ٝٛٔب ٗلَذٜب ٓؾذبٝه الإؽذلاص٤بد ٝٛذ٢ أُؾذبٝه اُزوو٣ج٤ذخ  0x  ،0yرؼط٢  0روو٣ج٤خ  ) 

ُٜنٙ اُوطبػبد اُيائلح اُوبئٔخ ( ٣ٌٝٔذٖ ٓلاؽظذخ إٔ أُؾذبٝه اُزوو٣ج٤ذخ ُقطذٞط رَذب١ٝ اُغٜذل ٛذ٢ 

022أُؾبٝه   yx  ٖ0ٝاُز٢ رزؼ٤ٖ ٖٓ اُقطذ٤ٖ أَُذزو٤ٔ٤ yx  ،0 yx طذ٤ٖ ٝٛٔذب ف

ٓزؼبٓل٣ٖ ٤ٔ٣َ ًَ ٜٓ٘ٔب ثيا٣ٝخ 
4


ٓغ الأكو٢ ،  

4

3
 ٓغ الأكو٢ ي 
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ُٝزؼ٤٤ٖ ٓوًجبد اَُوػخ ٗؼ٤ٖ اَُوػخ أُوًجخ أُواكوخ 
dz

dW
 : 

 

 

AyvAxu

iyxAAZivu
dz

dW

2,2

22




 

 

٢ٛٝ ٓوًجبد اَُوػخ ػ٘ل أ١ ٗوطخ ي ُٝزؼ٤٤ٖ ارغبٙ اُؾوًخ ك٢ اَُبئَ ٗؼزجو ٗوطخ ك٢ ًذَ هثذغ ٓذٖ 

ٓٞعجذخ  yٓٞعجذخ ،  xالأهًبٕ الأهثؼخ ك٢ أَُز١ٞ ي كٔضلا إما ًبٕ اَُبئَ ك٢ اُوثغ الأٍٝ ٗغذل إٔ 

 ك٤ٌٕٞ :

0u     ،0v 

 

 ٍبُجخ ي vٍبُجخ ،  uٓٞعجخ ك٤ٌٕٞ  yٍبُجخ ،  xك٢ اُوثغ اُضب٢ٗ ٗغل إٔ  

 ٓٞعجخ ي vٍبُجخ ،  uٍبُجخ ك٤ٌٕٞ  yٍبُجخ ،  xك٢ اُوثغ اُضب٢ٗ ٗغل إٔ  

 ٓٞعجخ ي vٓٞعجخ ،  uٍبُجخ ك٤ٌٕٞ  yٓٞعجخ ،  xك٢ اُوثغ اُضب٢ٗ ٗغل إٔ  
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22ٌٝٛنا ٣ٌٖٔ رؼ٤٤ٖ ارغبٙ اَُوػخ أُؾ ذِخ  vuq   َاُزذ٢ ٛذ٢ ارغذبٙ ؽوًذخ اَُذبئَ ػ٘ذل ًذ

ٓذذٖ الأهًذذبٕ الأهثؼذذخ َُِٔذذز١ٞ ًٔذذب ٛذذ٢ ٓج٤٘ذذخ ثبُشذذٌَ ي ؽوًذذخ اَُذذبئَ رجذذ٤ٖ الأٍذذْٜ ٣ٌٝٔذذٖ إ٣غذذبك 

 اُضـظ ػ٘ل أ١ ٗوطخ ك٢ اَُبئَ ٖٓ ٓؼبكُخ ثو٢ُٞٗ ًٔب ٍجن ي

 

zAWغٜل أُوًت ُٚ كهاٍخ ؽوًخ ٍبئَ اُ -3 ln  (A : ) صبثذ 

 

 1.,.........ln  izAW 

 

irezٝثٞخغ    

 

 

 
 3......................,.........

2...................,.........ln

ln

lnlnln







A

rA

iArAi

eArAreAi ii









 

 

 ٝلإ٣غبك فطٞط رَب١ٝ اُغٜل ٝفطٞط اد٤َٗبة ٗضغ :

 

CrA  ln 

222

22

ln

ayx

ayx

aer
A

C
r A

C







 

 

أُ٘ؾ٤٘بد ػجبهح ػٖ ٓغٔٞػخ ٖٓ اُلٝائو ٓزؾلح أُوًي ) ٗوطخ الأصَ ُٜب ٢ٛ ٗوطذخ الأصذَ ٝٛنٙ 

 :)ُِٔؾبٝه
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







A

C

CA

1

1

 

 

صبثذ ٝٛنٙ أُؼذبكدد ٛذ٢ ػجذبهح ػذٖ ٓؼذبكدد فطذٞط ادَٗذ٤بة ٝٛذ٢ ػجذبهح ػذٖ فطذٞط  ؽ٤ش 

َٓزو٤ٔخ ٣ٔو ًَ ٜٓ٘ذب ث٘وطذخ الأصذَ ي ٌُٝذ٢ ٗؼذ٤ٖ ارغذبٙ ؽوًذخ اَُذبئَ ٗؼذ٤ٖ ٍذوػخ ٗوطذخ اَُذبئَ 

 ٝارغبٛبرٜب ي

 

 









Sin
r

A
v

Cos
r

A
u

iSinCos
r

A
ivu

e
r

A

z

A
ivu

dz

dW i







 

 

 

ؽبكح ث٤ٖ اُ لو ،   ك٢ اُوثغ الأٍٝ ٗغل إٔ 
2


 ٓٞعجخ ي vٓٞعجخ ،  uٝرٌٕٞ  

ك٢ اُوثغ اُضب٢ٗ 
2


   ٌٕٞرu  ، ٍبُجخv ٓٞعجخ ي 

ك٢ اُوثغ اُضبُش 



4

3
 ٍبُجخ  ي vٍبُجخ ،  uرٌٕٞ  

ك٢ اُوثغ اُواثغ  
4

3
2


   ٌٕٞرu  ، ٓٞعجخv ٍبُجخ ي 
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َٓذزو٤ٔخ ًِٜذب فبهعذخ ٓذٖ ٗوطذخ ٝػ٢ِ مُي ٗغل إٔ ارغبٙ ؽوًخ اَُبئَ ٢ٛ كائٔب ؽوًخ ك٢ فطذٞط 

 الأصَ

zAٝػ٢ِ مُي ٗؾ َ إٔ اُغٜل أُوًت  ln  عٜل ٓوًت َُبئَ ٣زؾوى كائٔب ك٢ فطٞط َٓزو٤ٔخ ٞٛ

ٝفبهط ٖٓ ٗوطخ الأصَ أ١ فبهط ٖٓ ٓ٘جغ ٓٞعٞك ػ٘ل ٗوطخ الأصَ ُٝنُي كبٕ ٛنا اُغٜذل أُوًذت 

ٛذذٞ ٗلذذٌ  zAln( ي ًٔذذب إٔ اُغٜذذل أُوًذذت  Sourceٛذذٞ اُغٜذذل أُوًذذت ُٔ٘جذذغ كذذ٢ َٓذذز١ٞ ) 

اُلهاٍخ اَُذبثوخ ٌُٝذٖ ٗغذل إٔ ؽوًذخ اَُذبئَ ٍذزٌٕٞ إُذ٢ اُذلافَ ُذنُي ٣َذ٢ٔ ٛذنا اُغٜذل أُوًذت 

 ( Sinkُِٔ ت )

 ك٢ ثؼل٣ٖ ي

 

 ٓلاؽظخ :

 

،  uك٤ٌذٕٞ ٍذوػخ اَُذبئَ ػ٘ذل ٛذنٙ اُ٘وطذخ رَذب١ٝ ٤ًٔذخ د ٜٗبئ٤ذخ  0zػ٘ل ٗوطخ الأصذَ 

v  ٖٝر٢َٔ اُ٘وظ اُزذ٢ ػ٘ذلٛب اَُذوػخ ٤ًٔذخ د ٜٗبئ٤ذخ ثذبُ٘وظ اُؾل٣ذخ أٝ اُذ٘وظ اُشذبمح ٣ٌٝٔذ

 ػيٍ ٛنٙ اُ٘وظ ٝاػزجبه اَُبئَ ٓجبهوح ثؼل ٛنٙ اُ٘وطخ ي
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 َبئَ اُن١ ٣قوط ( :ك٤ي اَُبئَ )ؽغْ اُ

 

 ٤ًٔخ اَُبئَ أُزلكوخ ٖٓ أُ٘جغ ي ٛٞ

 

 qrQ 2 

 

 ٓؾ ِخ اَُوػخ ي qؽ٤ش 

 






2
.2

2

2

2
2

2

2
22

Q
AConstAQ

r

A
q

Sin
r

A
Cos

r

A
vuq







 

 ٝػ٢ِ مُي ٣ٌٖٔ ٝخغ اُغٜل أُوًت ُِٔ٘جغ أٝ أُ ت :

 

 Source      z
Q

zAW ln
2

ln


 

 Sink    z
Q

zAW ln
2

ln


  

 

azثوذذلهح أُ٘جذذغ أٝ أُ ذذت ( إما ًذذبٕ ُذذل٣٘ب ٓ٘جذذغ ػ٘ذذل اُ٘وطذذخ  Q) ٝرَذذ٢ٔ    ٓذذضلا كذذبٕ اُغٜذذل

 أُوًت ٛٞ :

 az
Q

W  ln
2

 

 

 اُ٘وظ :ٝػ٘ل ٝعٞك ٓغٔٞػخ ٖٓ أُ٘بثغ ماد اُولهح ػ٘ل 
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nQQQ ,,........., 21 

naaa                                          :ػ٘ل اُ٘وظ  .,,........., 21 

 

 ك٤ٌٕٞ اُغٜل أُوًت ُٜٔب ٛٞ :

 

 .ln
21

i

n

i

i az
Q

W 
 

 

 

ثؾ٤ذذش إٔ اُوذذلهح  Aاٍ  Aٝثلذذوض إٔ ٛ٘ذذبى رٞى٣ذذغ ٓ٘ذذزظْ ُٔ٘ذذبثغ ػِذذ٢ فذذظ َٓذذزو٤ْ ٓذذٖ ٗوطذذخ 

ٝٗو٣ل ؽَبة اُغٜل أُوًت ُٜنٙ اُؾوًخ َُِبئَ ٗغذل  Qُٞؽلح الأطٞاٍ ٖٓ ٛنا اُقظ أَُزو٤ْ ٢ٛ 

 اٗٚ ٍٞف ٣َب١ٝ :

 

 dxxz
Q

W

A

A

 


ln
2

 

 

ٓذذضلا ٣ٌٝٔذذٖ إعذذوال ؽَذذبة ٛذذنا اُغٜذذل ثؼذذل إعذذوال ػ٤ِٔذذخ  xؽ٤ذذش أفذذن اُقذذظ أَُذذزو٤ْ ٛذذٞ ٓؾذذٞه 

 اُزٌبَٓ 

 ( ي x) ثبَُ٘جخ إ٢ُ 

 

 :  Doubletsُٔيكٝط اُغٜل أُوًت 

 

 Q  ،0ثؾ٤ذش  اُجؼذل ث٤ٜ٘ٔذب  Qأُيكٝط ٛٞ ػجبهح ػٖ ٓ٘جغ ٝٓ ت هلهرٜٔب ٝاؽلح 

ك٢ ٗلٌ اُٞهذ ث٤٘ٔب ٣ظَ ؽبصَ اُضوة 




2

Q
 ٓضلا ٢َٔ٣ ثشلح أُيكٝط ي Mٓولاه ٓؾلٝك  



 119 ك/ هٓضبٕ ػجل الله ٓؾٔل                                                                          ٤لهٝك٣٘ب٤ٌٓبٛ

٤ًٔذخ ؽو٤و٤ذخ ي ك٤ٌذٕٞ اُغٜذل  ؽ٤ذش  0zٝٓ ت ػ٘ل اُ٘وطخ  zثبػزجبه ٓ٘جغ ػ٘ل اُ٘وطخ 

 ٛٞ : Qأُوًت اُ٘برظ ػٖ ٛن٣ٖ أُ٘جغ ٝأُ ت اُن١ ُٜب اُشلح 

 

 

  zz
Q

W

z
Q

z
Q

WWW

lnln
2

ln
2

ln
2

21




















 

ٝث فذذن اُٜ٘ب٣ذذخ ػ٘ذذلٓب 
2

Q
  ،0  ٕٞٝػ٘ذذلٓب ٣ٌذذ





2

Q
كذذبٕ ٛذذنا  Mكائٔذذب ٓوذذلاه ٓؾذذلٝكا  

 اُز٣ٌٖٞ ٢َٔ٣ ثبُٔيكٝط ي اُغٜل أُوًت َُبئَ ٣زؾوى ك٢ ٝعٞك ٓيكٝط ٛٞ :

 

  
 

 
 z

dz

d
M

zz

zz
MW

zz

zzQ
zz

Q
W

QQ

ln
lnln

lnln

2
lnln

2

lim

limlim

0

00




































 

 

ٝػِذ٢ ٛذنا ٣ٌذٕٞ اُغٜذل أُوًذت  zlnلإٔ اُ ٞهح ُٜنٙ اُٜ٘ب٣خ ٢ٛ ٗلَٜب رؼو٣ذق اُزلبخذَ ُِلاُذخ 

 ُِٔيكٝط ٛٞ :

 

z

M
W  

 

 ٢ٛ هلح أُيكٝط ي Mؽ٤ش 
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 كهاٍخ ؽوًخ اَُبئَ :

 

 

22

22

22

yx

My

yx

Mx

yx

iyxM

iyx

M
iW















 

 

 رؼط٢ ٖٓ : فطٞط اد٤َٗبة

 

2

22

2

22

22

42

0

C

M

C

M
yx

y
C

M
yx

C
yx

My


















 

 

ٝأُؼبكُخ اَُبثوخ رٔضَ ٓغٔٞػخ ٖٓ اُلٝائو أٗ بف أهطبهٛب 
C

M

2
ٝٓواًيٛب ػ٘ل اُ٘وظ  










C

M

2
,0 

 ػ٘ل ٗوطخ الأصَ ي xًٝنُي رٌٔ ٛنٙ اُلٝائو أُؾٞه  yأ١ روغ ٓواًيٛب ػ٢ِ ٓؾٞه 

 ٝفطٞط رَب١ٝ اُغٜل رؼط٢ ٖٓ 

 

122
C

yx

Mx



 
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2

2
2

1

1

22

142

0

C

M
y

C

Mx
x

x
C

Mx
yx















 

 

ٝٛذذ٢ رٔضذذَ ٓغٔٞػذذخ ٓذذٖ اُذذلٝائو اُزذذ٢ رزٔذذبً ع٤ٔؼٜذذب ػ٘ذذل ٗوطذذخ الأصذذَ ٝٓواًيٛذذب ػ٘ذذل اُذذ٘وظ 

أ١ اُ٘وظ   xأُٞعٞكح ػ٢ِ ٓؾٞه 









0,

2 1C

M
ٝأٗ بف أهطبه ٛنٙ اُلٝائو ٢ٛ  

12C

M
 ي  

 

 

 

 ٝاخؼ إٔ فطٞط اد٤َٗبة ٝفطٞط رَب١ٝ اُغٜل رزوبطؼبٕ ػ٢ِ اُزؼبٓلي

 إ٣غبك ارغبٙ ؽوًخ اَُبئَ:

 

 رؼ٤ٖ ٍوػخ ٝارغبٙ ؽوًخ اَُبئَ ٖٓ :
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 








2

2

22

2

2

2222

Sin
r

M
v

Cos
r

M
u

iSinCos
r

M

er

M

z

M
ivu

dz

dW
i







 

 

ٛذنا اُوثذغ ٣ٌٖٝٔ رؼ٤٤ٖ ارغبٙ ؽوًخ اَُبئَ ث فن ٗوطخ ٓؼ٤٘خ ك٢ أ١ هثغ ٝٗؼ٤ٖ ارغذبٙ اَُذوػخ كذ٢ 

 ك٘غلٛب ًٔب ثبُوٍْ ي

 

 ِٓؾٞظخ:

 

ٝٛنٙ ر٢َٔ ث٘وظ اُؾ٤ٞك أٝ اُ٘وظ اُؾل٣خ ٝر٢َٔ  ػ٘لٛب اَُوػخ رَب١ٝ  0zٗلاؽع إٔ اُ٘وظ 

أ٣ضذب ثذبُ٘وظ اُؾوعذخ ) اُشذبمح ( ٣ٌٝٔذٖ ػذيٍ ٛذذنٙ اُ٘وطذخ ػذٖ ثو٤ذخ اَُذبئَ ي ًٔذب ٗلاؽذع إٔ ارغذذبٙ 

 ؽوًخ اَُبئَ ٍزٌٕٞ ٖٓ أُ٘جغ إ٢ُ أُ ت أٌُٞٗبٕ ُِٔيكٝطي

 

zكهاٍخ ؽوًخ ٍبئَ اُغٜل أُوًت ُٚ  -5
i

W ln
2


 : 

 

 ٓولاه صبثذ ؽو٤و٢ ٓٞعت ي ؽ٤ش 

 

 

ln
2

ln ln
2 2 2

ii
W i re

i i
i r i r








  


   

  
     
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ln .
2

2

r Const

Const








  


   

 

 

 فطٞط اد٤َٗبة :

.ln

ln
2

ConstrCr

Constr






 

 

 ٝفطٞط رَب١ٝ اُغٜل ٢ٛ : ٢ٛٝ0r كٝائو ٓزؾلح أُوًي ػ٘ل ٗوطخ الأصَ 

 

.
2

1

1

ConstC

C











 

 

رٔذو ًِٜذذب ث٘وطذخ الأصذذَ ي ُٝزؼ٤ذ٤ٖ ارغذذبٙ ؽوًذخ اَُذذبئَ ٗٞعذل ارغذذبٙ ٍذوػخ أ١ ٗوطذذخ ٝٛذ٢ فطذذٞط 

 ٓزؾوًخ ٖٓ ٗوظ اَُبئَ ي

 

 




 iSinCos
i

e
r

i
ivu

z

i
ivu

dz

dW

i 












2

1

2

1

2
 




Cos
r

v
2


         ،


Sin

r
u

2


 

 

أ١ إٔ ٛنٙ اُ٘وطذخ ٗوطذخ ؽوعذخ ٣ٌٝٔذٖ ػيُٜذب  ٗغل إٔ اَُوػخ رَب١ٝ  0zػ٘ل ٗوطخ الأصَ 

ػٖ ثو٤خ أعيال اَُبئَ ي ٝث فن ٗوطخ ك٢ أَُز١ٞ ٝرؼ٤ذ٤ٖ ارغذبٙ اُؾوًذخ ٌُذَ ٗوطذخ ك٘غذل إٔ ارغذبٙ 
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ثبَُ٘ذجخ ُجذبه٢ ٌٝٛذنا  0v  ،0uؽذبكح ( ٍذ٤ٌٕٞ  ؽوًخ اَُبئَ ػ٘ل ٗوطخ كذ٢ اُوثذغ الأٍٝ ) 

ٗوظ أَُز١ٞ ي ك٘غل إٔ اَُبئَ ٍذٞف ٣ذلٝه كذ٢ كٝائذو ٓزؾذلح أُوًذي ٝكذ٢ ارغذبٙ ػوذبهة اَُذبػخ 

 ٣ٝوبٍ إٔ اَُبئَ ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ٣زؾوى ك٢ ٝعٞك ٓب ٢َٔ٣ ثبُلٝآخ ٣ٌٕٝٞ اُغٜل :

 

z
i

W ln
2


 

 

 ٛٞ اُغٜل أُوًت ُِلٝآخ ي

 

 اُِق :

 

 أٝ ؽٍٞ أ١ ٓ٘ؾ٢٘ ٓولَ ٣ؾ٤ظ ث٘وطخ الأصَ ٣ؼط٢ ٖٓ : ُق اَُبئَ ؽٍٞ ٗوطخ الأصَ

 

    vdyudxSdq


 

 

 اَُبثوخ ٗغل إٔ : ,vuٝثبُزؼ٣ٞي ػٖ ه٤ْ 

 








 



  .,.........

22
dyCos

r
dxSin

r
اللف 





 

 

 ٝؽ٤ش إٔ :

 

drSindrCosdy

drCosdrSindx

rSiny

rCosx
















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 ٗؾ َ ػ٢ِ : ك٢ أُؼبكُخ  ,dydxثبُزؼ٣ٞي ػٖ ه٤ْ 

 

   

  













































2
222

22

22

r
d

r
dCosSin

r
اللف

drSindrCosCos
r

drCosdrSinSin
r

اللف

 

 

ٛٞ اُِق ثئهبهح ٍبُجخ ٝالإهبهح اَُبُجخ رجذ٤ٖ ارغذبٙ اُِذق إم اٗذٚ  أ١ إٔ اُضبثذ اُؾو٤و٢ أُٞعت 

zك٢ ارغبٙ ػوبهة اَُبػخ ٝػ٢ِ ٛنا ٣ٌذٕٞ 
i

W ln
2


  ٣ٔضذَ اُغٜذل أُوًذت ُلٝآذخ كذ٢ َٓذز١ٞ

 ي ماد اُِق 

 

zAWكهاٍخ ؽوًخ ٍبئَ اُغٜل أُوًت ُٚ  -6  : 

 

 

   

 

 

 2..................,.........2

1............,.........

2

2

222

222

22

2

1

yA

xA

iyxAi

iyxAi

iyxAzAi











 

 

 ٗؾ َ ػ٢ِ : Cلإ٣غبك فطٞط اد٤َٗبة ٗضغ 

 

 

 4.................,.........2

3...........,.........

2

222

yAC

xAC




 

 

ثبُزؼ٣ٞي ٖٓ  4  ك٢ 3 : ٗؾ َ ػ٢ِ 
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 5.,.........
4

44

4

2

2

2

2
2

4

4

2

2
2

22

2

24















A

C
x

A

C
y

A

C
x

A

C
y

xAC
C

yA

 

 

أُؼبكُخ  5  ٢ٛ ٓؼبكُخ رٔضَ ٓغٔٞػخ ٖٓ اُوطبػذبد اُزذ٢ ٓؾٞهٛذب أُشذزوى ٛذٞ ٓؾذٞهx  ٌُٖٝذ

ك٢ ادرغبٙ أُٞعت ُٜنا أُؾٞه ٝهؤٍٜٝب ػ٘ل اُ٘وطخ 







 0,

2

2

A

C
ٝلإ٣غذبك فطذٞط رَذب١ٝ اُغٜذل  

ك٢ ٓؼبكُخ  Cٗضغ  1  ، 2 : 

 

 

 7.............,.........2

6......,.........

2

222

yAC

xAC




 

 

 ث٤ٖ أُؼبكُز٤ٖ : ثؾنف 

C

yA




2

2

 

 

ثبُزؼ٣ٞي ك٢ أُؼبكُخ  6 : 

 

xA
C

yA
C 2

2

24
2

4



 

 

 ٝرٌٕٞ ٓؼبكُخ فطٞط رَب١ٝ اُغٜل ٢ٛ :
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






 





2

2

2

2
2 4

A

C
x

A

C
y 

 

ٌُٝذذٖ ادرغذذبٙ  xٝٛذذ٢ ٓؼبكُذذخ ٓغٔٞػذذخ ٓذذٖ اُوطبػذذبد أٌُبكئذذخ ُٜذذب أُؾذذٞه أُشذذزوى ٛذذٞ ٓؾذذٞه 

اَُبُت ُٜنا أُؾٞه ٝهؤٍٜٝب ػ٘ل اُ٘وطخ 






 
0,

2

2

A

C
 ًٔب ثبُوٍْ ي 

 

 

 رؼ٤٤ٖ ارغبٙ ؽوًخ اَُبئَ :

 









 

22222

2  iSinCos
r

A
e

r

A

z

A
ivu

dz

dW i
 











22


Sin

r

A
v   ،   










22


Cos

r

A
u 
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ٛذ٢ ٗوطذخ  ٣ٝ0zٌٖٔ رؼ٤٤ٖ ادرغبٙ ًٔب ثبُوٍْ ٝث فن ٗوطخ ٓؾذلكح كذ٢ أ١ هثذغ ًٝٔذب ٗلاؽذع إٔ 

 ؽوعخ ٣ٌٖٝٔ ػيُٜب ػٖ ثو٤خ اَُبئَ ي

 

 كهاٍخ ؽوًخ اَُبئَ اُ٘برغخ ػٖ أًضو ٖٓ عٜل ٓوًت : -7

  

 ٗؼزجو ؽوًخ اَُبئَ إٌُٔٞ ٖٓ اُغٜل٣ٖ أُوًج٤ٖ :

1- UZW 1  ؽوًخ ٍبئَ ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه ٞٛx  أُٞعت ٝثَوػخ صبثزخU ي 

2- 
Z

M
W 2  ٚؽوًخ ٍبئَ اُ٘برغخ ػٖ ٝعٞك ٓيكٝط هلر ٞٛٝM ي 

 اُغٜل أُوًت اُغل٣ل ٛٞ :

 

Z

M
UZWWW  21 

 

صبثزخ ٝمُي ػ٘ذل ٝعذٞك ٓذيكٝط ػ٘ذل ٗوطذخ  Uثَوػخ  ٢ٛٝx ؽوًخ ا٤َٗبة ٍبئَ ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه 

 الأصَ ي

irezثٞخغ    : ٌٕٞك٤ 

 

 ii e
r

M
UreiW  

 

 ٝثَٔبٝاح الأعيال اُؾو٤و٤خ ٗؾ َ ػ٢ِ :

 

Cos
r

M
U r 








 
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 ٝثَٔبٝاح الأعيال اُزق٤ِ٤خ ٗؾ َ ػ٢ِ :

 

Sin
r

M
U r 








 

 

ٍٝٞف ٣ٜٔ٘ذب كهاٍذخ ؽوًذخ اَُذبئَ ٝثذنُي ٍذٞف ٗٞعذل كوذظ فطذٞط ادَٗذ٤بة ٝاُزذ٢ ٣ٌٔذٖ إ٣غذبك 

 : Cٓؼبكُزٜب ثٞخغ 

 

 3.,.........CSin
Ur

M
rU 








  

 

 ك٤ٌٕٞ ٓؼبكُخ ٛنا اُقظ : 0Cأ١ ػ٘لٓب  0ٗ فن اُقظ 

 

 4.,.........0









Ur

M
rUSin 

 

 ٝٛٞ فظ ٓيكٝط ٌٕٓٞ ٖٓ اُقظ اُن١ ٓؼبكُزٚ :

 

 5....,.........,00  Sin 

 

x ٝاخذؼ إٔ ٛذذنا اُقذذظ ٛذذٞ أُؾذذٞه أُٞعذذت ُٔؾذذٞه  0  ٝأُؾذذٞه اَُذذبُت ُذذ٘لٌ أُؾذذٞهx 

   : ي أٓب ثو٤خ فظ اد٤َٗبة كٜٞ ٓ٘ؾ٢٘ اُن١ ٓؼبكُزٚ ٢ٛ 

 

 6............,.........

0

22 a
U

M
r

Ur

M
r




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ٝٓوًيٛذذب ٗوطذذخ الأصذذَ ي ٝثذذنُي ٣ٌذذٕٞ فذذظ  aٝٛذذنٙ أُؼبكُذذخ رٔضذذَ ٓؼبكُذذخ كائذذوح ٗ ذذق هطوٛذذب 

صذْ اُغذيل  aصذْ اُذلائوح اُزذ٢ ٗ ذق هطوٛذب  xٌٓذٕٞ ٓذٖ اُغذيل اَُذبُت ُٔؾذٞه  0اد٤َٗبة 

ًؾبئظ ٓٔزل إ٢ُ ٓب دٜٗب٣خ ٓوطؼٚ ٛذنٙ  aي كئما أفنٗب اُلائوح اُز٢ ٗ ق هطوٛب  xأُٞعت ُٔؾٞه 

كذذبٕ ٛذذنٙ اُؾوًذذخ ٛذذ٢ ؽوًذذخ ٍذذبئَ ٣َ٘ذذبة كذذ٢ ٝعذذٞك ٛذذنٙ ادٍذذطٞاٗخ  xyاُذذلائوح كذذ٢ أَُذذز١ٞ 

اُلاٜٗبئ٤خي ُٝزؼ٤٤ٖ ثو٤خ فطٞط اد٤َٗبة ٝمُي ثبٍزقلاّ أُؼبكُخ  3 : ٝثٞخغ 

 

222 yxr

rSiny

rCosx











 

 

 كبٕ أُؼبكُخ اٌُور٤ي٣خ ُقطٞط اد٤َٗبة ٢ٛ :

 

     7.,.........22222 ayxUyyxC  

 

 اُلهعخ اُضبُضخ ٝػ٘ل هٍٜٔب رٌٕٞ ًٔب ثبُشٌَ أُج٤ٖ : ٢ٛٝ ٓؼبكُخ ٖٓ
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 ٝلإ٣غبك ٍوػخ اَُبئَ ٗغل إٔ :

 











2

2

z

a
zUW 

2aؽ٤ش  
U

M
  ٝثبُزلبخَ ثبَُ٘جخ إ٢ُz : ٗؾ َ ػ٢ِ 

 

ivu
z

a
U

dz

dW











2

2

1 

 

 ٗغل إٔ : zٝػ٘ل 

 

  ivuq 

0v    ،Uu   

 

ي ًٝذذنُي إما ٝخذذؼ٘ب xكذذ٢ ارغذذبٙ ٓؾذذٞه  Uثَذذوػخ صبثزذذخ  أ١ إٔ اَُذذبئَ ٍذذٞف ٣َ٘ذذبة ٓذذٖ 

z : ٕٗغل أ 

 

  ivuq 

 

إُذ٢ ٓذب دٜٗب٣ذخ لإ٣غذبك اُذ٘وظ اُؾوعذخ ) اُذ٘وظ اُزذ٢ ػ٘ذلٛب  Uأ١ إٔ اَُبئَ ٍٞف ٣َ٘ذبة ثَذوػخ 

اَُوػخ رَب١ٝ ٓذب دٜٗب٣ذخ ( كَذٞف ٗغذل إٔ ٗوطذخ الأصذَ ٛذ٢ اُ٘وطذخ اُزذ٢ ػ٘ذلٛب ٍذوػخ اَُذبئَ 

دٜٗبئ٤خ ٝٛنٙ اُ٘وطخ ٓؼيُٝخ كافَ اَُبئَ ػٖ ثو٤ذخ اَُذبئَ ي أٓذب لإ٣غذبك ٗوذظ اُقٔذٞك ) اُذ٘وظ اُزذ٢ 

azٜٗب اُ٘وظ اُز٢ ػ٘لٛب ػ٘لٛب رزلاه٢ اَُوػخ ( ٗغل إ  ي 
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 : Vortex Motionاُؾوًخ اُلٝا٤ٓخ  

 

ٗلذذذوض إٔ  
zyxqCurl  ,,


ٝٛذذذٞ أُزغذذذٚ اُذذذلٝا٢ٓ ) اُذذذلٝها٢ٗ ( ػ٘ذذذل أ١ ػ٘ ذذذو ٓذذذٖ  

 ػ٘بصو أُبئغ ُِٝؾ ٍٞ ػ٢ِ أُؼبكدد اُز٢ رؼط٢ ٓؼلٍ رـ٤و ٓوًجبد أُزغٚ اُلٝا٢ٓ 

) اُلٝها٢ٗ ( ٢ٛٝ  













dt

d
,

dt

d
,

dt

d zyx 
 َٗزقلّ ٓؼبكدد أ٣ِٝو ُِؾوًخ : 

 

















P
qgradqCurlq

t

q 2

2

1


 

 

 اُطوك٤ٖ ٗؾ َ ػ٢ِ : Curlٝث فن 

 

 

      









divqqdivqradqqgradqCurl

qCurl
t







0

 

 

 ٝك٢ ؽبُخ أُٞائغ اُـ٤و هبثِخ ُلاٗضـبط ٗغل إٔ :

 

0qdiv


  

 ؽ٤ش  

   

 qgrad
dt

d

qgradgradq
t

qdivCurldiv



























0

0
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 

 

 

 I

wgrad
dt

d

vgrad
dt

d

ugrad
dt

d

z

y

x

.,.........




































 

 

ؽ٤ش  wvuq ,,

 ي  

اُطذذوف الأ٣ٔذذٖ ٓذذٖ أُؼبكُذذخ  I  ٕٞرٔضذذَ رـ٤ذذو ٓوًجذذبد ٓزغذذٚ اُلٝآذذخ ُؼ٘ ذذو أُذذبئغ ػ٘ذذلٓب رٌذذ

اُِيٝعخ َٓب٣ٝخ ُِ لو ٝك٢ ٛنٙ اُؾبُخ فطٞط اُلٝآخ رزؾوى ٓغ أُبئغ ي ٖٝٓ أُؼبكُذخ  I  ٗغذل

إٔ ٓؼلٍ رـ٤و ٓزغٚ اُلٝآخ ) اُلٝهإ ( 

أ١ إٔ اُلٝآذخ د رقِذن ٝد  ٣0َب١ٝ اُ ذلو كوذظ  

 رل٢٘ ٖٓ أُبئغ ي

 

 اُؾوًخ اُلٝا٤ٓخ ك٢ ثؼل٣ٖ :

 

 ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ٗغل إٔ :

 




















y

u

x

v
qCurl ,0,0


 

 

 ي xyاُؼٔٞك١ ػ٢ِ أَُز١ٞ  zأ١ إٔ اُلٝآخ كائٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞه 

كذ٢ اَٗذ٤بة ؿ٤ذو كٝهاٗذ٢ كذ٢  aٗؼزجو أٗجٞثخ كٝا٤ٓخ كائو٣خ ٗ ق هطوٛب 

222ثؼل٣ٖ فبهط أُ٘طوذخ أُؾذلكح ثبُذلائوح  ayx   ٝاَُذبئَ ٓٔزذل إُذ٢

ٓبدٜٗب٣خ ك٢ ع٤ٔغ ادرغبٛبد ٝد رٞعذل أ١ ٓ٘ذبثغ أٝ ٓ ذجبد ي ٗلذوض إٔ 
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q  ٢ٛ اَُوػخ أُٔب٤ٍخ ػ٘ل اُ٘وطخP  ػ٢ِ كائوح ماد ٗ ق اُوطوr  ٝٓوًيٛب ػ٘لo  ي ٣ٝؼوف

 ػ٢ِ اٗٚ :Cاُلٝهإ ؽٍٞ 

 

  rqqdS 2 

 

ٖٝٓ ٗظو٣خ ٍزًٌٞ ، اُلٝهإ اَُبثن ٣غت إٔ ٣َذب١ٝ كذ٤ي اُلٝآذخ اُذن١ ٣ؼجذو اُلذوض أُؾذلك 

C : ٕأ١ أ 

 







ddqCurlrq 2 

 I
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
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







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

2

2

2
a

r
rq 

 II

arrq
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,
2

1

,
2

2


















 

 

كذذ٢ اُؼلاهذذخ  II  ٣زضذذؼ ُ٘ذذب إٔ كافذذَ اُلٝآذذخ اُلائو٣ذذخ أُذذبئغ ٣ذذلٝه ًٔذذب ُذذٞ ًذذبٕ عَذذْ ٓزٔبٍذذي

ثبَُوػخ اُيا٣ٝخ 
2


 ي  oؽٍٞ  

 Rectilinear  ًبٕ ٗ ق هطو اُلٝآخ اُلائو٣خ صـ٤و علا كبُلٝآخ اُلائو٣خ رؼوف ػ٢ِ إٜٗبٝإما 

Vortex   ٝاُلٝآخK  ٞٛ ؽٍٞ ٓ٘ؾ٢٘ ٓؾ٤ظ ثبُلٝآخ 2a  ٖٓٝ ، II : ٕٗغل أ 

 

1

2

K
q

r r 


 


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2

K


   

 

 كٝآخ فبهط اٍطٞاٗخ كائو٣خ :

 

1ZZػ٘ذذل اُ٘وطذذخ  Kثلذذوض إٔ كٝآذذخ ُٜذذب اُشذذلح    فذذبهط اٍذذطٞاٗخaZ   كذذئما ًبٗذذذ اُؾوًذذخ

 روعغ ُِلٝآخ كوظ ك٤ٌٕٞ اُغٜل أُوًت ػ٢ِ اُ ٞهح :

 

 1log
2

ZZ
iK




 

 

aZٝإما ٗش ٗب اٍطٞاٗخ كائو٣خ أُوطغ   : ك٢ أُبئغ ك٤ٌٕٞ اُغٜل أُوًت ػ٢ِ اُ ٞهح 

 

 

  



















1

2

1

1

2

1

log
2

log
2

log
2

log
2

log
2

Z
Z

aiK
ZZ

iK
Z

iK

Z
Z

aiK
ZZ

iK







 

 

  صذذٞهح اُلٝآذذخ فذذبهط ادٍذذطٞاٗخ اُلائو٣ذذخ ٣زٌذذٕٞ ٓذذٖ كٝآذذخ ُٜذذب اُشذذلحK  ػ٘ذذل اُ٘وطذذخB 

 ي oػ٘ل أُوًي  Kػلاٝح ػ٢ِ كٝآخ آفو١ ُٜب اُشلح 
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 : اد٤َٗبة ٓغ اُلٝهإ ؽٍٞ اٍطٞاٗخ كائو٣خ

 

 ٣غذت إٔ ٗضذ٤ق إُذ٢ اُغٜذل أُوًذت aُِؾ ٍٞ ػ٢ِ ا٤َٗبة كٝها٢ٗ ػ٢ِ اٍطٞاٗخ ٗ ذق هطوٛذب 

اَُبثن ) ُلاَٗذ٤بة ثذلٕٝ كٝهإ ( اُغٜذل أُوًذت ُلٝآذخ ػ٘ذل ٗوطذخ الأصذَ أ١ إٔ اُغٜذل أُوًذت 

 ُلا٤َٗبة اُلٝها٢ٗ ٣ٌٕٞ ثبُ ٞهح :

 

 1.,.........ln
2

2

Z
i

Z

a
ZUW













 

 

 2qاَُذوػخ  1qك٢ َٓز١ٞ اُؾوًخ ٗض٤ق إ٢ُ اَُوػخ ثلٕٝ كٝهإ  Mٝػ٢ِ ٛنا كؼ٘ل ًَ ٗوطخ 

21ٛذذ٢ ٓؾ ذذِخ اَُذذوػز٤ٖ  Mاُ٘برغذذخ ػذذٖ اُذذلٝهإ اُجؾذذذ ) اُلٝآذذخ ( ٝرٌذذٕٞ ٍذذوػخ  , qq  ًٔذذب

 ثبُشٌَ ي
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ٝك٢ اُؾو٤وخ كبٕ اد٤َٗبة اُذلٝها٢ٗ ٣ٔ٘ذغ رٔبصذَ ُقطذٞط ادَٗذ٤بة ؽ٤ذش اٗذٚ اُغذيل اُؼِذ١ٞ رٌذٕٞ 

اَُوػخ اُ٘برغخ ػٖ اُلٝهإ اُجؾذ ك٢ ٗلٌ ادرغبٙ اُن١ رٌٕٞ ك٤ٚ اَُوػخ اُ٘برغخ ػذٖ ادَٗذ٤بة 

ُجؾذذ كٕٝ كٝهإ ػ٢ِ ادٍطٞاٗخ ث٤٘ٔب ك٢ اُغيل اَُل٢ِ رٌٕٞ ك٤ٚ اَُوػخ اُ٘برغذخ ٓذٖ اُذلٝهإ ا

ك٢ ادرغبٙ أُؼبًٌ هٌَ  1  ٌَ٣ٌٕٝٞ هٌَ اد٤َٗبة ًٔب ك٢ اُش 2ي 

 

 

 

 ٝلإ٣غبك اُ٘وظ اُؾوعخ َٗب١ٝ اَُوػخ أُوًجخ ثبُ لو ك٘غل إٔ :

 

 





ireZ

Z

i

Z

a
U


















2.,.........0
2

1
2

2

 

 

arٝػ٢ِ ادٍطٞاٗخ   

 

iaeZ  

 

ك٢  Zثبُزؼ٣ٞي ػٖ  2 : 
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 

 

Ua

i
Sin

ai

ee
U

a

i
eeU

e
a

i
eU

ii

ii

ii















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2

0
2

1 2













 















 

 

ٝٝاخؼ ٖٓ ٛنٙ اُؼلاهخ إٜٗب ر٘بظو ىا٣ٝز٤ٖ  0 ك٢ اُوثؼ٤ٖ اُضبُش ٝاُواثغ )لإٔ اُغ٤ت 

رزؾوًذذذبٕ إُذذذ٢ أٍذذذلَ ػِذذذ٢ ادٍذذذطٞاٗخ ٝإما ًبٗذذذذ  ,BAٍذذذبُت ( ٝٓٞخذذذؼ ثذذذبُ٘وطز٤ٖ اُؾذذذوعز٤ٖ  

Ua4 : ٕكب 

 

1Sin 

 

ٝٛنا ٓؼ٘بٙ إٔ اُ٘وطز٤ٖ اُؾوعز٤ٖ صبهرب ٗوطخ ؽوعخ ٝاؽلح ػ٢ِ أُؾذٞه اُ ذبك١ ًٔذب كذ٢ اُشذٌَ 

 3 ي 
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 كبٕ ٛنا ٓؼ٘بٙ إٔ : Ua4ٝإما ًبٗذ 

 

1Sin 

 

 

ٝٛذذذنا د ٣ٌٔذذذٖ إٔ ٣ي٣ذذذل ع٤ذذذت اُيا٣ٝذذذخ ػذذذٖ 

اُٞؽذذذذلح كذذذذبٕ اُ٘وطذذذذخ اُؾوعذذذذخ رجؼذذذذل ػذذذذٖ 

الأٍذذطٞاٗخ ٣ٌٝذذٕٞ ادَٗذذ٤بة ًٔذذب كذذ٢ اُشذذٌَ 

 4  ي ٝك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ٣ٌٕٞ عذيل ٓذٖ أُذبئغ

٣لٝه ؽٍٞ ادٍطٞاٗخ ثؾ٤ش ٣ظٜو ٛنا اُغذيل 

اُذذلائو ٓذذٖ أُذذبئغ ًغذذيل ٓ٘ل ذذَ ٓذذٖ ثذذبه٢ 

أُبئغ ثقظ ا٤َٗبث٢ ٓ٘ل َ ٣ٌٕٝٞ اُلٝهإ ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ػ٢ِ ادٍطٞاٗخ َٓب٣ٝب ُلٝهإ اُلٝآخ 

 ي 

 

 

 :  Circle Theoryٗظو٣خ اُلائوح 

 

ك٢ اُؾوًخ أَُز٣ٞخ اُـ٤و كٝها٤ٗخ ُٔبئغ ؿ٤و ُيط ٝؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ٝثلٕٝ ٝعٞك أعَبّ صِجخ 

No rigid boundaries )   ي ٝإما ًبٗذذ ) ZfW   ٛذ٢ كاُذخ اُغٜذل أُوًذت ُٜذنا ادَٗذ٤بة

ؽ٤ش اُ٘وظ اُلو٣لح ُِلاُخ  Zf  ٖروغ ػِذ٢ ثؼذل اًجذو ٓذa  ٓذٖ ٗوطذخ الأصذَ ٝإما ٝخذؼٖ اٍذطٞاٗخ

(  Zكائو٣ذذخ هبئٔذذخ طُٜٞذذب دٜٗذذبئ٢ ٓؾٞهٛذذب ػٔذذٞك١ كذذ٢ َٓذذز١ٞ ادَٗذذ٤بة ) ٓؾٞهٛذذب ٛذذٞ ٓؾذذٞه 

aZًٝبٗذ ادٍطٞاٗخ ٢ٛ   : ك٢ ٓغبٍ اُؾوًخ كبٕ اُغٜل أُوًت ُِؾوًخ ٣ جؼ ػ٢ِ اُ ٞهح 
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   1.,.........
2











Z

a
fZfW 

 

aZٝمُي فبهط ادٍطٞاٗخ أ١ ؽ٤ش   ي 

 اُجوٛبٕ :

 

ireZخغ ثٞ  

 : ٌٕٞػ٢ِ ادٍطٞاٗخ أُنًٞهح ٣ 

 

Z

a
ZaZZ

aeZ

aeZ

i

i

2
2 





 



 

 

ي ٖٓ  Zٓواكن  Zؽ٤ش  1 : ٕٗغل أ 

 

   
    ZfZfWكميةحقيقية

ZfZfW




 

 

لإٔ  Zf   ، Zf ٓزواكوزبٕ ي 

  ػ٢ِ اُلائوحaZ   ٌٕٞ٣0 ي 

  اُلائوحaZ  فظ ا٤َٗبث٢ ي 

ٝؽ٤ش إٔ ع٤ٔغ اُ٘وظ اُلو٣لح ُِلاُخ  Zf  روغ فبهط اُلائوحaZ   أ١ ٣وغ ك٢ أُ٘طوخaZ   
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ٝعٞك ادٍطٞاٗخ د ٣ؤصو ػ٢ِ ػلك اُ٘وظ اُلو٣لح ك٢ اد٤َٗبة الأص٢ِ ٝأ٣ضذب  Zf  ُذ٤ٌ ُٜذب ٗوذظ

كو٣لح ػ٘ل ٗوطخ الأصَ ٝػ٢ِ مُي 








Z

a
f

2

٤ٌُ ُٜب ٗوظ كو٣لح كذ٢ اُلاٜٗب٣ذخ أ١ إٔ اُغٜذل أُوًذت  

 1  ٣ٌٕٞ ُٚ ٗلٌ اُ٘وظ اُلو٣لح اُز٢ ُِلاُخ Zf أ١ اٗٚ ٛٞ اُغٜل أُطِٞة ي 

 

 ٓضبٍ :

 

 :اد٤َٗبة أُ٘زظْ ػ٢ِ اٍطٞاٗخ ٍبً٘خ 

 

U  ٞٛUZWٍجن إٔ ػوك٘ب إٔ اُغٜل أُوًت د٤َٗبة ٓ٘زظْ ٍوػزٚ    

 

 

 

Z

a
U

Z

a
f

ZUZf

UZZf

22





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







 

aZٝػ٢ِ مُي كئما أكفِ٘ذب كذ٢ ادَٗذ٤بة ادٍذطٞاٗخ اُزذ٢ ٓوطؼٜذب    كذبٕ اُغٜذل أُوًذت فبهعٜذب

 aZ  : ٣ جؼ 

 

  

















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Z

a
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Z

a
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ireZثٞخغ   : ٕٗغل أ 
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
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



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 ًٔب ٍجن ي

 ٗظو٣خ عًٞٞك٢ٌَ ُِضـظ أُؾ َ أٝ ٗظو٣خ ثلا٤ًٍٞ :

 

رؼوخ٘ب ا٥ٕ ُلهاٍخ اد٤َٗبة َُِٔز١ٞ أُؼوف ثبُغٜل أُوًت  ZW اُ٘بؽ٤خ ا٤ٌُ٘ٔبر٤ٌ٤خ ي ٖٓ 

أٓب ك٢ ٛنا اُغيل ٍٞف ٗؾذبٍٝ إ٣غذبك اُوذٞح  أُؾ ذِخ ُِضذـظ  ػِذ٢ عَذ٤ْ ٣َ٘ذبة ػ٤ِذٚ ٓذبئغ إما 

ًذذبٕ اُغٜذذل أُوًذذت ُٜذذنا ادَٗذذ٤بة ٓؼِٞٓذذبي أٍٝ ٓذذٖ رؼذذوض ُٜذذنٙ أَُذذ ُخ ٛذذٞ عًٞٞكَذذ٢ٌ ػذذبّ 

ّ ثلوض إٔ 1916 ZW ٞا٢ٗ ٢ٛ كاُخ اُغٜل أُوًت اُز٢ رٞصق ؽوًخ أُبئغ ؽٍٞ ؽبعي اٍذط

اُوٞح أُؤصوح ػ٢ِ ٛنا  Lػجبهح ػٖ ٓ٘ؾ٢٘ ث٤َظ ٓـِن  Zطُٞٚ اُٞؽلح اُن١ ٍطؾٚ ك٢ َٓز١ٞ 

 اُؾبعي رؼط٢ ٖٓ :

 

dZ
dZ

dW
iiYXF

L

2

2

1
 








  

 

YXؽ٤ذذش  رٔذذضلإ ٓوًجذذبد ٛذذنٙ اُوذذ١ٞ كذذ٢ ادرغذذبٙ أُٞعذذت ُِٔؾذذٞه٣ٖ  , yx,  ،  رٔضذذَ ًضبكذذخ

 أُبئغ ي
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٣ٔضَ اُضـظ ثزؾ٤ِذَ ٛذنٙ اُوذٞح إُذ٢  Pؽ٤ش  PdSه٤ٔزٜب  dSاُوٞح أُؤصوح ػ٢ِ ػ٘ و أَُبؽخ 

 ي yٝ ا٥فو١ ٓٞاى٣خ ُٔؾٞه  xٓوًجز٤ٖ إؽلاٛٔب ٓٞاى٣خ ُ٘ؾٞه 

 

 

 dSiSinCosPiF

iSinCosiPdSiPdSCosPdSSinFd

idYdXdF


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




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 Aى٤٘ٓخ ٝأُبئغ ؿ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ٝإٛٔبٍ اُو١ٞ اُغ٤َٔخ كذبٕ اُضذـظ ػ٘ذل  ٝثبػزجبه اُؾوًخ د

 ٣ٌٖٔ رؼ٤٤٘ٚ ٖٓ ٓؼبكُخ ثو٢ُٞٗ ًب٥ر٢ :
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 Aاَُوػخ ػ٘ل  qؽ٤ش 
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ر فن  Lٝمُي اٗٚ ثلٝهٙ ًبِٓخ ػ٢ِ  yx, ٗلٌ اُو٤ْ ادثزلائ٤خ ُٜب ي 
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YXٖٝٓ ٛنٙ اُؼلاهخ اُق٤وح ٣ٌٖٔ إ٣غبك ًذَ ٓذٖ  ٝرٌذٕٞ هذٞح  Wإما ػِٔذذ  كاُذخ اُغٜذل أُوًذت  ,

 ٛٞ : Rاُضـظ أُؾ َ 

 

22 YXR  

 

 ىا٣ٝخ هلهٛب : xٝارغبٜٛب ٣ضغ ٓغ ٓؾٞه 

 

.tan 1









X

Y
 

 

 ٗظو٣خ عًٞٞك٢ٌَ لإ٣غبك ػيّ اُضـظ أُؾ َ :

 

ثَ أ٣ضب ٣ِذيّ ٓؼوكذخ ٗوطذخ ر ص٤وٛذب  Pك٢ ػِْ ٤ٌٓب٤ٌٗب اُـبىاد ٖٓ أُْٜ ٤ٌُ كوظ ٓؼوكخ اُضـظ  

ٝاُز٢ ر٢َٔ ثٔوًي اُضـظ ٝٛنا اُغيل ٍٞف ٗٞعل ػيّ هذٞح اُضذـظ أُؾ ذَ ؽذٍٞ ٗوطذخ الأصذَ 

 ُلا٤َٗبة ُنُي ٗلوض إٔ ػيّ اُضـظ أُؾ َ ؽٍٞ ٗوطخ الأصَ ي Wإما ػِْ اُغٜل أُوًت 

 Pأ١ إٔ ػذذيّ اُوذذٞح  Mٛذذٞ  Zٓؾذذٞه xy) أٝ ثٔؼ٘ذذ٢ أكم ؽذذٍٞ ٓؾذذٞه ػٔذذٞك١ ػِذذ٢ أَُذذز١ٞ 

ي ُذنُي ٗلذوض إٔ  Z  ٞٛMؽٍٞ ٓؾٞه  11 ,YX  رٔضذَ ٓوًجزذ٢ هذٞح اُضذـظ ػ٘ذل اُ٘وطذخA  كذ٢

ارغب٢ٛ أُؾٞه٣ٖ  yx,  ػ٘لئن كبٕ ػيّ ٛنٙ اُوٞح ؽٍٞ ٓؾٞهZ  ٞٛMd


 ؽ٤ش : 

 

   kyPSinxPCos

PCosPSin

yx

kji

kxYyX

YX

yx

kji

Md



















0

0

0

0 11

11
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 

 dSySinxCosPM

ySinxCosPyPSinxPCosMd

l

 








 

 

2ؽ٤ش 

2

1
qCP  

 

   dSySinxCosqdSySinxCosCM

dSySinxCosqCM

LL

L





















2

2

2

1

2

1

 

dS

dy
Sin      ،

dS

dx
Cos  

    








  dSSinCosiyxqRlydyxdxCM
LL

 2

2

1
 

 

ٝمُي لإٔ    022 
L

yxCd 

 

 

 ( :1ٓضبٍ)

 

أٝعل اُضـظ أُؾ َ ٝػيّ اُضـظ أُؾ َ ك٢ ؽبُخ اد٤َٗبة اُلٝها٢ٗ ػ٢ِ اٍطٞاٗخ كاُخ اُغٜل 

 أُوًت ُِٔبئغ ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ 

 

Z
i

Z

a
ZUW ln

2

2













 
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٢ٛ اَُوػخ اُٜ٘بئ٤خ ُِٔبئغ ) اَُوػخ ػِذ٢ ثؼذل ًج٤ذو عذلا ٓذٖ  Uٗ ق هطو ادٍطٞاٗخ ،  aؽ٤ش 

 ٢ٛ ه٤ٔخ اُلٝهإ ي ادٍطٞاٗخ ( ، 

 اُؾَ :

 

dZ
dZ

dWi
iYX

L

2

2 











 

 

 ٓؾ٤ظ هبػلح ادٍطٞاٗخ ي Lؽ٤ش 

 

 





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



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


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
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
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








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UYX

Ui
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ZZ
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aU
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i
iYX

dZ
Z
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Z

a
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i
iYX
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Z

a
U

dZ

dW

L

L


















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2
2

4
2

2

2
1

2

2
1

2

22

22

2

2

22

4

42
2

2

2

2

2

 

 

ٝكذ٢ ٛذنٙ اُؾبُذخ  Uٝه٤ٔزٜذب  yٝثبُزب١ رٌٕٞ اُوٞح أُذؤصوح ٛذ٢ كذ٢ ادرغذبٙ أُٞعذت ُٔؾذٞه 

ُلاٍذذطٞاٗخ ٝد رٞعذذل هذذٞح ٍذذؾت  liftادٍذذطٞاٗخ رٌذذٕٞ أكو٤ذذخ ث فذذن ادرغذذبٙ اُوأٍذذ٢ ثوذذٞح اُوكذذغ 

0DragX : ًٝنُي 
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

















aUiRlM

dZ
Z

UaiUi

ZZ

aU

Z
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dZ
dZ

dW
ZRlM
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L












 

 

 ٝػ٢ِ مُي كبٕ ٓولاه هٞح اُضـظ أُؾ َ ٛٞ :

 

0,  XUYR  

 

 ٝرٔو ث٘وطخ الأصَ ٝمُي لإٔ ٓغٔٞع اُؼيّٝ ؽٍٞ ٗوطخ الأصَ رَب١ٝ اُ لو ي

 

 ِٓؾٞظخ :

 

 :  Couture Integrationٓ٘ؾ٢٘ اُزٌبَٓ 

 

ُؾَبة اُزٌبٓلاد أُٞعٞكح ث٘ظو٣خ ثلا٤ًٍٞ ٝٗظو٣خ عًٞٞك٢ٌَ لإ٣غبك اُضـظ أُؾ َ َٗزقلّ 

 ي The Residue Theoryٗظو٣خ أُزـ٤و أُوًت أٝ ٗظو٣خ اُجبه٢  

 

  12 iRdZZf
L

 

 

 ع٤ٔغ اُزٌبٓلاد رزلاه٢ ٓبػلا اُز٢ ر فن اُ ٞهح :

 

aZ

R



1 
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 (:2ٓضبٍ)

 

ر٤به ٣ٔو ػ٢ِ عَْ ٗ ل٢ ييي ) اُغَْ اُ٘ ل٢ ٣ؼ٢٘ إٔ 

اُغَذذْ ٓٔزذذل كذذ٢ ارغذذبٙ ٝاؽذذل ( اُغَذذْ اُ٘ ذذل٢ هذذج٤ٚ 

ثٔولٓذذخ اَُذذذل٤٘خ لإٔ م٣ذذَ اَُذذذل٤٘خ ٍذذ٤ٌٕٞ ثؼ٤ذذذلا ػذذذٖ 

ٓوذذلٓزٜب ٝكذذ٢ ٛذذنٙ اُؾبُذذخ رٌذذٕٞ اُؾوًذذخ هذذج٤ٚ ثؾوًذذخ 

ر٤به ٓ٘زظْ  0,U  ٚ٣ٔو ػ٢ِ ٓ٘جغ هٞرm  ٓٞعذٞك ػ٘ذل

 ٗوطخ الأصَ ٝرٌٕٞ كاُخ اُغٜل أُوًت أُ٘بظوح :

 

   

     

    

 22
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1

tan
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lnln
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yxmUx

x

y

mUyiyxmUxi

imrmiyxUremiyxUi

iyxmiyxUi

ZmUZW

i



























 

 

 ٝٛنٙ ٢ٛ كاُخ اُغٜل أٓب كاُخ اد٤َٗبة :

 









 

x

y
mUy 1tan

2

1
 

 

 ٛٞ اُقظ أُؾلك َُطؼ اَُل٤٘خ ي 0فظ اد٤َٗبة 
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 كبٕ : xٝػ٘لٓب 
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m
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 كبٕ : 0xٝػ٘لٓب 
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٣ٔو ثبُ٘وظ   0ٝثبُزب٢ُ كبٕ فظ اد٤َٗبة 



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



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m
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


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


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


 0,

U

m
ٝإما ٝخذؼ٘ب   

 ثبُغَْ اُ٘ ل٢ ٤ٍؼط٢ ٗلٌ اُؾوًخ ي 0ثلد ٖٓ فظ اد٤َٗبة 
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 ُزؼ٤٤ٖ اُوٞح أُؤصوح ػ٢ِ اُغَْ ٗلبخَ أُؼبكُخ : 
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2
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2
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 ٝثزطج٤ن ٗظو٣خ ثلا٤ًٍٞ : MU2ي ٤ٌُٕٝٞ اُجبه٢  0Zٛنٙ اُلاُخ ٣ٞعل هطت ػ٘ل اُ٘وطخ 

 




MUdZ
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dWi
iYX

L

2
2

2





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


  

0Y    ، MUX 2، 

 

 ي Liftٝد رٞعل هٞح هكغ  MU2اُوٞح أُؤصوح ػ٢ِ اُغَْ هٞح ٍؾت ٝٓولاهٛب 
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 : magesidimensional  - Two أَُز٣ٞخ اُ ٞه 

 رؼو٣ق :

ثبَُ٘ذذجخ َُذذطؼ ٓذذب د ٣قزوهذذٚ ٝأُيكٝعذذبد رؼذذوف صذذٞهح ٓغٔٞػذذخ ٓذذٖ أُ٘ذذبثغ ٝأُ ذذجبد 

 يأُبئغ ثٔغٔٞػخ أفو١ ٓٞعٞكح فِق ٛنا اَُطؼ ) ٓغٔٞػخ ٤ٔٛٝخ ( 

كهاٍخ ٓ٘جغ ٓٞعذٞك أٓذبّ ؽذبئظ ك٤ٌٔ٘٘ذب اٍذزجلاٍ اُؾذبئظ ثٔ٘جذغ آفذو كٔضلا إما طِت ٓ٘ب  

 ٛٞ صٞهح مُي أُ٘جغ ثبَُ٘جخ ُِؾبئظ ي

ٝهذذوط اُؾذذبئظ ٛذذٞ إٔ رٌذذٕٞ أُوًجذذخ اُؼٔٞك٣ذذخ َُِذذوػخ ػ٘ذذل أ١ ٗوطذذخ ػ٤ِذذٚ رَذذب١ٝ 

ٓوٍذٞٓب كذ٢ ٓذبئغ ٓزؾذوى ثؾ٤ذش إٔ أُذبئغ د ٣٘زوذَ فلاُذٚ  Sصلوا ي ُ٘لذوض  ٍذطؾب 

أٝ ُٔ٘ذبثغ ي أ١ ٓغٔٞػذخ ٓذٖ ا 2،  ٣1وَْ أُبئغ إ٢ُ ٓ٘طوزذ٤ٖ  Sُٝ٘لوض إٔ اَُطؼ 

ي كذئما اٍذزجلُ٘ب Sكذ٢  1رَذ٢ٔ صذٞهح ُِٔ٘طوذخ  2أٝ أُيكٝعبد ك٢ أُ٘طوخ  أُ جبد

د  1كذبٕ ادَٗذ٤بة كذ٢ ثؾل ٓزٔبٍي ُٚ ٗلٌ اُشذٌَ ٝاُؾغذْ  Sٝاٍزجلُ٘ب  2أُبئغ ك٢ 

 ٣زـ٤وي

ػِذذ٢ ٍذذطؼ  1َٗذذزط٤غ ؽذذَ َٓذذ ُخ ادَٗذذ٤بة كذذ٢  Sكذذ٢  1أ١ إٔ إما ػوك٘ذذب صذذٞهح 

 ٓزٔبٍي ي

ك٢ هٌَ  1  ٚ٣ج٤ٖ ٓ٘جغ هلرm  ٓٞخٞع ػ٢ِ ثؼلa  ٓذٖ َٓذز١ٞ صذِت دٜٗذبئ٢YY  

ٛذ٢ اُ ذٞهح  Aؽ٤ذش  Aٍٝ٘ٞخؼ ا٥ٕ إٔ صٞهح ٛنا أُ٘جغ ٢ٛ ٓ٘جذغ َٓذب١ٝ ػ٘ذل 

 ك٢ أَُز١ٞ ي Aاُضٞئ٤خ ُِ٘وطخ 
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ُذذنُي ٗؼزجذذو هذذٌَ  2 ُ٘وطزذذ٤ٖ ا ػ٘ذذل ؽ٤ذذش ػ٘ذذلٗب ٓ٘جؼذذبٕ هذذلح ًذذلا ٜٓ٘ٔذذب , ,A a o o  ،

 , ,A a o o ًٝبٗذ oP اُؾبئظ ٢ِٗوطخ ػ 

 اَُوػخ ػ٘ل  ٢ٛ :ٝثنُي رٌٕٞ 

 

 2 2 2 2

2
o o o o o

o o o o

m m m m
AP A P AP A P OP

AP A P AP AP
    


 

 

YYػ٢ِ أَُز١ٞ اُ ِت  oPٝٛنا ٓؼ٘بٙ اٗٚ ػ٘ل أ١ ٗوطخ    ًكبٕ أُبئغ ٣زؾوى ك٢ ارغبٙ أُٔب

 كبٕ أُبئغ د ٣ٔو فلا ٍ ٛنا أَُز١ٞي أفو١ٝثؼجبهح َٔز١ٞ ُٜنا اُ

ك٢ اُشٌَ  2  ، 1   ػ٘ل ع٤ٔغ اُ٘وظoP  ػ٢ِ أَُز١ٞYY   ٌٕٞ٣0
P

n





ُٔ٘طوخ اد٤َٗبة  

0xؽ٤ش  ي 

YYك٢  Aػ٘ل  mأ١ إٔ صٞهح ٓ٘جغ    ٌَك٢ ه 1   ٢ٛ ٓ٘جغm  ػ٘لA  اُز٢ ٢ٛ  اُ ٞهح

YYك٢  Aاُضٞئ٤خ ُ٘وطخ   ي 

  

 :  Image of a source in a wallصٞهح ٓ٘جغ أٓبّ ؽبئظ  -1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 144 ك/ هٓضبٕ ػجل الله ٓؾٔل                                                                          ٤لهٝك٣٘ب٤ٌٓبٛ

ٗلوض إٔ ُل٣٘ب ٓ٘جغ ػ٘ل اُ٘وطخ  0,aA  ُذٚ اُشذلحm  ػِذ٢ ثؼذلa  ٓذٖ ؽذبئظ دٜٗذبئ٢ اُطذٍٞ ػ٘ذل

0x  صٞهح ٛنا أُ٘جغ ػ٘ل اُؾذبئظ ٛذ٢ أ٣ضذب ٓ٘جذغ آفذو ُذٚ اُشذلحm  ػ٘ذل ُِ٘وطذخ 0,aB   إما

ك٤ٌٕٞ كاُخ اُغٜل أُوًذت ُذٚ  yٞعل ؽبئظ ٝٛ٘بى ٍبئَ ٣زؾوى أُ٘طوخ ػ٢ِ عبٗج٢ ٓؾٞه ًبٕ د ٣

: ٢ٛ 

 

   

   2 2

2 2

log log

log ,.......... 1

2

W m z a m z a

W m z a

dW mz

dz z a

    

  

 


 

 

 ػ٘ل اُؾبئظ ٗغل إٔ

 22log aymW       ،0x 

Constant on the wall  

 

 ٓولاه صبثذ ػ٘ل اُؾبئظ ي أ١ إٔ 

 0x  ٓؾٞه ( ػجبهح ػٖ فظ ا٤َٗبةy ُٝنُي د ٣ٞعذل اَٗذ٤بة ٣ؼجذو ػذٖ ٓؾذٞه ) فظ ا٤َٗبة

y   ي 

  أُؼبكُخ 1 رٔضَ كاُخ اُغٜل أُوًت ُٔ٘جؼ٤ٖ ػ٢ِ ثؼل٣ٖ ٓزَب٤٣ٖٝ ٖٓ ٗوطخ الأصَ ي 

 0xػ٘ل اُؾبئظ ٗغل إٔ 
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 222

22
2

22

22

4

2

2

ay

ym

dz

Wd

dz

dW
q

ay

miy

dz

Wd

and

ay

miy

dz

dW










 

 

 ٖٝٓ ٓؼبكُخ ثو٢ُٞٗ ٗغل إٔ :

 

 
 2.,.........

2

2 222

22
2

ay

ym
PqPP


 


 

 

 دٜٗب٣خ ي اُضـظ ػ٘ل ٓب Pؽ٤ش 

 

 : rigid plane  in a Image of a sourceز١ٞ د ٜٗبئ٢ صِت صٞهح ٓ٘جغ ك٢ َٓ -2

 

ٍٞف ٗضجذذ ا٥ٕ إٔ صذٞهح ٓ٘جذغ َٓذز١ٞ د ٜٗذبئ٢ صذِت ٛذ٢ ٓ٘جذغ ُذٚ ٗلذٌ اُشذلح ػ٘ذل اُ ذٞهح 

 اُضٞئ٤خ ك٢ أَُز١ٞ ُِٔ٘جغ الأٍٝي

0Xُٜنا ٗلوض إٔ أَُز١ٞ ٛٞ    ٚٝاٗٚ ٣ٞعل ٓ٘جغ هلرm  1ػ٘ل اُ٘وطخz z  1ؽ٤ش 0z 

Re  ٚكئما ر ٞهٗب ىٝاٍ أَُز١ٞ ٝأكفِ٘ب ٓ٘جؼب آفو هلرm  1ػ٘لz z   ؽ٤ش (z  اُؼلك ٞٛ

0Xك٢ أَُز١ٞ  ٢ٛ1z صٞهح  ( z( ٝؽ٤ش ) 1zأُواكن ُِؼلك أُوًت    كئٕ عٜل اَُوػخ

OPؽ٤ش  Pأُوًت ػ٘ل أ١ ٗوطخ  z : ٣ؼوف ثبُلاُخ 
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   1 1ln lnw m z z m z z     

 ٝٛٞ عٜل أُ٘جغ ٝصٞهرٚ ي

 

1 1

dw m m

dz z z z z
   

 
 

 

0Xٝػ٘ل أ١ ٗوطخ ػ٢ِ أَُز١ٞ    ٌٕٞ٣z iy : ٌٕٞٝػ٘لئن ٣ 

 

       
1 1 1 1

1 1 1 1

z iy

dw
m iy z m iy z m iy z iy z

dz

   



               
 

 

ٝؽ٤ش إٔ  
1

1iy z


  ٢ٛ أُواكن ُِٔولاه 
1

1iy z


   ٕكئ: 

  

Re 0
z iy

dw

dz 

 
 

 
 

 

0Xأ١ إٔ ك٢ أَُز١ٞ    كئٕ ٓوًجخ اَُوػخu  رَب١ٝ صلوا ٢ٛٝ اَُوػخ ك٢ ارغبٙ ػٔٞك١

 ُِٔبئغ فلاٍ أَُز١ٞ ُٜٝنا ٣ٌٖٔ اٍزجلاُٚ ثَٔز١ٞ صِت ي ا٤َٗبةػ٢ِ أَُز١ٞ أ١ أٗٚ د ٣ٞعل 

ٝػ٢ِ مُي كئٕ صٞهح ٓ٘جغ ك٢ َٓز١ٞ د ٜٗبئ٢ ٢ٛ ٓ٘جغ ُٚ ٗلٌ اُشلح ٓٞخٞع ػ٘ل ٗوطخ رؼوف 

 لٛب أُ٘جغ يثبٜٗب اُ ٞهح اُضٞئ٤خ ك٢ أَُز١ٞ ُِ٘وطخ أُٞعٞك ػ٘

أ١ إٔ َٓ ُخ ٓ٘جغ أٓبّ َٓز١ٞ د ٜٗبئ٢ صِت ٢ٛ ٗلَٜب َٓ ُخ ٗلٌ أُ٘جغ ٝصٞهرٚ ك٢ ٓبئغ د 

 ٜٗبئ٢ ي
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 :  Image of a double in a wallصٞهح ٓيكٝط أٓبّ ؽبئظ  -3

 

ٛذ٢ أ٣ضذب ٓذيكٝط آفذو ُذٚ اُشذلح  xٓغ ٓؾٞه  ٓؾٞهٙ ٤ٔ٣َ ثيا٣ٝخ  صٞهح ٓيكٝط ُٚ اُشلح 

  ي ٓؾٞهٙ ٤ٔ٣َ ثيا٣ٝخ   ٓغ ٓؾٞهx ي 

 

 

 

oZZإما ًبٕ أُيكٝط ػ٘ل اُ٘وطذخ    كذبٕ اُ ذٞهح روذغ ػ٘ذل اُ٘وطذخoZZ   ٝرٌذٕٞ كاُذخ اُغٜذل

 أُوًت ٢ٛ :

 

   

 ,......... 3
i ii i

o o o o

e e e e
w

z z z z z z z z

       
 

   
   
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 :  planeImage of a double in a  صٞهح ٓيكٝط ك٢ أَُز١ٞ -4

 

ُذنُي ٗؼزجذو اُشذٌَ أُغذبٝه ؽ٤ذش  ٤ُOYٌٖ أُطِذٞة إ٣غذبك صذٞهح ٓذيكٝط كذ٢ أَُذز١ٞ اُ ذِت 

A,  عذذلا ػ٘ذذل٣ٞعذذل ٓ٘جؼذذبٕ ٓزغذذبٝهإ  B  هذذلرٜٔب,m m  ٝػِذذ٢ مُذذي كذذبٕ صذذٞهٛٔب أُ٘ذذبظوح كذذ٢

A,ؽ٤ذذش  Bػ٘ذذل  A  ،mػ٘ذذل  mٛٔذذب  OYأَُذذز١ٞ  B   ٛٔذذب صذذٞهرب,A B  كذذ٢ أَُذذز١ٞ

 ي OYأُنًٞه 

Aٓذذغ ٓؾذذٞه اَُذذ٤٘بد ٝػِذذ٢ مُذذي كذذبٕ  ٣ ذذ٘غ ىا٣ٝذذخ ٓوذذلاهٛب  ABأَُذذزو٤ْ  B   ٣ ذذ٘غ ىا٣ٝذذخ

   ٓغ ٗلٌ ٓؾٞه ا٤َُ٘بد ي 

A,كئٗ٘ذذذب ٗؾ ذذذَ ػِذذذ٢ ٓذذذيكٝع٤ٖ ٓزَذذذب٤٣ٖٝ ػ٘ذذذل  m  ،0ABٝكذذذ٢ اُٜ٘ب٣ذذذخ ػ٘ذذذلٓب  A 

ٓؾٞهاٛٔب ٤ٔ٣لإ ثبُيا٣ٝز٤ٖ  ,      ػ٢ِ ٓؾٞهx ي 

 أ١ إٔ صٞهح ٓيكٝط ك٢ َٓز١ٞ صِت ٢ٛ ٓيكٝط ُٚ ٗلٌ اُشلح ي

 

 : in a rigid plane  vortex Image of aصٞهح كٝآخ ك٢ َٓز١ٞ د ٜٗبئ٢ صِت  -5

 

1zػ٘ل  ُ٘ؼزجو كٝآخ كٝهاٜٗب  z  ؽ٤ش 1Re 0z    صْ ُ٘لفَ كٝآذخ أفذو١ كٝهاٜٗذب  ػ٘ذل

1 1z z   ؽ٤ش 1z  ٢ٛ1 صٞهحz  0ك٢ أَُز١ٞX  ي 

  اُغٜل أُوًت ػ٘ل أ١ ٗوطخz : ٞٛ 

 

   

   

1 1

1 1

1 1

ln ln
2

2

i
w z z z z

dw i
z z z z

dz





 

 
     

       
 
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zػ٘ل  iy  0) أ١ ػ٘ل أَُز١ٞX  ٌٕٞ٣ ) : 

 

   
1 1

1 1
2

dw i
z iy z iy

dz 

       
 

 

 

ٝؽ٤ش إٔ ا٤ٌُٔز٤ٖ  
1

1z iy


   ، 
1

1z iy


 ٕكئٕ : ٓزواكوزب 

 

Re 0
z iy

dw

dz 

 
 

 
 

  0
z iy

u


  

 

أٗٚ د ٣ٞعل ا٤َٗبة فلاٍ أَُز١ٞ لإٔ اَُوػخ ك٢ ارغبٙ ػٔٞك١ ػ٤ِٚ رَب١ٝ صلوا ي ٝػ٢ِ  أ١ 

ٌُٖٝ مُي كئٕ صٞهح كٝآخ ك٢ َٓز١ٞ صِت ٢ٛ كٝآخ كٝهاٜٗب ٗلٌ كٝهإ الأ٢ُٝ ٓولاها 

 ٣قبُلٜب إهبهح ٝٓٞخٞػخ ػ٘ل اُ ٞهح اُضٞئ٤خ ُٔٞهغ اُلٝآخ الأ٢ُٝ ي

 

 : Circle  Image of a source in a صٞهح ٓ٘جغ ك٢ كائوح -6

 

ٝٝخذؼ٘ب ٓ٘جؼذب َٓذب٣ٝب ُذٚ كذ٢ اُشذلح أ١  Aػ٘ذل  mإ٢ُ كائوح ٓب إما ًبٕ ُل٣٘ب ٓ٘جغ هلرٚ ثبَُ٘جخ 

A,) ٣وبٍ ُِ٘وطز٤ٖ  Bُٝزٌٖ  Oثبَُ٘جخ ُِلائوح   Aػ٘ل اُ٘وطخ اُؼ٤ٌَخ ُِ٘وطخ  mهلرٚ  B  إٜٗٔب

2ffإما ًذذذبٕ  Oُِذذذلائوح  خثبَُ٘ذذذج ٓزؼبًَذذذزبٕ a   ؽ٤ذذذشOA f  ،OB f   ،a  ذذذق هطذذذو ٗ

 اُلائوح ( كئٕ :

 ػ٢ِ اُلائوح ك٢ ارغبٙ ػٔٞك١ ػ٢ِ اُلائوح : Pٓوًجخ اَُوػخ ػ٘ل أ١ ٗوطخ 
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   ˆ ˆm m
Cos OPA Cos OPB

AP BP
 

 

: ٌُٖٝ 

 

   
 

 
ˆ

ˆ ˆ ˆ
AP OPCos PBA BP BP

Cos OPA Cos OPB Cos PBA
OA OP AP


    

 

OPA,ٝمُي لإٔ أُضِض٤ٖ ك٢ كائوح هلرٚ  OBP  ٕٓشبثٜبٕ ؽ٤ش أÔ  ، ٓشزوًخ
OB OP

OP OA
  ٕلأ

2ff a  ي 

 ٝػ٢ِ مُي ٣ٌٕٞ : 

 

OB OP BP

OP OA PA
  

 

 ٝرٌٕٞ اُيٝا٣ب أُز٘بظوح ك٢ أُضِض٤ٖ ٓزَب٣ٝخ ي

 ٝػ٢ِ مُي كئٕ ٓوًجخ اَُوػخ ك٢ ارغبٙ ػٔٞك١ ػ٢ِ اُلائوح رَب١ٝ :

 

   ˆ ˆm m m m
Cos OPA Cos PBA

AP OP AP OP
   

 

 Pكئٕ ٓوًجخ اَُوػخ ك٢ ادرغبٙ اُؼٔٞك١ ػ٢ِ اُلائوح ػ٘ل  Oػ٘ل  mُٝنُي كئما ٝخؼ٘ب ٓ جب 

 ر٘ؼلّ ي

ػ٘ل ٓوًي  mػ٘ل اُ٘وطخ اُؼ٤ٌَخ ثبَُ٘جخ ُِلائوح ٝٓ ت  ٢ٛm ٓ٘جغ  mأ١ إٔ صٞهح ٓ٘جغ 

 اُلائوح ي
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A, ػ٘ل m  ،mٝػ٢ِ اُؼٌٌ إما ٝخؼ٘ب ٓ٘جؼ٤ٖ  B  ت ٓٝm  ػ٘لO  كبٕ ٓؼبكدد اُقطٞط

 اد٤َٗبث٤خ ٢ٛ :

 

m m m Const       

 

,ؽ٤ش  ,     ٢ٛ اُيٝا٣ب ادرغب٤ٛخ ػ٘ل, ,A B O  ٝلأ١ ٗوطخP : ٌٕٞػ٢ِ اُلائوح ٣ 

 

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆPAx PBA POA OPA POA PBA POA Const               

 

 ا٤َٗبث٢ ي أٝ ثؼجبهح أفو١ كئٕ أُبئغ د ٣َ٘بة فلاٍ اُلائوح يأ١ إٔ اُلائوح فظ 

 

 :  Circle  in adouble Image of صٞهح ٓيكٝط ك٢ كائوح -7

 

ثبَُ٘جخ إ٢ُ كائوح  Aك٢ اُج٘ل اَُبثن ٣ٌٖٔ إصجبد إٔ صٞهح أُيكٝط ػ٘ل  ٔنًٞهحث٘لٌ اُطو٣وخ اُ

ؽ٤ش ٓؾٞها أُيكٝع٤ٖ ٣ ٘ؼبٕ ىا٣ٝز٤ٖ ٓزٌبِٓز٤ٖ ٓغ  ٢ٛB ٓيكٝط آفو ػ٘ل اُ٘وطخ اُؼ٤ٌَخ 

 ًٔب ك٢ اُشٌَ ي OBAˆٗ ق اُوطو 

A,ٝاَُ٘جخ ث٤ٖ ػي٢ٓ أُيكٝع٤ٖ ػ٘ل  B  ٢ٛ:BB AA   2أ١ ٢ٛ 2:a f  ؽ٤شOA f  ،a 

OBB   ،OA ٗ ق هطو اُلائوح ي إم أٗٚ ٖٓ رشبثٚ أُضِض٤ٖ  A : ) ٣ٌٕٞ ) ك٢ اُٜ٘ب٣خ 

 

2 2

2

BB OB a f a

AA OA f f


  


 

2

2

2

2

mBB a

mAA f

a

f






 




 
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 ِٓؾٞظخ :

 اُغٜل أُوًت ٛٞ : 

 

  2 2

2 2

ii i
ie e e a f

w e
z f z a f z f z a f

  
   



 
   

   
 

 

 ٝػ٢ِ اُلائوح ٣ٌٕٞ :

iz ae  

 إٔ اُلائوح فظ ا٤َٗبث٢ ي إصجبد٣ٌٖٝٔ 

  

 :ٗظو٣خ عًٞٞك٢ٌَ ُِضـظ ػ٢ِ اٍطٞاٗخ  -8

 

ػ٢ِ " ك٢ ؽبُخ اد٤َٗبة اُلٝها٢ٗ ػ٢ِ اٍطٞاٗخ كائو٣خ ُٔذبئغ ٓضذب٢ُ ؿ٤ذو هبثذَ ُلاٗضذـبط  ٝر٘ص

ٝرَذب١ٝ ؽبصذَ خذوة  ٣Vؤصو ػ٢ِ ادٍطٞاٗخ هٞح ك٢ ارغبٙ ػٔٞك١ ػ٢ِ اَُوػخ كذ٢ اُلاٜٗب٣ذخ 

V   ٕك٢ اُلٝها  ٝك٢ اٌُضبكخ  أ١ إٔ اُوٞح رَب١ٝV  ٖهذٞح اُذلكغ ٛذنٙ ٗذل٣و  ارغذبُٙٝزؼ٤٤

 " ي  ٓضبك درغبٙ اُلٝهإ  ارغبٙك٢  90ٓزغٚ اَُوػخ ثيا٣ٝخ 

ك٢ ٛنٙ اُؾبُذخ  aٗؼزجو اد٤َٗبة ٓغ ٝعٞك كٝهإ ػ٢ِ اٍطٞاٗخ كائو٣خ ٗ ق هطوٛب ٝلإصجبد مُي 

 ث فن اُغٜل أُوًت ُلا٤َٗبة اُ ٞهح :

 

2

ln
2

a i
w V z z

z 

  
   

 
 

 

 ٢ٛ : ٝثنُي كاُخ عٜل اَُوػخ 
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2

2

2

2

1r

a
V r Cos

r

a
q V Cos

r r

  





  
   

 

 
      

  

 

21

2

a Sin
q V r

r r r r


 

 

  
     

  
    ،   0r r a

q


  

 

 : ٍوػخ اد٤َٗبة ػ٢ِ ادٍطٞاٗخ ٢ٛ 

 

2
2

q VSin
a





  

 

 ُلا٤َٗبة ػ٢ِ ادٍطٞاٗخ ٗزجغ ا٥ر٢ : Rٝلإ٣غبك هٞح اُضـظ أُؾ َ 

ٝٓوًجزب ٛنٙ اُوٞح ك٢ ارغب٢ٛ  ٢ٛpds  dsهٞح اُضـظ ػ٢ِ ػ٘ و ٖٓ ٓؾ٤ظ ادٍطٞاٗخ 

ٛٔب  Rكئما ًبٗذ ٓوًجزب   pdsCos         ،pdsSinٛٔب ػ٢ِ اُزور٤ت   Ox   ،Oyأُؾٞه٣ٖ 

,X Y : ٕكئ 

 

L

L

X pdsCos

Y pdsSin





 

 




 

 

 ي aٛٞ ٓؾ٤ظ ادٍطٞاٗخ اُز٢ ٗ ق هطوٛب  Lؽ٤ش 

 رزؼ٤ٖ ٖٓ ٓؼبكُخ ثو٢ُٞٗ ًب٥ر٢ : pؽ٤ش 
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2

2

2

1

2

1

2

1

2

L

L

p C q

X C q Cos ds

Y C q Sin ds



 

 

 

 
    

 

 
    

 





 

 

ثٔب ٣َب٣ٜٝب ػ٢ِ ادٍطٞاٗخ  qٖٓ ٓؼبكُخ ثو٢ُٞٗ ٝٗضغ  pٗضغ ك٤ٔب ٍجن ػ٘ل  ٢ٌُX ٗؾَت 

dsؽ٤ش ػ٢ِ ادٍطٞاٗخ  ad  إٔك٘غل : 

2 2
2 2

2 2

0

2 2 2 22
2 2

2

0 0 0 0

2
4

2 4

2
8

V
X C V Sin Sin aCos d

a a

V
X Ca Cos d aV Sin Cos d Cos d Sin Cos d

a



   


   

 

 
          

 

    
      

   

 
    



   

 

 

 ٝؽ٤ش إٔ :

 

2

0

2

2

0

2

0

0;

0;

0;

Cos d

Sin Cos d

Cos Sin d







 

  

  













 

 

 كئٕ : 

0X  

 

 ًنُي كئٕ :
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2 2
2 2

2 2

0

2 2 2 22
2 3 2

2

0 0 0 0

2
4

2 4

2
8

V
Y C V Sin Sin aSin d

a a

V
Y Ca Sin d aV Sin d Cos d Sin d

a



   


   

 

 
        

 

    
      

   

 
    



   

 

 

 : ٌُٖ 

2

0

2

3

0

2

2

0

0;

0;

Sin d

Sin d

Sin d







 

 

  













 

 

 ٖٝٓ صْ ٗغل إٔ :

Y V  

 

 ٝٛٞ أُطِٞة ي

 

 :  Paradox of Euler D’Lambereكأُج٤و   –ر٘بهص أ٣ِٝو  -9

 

دٗضذـبط  كٕٝ كٝهإ ػِذ٢ اٍذطٞاٗخ كائو٣ذخ هبئٔذخ ٣ٌٔذٖ  ك٢ ؽبُخ ا٤َٗبة ٓبئغ ٓضب٢ُ ؿ٤و هبثذَ ٍ

0ثَُٜٞخ إصجبد إٔ هٞح اُضـظ أُؾ َ ػ٢ِ ادٍطٞاٗخ رَب١ٝ صلوا ) لإٔ   ي) 

ٝٛذذنٙ اُ٘ز٤غذذخ صذذؾ٤ؾخ كذذ٢ ؽبُذذخ أ١ عَذذْ ٣َ٘ذذبة ػِذذ٢ ر٤ذذبه أٝ عٜذذل كٕٝ رٌذذ٣ٖٞ كٝآذذبد ٝكٕٝ 

 ٝٛنٙ ٢ٛ اٗل بٍ أُبئغ ػٖ اُغَْ 
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 أٝ ثٔؼ٢٘ آفو كئٕ اُغَْ د ٣زؼوض لأ١ خـظ ػ٤ِٚ ٝثنُي د ٣جنٍ أ١ رؼبٕٝ ٝهل ٗش  ٛنا ا

 ر٘بهص ٗز٤غخ إٛٔبٍ ُيٝعخ أُبئغ ي 

 

  

 

 

 أٓضِخ :

ٓٞخذٞع ػ٘ذل اُ٘وطذخ  m( ٓ٘جغ َٓذز١ٞ ُذٚ اُشذلح 1)  0,a  ٝٓؾذٞهy  ًؾذل صبثذذ ي أٝعذل اُذ٘وظ

 yاُز٢ رٌٕٞ ػ٘لٛب اَُوػخ ٜٗب٣خ ػظ٢ٔ ثذ٤ٖ إٔ ٓؾ ذِخ اُضذـظ اُٞاهذغ ػِذ٢ اُغذيل ٓذٖ ٓؾذٞه 

byأُؾ ٞه ث٤ٖ   : ٞٛ 

 











 

22

1
2

tan
2

2
ba

ab

a

b

a

m
bPo


 

 

 ي خٓبد ٜٗب٣اُضـظ ػ٘ل  oPؽ٤ش 

 

 اُؾَ :

 

 اُغٜل أُوًت ُِٔ٘جغ ٝصٞهرٚ فلاٍ اُؾبئظ ٛٞ :

 

     

22

22

2

logloglog

az

mz

dz

dW

azmazmazmW





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  0xػ٘ل اُؾبئظ 

 

 

  02
2

2

4

2

222

22

22

222

22
2

22















yay
ay

m

dy

dq

ay

my
q

ay

ym

dz

Wd

dz

dW
q

ay

miy

dz

dW

 

 

  اَُوػخ رٌٕٞ ٜٗب٣خ ػظ٢ٔ ػ٘ل اُ٘وظay  ػ٢ِ اُؾبئظ ي 

 ٖٓ ٓؼبكُخ ثو٢ُٞٗ :

 

 

2

2
2

2
2 2

1

2

1
4

2

o

b b

o

b b

P P q

y
P P dy m dy

y a




 

 

  


 
 

 

1tan
2

2

0

4
2

b

a

o

m
P bP Sin d

a


 

  
 
 

   

 

tanayؽ٤ش   

 




















 

22

1
2

tan
4

2
ba

ab

a

b

a

m
bPP o


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٣ٝزؾذوى ؽوًذخ  رزؾوى ك٢ فظ َٓزو٤ْ كذ٢ ٍذبئَ ٓضذب٢ُ ًضبكزذٚ  a( ًوح صِجخ ٗ ق هطوٛب 2)

ؿ٤و كٝها٤ٗخ ٝرٌَٖ ك٢ اُلاٜٗب٣خ ي ث٤ٖ إٔ ٓولاه ٓؾ ِخ اُضـظ َُِبئَ ػ٢ِ اٌُذوح ػ٘ذل أ١ ُؾظذخ 

 ٞٛfa  3

3

2
 ٢ٛ اُو٤ٔخ اُِؾظ٤خ ُؼغِخ اٌُوح ي fؽ٤ش  

 : اُؾَ

 

 كاُخ اُغٜل ٢ٛ :

 

Cos
r

Ua
2

2

2
 

 

ؽ٤ش  tUU  : ٌٕٞػ٢ِ ٍطؼ اٌُوح ٣ ، 

 

,
2

1
 UaCos 

UCos
rn ar













 

 

 طبهخ اُؾوًخ رؼط٢ ٖٓ :

 

23

2

0 0

3

1

22

1

2

1

UaT

addaSinUCosCos
Ua

dS
n

T




 









  







 

 

 ٢ٛ ًزِخ اٌُوح كزٌٕٞ اُطبهخ ا٤ٌُِخ ٢ٛ : Mٝإما ًبٗذ 
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232

3

1

2

1
UaMU  

 

ٝؽ٤ش إٔ ٓؼلٍ اُي٣بكح ك٢ اُطبهخ ا٤ٌُِخ ٣غت إٔ ٣زَب١ٝ ٓغ ٓؼلٍ اُشـَ أُجنٍٝ ثبُوٞح اُقبهع٤ذخ 

 ٛٞ اُوٞح أُؤصوح ػ٢ِ اٌُوح : Fي ثلوض إٔ 

 

MffaF

UfaMUfUaMU
dt

d
FU













3

3232

3

2

3

2

3

1

2

1





 

 

  3ا٤ٌُٔخ

3

2
a  يرٔضَ ٓؾ ِخ اُضـظ َُِبئَ ػ٢ِ اٌُوح ٣ٌٕٝٞ ك٢ ادرغبٙ اُؼ٢ٌَ ُِؾوًخ 

 

z) َٓز١ٞ ( ٓٞخٞع ػ٘ل اُ٘وطخ  i( ٓيكٝط هلرٚ 3) ia  ك٢ ا٤َٗبة ٍوػخ ٢ٛVi  ك٢

0yٍبئَ ٗ ق د ٜٗبئ٢ ًضبكزٚ صبثزخ ٣ٝشـَ ٗ ق أَُز١ٞ    0ٝؽ٤شy   ( صِت ٖٓi 

( ي أصجذ إٔ اُغٜل أُوًت ٛٞ  xٝؽلح ٓزغٚ ك٢ ادرغبٙ أُٞعت ُٔؾٞه  2 22w Vz i z a   

20أصجذ أ٣ضب أٗٚ إما ًبٕ  4a V   ٌٕٞكئٗٚ د رٞعل ٗوظ رٞهق ػ٢ِ اُؾل ٝإ اُضـظ ػ٤ِٚ ٣

3zالأصَ ٜٝٗب٣خ ػظ٢ٔ ػ٘ل ٜٗب٣خ صـو١ ػ٘ل ٗوطخ  a  ي 

 

 اُؾَ :

( ٣ج٤ٖ ٓغٔٞػذخ ٓذٖ اُ ذٞه ي ؽ٤ذش صذٞهح 2( ٣ج٤ٖ اُ٘ٔٞمط اُطج٤ؼ٢ َُِٔ ُخ ث٤٘ٔب هٌَ )1هٌَ )

ػ٘ل  iأُيكٝط  ,A o   ٢ٛ ٓيكٝطi  ًنُي ػ٘ل ,A o    ي 
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أ١  pُٝذذزٌٖ  Vz، ُٜٝذنا كذذئٕ عٜذلٙ أُوًذذت ٛذٞ  Vxعٜذل اَُذذوػخ ٗز٤غذخ ادَٗذذ٤بة أُ٘ذزظْ ٛذذٞ 

OPٗوطخ ك٢ اد٤َٗبة ؽ٤ش  z  : ٌٕٞػ٘لئن ٣ 

 

AP z ia

A P z ia

 

  
 

 

 ٛٔب : Aٝصٞهرٚ ػ٘ل  Aٝثنُي ٣ٌٕٞ اُغٜل أُوًت ُِٔيكٝط ػ٘ل 

 

 
1

z ia


       ، 
1

z ia


 

 

 ٛٞ : pٖٝٓ صْ ٣ٌٕٞ اُغٜل أُوًت ا٢ٌُِ ػ٘ل 

 

2 2

2

z

z

w V
z ia z ia

z
w V

z a

 



  
 

  


 

 

 ٝٛٞ أُطِٞة أٝدي

 

2 2

2 2
2

dw a z
V

dz a z



  


 

 

0yٝػ٢ِ اُؾبئظ ) اُؾل ( ٣ٌٕٞ    ٌٕٞأ١ ٣z x : ٌٕٞٝثنُي ٣ 

 

 

 

2 2

2
2 2

2

z x

a xdw
V

dz a x





 
  

  
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0ٝثٞخغ 
dw

dz
  : ٕٗغل أ 

 

     4 2 2 4 22 2 0,..... 1Vx Va x Va a      

 

 ٛٞ : ٤ٔٓيٛب  2xٝٛنٙ ٓؼبكُخ ٖٓ اُلهعخ اُضب٤ٗخ ك٢ 

 

      
2

2 4 2 24 2 4 4Va V Va a a V          

 

20ٝإما ًبٗذ  4a V   ٕكب ( عنٝه ؽو٤و٤خ ي ٝٛنا 1رٌٕٞ ٍبُجخ ٝػ٘لئن د ٣ٌٕٞ ُِٔؼبكُخ )

0yٓؼ٘بٙ د رٞعل ٗوظ رٞهق ػ٢ِ اُؾل    ػ٘ل ,x o : ٕػ٢ِ اُؾل ٗغل أ 

 

 

 

2
2 2

2
2 2

21
.

2

a xP
V Const

a x





  
   

  

 

 

رٌٕٞ ٜٗب٣خ ػظ٢ٔ إما ًبٕ  Pٝػ٢ِ مُي كئٕ 
 

 

2 2

2
2 2

2 a x
V

a x

 



 ي ٜٗب٣خ صـو١ ٝاُؼٌٌ صؾ٤ؼ 

 ٝثٞخغ :

 

 

 

 

 

2
2 2

2
2 2

2 21

2
2

2 2

2

2

a x
V

a x

a x
V

a x







  
  

  


  


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 

 

2 21

2
3

2 2

4 31

2

x a x

a x


 

 
  


 

 

0ٖٝٓ صْ    0إما ًبٗذx   ٝ3اx a   صٞهح أُولاه
1

2
1

2
 



 ٕ0 رٞخؼ أ   ػ٘ل

x O   ٕ0ٝأ   ػ٘لx O  ي 

ٜٗب٣خ صـو١ ػ٘ل ٗوطخ ادصَ ي ٝأ٣ضب  pٜٗب٣خ ػظ٢ٔ ٝثنُي رٌٕٞ  ٝٛنا ٣ج٤ٖ ُ٘ب إٔ 
1

2
1

2
 



 

٣3xٞخؼ ُ٘ب أٗٚ ػ٘ل  a   ٌٕٞ٣0   3ٝػ٘لx a   ٌٕٞ٣0   أ١ أٗٚ ػ٘ل

3x a  ٌٕٞر  ْٜٗب٣خ صـو١ ٖٝٓ صp ػ٘لٛب ٜٗب٣خ ػظ٢ٔ ي 

3xًنُي ػ٘ل  a   ٌٕٞ٣0   3ٝػ٘لx a   ٌٕٞ٣0    ٌٕٞصْ ر ٖٓٝ  ٜٗب٣خ

3xرٌٕٞ ٜٗب٣خ ػظ٢ٔ ػ٘ل  pصـو١ أ١ إ  a  

 p  ٖ3رٌٕٞ ٜٗب٣خ ػظ٢ٔ ػ٘ل اُ٘وطز٤z a   أُطِٞة صب٤ٗب ي ٞٛٝ 
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 كذ٢ ادرغذبٙ اُذن١ ٣ ذ٘غ ىا٣ٝذخ  U)أ( أٝعل كاُخ اُغٜل أُوًت ُٔبئغ ٣زؾوى ثَوػخ صبثزذخ   -1

 ٓغ ٓؾٞه ا٤َُ٘بد ي

 )ة( أٝعل كاُخ عٜل اَُوػخ ٝكاُخ اد٤َٗبة ي

 )ط( أٝعل ٓؼبكدد فطٞط اد٤َٗبة ٝفطٞط رَب١ٝ اُغٜل ي

 

 ُٔبئغ ٢ٛ :كاُخ اُغٜل  -2

 

  









Z

a
ZUZW

2

 

 

 ٢ٛ صٞاثذ ٓٞعجخ ي ,Uaؽ٤ش 

 )أ( أٝعل ٓؼبكدد فطٞط اد٤َٗبة ٝفطٞط رَب١ٝ اُغٜل ٝأهٍٜٔب ٓٞخؾب روبطؼٜٔب ي

 ي a)ة( ثوٖٛ ػ٢ِ إٔ رل٤َو ؽوًخ ٛنا أُبئغ ٓضَ ؽوًخ ٓبئغ ٓبها ثلائوح ٗ ق هطوٛب 

 أٝعل اَُوػخ ػ٘ل أ٣خ ٗوطخ ٝػ٤ٖ ه٤ٔزٜب ثلدُخ اُجؼل ػٖ اُؾبعي ي )ط(

 )ك( أٝعل ٗوطخ اُقٔٞك ي

 

 ي 0Zػ٘ل  ٣Z٘جؼش ٓبئغ ثٔؼلٍ صبثذ ٖٓ ٓ٘جغ ػ٢ِ ٤ٛئخ فظ دٜٗبئ٢ ػٔٞك٣ب ػ٢ِ َٓز١ٞ  -3

ٖٓ أُ٘جغ ٢ٛ  r)أ( اصجذ إٔ ٍوػخ أُبئغ ػ٘ل َٓبكخ 
r

K
v   ؽ٤شK ٓولاه صبثذ ي 

 )ة( ثوٖٛ ػ٢ِ إٔ كاُخ اُغٜل أُوًت ٢ٛ :
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  ZKZW log 

bZ)ط( ٓب ٛٞ اُزؼل٣َ أُطِٞة إما ًبٕ أُ٘جغ ػ٘ل اُ٘وطخ   ي 

أُطِذٞة كذ٢ )ة( إما ٝخذغ ٓ ذت ثذلد ٓذٖ ٓ٘جذغ اُذن١ كذ٢ ٛذنٙ اُؾبُذخ ٣ٔذزص )ك( ٓب ٛٞ اُزؼذل٣َ 

 أُبئغ ثٔؼلٍ صبثذ ي

 

aZ)أ( أٝعل كاُخ اُغٜل أُوًت اُ٘برغخ ػٖ رٞاعل ٓ٘جغ ػ٘ذل اُ٘وطذخ  -4   ذت ػ٘ذل ٓٝaZ  

 ي Kًٝلا ٜٓ٘ٔب هٞرٚ 

 فطٞط رَب١ٝ اُغٜل ٝفطٞط اد٤َٗبة ٝأهٍٜٔب ي)ة( أٝعل 

 )ط( أٝعل اَُوػخ ػ٘ل أ٣خ ٗوطخ ي

 

 ٗبهش ؽوًخ ٓبئغ كاُخ عٜلٙ أُوًت  -5

 

  0,log  KZiKZW 

 

 ي K2ثوٖٛ ػ٢ِ إٔ اُلٝهإ ؽٍٞ اُلٝآخ ٣َب١ٝ 

 

 ٗبهش ؽوًخ أُبئغ اُن١ عٜلٙ أُوًت  -6

 

  Z
n

i

Z

a
ZUZW log

2

2 









 

 

 ٓغ ٝعٞك كٝآخ ي aٝٛنٙ رٔضَ كاُخ اُغٜل أُوًت ُٔبئغ ٣ٔو ػ٢ِ اٍطٞاٗخ كائو٣خ ٗ ق هطوٛب 
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ٓٞخذذؼبٕ ػ٘ذذل  mٓ٘جؼذذبٕ هذذلح ًذذلا ٜٓ٘ٔذذب   -7 0,C  ٚذذت هذذلر ٓٝm2  ٓٞخذذٞع ػ٘ذذل ٗوطذذخ

 الأصَ ي أصجذ إٔ ٓؼبكدد اُقطٞط اد٤َٗبة ٢ٛ :

 

   xyyxCyx  22222
 

 

ثبهآزو ٓزـ٤و ي اصجذ أ٣ضب إٔ ٍوػخ أُبئغ ػ٘ذل أ١ ٗوطذخ ٛذ٢ ؽ٤ش 
321

2

rrr

mC
321ؽ٤ذش   ,, rrr  ٛذ٢

 ػ٢ِ اُزور٤ت أثؼبك اُ٘وطخ ػٖ أُ٘جؼ٤ٖ ٝػٖ أُ ت ي
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 : ٓولٓخ

 

ٗظوا ُِ ؼٞثخ اُشل٣لح اُز٢ رز٤ٔي ثٜب َٓبئَ ؽوًخ أُٞائغ ػ٘ل ؽِٜب ه٣بخذ٤ب ٝٗظذوا ُشذلح ؽبعز٘ذب 

ػِذ٢ ك٢ اُؾ٤بح اُؼ٤ِٔخ إ٢ُ طوم ٍو٣ؼخ ُِؾ ٍٞ ػ٢ِ ٛنٙ اُؾٍِٞ كئٗ٘ب ِٗغ  إ٢ُ اُزغوثخ ُِؾ ذٍٞ 

اُوذذٞا٤ٖٗ أُطِٞثذذخ رغو٣ج٤ذذب ُٝذذ٤ٌ ٗظو٣ذذب ي ُٝز ذذ٤ْٔ اُزغذذبهة أصذذٍٞ ٣غذذت ٓواػبرٜذذب ي كبُزغذذبهة 

رغذذو١ ػِذذ٢ ٗٔذذبىط هذذج٤ٜٚ ثبلأصذذَ ٝثبٍذذزقلاّ ٗظو٣ذذخ اُزشذذبثٚ ٝاُزؾ٤ِذذَ اُجؼذذل١ ٣ٌٔذذٖ إٔ رجَذذظ 

 اُزغبهة َٝٗزقِص اُوٞا٤ٖٗ أُطِٞثخ كٕٝ اُٞهٞع ك٢ أفطبل هل رَجت ًٞاهس ي

 

 :اُزؾ٤َِ اُجؼل١ 

 

 ٣٘ص هبٕٗٞ اُجؼبك ػ٢ِ ٓب ٢ِ٣ :

 " أ١ ٤ًٔبد طج٤ؼ٤خ ٓغٔٞػخ ) ٓطوٝؽخ ( دثل إٔ ٣ٌٕٞ ُٜب ٗلٌ الأثؼبك ) اُٞؽلاد ( "

ٝهؿْ ثَبطخ ٛنا اُوبٕٗٞ اٍ اٗٚ ُٚ أػظْ اُلبئلح ك٢ ؽَ ػلك ًج٤و علا ٖٓ أُشبًَ اُؼ٤ِٔذخ أُؼوذلح 

 ُٔقزِلخ ئًب اٗٚ ٣َبْٛ ك٢ ٝخغ اُؼلاهبد اُ ؾ٤ؾخ ث٤ٖ أُزـ٤واد ا
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ٝٝؽذلح اُذيٖٓ  Mٝٝؽذلح اٌُزِذخ  ٣ٝLٌٖٔ رو٤َْ اُٞؽلاد إ٢ُ ٝؽلاد أٍب٤ٍخ ٓضَ ٝؽذلح اُطذٍٞ 

T  ٍٝي ٝٝؽلاد ؿ٤و أٍب٤ٍخ ٝاُز٢ ٣ٌٖٔ إٔ ٗؼجو ػٖ ٝؽلارٜب ثٞاٍطخ اُٞؽذلاد الأٍبٍذ٤خ ٝاُغذل

 ا٥ر٢ ٣ؼط٢ ٝؽلاد ثؼي ا٤ٌُٔبد اُٜبٓخ ك٢ ا٤ُٜلهٝك٣٘ب٤ٌٓب ي

 

 ا٤ٌُٔــــــخ

Quantity 

ٓؼبكُخ اُزوو٣ــت 

Formula 

 اُجؼـــــل

Dimension 

 أَُبؽخ -1

  Area 

2LA 2L 

 اُؾغْ  -2

Volume 

3LV  3L 

 اَُوػخ -3

 Velocity 
t

L
v  

1LT 

 اُؼغِخ  -4

Acceleration 
dt

dv
a  

2LT 

 اَُوػخ اُيا٣ٝخ -5

 Angular Velocity 
dt

d
  

1T 

 اُؼغِخ اُيا٣ٝخ -6

Angular acceleration 
dt

d
  

2T 
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 اُوٞح -7

Force 

maF  2MLT 

 اُٞىٕ -8

Weight 

mgW  2MLT 

 ػيّ اُوٞح  -9

Moment of force 

FlM  22 TML 

 اُضـظ -11

Pressure 
A

F
P  

21  TML 

 اٗؾلاه اُضـظ  -11

Pressure gradient 
dt

dP
gradP  

22  TML 

 اٌُضبكخ  -12

Density 
V

m
 

3ML 

 ٓؼبَٓ اُِيٝعخ أُطِوخ -13

Viscosity 
 dLdvA

F
 

11  TML 

 ٓؼبَٓ اُِيٝعخ ا٤ٌُ٘ٔبر٤ٌ٤خ -14

Kinematic viscosity  



  

1LT 

 الإعٜبك -15

Stress 
A

F
 

21  TML 
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 ٓؼبَٓ أُوٝٗخ  -16

Modulus of elasticity 
Strain

Stress
E  

21  TML 

 ٓؼلٍ اد٤َٗبة اُؾغ٢ٔ -17

Volumetric flow rate 
dt

dV
QV  

13 TL 

 ٓؼلٍ اَُو٣بٕ اُؾغ٢ًٔضبكخ  -18

Volumetric flow rate density 
dt

Q
q V

V  
1LT 

 اُولهح  -19

Power 

vFP  32 TML 

 اُلكغ  - 21

Impulse 

FtI  1MLT 

 ٤ًٔخ اُؾوًخ -21

Momentum 

mvP  1MLT 

 اُشـَ ٝاُطبهخ -22

Energy  Work and 

 lfflCosW ,̂ 22 TML 

 ًضبكخ اُطبهخ  -23

Energy Density 
V

E
e  

21  TML 

 ككغ ػيّ اُوٞح  -24

Impulse of momentum of force 

Mt 12 TML 
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 اُيٖٓ اُلٝه١ -25

Period 


2
T T 

 اُزوكك -26

Frequency 
T

1
 

1T 

 ٓؼبَٓ ادٗضـبط اُؾغ٢ٔ -27

Coefficient  of  bulk compression 
dP

dV

V

1
 

21LTM  

 ٓؼبَٓ اُزٞرو اَُطؾ٢  -28

Coefficient of surface tension 
L

f
T  

2MT 

 ٓؼبَٓ ادٗزشبه  -29

Diffusion Coefficient 
 dLdtA

m
D




 

12 TL 

 اُنار٢ػيّ اُو ٞه  -31

Moment of inertia 


V

dmrI 2 2ML 

 اُؼيّ ادٍزبر٢ٌ٤ ُ هٌبٍ اَُطؾ٤خ -31

Statical moment of plane figures  


A

Z rdAS 3L 
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 اُزطج٤وبد اُٜبٓخ ُِزؾ٤َِ اُجؼل١ :

 

 ياُز ًل ٖٓ صؾخ اُوٞا٤ٖٗ  -1

 اٍز٘زبط اُوٞا٤ٖٗ ي -2

 إٗوبب ػلك أُزـ٤واد ك٢ اُزغبهة ي -3

 اٍز٘زبط ٓجبكا ر ٤ْٔ اُ٘ٔبمط ػ٘ل إعوال اُزغبهة ي -4

 

 اُ٘ٔٞمط اُؾو٤و٢ :

 

ٛٞ اُ٘ٔٞمط اُن١ ُٚ ًَ فٞاب الأصَ ثٔو٤بً ٓؼ٤ٖ ) اُ٘ٔذٞمط ٝالأصذَ ٓزشذبثٜبٕ ٛ٘لٍذ٤ب ( ًٔذب 

 اُزشبثٚ ا٤ٌُ٘ٔبر٢ٌ٤ ٝاُل٣٘ب٢ٌ٤ٓ ( يإٔ اُ٘ٔٞمط ٣ٞك٢ ثٌَ ه٤ٞك اُز ٤ْٔ ) 

 

 اُزشبثٚ اُٜ٘ل٢ٍ :

 

 ٣ٌٕٞ اُزشبثٚ اُٜ٘ل٢ٍ ث٤ٖ اُ٘ٔٞمط ٝالأصَ إما رَبٝد َٗت ًَ الأثؼبك أُز٘بظوح ك٢ ًَ ٜٓ٘ٔب ي

 

 

 

 =  Lَٗجخ اُطٍٞ 

 

 

 

 

 

 =  rLَٗجخ أَُبؽخ  

 

 ثؼل اُ٘ٔٞمط اُط٢ُٞ
 

 صَ ثؼل الأ

 أَُبؽخ ك٢ اُ٘ٔٞمط
 

  أَُبؽخ ك٢ الأصَ 
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 اُزشبثٚ ا٤ٌُ٘ٔبر٢ٌ٤ :

 

٣ؾلس ٛنا اُزشبثٚ إما رشبثٚ ٛ٘ل٤ٍب َٓبه اُغ٤َٔبد ك٢ ًَ ٖٓ اُ٘ٔٞمط ٝالأصَ ًٝبٗذ َٗت 

 اَُوػبد ك٢ اُ٘ٔٞمط ٝالأصَ ٓزَب٣ٝخ ٝٛنا ٣زطِت :

 

2

2

1

1

T

L

T

L


     

 

2

2

2

1

21
T

L

T

L


 

 

2

3

1

3

21

T

L

T

L


 

 

 ٣وٓي إ٢ُ الأصَ ي ٣2وٓي إ٢ُ اُ٘ٔٞمط ، اُوٓي اَُل٢ِ  1اُوٓي اَُل٢ِ 

 

 اُزشبثٚ اُل٣٘ب٢ٌ٤ٓ :

 

ثذذ٤ٖ ٗظذذب٤ٖٓ إما ًبٗذذذ َٗذذت ًذذَ اُوذذ١ٞ أُز٘ذذبظوح كذذ٢ اُ٘ٔذذٞمط ٝالأصذذَ ٣ؾذلس اُزشذذبثٚ اُذذل٣٘ب٢ٌ٤ٓ 

ُِيٝعذذخ ، هذذ١ٞ اُضذذـظ ، ٓزَذذب٣ٝخ ٝٓذذٖ أٓضِذذخ اُوذذ١ٞ كذذ٢ ك٣٘ب٤ٌٓذذب أُٞائذذغ ٝأُوٝٗذذخ ٛذذ٢ هذذ١ٞ ا

 هخ٤خ ، ه١ٞ اُشل اَُطؾ٢ ، ه١ٞ أُوٝٗخ ياُغبمث٤خ الأ

 

 ك٢ ؽبُخ اَُوػخ

 ك٢ ؽبُخ اُؼغِــخ

 ك٢ ؽبُخ اد٤َٗبة اُؾغ٢ٔ
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 رشبثٚ ه١ٞ اُو ٞه :

 

 ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ٣غت إٔ ٣ٌٕٞ :

 

 اُؼغِخ ُِ٘ٔٞمط  اُؼغِخ ُ صَ =  اٌُزِخ   اٌُزِخ  

 

2

222

2

111

2

2
222

1

1
111

22221111

222111

2211

VAVA

T

L
V

T

V
LA

T

V
LA

aLAaLA

aVaV

amam























 

 

 اَُ٘جخ ث٤ٖ هٞر٢ اُو ٞه ٝاُضـظ ) ػلك أ٣ِٝو ( :

 

 ٝٛنٙ اَُ٘جخ رؼط٢ ثبٍزقلاّ :

 

 

                                                                                        اُيٖٓ =        
V

L
T  

 

P

V

PL

VL

L

L

V
L

PL

T

L
L

PA

Ma 2

2

22

2

2

2
4

2

2

3






 

 أَُبكخ
 

 اُيٖٓ
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 أ١ إٔ :

 

2

2

22

1

2

11

P

V

P

V 
 

 

 اَُ٘جخ ث٤ٖ هٞر٢ اُو ٞه اُنار٢ ٝاُِيٝعخ ) ههْ ه٣ُ٘ٞل ( :

 

Re
2

22
























VL

L
L

V

VL

A
dy

dV

Ma

A

Ma
 

 

 ؽبُخ اُ٘ٔبمط ٣ٌٕٞ :ك٢ 

 

21

2

222

1

111

ReRe 








 LVLV

 

 

 أ١ إٔ ٣ٌٕٞ ػلك ه٣ُ٘ٞل ك٢ الأصَ ٣َب١ٝ ػلك ه٣ُ٘ٞل ك٢ اُ٘ٔٞمط ) اُزغوثخ (

 

 اَُ٘جخ ث٤ٖ هٞر٢ اُو ٞه اُنار٢ ٝاُغبمث٤خ ) ػلك كو٣ٝل ( :

 

2
2

3

22

F
Lg

V

gL

VL

Mg

Ma





 

 

 ك٢ ؽبُخ اُ٘ٔبمط ٣ٌٕٞ :
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22

2

2

11

2

1

gL

V

gL

V
 

 

ٝر٢َٔ ا٤ٌُٔخ 
Lg

V
 ثؼلك كو٣ٝل ي 

 

 َٗجخ هٞر٢ اُو ٞه ٝأُوٝٗخ ) ػلك ٓبؿ ( :

 

 





E

V

E

V

EL

VL

EA

Ma 22

2

22

 

 

ا٤ٌُٔخ  
E

V
 ي Mر٢َٔ ثؼلك ٓبؿ  

 ٝك٢ ؽبُخ اُ٘ٔبمط ٣ٌٕٞ :

 

21 MM  

 

 ٓلاؽظخ :

 

أ٣ِٝو ٝ ه٣ُ٘ٞل ٝ ٓبؿ ٝؿ٤وْٛ ٖٓ ا٤ٌُٔبد اُـ٤و ثؼل٣خ اُزذ٢ رذلفَ ثٔوبهٗذخ ؽذلٝك أُؼذبكدد اُؼلاك 

 ر٢َٔ ثٔؼب٤٣و اُزشبثٚ ي
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 اُزشبثٚ اٌُبَٓ ٝاُزشبثٚ اُغيئ٢ :

 

٣ؾلس اُزشبثٚ اُل٣٘ب٢ٌ٤ٓ اٌُبَٓ ث٤ٖ اُ٘ٔٞمط ٝالأصَ إما رَبٝد ع٤ٔذغ ٓؼذب٤٣و اُزشذبثٚ اُذل٣٘ب٢ٌ٤ٓ 

ٝاُزغوثخ ٝػ٤ِٔب هل ٣ؼول ٛنا ر ٤ْٔ اُزغوثخ ٝهل د ٣زؾون ٛذنا لأ١ ٗٔذٞمط أٝ د ك٢ ًَ ٖٓ الأصَ 

 رَٔؼ الإٌٓب٤ٗبد أُٞعٞكح ثؼَٔ ٓضَ ٛنٙ اُزغوثخ أُضب٤ُخ أٝ رٌٕٞ ؿ٤و اهز بك٣خ ي

ُنُي ٣غت اُزو٤ًي ػ٢ِ ٗٞع ٝاؽل ٖٓ اُزشبثٚ أٝ أص٤ٖ٘ ؽَت أْٛ اُو١ٞ أُؤصوح ٓغ إٛٔبٍ اُزشذبثٚ 

 اُجبه٤خ ي ٝٓؼب٤٣و اُزشبثٚ ٗوٓي ُٜب ثبُوٓٞى ) أؽ٤بٗب ( :ثبَُ٘جخ ُِو١ٞ 

 

.........,, 321  

 

 :ٗظو٣خ  

 

 إما ًبٕ ُل٣٘ب ٓؼبكُخ صؾ٤ؾخ ًبِٓخ ػ٢ِ اُ ٞهح :

 

  0...,,........., 21  nQQQ 

 

 ٖٓ اُٞؽلاد الأٍب٤ٍخ ي Kٖٓ ا٤ٌُٔبد اُجؼل٣خ اُز٢ ٣ٌٖٔ اُزؼج٤و ػٜ٘ب ثلدُخ  nٝأُشزَٔ ػ٢ِ 

 ٖٓ أٌُٖٔ ًزبثخ ٛنٙ أُؼبكُخ ػ٢ِ اُ ٞهح :

 

  0......,,........., 21  kn 

 

٢ٛ ع٤ٔغ ؽٞاصذَ اُضذوة  ٢ٛٝ صٞهح ؿ٤و ثؼل٣خ ٝع٤ٔغ ٓزـ٤وارٜب ٤ًٔبد ؿ٤و ثؼل٣خ ٝاُلٝاٍ 

 ٖٓ ا٤ٌُٔبد اُجؼل٣خ ث ٣خ ٤ًل٤خ ي nأٌُٔ٘خ اُلاثؼل٣خ أَُزوِخ اُز٢ ٣ٌٖٔ ر٣ٌٜٞ٘ب ٖٓ 
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َٝٗذذزقلّ ٛذذنٙ اُ٘ظو٣ذذخ ػِذذ٢ ٗطذذبم ٝاٍذذغ كذذ٢ ر ذذ٤ْٔ اُزغذذبهة لإٗوذذبب ػذذلك أُزـ٤ذذواد إُذذ٢ اُؾذذل 

 ٓغٜٞك م٢٘ٛ يالأك٠ٗ ٝٝخغ أَُبئَ ك٢ صٞهح هر٤جخ د رزطِت اٍ اك٢ٗ 

 

 : رطج٤وبد ػ٢ِ اُزؾ٤َِ اُجؼل١ ٝٗظو٣خ  
 

 ( :1ٓضبٍ)

 

هٞح أُوبٝٓخ ػ٢ِ ٝؽلح اَُطٞػ ٖٓ علاه أٗجٞثخ ثلذوض إٔ ٛذنٙ اُوذٞح كاُذخ كذ٢ ٓؼبٓذَ اُِيٝعذخ  

  ٝاٌُضبكخ  ٝاُوطوd  ٝاَُوػخ أُزٍٞطخ ُلا٤َٗبةv : ي ٣ٌٖٔ ٝخغ اُوبٕٗٞ ػ٢ِ اُ ٞهح 

 

 1.,.........uzyx vdC   

 

 ٝث فن ٝؽلاد اُطوك٤ٖ :

 

          

  uzuzyxyx

uuzyyxxx

u

z

yx

uzyx

TLMTML

TLLLMTLMTML

T

L
L

L

M

LT

M

LT

M

vdC





































321

321

32



 

 

ٝهذذوط رغذذبٌٗ الأثؼذذبك ٣وزضذذ٢ إٔ ٣ٌذذٕٞ أً أ١ ثؼذذل كذذ٢ اُطذذوف الأ٣َذذو ٣َذذب١ٝ ٗلذذٌ اُجؼذذل كذذ٢ 

 اُطوف ا٤ُٖٔ ي

 

2

13

1







ux

uzyx

yx

 

 () أً اُجؼل 

 ( ) أً اُجؼل 

 ( ) أً اُجؼل 
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ٝػ٤ِذٚ  uأ١ ٣ٌٖٔ اُزؼج٤و ػٖ صلاصخ ثلدُخ اُواثذغ ُٝذ٤ٌٖ  –٢ٛٝ  صلاس ٓؼبكدد ك٢ أهثؼخ ٓغب٤َٛ 

 ٌٕٞ٣ 

 

2

1

2







uz

uy

ux

 

 

ٝأُؼبكُخ  1 : ر فن اُ ٞهح 

 

 

u

u

vd
C

d

or

vd

d
C






































22

2

2

 

V

M
         ،   uC 21   

uC Re1  

 

 ؽ٤ش إٔ :

 



vd
Re       ,      

 221
d


  
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 ٓلاؽظخ ٛبٓخ :

 

 ك٢ أُضبٍ اَُبثن رٞصِ٘ب إ٢ُ هبٕٗٞ اُوٞح ػ٢ِ اُ ٞهح :

 

 2.,.........21

uC  

 

 ٓغب٤َٛ ي ,uCؽ٤ش 

ِٗغذذ  إُذذ٢ اُزغوثذذخ ٝرٔض٤ذذَ اُ٘زذذبئظ ث٤ب٤ٗذذب ، ٣َٝذذزقلّ ٝهم ث٤ذذب٢ٗ ٓذذٖ اُ٘ذذٞع  ,uCُزؼ٤ذذ٤ٖ ًذذلا ٓذذٖ 

اُِٞؿبه٣ز٢ٔ ي ث فن ُٞؿبه٣زْ طوك٢ أُؼبكُخ  2 : ٗؾ َ ػ٢ِ 

 

 3.,.........logloglog 21 Cu   

 

أُؼبكُخ اَُذبثوخ  3  ٚرٔضذَ فذظ َٓذزو٤ْ ٤ِٓذu  ٝاُغذيل اُذن١ ٣وطؼذٚ ٓذٖ ٓؾذٞه اُ ذبكادClog 

 ٝثنُي ٣زؾلك اُوبٕٗٞ اُغل٣ل رؾل٣لا ربٓب ي

 

 ( :2ٓضبٍ)

 

ي اُؼلاهخ ث٤ٖ أُزـ٤واد ٣ٌٖٔ ٝخؼٜب  إ٣غبك هبٕٗٞ أُوبٝٓخ ك٢ أُضبٍ اَُبثن ثبٍزقلاّ ٗظو٣خ 

 ػ٢ِ اُ ٞهح :

 

  0,,,,  dvF 

 

 ٝؽ٤ش إٔ :
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 
LT

M
        ،  Ld        ، 

T

L
v        ، 

3L

M
       ، 

2LT

M
 

 

TLMٝؽ٤ش إٔ ػلك اُٞؽلاد الأٍب٤ٍخ ٢ٛ صلاصخ  كبٕ ا٤ٌُٔذبد اُـ٤ذو ثؼل٣ذخ ٣ٌذٕٞ ػذلكٛب اص٘ذ٤ٖ  ,,

 كوظ ٝٛٔب :

 






vd
2           ،

21
v


  

 

 ٣ٝ جؼ اُوبٕٗٞ :

 

 

u

vd
C

vd
F

v

or




































2

21 0,

 

  

 

 ( :3ٓضبٍ)

 

اٍز٘زظ ػلاهخ روثظ ث٤ٖ إعٜبك اُوص ك٢ ٓبئغ ٣ٔو فلاٍ ٓبٍٞهح ثلوض إٔ الإعٜبك كاُخ ك٢ هطوٛب  

 ٝفشٞٗزٜب ًٝضبكخ أُبئغ ُٝيٝعزٚ ٍٝوػزٚ ي

 

 اُؾَ :

 

 ٣ٌٖٔ ٝخغ اُؼلاهخ ػ٢ِ اُ ٞهح :

 Kdvf ,,,,   
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رٔضَ فشٞٗخ أُبٍٞهح ٢ٛٝ اَُ٘جخ ث٤ٖ اهرلبع اُ٘زٞلاد اُقش٘خ إُذ٢ هطذو أُبٍذٞهح  Kؽ٤ش 
d


 

 ٢ٛٝ ههْ ؿ٤و ثؼل١ ي

 

edcba KdCv   

 

 ٝث فن ٝؽلاد اُطوك٤ٖ ٝاػزجبه اُوٞح ٝؽلح أٍب٤ٍخ ثلد ٖٓ اٌُزِخ :

 

     eedddcccbaa LLLTFLTFLTLTLF   242021
 

 

 ٝثٔوبهٗخ اُطوك٤ٖ :

 

dca

eedcba

dc







20

242

1

 

 

 ٣٘زظ إٔ : dٝثٞخغ ع٤ٔغ أُزـ٤واد ثلدُخ 

 

db

da

dc







2

1

 

 

 ٝثبُزؼ٣ٞي ٗؾ َ ػ٢ِ :

 

 



 182 ك/ هٓضبٕ ػجل الله ٓؾٔل                                                                          ٤لهٝك٣٘ب٤ٌٓبٛ

d

d

e

eddLdd

Cvd
C

vK

KdCv

Re2

2



























 

 

 

 

 

 

 ( اَُو٣بٕ اُغٜل١ :1)

 

ك٢ ؽبُخ أُبئغ اُـ٤و هبثَ ُلاٗضـبط ٝ إٛٔذبٍ ؽذلٝك اُِيٝعذخ ٓذٖ ٓؼذبكدد اُؾوًذخ ٗؾ ذَ ػِذ٢ ٓذب 

ٝك٢ ؽبُخ اُؾوًذخ اُـ٤ذو كٝها٤ٗذخ ٣َذ٢ٔ   ٢َٔ٣ ثٔؼبكدد أ٣ِٝو ًٔب ٍجن إٔ مًوٗب ك٢ اُجبة اُضب٢ٗ

ٝػ٘ل ًزبثذخ ٓؼذبكدد ؽوًذخ أُذبئغ اُِذيط كذ٢  اَُو٣بٕ ثبَُو٣بٕ اُغٜل١ ًٔب مًوٗب ك٢ اُجبة اُضبُش

صٞهح ؿ٤و ثؼل٣خ ٗغل إٔ ؽلٝك اُِيٝعخ رؾز١ٞ ػِذ٢ أُؼبٓذَ 
Re

1
اٌُج٤ذوح ر ذجؼ ٛذنٙ  Reُٝوذ٤ْ  

اُؾلٝك صـ٤وح اُو٤ٔخ ٓٔب ٣ٞؽ٢ ثئٛٔبٍ ٛنٙ اُؾلٝك ٝاٍزقلاّ اُؾٍِٞ اُغٜل٣ذخ َُِٔذبئَ ٌُٝذٖ ٛذنا 

ن هذذوط ػذذلّ ادٗذذيدم أُٞعذذٞك كذذ٢ ؽبُذذخ أُذذلفَ ؿ٤ذذو ٍذذ٤ِْ ٗظذذوا لإٔ اُؾذذَ كذذ٢ ٛذذنٙ اُؾبُذذخ ٣ؾوذذ

 أُٞائغ اُِيعخ ٝؿ٤و ٓٞعٞك ك٢ أُٞائغ أُضب٤ُخ أٝ اَُو٣بٕ اُغٜل١ ي
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ُنا ًذبٕ ُيآذب ػ٤ِ٘ذب ؽذَ ٓؼذبكدد ٗذبك٤٤و ٍذزًٌٞ ثبٌُبٓذَ ثذبُووة ٓذٖ اَُذطٞػ ٝاػزجذبه إٔ ؽذلٝك 

صذـ٤و ثبَُ٘ذجخ اُِيٝعخ ٝؽلٝك اُو ٞه ُٜٔب ٗلٌ اُلهعخ ٓذٖ اُ ذـو أٝ اٌُجذو كذ٢ ٓ٘طوذخ ٍذٌٜٔب 

لأثؼبك اُغَْ ٝٛنا اُلوخبٕ ٛٔب اُلوخبٕ اُوئ٤َ٤بٕ ك٢ ٗظو٣ذخ ؽوًذخ أُٞائذغ اُِيعذخ ثذبُووة ٓذٖ 

 اَُطٞػ ٝر٢َٔ ث٘ظو٣خ اُطجوخ اُغلاه٣خ ي 

 ٝفبهط اُطجوخ اُغلاه٣خ ٣ٌٖٔ اػزجبه ؽوًخ أُبئغ ٓؼِٞٓخ ٝإٜٗب ؽوًخ ماد عٜل ) عٜل٣خ ( ي

ُٝذ٤ٌٖ  ُطجوخ اُغلاه٣خ ك٢ إ٣غبك ٓوبٝٓخ اُٜذٞال ؽذٍٞ عَذْ  ) ٝك٢ اُؾ٤بٙ اُؼ٤ِٔخ ٗؾزبط ؽَبثبد ا

 أع٘ؾخ اُطبئواد ( ٝك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ٣ٌٕٞ ػلك ه٣ُ٘ٞل ًج٤وا ي

 

 اُغلاه٣خ ؽٍٞ َٓز١ٞ دٜٗبئ٢ : (2)

 

ثبَُ٘جخ إ٢ُ طٍٞ اُغَْ  اُلوخ٤٤ٖ اَُبثو٤ٖ ٝٛٔب صـو ٍٔي اُطجوخ اُغلاه٣خ  ثواٗلٍاٍزقلّ 

ٝرَب١ٝ كهعخ ًلا ٖٓ ؽلٝك اُِيٝعخ  ٝاُو ٞه ك٢ اُ ـو أٝ اٌُجو  ك٢ رج٤َظ هٌَ ٓؼبكدد 

 ؽوًخ ٓبئغ ُيط ك٢ َٓز١ٞ ي

ٝأكضَ الأٓضِخ اُز٢ ٣ٌٖٔ هوػ مُي ػ٤ِٜب ٛٞ كهاٍخ ؽوًخ ٓبئغ ُيط كٞم َٓز١ٞ دٜٗبئ٢ ٓضجذ 

 ي xثزخ ٝهل رٌٕٞ كاُخ ك٢ هل رٌٕٞ صب ٣ٝUلفَ ػ٤ِٚ أُبئغ ثَوػخ ٓٞاى٣خ 
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ٝثلوض إٔ ٓوًجبد اَُوػخ ٢ٛ   vu, : ٝإٜٗب رؾون ٓؼبكدد اُؾوًخ 
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 ثبلإخبكخ إ٢ُ ٓؼبكُخ ادر بٍ ٢ٛٝ :
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 رؾذ اُشوٝط اُؾل٣خ :

0كبٕ  0yػ٘لٓب ٣ٌٕٞ  vu ي 

0v  ،Uuكبٕ  yٝػ٘لٓب ٣ٌٕٞ   ي 

ٝهل أِٛٔذ اُو١ٞ اُؾغ٤ٔخ ٝاػزجوٗب إٔ اَُو٣بٕ د ٣ؼزٔل ػ٢ِ اُيٖٓ ٣ٌٝٔذٖ افذن ٛذنٙ اُؼٞآذَ كذ٢ 

 ادػزجبه ثلٕٝ اُز ص٤و ػ٢ِ اُقطٞاد ٝا٥ٕ ٗؾبٍٝ ًزبثخ أُؼبكدد ك٢ صٞهح ؿ٤و ثؼل٣خ كزضغ : 
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ثبُزؼ٣ٞي ك٢ أُؼبكُخ  3 : ر جؼ ٓؼبكُخ ادر بٍ ثبُ ٞهح 
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ُخ ٝثبُزؼ٣ٞي ك٢ أُؼبك 1 : ٕٗغل أ 
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ٗلاؽع إٔ َٗجخ ٓؼبَٓ اُؾل هجَ الأف٤وح ك٢ اُطوف الأ٣ٖٔ 
2l
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 صْ ٣ٌٖٔ إٛٔبٍ اُؾل هجَ الأف٤و ثبَُ٘جخ إ٢ُ اُؾل الأف٤و ي ٖٓٝ 

ًٝنُي إما هبهٗب ؽلٝك اُِيٝعخ 
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 ؽَت اُلوض اُضب٢ٗ : 
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ٝثنُي ٣ٌٖٔ رول٣و ٓزٍٞذظ ٍذٔي اُطجوذخ اُغلاه٣ذخ ثطو٣وذخ روو٣ج٤ذخ ٝمُذي ثبٍذزقلاّ أُؼبكُذخ  7  ي

ٝثبُزؼ٣ٞي ٖٓ  7  ك٢ ٓؼبكُخ 2 : ٕٗغل أ 
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ٝثؤَخ ٓؼبكُخ  8  ػ٢ِ
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ٝؽ٤ش إٔ ؽلٝك اُِيٝعخ ٝاُو ٞه ٣غت إٔ رٌٕٞ ُٜٔب ٗلٌ اُلهعذخ أ١ 
2

2

l


ؽَذت اُلذوض اُضذب٢ٗ  

اُٞؽلح ٝثنُي ٣غت إٛٔبٍ ًَ ٓذٖ ؽذلٝك اُو ذٞه ٝاُِيٝعذخ ثبَُ٘ذجخ ٝٓؼبَٓ اُزلهط ك٢ اُضـظ ٛٞ 

إ٢ُ ؽل اُزلهط ك٢ اُضـظ ٝثنُي رؤٍٝ أُؼبكُخ  8 : إ٢ُ اُ ٞهح 
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ٝٛنا اٗغبى خقْ ُزوو٣ت اُطجوخ اُغلاه٣خ كِول أصجز٘ذب إٔ اُضذـظ د ٣زـ٤ذو ثزـ٤ذو ادهرلذبع ٍذٞال ً٘ذب 

اُضذـظ أصذجؼ ٓؼِٞٓذب ٝؽذنف ٓذٖ أُغب٤ٛذَ ٝأصذجؼ ك٢ كافَ اُطجوخ اُغلاه٣خ أٝ فبهعٜب ي أ١ إٔ 

 ػلكٛب اص٘بٕ ثلد ٖٓ صلاصخ ٝأصجؼ ػلك أُؼبكدد اص٤ٖ٘ ثلد ٖٓ صلاصخ ٝر جؼ أُؼبكدد ٢ٛ :
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 رؾذ اُشوٝط اُؾل٣خ :

 كبٕ 0yػ٘لٓب ٣ٌٕٞ 

 

 13....................................................................................,.........0 vu  

 

 كبٕ yٝػ٘لٓب ٣ٌٕٞ 
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 14...............................................................................,.........0v  ،1u  

 

ٝر٢َٔ أُؼبكدد        14,13,12,11 ثٔؼبكدد ثواٗلٍ ُِطجوخ اُغلاه٣خ ك٢ صٞهرٜب اُـ٤و ثؼل٣خ ي 

 

 

 

 

 

 : Similar Solutions( اُؾٍِٞ اُزٔبص٤ِخ 3)

 

ؽ٤بٕ ٓذب ٣َذؼلٗب اُؾذع كَ٘ذزط٤غ رؾ٣ٞذَ أُؼذبكدد اُزلبخذ٤ِخ اُغيئ٤ذخ إُذ٢ ٓؼذبكدد ك٢ ًض٤و ٖٓ الأ

اُزلبخذ٤ِخ اُؼبك٣ذخ أٍذَٜ ثٌض٤ذو عذلا رلبخ٤ِخ ػبك٣خ ثزؾ٣َٞ أُزـ٤واد ي ٝطجؼب اُزؼبَٓ ٓغ أُؼبكُذخ 

 ٖٓ اُزؼبَٓ ٓغ أُؼبكُخ اُزلبخ٤ِخ اُغيئ٤خ ٝر٢َٔ ؽٍِٞ ٛنٙ أُؼبكُخ ثبُؾٍِٞ اُزٔبص٤ِخ ي

 ٝرزِقص ٛنٙ اُطو٣وخ ك٢ إرجبع اُقطٞاد ا٥ر٤خ :

ٗلذذوض إٔ ُذذل٣٘ب كاُذذخ ٓغُٜٞذذخ  yx,  ٖرؾوذذن ٓؼبكُذذخ رلبخذذ٤ِخ عيئ٤ذذخ ٝاٍذذزقلٓ٘ب ٓزـ٤ذذو٣

 ثؾ٤ش إٔ : ,yxـ٤و٣ٖ ثلد ٖٓ أُز ,xعل٣ل٣ٖ 
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ٝػٞخ٘ب كذ٢ أُؼبكُذخ اُزلبخذ٤ِخ كئٗ٘ذب ٗؾ ذَ ػِذ٢ ٓؼبكُذخ رلبخذ٤ِخ رؾزذ١ٞ ػِذ٢ رلبخذلاد اُلاُذخ 

ي إما أٌٓذذٖ اُزؼج٤ذذو ػذذٖ ٓؼذذبٓلاد ٛذذنٙ  xٝٓؼذذبٓلاد ٛذذنٙ اُزلبخذذلاد رٌذذٕٞ كٝاد كذذ٢  fأُغُٜٞذذخ 

 ُِٔشٌِخ ي fأُؼبكُخ ثٔوبك٣و صبثزخ ر جؼ أُؼبكُخ اُزلبخ٤ِخ ػبك٣خ ٝٗوٍٞ اٗٚ ٣ٞعل ؽَ رٔبص٢ِ 

 ٝك٢ ثؼي الأؽ٤بٕ ٣ٌٖٔ اُزؾ٣َٞ ك٢ اُ ٞهح :

 

 fbxm            ،yaxn 

 

 

 

 

 ( أُؼبكُخ اُزٔبص٤ِخ ُؾبُخ اَُو٣بٕ ؽٍٞ ٗ ق أَُز١ٞ :4)

 

هؿْ اُزج٤َظ اُن١ ؽ ِ٘ب ػ٤ِٚ ػ٘ل ًزبثخ ٓؼبكدد ثواٗذلٍ ُِطجوذخ اُغلاه٣ذخ كذبٕ أُؼذبكدد ٓبىاُذذ 

ثؼ٤لح ػذٖ اُؾذَ ٣ِٝذيّ رؾ٣ٞذَ أُؼذبكدد إُذ٢ ٓؼذبكدد رلبخذ٤ِخ ػبك٣ذخ ٝا٥ٕ ٍذٞف ٗذلهً اُؾبُذخ 

 صبثزخ ي Uػ٘لٓب رٌٕٞ اَُوػخ ثؼ٤لا ػٖ اَُطؼ ٝرَب١ٝ 
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 ك٢ ٛنٙ اُؾبُخ ٣ٌٕٞ 
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 رؾذ اُشوٝط اُؾل٣خ : 

0كبٕ  0yػ٘لٓب ٣ٌٕٞ  vu ي 

0v  ،Uuكبٕ  yٝػ٘لٓب ٣ٌٕٞ   ي 

 كئما أفنٗب :
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كبٕ أُؼبكُخ  2  رؾون أٝرٞٓبر٤ٌ٤ب ي ٝر جؼ أُؼبكُخ 1 : ػ٢ِ اُ ٞهح 
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 ٝاُشوٝط اُؾل٣خ ٢ٛ :

 كبٕ 0yػ٘لٓب ٣ٌٕٞ 
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 كبٕ  yٝػ٘لٓب ٣ٌٕٞ 
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أُؼبكُخ  3 : ٣ٌٖٔ اُجؾش ػٖ ؽَ رٔبص٢ِ ُٜب ٝمُي ثبٍزقلاّ اُزؼ٣ٞي 
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ثبُزؼ٣ٞي ك٢ أُؼبكُخ  3 : ٗؾ َ ػ٢ِ 

 

 4.,.........0 fff 

 

 رؾذ اُشوٝط :

 كبٕ 0ػ٘لٓب ٣ٌٕٞ 

 

0f    ,  0f 

 

 كبٕ  ٝػ٘لٓب ٣ٌٕٞ 

1f  
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ثئعوال رٌبَٓ ػلك١ ُٜنٙ أُؼبكُخ ٝأػط٢ اُؾَ ك٢ صٞهح علاٍٝ ٗظوا  Blasiusُٝول هبّ ثلاى٣ٌ 

دٕ أُؼبكُخ  4  ٓؼبكُخ ؿ٤و فط٤ذخ ٝد ٣ٞعذل ؽذَ رؾ٤ِِذ٢ ٓضذجٞط ُٜذب ٝكذ٢ ؽبُذخ ٓذب إما ًبٗذذU 

كبٕ  xكاُخ ك٢ 
dx

dP
 ذ :خؼد ٣َب١ٝ اُ لو ٝٓؼبكدد ثواٗلٍ ٣ٌٕٞ ُٜب ؽَ رشبث٢ٜ كوظ إما ٝ 

 

mxU  

 

أُؼبكُخ  4 ر٢َٔ ثٔؼبكُخ ثلاى٣ٌ ي 
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ػ٘ل كهاٍخ ؽوًخ أُٞائغ ك٢ الأٗبث٤ت لأػلاك ه٣ُ٘ٞل ٓزلبٝرخ ُٞؽع إٔ اُؾوًخ رلوذل اٍذزوواهٛب ثؼذل 

ػذذلك ه٣ُ٘ٞذذل اُؾذذوط اُذذن١ ٣َذذب١ٝ روو٣جذذب  2300Re   ٝاُذذن١ رٌذذٕٞ اُؾوًذذخ ػشذذٞائ٤خ ُغَذذ٤ٔبد

 أُبئغ ٍٝوػخ ٝٓؼلٍ رـ٤و اَُوػخ ثبَُ٘جخ ُِيٖٓ رٌٕٞ ك٢ صٞهح ٓشززخ ك٢ ع٤ٔغ ادرغبٛبد ي

ٝهل ث٤٘ذ اُزغبهة أُؼ٤ِٔخ إٔ ٓزـ٤ذواد اُؾوًذخ أُقزِلذخ ٓضذَ اَُذوػخ ٝاُضذـظ ٝاٌُضبكذخ ػ٘ذل أ١ 

٢ ؽبُخ إعوال رغوثخ ٝرٌواهٛب رؾذ ٗلٌ ٗوطخ ٤َُذ ٓزـ٤واد ػبك٣خ ٝإٗٔب ٓزـ٤واد ػشٞائ٤خ ي ٝك

اُظوٝف د ٗؾ َ ػ٢ِ ٗلٌ اُ٘زبئظ ي ُنُي اُؾل٣ش ػٖ أُزـ٤واد ٗلَٜب د ٣ٌٕٞ ماد ٓؼ٢٘ ) ػ٘ذل 

ٗوطخ ٓؼ٤٘خ أٝ ُؾظخ ٓؼ٤٘خ ( ُٝنُي ٣غت اُزؼبَٓ ٓغ ٓزٍٞذطبد ٛذنٙ ا٤ٌُٔذبد ٍذٞال أفذن أُزٍٞذظ 

الإؽ ذبئ٤خ ُِظذذبٛوح ٛذ٢ اُزذذ٢ ٣ٌٔذٖ ه٤بٍذذٜب ثبَُ٘ذجخ ُِذيٖٓ أٝ ثبَُ٘ذذجخ ُِلذواؽ ٗظذذوا لإٔ اُقذٞاب 

 ٝٓلاؽظزٜب ي

ٝثبُجؾذذش ٝاُزغوثذذخ ٝعذذل ٓذذٖ أُل٤ذذل أفذذن أُزٍٞذذطبد ثبَُ٘ذذجخ ُِذذيٖٓ ٝمُذذي ُِو٤بٍذذبد اُ٘ظو٣ذذخ 

ٝاُزغو٣ج٤خ ي كٔضلا ثلد ٖٓ أُ٘ؾ٢٘ أُج٤ٖ ثبُشٌَ ُلاُخ ٓضَ اَُوػخ ٣ٌٖٔ اٍزجلاُٚ ثٔ٘ؾ٢٘ أِٓذٌ 

 ُزب٢ُ :٣ٔضَ أُزٍٞظ ًٔب ٛٞ ٓٞخؼ ثبُشٌَ ا
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 ٣ؼط٢ ٖٓ : Tفلاٍ كزوح ى٤٘ٓخ  fُلاُخ  fٝأُزٍٞظ 
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ٝاُضب٤ٗذذذخ  fػِذذذ٢ صذذذٞهح ٓغٔذذذٞع ٤ًٔزذذذ٤ٖ الأُٝذذذ٢ أُزٍٞذذذظ  ٣ٝfٌٔذذذٖ ٝخذذذغ اُو٤ٔذذذخ اُؾو٤و٤ذذذخ 

fادٗؾواف ػٖ أُزٍٞظ   : 

 

fff  
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 فٞاب أُزٍٞطبد ٝادٗؾواف :
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 ٓؼبكدد اُؾوًخ ادخطواث٤خ :

 

٣ٌٔذذٖ اػزجذذبه إٔ اُوذذ٤ْ اُؾو٤و٤ذذخ أٝ اُِؾظ٤ذذخ ُِٔزـ٤ذذواد رؾوذذن ٓؼذذبكدد ؽوًذذخ أُذذبئغ اُِذذيط ٌُٝذذٖ 

٣لضذذَ ٝخذذؼٜب كذذ٢ صذذٞهح ٓزـ٤ذذواد ػبك٣ذذخ ٤َُٝذذذ ٓزـ٤ذذواد ػشذذٞائ٤خ أ١ دثذذل ٓذذٖ اُزؼبٓذذَ ٓذذغ 

 ػ٢ِ اُ ٞهح : fأُزٍٞطبد ي ٝػ٢ِ ٛنا الأٍبً ٣لضَ ٝخغ أ١ كاُخ 

 

fff 1 

 

زٍٞذطبد ٝثذنُي رٌذٕٞ ع٤ٔذغ ا٤ٌُٔذبد أُٞعذٞكح كذ٢ أُؼذبكدد ٛذ٢ ك٢ ٓؼبكدد اُؾوًخ صْ أفذن أُ

ٓزٍٞذذطبد ٝثذذبُطجغ أُزٍٞذذطبد ٛذذ٢ ٓزـ٤ذذواد ػبك٣ذذخ ٣ٌٔذذٖ ه٤بٍذذٜب ٝاُزؼبٓذذَ ٓؼٜذذب ي ثلذذوض إٔ 

ٓوًجبد اَُوػخ اُؾو٤و٤خ  wvu  رؾون أُؼبكدد : Pٝاُضـظ  ,,
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 ٝمُي ثلوض إٛٔبٍ اُو١ٞ اُقبهع٤خ ي 

ثؼذذل اٍذذزقلاّ هذذبٕٗٞ رلبخذذَ ؽبصذذَ خذذوة كاُزذذ٤ٖ ٝر ذذجؼ ػِذذ٢ ثئػذذبكح ًزبثذذخ أُؼذذبكدد اَُذذبثوخ 

 اُ ٞهح :
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ؽ٤ش اٍزقلٓذ ٓؼبكُذخ ادر ذبٍ ُِٔٞائذغ اُـ٤ذو هبثِذخ ُلاٗضذـبط ثبػزجذبه أُزٍٞذطبد د رؼزٔذل ػِذ٢ 

 اُيٖٓ ٝاُزؼ٣ٞي ثب٤ٌُٔبد :
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ك٢ أُؼبكدد     




 




 ُز فن اُ ٞهح : 21
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 ٝاُز٢ ٣ٌٖٔ ًزبثزٜب ػ٢ِ اُ ٞهح :
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 اُ ٞهح : أٝ ػ٢ِ

 

       5.,.........
1 22












































wu

z
vu

y
vu

x
u

x

P

z

u
w

y

u
v

x

u
u 


 

 

 ػ٢ِ اُ ٞهح : ,zyٝثبُٔضَ ٣ٌٖٔ ًزبثخ أُؼبكدد ك٢ ارغب٢ٛ 
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 ٝٓؼبكُخ ادر بٍ ر فن اُ ٞهح :
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٣ِيّ إخبكخ ٓؼبكدد أفو١ ٢ً ٣ٌٕٞ ػلك أُؼبكدد َٓبٝ ُؼذلك أُغب٤ٛذَ ي ٣ٌٝٔذٖ اػزجذبه كذوٝض 

ٓٔبصِخ ُلوٝض هبٕٗٞ ٤ٗٞرٖ أُؼْٔ ُزوثظ ث٤ٖ ٓزٍٞطبد ادٗؾواكبد ٓذٖ اُورجذخ اُضب٤ٗذخ ثزلبخذلاد 

٢ اعٜذبكاد اَُوػخ أُزٍٞطخ ؽ٤ش رٔضَ ٛنٙ ادٗؾواكبد ٓضوٝثخ ك٢ اٌُضبكخ اعٜبكاد عل٣لح رَٔ

ُِؾوًذخ ادخذطواث٤خ ٝعذيل  TPه٣ُ٘ٞل ُِؾوًخ ادخطواث٤خ أ١ إٔ الإعٜبك ٣ٌٕٞ ٖٓ عذيئ٤٤ٖ عذيل 

l

ijP : ُِؾوًخ اُوهبئو٤خ ) أُزٍٞطخ ( ؽ٤ش 
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 ٣ٌٕٝٞ الإعٜبك اٌُبَٓ ك٢ اُؾوًخ ادخطواث٤خ ػ٢ِ اُ ٞهح :
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 َُبثوخ ٣ٌٖٔ إٔ رٌزت ػ٢ِ اُ ٞهح ك٢ اُلوٝض الإخبك٤خ ا ٝثئكفبٍ ٓؼبَٓ اُِيٝعخ ادخطواث٢ 
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ٝثنُي أُؼبكدد  75 : ر فن اُ ٞهح 
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رذؤٍٝ  0ٝأُؼبكدد اَُبثوخ ٣طِن ػ٤ِٜب ٓؼبكدد ه٣ُ٘ٞل ُِؾوًخ ادخذطواث٤خ كذ٢ ؽبُذخ ػ٘ذلٓب 

 ٍزًٌٞ ُِؾوًخ اُطجو٤خ ي –إ٢ُ ٓؼبكدد ٗبك٤٤و 

 

 : ٓؼبَٓ اُِيٝعخ ادخطواث٢ 
 

٣قزِق ػٖ ٓؼبَٓ اُِيٝعخ ك٢ اُؾوًخ اُوهبئو٤خ ) اُطجو٤ذخ ( ؽ٤ذش د  ٓؼبَٓ اُِيٝعخ ادخطواث٢ 

٣ؼزجو ٓولاها صبثزب ي ٣ٌٕٝٞ ٓولاها صـ٤وا ثبُووة ٖٓ اُغلاه ك٢ ؽبُخ الأٗبث٤ذت صذْ ٣ذيكاك ؽزذ٢ ٣ ذَ 

 إ٢ُ ٜٗب٣خ ػظ٢ٔ ك٢ ٓ٘ز ق ٗ ق اُوطو صْ ٣وَ ؽز٢ ٜٗب٣خ صـو١ ػ٘ل ٓؾٞه الأٗجٞثخ ي

 

 ادعٜبكاد ادخطواث٤خ ٝرلبخلاد ٓزٍٞطبد اَُوػخ :

 

 كوض ثواٗلٍ :
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اكزوض ثواٗلٍ ك٢ ؽبُخ اَُو٣بٕ ك٢ ثؼل ٝاؽل إٔ اُؼلاهخ ث٤ٖ إعٜبك اُوص ادخطواث٢ ٝرلبخَ 

 اَُوػخ أُزٍٞطخ ػ٢ِ اُ ٞهح :

 

 1.,.........

2

22











dy

ud
y 

 

 ٓولاه صبثذ ي ؽ٤ش 

أ١ إٔ ٓؼبٓذذَ اُِيٝعذذخ ادخذذطواث٢ ٛذذٞ 

2

22










dy

ud
y  ٝاُضبثذذذ  ٕ٣زؼذذ٤ٖ ٓذذٖ اُزغوثذذخ ي ٝثٔذذب أ

اُؾوًذذخ كذذ٢ ثؼذذل ٝاؽذذل ٝٛذذٞ اَُذذو٣بٕ ثغذذٞاه اَُذذطؼ دٜٗذذبئ٢ ٝكذذ٢ ٛذذنٙ اُؾبُذذخ ٗغذذل إٔ  yuu  

 ٝٓؼبكُخ اُؾوًخ ر جؼ :

 

.0 Const
dy

d
o  


 

 

 الإعٜبك ػ٢ِ اُغلاه ي ثلوض إٔ : oؽ٤ش 




 y

u
y


    ,    uuu   ,  



 ou  

 

ثبُزؼ٣ٞي ك٢ أُؼبكُخ  1 : ٗؾ َ ػ٢ِ 
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 

 3,.......ln
1

2.......,.........
1

oCyu

ydy

du














 

 

ٝٛنا ؿ٤و ٝاهك دٕ اُوبٕٗٞ  uرٌٕٞ 0yٗلاؽع اٗٚ ػ٘لٓب  3  صبُؼ كوذظ كذ٢ ٓ٘طوذخ

رلآٌ اُغلاه ٝػ٤ِٚ د ٣غت اكزواض ٝعٞك اُؾوًذخ ادخذطواث٤خ كذ٢ ٛذنٙ أُ٘طوذخ ٝثذنُي ٗلزذوض 

إٔ اَُو٣بٕ ك٢ ٓ٘طوخ هو٣جخ ٖٓ اُغلاه ههبئو٢ صْ ٤ِ٣ٚ ثؼل مُذي اُطجوذخ اُغلاه٣ذخ ادخذطواث٤خ اُزذ٢ 

اُطجوذذخ اُوهبئو٤ذذخ ثبُطجوذذخ اُوهبئو٤ذذخ اُزؾز٤ذذخ ٣ ذذِؼ ُٜذذب اُوذذبٕٗٞ اُِٞؿذذبه٣ز٢ٔ ٝرَذذ٢ٔ  5y 

ٝرٞى٣غ اَُوػخ ك٤ٜب ٛٞ رٞى٣غ فط٢ ي ٝاهوة ٓضبٍ ٣طجذن ك٤ذٚ اُوذبٕٗٞ اُِٞؿذبه٣ز٢ٔ َُِذوػخ ٛذٞ 

ؽوًخ اُٜٞال كٞم ٍطؼ الأهض ي أُ٘طوخ اُ ـ٤وح اُزذ٢ اهرلبػٜذب ػذلح أٓزذبه ٛذ٢ ٍذو٣بٕ ههذبئو٢ 

 ِزٞى٣غ اُِٞؿبه٣ز٢ٔ يرؾز٢ ٝٓب كٞهٜب ثؼل مُي ٍو٣بٕ اخطواث٢ ٣قضغ ُ

 ٝثبَُ٘جخ ُِضٞاثذ كِول ٝعل إٔ :

 

5.5oC     ,    5.2
1



 

 

 أ١ إٔ :
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30









y

y
     

05.3ln5

ln5.2









yu

yu
 

 

ك٢ ؽبُخ اَُو٣بٕ ك٢ الأٗبث٤ت كبٕ ٓؼبَٓ اُِيٝعخ ادخطواث٢ ٣ؤفن ثؾ٤ش ٣زلن ٓغ اُزٞى٣غ اُ٘ذ٢ٗٞ 

 َُِوػخ ي



 214 ك/ هٓضبٕ ػجل الله ٓؾٔل                                                                          ٤لهٝك٣٘ب٤ٌٓبٛ

 

n

R

y

u

u
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
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




max

 

 

ٗ ق اُوطو ،  Rؽ٤ش 
7

1
n  ،y اُجؼل ػٖ اُغلاه ي 

yuثلوض إٔ  o




  ٝثبٍزقلاّ أُؼبكُخ 1 : ٗؾ َ ػ٢ِ 

 

y

u

dy

ud





 

 

 ٝرٌبَٓ ٛنٙ أُؼبكُخ ٣ؼط٢ :

 

oCy
u

u lnln 



 

 

صبثذذذذ ي ٝثٞخذذذغ  oCؽ٤ذذذش 


 y

u
y


   ، uuu    ،



 ou   كذذذ٢ أُؼبكُذذذخ 1  كئٜٗذذذب ر فذذذن

 اُ ٞهح :

 

oCyu

ydy

du











ln
1
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


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