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Chapter Three 

        Free Particle                                                                                                        الجسيم الحر

 
اٌصأٟ ٚعٕثحس فيٟ ٘يزا اٌفصيً طث١ك الاٚي لاعظ ا١ٌّىا١ٔه اٌىّٟ اٌرٟ ػشضد فٟ اٌفصً ع١ىْٛ اٌعغ١ُ اٌحش اٌر

 اٌى١ّح ٌٍعغ١ُ اٌحش فٟ تؼذ ٚاحذ ٚفٟ شلاز اتؼاد. اٌصفاخ

٘ٛ اٌعغ١ُ اٌيزٞ لا٠رؼيشا اٌيٝ اٞ ليٛج اٞ اْ اٌعغي١ُ ٠رحيشن تحش٠يح اٞ لالريٗ اٌىإِيٗ ِغيا٠ٚح اٌيٝ  الجسيم الحر:

)(0صفش  xV   

٠رحشن تثؼذ ٚاحذ ػٍٝ اِرذاد اٌّحٛس اٌغ١ٕٟ فيٟ ِعياي ظٙيذ ٠غياٚٞ صيفش اٞ اْ اٌطاليح  mٔفشا اْ ظغ١ُ ورٍرٗ 

)(0  إِحاٌى xV  ذغاٚٞ صفش     

  

 ِؼادٌح ششٚدٔىشاٌغ١شِؼرّذج ػٍٝ اٌضِٓ فٟ تؼذ ٚاحذ
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 ذىْٛ تاٌشىً اٌراٌٟ  (1اٌحً اٌؼاَ ٌٍّؼادٌح  )
ikxikx eBeAx )(  
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 شاتر١ٓ اخر١اس١٠ٓ A  ،Bح١س 

(لالح ٚ kّرٍه صخُ ذّصً حشوح ظغ١ُ ٠ ٠ٚikxeّىٓ اػرثاس اٌذاٌح 
2

(
22

m

k
٠ٚرحشن تالاذعاٖ اٌّٛظة ػٍٝ  

ذّصً حشوح ظغ١ُ تالاذعاٖ اٌغاٌة ػٍٝ اٌّحٛس اٌغ١ٕٟ ٠ٚفرشا اْ ٘زا   ikxeت١ّٕا اٌذاٌح  ، (x)اٌّحٛس اٌغ١ٕٟ 

 اٌعغ١ُ ٠ّرٍه ٔفظ اٌضخُ ٚٔفظ اٌطالح

 

 ٚالاْ ٔطثك اٌحً ػٍٝ تؼض اٌحالاخ اٌخاصٗ ٌٍعغ١ُ اٌحش

 

 :الحالة الاولى .1

 اٌعغ١ُ ٠رحشن تالاذعاٖ اٌّٛظة ػٍٝ اٌّحٛس اٌغ١ٕٟ فاْ اٌذاٌح اٌرٟ ذصف حشوح ٘زا اٌعغ١ُ ٟ٘ارا واْ 

 ikxeAx )(  

 ٚوصافح الاحرّا١ٌح ٌٛظٛد ٘زا اٌعغ١ُ

 ikxikx eAeAxxx  **2
)()()(   

                  
2* AAA   

ٚػٕذ سعُ 
2

)(x    ِغx  ٓٔحصً ػٍٝ اٌشعُ اٌث١أٟ اٌّث١ 

 

   ٚ٘زا ٠ؼٕٟ اْ وصافح الاحرّا١ٌح ػٕذ اٞ ٔمطح ذغاٚٞ ِمذاس شاتد

 

 

 :الحالة الثانية .2

 واْ اٌعغ١ُ ٠رحشن تالاذعاٖ اٌغاٌة ػٍٝ اٌّحٛس اٌغ١ٕٟ فاْ اٌذاٌح اٌرٟ ذصف حشوح ٘زا اٌعغ١ُ ٌّٟ٘ٚا 

 ikxeBx )(  

 فىصافح الاحرّا١ٌح ٌٛظٛد ٘زا اٌعغ١ُ

 ikxikx eBeBxxx  **2
)()()(   

           
2* BBB   
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 ت١ٓ اٌشعُ اٌث١أٟ ٚػٕذ سعُ
2

)(x  ،  x  ٍٝٔحصً ػ 

 

 

 

 
 

 ٞ ٔمطح ذغاٚٞ ِمذاس شاتد  ٚ٘زا ٠ؼٕٟ اْ وصافح الاحرّا١ٌح ػٕذ ا

 

 

 الحالة الثالثة .3

 ارا اخزٔا حشوح اٌعغ١ُ فٟ ولا الاذعا١٘ٓ

 

ikxikx eBeAx )(  

 فىصافح الاحرّا١ٌح ٌٛظٛد ٘زا اٌعغ١ُ

 ))(()()()( ***2 ikxikxikxikx eBeAeBeAxxx     

ikxikx eABeBABBAA 2*2***    

BA  فارا ظؼٍٕا    ٓاٞ اْ ػذد اٌعغ١ّاخ ِرغا٠ٚٗ فٟ ولا الاذعا١٘ 

 )(2)( 22**2 ikxikx eeAAAAx   

 )(1(2 22
2
1* ikxikx eeAA   

 )2cos1(2 * kxAA   

 kxAA 2* cos4  

ٚػٕذ سعُ 
2

)(x   ِغx  ح ذرغ١ش ِغ اٌّٛلغٔحصً ػٍٝ اٌشىً ٚ٘زا ٠ش١ش اٌٝ اْ الاحرّا١ٌ x    
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لاْ لاذٛظيذ شيشٚل حذٚدٚد٠يح فيٟ حيً ِؼادٌيح اٌعغي١ُ   ٠Eّىٓ اْ ٠اخز اٞ ل١ّح ٚوزٌه اٌطالح   kٚتّا اْ اٌصاتد 

 اٌحش ٚتزٌه ٔحصً ػٍٝ ل١ف ِرصً ِٓ اٌطالح. ٌٚزٌه ٔغرط١غ اٌمٛي اْ لالح اٌعغ١ُ اٌحش ذىْٛ غ١ش ِىّّٗ.

ذصيف حاٌيح  ikxeرطث١مياخ ٌّثيذا اٌلاذحذ٠يذ ٌٙيا ٠ضٔثيشن ، ٌّٚيا وأيد اٌذاٌيح اْ ِغأٌح اٌعغ١ُ اٌحش ذذٌٕا ػٍٝ احيذ اٌ

ٚ٘يزا  (0pاٞ اٌلاذحذ٠يذ فيٟ صخّيٗ )ٚ٘زا ِمذاس شاتد فإٔا ٔؼشف صخّيٗ تذليح واٍِيح   kاٌعغُ اٌزٞ صخّٗ  

٠ؼٕٟ ٚفك ِثذا اٌلاذحذ٠ذ   xp    ٞػذَ ِؼشفح ِٛلغ اٌعغ١ُ تصٛسج واٍِح اx        

 

Q ) Using the uncertainty Principle show that the variance in defining the position of a 

free particle is infinite. 

 
Solution: 

  xp  

  kpx     For free particle 

  0 xp  

  



zero



p
x  

  x  
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      Particle in Potential Box                                                                              جسيم في صندوق

 

0x ، axِم١ذ اٌحشوح داخً صٕذٚق فيٟ إٌّطميح تي١ٓ )  (m)ٔفشا اْ ظغ١ّا ورٍرٗ     ٚلالريٗ اٌى١ٍيح  ) E 

 لالرٗ اٌىإِح ذرخز ػٍٝ إٌحٛ الاذٟ ٚوّا ِث١ٓ فٟ اٌشىًٚ

 

             
0 0

( )
0

x a
V x

x a

 
 

  
 

 

 

0x   ،axٌّٚا وأد حشوح اٌعغ١ُ فٟ إٌّطمح اٌّحصيٛسج تي١ٓ     صيٍثح ػٕيذ ٔٙيا٠رٟ ٚٔظيشا ٌٛظيٛد ظيذسا ْ

( فيياْ اٌعغيي١ُ لا٠غييرط١غ اْ ٠خرييشق اٌعييذساْ ٠ٕٚفييز اٌييٝ اٌخيياسض ػٕييذ اصييطذاِٗ تٙييا xV)() اٌصييٕذٚق اٞ اْ

 .رٗ ذىْٛ ِم١ذج ت١ٓ ظذساْ اٌصٕذٚقٚػ١ٍٗ فاْ حشو

ٚذرصشف الاٌىرشٚٔياخ اٌحيشج فيٟ اٌّؼيادْ تطش٠ميح ِشياتٙح فؼٕيذ اّ٘ياي ذصيادَ الاٌىرشٚٔياخ ِيغ الا٠ٛٔياخ اٌّٛظثيح 

اسذفاع اٌعٙذ اوثش تىص١ش ِٓ لالح الاٌىرشٚٔياخ اٌحشو١يح ٚتّميذٚس الاٌىرشٚٔياخ اْ ذرحيشن تحش٠يح فيٟ اٌّؼيذْ ٠ىْٛ 

 ٌٚىٓ لا٠ّىٓ الافلاخ ِٕٗ

 .فٟ ح١ض ِحذد ٚذىُّ لالح اٌعغ١ُ ٚذشظغ ا١ّ٘ح ٘زٖ اٌّغاٌح اٌٝ وٛٔٙا ذغٍط اضٛاء ػٍٝ حشوح اٌعغ١ُ

 ٔىشاٌغ١شِؼرّذج ػٍٝ اٌضِٓ ٚعٕذسط تؼض اٌحالاخ .ششٚد ٌٚذساعح حشوح ٘زا اٌعغ١ُ ٔغرخذَ ِؼادٌح 

)0(: فٟ إٌّطمح  الحالة الاولى .1 ax   0ششٚدٔىش ٘يٛ اْ  فاْ اٌحً اٌّحرًّ اٌٛح١ذ ٌّؼادٌح)( x 

)(0ٚتييذٚسٖ فياْ وصافيح الاحرّا١ٌييح   xV)(  لاٌّيا اْ
2
x  ُٚتاٌرياٌٟ فياْ احرّا١ٌييح ا٠عياد اٌعغيي١

 .خاسض اٌصٕذٚق ذغاٚٞ صفش

 
(ٌعغ١ُ داخً اٌصٕذٚق ح١س : ػٕذِا ٠ىْٛ ا الحالة الثانية .2 0)( xV )0(فٟ   ) ax   
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 حً ٘زٖ اٌّؼادٌح ٠ىْٛ

ikxikx eBeAx )(   

 ٔغرخذَ اٌششل١ٓ اٌحذٚد١٠ٓ الاذ١١ٓ  A    ،Bٚلا٠عاد اٌّمذاس٠ٓ اٌصاتر١ٓ  

ax    ٚػٕذ    0x  داٌح اٌّٛظح ذرلاشٝ ٚذصثح ل١ّرٙا صفش ػٕذِا        

 1.  0)0( x  

 2.  0)(  ax  

     0x  اٚلا ػٕذ  

 0 BA                BA   

 )()( ikxikx eeAx   

    ٚتاعرخذاَ لش٠مح ا٠ٍٚش  sincos ie i    

  )sincossin(cos)( kxikxkxikxAx   

  kxiAx sin2)(   

    kxCx sin)(                                                               iAC 2 ح١س     

ax شا١ٔا   ػٕذ        

0sin)(  kaCax  

 لا٠ّىٓ اْ ٠غاٚٞ صفش  Cاٌصاتد  

  0sin ka                 nka   

   
a

n
k


  

  ,3,2,1n  ٠ّصً ػذد صح١ح ِٛظة  nح١س  

 ٔحصً ػٍٝ داٌح اٌّٛظح ٚوزٌه ل١ُ لالح اٌعغ١ُ  kذ اٌرؼ٠ٛض ػٓ ل١ّح  ٚػٕ

 )/sin()( axnCxn    
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   ))ل١ُ اٌطالح اٌزاذ١ح ٌعغ١ُ ٠رحشن فٟ صٕذٚق
2

222

2 am

n
En


                                   

m

k
E

2

22
 

 

 ٔغرط١غ اْ ٔغرٕرط ظٍّح ِٓ إٌمال اٌّّٙح

ً ذاخز ل١ُ ِحذدج )ِىّّح( فٙزٖ ذىْٛ ِىّّح اٞ لا٠ّىٓ اْ ذىْٛ اخر١اس٠ح تصٕذٚق لالح اٌعغ١ُ داخً اٌ .1

 اٌم١ُ ذشىً ِغر٠ٛاخ اٌطالح

 

            (Zero Point Energy)      
2

22

1
2 am

E


   1n  

 اٌحاٌح الاسض١ح                                                                                                     

12 4EE    2n  

13 9EE    3n  

14 16EE    4n  

 
اٌّغر٠ٛاخ الاخشٜ ٠ّىٓ ذحذ٠ذ٘ا تاٌحاٌح الاسض١ح اِا اٌحالاخ   1nا١ٌّّض تـ  طٍك ػٍٝ اٚلأ ِغرٜٛ لالحف١

 طٍك ػ١ٍٙا تاٌحالاخ اٌّر١ٙعحف١ ...........2,3,4تالاػذاد اٌى١ّح 

 
4n       14 16EE   

 

 

3n       13 9EE   
 

 

2n       12 4EE   
   

1n       
2

22

1
2ma

E


  

 

 ٠غاٚٞ صفش ٚ٘زا ٠ؼٕٟ ػذَ ٚظٛد ِٛظح اٚ ظغ١ُ  nلا٠ّىٓ اٌؼذد اٌىّٟ  .2

لالح اوصش ذماستا ٚػٕذِا ( فأٙا عرؤدٞ اٌٝ ل١ُ aدذٗ ػشا اٌصٕذٚق )فض٠ا 2aاْ اٌطالح ذرٕاعة ِغ  .3

اٌطالح ذمرشب ِغ تؼضٙا ٚذصثح ِرصٍح ٚ٘زٖ اٌحاٌح ِشاتٙح ( ِٓ اٌّالأٙا٠ح فاْ ِغر٠ٛاخ a)ذمرشب 

 .ٌلال١اف اٌزس٠ٗ اٌّغرّشٖ
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)()sin/(ٌٍّؼادٌٗ    Cلا٠عاد اٌصاتد   axnCxn    ل اٌؼ١اسٞ ٌٍذالاخ اٌّٛظ١ح اٞ أْغرخذَ اٌشش 

      

 1)()(* dxxx nn   

1)/sin()/sin(*  dxaxnCaxnC   

1)/(sin
0

22  dxaxnC
a

  

2cos1(sin(     ٚتاعرخذاَ 
2

12   

 1)/2cos(
2

1

00
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dxaxndxC    

1)/2sin()
2

(
0

0
2

2

1
















a
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a
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1)}00)(2/()0{(2
2

1
 naaC  

12
2

1
aC                  

a
C 2   

    )/sin()( 2 axnx
an    

 
 
 

  1  ،2  ،3ٚاٌشىً ٠ٛضح اٌذالاخ اٌّٛظ١ح اٌصلاشح الاٌٚٝ  
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Q1) What is the energy for the particle described by the wave function 

)/sin()( 2 axnx
a

   and move along the interval ax 0 . 

 
Solution:  
 nnn aA  ˆ  

 nnn EH  ˆ  

 )/sin(
2
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Q2) What is the momentum square for the particle described by the wave function 

)/sin()( 2 axnx
a

   and move along the interval ax 0 . 

 
Solution:  
 nnn aA  ˆ  

 nnn pp  22ˆ   

 )/sin(2
2

2
2 axn

x a





   

 )}/cos({ 22 axn
a

n

x a







   

 )/sin(2
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Q3) Show that the wave function that described particle move in a potential box are 

orthogonal 

Solution:  

 0
0

* 
a

mn dx         Orthogonal    ( ِرؼاِذج )  

dxaxmaxndx
a

a

a

a

mn )/sin()/sin( 2

0

2

0

*     

               dxaxmaxn
a

a
)/sin()/sin(

0

2
    

cos(){cos(sinsin({                  ٚتاعرخذاَ اٌؼلالح
2

1 xxxx   

dxaxmnaxmn
a

a
}/)cos(/){cos(

0

1
   

a

axmn
mn

a
axmn
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a 0

}/)sin(
)(

/)sin(
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  )( mn   and   )( mn   are integer 
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0

* 
a

mn dx  
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Q4) Show that the wave function that described particle move in a potential box are 

normalized 

 
Solution:  

1
0

* 
a

nn dx         normalized    ( ػ١اس٠ح )  

dxaxnaxndx
a

a

a

a

nn )/sin()/sin( 2

0

2

0

*     

dxaxn
a

a


0

2 )/(sin
2

  

2cos1(sin(     ٚتاعرخذاَ اٌؼلالح
2

12          

    
a

dxaxn
a 0

)}/2cos(
2

1

2

1
{

2
  

 
aa

dxaxn
a

dx
a 00

)/2cos(
11

  

a
a

a

xn

n

a

a
x

a 0
0

( )
2

sin(
2

1
)

1 


  

)2sin(
2

1
)0

1
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n

n
a

a
  

  n   is integer          02sin n  

  1
0

* 
a

nn dx  
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 :تاٌراٌٟ ٠ٚٛصف تاٌشىً وّا ِرّاشً ظٙذ ِعاي فٟ ظغ١ُ حشوح ادسط :ِصاي

 
 اْ ٚاشثد

 






oddis)2/cos(

evenis)2/sin(
)(

naxnB

naxnA
xn




  

2

222

8 am

n
En


 , 

a
BA 1  

Solution : 
 

0)(
2)(
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mE

dx

xd





   ، 0)( xV  

0)(
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 xk
dx
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22
  

kxBkxAx cossin)(   

 اٌششل١ٓ اٌحذٚد١٠ٓ الاذ١١ٓ ٔغرخذَ  A    ،Bٚلا٠عاد اٌّمذاس٠ٓ اٌصاتر١ٓ  

ax  داٌح اٌّٛظح ذرلاشٝ ٚذصثح ل١ّرٙا صفش ػٕذِا      ٚػٕذ    ax    

ax ػٕذ   

 0cossin  kaBkaA  

ax ػٕذ   

 
 0cossin  kaBkaA   

 ٚ٘اذاْ اٌّؼادٌراْ ذؼط١ٕا

 0cossin  kaBkaA  
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,  kacosفيييٟ ويييً ِىييياْ ٚويييزٌه فييياْ  ولاّ٘يييا لا٠ّىيييٓ اْ ٠غييياٚٞ صيييفش لاْ رٌيييه ٠ؼٕيييٟ اْ  A    ،B ٚح١يييس 

kasinٌ ٙزا اٌغثة فاْ اٌح١ٍٓ اٌّحر١ٍّٓ اٌٛح١ذ٠ٓ ٌٍّؼادٌح ّ٘ا :لا٠ّىٓ اْ ولاّ٘ا صفش فٟ ٚلد ٚاحذ 

0A  ٚ  0cosاِا           ka    a 
0B  ٚ  0sinاٚ           ka    b 

 ٚ٘اذاْ إٌر١عراْ ذرضّٕا اٌّؼٕٝ اٌراٌٟ

 
2

n
ka   

 ٚ٘ىزا ٠ىْٛ اٌحلاْ اٌّحرّلاْ وّا ٘ٛ اخ  bٚػذد صٚظٟ ٌٍحاٌح    aػذد فشدٞ ٌٍحاٌح  nح١س 

 ٔحصً ػٍٝ داٌح اٌّٛظح ٚوزٌه ل١ُ لالح اٌعغ١ُ  kٚػٕذ اٌرؼ٠ٛض ػٓ ل١ّح  

)2/sin()( axnBxn   n ػذد صٚظٟ      

)2/cos()( axnAxn   n ػذد فشدٞ      

 
2

222

8ma

n
E


  

)()sin/2(ٌٍّؼادٌٗ    Bلا٠عاد اٌصاتد   axnBxn    ل اٌؼ١اسٞ ٌٍذالاخ اٌّٛظ١ح اٞ أْغرخذَ اٌشش 

      

 1)()(* dxxx nn   

1)2/sin()2/sin(*  dxaxnBaxnB   

1)2/(sin 22 


dxaxnB
a

a

  

2cos1(sin(     ٚتاعرخذاَ 
2

12   

 1)/cos(
2

1 2 








 


a

a

a

a

dxaxndxB    

1)/sin()(2
2

1



















a

a

a

a
axn

n

a
xB 


  

1)}00)(/()02{(2
2

1
 naaB  

122
2

1
aB                  

a
C 1   

    )/sin()( 1 axnx
an    

 Aٚتٕفظ اٌطش٠مح ٠ّىٓ ا٠عاد اٌصاتد 
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 Particle in Potential Box in three dimensions                          يم في صندوق في ثلاث ابعادجس

 

ػٍٝ اٌرٛاٌٟ ٌٕٚفشا اْ اضلاع اٌصٕذٚق  a  ،b  ،cعٕثحس الاْ حاٌح اٌعغ١ُ اٌحش فٟ داخً صٕذٚق اٌزٞ اتؼادٖ  

 .غ فٟ احذ صٚا٠اٖ وّا فٟ اٌشىًذم  0طح الاصً ( ٚٔم x)   ،y  ،zاتمح ٌٍّحاٚس اٌىاسذ١ض٠ح طِ

   Vاِا خاسض اٌصٕذٚق فاْ    0Vداخً اٌصٕذٚق ٠ىْٛ اٌعٙذ  

 
 داخً اٌصٕذٚق ششٚدٔىشاٌغ١شِؼرّذج ػٍٝ اٌضِٓ ِؼادٌح 

 

),,(),,(
2

2
2

zyxEzyx
m

 
 

 

0),,(
),,(),,(),,( 2

2

2

2

2

2

2














zyxk

z

zyx

y

zyx

x

zyx



  …..……  

    ح١س اْ  
2

2 2



mE
k    

),,(ش٠مييح فصييً اٌّرغ١ييشاخ تاػرثيياس اْ اٌذاٌييح ل ٔغييرخذَ  ٌٚحييً اٌّؼادٌييح  zyx   ذغيياٚٞ حاصييً ضييشب شييلاز

 اٌشىًدٚاي ت

)()()(),,( zyxzyx      

 
2

2

2

2 )(
)()(

),,(

dx

xd
zy

x

zyx 








  

2

2

2

2 )(
)()(

),,(

dy

yd
zx

y

zyx 
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2

2

2

2 )(
)()(

),,(

dz

zd
yx

z

zyx 








 

),,(ٚترؼ٠ٛض ٘زٖ اٌى١ّاخ ٚاٌمغّح ػٍٝ  zyx  ٍٝٔحصً ػ 

0
)(

)(

1)(

)(

1)(

)(

1 2
2

2

2

2

2

2

 k
dz

zd

zdy

yd

ydx

xd

x












 

2ٚٚاضح فاْ وً حذ ِٓ اٌّؼادٌح اػلاٖ ٠عة اْ ٠غاٚٞ شاترا ٌٚرىٓ ٘زٖ اٌصٛاتد 
)(- xk، 2

)(- yk ،2
)(- zk 

 **

0)(
)(

0)(
)(

0)(
)(

2
)(2

2

2
)(2

2

2
)(2

2





















zk
dz

zd

yk
dy

yd

xk
dx

xd

z

y

x










 

 2
)(

2
)(

2
)( zyx kkkk   

 اػلاٖ ػٍٝ اٌرٛاٌٟ   ٚاٌحً اٌؼاَ ٌىً ِٓ اٌّؼادلاخ اٌصلاشح 

 
xik

x
xik

x
xx eBeAx )()()(


  

 yik
y

yik
y

yy eBeAy )()()(


  

 
zik

z
zik

z
zz eBeAz )()()(


  

Using the same procedure we can get 

xkcx xx )(sin)(   

ykcy yy )(sin)(   

zkcz zz )(sin)(   

)sin()sin()sin(),,( )()()( zkcykcxkczyx zzyyxx   

)sin()sin()sin(),,( z
c

n
y

b

n
x

a

n
Czyx zyx 
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H.W     Show that 
abc

C
8

  

)(
222

2
)(

2
)(

2
)(

2222

zyx kkk
mm

k

m

p
E 


 

)(
2

2222

c

n

b

n

a

n

m
zyx 


 

If  acba   

  )(
2

222
2

2

zyx nnn
ma




 

ٔفشا اْ 
2

2

1
2ma

E


  ْ1ح١س اE ِمذاس شاتد 

  )( 222
1 zyx nnnEE   

)(لث١ؼٟ فاْ ِغر٠ٛاخ اٌطالح ذؼرّذ ػٍٝ  ٚ 222
zyx nnn    ٚفيٟ ظ١ّيغ اٌحيالاخ اٌريٟ ذىيْٛ ف١ٙيا الاػيذاد اٌى١ّيح

)(طييٟ ٔفييظ اٌم١ّييح ٌٍؼثيياسج  ِشذثييح تح١ييس ٠ؼ 222
zyx nnn   ْٛلالاذٙييا ِرغييا٠ٚح ٚتطث١ؼييح اٌحيياي ٠ّىييٓ ذثييذ٠ً  ذىيي

xyz nnn )(تييذْٚ اْ ٠رغ١ييش اٌّمييذاس اٌؼثيياسج   ,, 222
zyx nnn   ٝٚ٘ييزا ٠ؼٕييٟ اْ دٚاي اٌّٛظييح ذرغ١ييش ت١ّٕييا ٠ثميي

طالح وّا ٘ٛ، اٞ أٗ ِٕحً حغة ذؼش٠يف الأحيلاي ٚدسظيح الأحيلاي ٕ٘يا ذغياٚٞ ػيذد اٌرشذ١ثياخ اٌّّىٕيح ِغرٜٛ اٌ

xyzٌلاػذاد اٌى١ّح   nnn xyzٚف١ّا ٠ٍٟ ظذٚلا ٠ث١ٓ ػذد اٌرشذ١ثاخ    ,, nnn  ٌغد حالاخ ِخرٍفح  ,,

 

degeneracy Combination of    xyz nnn ,,  Energy 
1 (1,1,1) 13E  

3 (1,1,2) (1,2,1) (2,1,1) 16E 

3 (1,2,2) (2,1,2) (2,2,1) 19E 

3 (3,1,1) (1,3,1) (1,1,3) 111E 

1 (2,2,2) 112E 

6 (1,2,3) (3,2,1) (2,3,1) (1,3,2) (2,1,3) (3,1,2) 114E 
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Potential Step                                                                                     حاجز الجهد 

 .ىً اٌراٌٟ ٚاٌزٞ ٠ث١ٓ ِذسض اٌعٙذعٕحاٚي فٟ ٘زا اٌّمطغ دساعح حشوح ظغ١ُ فٟ ذٛص٠غ ظٙذ واٌّث١ٓ فٟ اٌش

 

 

 









II0

I00
)(

xV

x
xV



 

 

 

 

. ٚتاٌحم١مييح 0xػٕييذِا   Vٚل١ّرٙييا شاترييح ٚذغيياٚٞ   0xذغيياٚٞ صييفش ػٕييذِا   xV)(اٌىإِييح   طالييحل١ّييح اٌ

. ط فييٟ اٌشييىًضييح تييإٌّحٕٟ اٌّييٕمٚوّييا ِٛاٌعٙييذ اٌف١ض٠يياٚٞ تصييٛسج فعان١ييح ٚأّييا تصييٛسج ِغييرّشج  ٕ٘ييا ٠رغ١ييشلا

ح اٌّؼيذْ ٚعيثة ِؼاٌعرٕيا ٌٍّٛضيٛع فالاٌىرشٚٔاخ اٌحشج فٟ اٌّؼذْ ذؼأٟ ذغ١شا ِٕرظّا فٟ اٌعٙذ تياٌمشب ِيٓ عيط

 .انٟ ٘ٛ ٌرعٕة اٌرؼم١ذاخ اٌش٠اض١حػٍٝ اعاط اٌرغ١١ش اٌفع

ذّصيً اٌعغي١ّاخ فيٟ  Iطميح ٚوّيا ِثي١ٓ فيٟ اٌشيىً فإٌّ I  ،(II(طمري١ٓ ّ٘يا اٌحً ٔعيضٞء اٌفيشاؽ اٌيٝ ِٕ ٌٚغٌٙٛح

)(0ط ذىْٛ ف١ٗ اٌٛع xV ٌّٕطمح ت١ّٕا اII ط اٌزٞ ذىْٛ ف١ٗ ذّصً اٌعغ١ّاخ فٟ اٌٛعVxV )(.  

VE) اٞ اْ   Vلاليح اٌعغي١ُ اصيغش ِيٓ اسذفياع اٌعٙيذ ٚالاْ ٔذسط اٌحاٌر١ٓ ػٕيذِا ذىيْٛ    ْٛٚػٕيذِا ذىي )

VE) اٞ اْ   Vح اٌعغ١ُ اوثش ِٓ اسذفاع اٌعٙذ لال  ) 

   

VEاٚلا ارا وأد   

ِحضييٛس اٚ ِّٕييٛع ولاعيي١ى١ا ارا وأييد  0xط ارْ اٌٛعيي IIلا٠ّىييٓ اْ ٠رٛاظييذ اٌعغيي١ُ فييٟ إٌّطمييح  كلاسيييايا :

VE . 

  ) اٞ ِٓ ٚظٙح ٔظش ا١ٌّىا١ٔه اٌىّٟ (   كميا :

 ( I ،II)صٍح ٌىلا إٌّطمر١ٓ ششٚدٔىشاٌغ١شِؼرّذج ػٍٝ اٌضِٓ تصٛسج ِٕف ِؼادٌح ٔىرة 
  Iفٟ إٌّطمح  اٚلا

112
1

22

)(
2




ExV
dx

d

m



 

)(0 تّا اْ xV  

0x  I  II  

)(xV 

x 

VxV )( 

0)( xV 
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12
1

22

2



E

dx

d

m



 

   0
2

122
1

2

 




mE

dx

d
 

0)(
)(

1
2

2
1

2

 xk
dx

xd



       

ح١س اْ    
2

2 2



mE
k     

 ٚاٌحً اٌؼاَ ٌٍّؼادٌح اػلاٖ 

 ikxikx eBeAx )(1             (1) 

 
  

ikxeB، حطداٌح اٌّٛظح اٌغال  ikxeAح١س      داٌح اٌّٛظح إٌّؼىغح 

 IIإٌّطمح  

 ششٚدٔىش تاٌشىً اٌراٌٟ ذىْٛ ِؼادٌح 

 0)(
2

222
2

2

 


EV
m

dx

d



 

 02
2

2
2

2

 


dx

d
 

)( اْ ح١س
2

2
2 EV

m
 


 

 ٚاٌحً اٌؼاَ ٌٙزٖ  اٌّؼادٌح ٘ٛ

 xx eDeCx   )(2  

 xػٕيذِا  0  ٠ٚعة اْ ذرلاشيٝ فيٟ اٌلأٙا٠يح اٞ اْ Bounded  راخ ل١ّح ِحذدج  اٌذاٌح اٌّٛظ١ح  

   xDeٌزٌه ٠ًّٙ اٌحذ  

 xeCx  )(2 داٌح اٌّٛظح إٌافزج                     (2) 

 

Incident Reflected 

Transmitted 
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ٚاْ  اٌّحضٛسج ولاع١ى١ا  IIٌّٕطمح  صفش ذؼٕٟ اْ ٕ٘اٌه احرّا١ٌح ٌرٛاظذ اٌعغ١ُ فٟ الاذغاٚٞ   2ٚحم١مح وْٛ  

  x٘زٖ الاحرّا١ٌح ذمً ِغ ص٠ادج  

  0x ٔطثك ششلٟ اعرّشاس٠ح داٌح اٌّٛظح ػٕذ  A    ،B    ،C  لا٠عاد اٌصٛاتد

1. )0()0( 21  xx   

2. 
0

2

0

1




xx dx

d

dx

d 
 

CBA   

 CBAik  )(  

H.W 

  A
ik

ik
C 














2
   ,   A

ik

ik
B 

















 

 ٠ٕرط   2 ، 1تاٌّؼادٌح     B   ، C ٚتاٌرؼ٠ٛض ػٓ اٌصٛاتد  

  ikxikx eikeik
ik

A
x 


 )()()(1 


  

 xe
ik

ikA
x 


 




2
)(2  

ٚارا اػرثشٔا اْ 
2

A  اي اٌغالط ٚ شذج اٌّعاي إٌّؼىظ ٘ٛ ذّصً شذج اٌّع
2

B       

 AA
ik

ik

ik

ik
BBB 
























 **2








 

 AA
ik

ik

ik

ik
BBB 
























 **2

)(

)(








 

 
22

AB   

، شذج اٌّعاي اٌغالط ذغاٚٞ شذج اٌّعاي إٌّؼىظ. ٚلذ ذفغش ٘زٖ إٌر١عيح تمٌٕٛيا اْ ظ١ّيغ اٌعغي١ّاخ اٌريٟ ذصيً ارْ

VEحاظض اٌعٙذ )ِذسض اٌعٙذ( ػٕذِا    عرٕؼىظ ٚتضّٕٙا اٌرٟ ذرغٍغً فٟ إٌّطمحII  

 

 ٌّٚا وأد
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  ikxikx eikeik
ik

A
x 


 )()()(1 


  

kxikxeٚتاعرخذاَ      ikx sincos   

 )sin(cos
2

)(1 kx
k

kx
ik

ikA
x




 


  

 xe
ik

ikA
x 


 




2
)(2  

 ٚتاّ٘اي اٌصاتد 
ik

ik2
 تاٌشىً اٌراٌٟ  ٠1   ، 2ّىٓ سعُ    

 

 

 

 

اْ وصافح  0xتاٌرٕالص ٌم١ُ  2ٚٚفما ٌزٌه ذغاسػد اٌذاٌح   وثشخ ل١ّح    Vوٍّا وثشخ اٌطالح اٌىإِح  

 )فٟ إٌّطمح إٌّّٛػح ولاع١ى١ا ذىْٛ( IIاحرّا١ٌح ٚظٛد اٌعغ١ُ فٟ إٌّطمح 

 )()()( 2
*

2
2

2 xxx     

               xe
k

Ak 








22

224
 

  xاٞ ذرٕالص تض٠ادج   IIالاحرّا١ٌح ذرٕالص وٍّا ذٛغٍٕا اوصش ػّك إٌّطمح ٚ٘زٖ 

  
 

VE  شا١ٔا ارا وأد  

  Iفٟ إٌّطمح  اٚلا

 0
2

122
1

2

 




mE

dx

d
 

0)(
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1
2

2
1

2

 xk
dx

xd



       

0x  

I  II  

x 
E 

1 

2 
VV  
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ح١س اْ     
2

2 2



mE
k     

    ikxikx eBeAx )(1  

تعز راذيٗ فيٟ ٘يزٖ اٌّؼادٌيح ٠شي١ش اٌيٝ اْ ٕ٘اٌيه احرّا١ٌيح فيٟ اْ ذشذيذ ٚذيٕؼىظ تؼيض اٌعغي١ّاخ اشٕياء  Bاْ ٚظٛد 

 .اظضعمٛلٙا ػٍٝ اٌح

 

 IIفٟ إٌّطمح 

 ششٚدٔىش تاٌشىً اٌراٌٟ ذىْٛ ِؼادٌح 

 0)(
2

222
2

2

 





VE
m

dx
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k
dx

d
       ,    )(

2
2

2



VE
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)( اْ  ح١س
2

2
2 EV

m
 


 

 حً ٘زٖ اٌّؼادٌح ٘ٛ

 xkixki eDeCx 
)(2  

 ٠ًّٙ اٌحذ اٌصأٟ ٌؼذَ ٚظٛد ِٛظاخ ِٕؼىغح فٟ اٌٛعط اٌصأٟ

    xkieCx 
)(2  

  0xٔطثك ششلٟ اعرّشاس٠ح داٌح اٌّٛظح ػٕذ    A    ،B    ،C  لا٠عاد اٌصٛاتد

1. )0()0( 21  xx   

2. 
0

2

0

1




xx dx

d

dx
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CBA   

 CkBAk  )(  

H.W      A
kk

k
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kk

kk
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VEاحغة ِؼاًِ الأؼىاط ٚإٌفار ٌحاظض اٌعٙذ ػٕذِا     /س   

 الجىاب

 ( تأٗ ٔغثح اٌعغ١ّاخ اٌغالطح اٌرٟ ذؼأٟ أؼىاعا ِٓ حاظض اٌعٙذ ٚس٠اض١ا ٠ؼط٠Rٝؼشف ِؼاًِ الأؼىاط )

 
i

R

J

J
R   

 ح١س

 iJ ذ١اس الاحرّا١ٌح ٌٍّٛظح اٌغالطح ٛ٘ 

 RJ ذ١اس الاحرّا١ٌح ٌٍّٛظح إٌّؼىغح ٛ٘ 

 ٛ اسدٔا حغاب ذ١اس الاحرّا١ٌح ٌٍّٛظح اٌغالطح ِٓ اٌّؼادٌح اٌؼاِح ٌر١اس الاحرّا١ٌح )ساظغ اٌفصً اٌصأٟ(ٌٚ

 )(
2

**  
mi

j


 

  )(
2

*
*

dx

d

dx

d

mi





 


 

    )(
2

** ikxikxikxikx
i eA

dx

d
eAeA

dx

d
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mi
j  


 

 
2

A
m

k
ji


  

 ٚتٕفظ الاعٍٛب ٔعذ ذ١اس الاحرّا١ٌح ٌٍّٛظح إٌّؼىغح

 )(
2

** ikxikxikxikx
R eB

dx

d
eBeB

dx

d
eB

mi
j  

  

      
2

B
m

k
  

 ٔعذ   A    ،Bٚتاٌرؼ٠ٛض ػٓ   

    













kk

kk

A

B

J
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 Potential Barrier Penetration                                                        اختراق حاجز الجهد

 Vٞ اسذفياع ِميذاسٖ ذغيمط ػٍيٝ حياظض ر x فٟ ٘زٖ اٌّغاٌح عٕمَٛ تذساعح حضِح ِٓ اٌعغ١ّاخ لادِيح ِيٓ

 ٚوّا ِث١ٓ فٟ اٌشىً اٌراٌٟ aٚػشضٗ ٠غاٚٞ 

 I   ،II   ،IIIٕ٘ا ٔعضئ اٌفشاؽ اٌٝ شلاز ِٕالك   

)(I       0إٌّالمح     xV           0  ػٕذِاx          1  

II     VxVإٌّالمح     )(            ػٕذِاax 0     2  

)(III     0إٌّالمح     xV            ػٕذِاax            3  

  

   

 

  
 

 

ٚذيٕؼىظ  ،فأٙيا عيرعراص اٌحياظض حرّيا  Vاوثيش ِيٓ     Eاعرٕادا اٌٝ ا١ٌّىا١ٔه اٌىلاع١ىٟ ارا وأيد لاليح اٌعغي١ُ   

VE. ٕ٘يا ٔيذسط اٌحاٌيح ِيٓ ٚظٙيح ٔظيش ا١ٌّىا١ٔيه اٌىّيٟ ٚٔاخيز اٌحياٌر١ٓ  Vػٕٗ ارا وأد لالاذٙا اليً ِيٓ    ،
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 ikxikx eBeAx )(3   

  ٠IIIًّٙ اٌحذ اٌصأٟ ِٓ اٌّؼادٌح الاخ١شج ٌؼذَ ٚظٛد ِٛظح ِٕؼىغح فٟ إٌّطمح 

     ikxeAx )(3             (3) 

( ( 1)اٌّؼادٌيح ) 1غياتك ذحريٛٞ داٌيح اٌّٛظيح ح اٌّٛظح ٚوّا فيٟ اٌشيىً ادٔياٖ ٚو٠ٍّٚىٓ الاْ اْ ٔفغش ذصشف داٌ

ax( ( فرضييّحً اعيي١ا ٚذّرييذ اٌييٝ 2ح ))اٌّؼادٌيي   2ػٍييٝ اٌعغيي١ّاخ اٌغييالطح ٚإٌّؼىغييح اِييا    ٌّٚييا وأييد داٌييح

axلاذغاٚٞ صفش ػٕذ  2اٌّٛظح    ٌزٌه ذغرّش داٌح اٌّٛظح فٟ اٌٛعطIII  ٛ٘ ٟ3ٚتشىً ذزتزت   اٌّؼادٌح(

)عؼح الً  Aذخرٍف ػٓ  A( ( ٟٚ٘ ذّصً اٌعغ١ّاخ إٌافزج ٚاٌرٟ ٌٙا ٔفظ لالح اٌعغ١ّاخ اٌغالطح ٌٚىٓ تغؼح 3)

اٌحضِح اٞ اٌىصافح اٌؼذد٠ح ٌٍعغ١ّاخ ٚتّا اْ ظضءا ِٓ ٘زٖ اٌعغ١ّاخ أؼىظ ٚاسذذ اٌٝ اٌخٍف لاْ اٌغؼح ذؼٕٟ شذج 

0x ،axفٟ وً ِٓ    3ٌزٌه ذىْٛ اٌشذج الً اٞ اٌغؼح الً فٟ ٘يزٖ إٌّطميح( . ٌّٚيا وأيد  لاذغياٚٞ صيفش

عٙيذ حريٝ ٌيٛ وأيد ٚتؼثياسج اخيشٜ تاِىياْ اٌعغي١ُ اخريشاق حياظض اٌ IIIفٕٙاٌه احرّا١ٌح ذٛاظذ اٌعغ١ُ فٟ اٌٛعط 

 لالرٗ اٌحشو١ح الً ِٓ اسذفاع حاظض اٌعٙذ.
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VE  شا١ٔا ارا وأد   

اْ ٔرانط ا١ٌّىا١ٔه اٌىلاع١ىٟ ٌٙزٖ اٌحاٌح ذش١ش اٌٝ اْ ظ١ّغ اٌعغ١ّاخ اٌغالطح ػٍٝ حاظض اٌعٙذ ذّيش ػثيش اٌحياظض 

ٌيثؼض اٌعغي١ّاخ عيرٕؼىظ ػٕيذ  اٌٝ إٌّطميح اٌصاٌصيح فيٟ حي١ٓ عيٕعذ ػيٓ لش٠يك اٌّؼاٌعيح اٌى١ّيح اْ ٕ٘يان احرّا١ٌيح
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 اْ دٚاي اٌّٛظح ٌٙزٖ إٌّالك اٌصلاشح فٟ ٘زٖ اٌحاٌح ٟ٘ ػٍٝ اٌرٛاٌٟ 
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)()sin/(ظغ١ُ ٠رحشن فٟ صٕذٚق اٌعٙذ اٌزٞ ٠ٛصف تذاٌح اٌّٛظح ط (  2 axnx
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Chapter Four 

Linear Harmonic Oscillator                                                          المرذتذب الروافقي الخطي

 ٠رحشن ر٘اتا ٚا٠اتا حٛي ِٛظغ اعرمشاسٖ m ٚفما ٌٍٕظش٠ح اٌىلاع١ى١ح فاْ اٌّرزتزب اٌرٛافمٟ ػثاسج ػٓ ظغ١ُ ورٍرٗ  

 اٞ اْ    Restoring Force  ذحد ذاش١ش اٌمٛج اٌّؼ١ذج

 kxF   

، ٚالاشاسج اٌغااٌثح ذؼٕاٟ اْ اٌماٛج ذىاْٛ تاذعااٖ ِؼااوظ لااذعااٖ مذاس شاتد ٠ٚطٍك ػ١ٍٗ شاتد اٌمٛجذّصً ِ kح١س اْ 

xالاصاحح   : حشوح ِٓ خلاي لأْٛ ١ٔٛذٓ اٌصا٠ّٟٔىٓ اٌحصٛي ػٍٝ ِؼادٌح اٌ  .

 xmF     

 xmkx    

 0 kxxm            0 x
m

k
x  

 02  xx   

ح١س اْ 
m

k
  ادٌح اٌحشوح اػلاٖ ذمثً تٕٛػ١ٓ ِٓ اٌحٍٛي ّ٘ااٌرشدد اٌضاٚٞ ، اْ ِؼ 

 tax cos  

 tax sin  

 aٚعؼح    ٚولا اٌح١ٍٓ ٠ّصً حشوح ا٘رضاص٠ح ترشدد صاٚٞ  

 ٠ٚشذثػ اٌعٙذ تاٌمٛج تاٌؼلالح 

 kx
x

xV
F 
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 ٚتؼذ اظشاء ػ١ٍّح اٌرىاًِ ٌٙزٖ اٌّؼادٌح ٔعذ اْ
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122
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1)( xmxkxV   



 2 

 :اٌرٛافمٟ ٠ّىٓ ا٠عاد٘ا ٚوّا ٠ٍٟ اْ اٌطالح اٌى١ٍح ٌٍّرزتزب

 )(xVTE   

 22
2

12
2

1 xmxm    

    22
2

1 amE   

 ِٓ خلاي اٌذساعح اٌىلاع١ى١ح ٌٍّرزتزب اٌرٛافمٟ اػلاٖ ٠ّىٓ اْ ٔغرٕرط ِا٠ٍٟ

1. The minimum energy of H.O. is zero. 
2. The energy of H.O. has a continuous spectrum of values. 
3. The probability density of finding the oscillating particle has an inverse 

proportionality with its speed. 
 اٌطالح اٌذ١ٔا ٌٍّرزتزب اٌرٛافمٟ ذغاٚٞ صفش. .1

 اٌطالح ٌٍّرزتزب اٌرٛافمٟ ٌٙا غ١ف ِغرّش ِٓ اٌم١ُ . .2

 .ِغ اٌغشػح اىغ١ػّا١ٌح ٌٍّرزتزب ذرٕاعة وصافح الاحر .3

 لاذٛظذ حذٚد لصٜٛ ذفشض ػٍٝ اٌطالح اٌرٟ ٠ّىٓ اْ ٠رخز٘ا اٌّرزتزب اٌرٛافمٟ . .4

 
. ح١س ذشذثػ ٘زٖ اٌّغأٌح فاٟ ذطث١مااخ ػ١ٍّاح ػذ٠اذج اٌّغائً اٌّّٙح فٟ ١ِىا١ٔه اٌىُ فمٟ ِٓاْ ِغاٌح اٌّرزتزب اٌرٛا

ِصاااً ا٘راااضاص ظض٠رااااخ ٚرساخ اٌّاااٛاد اٌصاااٍثح اٌراااٟ ذماااشب ػاااادج ِااآ ا٘راااضاصاخ ذٛافم١اااح تغااا١طح ٚوااازٌه اٌّعااااي 

 .ٌثغ١طحِٓ الا٘رضاصاخ اٌرٛافم١ح ااٌىٙشِٚغٕاغ١غٟ اٌزٞ ٠ّىٓ اػرثاسٖ فٟ ذطث١ماخ وص١شج وؼذد 
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 Quantum Theory Of Harmonic Oscillator         الىظزيةةةةح ال ملةةةةح لامرذتةةةةذب الرةةةةوافقي

 

 ) (The Hamiltonian of  H.O  isاٌّؤشش اٌٙاٍِرٟٛٔ ٌٍّرزتزب اٌرٛافمٟ ٘ٛ  
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 HW) )  ِرغ١شاخ خا١ٌح ِٓ اٌٛحذاخٟ٘  n  ،yاشثد اْ اٌّرغ١شاخ     /س 

 

 ٠ّىٓ حٍٙا تصلاز غشق ٟ٘ :    (2)اٌّؼادٌح 

 Schrödinger Treatmentغش٠مح ششٚدٔىش اٚ ِؼاٌعح ششٚدٔىش       .1

 Operator Treatmentغش٠مح اٌّؤششاخ       .2

 Matrix Treatmentغش٠مح اٌّصفٛفاخ       .3

 

 

 Schrödinger Treatmentغش٠مح ششٚدٔىش       .1

y فٟ حاٌح   (  ذصثح تاٌص١غح اٌرا١ٌح2فاٌّؼادٌح  )  ٠nّىٓ اّ٘اي اٌّمذاس   
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 وث١شج فارا فشظٕا اْ  y  ف١ٙا ٔعذ اٌحً اٌرمش٠ثٟ ٌٍحاٌح اٌرٟ ذىْٛ ٚالاْ
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 ng FunctionirateneG                                                                                        الذالح المولذج 
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  الذوال الموجلح لامرذتذب الروافقي مرعامذج وعلاريح
The Wave Function of H.O are Orthonormal 
  

شٚدٔىش ٟ٘ دٚاي ػ١اس٠اح ِٚرؼاِاذج ٚلاذ ػثشٔاا ػآ ٌمذ ت١ٕا فٟ اٌفصً اٌصأٟ اْ اٌذٚاي اٌّٛظ١ح اٌرٟ ذحمك ِؼادٌح ش
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 nN ايجاد ثاتد الرعللز
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)(اٚ  yHn)(١غ ا٠عاد طػٍٝ إٔا ٔغر xHn   لاٞ ل١ّح ٌـn اٌؼلالح اٌرا١ٌح ِٓ 
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 ال ملح زيحظزيح ال لاسل لح مع الىظمقاروح الى
 Comparison of classical theory with quantum theory 
 
 

 ذخرٍف إٌرائط اٌرٟ حصٍٕا ػ١ٍٙا ػٓ ٔرائط إٌظش٠ح اٌىلاع١ى١ح ف١ّا ٠ٍٟ

غالح اٌحاٌح اٌذ١ٔا لاذغاٚٞ صفش ٚالً ل١ّح ٌٍطالح ٠ّىٓ اْ ٠رخز٘ا اٌّرزتزب ٟ٘  .1
2

1
 . 

 .(Discreteِغر٠ٛاخ اٌطالح غ١ش ِرصٍح تً ِرمطح  ) .2

ش٠ح اٌى١ّاح فأٙاا ذؼطاٟ تاٌى١ّاح ظش٠ح اٌىلاع١ى١ح ذرٕاعة وصافح الاحرّا١ٌح ػىغ١ا ِغ الأطلاق اِا إٌظفٟ إٌ .3

2
)(xn ٟٚتذْٚ شه فٟٙ ذؼطٟ ذصشف ِخرٍفا ػٓ ذصشف اٌّرزتزب اٌىلاع١ى. 
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 H.Wواجة تلري  

Prove that: 
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 لح اٌىإِح ٌٍّرزتزب اٌرٛافمٟ ٌحاٌح راذ١ح ٌٍطالح ٟ٘تش٘ٓ اْ اٌم١ّح اٌّرٛلؼح ٌٍطا   .8
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9. Consider a simple Harmonic oscillator, compute the expectation values  T . 

 اعرخذَ ششغ اٌّؼا٠شج ٚذؼش٠ف اٌذاٌح اٌٌّٛذج اشثد اْ .11
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 ١اس٠حتش٘ٓ اْ اٌذٚاي اٌّٛظ١ح اٌرا١ٌح ٟ٘ دٚاي ِرؼاِذٖ ٚػ .12
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14.  ) Using the uncertainty relation 
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 xp  estimate the energy ground state of 

harmonic oscillator 
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2 Prove that )()()( 112
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Solution: 

 تاعرخذاَ اٌذاٌح اٌٌّٛذج
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0

1

0

1

0 )!1(

)()1(

)!1(

)(2

!

)(
2

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

tyHn

n

tyH

n

tyH
y  

 












 







 0

1

0

1

0 )!1()1(

)()1(

)!1(

)(2

)!1(

)(2

n

n
n

n

n
n

n

n
n

nnn

tyHn

n

tyH

nn

tyyH
 

 0
)!1(

)(

)!1(

)(2

)!1(

)(2

0

1

0

1

0























 n

n
n

n

n
n

n

n
n

nn

tyH

n

tyH

nn

tyyH
 

 0
)(

)(2
)(2

)!1(
1

1
0





















n

yH
yH

n

yyH

n

t n
n

n

n

n

 

 0
)(

)(2
)(2 1

1  
 n

yH
yH

n

yyH n
n

n  

ٔعشب فٟ   
2

n
 ٚاٌرشذ١ة ٔحصً ػٍٝ   

     )()()( 112
1 ynHyHyyH nnn    ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب             
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3. Prove that:    0)(2)(2)(  ynHyHyyH nnn  

Solution: 

 تاعرخذاَ اٌّؼادٌح

 )(2)( 1 ynHyH nn                                 (a) 

 )()1(2)(1 yHnyH nn 
  

 )(2)(2)(1 yHynHyH nnn 
                               (b) 

 ٠ٕرط  (a)  تاخز اٌّشرمح اٌعضئ١ح ٌطشفٟ اٌّؼادٌح

 )(2)( 1 yHnyH nn 
                                (c) 

 ٚتاعرخذاَ اٌّؼادٌح

 )()()( 112
1 ynHyHyyH nnn    

  yتاخز اٌّشرمح ٌطشفٟ اٌّؼادٌح اػلاٖ تإٌغ١ح ٌـ  ٚ

 )()()()( 112
1 yHnyHyHyHy nnnn 

  

 ٠ٕرط فٟ اٌّؼادٌح اػلاٖ b  ، c  ٚتاٌرؼ٠ٛط ػٓ

 
2

)(
))(2)(2()()( 2

1 yH
yHynHyHyHy n

nnnn


  

 
2

)(
)()()()(

yH
yHynHyHyHy n

nnnn


  

 ٚٔشذة ٔحصً ػٍٝ  2ٔعشب فٟ 

 0)(2)(2)(  ynHyHyyH nnn  ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب        
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4. Prove that:   )()( 12
1

12 yyy n
n

n
n

n 


    

Solution: 

2

2

1

)()(
y

nnn eyHNy


  

  yٔعشب غشفٟ اٌّؼادٌح فٟ 

 )()(
2

2

1

yHyeNyy n

y

nn



  

 تاعرخذاَ اٌّؼادٌح

 )()()( 12
1

1 yHynHyyH nnn    

  )()()( 12
1

1
2

1 2

yHynHeNyy nn

y

nn 



  

  ٚتاٌرؼ٠ٛط ػٓ ل١ّح  
!2

1

n
N

nn   

 












 





!22

)(

!2

)(
)( 112

1 2

n

yH

n

ynH
eyy

n

n

n

n
y

n  

 
































)!1(22

)(1

)!1(22

)(
)(

1

1

1

12

1 2

n

yHn

nn

ynH
eyy

n

n

n

n
y

n  

    )()( 12
1

12 yyy n
n

n
n

n 


    ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب             
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5. Prove that:      )(2)(
)(

1 ynyy
dy

yd
nn

n
 


 

Solution: 

)()(
2

2

1

yHeNy n

y

nn



  
  y ّؼادٌح اػلاٖ تإٌغ١ح ٌـتاخز اٌّشرمح ٌطشفٟ اٌ

 )()()(
)( 22

2

1

2

1

yHeNyHyeN
dy

yd
n

y

nn

y

n
n 


 

 )()(
22

2

1

2

1

yHeNyHeyN n

y

nn

y

n 


 

 تاعرخذاَ اٌّؼادٌح

 )(2)( 1 ynHyH nn   

 )(2)( 1
2

1

2

1 22

yHenNyHeNy n

y

nn

y

n 



  

  nNٚتاٌرؼ٠ٛط ػٓ ل١ّح  

 



!2

)(2 1
2

y2

n

yHen
y

n

n
n





  

 



)!1(22

)(2
1

1
2

1 2










nn

yHen
y

n

n

y

n  

 )(2 1
2

1

2

yHeNny n

y

nn 



   

   )(2)(
)(

1 ynyy
dy

yd
nn

n
 


 ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب               
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6. Prove that:         )()()(
2

1
1 yny

dy

d
y nn    

Solution: 

 تاعرخذاَ اٌّؼادٌح

 )(2)(
)(

1 ynyy
dy

yd
nn

n
 


 

 )(2
)(

)( 1 yn
dy

yd
yy n

n
n  


  

 )()()(
2

1
1 yny

dy

d
y nn    

     )()(ˆ 1 ynya nn    ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب           

)(٠غّٝ اٌّؤشش 
2

1

dy

d
y   تاٌّؤشش اٌخافط Destruction Operator    ٠ٚشِض ٌٗ تاٌشِضâ  ْاٞ ا       

)(
2

1
ˆ

dy

d
ya   

)(٠ٚغّٝ اٌّؤشش 
2

1

dy

d
y   تاٌّؤشش اٌشافغ Creation Operator     ٠ٚشِض ٌٗ تاٌشِضâ   ْاٞ ا    

)(
2

1
ˆ

dy

d
ya 

  

 
(Read â  as "a  dagger") 
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7. Prove that:         )(1)()(
2

1
1 yny

dy

d
y nn    

                       or  )(1)(ˆ 1 ynya nn 
    

Solution: 

 تاعرخذاَ اٌّؼادلاخ

 )()( 12
1

12 yyy n
n

n
n

n 


                                (a) 

 )(2)(
)(

1 ynyy
dy

yd
nn

n
 


                             (b) 

  (a)ِٓ ِؼادٌح 

  

  )()()( 12
12

1 yyyy n
n

nnn 


                                (c) 

1)(اٞ   cٚتاٌرؼ٠ٛط ػٓ ل١ّح   yn     فٟ ِؼادٌحb))  ٠ٕرط 

  ))()((2)(
)(

12
12 yyynyy

dy

yd
n

n
nnn

n


 


 

 )(2)(2)(
)(

12
1 yyyyy

dy

yd
n

n
nn

n


 


 

 )(12)(
)(

1 ynyy
dy

yd
nn

n
 


 

 )(12
)(

)( 1 yn
dy

yd
yy n

n
n  


  

 )(1)()(
2

1
1 yny

dy

d
y nn    

      )(1)(ˆ 1 ynya nn 
    ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب        
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 ح ٟ٘تش٘ٓ اْ اٌم١ّح اٌّرٛلؼح ٌٍطالح اٌىإِح ٌٍّرزتزب اٌرٛافمٟ ٌحاٌح راذ١ح ٌٍطال  / 8 س

 )()( 2
1

2
1  nxV  

  nE2
1  

Solution: 

 تاعرخذاَ اٌّؼادٌح

 )()( 12
1

12 yyy n
n

n
n

n 


                                (a) 

1)(تعشب فٟ  yn   فٟ غشفٟ اٌّؼادٌح(a)   ٚٔىاًِ ػٍٝ اٌفعاء ٠ٕرط 

dyyydyyydyyyy nn
n

nn
n

nn )()()()()()( 112
1

1121 




















     

 ٚتّا اْ دٚاي اٌّٛظح ٌٍّرزتزب اٌرٛافمٟ ٟ٘ دٚاي  ِرؼاِذج ٚػ١اس٠ح اٞ اْ

 1)()( 11 





 dyyy nn   

 0)()( 11 





 dyyy nn   

     2
1

1 )()( 





 
n

nn dyyyy                               (b) 

1)(ٟ ٚتعشب ف yn   فٟ غشفٟ اٌّؼادٌحa) ٚٔىاًِ ػٍٝ اٌفعاء ٠ٕرط  ) 

dyyydyyydyyyy nn
n

nn
n

nn )()()()()()( 112
1

1121 




















        

 21 )()( n
nn dyyyy 





                                  (c) 

 اٌم١ّح اٌّرٛلؼح ٌٍطالح اٌىإِح ذغاٚٞ

  22
2
1)( xmxV   


2

2
2

2

1




y
m  
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 2
2

2

2

1
y

m




 

yy)( فٟ  (a) ٚتعشب غشفٟ اٌّؼادٌح  n  ٚٔىاًِ ػٍٝ اٌفعاء ٠ٕرط 

dyyyydyyyydyyyy nn
n

nn
n

nn )()()()()()( 12
1

12
2  


















  

 فٟ اٌّؼادٌح الاخ١شج ٠ٕرط (c)،  (b)ٚتاٌرؼ٠ٛط ػٓ 

 2
1

2
1

22
22 )()( 





 
nnnn

nn dyyyyy   

 
2

1

2

1

2
2 


 n

nn
y  

      2
2

2

2

1
)( y

m
xV




 

 )
2

1
(

2

1
)(

2

2

 n
m

xV



 

     





m
2  

 )
2

1
(

2

1
)(

2

 n
m

m
xV 




 

                          )
2

1
(

2

1
 n  

    nE
2

1
      ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب       
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9. Prove that expectation value of kinetic energy  for harmonic oscillator 

nEnT
2

1
)

2

1
(

2

1
        

   اقح الحزكلحطالقلمح المروقعح لا
m

p
T

2

2 
 

dxxpx
mm

p
T nn )()(

2

1

2
2

2









  

dx
x

x
x

mm

p
T n

n 2

222 )(
)(

22 





 









 

 وجذ 
2

2 )(

y

yn



 
)()(تاسرخذام دالح الموجح لامرذتذب الرةوافقي    

2

2

1

yHeNy n

y

nn



 معادلةح   او تاسةرخذام

(2) 

  y ّؼادٌح اػلاٖ تإٌغ١ح ٌـتاخز اٌّشرمح ٌطشفٟ اٌ

 )()()(
)( 22

2

1

2

1

yHeNyHyeN
dy

yd
n

y

nn

y

n
n 


 

 )()(
)( 22

2

1

2

1

yHeNyyHeN
yd

yd
n

y

nn

y

n
n






 

  y ّؼادٌح اػلاٖ تإٌغ١ح ٌـٍتاخز اٌّشرمح ٌصا١ٔح ٌ

)()()(
)( 222

2

1

2

1

2

1

2

2

yHeNyHeNyyHeN
yd

yd
n

y

nn

y

nn

y

n
n






 

      

















)()(
22

2

1

2

1

yHeNyHeNyy n

y

nn

y

n  

)()()(2)(
2222

2

1
22

1

2

1

2

1

yHeNyyHeNyHeNyyHeN n

y

nn

y

nn

y

nn

y

n



  

)(2)(2)(0تاعرخذاَ اٌؼلالح    ynHyHyyH nnn ٖٚاٌرؼ٠ٛط فٟ اٌّؼادٌح اػلا 
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  )(2)(2)(2
22

2

1

2

1

yHeNyynHyHyeN n

y

nnn

y

n 


 

)()(
22

2
1

22
1

yHeNyyHeN n

y

nn

y

n



  

)(2)(2)(2
222

2

1

2

1

2

1

yHeNyyHeNnyHeNy n

y

nn

y

nn

y

n 


 

)()(
22

2
1

22
1

yHeNyyHeN n

y

nn

y

n



  

  n
n ny

dy

d



)12(2

2

2

  

nn
n y

dy

d



)( 2

2

2

                                                                                     (2معادلح )

xyحلث ان  xتذلالح  او   

nn
n x

dx

d



)( 222

2

2

    

dxxxx
m

T nnn )()()(
2

222
2

 


 





 












 









dxxxdxxxx
m

T nnnnn )()()()(
2

224
2




 













 dxxx
m

dxxxx
m

T nn
n

nn )()(
2

)()(
2

22
2

42





 

 

   )
2

1
(2  n

m
x




                                                                   لاحظ السؤال الساتق 

  
m

n
mm

T n

2
)

2

1
(

2

2242 



 



  

m
nn

m
T

2
)12()

2

1
(

2

2222  
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)
2

1
(

2

22

 n
m

T


 

)
2

1
(

2
2  n

m

m
T





 

nEnT
2

1
)

2

1
(

2

1
       ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب 

 
 

 ذ املاخ مفلذج: اولا

 0
2






 dxex axn    (n  odd) 

 فشد٠ح فم١ّح اٌرىاًِ ٠غاٚٞ صفش   nارا وأد  

Example: 1 

0
2






 dxex ax  

Example: 2 

 0
23 





 dxex ax  

 
 ثاولا    

 
a

dxe ax 






 2

 

 ٔحصً ػٍٝ  (a) ٚتاخز اٌّشرمح ٌطشفٟ اٌّؼادٌح اػلاٖ تإٌغثح ٌـ 

 
3

2

2

12

a
dxex ax 






  

 ٔحصً ػٍٝ  (a) ٚتاظشاء ٔفظ اٌؼًّ اٞ تاخز اٌّشرمح ٌطشفٟ اٌّؼادٌح اػلاٖ تإٌغثح ٌـ 

 
5

4

4

32

a
dxex ax 
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 تش٘ٓ اْ اٌذٚاي اٌّٛظ١ح اٌرا١ٌح ٟ٘ دٚاي ِرؼاِذج ٚػ١اس٠ح  : 12س

 2
0

22

4
1

2
1

)/(
x

e





  

 2
1

22

4
1

2
1

2
1

)(2)2/(
x

ex





  

 ٌمذ ت١ٕا فٟ اٌفصً اٌصأٟ اْ ِعّٛػح ِٓ اٌذٚاي اٌرٟ ذحمك اٌّؼادٌح

mnnm d  




*  

   Orthonormal Set of Functionذغّٝ ِعّٛػح ِٓ اٌذٚاي اٌؼ١اس٠ح اٌّرؼاِذج 

1mn   at  nm  ذىْٛ ػ١اس٠ح ارا              

0mn   at  nm  ذىْٛ ِرؼاِذج ارا                  

 اولا

 0
2

2
)()(

22

2
1

2

10  








 dxexdxxx x




  

 اٌرىاًِ ٠غاٚٞ صفش ارْ اٌذٚاي ِرؼاِذجِٓ اٌّلاحػ اْ اٌذاٌح فشد٠ح فم١ّح 

     0)()( 10 




dxxx   

 ثاولا

 dxedxxx x22

)()( 00





 









   

 1







 

 ارْ اٌذٚاي ػ١اس٠ح
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 اخلزا

 dxexdxxx x222
3

11
2

4
)()( 




 









   

 1
2

12
3

3









 

 1)()( 11 




dxxx   ارْ اٌذٚاي ػ١اس٠ح                         

 ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب                                                           
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0)( ِغرخذِا  pxظذ   :13 س x  فٟ اٌغؤاي اٌراعغ  

Solution: 

      ٘ٛ  xفٟ اٌّٛظغ   (Variance)اٌرفاٚخ 

222)(  xxx     2
1

22  xxx  

 ٘ٛ  xpاٌرفاٚخ فٟ اٌضخُ  

222)(  xxx ppp     2
1

22  xxx ppp  

2ارْ ٠عة ػث١ٕا ا٠عاد وً ِٓ   x   ، 2x   ،2 xp   ، 2
xp    ٚتؼذ  رٌه ا٠عادpx  

 اولا ايجاد x 






 dxxxxx )(ˆ)( 00   

dxxe x






22




 

0  
 لاْ اٌذاٌح فشد٠ح فم١ّح اٌرىاًِ ٠غاٚٞ صفش

 0 x    02 x  

 ثاولا ايجاد 2x 

 




 dxxxxx )(ˆ)( 0
2

0
2   

 dxex x






222 




 

 
32

1








  

 
2

1

2

1


  

  2
1

22  xxx  
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1

2

1
)0

1

2

1
( 2

1

2
  

  ثالثا ايجاد xp 

 




 dxxpxp x )(ˆ)( 00   

تّا اْ    
x

ipx



 ˆ 

 dxe
x

ie
xx

22

22

4
1

2
122

4
1

2
1

)(


















    

 dxe
x

e
i

xx

22

2222 













 


 

 dxexe
i

xx

222

2222

)(















 


 

 dxex
i x







22

3





 

 لاْ اٌذاٌح فشد٠ح فم١ّح اٌرىاًِ ٠غاٚٞ صفش

   0 xp    02 xp  

  راتعا ايجاد 2
xp 

 




 dxxpxp xx )(ˆ)( 0
2

0
2   

تّا اْ    
2

2
22ˆ

x
px




   

 dxe
x

e
xx

2
2

2
22

22

4
1

2
122

4
1

2
1

)(
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 dxe
x

e
xx

2
2

2
2

2 2222 



 








 


 

2ا٠عاد   
2

2
22x

e
x






  

 )( 22
2

2
2222 xx

e
xx

e
x

 













 

 )( 22

22x

ex
x











  

 )( 22

22x

ex
x










  

 )( 22222

2222 xx

exe






  

 22422

2222 xx

exe






  

    dxexee
xxx

)( 224222

2 222222 




 








 


 

 dxedxe xx










 
2222

2523








 
 

 
3

2523

2

1



















 

 2222

2

1
    

` 22

2

1
  

  2
1

22  xxx ppp  

 
2

1

0
2

1 22
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2

1
  

 



1

2

1

2

1
 xpx  

     
2

1
 xpx  ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب          
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Q 14 ) Using the uncertainty relation 
2


 xp  estimate the energy ground state of 

harmonic oscillator 

اعرخذَ ِثذا الادلح 
2


 xp  ّٓغالح اٌحاٌح الاسظ١ح ٌٍّرزتزب اٌرٛافمٟخ 

Solution: 

 (The Hamiltonian of H.O is)                                  اْ ٘اٍِرٟٛٔ اٌّرزتزب اٌرٛافمٟ ٘ٛ

22
2

ˆ
2

1

2

ˆˆ xm
m

p
H   

 (The expectation value of energy is)                                  اٌم١ّح اٌّرٛلؼح ٌٍطالح ٟ٘




 2
22

22
x

m

m

p
EH


 

   222)(  ppp  ,      222)(  xxx  

0           ٌٍّرزتزب اٌرٛافم٠ّٟٚىٓ اشثاخ تاْ  xp  ٍٟٚوّا ٠ 

  اولا ايجاد x )اٌم١ّح اٌّرٛلؼح ٌٍّٛظغ( 

 تاعرخذاَ اٌّؼادٌح 

)()()( 12
1

12 yyyy n
n

n
n

n 


    

 ٚٔىاًِ ػٍٝ اٌفعاء ٠ٕرط  yn)(اػلاٖ فٟ  اٌّؼادٌح تعشب 

dyyydyyydyyyy nn
n

nn
n

nn 

















 )()()()()()( 12
1

12
  

 ٚتّا اْ دٚاي اٌّٛظح ٌٍّرزتزب اٌرٛافمٟ ٟ٘ دٚاي  ِرؼاِذج ارْ

 0)()(  




dyyyyy nn         02 y  
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   xy   

    02 x  

  ثاولا ايجاد p  )ُاٌم١ّح اٌّرٛلؼح ٌٍضخ( 

 dyy
y

iydyypyp nnnn 










 )()()()(ˆ)(    

تاعرخذاَ اٌّؼادٌح اٌرا١ٌح لا٠عاد   
y

n




  

 )(2)(
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ترؼ٠ٛط ػٓ  2x  ، 2p  
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16. ) Consider a simple harmonic oscillator find   xp . 
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Chapter Five 
 

  mon Atone ElectrOThe                                                                  انزسح الاحبديخ الانكتشوٌ

                
ٌطبلخ اٌىبِٕخ( ِزٕبظشح وش٠ٚب اٌزٞ ٠طٍك ع١ٍٗ ِٓ إٌبؽ١خ اٚ )ا ٠زؼّٓ ٘زا اٌفظً اٌّغبئً اٌزٟ ٠ىْٛ ف١ٙب اٌغٙذ

ؾ عٍٝ اٌّغبفخ اٌمطش٠خ فم اٌطبلخ رعزّذ(  ٚاٌّمظٛد ثٗ ٘ٛ اْ Central Potentialخ ثبٌغٙذ اٌّشوضٞ  )اٌىلاع١ى١

)()(ث١ٓ اٌغغُ ٚٔمطخ الاطً ٚرعشف س٠بػ١ب ثـ    rVrV 


  

Central potential: is the potential that depend only on the radial distance i.e.  

)()( rVrV 


 

( ٚإٌىزشْٚ ٠ذٚس ؽٌٛٙب zeاٌزٟ رزىْٛ ِٓ ٔٛاح راد شؾٕخ ) ؽبد٠خ الاٌىزشْٚاٌفظً عٕمَٛ ثذساعخ اٌزسح الاٚفٟ ٘زا 

   Quantum Theory of Hydrogen Atomٚعٕذسط ثشىً ِشوض عٍٝ إٌظش٠خ اٌى١ّخ ٌزسح ا١ٌٙذسٚع١ٓ 

  اٌطبلخ اٌىبِٕخ إٌبرغخ ِٓ رغبدة الاٌىزشْٚ ٚإٌٛاح ٘ٛأْ 
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rV )(  ، ْؽ١ش اk  ِٞٚمذاس صبثذ ٠ٚغب

4/2ze   ْؽ١ش ا(1z ) ٌٓزسح ا١ٌٙذسٚع١ 
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 .رعزّذ عٍٝ الاؽذاصٟ اٌمطشٞ فمؾ  اٌطبلخ اٌىبِٕخ١شح ٔلاؽع اْ خِٓ اٌّعبدٌخ الا

rفٟ الأثعبد اٌضلاصخ رشرجؾ اٌّغبفخ    ث١ٓ اٌغغُ ٚٔمطخ الاطً ثبلاؽذاص١بد اٌىبسر١ض٠خ وّب ٠ٍٟ  
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),,(خذاَ الاؽذاص١بد اٌمطج١خ اٌىش٠ٚخ  ٠فؼً اعز اٌغجت اٌىبسر١ض٠خ ٌٙزا r    ٌٝطبلخ اٌىبِٕخ ِعزّذح عٍٝ اٌىٟ رجم

 rِزغ١ش ٚاؽذ ٘ٛ 
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 :الإؽذاص١بد اٌمطج١خ اٌىش٠ٚخ رشرجؾ ِع الاؽذاص١بد اٌىبسر١ض٠خ ثبٌعلالبد اٌزب١ٌخأْ 
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   ٟاٌضا٠ٚةةةخ اٌّؾظةةةٛسح ثةةة١ٓ اٌّزغةةةٗ اٌشةةةعبع)(r


ٚرةةةذعٝ ثضا٠ٚةةةخ اٌغةةةّذ   zٚالارغةةةبٖ اٌّٛعةةةت ٌٍّؾةةةٛس   

(Zenith angle)  

 اٌّزغةةٗ اٌشةةعبعٟ  ؾ اٌضا٠ٚةةخ اٌّؾظةةٛسح ثةة١ٓ ِغةةم)(r


 x)(ٚالارغةةبٖ اٌّٛعةةت ٌٍّؾةةٛس  xyعٍةةٝ اٌّغةةزٛٞ  

  (Azimuth angle)ضٚاي ٚرذعٝ ثضا٠ٚخ اٌ

The domain of  r  is 0   
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The domain of    is 20  
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   اٌمطج١خ اٌىش٠ٚخ()عٕظش اٌؾغُ اٌزفبػٍٟ فٟ اٌّؾبٚس  dddrrd sin2   

The form of del operator  
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 ٚإٌزبئظ اعلاٖ ٠ّىٓ ادساعٙب فٟ اٌغذٚي ادٔبٖ
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 potential ion for a centralSchrödinger equat                        يعبدنخ ششودَكش نجهذ يشكزي
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 ٚرٌه ثٛػع  Separation of variableؽش٠مخ فظً اٌّزغ١شاد خذَٔغز  (2لأعً ؽً اٌّعبدٌخ )
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(ثبٌّمذاس   (5)ؽشفٟ اٌّعبدٌخ  ٔؼشة 
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 ٠عزّةذ عٍةٝ  طةشف الا٠غةشث١ّٕةب اٌ طشف الا٠ّٓ ِٓ اٌّعبدٌخ اعلاٖ ٠عزّذ عٍةٝ ٚٔفظ إٌمبػ اٌغبثك ٔشٜ اْ اٌ

    ٠غت اْ ٠ىْٛ وً ؽشف ِّٕٙب ِغبٚٞ اٌٝ عذد صبثذ ِضًٌزا 
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 Solution of Differation Equation                                                    حم انًعبدلاد انتفبضهيخ

خٍٕب صبثزٟ اٌفظً ٔلاؽع ِٓ اٌّعبدلاد اٌغبثمخ إٔب اد  رظٙةش rV)(ِٚٓ اٌّلاؽع ا٠ؼةب اْ اٌطبلةخ اٌىبِٕةخ  ,

ٚاٌّعبدٌخ اٌزفبػ١ٍخ اٌخبطخ ثٙب رعزّذ ثشىً ظب٘ش عٍةٝ ٔةٛ    R .اٞ اْ اٌذاٌخRاٞ ِعبدٌخ   (7)  فمؾ فٟ اٌّعبدٌخ

خزٍفبْ ارا اخزٍف ٔٛ  داٌخ اٌطبلخ اٌىبِٕخ ِٚعبدٌزّٙب اٌزفبػ١ٍزبْ لار ,  اٌذاٌزبْ ث١ّٕب rV)(داٌخ اٌطبلخ اٌىبِٕخ 

 .لارظٙش فٟ ٘بر١ٓ اٌّعبدٌز١ٓ rV)(لاْ 

 

 عيبسي نذانخ انًىجخط انانشش

 1*   d  

 ؽ١ش اْ

 )()()(),,(   rRr  

 )()()(),,( ****   rRr  

 ٘ٛ dعٕظش اٌؾغُ  اٌمطج١خ اٌىش٠ٚخ الاؽذاص١بداعزخذإِب ٚثّب إٔب 
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 ٔفشع اْ اٌؾً ٌٍّعبدٌخ اعلاٖ ٘ٛ

  kieA )(  

١ٔخ ٌٍّعبدٌخ ذ اٌّشزمخ اٌضبخٚثب ikeA  ٔؾظً عٍٝ (10)ٚرع٠ٛؼٙب فٟ ِعبدٌخ  )(
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ذاَ اٌعلالخ   خٚثبعز sino isce i   
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 ١بٌٟ ٠غت اْ ٠غبٚٞ طفشخٚٚاػؼ اْ اٌؾذ اٌ

 02sin   
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 12o sc       1o2 1 sc  

    m                                                       (12) 
,3,2,1,0     ؽ١ش أْ m 

٠ٚ,3,2,1,0غّٝ  m   ٟثبٌعذد اٌىّٟ اٌّغٕبؽ١غMagnetic quantum number)    ) 

    imeA )(  
 ؽ اٌع١بسٞ ٚوّب ٠ٍٟذَ اٌششخٔغز Aٚلإ٠غبد 
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 تًبثم انجزء انزواني نذانخ انًىجخ

٠rrعٕةٟ اٌزؾ٠ٛةً ِةٓ    فٟ الاؽذاص١بد اٌىبسر١ض٠خ رّبصً اٌذاٌةخ 


  ٌٚىةٓ فةٟ الاؽةذاص١بد اٌمطج١ةخ اٌىش٠ٚةخ ،
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)2(  

 mime mi sincos   
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   Parity of  )(   is  m)1(  

 m)1(ٚاٌزٞ ٠غبٚٞ  ٠imeغت اْ رؼشة ثبٌعبًِ  imeفٙٛ ٠عٕٟ اْ اٌذاٌخ  اٞ ثعجبسح اخشٜ اْ رّبصً 
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The zenith part                                                                                           ثبَيب انجزء انسًتي

     

 (11) اٌّعبدٌخ  )(ؽً اٌّعبدٌخ اٌخبطخ ثـ 
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 فٟ اٌّعبدٌخ اعلاٖ ٠ٕزظ  2mٚثبٌزع٠ٛغ عٓ اٌى١ّخ 
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 ٚلاعً ؽً اٌّعبدٌخ اعلاٖ ٔعًّ ثعغ اٌزغ١ٙلاد اٌش٠بػ١خ
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ثّب اْ ل١ُ  0 ُفبْ ل١    ْٛ11اٌّمبثٍخ عزى   ( ٔغذ أٙب15. ٌٛ لاؽؼٕب اٌّعبدٌخ )  

(Second order non linear differential equation)  ِعبدٌخ رفبػ١ٍخ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ ف١ٙب اٌضبثذ 

عبِخ فبْ ؽٌٍٛٙب رظجؼ ( ، ثظٛسح 13( )12عبثمب ٚوّب فٟ اٌّعبدلاد )  ٌٗ ل١ُ ِؾذدح ٚوّب ث١ٕب  mِغٙٛي ث١ّٕب 

 ٚ٘زٖ ٟ٘ ؽٍٛي غ١ش ِمجٌٛخ ف١ض٠بئ١ب. اِب اٌؾً اٌّمجٛي ٠مبثً ؽبٌخ خبطخ ف١ٙب  1ِبلأٙب٠خ فٟ 

 )1(      ،    ,3,2,1,0     , m  
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 Angular Momentum Quantum Number  ٠غّٝ اٌعذد اٌىّٟ ٌٍضخُ اٌضاٚٞ اٌّذاسٞ  ؽ١ش اْ  

 اٞ اْ Associated Legender functions س اٌّزشافمخ( رذعٝ دٚاي ١ٌغٕذ15فبٌؾٍٛي اٌّمجٌٛخ ٌٍّعبدٌخ  )

 )()1()( 22 


  p
d

d
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mm
m                                  (16) 

                                                            ,3,2,1,0     , m  

 ٚاٌّعشفخ ثبٌّعبدٌخ ( ِٓ اٌشرجخ Legender polynomial (وض١ش ؽذٚد ١ٌغٕذس  p)( رغّٝ اٌذاٌخ ؽ١ش
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 ( رعط١ٕب16فبْ اٌّعبدٌخ )  0mفٟ ؽبٌخ 

 

 )()(0   pp                                    (  (18  

 رؾمك اٌّعبدٌخ اٌزب١ٌخ   p)(ٚاٌزٞ ٠عٕٟ  0m( عٕذِب ٠ىْٛ 15ؽذٚد ١ٌغٕذس رؾمك اٌّعبدٌخ  ) اداٞ اْ وض١ش
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 وال نيجُذسصفبد د

 ٔذسط ثعغ ِٕٙب: 1((ٚرّبصً     ِٚٓ دسعخ    ٟ٘ دٚاي ؽم١م١خ عٍٝ شىً وض١شاد ؽذٚد فٟ p)( اولا

 1)(0 p  
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   ِؼشٚثخ فٟ وض١شح ؽذٚد ؽم١م١خ ِٓ اٌذسعخ)( m 

  ٌٚٙب رّبصً
m


)1(  ٚفٟ ِب٠ٍٟ ثعغ ِٓ دٚاي ١ٌغٕذس اٌّزشافمخ 

 2
1

)1()( 21
1  p         1     ،     1m  

  3)1()( 2
1

21
2 p        2     ،     1m  

 )15()1()( 5
321

3
2
1

 p       3     ،     1m  

 3)1()( 22
2  p    2     ،     2m  

  15)1()( 22
3 p    3     ،     2m  

 15)1()( 2
3

23
3  p    3     ،     3m  

 

 

 

 

 

 

 

 



 14 

Example : Set up the following associated Legender function )(1
2 p   

Solution: 2       ،   1m  
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 0)()(
1

1







  dpp mm
  

  أٞ أْ ٌىٕٙب غ١ش ع١بس٠ٗ

 
)!(

)!(

12

2
)(

1

1

2

m

m
dpm

















    

ثبٌعذد  mp)(ٚعٕذ ػشة دٚاي ١ٌغٕذس اٌّزشافمخ 
2
1

)!(

)!(

12

2














 m

m






 دٚاي ع١بس٠خرىْٛ عٕذئز  
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 Spherical Harmonics                                                                              انتىافقيبد انكشويخ

Spherical Harmonics function is simply the product result of zenithal times 

azimuthal parts of the wave function i.e. 

)(),(  m
mm pY    

  ،ً ػشة اٌغضء اٌغّزٟ ثبٌغضء اٌضٚاٌٟ ِٓ داٌخ اٌّٛعخ ثبٌزٛافم١بد اٌىش٠ٚخ اٞ عٕذ ِضط رذعٝ ؽبط

 :ٔؾظً عٍٝ

  mimmm epNY  )(cos),(                                   (20) 

,3,2,1,0 m                  ،  ,3,2,1,0     ,      m  

mNؽ١ش اْ   ٠ذعٝ ثضبثذ اٌّعب٠شح ٌذاٌخ اٌزٛافم١بد اٌىش٠ٚخ ٠ٚعطٝ ثبٌعلالخ اٌزب١ٌخ 
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ٟ٘ داٌخ رار١خ  mYاٌزٛافم١بد اٌىش٠ٚخ رىْٛ ِغّٛعخ ِٓ اٌذٚاي اٌزار١خ اٌع١بس٠خ ٚاٌّزعبِذح وّب اْ اٌذاٌخ  داٌخ اْ

)1((  ثم١ّخ رار١خ لذس٘ب 8ٌٍّعبدٌخ )    12(ٚاٌّغبٌخ ِٕؾٍخ ثذسعخ أؾلاي ِمذاس٘ب(   ًٚرٌه لاْ ٌى

)12(ٕ٘بٌه  ل١ّخ ِٓ    اٌم١ُ ٌـ ِٓm  ْاٞ ا 

  ,1,1, m    

   

Example  1     1,0,1m  

  2     2,1,0,1,2 m  

اٌغضء اٌغّزٟ ٘ٛ   cosmp)(لاْ رّبصً اٌذاٌخ  ))1اْ رّبصً داٌخ اٌزٛافم١بد اٌىش٠ٚخ ٘ٛ 
)()1( m




ٚرّبصً  

اٌغضء اٌضٚاٌٟ ٘ٛ 
m)1(  ٌزا فبْ رّبصً داٌخ اٌزٛافم١بد اٌىش٠ٚخ ٠ظجؼ)1(  ٚادٔبٖ ثعغ اٌذالاد اٌزٛافم١بد

   ، m  اٌىش٠ٚخ ٌم١ُ ِخزٍفخ ٌـ
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Example : Set up the following Spherical Harmonics function 1
2
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اٌّؾذد  mرؾزٛٞ عٍٝ اٌضبثذ اٌٛع١ؾ  ٚعذٔب اْ اٌذاٌخ   ،ثعذ اٌؾظٛي عٍٝ اٌؾً اٌش٠بػٟ اٌخبص ثـ  

 ثبلاعذاد اٌظؾ١ؾخ اٌّٛعجخ ٚاٌغب١ٌخ اٞ اْ

,3,2,1,0 m           )ٟاٌعذد اٌىّٟ اٌّغٕبؽ١غ( 

mِؾذد ثبعذاد طؾ١ؾخ ِٛعجخ اوجش اٚ رغبٚٞ  رؾزٛٞ عٍٝ صبثذ ٚع١ؾ آخش  ث١ّٕب اٌذاٌخ     

 ,3,2,1,0  m        )ٞاٌعذد اٌىّٟ ٌٍضخُ اٌضاٚٞ )اٌّذاس 
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 انقطشي  ءثبنثب انجز 

)1(( ٚثعذ اٌزع٠ٛغ عٓ 7ِٓ اٌّعبدٌخ )   ٌٝرزؾٛي ا 
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 زشر١ت ٔؾظً عٍٝٚاٌ 2rٚثبٌمغّخ عٍٝ 
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٠غت ِعشفخ اٌطبلخ  R( ثّبدٌخ ششٚدٔىش اٌمطش٠خ ٚلاعً ا٠غبد اٌغضء اٌمطشٞ ٌذاٌخ اٌّٛعخ 21رغّٝ اٌّعبدٌخ )

rV)(اٌىبٍِخ  ٚفٟ ٘زا اٌفظً عٕذسط رسح ا١ٌٙذسٚع١ٓ ٚاٌزساد اٌشج١ٙخ ٌٙب ِزٕب١ٌٚٓ فٟ دساعزٕب اٌغٙذ اٌّزجبدي   

 الاٌىزشْٚ ٚإٌٛاحث١ٓ 

 

The Hydrogen and Hydrogen Like Atom                     رسح انهيذسوجيٍ وانزساح انشجيهخ نهب 

ؽٌٛٙب اٌىزشْٚ ٚاؽذ فٟ  ٠ٚذٚس Ze  ِٓ اٌّعشٚف اْ اٌزسح اٌشج١ٙخ ثزسح ا١ٌٙذسٚع١ٓ رزىْٛ ِٓ ٔٛاح شؾٕزٙب

 ِذاس٘ب اٌخبسعٟ ، ٚع١ٍخ اْ اٌطبلخ اٌىبِٕخ ٌٍٕظبَ
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   ٚثؼشة اٌّعبدٌخ الاخ١شح ثبٌى١ّخ
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 ٔفشع اْ
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 ( ٠ٕزظ22ٚثبٌزع٠ٛغ ثبٌّعبدٌخ )
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 ( رخزظش ا24ٌٝاٌّعبدٌخ ) ٌم١ُ وج١شح ٌـ 
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 ٌؾً اٌّعبدٌخ اعلاٖ ٔفشع اٌؾً ثبٌظ١غخ ٘ٛ

  ceR )(  
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 :ٔعٛع اٌؾً فٟ اٌّعبدٌخ ٚوّب ٠ٍٟ cلا٠غبد ل١ّخ اٌضبثذ 
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c
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( 2  cec  

 0ce                   0
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12 c  
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1
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 .٠ٚبخز اٌؾً اٌغبٌت لأٗ ٠ؾمك اٌششؽ اٌؾذٚدٞ

   2/)(   eR                                             (25) 

 ٚوّب ٠ٍٟ F)(ِضً  ثذاٌخ اٌٝ   25فبٕٔب ٔؼشة اٌّعبدٌخ    24ٌٍؾظٛي عٍٝ اٌؾً اٌّؼجٛؽ ٌٍّعبدٌخ  

 2/)()(   eFR                                             (26) 

 ٚٔفشع اْ

 )()(  LF s                                             (27) 
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ٌٚزؾم١ك فبٔٙب رزجبعذ ٌُٚ رعذ طبٌؾخ وؾً  ٚعٕذِب  رضداد اع١ب ِع  R)(ٚ٘زا غ١ش ِغّٛػ لاْ 

وض١شح ؽذٚد ثذلا ِٓ ِزغٍغٍخ لأٙبئ١خ ٚرٌه  F)(اٌّؾذٚد٠خ فبْ ٠غت اْ رمطع اٞ ثعجبسح اخشٜ اْ رىْٛ اٌذاٌخ 

 عذد طؾ١ؼ ِٛعت ثؾ١ش اْ  ٠nّىٓ عٓ ؽش٠ك اخز١بس 
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 اٚ اْ ٔمٛي
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Example: Work out the radial wave function   10R  ,  20R  
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( ٟ٘ ٔفظ اٌّعبدٌخ اٌزٟ عجك اْ ؽظً ع١ٍٙب ثٛس عٕذِب افزشع اْ اٌضخُ اٌضاٚٞ ٌلاٌىزشْٚ فٟ 34اٌّعبدٌخ )

رعزّذ عٍٝ   E( رج١ٓ اْ اٌطبلخ  34ٚاٌّعبدٌخ )  . ِذاسٖ ؽٛي إٌٛاح ٘ٛ عجبسح عٓ عذد طؾ١ؼ ِؼشٚة فٟ  

فمؾ.   nثذلاٌخ   nEعبدح ثبٌشىً   Eزٌه رىزت ٌ   ،mٚلا رعزّذ عٍٝ اٌعذد اٌىّٟ   nاٌعذد اٌىّٟ الاعبعٟ 
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 .ٚ٘ٛ ؽبلخ اٌّغزٜٛ الاسػٟ

وزٌه فبْ ٌىً  2,1,0فبْ  3nفّضلا عٕذِب رىْٛ  ِٓ اٌم١ُ اٌّّىٕخ ٌـ  nٕ٘بٌه  nرعٍّٕب اْ ٌىً ل١ّخ ٌـ 

)12(ٕ٘بٌه  ل١ّخ ٌـ    اٌم١ُ ٌـ ِٓm  1,0,1فّضلا m  ْٛ1عٕذِب رى  ِْٛغزٜٛ اٌطبلخ ٌزسح ٌزا ٠ى

ا١ٌٙذسٚع١ٓ ِٕؾً ثذسعخ أؾلاي رغبٚٞ 
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  واجت ثيتي  

 

 Angular momentum                                                                                      انزخى انزاوي
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ثشىً خبص ٚاٌؾشوخ رؾذ ربص١ش اٌمٛح اٌّشوض٠خ ثشىً عبَ ٟ٘  اٌضخُ اٌضاٚٞاْ أغت ٔٛ  ِٓ الاؽذاص١بد ٌذساعخ 

 الاؽذاص١بد اٌمطج١خ اٌىش٠ٚخ.

 .ثبعزخذاَ ِعبدلاد اٌزؾ٠ًٛ ِٓ الاؽذاص١بد اٌىبسر١ض٠خ اٌٝ الاؽذاص١بد اٌىش٠ٚخ
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ثبلاؽذاص١بد اٌىش٠ٚخ ارا ٔبخز وً ِشوجخ ثظ١فزٙب فةٟ الاؽةذاص١بد اٌىبسر١ض٠ةخ صةُ  اٌضخُ اٌضا٠ّٚٞٚىٓ ا٠غبد ِشوجبد 
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                                                                 (35) 

 اٌىٍٟ اٌضخُ اٌضاِٚٞشثع  2L̂  ٕٔزمً الاْ اٌٝ ا٠غبد

 2222 ˆˆˆˆ
zyx LLLL                                     (36) 

 ٠ٕزظ  36  فٟ اٌّعبدٌخ  35  ِٓ اٌّعبدٌخ xL̂  ،yL̂  ،zL̂ٚثبٌزع٠ٛغ عٓ ل١ُ 
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),,(  ٌٕعٛد الاْ اٌٝ داٌخ اٌّٛعخ  r  ٟ٘ٚ اٌزٟ رُ ا٠غبد٘ب 
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فٟ  اٌضخُ اٌضاٚٞ . ٚثعجبسح اخشٜ اْ ِشوجخm رغبٚٞ ٚثم١ّخ رار١خ zLٟ̂٘ ل١ّخ رار١خ ٌٍّؤصش  اٞ اْ اٌذاٌخ 

 mٌغٙذ ِشوضٞ ٟ٘ صبثذ اٌؾشوخ ثم١ّخ رغبٚٞ  z ارغبٖ 

 ( عٍٝ داٌخ اٌّٛعخ اٌضخُ اٌضاٚٞ)ِشثع  2Lٌٕ̂ٚؤصش الاْ ثـ 
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 ارْ Yداخً اٌمٛع١ٓ اٌىج١ش٠ٓ فٟ ٘زٖ إٌز١غخ رغبٚٞ فبْ اٌى١ّخ  8ٚرجعب ٌٍّعبدٌخ 
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 ),,()1(),,(ˆ 22  rrL mnmn                                                            (39) 

)1(2ٚثم١ّخ رار١خ رغبٚٞ  2Lٟ̂٘ داٌخ رار١خ ٌٍّؤصش   mnاْ اٌذاٌخ   39ِٓ اٌّعبدٌخ     ٌُزا فبْ اٌضخ

)1(2عٙذ ِشوضٞ ٘ٛ صبثذ ل١ّخ اٌضاٚٞ ٌغغ١ُ فٟ    اٚ اْ اٌضخُ اٌضاٚٞ ٌٍغغ١ُ ٌٗ ل١ّخ ِؼجٛؽخ رغبٚٞ  .

)1(   ِٖشوجخ فٟ الارغب ٌٗٚz  ٞٚثم١ّخ ِؼجٛؽخ ا٠ؼب رغبm 

 

Comparison with classical theory                                           يقبسَخ يع انُظشيخ انكلاسيكيخ 

ٚوزٌه ِشوجبرٗ فٟ الارغب٘بد  اٌضخُ اٌضاِٚٞشثع رج١ٓ صجٛد  ٕظش٠خ اٌىلاع١ى١خاٌشوخ عغ١ُ ِشوضٞ اٌغٙذ فٟ ؽ

  ل١ّز١ٓ ِعشفز١ٓ اٚ صبثززٓ لاْ اٌذاٌخ xL̂  ،yL̂صبثززبْ ث١ّٕب ٌُ ٠ىٓ  2L̂ ،zL̂اٌضلاصخ اِب فٟ إٌظش٠خ اٌى١ّخ ٚعذٔب 

 ِ ٛ٘ جذا اٌلادلخ ٘زا اٌّجذا ارا ١ٌظ ثذاٌخ رار١خ لاٞ ِٓ ِؤصش٠ٙب. اػبفخ اٌٝ رٌه فبْ اُ٘ اعظ إٌظش٠خ اٌى١ّخ

 جك عٍٝ ِشوجبد اٌضخُ اٌضاٚٞ ع١ىْٛ ثبٌشىًؽ

 mLL yx  ˆˆ  

بٌخ لا٠ّىٓ اْ ٠ضجزب ا١ٔب لاْ رٌه ع١عٕٟ اْ ؾفٟ ٘زٖ اٌ xL̂  ،yL̂اٞ اْ  صبثذzL̂عٍٝ فشع اْ 

0ˆˆ  yx LL  ؼاٌؼئ١ٍخ اٌّمذاس عذا ٚعٕذ٘ب ٠ظج mاِب إٌظش٠خ اٌىلاع١ى١خ فبٔٙب رزغبػٝ عٓ اٌى١ّخ  .

 ٌٝ اٌظفش ٚ٘ٛ ِب٠مبثً صجٛد وً ِّٕٙب.ِغبٚٞ ا xL̂  ،yL̂ثبٌفعً  
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aارا عٍّذ اْ اٌذاٌخ اٌّٛع١خ ٌزسح ا١ٌٙذسٚع١ٓ ٟ٘     (1س 
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 ٌزسح ا١ٌٙذسٚع١ٓ ٟ٘ ؽذ اٌّغز٠ٛبدارا وبٔذ داٌخ اٌّٛعخ لا  ( 2س 
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 ؟    ،m(  اٚعذ ل١ُ z)ِشوجخ اٌضخُ اٌضاٚٞ فٟ ارغبٖ   zL̂( ، اٌضخُ اٌضاٚٞ)ِشثع  2L̂اعزخذَ  .1

 ؟ E  ثبعزخذاَ ِعبدٌخ ششٚدٔىش اٚعذ اٌطبلخ .2
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 ٚثّب اْ 

  mLz ˆ  

     1 mm    

 ش٠خ ارْ ٔغزخذَطششٚدٔىش اٌم ثّعبدٌخ ؾبلخ رظٙش فمطثّب اْ اٌ . ة
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)1(2ٚثم١ّخ رار١خ  اٌضخُ اٌضاٟٚٞ٘ داٌخ رار١خ ٌّشثع  داٌخ اٌّٛعخ  عجك اْ ث١ٕب اْ    ْاٌضخُ ٌزٌه فب

٠ؾذد ثذلخ ٟٚ٘ رزخز اٌم١ُ شوخ ل١ّخ ٘زا اٌضخُ ٠ّىٓ اْ ؽِشوضٞ ٘ٛ صبثذ  فٟ عٙذشن ؾٌغغ١ُ ٠ز اٌضاٚٞ

10  n   ٌٚزٌه )فٟ ِغبي وٌَٛٛ لاٞ ل١ّخn  ٜٛاٌطبلخ ٕ٘بٌه رؾذد ِغزn  اٌم١ُ ا١ٌّّضح ِٓ

  mٌٍضخُ اٌضاٚٞ ٚثم١ّخ رار١خ  zٟ٘ داٌخ رار١خ ٌٍّشوجخ  ٌٍضخُ اٌضاٚٞ اٌّذاسٞ. ٚوزٌه ث١ٕب اْ داٌخ اٌّٛعخ 

 m. اْ ل١ُ  m ٟ٘ صبثذ ؽشوخ ٚل١ّزٙب  zفٟ ٔظبَ عٙذٖ ِشوضٞ فبْ اٌّشوجخ شن ؾٕٟ اْ اٞ عغ١ُ ٠زٚ٘زا ٠ع

 رؾذد

  ,0,2,1, m  

 pبٌخ ؾاِب اٌ  sبلاد ؾرغّٝ ث ١0mغٟ ؽٚعذد وّٟ ِغٕب  0بلاد اٌزٟ رز١ّض ثعذد وّٟ ِذاسٞ  ؾاْ اٌ

)12(بٌه ١غٟ )ٕ٘ؽٚثزٌه ٠بخز اٌعذد اٌىّٟ اٌّغٕب 1فٟٙ  رز١ّض ثبٌعذد اٌىّٟ اٌّذاسٞ    اٌم١ُ ٌـ ِٓm  )

 الار١خ ١ف١خطثبٌشِٛص اٌ  بلاد  ؾٍخ ٚعِّٛب ٠شِض ٌٍؾٌٚٙزا رٛعذ صلاس دٚاي ِٕ  1,0,1mاٌم١ُ 

 
0 1 2 3 4

fs p d g


 

  2nٌٕبخز ِضبي عٕذِب   

 

 

 

 
  4ارْ عذد الأؾلاي ٘ٛ   200  ،121  ،210  ،121  ؽع اْ دٚاي اٌّٛعخ ٟ٘ٔلا

لا٠ّىٓ اْ رغبٚٞ  zL̂اْ ِشوجخ اٌضخُ اٌضاٚٞ  ؾبي ارٚ٘زا ِطبثك ٌٛالع اٌ لا٠ّىٓ اْ رزعذٜ ل١ّخ  mاْ ل١ّخ 

 :بِب ل١ّخ اٌضخُ اٌضاٚٞ اٌىٍٟ لاْرّ

 )1(ˆ  L  

 max)ˆ( zL  

n=2 
1  

0  

m=+1 

m=0 

m=-1 

s 

p 
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مك خبط١خ اٌزجبدي ف١ّب ث١ّٕٙب ؾلار xL̂  ،yL̂  ،zL̂اْ اٌّعبدٌز١ٓ الاخ١شر١ٓ ّ٘ب ط١فخ اخشٜ ٌّجذا اٌذلخ ف١ّب اْ 

 ذؽ١ع ل١بط ٘زٖ اٌى١ّبد ثذلخ ربِخ فٟ اْ ٚاطفّعٕٝ رٌه إٔب لأغز

H.w   Show that        1) zyx LiLL ˆ]ˆ,ˆ[           2) xzy LiLL ˆ]ˆ,ˆ[    

                         3) yxz LiLL ˆ]ˆ,ˆ[   

 
 

رىْٛ ف١ٙب ِغبلؾ  رٍه اٌزٟ اٌضخُ اٌضاٚٞ )اٌضخُ اٌضاٚٞ اٌىٍٟ( ٠بخز ارغب٘بد ِع١ٕخ فمؾ اٌز٠ٟج١ٓ رى١ُّ  اٌشىً

  خ ٌٍّمذاس ؾ١ؾعجبسح عٓ ِؼبعفبد ط zL̂اٌّشوجخ  اٞ zعٍٝ ِؾٛس 

H.w   Show that    1) 0]ˆ,ˆ[ 2 zLL        2) 0]ˆ,ˆ[ 2 xLL        3) 0]ˆ,ˆ[ 2 yLL  

٠زجبدي ِع ع١ّع ِشوجبد اٌضخُ اٌضاٚٞ اٞ ٠ّىٓ ا٠غبد ل١ُ  2Lٌٍّ̂عبدلاد اعلاٖ اْ اٌّؤصش اٌزفغ١ش اٌف١ض٠بٚٞ 

 2Lِ̂ؼجٛؽخ ٚثٕفظ اٌٛلذ ٌـ 

 
Prove that   zyx LiLL ,  
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 Electron Spin                                                                                        ثشو الإنكتشوٌ

وبْ ٔمبشٕب ٌٍؾبلاد اٌى١ّخ ٌٍزسح اٌٛؽ١ذح الإٌىزشْٚ ِؾذدا ثأثغؾ ّٔٛرط ِّىٓ ِّب ععً اٌؾظٛي عٍةٝ ؽةً ٌٍّغةبٌخ 

ٚي اعةزخذاَ ا١ٌّىب١ٔةه اٌىّةٟ ٌزفغة١ش . غ١ش أْ الأِٛس رزعمذ ش١ب فش١ب عٕذِب ٔؾباِشا عٙلا ٔغج١ب ثذلاٌخ دٚاي ِعشٚفخ

ص٠ّةبْ اٌشةبرح اٌزةٟ لةبدد اٌةٝ افزةشاع ظةب٘شح ظٛا٘ش شبئعخ فٟ اٌزغبسة اٌّعشٚفةخ عةٓ الأؽ١ةبف ٚٔخةض ثبٌةزوش 

 اٌجشَ الإٌىزشٟٚٔ.

 zHفّةضلا ٌّغةبي ِغٕبؽ١غةٟ ِزغةبٔظ شةذرٗ  .٠زبصش الإٌىزشْٚ وأٞ عغُ ِشؾْٛ ارا ادخً ػّٓ ِغبي ِغٕبؽ١غةٟ

zzْ ؽبلةخ اٌزفبعةً اٌزةٟ رةذخً فةٟ ِعبدٌةخ شةشٚدٔىش وؾةذ اػةبفٟ ٘ةٟ فةب zفٟ الارغةبٖ ٚ HL
m

e

2
٘ةٟ  zLؽ١ةش  

ٌٚزفغة١ش ٘ةزٖ  .٘ةٟ وزٍةخ الاٌىزةشْٚ m( ٘ةٟ شةؾٕخ الاٌىزةشْٚ ٚ e) ٚ ٌلاٌىزةشْٚ اٌّذاسٞ ِشوجخ اٌضخُ اٌضاٚٞ

 اٌطبلخ ٔعطٟ ٌلاٌىزشْٚ عضِب ِغٕبؽ١غ١ب ِٓ خلاي اٌعلالخ

 L
m

e

2
                                                                                                      (1 )  

اْ ربص١ش ؽذ ؽبلخ اٌزفبعً ٘ٛ رضؽضػ فٟ ِغز٠ٛبد اٌطبلخ اٌزسٞ ٠ةؤدٞ اٌةٝ رغ١ةش فةٟ اٌط١ةف اٌخطةٟ عٕةذِب ٠زغةٍؾ 

ْ الاعز١بد٠خ . ٌمذ اعزطبعذ إٌظش٠خ اٌىلاع١ى١خ فٟ رفغ١ش ِب ٠غّٝ ظب٘شح ص٠ّبعٍٝ اٌزسح ِغبي ِغٕبؽ١غٟ خبسعٟ

ٚاٌزٟ ف١ٙب ٠زفشق اٌط١ف اٌٝ صلاس رشدداد فٟ ؽة١ٓ رظةجؼ اٌّغةبٌخ ِعمةذح عٕةذِب ٠ؾظةً ِةب ٠غةّٝ ثظةب٘شح ص٠ّةبْ 

 اٌشبرح ٚاٌزٟ لا٠ّىٓ رفغ١ش٘ب ثبٌطش٠مخ رارٙب لاْ خطٛؽ اٌط١ف رزفشق ثشىً ِزعذد فغبء افزشاع اٌجشَ الإٌىزشٟٚٔ.

اِب ِمذاس اٌجةشَ فمةذ افزةشع أةٗ ٠مبثةً اعةذادا و١ّةخ   sٟ داخٍٟ ٚعضَ ِغٕبؽ١غ ٌمذ افزشع اْ ٌلاٌىزشْٚ ثشَ 

 ٟ٘: . أٞ اٌم١ّخ اٌزار١خ اٌٛؽ١ذح اٌّّىٕخ ٌّشثع zثٕظف ٚؽذح ٌّشثع اٌجشَ ٌّٚشوجزخ فٟ الارغبٖ 

 2)1(                                                                                               )2) 

2ؽ١ش 
1 ٞاْ  أ 
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4
32                                                                                                            )3) 

 ٕ٘بٌه ل١ّز١ٓ رار١ز١ٓ ِّىٕز١ٓ  : zثبٞ ارغبٖ ِضً الارغبٖ  ٌّٚشوجخ 
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2ؽ١ش 
1sm  ٚ2ا

1  اِب اٌعضَ اٌّغٕبؽ١غٟ ف١فزشع أٗ ٠زٕبعت ِع  ٞٚثضبثذ رٕبعت ٠غبme / ْأٞ ا 
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 ٚع١ٍٗ ٠ىْٛ

 zs m

e
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2ثـــ  z ٚارا عٛػٕب عٓ
1 ٍٝٔؾظً ع 
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e
zs 2


                                                                                                        )6) 

ؽ١ش 
zs  ٠غّٝ ثّغ١ٕطْٛ ثٛسBohr magneton  ٌٗ ٠ٚشِضB 

دا اٌةٝ ِجةذا اٌزمبثةً ٠ظةجؼ اْ ثشَ الاوزشْٚ ٟ٘ طفخ و١ّخ ١ٌظ ٌٙةب ٔؼة١ش فةٟ اٌف١ض٠ةبء اٌىلاعة١ى١خ لاْ اٌجةشَ اعةزٕب

zyxِّٙلا ارا اًّ٘  صبثذ ثلأه. اْ فىشح اٌجشَ رمزشْ ادخبي ِزغ١شاد صلاصخ عذ٠ذح ٟ٘   ٌزعش٠ةف ِغةمؾ  ,,

zyxاٌجشَ عٍٝ اٌّؾبٚس اٌضلاصخ , ٚوزٌه ِؤصشاد صلاصخ ِمبثٍٗ ٟ٘   ٚؽج١عٟ فبْ اٌّزغ١شاد اٌجش١ِةخ رزخةز  ˆ,ˆ,ˆ

ٌٕفغٙب اٌم١ّز١ٓ اٌّز١ّضر١ٓ 
2
1 ٠غت اْ ٠زظف وً ِؤصش ثبٌظفخ اٌزب١ٌخ: فمؾ. اػبفخ اٌٝ رٌه 

 SSz  ˆ                                                                                                          )7) 

ؽ١ش اٌّعبدٌخ اعلاٖ ٟ٘ ِعبدٌخ ل١ّخ رار١خ ف١ٙب   2
1  ْعجبسح عٓ اٌم١ّزة١ٓ اٌةزار١ز١ٓ. ٚداٌزةب اٌّٛعةخ اٌّمبثٍزةب

٠شِض ٌّٙب  zش ٌٍّزغ١
2
1S   ٚ

2
1

S  ٘بربْ اٌذاٌزبْ ٠غت اْ رىٛٔةب ِغّٛعةخ ع١بس٠ةخ ِزعبِةذح وبٍِةخ ٌٍةذٚاي اٌّٛع١ةخ

 اٌجش١ِخ ثؾ١ش اْ اعزّبد اٌجشَ عٍٝ ا٠خ داٌخ ٠ّىٓ اٌزعج١ش عٕٗ ثبٌّضط اٌخطٟ.

 )()()(
2
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2
1 zzz bSaSS 
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 ١zبس٠خ ٚاٌزعبِذ ربخز ٕ٘ب ط١غخ اٌغّع عٍٝ اٌم١ّز١ٓ اٌّّىٕز١ٓ ٌـ ٚطفخ اٌع
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 :ثّظفٛفخ عّٛد٠خ صٕبئ١خ ٘ىزا 8فٟ اٌّعبدٌخ  a  ٚbفٟ ٔظش٠خ ثبٌٟٚ رّضً اٌّعبِلاد 
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zyxِٚؤصشاد اٌجشَ    زب١ٌخرّضً ثبٌّظفٛفبد اٌ ˆ,ˆ,ˆ
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 ٘زٖ اٌّظفٛفبد ارا اصشد عٍٝ داٌخ اٌّٛعخ فبْ
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 ٚدٚاي اٌّٛعخ ٕ٘ب رغبٚٞ اٌٝ
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فةٟ   رٍعةت دٚس اٌذاٌةخ   Hermitian Adjoint Matrixٚفٟ ٔظش٠خ ثبٌٟٚ فبْ اٌّظفٛفخ الاع١ٔٛةخ اٌٙش١ِز١ةخ 

اٌّظةفٛفخ ثبعةزجذاي اٌظةفٛف ثبلاعّةذح صةُ اعةزجذاي وةً عٕظةش فةٟ اٌّظةفٛفخ  ٔظش٠خ ششٚدٔىش ٚٔؾظً عٍٝ ٘ةزٖ

إٌبرغخ ثّشافمٗ اٌّعمذ فّضلا ارا وبْ 









b

a
S  ْفب   baS  اٌّظفٛفخ الاع١ٔٛخ اٌٙش١ِز١خ ٌـ ٟ٘S ِّةب .

رمذَ ٠ظٙش ؽبطً ػشة ِظفٛفخ عّٛد٠خ فٟ ِظفٛفزٙب الاع١ٔٛخ ٟ٘ ِظفٛفخ ؽم١م١خ ٌظف ٚاؽةذ ٚعّةٛد ٚاؽةذ. 

ً ٠مبثً اٌزىبِ
  d ٞأ 
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 ٚاٌم١ّخ اٌّزٛلعٗ ٌّزغ١شاد اٌجشَ رىزت عٍٝ إٌؾٛ اٌزبٌٟ :

 SS ii  ˆ                                                                                                )11) 

 

 اسئهه

 ؟z( عذ اٌم١ّخ اٌّزٛلعٗ ٌــ 1ط

)(( افشع اْ 2ط zS    ِعٍَٛ عذa  ٚb 

صةُ اصجةذ اْ أٞ داٌةخ ثش١ِةخ ع١بس٠ةخ ٘ةةٟ داٌةخ رار١ةخ ٌةـ   ِٚةةٓ شثةع اٌجةشَ( عةذ ِةؤصش ثةبٌٟٚ 3ٌّط ˆˆ  ثم١ّةخ رار١ةةخ

رغبٚٞ 
2

4
3  
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