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 Projectile Motion - حركة المقذوفات

حركة المقذوفات واحد من التطبيقات على حركة الجسيمات في المستوى. والمقذذو   

يتحرك تحت تأثير الجاذبية. وهناك ثلاثة حالات يمكن دراستها لهذا  mهو جسيم كتلته

 المقذو  

 همال تأثير مقاومة الهواء. إمع  1-

 تأثير مقاومة الهواء. عتبارامع  2-

 همال تأثير مقاومة الهواء.إحركة المقذو  على مستوى مائل مع  3-

في أنواع الحركة الثلاثة السابقة سو  نهمل دوران الأرض على الحركة كذلك سو  

السذذرعة علذذى  هذذذ ( وتميذذل 0vنعتبذذر أن الجسذذيم  دذذد بذذداء بسذذرعة ابتدائيذذة مذذا   ولذذتكن

 بالحالة الأولى. نبدأ(. وفى دراستنا الحالية سو  ما  ولتكن بزاوية الأفقي

 اولاً حركة المقذو  مع إهمال تأثير مقاومة الهواء

  وصف الحركة

ذ  وتميل تسمى سرعة الق 0vبسرعة ابتدائية  oنفرض ان الجسيم دذ  من النقطة 

 شكلالو تسمى بزاوية القذ  كما فى   بزاوية  oعلى الأفقى المار بنقطة القذ  

  المقابل
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 tهو المحور الرأسي إلى أعلذى. نفذرض أنذه عنذد  مذن  oyالأفقي و المحور oxنختار

),(كان الجسيم عند النقطذة  yx  و نذه  هذيتذثثر علذى الجسذيم  التذيوالقذو  الوحيذدmg 

 الاتجذا رأسيا إلى أسفل. ويكون مسذار الجسذيم كمذا بالشذكل حيذر يتحذرك الجسذيم فذى 

الحركذة  هذد ى سو  يتحرك فى نفس الودت الذى أعلذى حيذر يسذتمر فذ أنهالأفقى كما 

ثم يعذود الذى اسذفل مذع وجذود الحركذة الافقيذة حتذى يقذع  ارتفاعحتى يصل الى أدصى 

ودذذد يتودذذف ودذذد يتحذذرك أسذذفل المحذذور الأفقذذى أو علذذى المحذذور  الأفقذذيعلذذى المحذذور 

حتى  oالجسيم من بداية الحركة عند النقطة  حركتهالأفقى والذى يهمنا هنا هو دراسة 

صل مر  أخرى لهذذا المحذور. وعنذد وصذف الحركذة كمذا سذب  يتبذين لنذا أن الجسذيم ي

حتذى يصذل  رأسي اتجا أفقى وكذلك  اتجا سو  يتحرك فى  فإنهبمجرد بداية الحركة 

maxyh.سو  نرمز له بالرمز   ارتفاعالى أدصى     مذن  اسذترر وعند ذلك يكون دد 

ttاع وسو  نرمز له بذالرمز  يسمى بزمن الوصل لأدصى ارتف yy  max
ثذم يعذود حتذى  

تسذمى المذدى وسذو  نرمذز لهذا  أفقذيويكون دذد دطذع مسذافة  الأفقييقع على المحور 

ويكذذون دذذد اسذترر   مذذن يسذذمى بذزمن الطيذذران وسذذو  نرمذز لذذه بذذالرمز   Rبذالرمز 

Tt Rx  م حركة افقية وأخرى رأسية فسو  نكتب معذادلات الحركذة . وحير أن للجس .

.ومذع ملاحةذة أن  التذاليعلى النحذو  الثانيدانون نيوتن  باستخدام الاتجاهينفى هذين 

),()0,0(أن    أي oالجسيم دد دذ  من النقطذة  00 yx )  0و بسذرعة ابتدائيذةv  وتميذل

مركبتين  الابتدائيةعند ذلك يكون للسرعة  بزاوية  oالمار بنقطة القذ   الأفقيى عل

بالصور      sin,cos, 0000 vvvv yx. 

   الأفقى هى   الاتجامعادلة الحركة فى  

  00  xOrxm                                                                     (1) 

                                            نحصذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذل علذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذى المعادلذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذة هذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ وبتكامذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذل 

10 cx
dt

xd
x  


 

cos01بالصور   1cيعطى   الابتدائيةومن الشروط  vc  ويكون بذلك 

cos0vx                                                                                   (2) 
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                                 نحصل على  ( بالنسبة للزمن2وبتكامل المعادلة  

20 cos ctx  v 

02يكون   الابتدائيةومن الشروط  c  ويكون بذلك 

cos0 tx v                                                                                  (3) 

    الراسى هى   الاتجامعادلة الحركة فى 

  gymgy Orm                                                                 (4) 

                نحصل على              (4وبتكامل المعادلة  

3ctgyg
dt

yd
y  


 

sin03بالصور   3cيعطى   الابتدائيةومن الشروط  vc  ويكون بذلك 

gty  sin0v                                                                                (5) 

                        نحصل على  ( بالنسبة للزمن5وبتكامل المعادلة  

4

2

0
2

1
sin ctgty  v 

04يكون   الابتدائيةومن الشروط  c  ويكون بذلك 

2

0
2

1
sin tgty  v                                                                           (6) 

 للمسار البارامتريةتسميان بالمعادلات ( 6(,  3المعادلتين  

 خصائص المقذو 

الجسيم للوصذول لأدصذى مسذافة  يسترردهوهو الزمن الذى  :ارتفاع من أدصى  -(1 

 رأسية ثم يتودف ليعود للحركة لأسفل.

 ( وعند ذلك يكون 5فى المعادلة   0yوللحصول على  من أدصى ارتفاع و  نضع 
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g
tt yy

sin0

max

v
                                                                             (7) 

وهذذى أدصذذى مسذذافة رأسذذية يمكذذن أن  (:Greatest Height( أدصذذى ارتفذذاع  2 

 يتحركها لأعلى

( 6  ( فذى المعادلذة7مذن المعادلذة  htوللحصول على أدصى ارتفاع نعوض عن ديمة 

 نحصل على

 
g

hy
2

sin2

.max

2

0v
 (Maximum Height Formula)                                              (8) 

 بالصور   xالأفقى  الإحداثي. وعند ذلك يعطى 

gg
x

ht 2

2sincossin
)(

 2

0

2

0 vv
                                                              (9) 

 يعطى بالصور  ارتفاعالمقابل لزمن أدصى  الإحداثيوعلى ذلك فإن 

   









gg
x y

ht 2

sin
,

2

2sin
,

2

.max

 2

0

2

0 vv                                                         (10)  

  ( :total time or  Time of Flight من الطيران   من التحلي   -(3 

حتى  oقذو  من لحةة دذفه من النقطة على وجهه العموم لإيجاد الزمن الذى بأخذ  م

 الإحذداثي( أو 3مذن العلادذة   xالأفقذى الإحذداثييصيب هدفاً معيناً فإنذه يلزمنذا تحديذد 

( لهذا الهد  وعند ذلك يمكن القول بأن هذا الزمن يعطى من 6من العلادة   yالرأسي

 لادة الع

cos0v

x
t                                                                                 (11) 

 أو من العلادة

2

0
2

1
sin   tgty v                                                                   (12) 
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الأفقذى المذار بنقطذة القذذ   فذإن هذذا الذزمن  إذا كان هذا الهد  يقع على المحذور أما 

( وعنذد 6فذى المعادلذة   0yيسمى بزمن الطيران وللحصول على هذا  الزمن نضذع 

 ذلك يكون

g
Ttt FRx

sin0
.

v2
                                                                     (13) 

الجسذذيم منذذذ بدايذذة  يسذذترردهلطيذذران بأنذذه هذذو الذذزمن الذذذى نعذذر   مذذن ا فإننذذاوهكذذذا 

 الحركة عند النقطة حتى يقع على المحور الأفقى.

( أن  مذن الطيذران ضذعف  مذن الوصذول لأدصذى 13(,  7وواضح من المعادلتين  

tTأن   أي  ارتفاع 2) 

 لمحور الأفقى  الجسيم على ا تحركهايوهى أكبر مسافة  (:Range( المدى  4  

FRxوللحصول على المدى نعوض عذن ديمذة tt  ( 3( فذى المعادلذة  13مذن المعادلذة  .

 نحصل على

 
ggFRx ttxR

 2sincossin2
..

2

0

2

0 vv


                                                 (14) 

 ملاحةات على المدى: 

                                                                                                                     خاصية نفس المدى  -1

والأخرى إذ دذفت دذيفتان من مدفع واحد بزاويتين 



2
فإننا نحصل على نفس 

ذفنا فى المدى.  أى أنه يمكن الحصول على نفس المدى بسرعة دذ  معينة إذا د

أحدهما يميل على الرأسى بنفس  اوية ميل الآخر على الأفقى(. ففى المعادلة  اتجاهين

 14) 

g
R

2sin
1

2

0v
                                                                              (15) 



ggg
R




























 2sincos2cossin

)2(sin
)

2
(2sin

10

2


2

0
2

0

2

0

v
v

v
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 وواضح أن 

g
R

2sin
2

2

0v
                                                                             (16) 

 فإنه( تساوي المديين وعلى سبيل المثال 16( ,  15وواضح من المعادلتين   

 فإننا نحصل على نفس المدى الأفقى. O30 ,O60للزاويتين القذ  

            لمدىخاصية أدصى ا  -2

أكبذر ديمذة لهذا   2sinيحذد  عنذدما تأخذذ  0vأدصى  أكبر( مدى بسرعة دذذ  معينذة  

12sinوهذذذا يحذذد  عنذذدما    ومنهذذا
2

2


  وبالتذذالي O45
4



  وعنذذد ذلذذك يعطذذى

 بالصور  أدصى مدى لقذيفة 

g
R

2

0v


max
                                                                                 (17) 

 ( سرعة الجسيم: 5 

 الرأسيالأفقى و  الاتجا ( تمثلان مركبتان السرعة فى 5(,  3لاحظ أن المعادلتين  

 وحير أنعلى الترتيب 

   

yg

gttg

gttggty

x

2sin

2

1
sin2sin

sin2sinsin

,cos

2

2

0

2

2

0

22

0

2

22

























2

0

2

0

2

0

2

0

v

vv

vvv

v





 

 :عند ذلك تعطي ديمة السرعة عند أى نقطة بمسار الجسيم بالصور و

  ygyg

ygyx

22sincos

2sincos

22

2222





2

0

2

0

2

0

2

0

vv

vvv




 

yg2 2

0vv                                                                              (18)  
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 السرعة يعطى بالعلادة  واتجا 

  yggty

x

y

x

2sin

cos

sin

cos
tan

2

0

2

0

0

2 














2

0v

v

v

v







  

 ( تعطى من يل السرعة على الأفقى  م  اويةوهكذا فإن 

yg2sin

cos
tan

2

0









2

0v

v                                                             (19) 

 الإشار  الموجبة أثناء الصعود بينما الإشار  السالبة أثناء الهبوط. اعتبارحير يتم 

 سرعة على الأفقى بالصور  ميل ال  اويةلا حظ كذلك يمكن كتابة 

yg2

cos
cos 0




2

0v

v 
                                                                    (20) 

 الحركة خالية من الزمن  إحداثياتهى معادلة تجمع بين    ( معادلة المسار:6  

( 6( ,  3  البذارامتريتينالمعذادلتين  بذينtالمعادلذة  مذن حذذ  البذارامتر  هذ و تتعين 

 ( فنحصل على 6فى   t( عن  3وذلك بالتعويض من  











2

2
2

00

0

2

0
cos2cos

sin

cos2

1
sin

cos2

1
sin

2

0vvv
vv

xg
x

x
g

x
tgty 

















  

 2
2

sec
2

tan
2

0v

xg
xy                                                                       (21) 

 ومفتوح لأسفل .  رأسيالأصل ومحور  وهى تمثل معادلة دطع مكافئ يمر بقطة 

 بخلا  نقطة الأصل  اختياريةحركة جسيم من نقطة 

),(بقذذرض أن الجسذذيم دذذد دذذذ  مذذن نقطذذة مذذا  00 yx  0و بسذذرعة ابتدائيذذةv  وتميذذل علذذى

مذذركبتين  الابتدائيذذةعنذذد ذلذذك يكذذون للسذذرعة  بزاويذذة  oالأفقذذى المذذار بنقطذذة القذذذ  

بالصور      sin,cos, 0000 vvvv yx  كما بالشكل المقابل 
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 وعند ذلك تكون معادلات الحركة على النحو التالى:

   الأفقى هى   الاتجامعادلة الحركة فى  

  00  xOrxm                                                                     (22) 

                                               نحصذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذل علذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذى المعادلذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذة هذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ وبتكامذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذل 

10 c
dt

d
x x

x
 

 

cos01بالصور   1cيعطى   الابتدائيةومن الشروط  vc  ويكون بذلك 

cos0vx                                                                               (23) 

                               نحصل على  ( بالنسبة للزمن23وبتكامل المعادلة  

20 cos ctx  v 

02يكون   الابتدائيةومن الشروط  xc   ويكون بذلك 

cos00 txx v                                                                        (24) 

    الراسى هى   الاتجامعادلة الحركة فى 
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  gymgy Orm                                                             (25) 

  نحصل على                              (25وبتكامل المعادلة  

3cty gg
dt

yd
y   


 

sin03بالصور   3cيعطى   الابتدائيةومن الشروط  vc  ويكون بذلك 

gty  sin0v                                                                            (26) 

                       نحصل على  ( بالنسبة للزمن26وبتكامل المعادلة  

4

2

0
2

1
sin ctgty  v 

04يكون   الابتدائيةومن الشروط  yc   ويكون بذلك 

2

00
2

1
sin tgtyy  v                                                              (27) 

 امــثلــــــــــة

مختلفذين لإصذابة  اتجذاهينلمقذذو  مذا يوجذد 0vةلسذرعة دذذ  ثابتذ أنذهأثبذت  - مثذال:

 هد  ما؟ 

 الـحــــــــــــل

من معادلة المسار 
                       








  2

2
2

2

tan1
2

tansec
2

tan
2

0

2

0 vv

xg
x

xg
xy 

بالضرب فى 
2

2

xg

2

0v  نحصل على 

0
2

1tan
2

tan

tan1tan
22

2

2

2

22




















y
xgxg

x
xg

y
xg

2

0

2

0

2

0

2

0

vv

vv





 



 

10 
 

نضع 







 y

xg
c

xg
ba

2

2
1,

2
,1

2

0

2

0 vv  0            نحصل علىtantan 2  cba  

 على الصور  وحلها tanوهى معادلة من الدرجة الثانية فى 

a

acbb

2

4
tan

2 
  

2

2
14

22

tan

2

2






















y
xgxgxg

2

0

2

0

2

0 vvv

  

 ويكون بذلك  اويتين القذ  هما 




































 y

xgxgxg
y

xgxgxg 2

2

22

2

1

2
1tan,

2
1tan

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0 vvvvvv
  

sec/450 مقدارها بسرعة ابتدائيةكر  الجولف  لاعب كر  جولف ركل -مثال:  mv 

 ؟. ادرس حركة الكر  في المراحل التاليةالافقي الاتجا مع  o20 قدرهاموبزاوية 

  الـحــــــــــــل 

 

 هذ ستمر فى تتحرك الى أعلى حير تسو  بأن الكر   هو راسخ في أذهنناكما 

 قع علىوتتحرك حتى تاسفل  عود الىتثم  ارتفاعالحركة حتى يصل الى أدصى 

. حير سرعتها لأرضتودف ودد يتحرك على اتودد ( الأفقى المحور الأرض  

sec/450الابتدائية  mv   و اوية دذفها هىo20. 

 تتحرك الكر  حتى تصل الى أدصى ارتفاع والذى يعطى من 
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m
g

o

y 08.12
6.19

925.236

6.19

)117.0)(2025(

6.19

)342.0()45(

)8.9(2

)20(sin)45(

2

sin 22222

.max 
2

0v  

  من يعطى من        وتكون دد استرردت 

sec57.1
8.9

39.15

8.9

)342.0()45(

8.9

20sin45sin0 
O

g
t

v  

 ثم تعود للسقوط على الأرض وتكون دد استرردت  من ددر 

sec14.3
9.4

39.15

9.4

)342.0()45(

9.4

20sin)45(2sin0 
O

g
T

2v                       

 عطى منت (المدىتكون دد دطعت مسافة أفقية  و

m
g

R 82.132
8.9

645.1301

8.9

)643.0()2025(

8.9

40sin)45(

8.9

)20(2sin)45(2sin 22


2

0v  

                                    و  من الطيران يعطى من

sec102
sin0

.  t
g

Ttt FRx

v2 

sec/1000دذ  جسيم بسرعة ابتدائية  -مثال:  mv وبزاوية ددرهاo30  الاتجا مع 

 - من الطيران  -المدى – من أدصى ارتفاع  –أدصى ارتفاع  كل من احسبالافقي 

لى إرتفاع سرعة الجسيم عندما يكون ع  احسبمعادلة المسار للمقذو  و 

m125,100,75,50,25,10  2أن عجلة الجاذبية الأرضية هى  باعتباروذلكsec/10 mg ؟ 

  الـحــــــــــــل 
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sec/1000من المعلومات المعطا   mv  الابتدائيةوكذلك  اوية القذ o30  وعلى

 ذلك فإن: 

                يعطى من    ارتفاع من أدصى 

sec5
2

10

10

30sin100sin0

max


O

yy
g

tt
v 

                     من  ارتفاعويعطى أدصى 

m
g

hy 125
8

1000

)10(2

)
2

1
()100(

2

sin
22

2

.max 
2

0v 

والمدى يعطى من                            

m
g

R 3500
2

3
1000

10

60sin)100(2sin 2


2

0v 

                                    و  من الطيران يعطى من

sec102
sin0

.  t
g

Ttt FRx

v2 

 تعطى بالصور  المسار للمقذو معادلة 

2

2

2

2

2

cos

2
2

)
2

3
(

1

)1002

10

3)30(cos

1

2
30tansec

2
tan

2 (vv 2

0

2

0

xxxg
x

xg
xy

O

O  


  
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2

1500

1

3
x

x
y   

yg2  حير m100,50,10 ارتفاعسرعة الجسيم عندما يكون على  2

0vv تعطى )

 من 

98002000000)10()10(20000  1110)v(y  

95005000000)25()10(200005  11)2v(y  

900010000000)50()10(20000  1150)v(y  

850015000000)75()10(200005  11)7v(y  

800020000000)100()10(20000  11100)v(y  

350)2500(3750025000000)125()10(20000  11125)v(y  

من المعرو   أنهلأعلى. وكما  الارتفاعوواضح أن مركبة السرعة تتنادص بزياد  

 تصبح  ارتفاعوعند أدصى  cos0vxبأن المركبة الأفقية للسرعة تعطى من 

sec/350
2

3
10030cos100 mOx   

 يتبقى فقط مركبة السرعة الأفقية ارتفاععند أدصى  هبأنوواضح من العلادات السابقة 

. 

لعمل دفز   sec/11m0vوبسرعة  O20مثال: لاعب دفز يترك سطح الأرض بزاوية

هى أدصى مسافة يمكن أن يصل اليها  هو أدصي ارتفاع يمكن يصل اليه وما ما. ما

 والزمن اللا م لذلك؟

 ـــلالـحـــــــــ

 يعطى أدصى إرتفاع يمكن أن يصل اليه اللاعب بالصور 

m
g

h
O

y 722.0
6.19

152644.14

6.19

)116964.0()11

6.19

)342.0()11

)8.9(2

)20(sin)11

2

sin 222222

.max 
(((v2

0 

 

 بينما تعطى أدصى مسافة  المدى( يمكن أن يصل اليها اللاعب بالصور 
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m
gg

O

R 94.7
8.9

777.77

8.9

)64279.0()11

8.9

40sin)112sincossin2 22


((vv 2

0

2

0   

 المسافة بالصور    من الطيران( هذ ويعطى الزمن اللا م لقطع 

sec7776.0
8.9

)342.0)(11(

8.9

)342.0)(11(

8.9

20sin)11(sin0 
222v2 O

g
T

  

 حوالي  m36ب لكر  القدم  يركل فيه لاعب الكر  من نقطة على بعد مثال: فى ملع

yards40  من المرمى، ونصف الحشد الموجود يأمل بأن الكر  تلمس العارضة  )يارد

عن سطح الأرض إذا ركل اللاعب الكر  من على الأرض   m44.2والتى ترتفع 

sm بسرعة  .مع أفقي mO53وبزاوية مقدارها  20/

 هل الكر  تصل الى العارضة أم لا؟ 1-

   ?أين تسقط الكر  2-

 الـحــــــــــــل

mxمن المعطيات: المسافة الأفقية التى يمكن للكر  أن تصل اليها  36 . 

sec/20 الابتدائيةالسرعة  m0vية القذ  للكر   و ا . وmO53. 

 جاد المسافة الرأسية من العلادة ييمكن إ بأنهومن المعرُ  

2

0
2

1
sin tgty  v                                                                 (1) 

mxمسافة الكر  للتحرك  تسترردهوهنا يلزمنا إيجاد الزمن الذى  36  على الأفقى

 والذى يعطى من العلادة

 cos0 tx v                                                                       (2) 

 ومنها 

sec3
12)6.0()20(53cos)20(cos

363636

0


O

x
t

v
 

ض فى ولكن حتى الأن لانعر  هل الكر  سو  ترتفع الى العارضة أم لا. وبالتعوي

 ( نحصل على1 
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m

Oy

9.31.4448
2

2.88
48)3()8.9(

2

1
)8.0()3()20(

)3()8.9(
2

1
53sin)3()20(

2

2





 

),()9.3,36(هي اإحداثيتهوواضح أن الكر  بعد ثلاثة ثوانى سو  تكون عند نقطة  yx 

my الرأسي حداثيألأوواضح أن  9.3  يرتفع عن العارضة بمقدار

md 46.144.29.3  ضة من أعلى وتسقط والذى يشير بأن الكر  سو  تتخطى العار

 بعدها. 

الكر  من العلادة   هذ ويمكن إيجاد مدى  أين تسقط( 
g

R
2sin2

0v
   بالصور 

m
g

O

R 2346.39
8.9

5.384

8.9

)96.0)(400(

8.9

106sin)20(2sin 2


2

0v  

m2346.3362346.39 بحواليوهذا يشير الى أن الكر  سو  تسقط بعد الشبكة  . 

 

لكى يرمى الكر  فى رمية اللا مة  للاعب كر  سلة  الابتدائيةمثال: أوجد السرعة 

السلة  ارتفاعالأفقي  وأن   الاتجامع  o45صحيحة  وذلك بفرض أن  اوية القذ  هى

وذلك  m8وأن بعد السلة الأفقى عن موضع القذ  هو m2من مستوى القذ  هو 

2sec/10mgىأن عجلة الجاذبية الأرضية ه باعتبار    لذلك؟ اللا موالزمن 

 الحــــــــــــــــل
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),()2,8(السلة هو أحداثيمن المعلومات المعطا  نجد أن  yx  وكذلك  اوية القذ

هى  الابتدائيةوعلى ذلك فإن المعادلة المناسبة لإيجاد السرعة  o40وهى  الابتدائية

 المسار: معادلة 




2

2
2

2

cos2
tansec

2
tan

2
0

2
0 vv

xg
x

xg
xy  

ومنها يكون 

 

6666.106
6

640640
6

640
82

640
8

)
2

1
(2

)64()10(
)1(82

))45(cos(2

)8()10(
)45tan()8(2

2

2

2





2

02

0

2

0

2

02

0

2

0

v
vvv

v

v O

O

sec/3.10 m0v  

cos0 ويعطى الزمن اللا م لذلك من العلادة  tx v   وعلى ذلك يكون 

sec821.0
3.7

6

)707.0()3.10(

6

)
2

1
()3.10(

8

45cos)3.10(

8

cos0


O

x
t

v
 

الكر  سلة من مستوى القذ  اللا م  للاعب كر  سلة لكى يقذ   ارتفاعمثال: أوجد 

الافقي  وأن بعد  الاتجا مع  o30فى رمية صحيحة  وذلك بفرض أن  اوية القذ  هى

للقذ  هى  الابتدائيةو أن السرعة  m10السلة الأفقى عن موضع القذ  هو

sec/120 mv  2أن عجلة الجاذبية الأرضية هى  باعتباروذلكsec/10mg   والزمن

 لذلك؟ اللا م

 الـحــــــــــــل
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),()8,(السلة وهو   أحداثيمن المعلومات المعطا  نجد أن  yyx   وكذلك  اوية القذ

sec/120للقذ  هى  الابتدائيةالسرعة  o30وهى  الابتدائية mv  وعلى ذلك فإن

 بة لإيجاد إرتفاع السلة من مستوى القذ  هى معادلة المسار: المعادلة المناس




2

2
2

2

cos2
tansec

2
tan

2

0

2

0 vv

xg
x

xg
xy   

 ومنها يكون 

63.4774.5
216

1000
774.5

216

1000
774.5

)3()72(

1000
774.5

)
4

3
()144(2

1000

732.1

10

)
4

3
()144(2

1000

73.1

10

)
2

3
()12(2

)10()10(

3

1
)10(

))30(cos()12(2

)10()10(
)30tan()10(

22

2

22

2




O

Oy

 

my 144.1  

cos0 ويعطى الزمن اللا م لذلك من العلادة  tx v   وعلى ذلك يكون 
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sec963.0
19.5

5

)732.1()3(

5

)
2

3
()12(

10

30cos)12(

10

cos0


O

x
t

v
. 

أطلقذت دذذ  جسذيم بسذرعة  m98  ارتفاعهذالذى شذاطئ بحذر من دمة صذخر  ع مثال:

sec/49ابتدائيذة مقذدارها  m  اويذذة مقذدارها  الأفقذييصذذنع مذع  اتجذا فذذى O30  أوجذذد

 الذلا مالجسذيم بالمذاء والذزمن  اصذطدامالمسافة الأفقية من داعذد  الصذخر  إلذى نقطذة 

 .لذلك

 ـحــــــــــــلال

myالمعطى هو  الإحداثيمن المعلومات المعطا  نجد أن  980   وكذلك  اوية القذ

sec/490للقذ  هى  الابتدائيةوالسرعة  o45 هى  الابتدائية mv و المعادلة .

 الجسيم بالماء اصطدامنقطة المناسبة لإيجاد المسافة الأفقية من داعد  الصخر  إلى 

 هى المعادلة 

cos00 txx v                                                                               (1) 

00حير  x  و يلزم لذلك إيجاد الزمن والذى يمكن الحصول عليه من العلادة  

2

00
2

1
sin tgtyy  v                                                                       (2) 

 ( نحصل على2الجسيم بالماء. وبالتعويض فى المعادلة   اصطدامعند  0yحير  

  

2

2

00

)8.9(
2

1
45sin49980

2

1
sin

tt

tgty

O

y



 v
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020)
2

10
(

)
22

20
(20

20

1
)

22

1
(1

20

98
)

2

49
(98

2

222





tt

tttttt

 































 4.1107.7
2

1
130

4142.1

10

2

1
8050

2

10

2

1

2

)20(4
2

100
)

2

10
(

t

sec235.9t  

 نجد أن ( 1لتعويض فى العلادة  وبا

mx O 320
4142.1

)235.9()49(

2

1
)235.9()4945cos)235.9()490  ((  

فو  سطح الأرض وذلك بزاوية  m45 ارتفاعهمثال :تم رمى حجر من أعلى مبنى 

 .sec/20mمقدارها  ابتدائيةدرجة مع الأفقي بسرعة  O30مقدارها 

 ماهى المسافة الأفقية من داعد  المبنى الى مكان وصول الحجر الى الأرض؟ 1-

 كم من الودت يسترر  الحجر للوصول إلى الأرض؟ 2-

 ما هي سرعة الحجر دبل ودوعها على الأرض؟ 3-

 الـحــــــــــــل

myالمعطى هو    الإحداثيمن المعلومات المعطا  نجد أن  45ة القذ  وكذلك  اوي

sec/200للقذ  هى  الابتدائيةالسرعة  o30وهى  الابتدائية mv . 
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myالمعطى هو  الإحداثيمن المعلومات المعطا  نجد أن  450   وكذلك  اوية القذ

sec/200للقذ  هى  الابتدائيةوالسرعة  o30هى  الابتدائية mv. 

 اصطدامو المعادلة المناسبة لإيجاد المسافة الأفقية من داعد  الصخر  إلى نقطة  

 هى المعادلة  الجسيم بالماء

cos00 txx v                                                                               (1) 

00حير  x  و يلزم لذلك إيجاد الزمن والذى يمكن الحصول عليه من العلادة  

2

00
2

1
sin tgtyy  v                                                                       (2)  

 ( نحصل على 2الجسيم بالماء. وبالتعويض فى المعادلة   اصطدامعند  0yحير  

045109.49.41045
20

98
)

2

20
(45

)8.9(
2

1
30sin20450

2

1
sin

222

2

2

00







tttttt

tt

tgty

O

y v

 




































 337.3110
8.9

1
98210

8.9

1
88210010

8.9

1

)9.4(2

)45)(9.4(410010
t

sec21.4t  
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 نجد أن ( 1وبالتعويض فى العلادة  

mx O 9172.72)866.0()21.4()2030cos)2.4()200  ((  

                                                 تعطى مركبات السرعة بالصور 

,sin,cos, 00 


















 gtyx  vv 

الزمن  دد أسترر   من أدل بقليل جداً من ودبل أن يصل الى الأرض مباشر  يكون

  sec1.4tوليكون هذا الزمن هو   حتى يصل الى الأرض يسترردهالذى 

   
22

2

0

2

0
1030sin2030cos20sincos 















  tgt OO vvv  

       

    sec/51.3512619613003132.17

411032.17)1.4(10)5.0sin(20)866.0(20

22

2222

m



 

فسذقطت   اطلقت دذيفة على هد  معين فى مستوى أفقى يمر بنقطة بزاويذة - مثال:

فسذقطت بعذذد   وعنذدما دذذفت بذنفس السذرعة بنقطذة و بزاويذة aبذل الهذد  بمسذافة د

أثبذذذذذذذت أن الزاويذذذذذذذة الصذذذذذذذحيحة لإصذذذذذذذابة الهذذذذذذذد  هذذذذذذذى    bالهذذذذذذذد  بمسذذذذذذذافة 














ba

ba  2sin2sin
sin

2

 ؟ 11

 الـحــــــــــــل

يكون هذا هو المدى لها والذى يعطى  الأفقيلمستوى عندما تسقط القذيفة على ا

 الحالةويكون المدى فى  Rبالصور  . الأن بفرض أن المدى لإصابة الهد  هو  

aRالاولى هو    الثانية هو الحالةوفىbR   وبرفض أن  اوية القذ  الصحيحة هى
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  وأن سرعة القذ  فى الثلا  حالات هىu .  وحير أن المدى يعطى من

g
R

2sin2

0v
   فيكون لدينا 

g

u
aR

2sin2

                    الحالة الأولى                                              

(1) 

g

u
R

2sin2

                   حاله إصابة الهد                                              

(2) 

g

u
bR

2sin2

                   الحالة الثانية                                               

(3) 

فى المعادلة  ,uRخلص عن كل من للقذ  يجب علينا الت ولإيجاد الزاوية الصحيحة 

 والجمع نحصل على  aوالثالثة فى  b( فى 1(. وبضرب المعادلة  2 

  2sin2sin
)(

2

ab
bag

u
R 


                                                            (4) 

 ( نحصل على 2( فى  4من   Rوبالتعويض عن 

 


2sin2sin
)(

2sin 22

ab
bag

u

g

u



  


















 

ba

ab

ba

ab 





2sin2sin
sin2

2sin2sin
2sin 1  

                                                             ومنها 











 

ba

ba 


2sin2sin
sin

2

1 1 

ملاحةة: حل المسألة السابقة هو ا لأساس لعمل رجال المدفعية حير يكون للمدفع 

د  لجميع القذائف ولإصابة الأهدا  المختلفة يرير رجل المدفعية من سرعة واح

  اوية التصويب.
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ثابت من سطح الأرض. صذوب  h ارتفاععلى  vتطير طائر  بسرعة منتةمة   :مثال

بالنسذذذبة إلذذذى موضذذذع منصذذذة  ارتفاعهذذذاصذذذاروح نحذذذو الطذذذائر  عنذذذدما كانذذذت  اويذذذة 

وأطلقذذت  الصذذاروح  المسذذتقيم الواصذذل بذذين الطذذائر  و موضذذع منصذذة الصذذاروح( 

   أن القذيفذذذة ستصذذذيب الطذذذائر  إذا كذذذان  اثبذذذتعنذذذد هذذذذ  اللحةذذذة.  0vدذيفذذذة بسذذذرعة 

 2

0 tan)vcosv(v2 hg 

 الـحــــــــــــل

 

              y a                 b                        (xp,yp)       

                                                        0v  

                  h     tan = h/ab            

                   o     h cot            v t                                x 

لكذذي تصذذيب القذيفذذة  فإنذذه( oإذا بذذدأنا القيذذاس  مذذن عنذذد النقطذذة   أنذذهمذذن المعلذذوم 

الكرتيزي لكل من الطائر  والقذيفة ونفذرض أن  الإحداثي يتساوىالطائر  يجب أن 

),(هى التلادينقطة  pp yxبعد  من دذدر   .  وأنهما التقياpt  مذن بدايذة  حركذة القذيفذة

  بداية القياس(.

 بالنسبة للقذيفة

 حركتها يمكن وصفها من العلادات

cos0 tx v                                                                                (1) 

 2

0
2

1
sin tgty  v                                                                       (2) 

 بالنسبة لطائر 
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 حركتها يمكن وصفها من العلادات

thx v cot                                                                              (3) 

 constant hy                                                                           (4) 

لكذذى يلتقيذذا كذذل مذذن القذيفذذة والطذذائر  يجذذب ان تتسذذاوى  فإنذذهكمذذا أشذذارنا سذذابقا 

وبمسذذاوات  ptويكذذون كذذذلك الذذزمن المسذذترر  للحركذذة واحذذد ولذذيكن الإحذذداثيات

 العلادات السابقة نحصل على 

 
pp tht vv   cotcos0
                                                                (5) 

htgt  2

0
2

1
sinv                                                                       (6) 

( نجد أن  5من العلادة  
vv 






cos

cot

0

h
t p  وبالتعويض عنpt   نحصل على 6فى ) 

h
h

g
h























2

00

0
cos

cot

2

1
sin

cos

cot

vvvv
v








   

وبالضرب فى 
 




2

2

0

cot

cos

h

vv 
 نحصل على 

   

 
 

 
 




























 






















vvv
vv

vv
vvv

vv
vvv

vvvv

vv
v



































cossincot
cot

cos

2

1

cot

cos
sin

cot

1
cos

2

1

cot

cos
sin

cot

1
cos

2

1

cot

cos

2

1
sin

cot

cos

cos

cot

002

0

2

0
00

2

2

0
00

2

2

0

2

2

0

0

0

hg

hg

hg

h
hhg

h

h

 



 

25 
 

(v)
vv

vvv
vv

vvv
vv



















2

0

002

0

002

0

cot

cos

2

1

coscos
cot

cos

2

1

cossin
sin

cos

cot

cos

2

1






































hg

hg

hg

 

ومنها يكون    2

0 tancos2 vvv hg 

 تأثير مقاومة الهواء الاعتبارثانياً حركة المقذو  مع الأخذ فى 

  وصف الحركة

وتميذل علذى الأفقذى المذار  0vبسذرعة ابتدائيذة  oمذن النقطذة  نفذرض ان الجسذيم دذذ 

رهذا بمقاومذة الهذواء والتذى سذو  نعت الاعتبذار ىوبالأخذ ف  بزاوية  oبنقطة القذ  

وصذف المسذائلة كمذا هذو مذدون  رالاعتبذاتتناسب مذع سذرعة الجسذيم.  مذع الأخذذ فذى 

أى أن  oللحالذذذة الأولذذذى( .ومذذذع ملاحةذذذة أن الجسذذذيم دذذذد دذذذذ  مذذذن النقطذذذة أعذذذلا 

 )0,0(),( 00 yx )  0و بسذذرعة ابتدائيذذةv   وتميذذل علذذى الأفقذذى المذذار بنقطذذة القذذذo 

مذذذذذذذذركبتين بالصذذذذذذذذور   الابتدائيذذذذذذذذةعنذذذذذذذذد ذلذذذذذذذذك يكذذذذذذذذون للسذذذذذذذذرعة  بزاويذذذذذذذذة 

    sin,cos, 0000 vvvv yx
الحالذذة سذذو  تكتذذب  هذذذ  فذذي. حينئذذذ فذذإن معادلذذة الحركذذة 

 بالصور 

Rgmam 


 

                                                                وحير أن         
vv kRR  

mkوبفرض أن    فإن 

vv
 

   gamgmam                                                         (1) 

المحور  اتجا والأخرى فى  xالأفقيالمحور  اتجا المعادلة سو  تكتب مر  فى   وهذ 

)0,(لمسألتنا أن الاعتبار ع الأخذ فى م yالرأسي gg 


. 

   الأفقى هى   الاتجامعادلة الحركة فى  
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 بالصور  xالمحور اتجا كتب معادلة الحركة فى ن( 1من المعادلة  

  xx                                                                                         (2) 

                               نحصذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذل علذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذى المعادلذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذة هذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ وبتكامذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذل 

1cx
dt

d

dt

d
x x

xx
   

 

يعطى   الابتدائيةومن الشروط 
1c   بالصورcos01 vc  ويكون بذلك 

xx   cos0v                                                                               (3) 

         نحصل على  (3وبتكامل المعادلة  

  
  20

0

0

cosln
1

cos

1
cos

ctx

dt
x

x dx
dt

dx


























v

v
v

 

يكون   الابتدائيةومن الشروط  


cosln
1

02 v


c  ويكون بذلك 

   

   

xt

tx

t
x

tx

tx

e

e














































coscos

coscos

cos

cos
ln

coslncosln

cosln
1

cosln
1

00

00

0

0

00

00

vv

vv

v

v

vv

vv

                                                                                          

)1(
cos0 tx e 



 
v                                                                          (4) 

 (3( فى  4وبالتعويض من  

)1(coscos)1(
cos

cos 00
0

0

tt eex 




   vv

v
v  

tex   cos0v                                                                               (5) 
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وذلذك بذالتعويض مذن  tكدالذة فذى الذزمن xكذلك يمكن كتابة العجلة فذى اتجذا  المحذور

  (2)فى  (5)المعادلة 

tx ex    cos0v                                                                    (6) 

    هى  الراسي  الاتجامعادلة الحركة فى 

 بالصور  yالمحور اتجا كتب معادلة الحركة فى ن( 1من المعادلة  

  ygy                                                                                  (7) 

نحصل على                     (7دلة  وبتكامل المعا

3cyty g
dt

dy
g

dt

yd
y    


 

sin03بالصور   3cيعطى   الابتدائيةومن الشروط  vc  ويكون بذلك 

ygty   sin0v                                                                           (8) 

te( فى 8ضرب المعادلة  وب   يمكننا كتابتها بالصور                 

 

 

  dtttgttyd

ttgtty
dt

d

ttgttyy

tytgttty

eee
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
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 وبتكامل المعادلة السابقة نحصل على 

 
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3
0

3
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0

1
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)(sin

sin
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0,0يكون   الابتدائيةومن الشروط   yt ويكون لدينا 

)sin(

)0(1)0(
)0(

)0(
sin

)0(
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 نحصل على  3cوبالتعويض عن ديمة 
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




 gt
e

g
y t   )1()sin(

2
0v

                                                       (9) 

 ( نحصل على 9(,  8من المعادلتين  

)1(sin

)1()1(sinsin
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)1()sin(sin
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






gtg
y e  )sin( 0v                                                                   (10) 

وذلذذك  tكدالذذة فذذى الذذزمن yمذذر  ثانيذذة يمكننذذا كذذذلك كتابذذة العجلذذة فذذى اتجذذا  المحذذور

 (2( فى  10بالتعويض من المعادلة  

tggtg
y eeggy 


    )sin()sin( 00 vv                  (11) 
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 طى اتجا  السرعة بالصور  يع




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 ويعطى مقدار العجلة بالصور  

tftggggtf

ggtxf

eee

ey







 

00

22

0

22

0

2222222

sin2)sin22

)sin2sincos2

vvv(v

vv(v

2

0

2

0

2

0

2

0


  

      حير  sin2 0

22

0 ggf vv2

0  

 :(7 ة حل المعادل

ctg

dt
g

d
g

d
gy

y

y

y
y

dt

y
y










 









)(ln 








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 خصائص المقذو 
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( وعنذذد ذلذذك 9فذذى المعادلذذة   0yللحصذذول علذذى  مذذن أدصذذى ارتفذذاع  نضذذع  -(1 

 يكون 
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 بالصور  ( 4من المعادلة   xالأفقى  الإحداثي. وعند ذلك يعطى 
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 ً حتذى  oالنقطذة لإيجاد الزمن الذى بأخذ  مقذو  مذن لحةذة دذفذه مذن  كما عرفنا سابقا

 الإحذداثي( أو 4مذن العلادذة   xالأفقذى الإحذداثييصيب هدفاً معيناً فإنذه يلزمنذا تحديذد 

( لهذا الهد  وعند ذلك يمكن القول بأن هذا الزمن يعطى من 8من العلادة   yالرأسي
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 أو من العلادة
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قطذة القذذ   فذإن هذذا الذزمن اما إذا كان هذا الهد  يقع على المحذور الأفقذى المذار بن 

( وعنذد 8فذى المعادلذة   0yيسمى بزمن الطيران وللحصول على هذا  الزمن نضذع 

 ذلك يكون 
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 وعند ذلك يعطى  من الطيران من حل المعادلة 
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  (:Range( المدى  4  

 فيكون( 4( فى المعادلة  15من المعادلة   T للحصول على المدى نعوض عن ديمة
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تجمذذع بذذين  المسذذار هذذى معادلذذة معادلذذةا عرفنذذا سذذابقا بذذأن كمذذ   ( معادلذذة المسذذار:6 

تسذذميان بالمعذذادلات ( 9(,  4. والمعادلتذذان  الحركذذة خاليذذة مذذن الذذزمن إحذذداثيات

هذذاتين بذذين tمذذن حذذذ  البذذارامتر   المسذذار و تتعذذين معادلذذة البارامتريذذة للمسذذار

 ( فنحصل على9 المعادلة فى  t  ( عن4 المعادلة المعادلتين وذلك بالتعويض من 
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 ( نحصل على9فى المعادلة   tوبالتعويض عن ديم 
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 على مستوى مائلاً حركة المقذو  مع لثثا

 سو  نقسم الحركة على المستوى المائل الى

فذى اتجذا   oxفى حالة المستوى المائل على الأفقى بزاوية مذا بحيذر يكذون المحذور -1

 .oxعمودي على المحور  oyالمستوى المائل والمحور 
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فى حالذة المسذتوى المائذل علذى الأفقذي بزاويذة مذا والمحذور الرأسذي عمذودي علذى 2-

 لأفقياالمحور 

 الحالة الأولى:

فذذى اتجذذا   oxفذذى حالذذة المسذذتوى المائذذل علذذى الأفقذذي بزاويذذة مذذا بحيذذر يكذذون المحذذور

 .oxعمودى على المحور  oyالمستوى المائل والمحور 

 

 ومعادلة الحركة من دانون نيوتن الثانى تكتب بالصور 

Fam


                                                                                         (1) 

   الأفقى هى   الاتجامعادلة الحركة فى 

 بالصور  xالمحور اتجا كتب معادلة الحركة فى ن( 1لمعادلة  من ا

   sinsin gxmgxm                                                             (2) 

                           نحصذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذل علذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذى المعادلذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذة هذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذ وبتكامذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذذل 

1sinsin ctgg
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d
x x

x
   

                                                     

cos01بالصور   1cيعطى   الابتدائيةومن الشروط  vc  ويكون بذلك 
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 sincos0 tgx  v                                                                         (3) 

                    نحصل على  سبة للزمن( بالن3وبتكامل المعادلة  
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1
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0 gttx  v                                                                      (3) 

    الراسى هى   الاتجامعادلة الحركة فى 

 بالصور  yالمحور اتجا كتب معادلة الحركة فى ن( 1من المعادلة  

   coscos gymy Orgm                                                       (4) 

               نحصل على  (4وبتكامل المعادلة  
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 cossin0 tgy  v                                                                          (5) 

                    نحصل على ( بالنسبة للزمن5وبتكامل المعادلة  
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 ( تسميان بالمعادلات البارامترية للمسار6(,  3المعادلتين  

 خصائص المقذو 
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فذذى  0yول علذذى  مذذن أدصذذى ارتفذذاع و  نضذذع للحصذذ  :ارتفذذاع مذذن أدصذذى  -(1 

 ( وعند ذلك يكون 5المعادلة  
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 ا لأعلىيتحركه

( 6( فذى المعادلذة  7مذن المعادلذة  htوللحصول على أدصى ارتفاع نعوض عن ديمة 
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 ( :Time of Flightالتحلي   من الطيران   من  -(3 

 ( وعند ذلك يكون 6فى المعادلة   0yنضع  الطيران للحصول على  من
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( أن  مذذن الطيذذران ضذذعف  مذذن الوصذذول لأدصذذى 9(,  7وواضذذح مذذن المعذذادلتين  

tTأى أن    ارتفاع 2) 

   الأفقيوهى أكبر مسافة يتحركها الجسيم على المحور  (:Range( المدى  4 
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FRxوللحصذذول علذذى المذذدى نعذذوض عذذن ديمذذة tt  ( 3( فذذى المعادلذذة  9مذذن المعادلذذة  .
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                                                                                           ملاحةات على المدى: 

                                                                                                                     خاصية نفس المدى  -1

وذلك إذا  ,21من مدفع واحد بزاويتين ا ن دذفيقذيفتيمكن الحصول على نفس المدى ل

 كان
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21                                                                                       (11) 

            خاصية أدصى المدى  -2

  بالتالية أدصى مدى لقذيفة بالصور  يمكن إيجاد 
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 .أدصى مدىنحصل على الزاوية ( عن 10وبالتعويض فى المعادلة  

 :الحالة الثانية
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فذذى حالذذة المسذذتوى المائذذل علذذى الأفقذذي بزاويذذة مذذا والمحذذور الرأسذذي عمذذودي علذذى 

 لأفقيالمحور ا

 

 

 المائل يعطى من الرسم واضح أن  المدى على المستوى  من




sec
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x
x

R                                  (1)  

 كذلك من الرسم واضح أن 

tanxy                                               (2)  

 فإن معادلة المسار يمكن كتابتها بالصور   ox ونلاحظ أنه إذا أكمل المقذو  حركته وسقط على المحور 
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xy                             (3) 

 ( يكون لدينا  3(,  2من المعادلتين     
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 
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O  .
؟a، نصف قطرها كزثقلهامر

لحــل

 .
rdr



Orr r   

2r dr rm rd d  

r 2هو
, 0
r


     
Ox) ٨ـ مث(

x

y

r

dr

O
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3 4

0 0
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a a

a a

r dr rxdm a
x

dm
rr dr




 
 
      
 
 
  


 

3
, 0

2
a


     

ـ٤١ـ ثم

ha؟



d)
 (2 ym dd   z

0xهو y z

2zdm
OG z

dm


  


 2

yzd



 

yd 
where

2

1
d

dzd
y
dz

       


yzحيث  

hy az ah z

dy a
dz h
 

 

 

2 2 3

0 0

2
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2 3 1
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h h

hz z d hz z
z h
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z

dz

        
 
    





G 0يتعين من, 0,
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h     

O

y

a

G

y

z
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h
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ـ٥١ـ ثم

2   نصف قطـر
a؟



Ox0y 

2 2
cos , sin

3 3
a a 

     

2 21 1
sin

2 2
dm a d a d    xكا

2
cos

3 2 sin
3

a d

x a

d








 









 




)
2




 (
/2

/2

/2

/2

2
cos

2 sin3 42
3

3
2

a d
a

x a

d

























  




rdr.

 x

y

ad
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Pappus

ساحة 
مركـز   سطح

.ثقله

.مركز ثقلها

d

d   على بعدxd

dSث حيdS x d 

S dS x d xd     (1)

x

xdm xd xd
x xd

dm d
x




    
  


 

 
 


    (2)

x
 d
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.(1)،(2)حيث

S x  .2 

 2S x 

.

dSS  نـه
xSعلى بعد   

dSxdS

xdSSيتعين من

V xdS xdS    (3)

xdm xd xd
x xd

dm d

S S
S Sx

SS




    
  


 

    (4)

(3) ،(4)حيث 

V S x .2 

 2V x S،
.ها

x
 dS
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ـ٦١ـ ثم



OAOy

كاملة
ــصفها ،  OAمنت  ab aOB h ــشكل ــا بال كم

1
,

2
2 xS x a S a     

Sحيث  

OAB

Oy

(DG
1

2 2
2
)V axS V h 
     




 

21
2

2
1 1
. .
3 3

V a h ha a  

Sحيث   هيOAB

ـ٧١ـ ثم

؟aقطرها 



aقطرها نصف 

a34قطرها
3
a21

2
a

3 24
2

1 4
3

2
3 2

a
xS a x a xV    



        


1
2


1
2


O

AB

y

a

D G

x

h
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
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n

1 1
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i i i
i i

x m x m
 

  ,

1 1

/
n n

i i i
i i

y m y m
 

  ,

1 1

/
n n

i i i
i i

z m z m
 

 



, ,
xdm ydm zdm

x y z
dm dm dm

  
  
  

.


.
.

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)١ (
؟

)٢ ()
.(2 : 1

4
؟

)٣ (؟

)٤ (2 23 , 4y x y x x  ؟

)٥ (12 cm6 cm عن
2 cm .

)٦ (abcb   فيـه
ab 6 , bc 8cm cm bc, ba

)٧ (abcOb

abحيث 9 cm ،bc 6 cmadeO

d   نقطة تقع علىab ،ad 3 cme    هي تقاطعac مع
dbc .bab

 .   3 20 tan 2 26   ؟

)٨ (

)٩ (2
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لكثافة) ١٠(
O  .2 : ؟Oمن 1

)١١ (

aنصف قطرها    ) ١٢(

b؟

)١٣ (2 .  عين حجم
؟aا 

)١٤ (
قاعدتيه؟

)١٥ (2 4y x

0x  ،1x x

عين مركز ثقل صفيحة   ) ١٦(
2؟
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
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 .
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 ـ لم
)
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 .1 2, , ......, nF F F

F

. ) (Mمتجه عزمه 
FM

. .W F r M   

. . 0W F r M     (1)

.M 

M r F  . .M r F  
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   . . . . sM r F F r F       

.sحيث 

W

 :0, 0F M 

(1)0W .

 :0W 

. . 0W F r M         (2)

0 

. 0W F r  0F )r

 (.

0r 

. 0W M  ) (
M0M 

0, 0M F .

:



.


.
.


.
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ةا.

  ،
 ..

 .
: حتوضي(

)
 (

) ١شكل().
 .

 .x

x  2تتعين من 2V wy w a x    

0
dV
dx


2 2
0

dV wx
dx a x
 


.
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2

2

d V

dx

y

x

a
x

y

٢

x
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a
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 
2 2

2 3/22 2 2 2

d V w wx

dx a x a x
 

 

0x 
2

2
0

d V w
adx

 .

)٢شكل  (سابق
x

x    2تتعين من 2V wy w a x  0
dV
dx


2 2
0

dV wx
dx a x
  


.

0x) (كذلك

 
2 2

2 3/22 2 2 2

d V w wx

dx a x a x
  

 

0x 
2

2
0

d V w
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  .
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 .V

x .0
dV
dx


2

2
0

d V

dx
تز

2

2
0

d V

dx


2

2
0

d V

dx


AB

b,كرتين خشنتين نصفا قطريهما      ado

odحيث   h .A

AB   بالشكلكماe

 .A   علىB   حركـة
 de ed

b a      (3)

:
 ( )cos ( )cos( )

( )cos ( )cos(1 )

V w a b a h
b

w a b a h
a

  

 

    
           

(3):
( )sin ( )(1 )sin(1 ) 0

dV b b
w a b a h

d a a
 



              

0 
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2

2
0

0
d V

dx 



2
2

2
( )cos ( )(1 ) cos(1 )

d V b b
w a b a h

a ad
 



             


2
2

2
0

( ) ( )(1 ) 0
d V b

w a b a h
ad  

              

( ) 0ab a b h   Or 1 1 1
h a b
  (4)

2

2
0

0 ( ) 0
d V

ab a b h
d  

     Or 1 1 1
h a b
       (5)

2

2
0

0 ( ) 0
d V

ab a b h
d  

     Or 1 1 1
h a b
       (6)
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h 
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:


1 1 1
h a b
 

1 1 1
h a b
 

1 1 1
h a b
 .

b 

h ah ah a

a h bh bh b.

ـ١ـ ثم

كمـا مـبين بالـشكل       mpسلم منتظم كتلته    
p؟



)(
0mg y p x   

w,ا p

,y x

1
sin and cos

2
x y   

1
cos and sin

2
x y         

1
( sin ) ( cos ) 0
2

mg p  
         

 



1 1
( sin ) ( cos ) 0 tan
2 2

mg p p mg       

.

mgy

x



y

xp
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ـ٢ـ ثم

b، يرتكز بطرفه    2Lwمنتظم طوله    abقضيب  

h .
1 3cos
h
L


       

؟



w ابلا
0 0w y y   

secx h  كذلك ،
1y z y 

z0zحيث  

( )sin ( sec )sin sin tany z L x L h z z L h            

 2cos secy L h     



2cos sec 0L h  

2 3 1 3sec cos cos Or cos
h h

h L
L L

    
            

w
b

a

h

y

y



cosL 

x

z
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ـ٣ـ ثم

ababقضيب  

a .
cos cos
2 sin( )
w  

 
wحيث   

؟



xa   ،y  مركز  عمق
0w y F x  

h2

sin and cos cos , si s2 2 n inh hy x        

cos , sin sin , c2 os2 coshy x h             

cos sin( )
sin sin

cos cos

2 2
2x

  
    

 

        



 


 

 


x,بالتعويض عن قيم كل من  y 

sin( )
cos 0

cos

2
w F

 
 



        






sin( ) cos cos
cos 0

cos sin(

2

2 )

w
w F F

   


  


   






F

b

w

 
x
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ـ٤ـ ثم

m
1
2


 .
2 (2 sin 1) tanmg      2حيث



تتعين من
0w y T L  

Lحيث 

،
yلقة
هندسة من

2 sinL   

2 cosL    

cosyكذلك    siny   

بالتعويض من 
 sin 2 cos 0 Or sin 2 cos 0w T w T              



sin 2 cos 0 tan 2 ( )w T mg T w mg         

T) ي للحلقة(
( ) (2 sin ) (2 sin 1)T L

 
     

 
       
 

tan 2 tan 2 (2 sin 1)mg T mg       



y

O

m g

y
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ـ٥ـ ثم

w

abcdaca

cd, bc



a   هو
yx

cad 

8 0w y p x  

cos and 2 siny x   

ين2حيث 
sin and 2 cosy x        

 8 0 Orsin 2 cos sin 2 c 0o8 sw p w p             



sin 2 cos 0 4 tan8w p wp        

 / 4 

cd, bc يتعين من
4 tan( / 4) 4p w w 

y

p

ww

ww


y

3y

p
x

a

b

c

d
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ـ٦ـ ثم

a .
1tan
3
b
a

      
؟bحيث 



A ،
y حيث

 1
3 cos sin

2
y a b  

y

ش
0 0w y y   

 cos 3 siny b a    0 

cos 3 sin 0 tan
3
b

b a
a

     

ـ٧ـ ثم

2Lمنتظم طوله  abمنتظم   قضيب

 .
؟



0 0w y y    
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