
 

 الجبر المجرد
7رياضة بحتة   

 

 كلية التربية بالغردقة



         المجرد           أسس الجبر                                                      
__________________________________________________________________________ 

 

 الباب الأول

   Setsالمجموعات  
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فررر   يعتبرررر يةرارررم المجمن ررر م  ررر  أعرررا  ررر    ررر  الع ررر  الب ررررت   

الرا ضررت مو  ت تر ررم أعمتررم يةراررم المجمن رر م نلررإ  جرررد أي رر  نضرر فم 

 دارردإ نلررإ  جرر ا الرا ضررت م ل فنهررع ورر  ىي رر   رر  إ   ررإ  لرر  أ رردم 

مع لجرم فرر ا الرا ضرت م المفت ارم التر  الرا ضتت  وأسس  أس لتع  داردإ ل

  يررق ئ ةمررم ل  مرر  أت رررق الاراررم ل  رر  ال عتررر  رر  الاررر ا النداعررم  ل ررد 

ر ررنو   بررر يةراررم المجمن رر م فرر  دراسررم ع دسررم نئ تررد   سرر  دم ل ررم 

  بررر اى ررداد  يةراررم الررد اا الن ت تررم  مرر  أي رر  أارربنق أداإ رةتهررتم فرر  

  Boolean & Abstract Algebraر المجررد  دراسرم الم قرو   برر ونلتر ل  الجبر

و  سنف ت تصر دراست   ف  عذا Topology ال  دس م المفت ام  التنونلن   

 الب ب   إ ل م  ر نو   بر المجمن  مو

 : The Mathematical Concept of a Set مفهوم المجموعة
ع رر أ أ ع ررم  عترررإ لما ررنع المجمن ررم فرر  رت ت رر  التن تررمو ف عترررا   رر   

يتنرردع  رر  و جمن ررمو القرر ب الترر  ات ررنل    رر  فراررو  رررإ ال رردع ل  تررم 

 ل  و جمن ررررمو الرررد ا اى هرررر لأ فرررر  عت رررم اى ررررا المتنرررردإلالع رررنع و  رررر  

 وو المجت د ل و جمن مو النر ف ال ج ةتم الت  تت نل        مم و

 ق و   ت   لاظ و جمن موونل        التجمع م اله و م ا  

جمن مو ع  تجمم    اىشت لأو  لع  عذه العب رإ    إ  ل  فإل والم 

انرردد  –أ  الع  اررر  –ت  عررن ل عرر   رر  تجمررم  رر  اىشررت لأ اتبرررو ل رر  سرر 

 جمن ررم ورر لمع إ الرا ضرر ً فمررع   عرر  ام رر  أل يق ررو لاررظ  جمن ررم   ررإ 

اى ررررداد   لتجمعرررر م  عرررر   اى ررررداد الم مررررم ل اىشرررر  ا ال  دسررررتم الجمت ررررم

نل تندارد عرذه التجمعر م اتنئر  أس سر     رإ و 10 الصنتنم اى بر و عتر   

   رر  عررن العرردد الم رراً   رر  عررن ال رر   ال  دسرر    ررند ن  وررم  نررددإ ل سرر  م

     ا يع   وأ بر و عتر   ًو الجمت ً

ف  النائم أيه لتهق ع  أ ن  وم  نددإ   رإ  ر  عرذه التهر فتم فرإل  

ص لآخر ل   ر  ثرا الجم ا  اىعمتم أ نر تفت      ث  فم ىخرى     شف

 جمن رررم وررر لمع إ  مد الم مرررا ررردفإيررره ت ام ررر  أل تنررردد  بررر رام  عررر  اى

الرا ض  ل ىي   ت يهتقتم الن ا وصام ئ طعم  م  ن ا   ل   صر    ا تمر  

التجمرم أع تو  وتعبترر رخرر نل العبر رام الهر و م تمعر  تجمعر م  ر  عرذا نلإ 

الع ررس  رر   لرر  فررإل    اررر الع  اررر رتررر المعرفررم تعراارر    ترردا و    ررإ 
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 ABCتجمعرر م  عرر  فراررو  رررإ ال رردع و  تررم الع ررنع و  رر  ل  و اارر  المع رر   

 عرفرم تعراار    تردا  ل رتر  نيره فر    7ئ     اى اى داد الصنتنم المن بم 

   ر لم ام   الن ا وصام ئ طعم أل   صرا     ا تم  نلإ  ل  التجمرم أع ت 

   رإ  لر  ام   ر  ل جمن رم ور لمع إ الرا ضر  ل  لذل  فإل          تمع   

 ال نا وأل 

 ووالمجموعة: هي تجمع من العناصر المعرفة تعريفاً جيداً و

  ررإ اسررتفداع النررر ف ال ج ةتررم م رررر  سررنف يصررق   فرر  عررذا ال 

 ال بترإ ل تعبتر    المجمن م فمع   ئد يعتبر 

X   11 ,7 ,5 ,3 ,2ع   جمن م اى داد اى لتم, …..  

Y  ع   جمن م اىلنال اىخهر  اىاار  اىورق 

N  م صنتنم المن بع   جمن م اى داد الN = {1, 2, 3, …..} 

  ذل  سنف يهتفدع النر ف ال ج ةتم الص ترإ ل تعبتر  ر  الع  ارر التر  

  T = {a, b, c, d, e, f}عر    Tتت نل      المجمن  مو فمع   يعتبر المجمن رم  

  اعبر     ل  ر زا     لآتإ    Tنلإ المجمن م    صر ا تم   aفإل  

a T    رأ   ت a    ا تم  نلإTو 

ل تعبتر  ر  ايتمر لأ   صرر نلرإ  جمن رم  ي ررظ  أي أي   استفد    الر ز 

  اعبر     ل  ر زا     Tت ا تم  نلإ المجمن م    g ع   أل الع صر  

g  T   رأ  ت g  ت ت تم  نلإ المجمن مTو 

 وايتم لأ   صر نلإ  جمن م دع ل تعبتر       استفد    الر ز أي أي 

 

 

   التعبير عن المجموعاتSet Formulation : 
 طرا ت ل ل تعبتر    المجمن  م  تن د 

  ت همإ أاه  طرا م النصر   Tabulation Methodطرا م الهرد  -1

ل  ل   نل      المجمن م )ن ا   تو ت وم  متم الع  ار الت  ت اتا  ل  

نضم ت  ل  ت ت ج و تم الع  ارـ م    ( أ  ت وم وعه   وقرا م تنض   تاتم اس

 نضم ف ا مالمجمن م وت  ئنست   تنسقت   وت       صرا  ت      ار

   ا   إ  ل و  ع,و
X = {2, 3, 5, 7, 11}, 

Y = {a, b, c, d, e}, 

N = {1, 2, 3, 4, …}. 

لدالم   إ  متم الع  ار ف         ي رظ أي    تب   وت  ال نست  الر نو ا

ف د  تب   الر نو الدالم   إ أروم    ار ف ط ن    Nأ    X,Yالمجمن  م 
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نلإ أل اخت ف ترتتع الع  ار  ي بهام   است ت ج و ئ  الع  ارو  يند أل 

 وت  ال نست  ف   جمن م ت ا تر    المجمن مو

تم  عت م ـوإ ق لأ خ اا  ل     اتThe Rule Methodطرا م الف اتم الممتِزإ  -2

 ستفداع عذه وتمتز    ار المجمن م    رترع     الع  ار ونت  ام   

الف اتم أل يندد وقرا م ئ طعم    ن ا   ل   صر    ا تم  نلإ عذه 

 المجمن م أع تو

ع  المجمن م الت   p }ل   الف اتم  x : x { خ اتم  عت م فإل p قفإ ا   ي 

 تت نل     متم

 ي رظ ع   أل الر ز و و  و  pتتمتم و لف اتم   xرت   x ار  ع  الع  

 ا نع    ع   مم

   ع ا   إ  ل ورت و  

X  =} x : x   عذه تع   أل } 12ل  0 دد أ لإ وت  
X = {2,3,5,7,11}. 

 

 

 

 

 

 

  المجموعة الخاليةThe Empty Set : 
د أل عذه ـي   يجفإ } 1ل 0 دد و  إ ا م وت   x : x {ن م ـن ا تأ     المجم

  ا ل مجمن م الت  ت تنتنى  ا   ل   إ أي    ار ين م ت تنتنـالمجم

 برع  فتم  وعد أل المجمن م ـ  إ أي    ار وأي   و جمن م خ لتمو  س

لتدا   إ   ا رأ وف يو تفدع الر ز ـالف لتم  جمن م  رتدإو    دإ يه

 أرت ي  و { }هتفدع الر ز ئد ا   م الف لتممجمن ال

 ة والمجموعات اللانهائيةلمنتهيالمجموعات ا : 
 ن ا   يق خ لتم أ    يق تنتنى   إ Finite   ت تم  ا لمجمن م    ني   ا  

 ف  رتر عذه   دد انت   ن ع ل n   الع  ار رت  نل   n  دد  ند د

 وInfinite  ا ل مجمن م أي   ت ي  ةتم الن تم ا  
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 تساوي مجموعتين : 
أي م   ته  اتت  ن ا   يت  تت ني ل    ياس الع  ارر   Xل  Y   ا لمجمن تت ا  

ت نيررر ل   Yل  Xل أي أل المجمرررن تت  و رررل ال ةرررر  ررر  الترتترررع و لهرربط 

 وY = X ته  اتت  ن ا   يت   جرد اسمت  لمجمن م  اردإ 

  جمن تت  اته  أل   ي    تعرا  ته  

  ر   Yا تمر  نلرإ   Xفإل      صر  ر     ارر   Y = Xن ا   يق   و1

 وXا تم  نلإ  Y  صر       ار 

ا تمر  نلرإ   Yر  ـر       ارـ جمن تت        ص  Y, Xن ا   يق   و2

X    صر       ار      X    ا تم  نلإY    فإلY = Xو 

فإي   يعبرر  ر   لر    Yت ته  ي المجمن م    X ن ا   يق المجمن م  

 و  X  Y وأل ي تع
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  الاحتواءInclusion : 
ن ا   ل   Y   المجمن م    Subset جمن م  زةتم    Xل المجمن م  أ  ا ا  

  X رأ ا  و  XY تع وا    ل Yا تم  نلإ    X     صر       ار  

تنتنى   Yو  ت رأ وYX تع وا  و  ف  وعل اىرت ل Y جمن م  زةتم    

  X  يق   ن ا Y جمن م  زةتم      Xو لتدا   إ أل المجمن م X  إ  

)  عذا  X  Yفإي   يعبر     ل  و لر ز  Yق  جمن م  زةتم     ـلته

 و( Yنلإ    ت ا تم  X  إرا   اردا    إ اىئ  ا تم  نلـع   أل ع  أ   صا

 تعريف:
 Proper Subsetأي    جمن م  زةتم فع تم   X  ا ل مجمن م رتر الف لتم  ا  

ةرام الت لتم تتهم  الفناص  ال   XYل  XYن ا   ل  Y   المجمن م 

 ترتنالأوما نع ااىس ستم ل

 (:1نظرية)
 و X Xا نل  Xىي  جمن م  – 1 

 وX=Yفإل  XY,YXن ا   ل  X,Y جمن تت   يى – 2 

 و  XZفإل  XY,YZن ا   ل  X,Y,Zث ع  جمن  م  يى – 3 

اررتتت  اى لررإ  سرر برع  الف اررتم الع يتررم ف ررط  يترررأ ورعرر ل الف البرهااا :

  الع لعم ل ق لعو

 و Yا تم  نلإ  X     صر       ار ن ا  XY وم  أل  

 )   تعرا  المجمن م الجزةتم(و        

 و Xا تم  نلإ  Y     صر       ار  ن ا  YX  وم  أل  

 )   تعرا  المجمن م الجزةتم(و        

 )   تعرا  ته  ي  جمن تت (و X=Yن ا   

 و XY,YX ت ني ل  ته  اتت  ن ا  ن ا ف ط   ل X,Yت ل المجمن نتيجة: 

 ومون ا  ن ا ف طو تع   أل ال تتجم    ه   انتن
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  جمن م  زةتم    أي  جمن مو  المجمن م الف لتم   (:2نظرية)

 يتنترن   ف ذا اع ر  أل    Xأل   وارض  أي  جمن م  X لت   البرها :

   إ   صر 

 يت تنتررن  ل رر  عررذا  هررتنت  ىل المجمن ررم  Xت ا تمرر  نلررإ المجمن ررم  

   ورد أل ت رنل    رإ  لر  فر ل فرض خ طئ     X  ن ا    ل ار    م  إ أا

  Xو 

 المجمن م الف لتم  رتدإو(: 3نظرية)

 و 2,  1أل ع  أ  جمن تت  خ لتتت  عم   وارض  البرها 

 م   أل  جمن م  زةتم    أي  جمن م  1 ت نلفم  ال ةرام اله و م 

 و 2  1أي أل    2ت نل 

 و 1  2أي أل   1 جمن م  زةتم    أي  جمن م  لت    2 و لمع  

 أي أل المجمن م الف لتم  رتدإو  1=  2( يهت تج أل 1    يةرام )

 مثال:
 تع  متم المجمن  م الجزةتم ف  X=  {1,2,3} يق المجمن م  ن ا 

 وXل مجمن م 

 الحل:
 ع    Xجزةتم ل مجمن م  المجمن  م ال 

, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}. 

ع  المجمن م الت     ارع  ع     المجمن  م  Wن ا   يق ه ي رظ أي

 فإل  X ل مجمن مالجزةتم 
W = {, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}. 

   X  W نيم     X  Wي رظ أل  

   W 1 ل      X 1ي رظ أل   م 

    W {2}وت م    X {2} أاه   

ل مجمن م   Power setومجمن م المجمن  م الجزةتم   Wهمإ المجمن م  ت  

X   ر ز ل   و لر ز   اP(X)  ت همإ أاه   جمن م ال نى ل مجمن م X و 
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   المجموعة الشاملةUniversal Set : 
إل المجمن م ال    م ع  المجمن م الت  ن ا   ل لدا    دد    المجمن  م ف

ل أ  ومع رإ رخرر أل    ارر عرذه   م  إ       ار عرذه المجمن ر يتنتن

ر ررز ل رر  ا  ت تمرر   متع رر  نلررإ عررذه المجمن ررم اىع )ال رر   م(و    مالمجمن رر

 ام رر  تعتررت  أ عررر  رر   جمن ررم شرر   م لمجمن ررم أ  لعرردد  رر   Uورر لر ز 

      ف  المهألمو المجمن  م ل  ا اه  تنداد  اردإ

 )ا  ر  ع ا لمجمن م ش   م لمجمن م أ  لعدد    المجمن  مً(و 

   أشكال فنVenn Diagram : 
   الماتد داةم   أل ا نل لدا   انرإ  رةتم تمع   نتنى أي  هرألم را ضرتم 

ل فإل  ل  اه  د   إ الا را  ائترراا الن رناو لرذل  سر مع  داةمر   المجمن رم 

عر    Uت  ف   هتنى النرئم   رإ أل يعتبرر أل    ارر  ومهتق  Uال    م  

 متررم الرر  ط النائعررم داخرر  عررذا المهررتقت   فرر  عررذه الن لررم ام رر  أل يمعرر  

 المجمن  م المفت ام ومه ر م داخ  عذا المهتقت  

     اليةر ا 

 

 

 

 

 (1ش   )    

 همإ  ع  عذه اىش  ا وأش  ا ف   ام   استفداع عذه اىش  ا فر  تنضرت ت  

 الع ئم وت  المجمن  م المفت امو

 ل   ا ب إ الإش رإ نلإ أل تنضرت   هرألم و سرتفداع أشر  ا فر  ت ام ر  أل 

 برر   برعرر ل لمهرر ة  المجمن رر مو  اجررع التعررند   ررإ اسررتفداع البرعرر ل ا  

 الم ق إ سنالأ ف  ورع م ال ةرا م أ  ف  ر  التم را و

U 

X 
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   التضمينImplication : 
 ارنتنمنتم  أل ت رنل خبرتت  فإل أي  اردإ    م  ا    م تت  A,Bن ا   يق 

هرت زع و لهرر رإ أل ت رنل الجم رم  ت Aالجم رم  انمأ  خ ط مو ن ا ردع أل 

B الجم رم  نمفمع إ عذا أل ار نتنماA الجم رم  نمشررط توع لصرB   ل أ

   Aالجم م  نمف  ا م تهم  Bالجم م  نموعب رإ أخرى ا

 و Bت دى نلإ   A رأ  ت   A Bر زام الصنرإ  ل ي تع  ل  و

ف  عذه  2x 9 =ع  الجم م  B    يق  x = 3ع   Aن ا   يق الجم م   مثال:

  و A  Bالن لم ا نل 

 و B ن ا  ن ا ف ط   A رأ و ت   A  Bفإي   ي تع  A B , B A ن ا ردع أل 

  ت  ف ت لو A, B  ا ف  عذه الن لم أل الجم تت   ا  

 y = 2  3y + 1 = 7 مثال: 
   ام     تعرا  ارتنالأ  جمن م ىخرى  م  ا  و ستفداع  ا نع التهمت  

XY  ن ا   لa X  a Y   ل     صرa و 

    ذل  تعرا  ته  ي  جمن تت  ام    ت وته  م  ا 

X = Y  ن ا   لa X  a Y   ل     صرa و 
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   الفروق والمكملاتDifferences and Complements :  

عن المجمن م الت  تت رنل  ر   مترم  X,Yق وت   جمن تت    الار(1)تعريف

ر رز ا    Y ت ت تمر  نلرإ المجمن رم  Xالع  ار التر  ت تمر  نلرإ المجمن رم 

   X – Yو لر ز  X,Yل ارق وت  

  X – Y = {a : a  X, a  Y}أي أل 

  X – Yالمه رم المة  م تمع   (    اليةر ) ا

 

 

 

 

أ  همإ   م م ت    U – Xفإل المجمن م    X  Uن ا   يق   :(2)تعريف

و  م م   ل   ج وا  ت همإو ل هبم ل مجمن م ال    م   Xالمجمن م   تممم 

X  ر ز ل   و لر ز  ا  وcX
 X} U, a  = {a : a  cXأي أل  X\ أرت ي   و لر ز   

  (يةر ال    ) ا
 

 

 

 

 

 

  م ررم المجمن ررم ) cXالمهرر رم المة  ررم فرر  ال رر   الهرر وو تمعرر  المجمن ررم 

X)و 

   cX aأ     X a ن    ا نل   U a رظ أل ىي   صر ي

 ) جمن م اى داد الصنتنم( ع  المجمن م ال    مو Zو  تب ر أل  مثال:

 المجمن  م الآتتم       ( أ  د   م م 1) 
(i) The set of all Even Numbers. 

  جمن م اى داد الصنتنم الز  تمو
(ii) X = {x : xZ, x<1}.       

(iii) Y = {y : yZ, 4<y-4}.        

  Y - cXل   cX –Z ( أ  د  2)   

X 

Y 

X 

U 
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 Z = {0,  1,  2,  3,  4, …} الحل:
 E = {0,  2,  4,  6,  8, …}  (i) جمن م اى داد الز  تم  (1)

     Ec = Z – E = { 1,  3,  5, …}. 

  Odd رداد الاردارم أي أل   م م  جمن م اى داد الز  تم عر   جمن رم اى

Numbersو 
 (ii)  X = {…, - 3, - 2, - 1, 0}. 

    Xc = Z – X = {1, 2, 3, …}. 

 (iii)  Y = {…, - 6, - 5, - 4, 5, 6, 7, …}. 

    Yc = Z – Y = {- 3, - 2, - 1, 0, 1, 2, 3, 4}. 

 (2        ).1, 0} -2,  -3,  -{… , =  cX –Y = {1, 2, 3, 4},  Z  - cX  

 و X c)c(X =  ا نل X ىي  جمن م (:4نظرية)

 أي   صر ف  المجمن م ال    م فإل  aن ا   ل  البرها :
 a  (Xc)c  a  Xc  a  X. 

    تعرارر  ل  م ت رر نلررإ ىل أي   صررر ن رر  أل ا تمرر  نلررإ المجمن ررم أ  

 المجمن م الجزةتم 
  (Xc)c  X.                    (1) 

 a  X  a  Xc  a  (Xc)c                   ا نل             
         X  (Xc)c.                   (2) 

  يهت تج أل  (2),(1)   
    (Xc)c = X . 

  وقرا م  دا ا اتيتم لأ( 4يةرام ) ام   نثب م 

  c)c, (XcX, X مند ل        أ مدإ ع ث عي نل  د ا   نل    رت  

       ار المجمن م ال    م الت  تنتنى   إ a ن ا أخذي  الع صر 

  Xالمجمن م 

   بدأ وم لأ الجد اف a  X أ a  X  ارتم لت  ن   لدا    ت نلف

  a  Xن ا   ل  Xف   مند  0ضم     a  Xن ا   ل  Xف   مند  1ضم نو

 و لمع  يم  اى مدإ الب ئتم و ستفداع تعرا  عذه المجمن  م ف نص    إ 

  الجد ا
 X Xc (Xc)c 

1 0 1 

0 1 0 

 تق و م   ا  الع ل العمندا  اى  ي رظ    الجد ا أل ئتا الإيتم لأ الت  ف 

 ل 

 و X c)c(X =    ثا ا نل 
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  Union and Intersectionالاتحاد والتقاطع  

مجموعتين فإن المجموعة التي تتكون من جميع العناصر   X,Yإذا كان 

 التي تنتمى إلى 

رمز لها وي   X,Y نسمى اتحاد المجموعتيإحدى المجموعتين على الأقل ت  

 XYبالرمز

ن عان اتحااد المجماوعتين Yاتحااد  Xقرأ "وي   كماا  X,Y" ويمكان التعبيار زمزياا

 يلي: 
XY = {a: aXaY}. 

 . X,Yلكل من  يتنتم  aأو    Ya أو  Xa ني أنعت" حيث "

  X,Yأما المجموعة التي تتكون من العناصر المشتركة فقا  باين المجماوعتين 

تقااطع  Xقرأ ""  وت  XYرمز لها بالرمز "وي   X,Y  نفتمثل تقاطع المجموعتي

Y: أي أن " 
XY = {a: aXaY}. 

 في نفس الوقت(. X,Yلكل من  يتنتم)أي  Ya و  Xa ني أنعت" يث "ح

      X = {1, 2, 3, 4} ,  Y = {1, 3, 5, 7}إذا كانت مثال:

   XY = {1, 3}  ,  XY = {1, 2, 3, 4, 5, 7} فإن  

       .   XY = فإن      X = {d, e, f}  ,  Y = {a, b, c}وإذا كانت 

 :إذا كان Disjointأنهما متباعدتان    X,Yمجموعتين قال لي  ( 1) :ملاحظات
XY = . 

 فإن: X ةمجموعهي المجموعة الشاملة لل U( إذا كانت 2)
XXc=U , XXc=    

 يكون: X,Yمجموعتين ( لأي 3)    
(i)  aXY aXaY.   (ii)  aXY aXaY. 

(iii) X XY, Y XY.     (iv) XYX , XYY.   

 يتحقق:  X,Y نلأي مجموعتي (:5ة)نظري
XY  XY=Y. 

 متكافئتان. XY ،XY=Y  نالنظرية تنص على أن الجملتي البرهان:

 . Y=XYفإن   XY: إذا كان لن أي أنه أو

ن          . XYفإن  XY=Y: وإذا كان ثانيا

 

 

 :كما يلي Y=YXنبرهن أن سو  YXأن نفرض  :لن أو

  :من الواضح أن
 YXY.              (1) 
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 aXY  aX aY  aY  ; XY   
  XYY.                            (2)   

 .لن وهو المطلوب أو  XY=Y  يكون (2),(1)من 

ن   : YXنبرهن أن سو  Y=YXنفرض أن  :ثانيا

  :من الواضح أن
 XXY   XY   ; XY=Y.      

   .ثانياوهو المطلوب 

 ثبت النظرية.من أول وثانيا ت

  :يتحقق X,Y نلأي مجموعتي (:6نظرية)
XY  XY = X. 

  البرهان:
 :Y=XXنبرهن أن سو YXأن نفرض  لن:أو

  :من الواضح أن
 XYX.           (1) 

 aX , XY  aX  aY  aXY 

  XXY.              (2)   
 .لن وهو المطلوب أو  XY=X  يكون (2),(1)من 

ن   : YXنبرهن أن سو  Y=XXنفرض أن  :ثانيا
aX = XY  aX  aY  aY. 

 XY. 
  .ثانياوهو المطلوب 

 ومن أول وثانيا تثبت النظرية.

 

 

 

 فإن:  2Y1, Y 2X 1Xإذا كانت  (: 7نظرية)
(1) X1Y1  X2Y2.  

(2) X1Y1  X2Y2.  

  البرهان:
(1) aX1Y1  aX1 aY1  aX2 aY2  ; X1X2 ,Y1Y2 

  X1Y1  X2 Y2. 

(2) aX1Y1  aX1  aY1  aX2  aY2  ; X1X2 ,Y1Y2 

  X1Y1  X2Y2. 

 يتحقق: Xلأي مجموعة (: 8نظرية)
(1) XX = X. 

(2) XX = X. 
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  . Idempotencyنمو  شاز إلى هذين القانونين بقانونى اللاوي  

 يتحقق: X,Yلأي مجموعتين  (:9نظرية)
(1) XY = YX. 

(2) XY = YX. 

  . Commutative Lawsز إلى هذين القانونين بقانونى الإبدال  شاوي  

  يتحقق:  X, Y, Zلأي ثلاث مجموعات  (:10نظرية)
(1)  (XY)Z = X(YZ). 

(2)  ( XY)Z = X(YZ). 
 Associative أو قااانوني الترتياا  شاااز إلااى هااذين القااانونين بقااانونى الاادم وي  

Laws . 

 ي مجموعتين فإن:أ  X, Yإذا كانت  (:11نظرية)
 X – Yc = XY. 

من  aالطريقة العامة لأي عنصر  ي( وه1باستخدام نتيجة نظرية ) البرهان:

  :نجد أنبين المجموعتين عناصر المجموعة الشاملة ومن تعريف الفرق 
a(X – Yc)  aX  aYc  

                           aX  aYمن تعريف المجموعة المكملة   

                               a(XY)عريف تقاطع مجموعتين  من ت 
   X – Yc  XY.   (1) 
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  يكون: وبالعكس
 a(XY)  aX  aY  

       aX  aYc   

       a(X – Yc)  

  (XY)  X – Yc.   (2) 

  نستنت  أن: (2),(1)ومن 
  (X – Yc) = (XY) . 

نكون جدول مكون من حيث جداول النتماء ويمكن إثبات ذلك بطريقة 

 عمود لكل من: يخمس أعمدة ه
 X, Y, Yc, (X – Yc), (XY). 

 على يمن عناصر المجموعة الشاملة التي تحتو aوإذا أخذنا العنصر 

  X, Y المجموعتين

 لدينا الحتمالت الآتية: يكونف
 aX , aY.  

  aX , aY.  

  aX , aY.  

  aX , aY. 
 يس هناك أية احتمالت أخرى.ول

إذا كان  0ونضع  aXإذا كان  Xفي عمود   1نبدأ بملء الجدول بأن نضع 

aX    وبالمثل نملأ الأعمدة الباقية باستخدام تعريف هذه المجموعات

 :يفنحصل على الجدول الآت
X Y Yc (X – Yc) (X  Y) 

1 1 0 1 1 

1 0 1 0 0 

0 1 0 0 0 

0 0 1 0 0 

متطابقة، العمودين الأخيرين  من الجدول أن قيم الإنتماء التي فيونلاحظ 

:ومن ثم فإن  
  (X – Yc) = XY . 
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 : De Morgan's Lawsدي مورجان   ىقانون(: 12نظرية)
 يتحقق:  X, Yلأي مجموعتين        

(1) (XY)c  = XcYc  . 

(2) (XY)c  = XcYc. 
 البرهان:
 كما يلي:اء ول النتما( باستخدام جد1سنبرهن )

 نكون جدول الإنتماء كما يلي:

 
X Y Xc Yc 

X  Y (X Y)c (Xc  Yc) 

1 1 0 0 1 0 0 

1 0 0 1 0 1 1 

0 1 1 0 0 1 1 

0 0 1 1 0 1 1 

 

متطابقة، العمودين الأخيرين  نلاحظ من الجدول أن قيم الإنتماء التي في

 :ومن ثم فإن
 (XY)c = XcYc . 

 كما يلي:لطريقة العامة( باستخدام ا2) وسنبرهن

  : عنصر من عناصر المجموعة الشاملة فإن a( إذا كان 2)
 a(XY)c  a(XY)  

           aX  aY  

           aXc  aYc  

           aXcYc . 

  (XY)c  XcYc .   (1)   
a(XcYc)  aXc  aYc                                ن وأيضا
    

                     aX  aY  

                     a(XY)  

                     a(XY)c . 

 (XcYc)  (XY)c .   (2)  

 نستنت  أن (2),(1)من 
     (XY)c = (XcYc). 
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 : Distributive lawsالتوزيع   ىقانون(: 13نظرية)

 تحقق:ي X, Y, Zلأي ثلاث مجموعات           
(1) X(YZ) = (XY)(XZ) 

(2) X(YZ) = (XY)(XZ) 

  البرهان:
 كما يلي: ول النتماءا( باستخدام جد1سنبرهن )

 
X Y Z XY XZ YZ X(YZ) (XY)(X Z) 

1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 0 1 0 1 1 1 

1 0 1 0 1 1 1 1 

1 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 1 0 0 1 0 0 

0 1 0 0 0 1 0 0 

0 0 1 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

متطابقة، العمودين الأخيرين  نلاحظ من الجدول أن قيم الإنتماء التي في

 : ومن ثم فإن
X(YZ) = (XY)(XZ). 

 : كما يلي( بالطريقة العامة 2)وسنبرهن 

  :أحد عناصر المجموعة الشاملة فإن a( إذا كان 2)
a(X(YZ))  aX  a(YZ).  

 فإذا كان:
aX  a(XY), a(XZ)  

                    a(XY)(XZ).  

 :وإذا كان
a(YZ)  aY, aZ 

                     aXY, aXZ  

                     a(XY)(XZ).  

 X(YZ)(XY)(XZ).   (I) 
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 نفرض أن: والعكس
a(XY)(XZ)  a(XY)              (1), 

a(XZ)     (2) 

 :يكون (2) , (1)من  هفإن  a  Xإذا كان  
aY, aZ  a(YZ). 

 aX  a(YZ) 

 aX(YZ).  

 (XY)(XZ)X(YZ).  (II) 

 : يكون (II),(I)من 
 X(YZ) = (XY)(XZ). 

 :يمكن اختصاز الطريقة العامة لإثبات ما سبق كما يليملاحظة: 
 aX(YZ)  aX  a(YZ) 

                         a(XX)  a(YZ) 

                         [aX  aX]  [aY  aZ] 

                         [aX  aY]  [aX  aZ] 

                         a(XY)  a(XZ) 

                         a(XY)  (XZ) 

 X(YZ) = (XY)(XZ). 

بالنسبة  "-"تتوزع على عملية الفرق  ""عملية التقاطع نتيجة: 

 للمجموعات. 

بالنسبة  "-"ل تتوزع على عملية الفرق  ""بينما عملية الإتحاد 

 للمجموعات.

 يتحقق: X,Y,Zأي أن لأي ثلاث مجموعات 
 X(Y-Z) = (XY)-(XZ).      ,   (X-Y)Z = (XZ)-(YZ). 

 X(Y-Z)  (XY)-(XZ).      ,   (X-Y)Z  (XZ)-(YZ). 

 تحقق من ذلك؟.

 يتحقق: X,Yباستخدام قوانين التوزيع برهن أن لأي مجموعتين : تمرين
(1)  X(XcY) = XY. 

(2)  X(Y-X) = XY. 
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  :ت عرف مجموعة الفرق المتماثل )أو الختلاف المتماثل( تعريف

  X,Yللمجموعتين

 كما يلي: XYوالتي ي رمز لها بالرمز
 XY = (XY)-(XY) = (X-Y)(Y-X). 

 وت مثل كما بالشكل:
                 X              Y                            X             Y 

   

 

 

  (Y-X)(X-Y) = (XY)-(XY): تحقق من أن تمرين

}:,103{,}:,125{إذا كانتمثال:   yNyyYxNxxX 

 حقق من ذلك؟( .)ت YX}11,5,4,3{فإن       
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   تعميم فكرتى الاتحاد والتقاطعGeneralization of Union & 

Intersection:  

يمكن تعميم فكرتى التحاد والتقاطع لتشمل أي عدد من المجموعات )سواء 

ن أو منتهيكان  عائلة من المجموعات  G = {X, Y, Z, …}فإذا كانت(. غير منتها

عرف اتحاد ي   ..., X, Y, Z مجموعة عناصرها مجموعات   يه G ، أي أن

 يهذه المجموعات بأنه المجموعة التي تتكون من جميع العناصر التي تنتم

  ...., X, Y, Z المجموعات هذه إلى واحدة على الأقل من 

 …XYZرمز لتحاد هذه المجموعات بالرمز ي  و

بأنه المجموعة التي  Gإلى  يكذلك نعرف تقاطع المجموعات التي تنتم

  ..., X, Y, Zتتكون من العناصر المشتركة بين جميع المجموعات 

 … XYZرمز لتقاطع هذه المجموعات بالرمز ي  و

 نكت فإننا  nX…., , 3, X2, X1Xوإذا كان لدينا عدد محدود من المجموعات 

i

n

i X1 نكت لتحاد هذه المجموعات و i
n

i X1 .لتقاطع هذه المجموعات 

,}:{1 isomeforXxxX ii

n

i   }.:{1 iallforXxxX ii

n

i    

 ء يالتجزPartition : 

قال لمجموعة من المجموعات الجزئية غير الخالية من المجموعة  ي   تعريف:

X  ء للمجموعة يأنها تجزX  ن وكان إذا كانت هذه المجموعات متباعدة ثنائيا

 .Xاتحادها هو المجموعة 

تجزىء لمجموعة الأعداد تكون  {… ,{5,6},{3,4},{1,2}}المجموعة  مثال:

 .N ةصحيحة الموجبال

  .N  لـء آخر يتجز {{…,3,6,9},{…,2,5,8},{…,1,4,7}}كذلك المجموعة 

 .N  لـ ءيتجزليست  {… ,{3,4},{2,3},{1,2}} المجموعةبينما 

 زواج )الثنائيات( المرتبة لأاOrdered Pairs : 

عنصرين في مجموعة . من هذين العنصرين يمكن تكوين ما   x,yليكن 

المركبة الأولى   xي سمى بالزوج المرت  أو الثنائي المرت  ، حيث ت سمى 

المركبة الثانية )المسق  الثاني( للزوج المرت  .   y)المسق  الأول( ،وت سمى

أي أن الزوج المرت  هو مجموعة من عنصرين الترتي  بينهما أساسي ، 

بالرمز   yومركبته الثانية  xذلك ي رمز للزوج المرت  الذي مركبته الأولى ل

(x,y) . 

، ويتم التسـاوي فق  في   (y,x) (x,y)في حين أن  {y,x} = {x,y}لحظ أن 

 .  a=c  b=d (c,d) = (a,b)، وبوجه عام يمكن القول أن   x = yحالة 

 . (4 , x+y) = (x+2y , 3)إذا علمت أن  x,yأوجد  مثال:
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  x+2y = 4  ,  x+y = 3من تعريف تساوي الأزواج المرتبة نجد أن   الحل:

 . x = 2، وبالتعويض نجد أن   y = 1فبالطرح نجد أن 

  الحاصل الديكارتي )الضرب الكرتيزي( لمجموعتين 
Cartesian Product of two Sets : 

مجموعة  هو XYمجموعتين غير خاليتين. الحاصل الديكازتي  X,Yليكن 

،ومركبتها الثانية  Xالأزواج المرتبة التي مركبتها الأولى تنتمي للمجموعة 

 أي أن: Yتنتمي للمجموعة 
XY = {(x,y) : xX  yY}. 

 فإن   A = {a, b, c} , B = {x, y} ليكن(: 1مثال)
 AB = {(a,x), (a,y), (b,x), (b,y), (c,x), (c,y)}, 

 BA = {(x,a), (x,b), (x,c), (y,a), (y,b), (y,c)}, 

 AA = {(a,a), (a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b,c), (c,a), (c,b), (c,c)}, 

 BB = {(x, x), (x, y), (y, x), (y, y)}.  
 . XXاكت   X={1,2,3}إذا كان (: 2مثال)

 الحل:
XX={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}. 

 يتحقق: A, B, C, Dاختيازية  مجموعات لأي :(14)نظرية
(i)  A(BC) = (AB)(AC). 

(ii)  A(BC) = (AB)(AC). 

(iii) (AB)(CD) = (AC)(BD). 

 للطال . (ii)ونترك برهان  (iii),(i) سنبرهن الإثبات:
(i)   (x,y)A(BC)  xA   yBC 

                                xA  yB  yC 

                      (x, y)AB  (x, y)AC 

                      (x, y)(AB)(AC). 

 A(BC) = (AB)(AC). 
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(iii)  (x,y)(AB)(CD)  (x,y)AB  (x,y)CD 

                                        xA  yB  xC  yD 

                                        xAC  yBD 

                                        (x, y)(AC)(BD). 

 (AB)(CD) = (AC)(BD). 

المربع الكرتيزي   XXحاصل الضـرب الكرتيزي في بعض الأحيان ي سـمى

 . 2Xوي رمز له بالرمز 

   تمثيل حاصل الضرب الكرتيزيesian Representation of Cart

Products : 

ن برسم محوزين المحوز الأفقي  XYي مثل حاصل الضرب الكرتيزي  بيانيا

 Y، والمحوز الرأسي يمثل عناصـر المجموعة  Xيمثل عناصـر المجموعة 

  (x,y)، وت مثل الأزواج المرتبة 

 )أي عناصر حاصل الضرب الكرتيزي( بنق  في المستوى كما بالشكل:
                   Y 

 

 

 
                                                          X 

 

  ملاحظة:
مجموعة عدد عناصرها  Y، وكانت  mمجموعة عدد عناصرها  Xإذا كانت 

n فإن حاصل الضرب الكرتيزيXY  يكون مجموعة عدد عناصرهاmn 

 )عدد الأزواج المرتبة(.

 

 

 

 

 

 

 

 

 تماريــن
عبيااار عااان المجموعاااات لتحدياااد عناصااار المجموعاااات اسااتخدم طااارق الت -1

 الآتية:
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  8الأعداد الطبيعية الأقل من  (أ)

ولهااا المقااام الأعااداد  1الأعااداد الكساارية التااي لهااا البساا  يساااوي (ب)

  7الأقل من صحيحة الموجبةال

مَاان جااد وجااد ومَاان ززع الحااروف المختلفااة المكونااة للجملااة "  (ج)

 " . حصد

 صفة مشتركة بين عناصر المجموعة:عبر عن المجموعات الآتية بذكر  -2

 { a , e , i , o , u } (أ)
  {... , 10000 , 1000 , 100 , 10 } (ب)
 . {... , 1/4 , 1/3 , 1/2 , 1 } (ج)

 عبر عن المجموعات الآتية بطريقة الحصر )السرد(: -3

  X={ x: x  is a factor of 6 } (أ)
  2Y={ y: y  is a solution of  y{ 0= (ب)
 A={ a: aN, a is odd number,1a10} (ج)
 B={ b: bN, b is prime number,1b12}  (د)

 مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة.   Nحيث 

 ع  مثال لمجموعات تحتوي على:ا -4

 .              عنصرين فق  (أ)

 .ل تحتوي على عناصر (ب)

 .        عنصر واحد فق  (ج)

 عدد غير محدود من العناصر. (د)

 عبر برموز جبرية عن الآتي: A = { 3 , 5 , 8 , 9 }بفرض المجموعة -5

  Aعنصر في  8 (أ)

  Aليس عنصرا في  4 (ب)

تحتاااوي  Aيوجاااد فقااا  ثمااااني مجموعاااات جزئياااة مااان عناصااار (ج)

  8العنصر 
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 :تكون لنهائية، وأيها  منتهيةحدد أي من المجموعات الآتية تكون  -6

  A = { x , y , p , q , 6 , 8 } (أ)
  B = { x : x  is a multiple of 3 } (ب)
 اللغة العربية مجموعة حروف (ج)

   .مجموعة الأعدادالحقيقية Rحيث D = { x : xR, 0  x 1}  (د)

اكت  بعض المجموعات التي تصلح كل منها كمجموعة شاملة  -7

 للمجموعات: 
 A = {1,2} ,  B = {2,3,4} , C = {3,4,5}. 

  { {3 ,2} ,{3 ,1} ,{2 ,1} } ,{3 ,2 ,1}، وبين  {1} ,1بين  ةقعلامال -8

 المجموعات: بفرض  -9
 A = {1,3,5,7} ,  B = {3,5} , E = {2} , D = {5, 7, 9}. 

 حدد أي من العبازات الآتية يكون صحيحا ، وأيها خطأ: 
(1) B  A           (2) E  B                 (3) D  A   
(4) B  A              (5)   B               (6)   B  
(7) E  A              (8) 7  D                  (9) 2 = E  
(10) 5  A           (11) {5}  A           (12) A  finite.  

اكتاا  عناصاار مجموعااة المجموعااات الجزئيااة لكاال ماان المجموعااات  -10

 الآتية:

  {a, b} (أ)
  {a, b, c, d} (ب)
بااي ن الصااواب ماان الخطااأ فيمااا يلااي )وصااحح  X = {a,b,c} إذا كاناات  -11

 الخطأ(:
(1) {a}  X           (2) {a,b}  P(X)                 (3) {}  P(X)   
(4) {} =                (5) {a,b}  X                    (6) {{a}}  X 

(7) {d}  P(X). 

  aX , bY , XY ,YZبفرض أن  -12

  aZهل   (أ)

  bZهل   (ب)

  aYهل   (ج)

ون عنصرا من عناصر يتطل  أن يك Zهل كل عنصر من عناصر  (د)

  X,Yكلا من 

يتطل  أن يكون عنصرا من  Xهل كل عنصر من عناصر  (ه)

  Yوليس Zعناصر
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  A = {a,b,c,d}, B = {c,d,e}, C = {c,e,f,g}, D = {a,b,e,f}بفرض أن  -13

 عبر عن المجموعات الآتية:
(i) A(BC). 

(ii) (AB)C. 

(iii) (AB)(CD). 

(iv) A–B. 

(v) (AB)–(AB). 

 لآتية:ا. اكت  عناصر المجموعات  A={1,2}  ,  B={2,3,4}بفرض أن  -14
(i)  AA.                         (ii)  AB.      

(iii)  BA.                         (iv)  BB.                
(v)  (AB)(BA).          (vi)   (AA)(BA). 

(vii)  (AA)(AB).        (viii)  (AB)A.. 
فحدد أي من المجموعات الآتية تكون  A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}ن بفرض أ -15

 وأيها ل تكون )مع ذِكر السب (: Aتجزيئ للمجموعة 
(i) { {1, 2, 6}, {6, 3} }. 

(ii) { {1, 2, 3}, {4, 5, 6, 2} }.    

(iii) { {1, 2, 3}, {4}, {5, 6} }. 

(iv) { {1, 2},{3, 4},{5, 6} }. 

 ن أن:بره A, B, Cلأي ثلاث مجموعات اختيازية  -16
(i) A(BC)c = (A-B)(A-C). 

(ii) A-(BC) = (A-B)(A-C). 

(iii) (AB)–C = (A-C)(B-C). 

(iv) A(B-C) = (AB)-(AC). 

(v) (AA)(BC) = (AB)(AC). 
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 نيالباب الثا

  Relations العلاقات

ل ـمجموعتان فإن أي مجموعة جزئية من حاص X,Yإذا كانت تعريف:

 . X,Yبين المجموعتين  سمى علاقة ت    XYالكارتيزي  الضرب

  bيرتبط بالعنصر  aقال أن ي    abأو  (a,b)وإذا كان    XYأي أن 

 .بالعلاقة 

 :ونلاحظ أن
وكان عدد عناصر   nهو  Xالمجموعة ر ـإذا كان عدد عناص  (1)

فإن عدد العلاقات المختلفة التي يمكن أن نكونها   mهو   Yالمجموعة 

هو    Y Xلأن عدد عناصر المجموعة   nm2هو   X,Yبين المجموعتين 

nm. 

 .nm2هو  X×Yعدد المجموعات الجزئية من المجموعة وإذاً   

أو  Xأو علاقة في  Xبعلاقة على  X×Xسمى أي مجموعة جزئية من ت    (2)

 .Xإلى  Xعلاقة من 

 .Fullممتلئة علاقة  فإننا نقول أن   = X×Xإذا كانت   (3)

 .Emptyخالية علاقة  فإننا نقول أن العلاقة   = إذا كانت   (4)

ولكن العلاقات الجديرة بالدراسة ، الأهمية  ةالعلاقات الممتلئة والخالية قليل 

 .X×X منأو   X×Yفعلية من  مجموعة جزئية التي تكون فيها  يه

كمتا  X = {2, 3, 4, 6}علاقتة معرفتة علتى المجموعتة   كانتت إذا (:1مثاا) 

 يلي:
   (a,b)  a\b   a,bX. 

( a\b  تعني أنa  تقسمb  أو أنb  تقبل القسمة علىa  ) فتإن مجموعتة الانائيتات

 المرتبة:  
{ (2,2), (2,4), (2,6), (3,3), (3,6), (4,4), (6,6) }.  

واضح أن إحداثيي كل عنصر من هذه المجموعة و  تعبر عن هذه العلاقة

يقسم العدد  3والعدد ،  2يقسم العدد  2فمالاً العدد  صحيح. a\b التعبيريجعلان 

 ...وهكذا  4يقسم العدد  2والعدد ،  6
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  : Domain & Range العلاقة ومدىنطاق 

فإننا يمكن أن نميز  Y موعةى المجإل X المجموعة علاقة من إذا كانت 

 :ما يليك Yوالأخرى من  Xمجموعتين جزئيتين واحدة من 

أول في  يتظهر كإحداث تيال Xر ـتكون من جميع عناصت المجموعة التي

 .ت سمى نطاق العلاقة  التي تنتمي إلى  X×Yأحد عناصر 

في  نيثا يتظهر كأحداث تيال Yر ـتكون من جميع عناصوالمجموعة التي ت

 .العلاقة  مدىت سمى   إلى يالتي تنتم X×Yحد عناصر أ

 أن: أي لعلاقة المدى  Gوبالرمز  Rالعلاقة لنطاق  Dبالرمز  وي رمز
D = {xX : (x,y)} , G = {yY : (x,y)}.  

  ونلاحظ أن:
  D×G  X×Y. 

 :يكونالمعرفة في الماال السابق  نطاق ومدى العلاقة  (:2مثا) 
D = G = {2, 3, 4, 6}. 

كما  X = {1, 2, 3, 4} معرفة على المجموعةعلاقة   إذا كانت (:3مثا) 

 يلي:
   (a,b)  a>b   a,bX. 
 

 .  G,  Dكمجموعة ثنائيات مرتبة ، ثم أوجد  فعبر عن 

 :الحل
    = { (2,1), (3,1), (3,2), (4,1), (4,2), (4,3)}. 

   D = {2, 3, 4} , G = {1, 3, 2}. 

 : Inverse Relationالعلاقات العكسية  
فإنه يمكن تعريف  Yإلى المجموعة   Xن المجموعة معلاقة   إذا كانت 

  x1-yيكون   X Y, xyلكل عنصرين  أنبحيث  Xإلى  Yمن  -1علاقة 

 .xy كان إذا فقط

  (1ان في ماال )تما الموضحه والعلاقة  Xإذا كانت المجموعة  (:4مثا) 

 فإن: Xعلى المجموعة  العلاقة العكسية للعلاقة  يه -1وكانت 
   -1 = { (2,2), (4,2), (6,2), (3,3), (6,3), 4,4), (6,6)}. 

 .bيقبل القسمة على  aأن أو  aتقسم  bأن  نيتع  b1-aلاحظ أن 
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  :on of RelationstiComposi تحصيل أو تركيب العلاقات

علاقة  2، وكانت  Y إلى المجموعة Xجموعة علاقة من الم 1 إذا كانت

 2 لاقةالع تحصيل أو تركيبفإنه يمكن  Z إلى المجموعة Yمن المجموعة 

 ت عرف كما يلي: Zإلى  Xمن لتنتج علاقة  1مع العلاقة 
 2 1 = {(x,z):  yY ;(x,y)1 ,(y,z)2}. 

 العلاقة المحصلة أو العلاقة المركبة.2 1ت سمى 

 وكانت: A = {1, 2, 3}إذا كانت مثا): 
    1 = {(1,1),(1,3),(2,2),(3,1),(3,3),(2,1)},  2 = {(1,1),(1,2),(2,2), (3,1)}. 

 فإن: Aعلاقتين معرفتين على المجموعة 
      12 = { (1,1), (1,3), (1,2), (2,2), (2,1), (3,1), (3,3) } , 

      21 = { (1,1), (1,2), (2,2), (3,1), (3,2), (2,1) }. 

 وواضح أن:

 12  21 . 

 خواص العلاقات : 

 : Reflective Relationأولاً: العلاقة العاكسة  
)أو علاقة سمى علاقة عاكسة ت    إن ف Aة على المجموعة علاق إذا كانت 

 انعكاسية( 

 :الشرط إذا تحقق
 aA  (a,a). 

 A = {1, 2, 3} علاقتتين معترفتين علتى المجموعتة 2,1 إذا كانتت (:1مثاا) 

 :حيث
   1 = { (1,1), (1,3), (2,2), (3,1), (3,3), (2,1)} , 

   2 = { (1,1), (1,2), (2,2), (3,1)}. 

 aa A a وذلك لأن علاقة عاكسة تكون  1فإن العلاقة 

 .2(3,3)A , 3لأن وذلك ليست علاقة عاكسة  2بينما العلاقة 

nn2عدد  يمكن تعريف :نتيجة

2   المجموعة من العلاقات العاكسة علىA 

   .من العناصر n عدد على يتحتووالتي 
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 .2nهو  AxAموعة حاصل الضرب الكرتيزي مجعدد عناصر وذلك لأن 

وهذه العناصر يجب أن تدخل  nهو  (a,a)عدد العناصر التي على الصورة و

 في تكوين أي علاقة عاكسة.

. وهذه العناصر يمكننا إضافة أي مجموعة n–2n يكون عدد بقية العناصرو

 الأولى فنحصل على علاقة عاكسة. nجزئية منها إلى العناصر 

من  n – 2nعدد المجموعات الجزئية التي يمكن تكوينها من أن وكما نعلم 

nn2العناصر هو

2  

التي عدد  Aالتي يمكن تكوينها على المجموعة  عدد العلاقات العاكسة وإذاً 

nn2 يكونnعناصرها 

2 . 

 ً  : Symmetric Relation: العلاقة المتماثلة  ثانيا
أو علاقة )سمى علاقة تماثل ت   فإن  Aعلاقة على المجموعة  إذا كانت 

 تناظرية 

 :الشرط إذا تحقق (متماثلةأو علاقة 
 (a,b)  (b,a). 

 :يه وكانت العلاقة  X  = {1, 2, 3, 4}إذا كانت (: 2مثا) 
    = { (1,1), (1,3), (1,4), (3,1), (3,3), (3,4), (4,1), (4,3), (4,4)}. 

 .متماثلة أم لا ؟لاقة ع هل 

 نجد أن   :الحل
(1,1),(1,1) , (1,3),(3,1) , (1,4),(4,1) , (3,3),(3,3) , 

(3,4),(4,3), (4,4),(4,4). 

 علاقة متماثلة. ومن ثم تكون   (a,b)  (b,a)أي أن 

 مجموعة المستقيمات المرسومة في المستوى ، يه Xإذا كانت (: 3مثا) 

 . Xالمجموعة على " معرفة عمودي على"هي علاقة   وكانت

 . LLلا يمكن أن يكون   LXفإننا نلاحظ أن لكل 

 ليست علاقة عاكسة.  اً العلاقةإذو

 فإن: X جموعةفي ال ينمستقيم ينخط L1L,2وإذا كان 
   L1  L2  L2  L1. 

 علاقة متماثلة.تكون   اً العلاقةإذو
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 ً  : Asymmetric Relation  : العلاقة المتخالفةثالثا
متخالفة )أو علاقة سمى علاقة ت   فإن  Aعلاقة على المجموعة  إذا كانت 

 تخالفية( 

 :الشرط إذا تحقق
 (a,b)  (b,a). 

على أي عنصر على  ينلاحظ أن العلاقة المتخالفة لا يمكن أن تحتو

   (a,a)الصورة 

 علاقة عاكسة. ن أن تكونلا يمكوعلى ذلك فالعلاقة المتخالفة  aAحيث 

 A = {1,2,3}علاقات معرفة على المجموعة  3,2,1 إذا كانت(: 4مثا) 

 :حيث
   1 = { (1,2), (1,3), (2,3)}. 

   2 = { (1,2), (2,1), (1,3), (2,3)}. 

   3 = { (1,1), (1,2), (1,3), (2,3)}. 

العلاقة  ، بينما 1 (b,a)  1 (a,b) وذلك لأن  متخالفة 1العلاقة فإن 

2 2لأن وذلك متخالفة  ليست)2,1),(1,2( 3كذلك العلاقة ، و ليست 

 . )3)1,1 ، وذلك لأنمتخالفة 

 : Symmetric Relation-Antiرابعاً: العلاقة عكسية التماثل 
 عكسـية التماثل سمى علاقة ت   إن ف Aعلاقة على المجموعة  إذا كانت 

 :الشرط إذا تحققماثل( )أو علاقة متخالفة الت
   (a,b) , a b  (b,a). 

 :الشرط إذا تحققأو 
If (a,b) and (b,a)  a = b. 

 ةصتتتحيحعلاقتتتة معرفتتتة علتتتى مجموعتتتة الأعتتتداد ال 1إذا كانتتتت  (:5مثاااا) 

  N الموجبة

 Na,b   2b = a  1(a,b) :كما يلي
1 = { (1,1), (2,4), (3,9), (4,16), …}. 

 وذلك لأن:عكسية التماثل  1العلاقة  وتكون
 (a,b)1 , a b  (b,a)1. 

 . )1)1,1 وذلك لأنمتخالفة  ليستولكنها 

،  علاقة عكسية التماثلتكون  2 العلاقة فإن =  2 1– {(1,1)}وإذا كانت 

 .)تحقق من ذلك؟( أيضاً علاقة متخالفة 2تكون و
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 : e relationTransitivخامساً: العلاقة الناقلة  
ناقلة )أو علاقة سمى علاقة ت   فإن  Aعلاقة على المجموعة  إذا كانت 

 متعـدية( 

 :الشرط إذا تحقق
 (a,b) and (b,c)  (a,c). 

 A = {1,2,3}علاقات معرفة على المجموعة  3,2,1 إذا كانت (:6مثا) 

 :حيث
1 = { (1,1), (2,2), (3,3)} , 

2 = { (1,1), (1,2), (2,2), (3,1)} , 

3 = { (1,2), (1,3)}. 

  1(a,c)  1(a,b),(b,c) وذلك لأن  ناقلةعلاقة تكون  1فإن العلاقة 

  )2, (3,2) 2)1,2),(3,1لأن وذلك  ناقلةليست علاقة  2بينما العلاقة 

 وذلك لعدم وجود ما يمنع ذلك.   ناقلةعلاقة تكون  3والعلاقة 

 ةصتتتحيحعلاقتتتة معرفتتتة علتتتى مجموعتتتة الأعتتتداد ال ت إذا كانتتت(: 7مثاااا) 

 :يليامك N الموجبة
   (a,b)  b = an   a,b,nN. 

 :تكون كما يلي العلاقة  فإن
    = { (1,1), (2,2), (2,4), (2,8), … 

             , (3,3), (3,9), (3,27), ……. 

             , (4,4), (4,16), (4,64), …... 

               .………………………..}. 

 لأن:وذلك علاقة ناقلة تكون  والعلاقة  
    (a,b), (b,c)  b = an , c = bm    ; n,mN. 

 c = bm = (an)m = anm = ar ; r = nmN 

 (a,c) 

)تحقق من متخالفة  ، وليستعكسية التماثلتكون  ومن الواضح أن العلاقة 

 .ذلك؟(
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 :أمثلة عامة

المعرفتتتة علتتتى مجموعتتتة الأعتتتداد  العلاقتتتة خصتتتائ   رساد (:1مثاااا) 

 :يكما يل N الموجبة ةصحيحال
   (a,b)  a/bN  a,bN.    

  :الحل

 لأن:وذلك عاكسة  ( العلاقة 1)
    aN, a/a = 1N  (a,a). 

 :وذلك لأنمتماثلة  ليست  ( العلاقة2)
   (6,2) ; 6/2 = 3N , (2,6) ; 2/6 = 1/3N.   

 :لأنوذلك ليست متخالفة  العلاقة ( 3)
    (1,1) 

 لأن:وذلك عكسية التماثل  ( العلاقة 4)
    (a,b), a  b  a/bN  ; a/b  1. 

        b/aN 

        (b,a). 

 لأن:وذلك ناقلة  ( العلاقة 5) 
    (a,b), (b,c)  a/bN, b/cN 

             (a/b)( b/c)N  

             a/cN 

             (a,c). 

 :يكما يل Nالعلاقة المعرفة على  يه إذا كانت (: 2مثا) 
   (a,b)  a/bQ    a,bN. 

 .؟هذه العلاقةخصائ  ادرس هي مجموعة الأعداد النسبية( ف Q)حيث 

  :الحل

 عاكسة وذلك لأن: ( العلاقة 1) 
    aN ; a/aQ  (a,a). 

 متماثلة وذلك لأن: ( العلاقة 2)
    (a,b)  a/bQ  b/aQ  (b,a) 

 (1,1) ن لأوذلك ليست متخالفة  العلاقة ( 3)
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 لأن:وذلك ليست عكسية التماثل  العلاقة ( 4)
   1,2N, 12 ,(1,2),(2,1). 

 لأن:وذلك ناقلة  العلاقة ( 5)
    (a,b),(b,c)  a/b,b/cQ  (a/b)( b/c) = a/c Q  (a,c). 

 ةصحيحالمعرفة على مجموعة الأعداد ال  العلاقةدرس ا (:3مثا) 

 :يما يلك N الموجبة
   (a,b)  (a-b)/3N   a,bN. 

 ناقلة (. –متماثلة  –) من حيث كونها: عاكسة 

 .:الحل

 ليست عاكسة وذلك لأن: ( العلاقة 1)  
   1N, (1,1) ;(1-1)/3 = 0/3 = 0N. 

 متماثلة وذلك لأن: ليست ( العلاقة 2)  
   (6,3) ;(6-3)/3 = 1N  ,  (3,6) ;(3-6)/3 = -3/3 = -1N.                              

 ناقلة وذلك لأن: ( العلاقة 3) 
    (a,b),(b,c)  (a-b)/3N, (b-c)/3N. 

                                   (a-b)/3+(b-c)/3N. 

                                    (a-c)/3N. 

                                    (a,c). 

 :يكما يلالسابقة  يمكن إعادة صياغة العلاقة :ملاحظة
   (a,b)  a – b = 3n  ; nN. 

      a = b + 3n  ; nN. 
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 : علاقة التكافؤ وفصو) التكافؤ
Equivalence Relation and Equivalence Classes: 

عاكسة  انت كو،  Aعلاقة على المجموعة  : إذا كانت (1 تعريف

 .علاقة تكافؤسمى ومتماثلة وناقلة فإنها ت  

ت عتبر علاقة   Nالموجبة  ةصحيحال على مجموعة الأعداد يعلاقة التساوو

  تكافؤ حيث:
   (1)  aN ; a = a  (a,a). 

(2)  (a,b)  a = b  b = a  (b,a). 

(3)  (a,b),(b,c)  a = b, b = c  a = c  (a,c). 

   عاكسة ومتماثلة وناقلة ، ومن ثم تكون علاقة تكافؤ. العلاقة وإذاً 

 علاقة تكافؤ.على أي مجموعة من الأعداد تكون  يعلاقة التساووبالمال 

كما  Zمجموعة الأعداد الصحيحة  معرفة على  العلاقة إذا كانت (:1مثا) 

 ي:يل
  (a,b)  (a-b)/nZ  ; nN , n2. 

 علاقة تكافؤ. تكون أن  فتحقق من

   : الحل
   (1)  aZ ;(a-a)/n = 0Z  (a,a). 

  .عاكسةعلاقة  وإذاً 
   (2)  (a,b)  (a-b)/nZ  (b-a)/nZ  (b,a). 

  .ةعلاقة متماثل وإذاً 
   (3)  (a,b),(b,c)  (a-b)/nZ,(b-c)/nZ.  

                                 (a-b)/n+(b-c)/nZ.   

                                 (a-c)/nZ.   

                                 (a,c). 

  .ةعلاقة ناقل وإذاً 

  علاقة تكافؤ.  العلاقةومن ثم تكون 

   b  a كتبوت  ،  n العدد الصحيح بمقياس طابقعلاقة التلاقة سمى هذه العت  

(mod n) 



         المجرد       أسس الجبر                                                        
__________________________________________________________________________ 

 

فصااال عتتترف ي  .  Aعلتتتى المجموعتتتة تكتتتافؤ علاقتتتة  إذا كانتتتت  :(2 تعرياااف

 :المجموعة بأنه xAللعنصر  التكافؤ
   [x] = {yA :(x,y)}. 

 

 :يلي امك Zالمعرفة على  أوجد فصول التكافؤ للعلاقة  (:2مثا) 
   (a,b)  a  b (mod 5). 

 :يهلهذه العلاقة تكون فصول التكافؤ  :الحل
   [0] = {…,-10, -5, 0, 5,10, …}. 

   [1] = {…, -9, -4, 1, 6, 11, …}. 

   [2] = {…, -8, -3, 2, 7, 12, …}. 

   [3] = {…, -7, -2, 3, 8, 13, …}. 

   [4] = {…, -6, -1, 4, 9, 14, …}. 

 .Z = [0]  [1]  [2]  [3]  [4]   وبذلك يكون 

 ,[3] ,[2] ,[1] ,[0] وهي فقط لعلاقة التكافؤ فصول تكافؤ أي أنه ت وجد خمسة 

ونلاحظ أن كل فصل تكافؤ يتكون متن عناصتر تتميتز بخاصتية مشتتركة   [4]

 ينفتتس البتتاقلتته  5العتتدد الصتتحيح قستتمة أي عتتدد منهتتا علتتى  يأن بتتاق يوهتت

هتتا منفصتتلان ) أي أن تقاطعهمتتا هتتو ، ونلاحتتظ أيضتتاً كتتل فصتتلين منالموجتتب

ومتتن ثتتم تكتتون  Zالمجموعتتة الخاليتتة ( واتحتتادهم جميعتتاً ي عطتتي المجموعتتة 

 . Zتجزيء للمجموعة ذه همجموعة فصول التكافؤ 

كما  X = {0,1,2,3,4,5,6,7}المجموعة علاقة معرفة على انت كإذا  (:3مثا) 

 يلي: 
  (a,b)  (a-b)/3Z  a,bX. 

فصول  ، ثم تحقق من أن مجموعةعلاقة تكافؤ تكون   أن فتحقق من

 .Xلهذه العلاقة تكون تجزيء للمجموعة  التكافؤ

 تكون هي: العلاقة  :الحل
    = {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6),(7,7),(0,3),(3,0),(0,6),(6,0), 

            (1,4),(4,1),(1,7),(7,1),(3,6),(6,3),(4,7),(7,4),(2,5),(5,2)}. 

)تحقق من  علاقة تكافؤ حيث إنها علاقة عاكسة ومتماثلة وناقلة واضح أن 

 .ذلك؟(
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 :يهتكون فصول التكافؤ و
   [0] = {0, 3, 6} = [3] = [6]. 

   [1] = {1, 4, 7} = [4] = [7]. 

   [2] = {2, 5} = [5]. 

 .{2,5},{1,4,7},{0,3,6}يثلاثة فصول تكافؤ فقط ه يوجدأنه  أي

 تجزيء للمجموعة تكون {{2,5},{1,4,7},{0,3,6}}مجموعة فصول التكافؤ و

X  حيث إنها متباعدة ثنائياً واتحادها جميعا يساوي المجموعةX . 

 فإن: Aعلاقة تكافؤ على المجموعة  إذا كانت  (:1نظرية 

 b[a]  a[b]  a,bA  .  

  :البرهان
   b[a]  b{yA :(a,y)} 

  (a,b)  (b,a)  a{yA :(b,y)}  a[b]. 

 . a[a] aA فإن Aعلاقة تكافؤ على المجموعة  إذا كانت  (:2نظرية 

 علاقة تكافؤ فهي عاكسة ومن ثم يكون: حيث إن  :البرهان
    aA  (a,a)  a[a]. 

 . [b] = [a] متقاطعين فإن [b],[a] فصلي التكافؤإذا كان  (:3نظرية 

  :البرهان
   let c[a][b]  c[a], c[b]. 

               (a,c), (b,c). 

               (a,c), (c,b). 

               (a,b). 

   let d[a]  (a,d), (a,b). 

       (b,a), (a,d) 

       (b,d) 

       d[b]. 

[a] = [b]. 

 ما متساويين أو غير متقاطعين.وبذلك فإن أي فصلين تكافؤ إ



         المجرد       أسس الجبر                                                        
__________________________________________________________________________ 

 

على  Aفإنه يمكن كتابة  Aعلاقة تكافؤ على المجموعة  إذا كانت  ذلكلو

 أي أن: للعلاقة ورة اتحاد مجموعة غير متقاطعة من فصول التكافؤ ـص
    aA U

Aa

 . 

 ل أن فصول التكافؤ تجزىء المجموعة إلى أجزاء غير متقاطعة.لذلك ي قاو

 :Partial Orderingقة الترتيب الجزئي  علا
 بحيث يكون: Aمعرفة على المجموعة  إذا كانت العلاقة  :(1 تعريف

 1 -   .عاكسة 

 2 –  .عكسية التماثل 

 3 –  .ناقلة 

. ي رمتتز أحيانتتاً لعلاقتتة الترتيتتب الجزئتتي يعلاقااة ترتيااب  زئااستتمى ت   فتتإن 

 " . بالرمز " 

( المعرفة على يمن أو تساو قل)أ علاقة ال يه إذا كانت  (:1مثا) 

 .جزئيتكون علاقة ترتيب  ن تحقق من أف.  N الموجبة ةصحيحالأعداد ال

    a  (a,b)Na,bbكما يلي:  يمكن التعبير عن العلاقة  :الحل
(1)  aN ; a a   (a,a). 

  .عاكسة وإذاً العلاقة 
(2)  (a,b), a  b  a<b   b>a   (b,a). 

  كسية التماثل.ع وإذاً العلاقة 
(3)  (a,b),(b,c)  a b, b c  a c   (a,c).  

  ناقلة. وإذاً العلاقة 

 . Nعلاقة ترتيب جزئي على  تكون وبالتالي 

للمجموعة المنتهية  P(A)المجموعة  علاقة معرفة على كانت إذا  (:2مثا) 

A :كمايلي 
(X,Y)  XY    X,YP(A). 

 .يعلاقة ترتيب جزئتكون  أن  تحقق منف
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    :الحل
(1)  XP(A) ; XX  (X,X). 

 .علاقة عاكسة Rوإذاً 
(2)  (X,Y), X≠Y  XY  YX  (Y,X). 

 عكسية التماثل.علاقة  وإذاً 
(3)  (X,Y), (Y,Z)  XY, YZ  XZ  (X,Z). 

 . يعلاقة ترتيب جزئ تكون  التاليوبناقلة. علاقة  وإذاً 

Order Strict  لااادقي (االترتياااب أو   فعلااايالترتياااب العلاقاااة : (2 تعرياااف

Relation :  
 بحيث يكون: Aرفة على المجموعة مع إذا كانت العلاقة  

 1 -  .عكسية التماثل 

 2 –  .ناقلة 

ي رمز أحياناً لعلاقة الترتيب الفعلي بالرمز  .فعليعلاقة ترتيب سمى ت   فإن 

 "<. " 

 ةصتحيحالمعرفتة علتى الأعتداد ال (متنقتل )أ > العلاقة يه إذا كانت  مثا):

  Nالموجبة 

 .يلعفتكون علاقة ترتيب  ن فتحقق من أ

  Na,ba<b   (a,b)  كما يلي:  يمكن التعبير عن العلاقة  :الحل
(1)  (a,b), a  b  a<b   b>a   (b,a). 

  كسية التماثل.ع وإذاً العلاقة 
(2)  (a,b),(b,c)  a<b, b<c  a<c   (a,c).  

 . Nى علاقة ترتيب فعلي عل وبالتالي تكون  ناقلة. وإذاً العلاقة 

  . BAونفرض أن  ، مجموعة مرتبة جزئياً بالعلاقة  A لتكن :(3 تعريف

 . b Bلجميع العناصر blبحيث يكون l A جد عنصرإذا و  

A جد عنصروإذا و  ،  Bللمجموعة  lower boundًً  احداً سفليمى ـسي   l فإن

u بحيث يكونub لجميع عناصرb B.فإنu   سمى ي ً  upper حداً علويا

bound  للمجموعةB. 

 .Aولكنها بالطبع عناصر من  B ىإل يتنتم uأو lنلم نشترط أ لاحظ أن إننا
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 Aمعرفة على المجموعة  يب جزئـة ترتيـعلاق إذا كانت : (4 تعريف

فلياً ـيحقق أنه حداً س l*رـوكان العنص Aمجموعة جزئية من   Bوكانت 

  ll*نأ Bللمجموعة  lآخر يرط لأي حد سفلويحقق الش Bللمجموعة 

إذا كان ، و  inf B=*lرمز له بالرمز وي   يأكبر حد سفلسمى ي   l*فإن

  Bياً للمجموعة يحقق أنه حداً علو u*العنصر

ي سمى  u*فإن u*uنأ Bللمجموعة  uآخر يويحقق الشرط لأي حد علو

 . sup B= *u رمز له بالرمزوي  ،  يغر حد علوـأص

وكانت  Aعلى المجموعة  يترتيب جزئ علاقة يه إذا كانت : (5 تعريف

A B   انكو*l بحيث لهذه المجموعة  يهو أكبر حد سفل*l B فإن*l  

 . min B= *lرمز له بالرمز وي  ،  Bللمجموعة  الحد الأدنىسمى ي  

  u*فإن.  u B*بحيثلهذه المجموعة  يهو أصغر حد علو u*كانوإذا 

 . max B= *uويرمز له بالرمز ،  الحد الأعظمسمى ي  

 Bوكانت  Aعلى المجموعة  يعلاقة ترتيب جزئ يه إذا كانت ملاحظة: 

 A ة ، وكانت المجموعB  مجموعة محدودة فإنinf B = min B  ,  sup B = 

max B . 

وكانت  Lعلى المجموعة  ـية ترتيب جزئـعلاق يه إذا كانت : (6 تعريف

M   مجموعة جزئية منL  تحتوي على الأقل على عنصرين. فإن المجموعة

L  شـبكةت سمى Lattice  إذا كان للمجـموعة الجزئيـةM  ، أكبر حد سـفلي

 حد علوي وأصـغر 

 فإن: M={a,b}( ، فإذا كانت  inf M , sup M) أي يوجد 
    inf M = ab  ,  sup M = ab . 

عملية الإتحاد أو  ،وت سمى (meet)عملية التقاطع أو التلاقي  وت سمى 

  (join)الوصل

إذا  (Complete Lattice) شـبكة مكتملةأنها  Lيقٌال عن الشبكة (: 7تعريف 

 ة جزئية منها أصغر حد علوي.كان لكل مجموع

إذا  (Distributive Lattice) شبكة توزيعيةأنها  Lيقٌال عن الشبكة (: 8تعريف 

  a(bc) = (ab)(ac) ,  a(bc) = (ab)(ac)   يتحقق: a,b,c  Lكان لكل 
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مجموعة الأعداد الصحيحة تمال شـبكة ليست مكتملة )حيث أنها أمثلة: 

" ولا يوجد لكل مجموعة جزئية منها أصغر سبة للعلاقة " مرتبة جزئياً بالن

 حد علوي (.

تمال شبكة مكتملة وشبكة  Xللمجموعة الإختيارية  P(X)أما مجموعة القوى 

" ، وأي مجموعة توزيعية )حيث أنها مرتبة جزئياً بالنسـبة للعلاقة " 

 جزئية منها يكون لها أصغر حد علوي ، وعمليتي الإتحاد والتقاطع

 يتوزعان على بعضهما البعض(.

ولمفهوم الشبكات تطبيقات هامة كما في مجال الهواتف،والحاسبات،والأقمار 

 الصناعية.
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 تماريــن
 36عمرها  dسنة ، وابنه  40عمره  cسنة، وله ابن  70عمره  aإذا كان  -1

 .  a سنة وهو أخ لـ 65عمره  b وكان ،سنوات  10عمره  eسنة لها ابن 

 قات الآتية كانائيات مرتبة:عبر عن العلا

 علاقة " أكبر من". 1)أ( العلاقة 

 علاقة " أخوة ". 2)ب( العلاقة 

 علاقة " أبوة وبنوة ". 3)ج( العلاقة 

 علاقة " جد وحفيد ". 4)د( العلاقة 

 .  s1s ,2، وأختين  b2, b1b ,3 أسرة مكونة من ثلاثة أخوة  -2

 بة:عبر عن العلاقـات الآتية كانائيات مرت

 علاقة " أخت لـ ". 1)أ( العلاقة 

 علاقة " أخ لـ ". 2)ب( العلاقة 

 -ة التماثلعكسي –متماثلة  –)عاكسة  اختبر أي من العلاقات الآتية تكون -3

 علاقة ترتيب جزئي (: –علاقة تكافؤ  –ناقلة 

 علاقة "يوازي" على مجموعة الخطوط المستقيمة في المستوى.)أ( 

 " على مجموعة الخطوط المستقيمة في المستوى.علاقة "يتعامد مع)ب( 

 علاقة "أكبر من أو يساوي" على مجموعة الأعداد الطبيعية.)ج( 

 علاقة "أب لـ" على مجموعة أعضاء أسرة ما.)د( 

 علاقة "أخ لـ" على مجموعة أعضاء أسرة ما.)هـ( 

  ,A={1, 2, 3المجموعة علىمعرفة   4, 3, 2, 1العلاقات  لتكن -4

 :يثح{4
1={ (1, 3), (2, 4), (1, 1), (4, 3), (4, 4), (3, 1) }, 

2={ (2, 4), (1, 1), (3, 1), (4, 3) }, 

3={ (2, 3), (1, 2), (3, 4), (4, 1) }, 

4={ (1, 4), (2, 2), (3, 2) } 

 . 4o3,  3o4,  2o3,  1o2  وجد العلاقات المحصلةفا

 

مجموعة  Nحيث  NNات مرتبة من عبر عن العلاقات الآتية كانائي -5

 :، ثم ادرس خصائ  كلا منها الموجبة ةصحيحالالأعداد 
       (i)   ={ (x,y) : xy }.  

            (ii)  ={ (x,y) : xy }. 
(iii) ={ (x,y) : xy, y=2 }. 

(iv) ={ (x,y) : x+2y=12 }. 
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 كما يلي: P(X)معرفة على  ، والعلاقة  X={1,2,3}بفرض أن  -6
AB  #(A) = #(B)    A,BP(X) 

 تكون علاقة تكافؤ.  أن  فتحقق من.  Aيرمز لعدد عناصر  (A)#حيث 

 .ل التكافؤ بالنسبة لهذه العلاقةوحدد فصثم 

هي مجموعة الأعداد المركبة ، والتي الجزء الحقيقي لكل منها  Cبفرض  -7

كما  Cعلى المجموعة المعرفة  أن العلاقة  تحقق منلا يساوي الصفر. 

 يلي:
(a+ib)(c+id)  ac0 

 تكون علاقة تكافؤ.

 :يكما يل Nمعرفة على المجموعة العلاقة هي ال إذا كانت  -8
    (x,y)  y/xN. 

 .يعلاقة ترتيب جزئتكون  العلاقة  حقق من أنفت
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 الباب الثالث

  Mappings ( Functions)الرواسم  
إلى  Aوعة ـمن المجم fوعتين فإن العلاقة ـمجم A,B كانتإذا  تعريف:

 إذا كان: B يإل Aمن أو رابط أو تطبيق سمى راسم ت    Bالمجموعة 
    aA   bB ; afb. 

يوجد عنصر وحيد من عناصر  Aالمجموعة أي أن لكل عنصر من عناصر 

 f(a) = bويكون  f : A → Bوي كتب  fيرتبط معه بالعلاقة  Bوعة المجم

 .  aA , bBحيث

وعلى ذلك يمكن القول بأن الراسم من مجموعة إلى أخرى هو علاقة تربط 

كل عنصر من عناصر المجموعة الأولى  بعنصر واحد وواحد فقط من 

 عناصر المجموعة الثانية.

 ,A = {a, bالمجمـوعة من  fالعلاقة  يالشـكل التوضـيحي التـالفي  (:1مثال)

c, d} المجموعة إلى B = {k, l, m, n}  م حيثـتمثل راس: 
f = {(a,k),(b,l),(c,n),(d,n)}  

 

 

 

 

             A        

يرتبط بعنصر وحيد من  A واضح أن كل عنصر من عناصر المجموعة

 . B عناصر المجموعة

كما  Rفة على مجموعة الأعداد الحقيقية علاقة معر fإذا كانت (: 2مثال)

 يلي:
f : R → R , f(x) = x2  xR. 

 . Rإلى  يوحيدة تنتم 2xيوجد  Rxحيث لكل  Rإلى  Rعتبر راسم من ت   fفإن 

مجموعة كل   P(X) وكانت منتهية ،مجموعة   X(: إذا كانت 3)مثال

 كما يلي:علاقة معرفة  f توكان ، X المجموعات الجزئية من
f : P(X) → Z+ , f(S) = | S |    SP(X). 

هي مجموعة الأعداد   Z+وحيث S المجموعة هو عدد عناصر  |S |حيث 

حيث إن  Z+إلى  P(X)عتبر راسم من ت    fالعلاقة  سالبة. فإن الالصحيحة غير 

يوجد بداخله عدد وحيد من  P(X)من عناصر )مجموعة( كل عنصر 

 . Z+إلى  يينتم  |S |العناصر وهو 

a   

b   

c   

d    

k   

l   

m 

 n  
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 :نطاق ومدى الراسم

 aسمى صورة  ت   bفإن  b = f(a)وكان  Bإلى  Aراسم من  fإذا كان 

أو بنطاق الراسم  Aسمى المجموعة وت  ،  f  (Image of a by f)بالراسم  

 قابلالمجال المالمصاحب أو بالنطاق  B سمىوي   Domainمجال الراسم

Co-domain   الراسم مدى سمى المجموعة التى تمثل صورة المجال بوت

(Range of f) .  

 
 

 

 

                                                                         

                                                                                           

        A              f      B       Co-Domain  

 

 .لمقابلا لمجالمجموعة جزئية من ا يكونمدى الراسم  :ملاحظة

 = f(x)حياث   : R→ R fالمقابال والمادى للراسام لمجاال وا لمجالأوجد امثال: 

2x
 . 

مجموعة والمجال المقابل هو  Rالأعداد الحقيقية مجموعة هو لمجال ا :الحل

غير الأعداد الحقيقية مجموعة هو  f(R)المدى و ، Rالأعداد الحقيقية 

 . R*سالبةال

 تساوى راسمين: 

 ن ييكونا متساوي f, gراسمين فإن الراسمين  f : A → B ,  g : X → Yإذا كان 

لهما نفس المعالم )المجال والمجال المقابل  كانوإذا فقط إذا  f = g كتب ي  و

 والمدي(.

 أي يكون:

A = X, B = Y , f(a) = g(a)   aA. 

 

Domain 

f(A) 

Range 
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   أنواع الرواسمTypes of Mappings : 

 : )One to One or Injective(الراسم الأحادي ( 1)
إذا كانت  Bإلى  Aمن أو متباين أنه راسم أحادي   f : A → Bقال للراسم ي  

لها صور مختلفة في مجموعة  لمجالالعناصر المختلفة من مجموعة ا

  :أي أن المجال المقابل
 f(a) = f(b)  a = b   a,bA. 

 ر تساوت الأصول(:  أن )إذا تساوت الصو بمعنى
 If a  b in A    f(a)  f(b) in B. 

 

 : )Onto or Surjective(الراسم الفوقي ( 2)
إذا كان مدى  Bإلى  Aمن أو شامل  أو غامر راسم فوقي  fقال أن  ي  

 B. أي أن كل عنصر من عناصر B يساوي المجال المقابل fالراسم 

  .Aله أصل في يكون 

 أي أن:
 bB   aA ; f(a) = b. 

 

 : )Bijective or One to One Correspondence( التناظر الراسم أحادي( 3)
من أو تقابل تناظر أحادي أحادي التناظر أو أنه   f : A → Bقال للراسم ي  

A  إلىB  إذا كانf لكل  يكون. أي في نفس الوقت راسم أحادي وفوقي

صل وحيد في أ Bولكل عنصر في  ، Bصورة وحيدة في  Aعنصر في 

A. 
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 انظر المخططات السهمية الآتية( أمثلة توضيحية(: 

 ( علاقات وليست رواسم:1)
              A                        B                        A                        B  

 

                    

   

 

 

                     

 ( رواسم أحادية:2)
              A                        B                        A                        B  

 

                    

   

 

 

                     

 ( رواسم ليست أحادية:3)
              A                        B                        A                        B  

 

                    

   

 

 

 

 ( رواسم فوقية:4)
              A                        B                        A                        B  

 

                    

   

 

 

                     

. 

.  

. 
 

. 

. 

. 
 

. 

.  

. 
 

. 

.  

. 
 

. 

.  

. 
 

. 

. 

. 
 

. 

.  

. 
 

. 

 

. 
 

. 

.  
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. 

.  

. 
 

. 

.  
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.  
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. 

. 

. 
 

. 

.  

. 
 

. 

.  

. 
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 ( رواسم ليست فوقية:5)
              A                        B                        A                        B  

 

                    

   

 

 

                     

 :ة التناظر( رواسم أحادي6)
              A                        B                        A                        B  

 

                    

   

 

 

                     

 :ة التناظر( رواسم ليست أحادي7)
              A                        B                        A                        B  

 

                    

   

 

 

                     

 

. 

.  

. 
 

. 

. 

. 
 

. 

.  

. 
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.  
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.  

. 
 

. 

. 

. 
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.  
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 أمثلة تحليلية: 

 f : Zهي مجموعة الأعداد الصحيحة فحدد نوع الراسم  Zنت إذا كا (:1مثال)

→ Z حيث f(x) = 2x+1  لكل xZ . 

 :الحل
(1) let x1,x2Z ,f(x1) = f(x2)  2x1+1 = 2x2+1  x1 = x2. 

 أحادي. راسم fوإذاً 
(2) let yZ , y=f(x)  y = 2x+1  x = (y-1)/2Z. 

 فوقي.ليس راسم  fوإذاً 

 f : Rهي مجموعة الأعداد الحقيقية فحدد نوع الراسم  Rت إذا كان (:2مثال)

→ R :حيث 














.0

,0
1

)(

2

otherwise

xif
x

x

xf    xR. 

 :الحل
(1) -1,1R , f(-1) = f(1) = 0. 

وإذاً ليس لكل عنصرين مختلفين في المجال صورتين مختلفتين في المجال 

 أحادي.ليس  راسم fالمقابل ، ومن ثم فإن 
(2) let yR , y = f(x)  

 حيث xفنبحث عن  y  0وإذا كان  ، f(0) = 0حيث  x = 0فإن  y = 0فإذا كان 

y = f(x)  
x

1x
y

2 
   012  yxx     .4

2

1 2 Ryyx   

له أصل في يكون  R المجال المقابلوبذلك كل عنصر غير صفري في 

  . Rالمجال 

 . فوقي fوعلى ذلك فإن الراسم 
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RxxxxfRRf حدد نوع الراسم: (3مثال)   1)(,: 2   

 مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة. R+ حيث

 :الحل
(1) let x1,x2R , f(x1) = f(x2)  

                           x1 + 1x 2

1  = x2 + 1x 2

2   

                   (x1 – x2) = 1x 2

2   . 1x 2

1   -  

                   1x1x21x1xxx2xx 2

2

2

1

2

2

2

121

2

2

2

1  . 

                  1x1x 2

2

2

1   = 1 + x1x2. 

                2

2

2

1 xx   + 1 + 2

2

2

1 xx  = 1 + 2

2

2

1 xx  + 2 x1x2. 

                2

1x  - 2 x1x2 + 2

2x = 0.  

                (x1 – x2)
2 = 0. 

                x1 = x2. 

تكون  x1x ,2صول الأمتساوية فإن  1(xf , (xf)2( إذا كانت الصور هأي أن

 راسم أحادي. fمتساوية وعلى ذلك فإن 

(2) let )1()(, 2   xxxfyRy  

       )1()( 2  xxy  12 222  xxyxy  R
y

y
x 




2

12

. 

  Rفي المجال  x أصل وجدي R+في المجال المقابل  y لكل عنصرأي أن 

 راسم فوقي. fوإذاً 

 .التناظر راسم أحادي fيكون  (2),(1)من 

،  الزوجية الموجبةالصحيحة الأعداد مجموعة هي  Z*إذا كانت  (:4مثال)

 f : N →الموجبة فحدد نوع الراسم  ةصحيحالأعداد المجموعة هي  Nوكانت 

*Z :حيث 
f(x) = 2x    xN. 

 :الحل
(1) let x1,x2N , f(x1) = f(x2)  2x1 = 2x2  x1 = x2. 

 أحادي. راسم fوإذاً 
(2) let yZ*, y=f(x)  y=2x  x=(y/2)N. 

 .التناظر راسم أحادي fيكون  (2),(1)من و راسم فوقي. fوإذاً 
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   معكوس الراسمInverse of the Mapping : 
ما نعلم أن . وكBإلى المجموعة  Aمعرف من المجموعة  fإذا كان الراسم 

 Aإلى  Bكل راسم علاقة ، أي أنه يمكن إيجاد العلاقة العكسية للراسم من 

للإجابة على هذا السؤال ووالسؤال الآن هو هل هذه العلاقة تكون راسم ؟ 

 نستعرض الأمثلة الآتية:
    A         h          B                   A        g         B              A       f         B  
 

 

                        

   

 

 

 شكل )ج(                شكل )ب(       شكل )أ(              

 Bمن وليست راسم علاقة   f-1وأن  Bإلى  Aراسم من  fفي شكل )أ( نجد أن 

ليس  eوأيضاً لأن العنصر ،  a,bهما  مرتبط بعنصرين dلأن العنصر  Aإلى 

 له صور بالعلاقة العكسية

 1- -f ،  ونلاحظ أنf  راسم ليس فوقي لأنe  ليس لها أصل فيA  بالراسمf ، 

راسم كان  f –1. ولكى يكون Aلها أصلان في  dراسم ليس أحادي لأن  fوأن 

 . f –1بالراسم  Aدة في يصورة وح Bيجب أن يكون لكل عنصر في 

 .f  بالراسم Aر تكون صور وحيدة لعناص  Bأي أن كل عناصر 

 :ن الآتيينفي الشرطي ة ذلكويمكن صياغ

 .fبالراسم   Aتكون صور لعناصر يجب أن  Bكل عناصر  (1)

 كل هذه الصور تكون وحيدة. (2)

( 2)الشرط يجب أن يكون فوقي ، و fأن الراسم  نيعي( 1)الشرط ونجد أن 

 يجب أن يكون أحادي. fأن الراسم  نيعي

م يجب أن ـأيضاً راس fلاقة العكسية للراسم تكون الع لكي هتنتج أنـوبهذا نس

 .التناظر أحادي f الراسميكون 

 Bراسم فوقي ولكنه ليس أحادي لأن كل عناصر  gفي الشكل )ب( الراسم و

 .Aفي  مرتبط بعنصرين dولكن العنصر  Aلها صور في 

a 

b  

c 
 

d 

e 

l 
 

a 

b 

r 

c 
 

d 

e  

l 
 

a 

b  

c 
 

d 

e  

l 
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مرتبط ليس  dليست راسم لأن العنصر   g–1وبهذا نجد أن العلاقة العكسية 

 .g –1بالعلاقة العكسية  Aحيد في و بعنصر

راسم أحادي وفوقي. وبهذا نجد أن العلاقة  hفي الشكل )ج( الراسم و

حد فقط في او مرتبط بعنصر Bعتبر راسم لأن كل عنصر في ت    h –1العكسية 

A  1بالعلاقة العكسية– h 

جد f  –1 الراسم العكسي فإن التناظر أحادي fإذا كان الراسم  ملاحظة: ( )إن و 

 التناظر.أيضاً أحادى يكون 

  توضيحيةأمثلة: 

ومن ثم يكون  .التناظر راسم أحادي 3g(x) = x حيث  R→ g : R  الراسم – 1

 Rx    1/3(x) = x1– R ;  g→ : R  1– g :كما يلي معرف g –1الراسم العكسي 

                                                                       
                                      g(x) = x3                                         g –1(x) = x1/3 

  

                                                                                 

                                                        X                                                      X  

 

 

الراسم  . ومن ثم يكونليس أحادي  2f(x) = xحيث   R→ f : R الراسم – 2

 فإن: R+صبحلت   Rولكن إذا تم تصغير  معرف ،غير  f-1 العكسي
f : R+ → R+ ;  f(x) = x2. 

كما معرف  f –1كون . وفي هذه الحالة ي التناظر أحادي fي صبح الراسم وبذلك 

 :يلي
f –1 : R+ → R+ ;  f –1(x) = x1/2    xR+. 

                                                                       
                          f(x) = x2                              f(x) = x2                   f(x) = x1/2 

  

                                                                                 

                                                                                                                   X  
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 المجموعتين:نفرض  -3

1}. x  1  -R : ,    J = {x












22

:


xRxI    

 :يلي امالمعرف ك  Sin : I → Jوالراسم  
sin x = y ,  xI , yJ. 

يكون   I→ J :  1–sin. والراسم العكسي التناظر أحادي يكونهذا الراسم 

 .معرف
                                                  J                    
                                                                    sin(x) 

  

                                                                                 

                          -/2                         /2                 I  

 

 

بالراسم  Iيقابلها نقطة وحيدة في  Jومن الرسم نلاحظ أن كل نقطة في 

 sin–1العكسي

 :المجموعتين نفرض -4
   I = {x : xR , -   x  },  J = {y : yR , - 1  y  1}. 

 :يلي امالمعرف ك  sin : I → Jوالراسم  
sin x = y   xI , yJ. 

حيث  b,cIهما  Iله أصلان في  aJليس أحادي لأن العدد  sinالراسم هذا 

 إن

sin b = a , sin c = a الراسم هذا وsin  فوقي لأن كل النقط في أيضاً راسمJ  

  يكونلا sinغير معرف لأن   sin–1وبذلك فإن الراسم العكسي  Iلها أصل في 

 على هذه الفترات. التناظر أحادي

 مجالوال جالحدد الميجب أن ن  x 1–y = sin العلاقة ولذلك حتى نتعامل مع

،  -x   1  1 لهذه العلاقة بالفترات: المقابل
2

y
2





 . 

                                                  J                    
                                                               sin(x) 

                                                  a 

                                                                                 

                         -                       b        c              I  
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   تحصيل الرواسمComposition of Mappings :  
 : يلي اممعرفة ك  g , fإذا كان الرواسم  

f : A → B  ,  g : D → C. 

لينتج  fمع الراسم  g مالراس)تركيب(  تحصيليمكن  هفإن.  f(A)  Dوكانت 

 :حيث يكون  gof : A → Cالراسم المحصلة )المركبة(
(gof)(a) = g(f(a))  aA. 

ً  f(A) Dفإن الشرط  B = Dوفي حالة  لأي ثلاث  ه، وبذلك فإن يتحقق دائما

 ولأي راسمين: A, B, Cجموعات م
f : A → B  ,    g : B → C, 

ً لا  fogالراسم  ونلاحظ أيضاً أن gofيمكن دائماً تعريف الراسم   يكون معرفا

 .fog = gofوعندئذ فليس من الضروري أن يكون ،  g(B) A إلا إذا كان

كما  ينعرفم  راسمين   C→ B  ,  g : B → f : Aإذا كانت : توضيحي مثال

 :الشكلب
 

                               A         f           B        g            C        
 

 

                        

   

 

 

                     

 ي عرف بالشكل التالي: gof : A → C فإن الراسم المحصلة 
                               A       gof          C        
 

 

                        

   

 

 

                     

 

a 

b  

c 
 

x 

y 

z 
 

r 

 

s 

t 
 

a 

b  

c 
 

r 

s 

t 
 



         المجرد     أسس الجبر                                                          
__________________________________________________________________________ 

 

 أمثلة تحليلية: 

 :حيثراسمين  f, g : R → Rإذا كان  (:1مثال)
g(x) = x2,  f(x) = 1- x.   xR.    

 فإن: 
   (fog)(x) = f(g(x)) = f(x2) = 1 – x2.    

   (gof)(x) = g(f(x) = g(1 – x) = (1 – x)2.  

   (fof)(x) = f(f(x)) = f(1 – x) = 1 – (1 – x) = x. 

 :حيثراسمين  f, g : R → Rإذا كان   (:2مثال)
g(x) = 2x-3,  f (x) = x2+3x+1.    xR.    

 (x)(fof)  (4)     .(x)(gog)  (3)     .(x)(gof)  (2)     .(x)(fog)  (1)            أوجد:ف

  :الحل
(1) (fog)(x) = f(g(x)) = f(2x–3) = (2x–3)2+3(2x–3)+1 = 4x2–6x+1. 

(2) (gof)(x) = g(f(x)) = g(x2+3x+1) = 2(x2+3x+1)–3 = 2x2+6x–1. 

   (3) (gog)(x) = g(g(x)) = g(2x–3) = 2(2x–3)–3 = 4x–9. 

   (4) (fof)(x) = f(f(x)) = f(x2+3x+1) = (x2+3x+1)2+3(x2+3x+1)+1 

                                               = x4+6x3+14x2+15x+5. 
 راسمين فوقيين  f : A → B ,  g : B → Cإذا كان الراسمان (: 1نظرية)

ً تكون  gof : A → Cالمحصلة  إنف ً  راسماً فوقيا  .أيضا

من تعريف الراسم الفوقي فوقي ف f,gحيث إن كل من الراسمين  :البرهان

 يكون: 
   f(A) = B,  g(B) = C 

(gof)(A) = g(f(A)) = g(B) = C. 

الراسم وإذاً  gofللراسم  Cالمجال المقابل  يهتكون  Aأي أن صورة المجال 

gof  فوقي.يكون 

 راسمين أحاديين  f : A → B ,  g : B → Cإذا كان الراسمان  (:2نظرية)

ً تكون  gof : A → Cالمحصلة  إنف ً  راسماً أحاديا  .أيضا

من تعريف الراسم الأحادي ادي فحيث إن كلاً من الراسمين أح :البرهان

 : يكون
   f(a) = f(b)  a = b a,bA ,    g(c) = g(d)  c = d c,dB.  

(gof)(a1) = (gof)(a2)  g(f(a1)) = g(f(a2))  

                                    f(a1) = f(a2)  a1 = a2 a1,a2A. 

 راسم أحادي. (gof)وإذاً 
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ين راسمين أحادي f : A → B ,  g : B → Cكان الراسمان إذا  (:3نظرية)

ً  أحاديراسماً تكون  gofفإن المحصلة  التناظر  .التناظر أيضا

  .ثلاث رواسم  f : A → B  ,  g : B → C  ,  h : C → Dإذا كانت  :نتيجة

 . ( خاصية الدمج)  ho(gof) = (hog)ofأثبت أن ف

 واضح أن: :البرهان
   (hog) of : A → D ,    ho(gof) : A  → D. 

 لإثبات التساوى أن نثبت أن: تبقىراسمين ي يمن تعريف تساوو
   (ho(gof))(a) = ((hog) of)(a).    aA. 

(ho(gof))(a) = h((gof)(a)) = h(g(f(a))) = (hog)(f(a)) = ((hog) of)(a). 

 :ييل عرف كماي   A  (Identity map of A)راسم الوحدة للمجموعة  تعريف:
iA : A  → A   ;  iA(a) = a.     aA 

 يكون: f : A → Bومن السهل إثبات أنه لأي راسم  
iBof = f ,  foiA = f. 

 مـجد راسإذا و   Invertiableقابل للانعكاس  f : A → Bالراسم قال أن ي   تعريف:

 g : B → A يكون حيثب: 
gof = iA ,    fog = iB . 

g = f–1كتب وي   fالراسم العكسي للراسم  g اسموفي هذه الحالة ي سمى الر
 . 

الأعداد مجموعة  Nn 1  –, f(n) = n *Z→ f : N   (Nالراسم مثال: 

مجموعة الأعداد الصحيحة غير هي  Z* والمجموعة ، الصحيحة الموجبة

 : g(n) = n+1  N→  *Zg ,راسم  لأنه يمكن إيجاد قابل للانعكاس يكون (السالبة 

*Zn   قق:ويتح 
   (gof)(n) = g(f(n)) = g(n–1) = (n–1)+1 = n.    nN      gof = iN  .      

   (fog)(m) = f(g(m)) = f(m+1) = m+1–1 = m .    mZ*  fog = iZ* . 

جد الراسم  تمهيدية:  .فإن هذا المعكوس يكون وحيدله معكوس إن و 

 . A→ : B  2,g1gما راسم له معكوسان ه   B→  f : A  نفرض أن :البرهان

 فمن تعريف المعكوس للراسم يكون: 
g1of = iA ,  fog2 = iB .  

 g1 = g1oiB = g1o(fog2) = (g1of) og2 = iAog2 = g2 .  

 المعكوس وحيد .أي أن 
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 راساـم ان كافقاط وإذا يكون قابل للانعكاس إذا  f : A → Bم ـالراس(: 4نظرية)

 .( أحادي وفوقيأي  ) التناظر أحادي

  :البرهان

 : التناظر نفرض أن الراسم قابل للانعكاس وسنثبت أنه أحادي: أولاً 
   (1) let x1,x2A , f(x1) = f(x2)  f–1(f(x1)) = f–1(f(x2)) 

                                              iA (x1) = iA (x2). 

                                              x1 = x2 . 

 أحادي. راسم fوإذاً 
   (2) let yB , y=f(x)  x=f–1(y). 

 . f (x) = yحيث ب x  A )أصل( يوجد y  B لكل عنصرأي أن 

 راسم فوقي. fوإذاً 

 ً  :نثبت أنه قابل للانعكاسسو التناظر راسم أحادي fنفرض أن : ثانيا

 أحادي التناظر فيكون: fحيث إن 
    aA  bB ;  f(a) = b,  

    bB  aA ;  g(b) = a.   

عرف  g : B → Aالراسم وبالتالي يكون   ويكون: g(b) = aحيث م 
   (gof)(a) = g(f(a)) = g(b) = a .   gof = iA , 

   (fog)(b) = f(g(b)) = f(a) = b .   fog = iB .  

 قابل للانعكاس. fوإذاً 

 قابلة للانعكاس فإن رواسم f : A→ B ,  g : B → Cإذا كانت (: 5نظرية)

ً لكون قابل ي )fog( الراسم المحصلة  go-1 يكونو لانعكاس أيضا
1–= f 1-f)o(g. 

 :البرهان

يكون   Ah = io,  k Ck = ioh فإذا أثبتنا أن   og1–h = gof , k = f–1نفرض أن 

 : hمعكوس للراسم  kالراسم 
 hok = (gof) o (f–1

o g-1) = g o ((f o f-1) o g) = g o( iB o g–1 )= g o g–1 = iC ,   

    koh = (f–1
o g-1) o (gof) = f-1

o ((g-1
o g) o f) = f–1

o( iB of ) = f–1
o f = iA . 

 (gof)-1 = f-1 
o g-1. 
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 تماريــن
  ,A={1, 2, 3المجموعة علىمعرفة   4, 3, 2, 1العلاقات  لتكن -1

 :حيث{4
1={ (1, 3), (2, 4), (1, 1), (4, 3), (4, 4), (3, 1) }, 

2={ (2, 4), (1, 1), (3, 1), (4, 3) }, 

3={ (2, 3), (1, 2), (3, 4), (4, 1) }, 

4={ (1, 4), (2, 2), (3, 2) } 

 ( ، وأيها لا تكون راسـم وما نوعه؟)م ـحدد أي من هذه العلاقات تكون راسف

  .)مع ذِكر السبب(؟

 مجموعة الأعداد Z نأو Zx   2f(x) = xحيث راسم   Z f : Z*بفرض  -2

 . }0 ,1 ,2 ,3{ ...,سالبة المجموعة الأعداد الصحيحة غير  Z*،  الصحيحة     

  . fنوع الراسم حدد  (أ)

 . f(Z)المدى  اكتب عناصر)ب( 

مجموعة  g(x) = x+2  xN  ،Nحيث راسم  g: N  Yبفرض أن  -3

 الأعداد

 . Y={3,4,5,...}والمجموعة ، الموجبة ةصحيحال     

 . gنوع الراسم )أ( حدد 

 . g-1أوجد العلاقة العكسية )ب( 

مجموعة الأعداد الحقيقية( راسمان  R)حيث  f, g : R  Rبفرض أن  -4

 معرفان

 . Rx 5    -, g(x) = 5x   3f(x) = 3x  كما يلي:     

 من هذين الراسمين ؟)أ( حدد نوع كلا 

f-1أوجد )ب( 
 . 

 . fog , gofأوجد  )ج( 

 ،  مجموعة الأعداد الحقيقية R حيث سمرا  f: R  Rرض أن  بف -5

        f(x)=-2x+3   xR  .  

 A={-4, -2, 0, 2, 4} وبفرض أنأحادي التناظر ،  يكون fأن فتحقق من      

R   
 . 1-f(A) كتب عناصر المجموعةا     
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 fأن تحقق من .  f(x) = 2x-3   xR راسم حيث f: R  Rأن بفرض  -6

 كوني

 . f-1ثم أوجد  ، ومنالتناظر  أحادي     

 كما يلي:معرفان راسمان  f, g: R  Rأن بفرض  -7
  f(x)=2x+1 ,  g(x)= x2-2.   xR. 

 ومن ثم احسب قيمة ، fog , gofأوجد صيغة تعريف لكل من      

(fog)(4),(gof)(4). 

 معرفان كما يلي:راسمان   f, g: R  Rأن بفرض  -8
  f(x) = x2+3x+1 ,  g(x) = 2x-3.    xR. 

 . fog,  gof,  gog,  fofأوجد صيغة تعريف لكل من:       

 :راسم قابل للإنعكاس وأن  f: R  Rأن بفرض  -9
  f(x) = (x-1)/(x+1) ,  f-1(y) = (1+y)/(1-y)    x,yR. 

y1-fof)(x) = x  , (fo = (y)(فتحقق من أن      
1-(f . 

RRfإذا كان  -10 : 21كانتو،  سمرا, AA  مجموعات جزئية اختيارية

   من مجموعة 

 فتحقق من صحة ما يلي: Rالأعداد الحقيقية       
(i) ).()()( 2121 AfAfAAf   

(ii) .)()()(,)()()( 21212121 generalinAfAfAAfAfAfAAf   

( Hint: For (ii) second part: let 2

21 )(,}1,0{,}0,1{ xxfAA   ) 

RRfإذا كان  -11 : 21كانتقابل للإنعكاس ، و سمرا, BB  مجموعات

 جزئية 

 فتحقق من صحة ما يلي: R اختيارية من مجموعة الأعداد الحقيقية       
(i) ).()()( 2

1

1

1

21

1 BfBfBBf    

(ii) ).()()( 2

1

1

1

21

1 BfBfBBf    

-------------------------------------------------- 
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 مقدمة في نظرية الزمر
 ت فيتكتسب الزمر أهمية خاصة في الجبر الحديث لما لها من تطبيقا

ي فالى يئة الله تعـنعرض بمشـأخرى مثل الفيزياء والكيمياء. وس علوم

، ةالأساسـية للزمر خصائصبعض اللمفهوم الزمرة ، وقرر ـهذا الم

  .لزمر، ومفهوم تشـاكل وتماثل اوبعض أنواع الزمر وتطبيقاتها

  مفهوم الزمرةGroup : 

 يةغير الخال على المجموعةعملية ثنائية معرفة  لتكن  :(1)تعريف
G  

 إذا تحققت الشروط التالية: Groupزمرة يسُمى  <G,>فإن الثنائي

  abG  a,bG الإغلاق(شرط )أ( )

  c=a(bc)  a,b,cG(ab) الدمج(شرط )ب( )

   eG ; ea=ae=a  aG (شرط وجود العنصر المحايد( )ج)

 e1-a a=a1-G ; a1-a G a=   (شرط وجود المعكوس( )د)

شبه يسُمى  <G,>إذا تحقق الشرطان )أ( ، )ب( فقط فإن ملاحظة: 

( ، )ج( فقط فإن الشروط )أ( ، )ب تإذا تحقق، و Semi-Group زمرة

<G,>  تحتوي على عنصر محايد شبه زمرةيسُمى Monoid . 

م يكون هذا النظابحيث  <G,>هي النظام الجبري  أن الزمـرة أي )

 دامج ، 

 وذا عنصر محايد ، وذا معكوس (.

 :أمثلة

، +  مجموعة الأعداد الصحيحة  Zحيث  <+,Z>النظام  (:1مثال)

 عملية الجمع العادية يمثل زمرة )وضح ذلك؟(.

عملية الضرب العادية يمثل شبه  حيث  <Z,>النظام (: 2مثال)

 )وضح ذلك؟(. محايدزمرة تحتوي على عنصر 

داد المركبة مجموعة الأع C`C}=-{{0}حيث  >,`C<النظام (: 3مثال)

عملية الضرب العادية يمثل زمرة   حيثو 0Cبدون العنصر 

 )وضح ذلك؟(.

 Commutative زمرة إبداليةأنها  <G,>يقُال للزمرة  :(2)تعريف

Group  
  تحقق الشرط التالي:إذا 
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   ab=ba  a,bG رط الإبدال()ش

( 2لمثال )تين ، شبه الزمرة في اي( إبدال3) ، (1الزمرتين في الأمثلة )

 إبدالية.

  :تماريـن محلولة

 زمرة( –)من حيث كونه شبه زمرة  <Q,> ثنائيادرس ال -1

 . عملية الضرب مجموعة الأعداد النسبية ،  Qحيث 

 :الحل

  Qمغلقة على  أي أن العملية  abQ  يكون   a,bQحيث إن )أ( 

ي أة )تجميعية( على ـهي عملية دامج رب العادية ـعملية الض)ب( 

 مجموعة 

  Qمن الأعداد، وعلى ذلك فهي دامجة على المجموعة 

  1a=a1=aيتحقق:  aQبحيث لأي  1Qيوجد عنصر محايد )ج( 

  لا يوجد له معكوس بالنسبة لعملية الضرب  0Qالعنصر )د( 

يوجد له  0( وأي عنصر خلاف العنصر  0-1لا يمكن تعريف  حيث)

 Qوعلى ذلك لا يكون لكل عنصر في المجموعة ،  معكوس ضربي

 معكوس ضربي.

  Qإبدالية على  أي أن العملية   ab=baيتحقق:  a,bQلكل )هـ( 

يكون شبه زمرة إبدالية تحتوي على  <Q,>وبالتالي فإن النظام 

 عنصر محايد.

--------------------------------------------- 
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عملية الضرب العادية. تحقق من أن  Z}; n nA={a: a=3  ،لتكن  -2

 زمرة إبدالية؟. مثلي <A,> ثنائيال

 :الحل

يكون  Z; n,m  m, b=3 na=3حيث  Aa,bلكل )أ( 

An+m=3m3nb=3a  أي أن العملية  مغلقة على المجموعةA  

  :يكون Z; n,m,k  k, c=3  m, b=3 na=3حيث  Aa,b,cلكل )ب( 
(ab)c = (3n3m)3k =3n+m3k =3(n+m)+k =3n+(m+k) 

                           =3n3m+k =3n(3m3k) = a(bc). 

  A دامجة على  أي أن العملية

me=3  ;حيث   هو العنصر المحايد بالنسبة للعملية Aeليكن )ج( 

Zm ذلك يكون لأي  وعلىAna=3 يكون: 
ae=a  3n3m=3n  3n+m=3n  n+m=n  m=0 

e=30=1 

 A03=1هو  أي أنه يوجد عنصر محايد بالنسبة للعملية 

 :حيث بالنسبة للعملية   Aaهو معكوس العنصر  A1-aليكن )د( 

 Z; n,k k=31-, a na=3 :وعلى ذلك يكون 
aa-1=e  3n3k=30  3n+k=30  n+k=0  k=-n 

a-هو  معكوس بالنسبة للعملية  Ana=3أي أنه يوجد لكل عنصر 

An-3=1. 

 :يكون Z; n,m  m, b=3na=3حيث  Aa,bلكل )هـ( 
 ab=3n3m=3n+m=3m+n=3m3n=ba 

  Aإبدالية على المجموعة  أي أن العملية 

 يكون زمرة إبدالية. <A,>وبالتالي فإن النظام 

--------------------------------------------- 

ادية( م التناظر آحـالرواس)ة التقابلات ـهي مجموع  M(A)لتكن  -3

هي عملية  " o"، ولتكن Aإلى المجموعة  Aمجموعة من ال

يكون  > , oM(A) < الثنائي . تحقق من أنرواسمتحصيل)تركيب( ال

 زمرة.

 :الحل

 أن :  يأ f,gM(A) إذا كانت)أ( 
f : A   A ,  g : A  A 

 نجد أن : " o"ومن تعريف العملية 
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f o g : A  A 

عملية  وبذلك فإن M(A)م ينتمى إلى ـأي أن التحصيل يكون راس

 التحصيل

"o  على المجموعة مغلقة عملية " تكونM(A). 

يجب أن نثبت و f,g,hM(A)ولإثبات خاصية الدمج نفرض أن )ب( 

 أن أى

 ن:من الراسمي يله نفس الصورة بأ Aعنصر من عناصر  
( f o g ) o h   f o ( g o h )  , 

(( f o g ) o h) (a) = ( f o g ) h (a) = f (g (h ( a ) ) ) = f ( (g o h) (a) ) 

                                                                       = (f o (g o h)) (a) 

 ( f o g ) o h = f o ( g o h ) 
 M(A)على المجموعة دامجة عملية "  o" وإذاً 

 " oبالنسبة للعملية  "محايد عنصر تحتوى على  M(A)نثبت أن )ج( 

 حيث إن:
e : A  A  ; e (a) = a    aA 

 :يكون fM(A)لأي عنصر و
(f o e) (a) = f ( e (a) ) = f (a) 

 f o e = f 

(e o f ) (a) = e ( f (a) ) = f (a) 

 e o f = f 
هو الراسم المحايد وهو العنصر المحايد  eM(A) فإنبذلك و

 المطلوب.

هي مجموعة الرواسم التناظر آحادية على  M(A))د( حيث إن 

f-يكون له راسم معكوس  M(A)fفكل عنصر )راسم(  Aالمجموعة 

M(A)1  :بحيث 
 ( f o f

-1 ) (a) = f ( f-1 (a) ) = e (a)  

 f o f
-1 = e 

( f-1 o f ) (a) = f-1 ( f (a) ) = e (a) 

 f-1 o f = e 

  M(A)1-fيكون له معكوس  M(A)fوعلى ذلك فإن كل عنصر 

 )هـ( من دراستنا للرواسم نعلم أنه ليس من الضروري أن يكون:
f o g = g o f   f,gM(A) 

 يكون زمرة. > , oM(A) <وإذاً النظام 

--------------------------------------------- 
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 ى مجموعةعل ∆ الفرق المتماثل ةعمليوعرفنا  A {x,y}=ا كانت إذ -4

 X∆Y = (XY)-(XY)  X,YP(A) :ما يلىك A القوى للمجموعة

 ؟. <P(A),>ماذا يكون النظام 

   x},{y},{x,y}},{={P(A) :الحل

 يلي: امكيكون  <P(A),>الذي يمثل النظام جدول وال

∆  {x} {y} {x,y} 

  {x} {y} {x,y} 

{x} {x}  {x,y} {y} 

{y} {y} {x,y}  {x} 

{x,y} {x,y} {y} {x}  

 :أن نلاحظمن الجدول 

 أى أن   P(A)جميع العناصر التى ظهرت فى الجدول تنتمى إلى )أ( 

  على  مغلقة عملية ثنائيةP(A)  

الاتحاد  اتأن عملي دراستنا لنظرية المجموعات نعلم ومن )ب(  

 ، وعلى ذلك تكون  دامجة اتهى عمليتماثل والتقاطع والفرق الم

 .دامجة

بالنظر إلى عناصر الصف الأول نجد أن جميع العناصر لم )ج( 

ضا أيعلى يمين العنصر( و ) مع  للعناصر عملية التتغير بإجراء 

  مليةعالبالنظر إلى العمود الأول نجد أن العناصر لم تتغير بإجراء 

 نصر( على يسار الع ) مع للعناصر

  بالنسبة للعملية هي العنصر المحايد P(A)ومن ذلك نستنتج أن 

فى  بالنسبة للعملية معكوس مثلاً  P(A){x}حتى يكون للعنصر )د( 
P(A)  

 بواسطة العمليةمع معكوسه  {x}محصلةيجب أن يكون 

 )العنصر المحايد(،يه

 نلاحظ أن كل عنصر هو معكوس نفسه.ومن الجدول 

في القطر الرئيسى عناصرحول  ةالجدول متماثلر )هـ( عناص 

 P(A)إبدالية على المجموعة  أى أن العملية الثنائية الجدول 
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 يكون زمرة إبدالية. <P(A),>وعلى ذلك فإن النظام 

--------------------------------------------- 

 يكون زمرة إبدالية. >4,4Z<تحقق من  أن النظام  -5

 :الحل

1,2,3}={0,4Z 4عملية الجمع و :تعُرف كما يلي 

  4على  a+bتعني باقي قسمة  b4a فإن 4Za,bلأي  

 :هو >4,4Z<لنظام فيكون الجدول الممثل ل
4 0 1 2 3 

0 0 1 2 3 

1 1 2 3 0 

2 2 3 0 1 

3 3 0 1 2 

  :من الجدول نلاحظ أنو

 أى أن 4Z المجموعةجميع العناصر فى الجدول تنتمى إلى )أ( 

  4لعملية مغلقة بالنسبة ل 4Z المجموعة

 (مع 0)ب( تطابق الصف الأول والعمود الأول )المناظرين للعنصر 

 4Z0صف وعمود العناصر الأساسية للجدول وعلى ذلك فإن العنصر

 4بالنسبة للعملية  هو العنصر المحايد

كل منهما معكوس  2,0العنصران  4Zي لكل عنصر معكوس ف)ج( 

 كل منهما معكوس الآخر. 1,3صران والعن ،نفسه

في الجدول القطر الرئيسى عناصرحول  ةالجدول متماثل)د( عناصر 

 4Zإبدالية على المجموعة  4أى أن العملية الثنائية 

 دامجة وذلك بإثبات أن: 4يمكن إثبات أن العملية )هـ( 
 (a 4 b) 4 c = a 4 (b 4 c)   a,b,cZ4 

 على سبيل المثال : 
 (3 4 2) 4 1 = 1 4 1 = 2 ,   

 3 4 (2 4 ) = 3 4 3 = 2  
عملية  يفه 4Zولإثبات ذلك على كل اختبار ممكن لثلاثة عناصر من 

من كون أن عملية الجمع بمقياس  4نستنتج إدماج العملية  اولذ ، شاقة

هي ناتج باقي قسمة  nZلأي عنصرين من المجموعة  nالعدد الصحيح 
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، وحيث إن عملية الجمع العادية  nعنصرين على الجمع العادي لل

 4دامجة على أي مجموعة من العناصر ، فبالتالي تكون العملية 

 . 4Zدامجة على 

  >4,4Z<الملاحظات السابقة على الجدول الممثل للنظام : ملاحظة

 يمكن إختصارها لتكون كما يلي:

كل صف أو عمود في الجدول يحتوي على جميع عناصر  (1)

 . 4Zعة المجمو

 لا يتكرر ظهور أي عنصر في أي صف أو عمود في الجدول. (2)

 يوجد تماثل حول عناصر القطر الرئيسي للجدول. (3)

 ة ل زمروهذه الملاحظات الثلاث تكفي ليكون النظام المُمثل بالجدو

مثل ( فقط تكفيان ليكون النظام المُ 2(،)1إبدالية، والملاحظتان )

 بالجدول زمرة ،

 ي نظام مُمثل بجدول.وهكذا بالنسبة لأ

 ى لة علوبالمناسبة عدم تحقق أيا من هذه الملاحظات لا يكفي للدلا

 أن النظام 

وط لا يمثل زمرة ، وإنما يجب ذِكر الشرط الذي لا يتحقق من الشر

 الأصلية التي وردت في تعريف الزمرة.

=====================================

========= 
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 :نــتماري
رة مع من الثنائيات الآتية يكون زمرة،وأيها لايكون زم حدد أي -1

 السبب: ذكر
(1)  }.1:,,1{;, 32  AA  

(2)  }.1:
0

0
,

0

0
,

10

01
{;, 3

2

2






























 








AA  

(3)  }.1:
0

0
,

10

01
,

0

0
,

10

01
{;, 2 








































 i

i

i

i

i
AA  

(4)  }.
11

10
,

10

01
,

10

01
,

10

01
{;, 






































 AA  

(5)   }.1,,:
0

0
{;, 








 xyrealyx

y

x
AA  

(6)   }.0,,:{;, 22 









 yxrealyx

xy

yx
AA  

(7)   }.0,,:
0

1
{;, 








 yrealyx

y

x
AA  

  ؟يكون زمرة >,R) (22M<أن النظام تحقق من  -2

 22هي مجموعة المصفوفات غير المفردة من النوع  R)(22M حيث

وهل هذه  هي عملية ضرب المصفوفات. ، ذات العناصر الحقيقية 

 الزمرة إبدالية )ولماذا؟(.

 دالية؟يكون زمرة إب <Q-{0},>تحقق من أن النظام  -3

 جموعة الأعداد النسبية.مQ  حيث

---------------------------------------------- 
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 بعض الخصائص الأساسية للزمرة: 
 زمرة فإن الخصائص التالية تكون متحققة: <G,>ليكن 

 :العنصر المحايد في الزمرة يكون وحيد (1)

  >,G<عنصرين محايدين في الزمرة  e1e,2نفرض 

1e =عنصر محايد (     2e) باعتبار             

2e1e  
2e =عنصر محايد (     1e) باعتبار             

2e1e 
 e1=e2 

 أي أن العنصر المحايد في الزمرة وحيد.

 :معكوس أي عنصر في الزمرة يكون وحيد( 2)

هو العنصر المحايد  eGوأن  aGمعكوسان للعنصر  b,cنفرض أن 

  <G,>للزمرة 
ab = ba =e , 

ac = ca =e 

c = ce = c(ab) = (ca)b        ( خاصية الدمج ) 

                             = eb = b. 

 أي أن المعكوس في الزمرة وحيد.

 :خاصيتي الحذف من اليمين والحذف من اليسار (3)
 يتحقق: a,x,yGلكل 

xa = ya  x = y, 

ax = ay  x = y . 

 : البرهان
 

xa = ya   (xa)a-1  =  (ya)a-1 

            x ( aa-1) = y( aa-1)        ( من خاصية الدمج ) 

            xe = ye 

            x = y . 

 وبالمثل يمكن إثبات خاصية الحذف من اليسار.

 :حل المعادلات في الزمرة( 4)
لى حل في الزمرة فيكون هذا الحل وحيد ع ax = bإذا كان للمعادلة 

 الصورة
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 b1 -x = a  كذلك يكون للمعادلةa = bx رة حل وحيد على الصو
1-ax=b البرهان : 

 إذا حققها: x = baحل للمعادلة  b1 -x = aيكون 
L.H.S =ax = a(a-1b) = (a-1a)b = eb = b = R.H.S. 

  a = bxيكون حل للمعادلة  b1 -x = aوإذاً 

 ويتبقى إثبات أن هذا الحل يكون وحيد كما يلي:

 :ققاها ( وإذاً ) أي يح x1x,2حلان هما  x = baنفرض أن للمعادلة 
ax1 = b  ,  ax2 = b 

ax1 = ax2  x1 = x2. 

 من خاصية الحذف من اليسار( )

 أي أن الحل يكون وحيد.

a = xهو الحل الوحيد للمعادلة الثانية  ax=b-1وبالمثل يمكن إثبات أن 

b  
 : أمثلة

32 ( حل المعادلة1) x في الزمرة 44 ,Z :يكون 

.1323232 44

1

4  xx  

) انظر جدول الزمرة 44 ,Z 5في مثال  .) 

( النظام2) ,ZحيثZ مجموعة الأعداد الصحيحة ، والعملية 

Zbababaكما يلي: Zمعرفة على  يكون زمرة إبدالية  3,

25)تحقق من ذلك؟(. وحل المعادلة x :في هذه الزمرة يكون 
.43)2(1)2(1)2()56()2(525 1  xx  

)6(يكون a)حيث معكوس العنصر a .في هذه الزمرة 

 

 

 :الأصليمعكوس المعكوس في الزمرة هو العنصر ( 5)
(a-1)-1 = a . 

 : البرهان
let  (a-1)-1 = b 

a-1  b = e 

 a (a-1  b) = ae  (aa-1)b = a  eb = a  b = a. 

(a-1)-1 = a . 

 في الزمرة يتحقق: a,bلأي عنصرين  نتيجة:
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(ab)-1 = b-1 a-1 . 

 : البرهان

 
(ab)  (b-1 a-1) = a ( b (b-1 a-1) ) 

                           = a ( (bb-1) a-1 ) 

                           = a (ea-1) 

                           = aa-1 

                           = e 

 (ab)-1 = b-1 a-1 . 

 :الرفع إلى قوى صحيحة( 6)
حتى …، وهكذا  G3a=aaG ,  a2a=aa يكون  Gaلأي عنصر  

 يكون

a…aa  (n :فيكون ) من المرات 
aa…a = anG   ,  a0 = eG  aG. 

 فيكون: Gaهو معكوس  G1-aوإذا كان 
a-1 a-1 = a-2 , 

a-1 a-1 a-1 = a-3 

… … … … 

a-1 a-1 … a-1 = a-n.     ( n-times ) 

 وفي الحالة العامة يكون:

an*am = an+m , (an)m = anm   aG , n,mZ ( مجموعة الأعداد

 (الصحيحة

 ba.وسنكتب  Z; r  rbra  rb)(aفي الحالة العامة يكون: ملحوظة: 

 من باب التخفيف والإيجاز. abبدلا من 

  ZG , na,b    nbn= a n(ab)+ زمرة إبدالية فإن:  Gإذا كانت  نظرية:

 : باستخدام مبدأ الاستنتاج الرياضي:البرهان
(i) at  n=1     (ab)1 = a1b1. 

  n=1أي أن العلاقة صحيحة في حالة 
(ii) let n=k , (ab)k = akbk . 

(iii) at  n=k+1, 

        L.H.S. = (ab)k+1 = (ab)k(ab)1 

                                  = (akbk)(ab)            ( (ii)من ) 

                                  = ( (akbk)a )b          ( الدمج ) 

                                  = ( ak (bka) )b          ( الدمج ) 
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                                  = ( ak (abk) )b          ( الإبدال ) 

                                  = ( (aka)bk )b           ( الدمج ) 
                                  = ( ak+1 bk )b 

                                  = ak+1(bkb)              ( الدمج ) 
                                  = ak+1bk+1 = R.H.S. 

 n=kبفرض صحتها في حالة  n=k+1أي أن العلاقة صحيحة في حالة 

وعلى ذلك فهي صحيحة لأي عدد  n=1وهي صحيحة في حالة 

  nصحيح موجب 

 ت:ملاحظا

الجمع  هي عملية Gإذا كانت العملية الثنائية المعرفة في الزمرة  (1)

 "+" فإن:

a+a+…+a = na  ,        ( n وهو عدد صحيح موجب  تعدد المرا  )  

-a –a - … -a = -na  , 

(n+m)a = na+ma  ,     ( n,m أعداد صحيحة ) 
n(ma) = (nm)a . 

  the order of a group( عدد عناصر الزمرة يسُمى رتبة الزمرة 2)

 finiteوإذا كان عدد عناصر الزمرة منته فإننا نقول أن الزمرة منتهية 

group   فإننا نقول أن الزمرة  منتهعدد عناصر الزمرة غير  وإذا كان

 . infinite groupلا نهائية 

 تماريــن: 
النظام  تحقق من أن -1 ,R حيثR  ةالأعداد الحقيقيمجموعة ،

Ryxولكل , 5 يكون yxyx يمثل زمرة إبدالية . 

34 حل المعادلةأوجد ثم  x زمرةال هفي هذ. 

}1{لتكن -2 RX حيثR ولتكن مجموعة الأعداد الحقيقية  عملية

Xbaabbabaكما يلي:  Xمعرفة على المجموعة  ,   

أن النظام تحقق من ,X .يكون زمرة إبدالية 

53حل المعادلة أوجد ثم  x زمرةال هفي هذ. 

إذا كانت -3 ,X 1زمرة حيث xx لكلXx  

أنفتحقق من  ,X .تكون زمرة إبدالية 

إذا كانت -4 ,X 111زمرة حيث)(   yxyx لكلXyx , 
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أنفتحقق من  ,X دالية.تكون زمرة إب 

 مرة محتوية فقط على ثلاث عناصر تكون إبدالية. زبينّ أن أي  -5

=====================================

========= 

 

 أنواع خاصة من الزمر: 
 Permutation groups (Symmetricزمر التماثل( أو( زمر التبديلات)1)

)groups: 

هي  M(A)زمـرة .حيث  يمثل > ,oM(A) <رأينا فيما سبق أن النظام 

عمليـة وال (  Aإلى  Aمجموعة التقابلات) الرواسم أحادية التناظر من 

"o  .هي عمليـة تحصيل الرواسم " 

 تزمرة التبديلاتسُمى  M(A)فإن  finiteمجموعة منتهية  Aفإذا كانت 

وإذا كان عدد عناصر  Aالممكن إجراءها على عناصر المجموعة 

  nهو  Aالمجموعة 

  !nيكون مساوياً  Aدد التبديلات على فإن ع

 وعلى سبيل المثال إذا كانت:

 A={a1,a2,…,an} 

 تعُرف بالعلاقة: )تبديلة( فإن  M(A)وكانت 











)(...)()(

...

21

21

n

n

aaa

aaa


  . 

Aaaaحيث  n )(),...,(),( 21  :وإذا كانت 

 A={1,2,…,n} 

  nSلرمز ويرُمز لها با nزمرة التبديلات من درجة تسُمى   nM(A)فإن 

 تعُرف بالعلاقة: nSحيث 











)(...)2()1(

...21

n

n


 . 

 : ونتائج ملاحظات

,,4إذا كان  (1) S حيث: 





























2143

4321
,

2314

4321
,

2134

4321
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فإنه  يمكن التعبير عن   بأكثر من طريقة كما يلي: ,,

)3241(
1342

3214

4213

1432

2134

4321



























 , 

)241()3()241(
2314

4321









 , 

)42)(31(
2143

4321









 . 

 التعبير الدائرييسُمى  )3241(,)241(,)31)(42( اتكلا من التعبير

 تللتبديلا يكون  4S. وبالطبع عدد عناصر على الترتيب ,,

 24=!4مساوياً 

التبديلة المحصلة  ( ولحساب2)   ًنكتب أولا  بعد إعادة ترتيب

مع مراعاة أن  بنفس ترتيب الصف الثاني في  الصف الأول في 

لة ـفتكون المحص  ،العنصر ينُقل بصورته   هي التبديـلة التي

وصفها الثاني هو  صـفها الأول هو الصـف الأول في التبديـلة 

 بعد الترتيب المشار إليه أي أن: الصف الثاني في التبديلة 

).3421(
3142

4321

2314

4321

3142

2314


























    

لصف معكوس التبديلة يكون هو التبديلة التي صفها الأول هو او( 3)

ي الثاني في التبديلة الأصلية ، وصفها الثاني هو الصف الأول ف

 :فمثلاً لة الأصلية التبدي

).4231(
1243

4321

4321

2134
1 

















 . 

التبديلة و( 4)









4321

4321
I 4تسُمى تبديلة الوحدة فيS  

ji انكوإذا ( 5)
ji

ji





0

)()( 
فإننا نقول أنه يوجد انقلاب  

inversion  

التبديلةفي 









)(.....)2()1(

.....21

n

n
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يكون مساويا لعدد  في التبديلة i)(للصورة وعدد الانقلابات

)(الصور j  التالية لهذه الصورة بحيث يكونjiij  ,)()(  

)عدد انقلابات صورها(  عدد الكلي لانقلابات التبديلةللويرُمز 

فمثلاً للتبديلات . Vأو بالرمز  inv)(بالرمز ( 1المعطاه في ) ,,

 يكون:
40022,40103,50023   VVV  

صورة عند حساب عدد انقلابات التبديلة لابد أن تكون في ال :ملاحظة

   .الأصلية

مجموعة التبديلات من الدرجة الثالثة هي  3Sلتكن (: 1مثال)

  }3,2,1{للمجموعة

فإن النظام  ,3S " يكون زمرة ،حيث.عملية تحصيل الرواسم " 

فإن عدد  3هو  }3,2,1{: حيث إن عدد عناصر المجموعةالإثبات

 }3,2,1{ت من الدرجة الثالثة للمجموعةعناصر مجموعة التبديلا

 وهذه العناصر هي: 6=!3 يساوي


















































231

321
,

123

321
,

312

321
,

213

321
,

132

321
,

321

321
 

3},)321,()231,()21,()31,()32({ أي أن IS . 

تمثيل النظاممحدودة فيمكن   3S المجموعة وحيث إن ,3S 

 يلي: امكبجدول 
  I (1 2 3) (1 3 2) (1 2) (1 3) (2 3) 

I I (1 2 3) (1 3 2) (1 2) (1 3) (2 3) 

(1 2 3) (1 2 3) (1 3 2) I (1 3) (2 3) (1 2) 

(1 3 2) (1 3 2) I (1 2 3) (2 3) (1 2) (1 3) 

(1 2) (1 2) (2 3) (1 3) I (1 3 2) (1 2 3) 

(1 3) (1 3) (1 2) (2 3) (1 2 3) I (1 3 2) 

(2 3) (2 3) (1 3) (1 2) (1 3 2) (1 2 3) I 
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 أن : نلاحظمن الجدول 

( كل صف أو عمود في الجدول يحتوي على جميع عناصر 1)
3S  

 ( لا يتكرر ظهور أي عنصر في أي صف أو عمود في الجدول.2)

وعلى ذلك فإن النظام  ,3S .يمثل زمرة 
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 :التبديلات الزوجية والتبديلات الفردية

لتقاطعات عندما يصل كل عنصر في الصف الأول إذا كان عدد ا

يلة للتبديلة إلى نفس العنصر في الصف الثاني عدد زوجي فإن التبد

، وإذا كان عدد التقاطعات عدد فردي فإن  تبديلة زوجيةتسُمى 

  .تبديلة فرديةالتبديلة تسُمى 

 بديلةتسمى أو إذا كان عدد انقلابات التبديلة عدد زوجي فإن التبديلة تُ 

سمى تُ يلة ، وإذا كان عدد انقلابات التبديلة عدد فردي فإن التبد زوجية

 .يةفردتبديلة 

من العناصر يساوي عدد التبديلات  nوعدد التبديلات الزوجية على

 من العناصر. nالفردية على

 تينلومحصلة تبديلتين زوجيتين تكون تبديلة زوجية، ومحصلة تبدي

ة فرديتين تكون تبديلة زوجية . أما محصلة تبديلتين واحدة زوجي

 والأخرى فردية يكون تبديلة فردية.

 }3,2,1{فإذا أخذنا مجموعة التبديلات من الدرجة الثالثة للمجموعة

   3Sوهي 

 بها ثلاث تبديلات زوجية هي: 3Sفإن

)231(
213

321
,)321(

132

321
,

321

321



























I .  

 وبها ثلاثة تبديلات فردية هي:

).32(
231

321
,)31(

123

321
,)21(

312

321



























. 

ويرُمز لمجموعة التبديلات الزوجية من الدرجة الثالثة بالرمز

3S 

لثالثة بالرمزولمجموعة التبديلات الفردية من الدرجة ا

3S  
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 نــرياتم: 

لتكن -1
6,, S :حيث 

.
613425

654321
,

563142

654321
,

265413

654321


























 

 

اكتب كلا من (أ)  بالتعبير الدائري. ,,

12احسب  (ب) ,,   

 فردية وأيها زوجية: تينالآتي تينلحدد أي من التبدي -2

,
318527964

987654321








).2345()642()321(   

تحقق من أن الثنائي -3  ,3S بينما،يمثل زمرة إبدالية  ,3S  لا

 يمثل زمرة.

},)4321(,)31)(42(,)2341{(4إذا كانت -4 SIX  

فتحقق من أن الثنائي      ,X.يمثل زمرة إبدالية؟ 

=====================================

========= 
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 :Cyclic groupsالزمر الدائرة ( 2)

لتوضيح مفهوم الزمرة الدائرة ندرس النظام  ,A  

}1,1,,;{1 حيث  iiiA  " ،.عملية الضرب العادية " 

 نكون جدول يمثل النظام كما يلي:
  1 -1 i -i 

1 1 -1 i -i 

-1 -1 1 -i i 

i i -i -1 1 

-i -i i 1 -1 

 نلاحظ من الجدول أن:

  A( كل صف أو عمود في الجدول يحتوي على جميع عناصر 1)

 ( لا يتكرر ظهور أي عنصر في أي صف أو عمود في الجدول.2)

 اصر القطر الرئيسي في الجدول.( يوجد تماثل حول عن3)

وعلى ذلك فإن النظام  ,A .يمثل زمرة إبدالية 

 فإننا نلاحظ أن: Aiفإذا أخذنا قوى العنصر
1,,1, 4321  iiiiii  

كقوى  Aوبذلك نكون قد حصلنا على جميع عناصر المجموعة 

  iللعنصر

يقُال في هذه الحالة أن الزمرة ,A مولدة بالعنصرi   

  roupGenerator of a Ghe T مولد للزمرة iأو أن العنصر

 هو مولد آخر للزمرة حيث : Aiونلاحظ أن العنصر
1)(,)(,1)(,)( 4321  iiiiii  

 لا يكونا مولدات للزمرة.  A1,1والعنصران

مثل هذه الزمرة ,A  تسُمى زمرة دائرة مولداهاAii ,  

 

مولدة زمرة دائرية أو  زمرة دائرة Gيقُال أن الزمرة تعريف:

  Gaبالعنصر

 إذا وإذا فقط كان:
naxZnGx  ; . 
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nax) أو   .) في حالة عملية الجمع 

ويعُبر عن الزمرة في هذه الحالة بدلالة مولدها بالرمز  aG  

الزمرة لذا  ,A يعُبر عنها هكذا iA  أو iA  

الزمرة(: 1مثال)   1زمرة دائرة مولدها الوحيد هو }1,1,{

النظام(: 2مثال) 22 ,Z 1زمرة دائرة مولدها العنصر  

الزمرة (:3مثال) },,,1{ 2  زمرة دائرة مولداها

  ,2العنصران

1,,2حيث   .هي الجذور التكعيبية للواحد الصحيح 

النظام (:4مثال) 33 ,Z 2,1زمرة دائرة مولداتها العناصر  

IX},)4321,()31()42,()2341{(إذا كانت (:5مثال)  

النظامفإن  ,X 4321,()2341(يكون زمرة دائرة مولداتها(  

النظام(: 6مثال) 77 },0{Z 5,3زمرة دائرة مولداتها العناصر  

النظام (:7مثال) ,Z 1,1زمرة دائرة مولداتها العناصر  

الزمرة (:8مثال)
88 }7,5,3,1{;, ZXX  ة يليست دائر 

 حيث ليس لها مولدات.

 ؟.الأمثلة السابقةتحقق من صحة  تمرين:
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 تكوين وخصائص الزمرة الدائرة: 

أي أن aزمرة دائرة مولدة بالعنصر Gلتكن aG  م ثومن

,...},,,,{...,على الصورة Gتكون 21012 aaeaaaG    ويكون لدينا

 حالتان:

: إذا كانت جميع العناصر في الزمرةالحالة الأولى aG  مختلفة

)أي عدد عناصرها غير محدود(،  infinite فإن الزمـرة تكون لانهائية

مثلاً فإنه  maولدات أخرى ولتكنوفي هذه الحالة إذا كان للزمرة م

 بحيث: Zrيوجد عدد صحيح
11111)(1  rmrmmraaa mrrm  

يكون مولد  1aمولد للزمرة اللانهائية فإن العنصر aأي أنه إذا كان

 آخر لها فقط.

كانت العناصر في الزمرة: إذا الحالة الثانية aG  ليست جميعها

ود ) أي عدد عناصرها محد finiteمختلفة فإن الزمـرة تكون منتهية 

eaan ويكون  وفي هذه الحالة إذا كان للزمرة مولدات أخرى (  0

عدد أولي بالنسـبة لعدد عناصـر  mحيث maفتكون على الصورة

عامل مشترك  ,nmبين دمثلاً )أي لا يوج nالزمـرة المحدود وليكن

 سوى الواحد الصحيح( كما ستوضح النظرية التالية.

لتكننظرية:  aG وليكنnG  1 فإن),(  nmaG m  

 :  البرهان

),(1: نفرض أنأولاً  nm أي أن العامل المشترك الأعلى بين(nm, 

(  وسنثبت أن1هو maG كما يلي: 

 فيمكن كتابة: 1هو ,nmالعامل المشترك الأعلى بين حيث إن

Znm   ,;1  





)()()()(

)()(1

mmm

nmnmnm

aeaea

aaaaaaa



 

 

Gaxوليكن Gولأي عنصر في الزمرة r  حيثZr يكون : 
Zrkaaaax kmrmrmr   ;)()(])[(   

وإذاً يكون  maG  

رض أن: نفثانيا maG  1وسنثبت أن),( nm كما يلي: 
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يمكن التعبير عنه بدلالة مولد  Gaوليكن Gلأي عنصر في الزمرة

 كما يلي: maالزمرة
Zaa m   ;)(  

nnmm aaeeaaaa    )(011  

11  nmnm   

1),(  nm  . 

 من أولاً وثانياً تثبت النظرية.

}1,,,,,,,{لتكن(: 8مثال) 76543218 A  مجموعة

الجذور الثامنة للواحد الصحيح فإن  ,A  تكون زمـرة دائرة

  8هذه الزمرة محدود وهو وحيث إن عدد عناصر مولدها العنصر

 تبعدفطبقا للنظرية السابقة لبحث المولدات الأخرى لهذه الزمرة نس

642العناصر ,,   وبين عدد عناصر  }2,4,6{حيث إن بين قواها

عامل مشـترك خلاف الواحد الصحيح ، ومن ثم تكون  8الزمرة 

753زمرة هيالمولدات الأخرى لهذه ال ,,   

أي أن 753 A  
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 رتبة العنصر في الزمرة: 
و هي )أ aG رتبة العنصرزمرة فإنه يقُال أن  Gإذا كانت  تعريف:

هو أصـغر عدد صحيح  n( إذا كان  a=n) ويكُتب  nتسـاوي( 

 مرة.هو العنصر المحايد للز Geحيث  e na =موجب يحقق  

تبته رفي الزمرة ليس له رتبة أو أن  aقيل أن العنصر  enaوإذا كان 

 تساوي الصفر

 وبديهي أن رتبة العنصر المحايد في الزمرة هي الواحد الصحيح

  e1e=حيث 

الزمرة(: 1مثال) ,Z 0زمرة إبدالية عنصرها المحايد هو  (

 (  1رتبته

 ( . 0ليس له رتبة ) أو أن رتبته هي 0خلاف Zوأي عنصر آخر في

الزمرة (:2مثال) ,3S رتب عناصرها تكون كالتالي: 

(2 3) (1 3) (1 2) (1 3 2) (1 2 3) I 

العنص

 ر

 الرتبة 1 3 3 2 2 2

 .)تحقق من ذلك؟(

الزمرة(: 3مثال) 33 ,Z :رتب عناصرها تكون كالتالي 

2 1 0 

العنص

 ر

 الرتبة 1 3 3

 .)تحقق من ذلك؟(

من هذه الأمثلة يتضح أنه توجد بعض الزمر جميع عناصرها لها 

رتبة ، كما توجد بعض الزمر لبعض عناصرها رتب وليس للباقين 

 ناصرها رتب. من ع

 ب.ة رتوالنظرية التالية تحدد الحالة التي يكون فيها لعناصر الزمر
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زمرة عدد عناصرها محدود فإن جميع  G إذا كانت: نظرية

 عناصرها لها رتب.

 ونكون المجموعة: Ga: نفرض أنالبرهان
GaaaeaX  ,...},,,{ 3210  

فإن عناصـر المجـموعة  mمحدود وليكن Gدد عناصـروحيث إن ع

لا يمكن أن تكون جميـعها مختـلفة وإلا كان عدد  Xالجزئية

 عناصـرها لانهائي مما يناقض كونها مجموعة جزئيـة من مجموعة

mrمحدودة، فإذا كان aa  حيثrm  فإنه بضرب طرفي

mrالمتساوية aa  فيra  :من ناحية اليمين نجد أن 
  Zrmhaaeaaaa hrmrmrr ;   

eaبحيث  hأي أنه يوجد عدد صحيح موجب h    يتبقى أن نتأكد أن

eaهو أصغر عدد صحيح موجب يحقق hالعدد هذا h   

التي تحقق  ihلتكن مجموعة كل الأعداد الصحيحة الموجبة 

eaالعلاقة ih
  

 هي المجموعة:
}:{ eaZhY ih

i    

كل مجموعة عناصرها  ومن خصائص مجموعات الأعداد نعلم أن

أعداد صحيحة موجبة لها حد أصغر وهو أصغر عدد صحيح موجب 

01فيها ، وواضح أن h أحد عناصر المجموعةY  يكون أصغر عدد

eaالعلاقة يحقق ih
  

يمكن إيجاد  Gaوعلى ذلك فإن لأي 1hهي aوإذاً رتبة العنصر

eaالعلاقة يحقق hعدد صحيح موجب h  

 ومن ثم يكون لجميع عناصر الزمرة المحدودة رتب.
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 تماريــن: 

 بحث رتب عناصر كل من الزمر:ا -1
(1)  .,3   S  

(2)  .1;},,1,1{;,  iiiGG  

(3)  .1;}
0

0
,

10

01
,

0

0
,

10

01
{;, 2 








































 i

i

i

i

i
AA  

(4)  .}7,5,3,1{;, 88 ZXX   

 أن تحقق من -2

}
01

10
,

01

10
,

10

01
,

10

01
{;, 







 





























 AA 

 ، وأوجد رتب عناصرها؟. دائريةمثل زمرة ي

1010 النظام تحقق من أن -3 }8,6,4,2{;, ZXX  مثل زمرة ي

 ة ، يدائر

 وأوجد رتب عناصرها؟.

=====================================

======== 
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  الزمرة الجزئيةSubgroup : 

 لنأخذ الزمرة ,G 1,1,,;{1 حيث{  iiiG " ، عملية "

 الضرب العادية.

 الممثلة بالجدول:

 
  1 -1 i -i 

1 1 -1 i -i 

-1 -1 1 -i i 

i i -i -1 1 

-i -i i 1 -1 

 

 الجدول الجزئي بالركن الأعلى الأيسر وهو: نلاحظ أن

 
  1 -1 

1 1 -1 

-1 -1 1 

 

يمثل النظام والذي بدوره يكون زمرة أيضاً ، وحيث  }1,1,{

}1,1{إن  1,1,,{مجموعة جزئية من المجموعة{ iiG   

ول أنفإنه في هذه الحالة نق زمرة جزئية من  }1,1,{

الزمرة ,G  

" تكون مع العملية"  Gونلاحظ أن ليس كل مجموعة جزئية من

زمرة جزئية من الزمرة  ,G  ًفمثلا . },,1{ i زمرة  لا تمثل

أصلاً وبالتالي لا تكون زمرة جزئية من الزمرة  ,G  

لتكن: تعريف ,G زمرة ، ولتكنGH   فإذا كان ,H  زمرة

ويرُمز لذلك جبرياً  Gمن زمرة جزئية Hأيضاً فإننا نقول أن

GHبالرمز   
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توجد دائماً زمرتان جزئيتان تسُميان  Gلأي زمرة ملاحظة:

 oupstrivial subgrبالزمرتين غير الفعليتين أو الزمرتين الواضحتين 

Geوهما  وعلى ذلك  }{,

ت انكإذا  Gزمرة جزئية فعلية من الزمرة Hنقول أن
GHeH  ,}{  

الزمرة (:1مثال)  ,3S زمرة جزئية من الزمرة ,3S  تحقق(

 .من ذلك؟(

 : الإثبات
})32(),31(),21(),231(),321(,{3 IS  , 

}.)231(),321(,{3 IS   

33أن  واضح SS   

نكون الجدول الممثل للنظام  ,3S :كما يلي 

 
  I (1 2 3) (1 3 2) 

I I (1 2 3) (1 3 2) 

(1 2 3) (1 2 3) (1 3 2) I 

(1 3 2) (1 3 2) I (1 2 3) 

 

 أن : نلاحظمن الجدول 

يحتوي على جميع عناصر ( كل صف أو عمود في الجدول 1)

3S . 

 ( لا يتكرر ظهور أي عنصر في أي صف أو عمود في الجدول.2)

وعلى ذلك فإن النظام  ,3S 33وبالتالي يكون ، يمثل زمرة SS   

تكون زمرة  aعنصرفإن أي زمرة مولدة بال Gaإذا كانت(: 2مثال)

Ga)أي أن Gجزئية من .) 
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 :Lattice diagramتمثيل الزمر الجزئية بالشكل العنقودي 

زمرة ، ولتكن Gلتكن
321 ,, HHH زمر جزئية فعلية من الزمرةG  ،

ولتكن
3H 21زمرة جزئية فعلية من كل من الزمرتين , HH  فيمكن

321تمثيل مجموعة الزمر الجزئية الفعلية ,, HHH  بالإضافة إلى

 بالشكل العنقودي التالي: },{Geالزمرتين غير الفعليتين

  

}{

3

21

e

H

HH

G

  

ويفُهم من الشكل العنقودي أن أي مجموعة ) زمرة ( تقع في صف 

من الصفوف للشكل تكون مجموعة جزئية ) زمرة جزئية ( من أي 

 مجموعة ) زمرة ( تقع في صف أعلى منه.

اكتب جميع الزمر الجزئية من الزمرةمثال: 
3S وديا وارسم شكلاً عنق

 لها.

 : الحل

والتي تمثل كل  3Sالمجموعات الجزئية الفعلية من مجموعة التبديلات

" منها زمرة مع عملية تحصيل التبديلات "

3,},)21,{(},)31,{(},)32{(هي IIIS   

},{3هما  3Sوتوجد زمرتان جزئيتان غير فعليتان للزمرة SI  وعلى

 تكون: 3Sذلك فإن جميع الزمر الجزئية من الزمرة

)}32(,{)},31(,{)},21(,{,},{, 33 IIISIS   

 والشكل العنقودي الممثل لها يكون كالتالي:
 

}{

)}32(,{)}31(,{)}21(,{3

3

I

IIIS

S



 

 :تماريـن محلولة

}8,7,5,4,2,1{,}7,4,1{,}8,1{إذا كانت  -1 321  HHH  
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 :أن تحقق من

. كلاً من1 939291 ,,,,, HHH .تكون زمرة 

. كلاً من2 9392 ,,, HH  تكون زمرة جزئية

من 91 ,H 

 :  الحل

. نكون الجداول الممثلة 1

للأنظمة 939291 ,,,,, HHH 

 كما يلي:

الجدول الممثل للنظام 91 ,H : 

 

9  1 2 4 5 7 8 

1 1 2 4 5 7 8 

2 2 4 8 1 5 7 

4 4 8 7 2 1 5 

5 5 1 2 7 8 4 

7 7 5 1 8 4 2 

8 8 7 5 4 2 1 

 

والجدول الممثل للنظام 92 ,H : 

 

9  1 4 7 

1 1 4 7 

4 4 7 1 

7 7 1 4 

 

والجدول الممثل للنظام 93 ,H : 

9  1 8 
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1 1 8 

8 8 1 

 أن : نلاحظول امن الجد

( كل صف أو عمود في الجدول يحتوي على جميع عناصر 1)

 المجموعة الممثلة .

 ( لا يتكرر ظهور أي عنصر في أي صف أو عمود في الجدول.2)

وعلى ذلك فإن كلاً من 939291 ,,,,, HHH  تكون

 زمرة.

1312واضح أن .2 , HHHH  وأثبتنا أن 9392 ,,, HH 

 كلاهما يكون زمرة .

فإذاً كلاً من 9392 ,,, HHتكون زمرة جزئية من 91 ,H 

 اكتب جميع الزمر الجزئية -2

}1,,,,,,,{للزمرة 76543218 A  بدلالة مولداتها. ثم

 ياً لها.ارسم شكلاً عنقود

   :الحل

 المجموعات الجزئية الفعلية من مجموعة الجذور الثامنة للواحد

الصحيح والتي تمثل كل منها زمرة مع عملية الضرب 

}1,,,,{}1,{هي 4642   وتوجد زمرتان جزئيتان غير فعليتان

لزمر الجزئية من وعلى ذلك فإن جميع ا }A},1هما Aللزمرة

 :تكون Aالزمرة
},1{},,,,1{},1{, 4642 A  

 وببحث مولدات هذه الزمر الجزئية تكون كالتالي:

 753 A , 
1}1{ , 

 62642 },,,1{  , 

 44},1{  . 

 تالي:والشكل العنقودي الممثل لها يكون كال

 753 A  
                        

 62642 },,,1{   
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 44},1{   

                            

1}1{  

اكتب جميع الزمر الجزئية للزمرة -3
3S  ارسم بدلالة مولداتها. ثم

 شكلاً عنقوديا لها.

 : الحل

المجموعات الجزئية الفعلية من مجموعة التبديلات
3S  والتي تمثل كل

" منها زمرة مع عملية تحصيل التبديلات "

3,},)21,{(},)31,{(},)32{(هي IIIS   

},{3هما  3Sوتوجد زمرتان جزئيتان غير فعليتان للزمرة SI  وعلى

 :تكون 3Sذلك فإن جميع الزمر الجزئية من الزمرة

)}.32(,{)},31(,{)},21(,{,},{, 33 IIISIS   

 وببحث مولدات هذه الزمر الجزئية تكون كالتالي:
 II}{ , 

 )231()321(3S , 

 )21()}21(,{I , 

 )31()}31(,{I , 

 )32()}32(,{I . 

 والشكل العنقودي الممثل لها يكون كالتالي:
        3S  

 

 

 )231()321(       )21(                   )31(         )32(  

 

 

                 II}{  
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 خصائص الزمرة الجزئية: 
انت كأي زمرة جزئية من زمرة إبدالية تكون إبدالية ، ولكن إذا  (1)

الزمرة الجزئية إبدالية فليس من الضروري أن تكون الزمرة 

 الأصلية إبدالية.

) مثال: الزمرة 

3S م زمرة جزئية من زمرة إبدالية وهي كما نعل

الزمرة
3S .) الغير إبدالية 

العنصر المحايد في أي زمرة جزئية يكون هو نفس العنصر  (2)

 المحايد في الزمرة الأصلية . 

  :ولإثبات ذلك على وجه العموم

نفرض أن ,H زمرة جزئية من الزمرة ,G ر وأن العنص

وأن العنصر المحايد في الزمرة  1eهو Gالمحايد في الزمرة

 وعلى ذلك يكون: 2eهو Hالجزئية
GHaaea  1 , 

GHaaea  2  

2121 eeeaea  . 

ر في الزمرة الجزئية هو معكوسه في الزمرة معكوس أي عنص (3)

 الأصلية.

 :ولإثبات ذلك

نفرض أن ,H زمرة جزئية من الزمرة ,G  وأن معكوس

GHa، وأن معكوس العنصر bهو العنصر Haالعنصر   في

 وعلى ذلك يكون:  cهو العنصر Gلزمرةا
GHeGHaecaeba  ,, , 

cbcaba  . 

حيث Gمجموعة جزئية من Hلتكن(: 1نظرية) ,G زمرة 

فإن ,H تكون زمرة جزئية من ,G  إذا وإذا فقط تحقق

 الشرطان:
(i) HbaHba  , , 

(ii) HaHa 1 . 
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 : البرهان

نفرض أن أولاً: ,H زمرة جزئية من ,G  وبالتالي

تكون ,H  زمرة أي تحقق شروط الزمرة ، وإذاً يتحقق

 .  (ii),(i)الشرطان

، وسنثبت أن (ii),(i)نفرض تحقق الشرطان  ثانياً: ,H  تكون

زمرة جزئية من ,G كما يلي: 

  H" مغلقة علىنجد أن العملية " )i(من الشرط  (أ)

" دامجة والعملية " Gتنتمي إلى H)ب( حيث إن جميع عناصر

  H" دامجة علىزمرة فتكون العملية " Gلأن Gعلى

HeaaHaaنجد أن:  (ii),(i))ج( من الشرطين    11 ,,  

  Heأي يوجد عنصر محايد

Haيوجد معكوس Haلكل )ii()د( من الشرط  1  

وإذاً  ,H تحقق شروط الزمرة ومن المعطياتGH   

وعلى ذلك فإن  ,H تكون زمرة جزئية من ,G  

حيث Gمجموعة جزئية من Hلتكن(: 2نظرية) ,G  زمرة

فإن ,H تكون زمرة جزئية من ,G  إذا وإذا فقط تحقق

 الشرط:
HbaHba   ,1 . 

 :البرهان

: نفرض أنأولاً  ,H زمرة جزئية من ,G :وبالتالي فإن 

HbaHbaHba   111,, . 

 ً HbaHba: نفرض أن ثانيا   وسنثبت أن 1, ,H  تكون

زمرة جزئية من ,G: 

HeHaaيكون Ha)أ( لكل  1  أي أنه يوجد عنصر

 محايد.

HaHaeيكون Ha)ب( لكل    أي أنه يوجد معكوس. 11

Hba)ج( لكل , يكونHbaHbaHba   111 )(,  

 .Hمغلقة على أي أن العملية

GHوأن Gدامجة على )د( حيث إن العملية  فهي دامجة علىH  

وإذاً النظام ,H يحقق شروط الزمرة ، ومن المعطياتGH   
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وعلى ذلك فإن  ,H تكون زمرة جزئية من ,G  

21ليكن(: 3نظرية) , HH زمرتين جزئيتين من الزمرةG  

21فإن HH  تكون زمرة جزئية منG  

 :البرهان
Let  21, HHba   

21 ,, HbaHba   

2

1

1

1 HbaHba    ( من نظرية)2( )      

21

1 HHba   . 

GHH  21  .( من نظرية)2( )        

21إذا كانت ملاحظة: , HH زمرتين جزئيتين من الزمرةG  فليس من

 الضرورة 

21أن يكون HH  زمرة جزئية منG :كما يتضح في المثال التالي 

},)21,{(},)31{( مثال: 21 IHIH  3زمرتين جزئيتين من الزمرةS  

21},)21,()31{(بينما  IHH  . ) لا تكون زمرة ) تحقق من ذلك؟ 

  3Sومن ثم لا تكون زمرة جزئية من الزمرة

 

 

 

 

 

 

 

 

 المجموعات المرافقة للزمرة الجزئية  sets-Co: 

لتكنتعريف:  ,H زمرة جزئية من الزمرة ,G وليكنGa  

}:{فإن المجموعتين: HhahHa }:{ HhhaaH ,   

 نيةاليمي)أو المصاحبة أو المشاركة(  المجموعة المرافقةتسُميان 

Right Co-set بة أو المشاركة( )أو المصاح المرافقةالمجموعة و

 0على الترتيب aبالنسبة للعنصر Hللزمرة set-Co Left اليسارية
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لنأخذ الزمرة(: 1مثال) ,G1,1,,;{1حيث{  iiiG "، "

عملية الضرب العادية ، والزمرة الجزئية ,H1,1{حيث{ H من

الزمرة ,G 

بالنسبة  Hاليمينية واليسارية للزمرة فإن المجموعات المرافقة

 تكون: Giللعنصر

}.,{}1,1{

},,{}1,1{

iiiiiH

iiiiHi




 

زئيةاليمينية واليسارية للزمرة الج المجموعات المرافقة(: 2مثال)

3S 

)زمرة  3Sوجية من الدرجة الثالثة( من الزمرة)زمرة التبديلات الز

)21(3التبديلات من الدرجة الثالثة( بالنسبة للعنصر S :تكون 

)}.32(),31(),21{(

)}21()231(),21()321(),21({)21(3



 IS

)}.31(),32(),21{(

)}231()21(),321()21(,)21{()21( 3



  IS
 

نلاحظ أن  333 )21()21( SSS  

لزمرة الجزئيةاليمينية واليسارية ل والمجموعات المرافقة

3S  زمرة(

)321(3التبديلات الزوجية من الدرجة الثالثة( بالنسبة للعنصر S 

 تكون:

}.),231(),321{(

)}321()231(),321()321(),321({)321(3

I

IS



 
 

}.),231(),321{(

)}231()321(),321()321(,)321{()321( 3

I

IS



 
 

نلاحظ أن  333 )321()321( SSS  

زمرة كون المجموعات المرافقة اليمينية واليسارية لل: تمرين

IH},)21{(الجزئية  3من الزمرةS  بالنسبة

)31,()21(للعناصر  ba 3حيث, Sba   

 : الحل

)}.231(),31{(

)}31()21(),31({



 IHa
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)}.321(),31{(

)}21()31(,)31{(



  IaH
 

}.),21{(

)}21()21(),21({

I

IHb



 
 

}.),21{(

)}21()21(,)21{(

I

IbH



 
 

HbHHbaHHaنلاحظ أن  ,  

 مما سبق نستنتج الملاحظات الآتية:

GaGHإذا كانت ملاحظات:   فإن: ,

(1) HaaH   عندما تكونG  . إبدالية 

  Gزمرة جزئية من aHأو Haمن الممكن ألا يكون (2)

 خصائص المجموعات المرافقة: 
 فإن الخصائص التالية تتحقق: Gزمرة جزئية من الزمرة Hلتكن

(1) HaHaHHaHHa  , . 

 :الإثبات

HHaوسنثبت أن Ha: نفرض أنأولاً   : 
HahHhahHah  ,11  

HHa            (i) 

..

;)()( 1

11

11

HahHhei

hahHaahahaaahhehHh



 

 

HaH            (ii) 

HHaينتج أن (ii),(i)من    
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 ً HHa: نفرض أنثانيا  وسنثبت أنHa كما يلي: 

 جموعة المرافقة اليمينية يكون:من تعريف الم
.}:{ HHhhaHa   

  Haويحدث هذا فقط إذا كان

HaHHaمن أولاً وثانياً نستنتج أن   

HaHaH وبالمثل يمكن إثبات أن   
(2) HbabHaHHbaHbHa   11 , . 

 :الإثبات

))1((.

)(

)(

)()(

)()(

1

1

1

11

11

fromHba

baHH

baHHe

baHaaH

aHbaHaHbHa





















 

HbabHaHوبالمثل يمكن إثبات أن  1 . 

(3) bHaHbHaHHbHaHbHa   , . 

أي أن أي مجموعتين مختلفتين من المجموعات المرافقة تكونا )

 .(منفصلتين

 : الإثبات

))2((.

,;

1

1

2

1

21

2121

fromHbHa

Hhhba

bhah

Hhhbhcahc

HbcHacHbHac













 

bHaHbHaHوبالمثل يمكن إثبات أن    

(4) ,)(;:11 HahahbhafHbHafingcorrospond   

      aHahbhahgbHaHgingcorrospond  )(;:11 . 

ن أي يوجد تقابل)راسـم تناظر أحادي( بين أي مجموعتين مرافقتي)

وبعبارة أخرى  Gمن الزمرة Hيميـنيتين أو يساريتين للزمرة الجزئية

 .(أي عدد العناصر في كل منهما متساوي

 :الإثبات
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HbHafلإثبات أن الراسم :  تناظر أحادي نثبت أنه أحادي

 وفوقي:

.

)()(,,

21

21

21

2121

ahah

hh

bhbh

ahfahfHaahah









         

 يكون أحادي. fوإذاً 

.)(

)(

HbHaf

HbxhbxHafx




 

 يكون فوقي. fوإذاً 

HbHafوعلى ذلك فإن الراسم : . تناظر أحادي 

bHaHgالمثل يمكن إثبات أن الراسموب : . تناظر أحادي 
(5)   

Ga Ga

GaHGHa
 

 , . 

ة لزمرلأي اتحاد جميع المجموعات المرافقة اليميـنية أو اليسـارية )

  (.Gيساوى الزمرة الأصلية Hالجزئية

 :الإثبات

.

,;

GHa

GxGHGaHahaxHax

Ga

Ga












  

وبالمثل يمكن إثبات أن
Ga

GaH


  

تحقق من صحة الخصائص السابقة على المجموعات : تمرين

 0المرافقة اليسارية
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 نظرية لاجرانج للزمر: 
محدود)  G، وليكن عدد عناصر Gزمرة جزئية من الزمرة Hلتكن

n مثلاً (، وعدد عناصرH ( محدودm فإن ) ًمثلاn  تقبل القسمة

  mعلى

لتكن البرهان:
lHaHaHa ,...,, 21

ية هي كل المجموعات المرافقة اليمين 

حيث إن أحد العناصر Hالمختلفة للزمرة
laaa ,...,, 21

لابد أن يكون  

eaوليكن Geهو العنصر المحايد  1   3),(5(ومن الخاصيتين( 

},,...,{للمجموعات المرافقة نستنتج أن المجموعة  2 lHaHaHe ن تكو

 وعلى ذلك يكون: Gتجزيء للمجموعة
....2 lHaHaHeG   

....2 lHaHaHeG   

يكون  Hوحيث إن عدد عناصر أي مجموعة مرافقة للزمرة الجزئية

 وعلى ذلك يكون:  Hمساوياً لعدد عناصر

.

)(....

lmn

timeslHHHG




 

  mتقبل القسمة على nوإذاً 

الزمرةمثال:  91 ,H 1}8,7,5,4,2,1{حيث H  عدد

61عناصرها H والزمـرة ، 92 ,H  2}7,4,1{حيث H  عدد

32عناصـرها  H والزمـرة ، 93 ,H  3}8,1{حيث H  عدد

23 عناصـرها H ، 

32وواضح أن , HH 1زمر جزئية منH تقبل القسمة على كل  6وأن

  3,2من

ذا عكس نظرية لاجرانج غير صحيح في الحالة العامة. أي إ :ملاحظة

مثلاً( ، وكان هذا العدد يقبل  nمحدود ) Gكان عدد عناصر الزمرة

فليس بالضرورة أن نجد زمرة جزئية من  mالقسمة على العدد

  mعدد عناصرها Gالزمرة

الزمرة :مثال  ,4S حيث

4S  مجموعة التبديلات الزوجية من

 الدرجة الرابعة:

}.)32)(41(),42)(31(),43)(21(

),342(),432(),341(),431(),241(),421(),231(),321(,{4 IS 
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124واضح أن S  ولكن لا توجد زمرة جزئية منها عدد عناصرها

  6يساوي
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  )الزمر الجزئية القياسية)الناظمةroupsg-Normal Sub: 
HaaHإذا كانف Gزمرة جزئية من الزمرة Hلتكنتعريف:   

زمرة جزئية قياسية )أو زمرة جزئية  تسُمى Hفإن Gaلكل

   Gعلى الزمرةاظمة( ن

GHويرُمز لذلك بالرمز   

الزمرة (:1مثال)

3S 3تكون زمرة جزئية قياسية على الزمرةS  وذلك

 لأن:

.)32()32(

)31()31(

,)21()21(

,)231()231(

,)321()321(

,

33

33

33

33

33

33

























SS

SS

SS

SS

SS

ISIS

 

333أي أن  SaaSaS   لك؟(.) تحقق من ذ 

IH},)21{(الزمرة (:2مثال)   زمرة جزئية قياسية على ليست

  3Sالزمرة

)31()31(وذلك لأن HH  .)تحقق من ذلك؟(  

إذا كانت(: 3مثال) ,G 1,1,,{زمرة حيث{ iiG  

}1,1{وكانت H رة جزئية منزمG فتحقق من أنGH   

 : الحل

).(}1,1{}1,1{)(

,}1,1{}1,1{

,)1(}11,11{}11,11{)1(

,1}11,11{}11,11{1

iHiiiiHi

HiiiiiiH

HH

HH









 

HaaHيتحقق Gaأي أن لكل   ًوإذاGH   
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GaHaHaGH(: 1نظرية)  1  أي أن الزمرة (

إذا وإذا فقط  Gتكون زمرة قياسية على الزمرة Hالجزئية

HaHaكان 1 لكلGa  .) 

HaHa: نفرض أنأولً : البرهان 1 لكلGa وسنثبت أنGH  : 

.

11

GH

HaaH

haah

HahahaHaHh







 

 

 ً GH: نفرض أنثانيا   وسنثبت أنHaHa 1 لكلGa: 

HaaHفيكون Gزمرة قياسية على الزمرة Hحيث إن  لكلGa   

HaHaذا يؤدي إلى أنوه 1 لكلGa  

 من أولً وثانياً تثبت النظرية.

 الزمرة البسيطة Simple group: 

ل تحتوي على أي زمر جزئية قياسية  Gإذا كانت الزمرة تعريف:

 .زمرة بسيطةإنها تسُمى ف },{Geسوى الزمرتين غير الفعليتين

كلا من الزمرتين مثال: },1,1{,},)21(,{ I .زمرة بسيطة 

الزمرتين وكلا من 44 ,,, ZZ  زمرة ليست بسيطة )تحقق

 من ذلك؟(

زمرة إبدالية فإن أي زمرة جزئية منها تكون  Gإذا كانت ملاحظة:

ك س ليس صحيحا في الحالة العامة، وذلوالعك، زمرة قياسية عليها

ل لمثالأنه توجد زمـرة جزئية قياسية من زمرة غير إبدالية كما في ا

 التالي:

زمرة التبديلات الزوجية من الدرجة الثالثةمثال: 

3S  زمرة جزئية

 الغير إبدالية. 3Sقياسية على الزمرة
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 Gزمرة جزئية قياسية على Hزمرة وكانت Gا كانتإذ(: 2نظرية)

}:{وكانت  GaHaT   هي مجموعة كل المجموعات المرافقة

  Hاليمينية للزمرة الجزئية

 بالعلاقة: T" علىوعرفنا العملية "
GbaHabHbHa  ,  

فإن النظام ,T يكون زمرة عدد عناصرهاHGT   

 : البرهان

مجموعة كل المجموعات المرافقة اليمينية للزمرة الجزئية  Tحيث إن

HaaHفإن Gعلى الزمرة Hالقياسية  لأيGa  ومن نظرية

HTGلجرانج يكون   

HGTأي أن   

ولإثبات أن ,T :زمرة نتبع الآتي 

Gba)أ( حيث إن لأي , 1211يمكن كتابة , bhbaha   

GHhhGbaحيث   2111 THbHaفيكون لأي ,,, ,: 

.;

;

)(

;))((

))((

;))((

))((

))((

11

11

112

112

121

121

1211

1211

GbacTHc

GHbHa

baHh

GHbahH

bhaH

GHbhaH

bhaHh

bhahHHabHbHa























 

  T" مغلقة علىوإذا تكون العملية "

THcHbHaلأي حيث Tلى" دامجة ع)ب( العملية " ,, :نجد أن 

).()(

)()()(

HcHbHaHbcHabcHa

cabHHcHabHcHbHa
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" حيث يمثل العنصر المحايد بالنسبة للعملية " THe)ج( العنصر

 نجد أن: THaلأي

.

,

HaHeaHaHe

HaHaeHeHa




  

" يوجد معكوس بالنسبة للعملية " THaي عنصر)د( لأ

THaهو 1 :بحيث 

.

,

11

11

HeaHaHaHa

HeHaaHaHa









 

وعلى ذلك فإن النظام ,T . يحقق شروط الزمرة 

  Factor group الزمرة العاملةوتسُمى هذه الزمرة  

 HGويرُمز لها بالرمز (Quotient group تقسيمة ال)أو زمر

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  التشاكل والتشابه النمطي بين الزمرIsomorphism between 

groups : مفهوم التشاكل والتشابه النمطي بين الأنظمة الجبرية من

 أشهر المفاهيم الأساسية 

ـة راسالتشاكل والتشابه في د في الرياضيات الحديثة ، ويسُتخدم مفهوم

هه نظام جبري معقد نوعاً ما عن طريق نظام جبري آخر أسهل منه يشاب

 ، ولذلك سنبحث فيما يلي تشاكل وتشابه الزمر.
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إذا كانت(: 1تعريف) #,,, 21 GG  زمرتين. فإن الراسم

21: GGf   راسـم حافظ )أو تشـاكل(يسُمى ismHomomorph   بين

21الزمرتين ,GG  إذا كان يحافظ على العملية في كل من الزمرتين أي

 إذا تحقق الشرط:

1,)()#()( Gbabfafbaf  . 

21إذا كان - GG  فإن الراسمf  يسُمى تشاكل داخليEndomorphism  

  Monomorphismيسُمى تشاكل أحادي  fأحادي فإن  fوإذا كان -

  Epiomorphismيسُمى تشاكل فوقي  fفوقي فإن  fوإذا كان -

نعلم أن (:1مثال) ,Z حيثZ حيحة، "+" مجـموعة الأعداد الص

}1,1,,{عملية الجمع العادية تكون زمرة ابدالية، والمجموعة iiA  

 تكون زمرة مع عملية الضرب العادية.  1iحيث

AZfفإذا عرفنا الراسم : :كما يلي 








.1

,1
)(

oddnif

evennif
nf   .Zn  

 يكون راسم حافظ. fفإن

Znmنفرض :الإثبات , :فتوجد ثلاث حالت 

يكون  nmأعداد زوجية فإن مجموعهما ,nm: إذا كان كلا منأولً 

 عدد زوجي

).()(111)(

,1)(,1)(

nfmfnmf

nfmf
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 ً يكون  nmأعداد فردية فإن مجموعهما ,nm: إذا كان كلا منثانيا

 عدد زوجي

).()(111)(

,1)(,1)(

nfmfnmf

nfmf




 

 ً عدد زوجي، والآخر عدد فردي فإن  ,nmإذا كان أحد العددين :ثالثا

 ،يكون عدد فردي nmمجموعهما 

).()(111)(

),()(111)(

,1)(,1)(1)(,1)(

nfmfnmf

nfmfnmf

nfmfnfmf







 

)()()(د أنه في كل الحالتمما سبق نج nfmfnmf  

 يكون راسم حافظ. fومن ثم فإن الراسم

 : ومن المثال السابق نلاحظ أن

(1 )1)0( f 

AZf( إذا عرفنا الراسم2) : :كما يليZn 






.1

,1
)(

oddnif

evennif
nf  

 ومن ثم يكون: Z4,2ل يكون راسم حافظ حيث fفإن

).4()2()42(

111)4()2(

,1)6()42(

,1)4(,1)2(

fff

ff

ff

ff









 

الراسم(: 2مثال) 663 ,,: ZSf  :المعرف كما يلي 

.3))32(())31(())21((

,0))231(())321(()(





fff

ffIf
 

 يكون راسم حافظ )تحقق من ذلك؟(.

 : ومن المثال السابق نلاحظ أن

 (1 )0)( If 

(2 )3

11 )]([)( Sxxfxf   1حيثx هو معكوسx  بالنسبة

 "للعملية "

 )تحقق من ذلك؟(.      
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( الزمرة3) ,3Sزمرة ليست ابدالية بينما الزمرة 66 ,Z  زمرة

 ابدالية.

 :نستنتج النظرية التاليةومن الأمثلة السابقة 

راسم حافظ بين الزمرتين fإذا كان(: 1نظرية) #,,, 21 GG 

21كانو ,ee 21هما العنصران المحايدان في الزمرتين ,GG  على

 الترتيب فإن:

.)]([)()2(

.)()1(

1

11

21

Gxxfxf

eef






 

 :الإثبات

).()()#()#()()(

.)(,)1(

12121

21

efeefxfexfexfxf

GxfGxlet




 

.)]([)(

)]([)(#

)]([)()]#(#)]([[

#)]([)]()#([#)]([

)()#()(

)()2(

11

11

2

111

2

111

2

1

2

1

21























xfxf

xfxfe

xfxfxfxf

exfxfxfxf

exfxfexxf

eef
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 نواة ومدى الراسم الحافظ: 
The Kernel and Image of a Homomorphism: 

:21إذا كان(: 2تعريف) GGf  21راسم حافظ بين الزمرتين ,GG  

 تعُرف كما يلي: fفإن نواة
.})(,:{ker 121 GexfGxxf   

 يعُرف كما يلي: fكذلك مدى

.})(;,:{Im 212 GyxfGxGyyf   

 والشكل التالي يوضح هذين المفهومين:

 

 
 

 

                                                                                                                           

               G1                    f   G2                                       

 

AZfنواة ومدى الراسم الحافظ(: 3مثال) : (1المعرف في مثال )

 تكونان:

.}1,1{Im

,,...}4,2,0{},:{ker

Af

ZevennZnnf




 

 )تحقق من ذلك؟(.

الراسم(: 4مثال) 443 ,,: ZSf  :والمعرف كما يلي 

.2))32(())31(())21((

,0))231(())321(()(





fff

ffIf
 

 )تحقق من ذلك؟( ويكون: ZS,43هو راسم حافظ بين الزمرتين 

.}2,0{Im

,)}231(),321(,{ker

4

3

Zf

SIf




 

Ker f   Im  f 

    e2 
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},{إذا كانت(:5مثال) baA  فإن ),(AP  تكون زمرة ابدالية

}1,1,,{الفرق المتماثل ، وإذا كانت حيث iiB  1حيثi  

فإن ,B  .ًتكون زمرة ابدالية أيضا 

BAPfنعرف الراسم )(: :كما يلي 

).(1)( APXXf     

تحقق من ذلك؟(  يكون راسم حافظ ) fفإن

Im,)(ker}1{ويكون  fAPf  

راسم حافظ بين الزمرتين fإذا كان(: 2نظرية) #,,, 21 GG  

21أن كانو ,ee 21هما العنصران المحايدان في الزمرتين ,GG  على

 الترتيب فإن:

(1)1ker Gf   أي أن(fker 1تكون زمرة جزئية من الزمرةG.) 

(2)2Im Gf   أي أن(fIm 2تكون زمرة جزئية من الزمرةG.) 

 :الإثبات

يجب أن يتحقق  1Gة من الزمرةزمرة جزئي fkerلكي تكون  (1)

 الشرط:
.ker,ker 21

1

21 fxxfxx    

.ker#)()#()(

,][)]([)(

,)()(ker,

1

21222

1

21

1

21

2

1

2

1

2

1

2

22121

fxxeeexfxfxxf

eexfxf

exfxffxxlet









  

.ker 1Gf   

يجب أن يتحقق  2Gزمرة جزئية من الزمرة fImولكي تكون  (2)

 الشرط:

.Im,Im# 21
1

21 fyyfyy   

.Im)()()#()]([)#(#

,)(,)(;,Im,

1
21

1
21

1
21

1
21

221112121

fxxfxfxfxfxfyy

yxfyxfGxxfyylet






 

.Im 2Gf   
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راسم حافظ بين الزمرتين fإذا كان(: 3نظرية) #,,, 21 GG  

21أن كانو ,ee 21هما العنصران المحايدان في الزمرتين ,GG  على

 الترتيب فإن:

ker}{يكون أحادي إذا وإذا فقط كان fالراسم 1ef   

 :الإثبات

ker}{نثبت أنوس ،أحادي fأننفرض  :لً أو 1ef  :كما يلي 

.

)()(

)(,)(ker

1

1

212

ex

efxf

eefexffx







 

ker}{وإذاً تكون 1ef   

 ً ker}{نفرض أن :ثانيا 1ef  سنثبت أنوf كما يلي: أحادي راسم 

.

}{ker

)(

)()#(

)]([)#()]([)#()()(,,

21

1

1

21

1

1

21

2

1

21

2

1

21

1

22

1

2121121

xx

exx

efxx

exxf

exfxf

xfxfxfxfxfxfGxx























 

  أحادي .راسم  fإذاً و
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إذا كانت(: 3تعريف) #,,, 21 GG  زمـرتين فإن الراسـم الحافظ

21: GGf   تماثل )أو تشـابه نمطي(يسُمى smIsomorphi   بين

21الزمرتين  ,GG إذا كانf  تناظـر أحادي )أحادي وفوقي(، وفي هذه

21الحالة يقُال أن الزمرتين ,GG  )ًمتماثلتان )أو متشابهتان نمطيا
Isomorphic  

21ويرُمز لذلك جبرياً بالرمز GG   

الزمرتين(: 6مثال) ,,, EZ متشابهتان نمطيا حيثZ 

مجموعة الأعداد الصحيحة الزوجية ،  Eمجموعة الأعداد الصحيحة،

 "+" عملية الجمع العادية.

 : الإثبات

EZf: نعرف راسمأولً  :  بالعلاقةZxxxf  2)(  

 ً  : نثبت أن هذا الراسم يكون راسم حافظ كما يلي:ثانيا

).()(

22

)(2)(

,

21

21

2121

21

xfxf

xx

xxxxf

Zxx









 

 ً  تناظر أحادي )أحادي وفوقي( كما يلي: f: نثبت أن الراسمثالثا
(1) .22)()(,, 21212121 xxxxxfxfZxx   

 يكون راسم أحادي. fوإذاً 

(2) .
2

2)(, Z
y

xxyxfyEy   

 يكون راسم فوقي. fوإذاً 

تشابه نمطي بين الزمرتين  fيتضح من أولً وثانياً وثالثاً أن

 ,,, EZ  

EZأي أن   



                                                              مقدمة في نظرية الزمر                           

______________________________________________________________________ 

___________________________       ___________________________ 52 

}:3,{إذا كانت: تمرين محلول ZnaaA n   فتحقق من أن

مرةالز ,A تشابه نمطياً الزمرة ,Z  

 : الحل

AZf نعرف الراسم : بالعلاقةZnnf n  3)(  

 راسم حافظ وتناظر أحادي كما يلي: fونثبت أن
(1) ).()(333)(,, nfmfnmfZnm nmnm    

(2) .33)()(,, nmnfmfZnm nm    

(3)  .)(3;3 nfZnA nn   

 راسم حافظ وتناظر أحادي . fوعلى ذلك فإن الراسم

 . ZAومن ثم يكون

لبحث التشاكل والتشـابه النمطي بين زمرتين عدد : ملاحظة

ن ا كانكون الجدولين الممثلين لكل منهما فإذ :عناصركل منهما محدود

 تشابهما مالجدولن الممثلان للزمرتين متشابهين تماماً ) أي أن تركيبه

 تماماً ( بحيث يمكن اعتبار أحدهما ناتج 

 من الأخر أو أن كلاً منهما تعبير مختلف لتركيب واحد. 

 فإنه في هذه الحالة نقول أن الزمرتين متشابهتان نمطيا.

 :ابحث تشاكل وتشابه الزمرتين (:7مثال) 

333 ,,, ZS   

},)321,()231{(,}2,1,0{: الحل 33  ZIS 

  نكون الجدولين الممثلين للزمرتين كما يلي:

جدول الزمرة  ,3S : 

   I (1 2 3) (1 3 2) 

I I (1 2 3) (1 3 2) 

(1 2 3) (1 2 3) (1 3 2) I 

(1 3 2) (1 3 2) I (1 2 3) 

الزمرة وجدول 33 ,Z : 

3  0 1 2 

0 0 1 2 
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1 1 2 0 

2 2 0 1 

:33ونلاحظ أنه إذا عرفنا الراسم ZSf  :بالعلاقة 

.2))231((,1))321((,0)(  ffIf  

 فيكون هذا الراسم حافظ ويكون تناظر أحادي.

 كما نلاحظ أن:

 )321(العنصرو   0بالعنصر Iول العنصرإذا استبدلنا في الجدول الأ

فإننا نحصل مباشرة على   2بالعنصر  )231(العنصرو  1بالعنصر

 الجدول الثاني. 

 :ولذلك يمكن تكوين جدول واحد يشمل الجدولين السابقين كما يلي
   

    

        3  

I 

 

                0 

(1 2 3) 

 

                1 

(1 3 2) 

 

                2 

I 

 

                0 

I 

 

                0 

(1 2 3) 

 

                1 

(1 3 2) 

 

                2 

(1 2 3) 

 

                1 

(1 2 3) 

 

                1 

(1 3 2) 

 

                2 

I 

 

                0 

(1 3 2) 

 

                2 

(1 3 2) 

 

                2 

I 

 

                0 

(1 2 3) 

 

                1 

 ونلاحظ من هذا الجدول أن:

يد يجاور العنصر المحا I( العنصر المحايد للزمرة الأولى وهو1)

 . 0للزمرة الثانية وهو 

يجاور العنصر  )321(( العنصر الثاني في الزمرة الأولى وهو2)

   . 1الثاني في الزمرة الثانية وهو 
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يجاور العنصر  )231(( العنصر الثالث في الزمرة الأولى وهو3)

   . 2الثالث في الزمرة الثانية وهو 

 ول.اصر المتناظرة في الزمرتين متجاورة في خانات الجدأي أن العن

33ومن ثم يكون ZS  

 ملاحظات على التشاكل بين الزمر: 

 عند بحث تشاكل أو تشابه زمرتين يجب أولً التأكد مما يلي:

 ة.دالي( إذا كانت إحدى الزمرتين ابدالية فلابد أن تكون الأخرى اب1)

رى الزمرتين ليست ابدالية فلابد أن تكون الأخ( إذا كانت إحدى 2)

 ليست ابدالية.

 رية،( إذا كانت إحدى الزمرتين دائرية فلابد أن تكون الأخرى دائ3)

 رى،وفي هذه الحالة يجب أن يكون مولد إحداهما هو صورة لمولد الأخ

 دات. مولومن ثم يكون للزمرتين الدائرتين المتشاكلتين نفس العدد من ال

تماثل الزمرة nزمرة دائرية منتهية رتبتها( أي 4) nnZ ,  

وأي زمرة دائرية غير منتهية تماثل الزمرة ,Z. 

 

 

 

 

 

 

 :تماريــن

حدد أي من الرواسم الآتية يكون تشـاكل داخلي على زمـرة  (1)

الأعداد الصحيحة ,Z  وإذا كان الراسم تشاكل عين نواة

 ومدى هذا الراسم.

.1)()3(

.2)()2(

.1)()1(







nf

nnf

nnf

 

راسـم من زمـرة الأعداد المركبة fليكن (2) ,C إلى زمـرة

الأعداد الحقيقية ,R:معرف كما يلي 
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.)( 22 baibaibaf   

 يكون راسم حافظ غير أحادي وغير شامل. fأنتحقق من ف

كن يل (3)  ,,: RRf  معرف كما يلي:راسم 

Rxexf x )( . 

 يكون تشابه نمطي. fأنتحقق من ف

راسـم من الزمرة fليكن (4) ,Xرةإلى الزم ,Y معرف

 كما يلي:
.)( Xnnnf   

 حيث:

}.1{,.

},1{,.





RYbaabbaba

RXyxxyyxyx
 

R  the set of all real numbers. 

YXفتحقق من أن   

5}0{,}1,,,1{ليكن (5)  iiYZX فإن كلا من ,,, 5 YX 

YXرية )تحقق من ذلك؟( وتحقق من أنيكون زمرة دائ   

=====================================

========= 
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