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 Analysis of Stress   تحليل الإجهاد

 

  -( : مقدمة : 1بند )

لقد سبق لنا تعريف الجسم المتماسك بأنه الجسم الذي تظل المسافة بيي  جييااتيه الملتل ية تابتية   

نيدما مهما أترت عليه قوى خارجية . ولك  م  الناحية العملية فإن جميي  الأجسيات تعيانغ تاييرا  فيغ ال يكل ع

تؤتر عليها قوى خارجية   فإذا كان هذا التاير ط ي ا  فإنه يمك  إهماله واعتبار الجسم متماسكا    أما إذا كيان 

  وإذا اسييتعاا الجسييم أن يسييتعيد  ييكله  Deformableالتاييير ملموسييا  فييإن الجسييم يسييمش قابييل للت ييكل 

  أميا إذا احيت    Elasticالحالة يسيمش مرنيا  الأصلغ بعد زوال القوى اللارجية المؤترة عليه   فإنه فغ هذه 

  .      Plasticالجسم بجيء م  الت كل بعد زوال القوى اللارجية التغ أترت عليه فإنه يسمش لدنا  

وتعتبر خاصية المرونة م  اللواص الأساسية لجمي  المواد الموجودة فيغ العبيعية. ولقيد اهتميد الدراسيات 

علش صيغ رياضية يمك  بواسيعتها معرفية الإجهياد واعن عيال المصياح   الرياضية لهذا الموضوا بالحصول

ميي  الناحييية العملييية عنييد  كبيييرة  لييه فييغ هييذه المييواد وكييذلك الإزاحيية النسييبية التييغ حييدتد والتييغ لهييا أهمييية

اسييتلدات م ييل هييذه المييواد فييغ المن يي ت وتيرهييا فييغ حياتنييا اليومييية وتعتبيير نظرييية المرونيية إحييدى فييروا 

الأوساط المتصلة والقابلة للت كيل والتغ بواسعتها يمك  معرفية حالية اعتييان وكيذلك حالية الحركية ميكانيكا 

 للأجسات المرنة .

 

 -( : تعري ات : 2بند ) 

 إليش التغ تؤتر علش الجسم المرن والتش ين أ عنها إجهادات فغ هذا الجسيماللارجية القوى تنقسم 

 .هما  نوعي  أساسيي 

  Surface Forces:  القوى السعحية

  م ل قيوى  التغ تؤتر علش سعح الجسم ويمك  أن توزا بأي طريقة علش جيء م  سعح الجسم القوى هغ

  وتقيدر هيذه القيوى لوحيدة المسياحات ويكيون اتجاههيا  compression  وقوى الضيا   Tensionال د 

 .عمودي علش السعح 

  Body Forces : أو الحجمية  القوى الجسمية

أو  Gravitational Forceمي  قيوة الجاذبيية  الجسيم وتظهير عيادة   جميي  جيياياتؤتر عليش هيغ التيغ تي

  وتقدر هذه القوى لوحدة الحجيوت ويكيون لهيا Centrifugal Force  العرد المركييالقوى الناتجة ع  

  . اتجاه محدد



فيإن    dvهيغ dvعليش عنصير الحجيموب ير  أن القيوى الميؤترة   vفإذا كان لدينا جسيم حجميه

هاعنيد النقعية التيغ إحيداتيات الميؤترةيم ل القوى الحجمية  المتجه , ,x y z   بالنسيبة لمجموعية

,ـةيرتيياالك ياتالإحدات ,ox oy oz وذلك لوحدة الحجم   dv .   

حيي   gإليش أسي ل  ومقيداره ا  م يل قيوى الجاذبيية فيكيون اتجاهيه رأسييي المتجيه فغ حالة ما إذا كيان 

 ميييادة الجسيييم  ك افيييةg بصييي ة عامييية المتجهيييةالأرضيييية  عجلييية الجاذبيييية  .   يعتميييد عليييش موضييي

أو بمعنش آخر علش الإحداتيات  dvالعنصر , ,x y z لنقعة ميا داخيل عنصير الحجيمdv    وفيغ

عليييش الإحيييداتيات كيييا الجسيييم الميييرن يعتميييد المتجهيييةحالييية دينامي , ,x y z  وكيييذلك الييييم t  .

 يمك  كتابتها فغ الصورة:  vوبالتالغ فإن القوى الحجمية التغ تؤتر علش الجسم ذي الحجم

 1.1
v

dv   

,فإذا كاند ,X Y Z  تم ل مركبات المتجه   ال لاثالمحاورفغ اتجاه, ,ox oy oz  علش  

 الترتي    أي أن       

                                                                           X i Y j Z k    

   كما يلغ:هغ فإنه عيوت هذه المركبات حول المحاور المناظرة 

 

( ) ,

( ) , 1.2
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M y Z z Y dx dy dz

M z X x Z dx dy dz

M x Y y X dx dy dz

 

 

 







 

 -( : الإجهاد المحصل عند نقعة : 3بند )

علش عنصر  (  1كما هو مبي  ب كل )   نعتبر الآن أى سعح داخلش أو خارجش مستوى أو منحنش     

تؤتر مجموعة م  القوى محصلتها  pالمحي  بالنقعة  Aالمساحة


 nF    والتغ اتجاهها ليس م

 . Aعلش السعح  لللارج  nالضروري فغ اتجاه العمودي 
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nFيعرف خارج القسمة 

A




 (                                                                   1 كل )                                      الإجهاد المتوس ب  

nT  حي   فإننا نحصل علش الإجهاد المحصل والذي يرمي له بالرمي   0A  دماعن   

lim n
n

A o

F
T

A 





 

 ( ( .1  ) كل ) nF القوة المحصلةمنعبق علش خ  عمل   nTوخ  عمل الإجهاد المحصل 

تجاه  لإبة فغ امرك  ي  متعامدتي  تإلش مركب  nTتحليل الإجهاد المحصليمك    علش وجه العموت     

ويرمي لها  Normal Stress أو الإجهاد العمودي  للإجهاد وتعرف بالمركبة العمودية n العمودي

 Shearing  القاصغالمماسية للإجهاد أو الإجهاد  والأخرى تسمش بالمركبة   nبالرمي 

Component يويرمي لها بالرم n . وبالتالغ فإن الإجهاد المحصلnT  يعتمد علش إحداتيات النقعة

 , ,p x y z  وكذلك علش الإتجاه العمودي علش السعحn  عند النقعةp لجسم المرن   وإذا كان ا

 .  tفغ حالة حركة فانه يعتمد أيضا علش اليم 

متر تقاس وحدات الإجهاد بالنيوت /
2
  أي أن  Pascal أو البسكال 

2

.
1

N
Pascal

m
  والوحدات الأكبر  

Mpa    1.هغ الميجا بسكال . 1000Mpa Pascal . 

عنييد نقعيية مييا وتحديييد اتجاهييه فإنييه يليمنييا معرفيية مركبييات الإجهيياد المييؤترة علييش تييلاث لتعيييي  الإجهيياد  

مسييتويات متعامييدة تميير بهييذه النقعيية. باسييتلدات الإحييداتيات الكارتييييية   فييإن الإجهيياد عنييد أي نقعيية يمكيي  

,تحليله إلش تلاث مركبات فغ اتجاه المحاور  ,ox oy oz  فم لا إذا أخيذنا مسيتوى العميودي علييه  

,يكييون لييدينا المركبييات  oxهييو المحييور  ,
xx xy xz

    إذا أخييذنا مسييتوى    علييش الترتييي    وبالم ييل

,يكون لدينا المركبات   oyالعمودي عليه هو المحور ,
yx yy yz

   إذا أخذنا مسيتوى العميودي علييه   و

,يكون لدينا المركبات  ozهو المحور  ,
zx zy zz
    . 
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مي  الجسيم الميرن تسي  مركبيات كارتيييية  يمكي  وضيعها فيغ مصي وفة   oوبالتالغ يكون لدينا عند النقعية 

 . oقعة نتعرف بمص وفة ممتد الإجهاد عند 
 

 oxالمركبة العمودية فغ اتجاه المحور 

 oyالمركبة العمودية فغ اتجاه المحور 

 ozالمركبة العمودية فغ اتجاه المحور 
 

,ويمك  وضعهم علش أوجه مكع  من أ علش المحاور   ,ox oy oz   م  الجسم المرن 

 ( .2كما هو مبي  ب كل ) 

   أما اعتجاه السال  فيم ل  Tensionيم ل  د   نلاح  أنه فغ حالة الإجهاد العمودى فإن اعتجاه الموج  

 . Compressionضا   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                    

 

 (2 كل )                                                                                            

 

  -:  ( : مركبات الإجهاد عند أي نقعة4بند )

, لتعي  مركبات الإجهاد ,nx ny nzT T T  عند النقعة , ,M x y z  م  جسم مرن    نرسم تيلاث  مسيتويات

    تم نرسم مستوى   يكون العمودى  Mنقعة موازية لمستويات الإحداتيات ومتقاطعة فغ

 . Mم  نقعة h  وعلش بعد  nعلية هو

 ( 3هرت تلاتش   كما ب كل )علش  كل نحصل علش عنصر م  الجسم وبالتالغ

yy 

yx 

zy 
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1S  ل   مساحة المMBC  

2S       MACل مساحة الم   

3S  ل مساحة المMAB   

 هش       nب ر  أن جيوب تمات 

     cos , , cos , , cos ,n ox n oy n oz  بالنسبة للمحاور ال لاث, ,ox oy oz   

,علش الترتي  . نلاح  أن مركبات الإجهاد ,nx ny nzT T T  تؤتر علش المستوى ABC  الهرت    م

 وحي  أن العنصر ) الهرت ( فغ حالة إتيان   لذلك بتعبيق المبدأ الأول للإستاتيكا والذي ينص علش : 

 " محصلة مركبات القوى فغ أي اتجاه  تتلا ش "

 هغ : oxوحي  أن مركبات القوى فغ اتجاه المحور 

 مركبة القوى الحجمية : (1

   X dv حي   dv   عنصر الحجمS   مساحة الم لABC     .  كمية صايرة جدا 

 ( مركبات القوى السعحية :2

   1 1xx S      تم ل مركبة القوى الناتجة م  الإجهاد المؤتر علش الم لMBC   

        2 2yx S    تم ل مركبة القوى الناتجة م  الإجهاد المؤتر علش الم لMAC   

         3 3zx S     تم ل مركبة القوى الناتجة م  الإجهاد المؤتر علش الم لMAB   

          4nxT S   تم يييل مركبييية القيييوى الناتجييية ميييي  الإجهييياد الميييؤتر عليييش الم لييييABC   

1حي  2 3 4, , ,    جدا  . كميات صايرة 

 وحي  أن هذه المركبات جميعها فغ حالة اتيان   لذلك فإن محصلتها تتلا ش   أي أن: 

     

     

4 1 1

2 2 3 3 0 , 1.3

nx xx

yx zx

X dv T s s

s s

   

   

      

      
 

 ولك 

     1 2 3

1
cos , , cos , , cos , , .

3
S S n ox S S n oy S S n oz dv h s     

B 
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 x 

3S 
M 

y o 
 (3 كل )    

n 
C z 

1S 

2S 



       

       

4 1

2 3

1
cos ,

3

cos , cos , 0

nx xx

yx zx

h S X T S S n ox

S n oy S n oz

   

   

       

      

 

1بإهمال الكميات الصايرة  2 3 4, , , ,     0ذليك بجعيل   وجعل الهرت يؤول إلش نقعة   وh    

 نحصل علش : 

     cos , cos , cos , .nx xx yx zxT n ox n oy n oz      

ny,وبالم ل يمك  الحصول علش المركبات  nzT T  علش مسيتوى  روبالتالغ يمك  كتابة مركبات الإجهاد المؤت

 كما يلغ : Mلة مركبات ممتد الإجهاد عند النقعة بدع nوالعمودي عليه هو  Mيمر بالنقعة 

     

     

       

cos , cos , cos , ,

cos , cos , cos , ,

cos , cos , cos , . 1.4

nx xx yx zx

ny xy yy zy

nz xz yz zz

T n ox n oy n oz

T n ox n oy n oz

T n ox n oy n oz

  

  

  

  

  

  

 

" الصيغ  1.4 أول م  حصل عليها هو العالم ال رنسغ    A . L. Cauchy  1822عات   " 

 صل عليه م  العلاقة :وبالتالغ فإن الإجهاد المحصلة نح 

 2 2 2 1.5n nx ny nzT T T T    

 كذلك اتجاه الإجهاد المحصلة يتعي  م  العلاقات الآتية :

       cos , , cos , , cos , . 1.6
nynx nz

n n n

n n n

TT T
T ox T oy T oz

T T T
    

 لاقات الآتية :م  الع  nوالمركبة  القاصة nكذلك يمك  تعيي  كل م  المركبة العمودية للإجهاد

     cos , , sin , , 1.7n n n n n nT T n T T n   

 تعي  م  العلاقة :  nوالعمودي   nTوالياوية بي  الإجهاد المحصل 

         

     

cos , cos , cos , cos , cos ,

cos , cos , . 1.8

n n n

n

T n T ox n ox T oy n oy

T oz n oz

  


 

 -( : معادعت اعتيان : 5بند )

تييان جسيم   فيإن محصيلة القيوى وكيذلك مجميوا عييوت القيوى    نعلم م  مبادئ الإستاتيكا   فغ حالة ا      

حول أي محور تنعدت    وذلك بالنسبة للجسم المتماسك أى الاير قابل للت كل   ولك  إذا طبق هذي  المبيدأي  

علش الجسم المرن ككل فإننا علش أى نتيجة يمك  منها معرفة حالة اعتييان لهيذا الجسيم . وليذلك سيوف نأخيذ 

   تم نقوت بتعبيق المبدأ الأول للاتيان عليه . Sومساحة سعحه  vلجسم وليك  حجمهجيأ م  ا

 هش :  vنجد أن القوى المؤترة علش الحجم  oxفلو أخذنا اعتجاه



القوى الحجمية 
v

Xdv      القوى السعحية  nx

s

T ds   . 

 وبالتالغ فإن :    

                                        0nx

v s

Xdv T ds   

ox,وبالم ل يكون لدينا معادلتي  فغ اتجاه oy  : وتصبح معادعت اعتيان هش . 

 

0 , 0 ,

0 . 1.9

nx nx

v s v s

nx

v s

X dv T ds X dv T ds

X dv T ds

   

 

   

 
 

 بالتعويض م  المعادعت 1.4 فغ المعادعت  1.9    نحصل علش 

     

     

     

cos , cos , cos , ,

cos , cos , cos , ,

cos , cos , cos , .

nx xx yx zx

s s

ny xy yy zy

s s

nz xz yz zz

s s

ds n ox n oy n oz ds

ds n ox n oy n oz ds

ds n ox n oy n oz ds

  

  

  

    
 

    
 

    
 

 

 

 

 

 م  نظريات جري  التكاملية   نعلم أن :

                                       . . .
s s V

F ds F n ds F dV     

 

[ ] ,

[ ] ,

[ ] . 1.10

yxxx zx

nx

s v

xy yy zy

ny

s v

yzxz zz

nz

s v

ds dv
x y z

ds dv
x y z

ds dv
x y z

 

  

 

 
    

  

  
   

  

 
   

  

 

 

 

 

بالتعويض م  المعادعت      1.10  فغ 1.9 : نحصل علش 

                   

[ ] 0,

[ ] 0,

[ ] 0.

yxxx zx

v

xy yy zy

v

yzxz zz

v

X dv
x y z

Y dv
x y z

Z dv
x y z

 

  

 

 
   

  

  
   
  

 
   
  







 



الجسييم   لييذلك فييإن المعييادعت ميي   Vوحييي  أن المعييادعت السييابقة صييحيحة لأي جيييء اختييياري ذو حجييم

 فغ الصورة : معادعت اعتيانالسابقة ع تتحقق إع إذا  تلا د الدوال المكاملة    وبالتالغ نحصل علش 

 

0 , 0 ,

0 . 1.11

yx xy yy zyxx zx

yzxz zz

X Y
x y z x y z

Z
x y z

    

 

    
       

     

 
   

  

       

,وذلك ب ر  أن مركبات الإجهاد وت اضلاتها دوال متصلة فغ المتايرات ,x y z . 

 

  -( :  تماتل مركبات الإجهاد : 6بند )

 م  تعبيق المبدأ ال انغ للإتيان والذي ينص علش : 

 " محصلة عيوت القوى حول أي محور تتلا ش "

  م لا    نجد أن محصلة عيوت مركبات القوى الحجمية حول  oxفلو أخذنا العيوت حول المحور 

 هغ  : oxالمحور

 
V

Z y Y z dv 

 هغ  :  oxومحصلة عيوت مركبات القوى السعحية حول المحور

 nz ny

s

y z ds   

                            فغ حالة اعتيان   لذلك فإن :  vوحي  أن الحجم

     0 . 1.12
nz ny

V s

Z y Y z dv y z ds       

nz,بالتعويض ع  nyT T م  المعادعت 1.4: وتحويل التكامل السعحش إلش تكامل حجمش نحصل علش 

       

     

       

   

([ cos , cos , cos , ]

[ cos , cos , cos , ] )

[ cos , cos ,

cos , ]

nz ny xz yz zz

s s

xy yy zy

xz xy yz yy

s

zz zy

y T z T ds n ox n oy n oz y

n ox n oy n oz z ds

y z n ox y z n oy

y z n oz ds

  

  

   

 

    

  

    

 

 


 

       nz ny xz xy yz yy zz zy

s v

y T z T ds y z y z y z d v
x y z

     
   

       
   

   



 

   

[

]

[ ] 1.13

yzxz zz
nz ny yz zy

s v

xy yy zy

yz zy

v

y T z T ds y
x y z

z dv
x y z

y z z y dv

 
 

  

 

  
        

   

   
   

   

    

 



 

بالتعويض م  المعادلة  1.13  فغ المعادلة 1.12 :نحصل علش 

      0yz zy

v v v

y Z z Y dv z Y y Z dv dv         

 :أن يأ

  0yz zy

v

dv   . 

وبالتالغ فإنها ع تتحقق إع إذا  تلا د الجسم المرن  م   vلأي حجم اختياريصحيحة السابقة  المعادلة

yzتتحقق عندما  أى   مكاملةال الدالة zy  . 

المركبية  تسياوى ozاتجاه فغ  oyعليه هو العموديالمركبة القاصة للإجهاد المؤتر علش المستوى  أن أى

 . oyاتجاهفغ   ozعليه هو يالعمود المستوىالقاصة للإجهاد المؤتر علش 

xy,       يمك  إتبات أن :    وبالم ل yx xz zx     

 :الصورةيمك  كتابتها فغ  م  تمالقول بأن مص وفة ممتد الإجهاد مص وفة متماتلة و نايمكن وبالتالغ

xx xy zx

xy yy yz

zx yz zz

  

  

  

 
 
 
 
 

 

 م الــــــــــ :

 د مركبات الإجهاد عند نقعة فغ جسم مرن مجهد هغ :إذا كان

500 . , 500 . , 1000 . ,

750 . , 800 . , 800 .

xx xy yy

yz zx zz

Mpa Mpa Mpa

Mpa Mpa Mpa

  

  

  

    
 

   nوالمركبة المماسية nوكذلك المركبة العمودية للإجهاد  nTعي  مركبات متجه الإجهاد المحصل

 بالنقعة و العمودي عليه لللارج جيوب تمات اتجاهه هغ : علش المستوي المار

   
1 1

cos( , ) cos , , cos , .
2 2

n ox n oy n oz   



 الحلــــــــــ :

     cos , cos , cos , .nx xx yx zxT n ox n oy n oz           

1 1 1
500 500 800 1066 . ,

2 2 2
nxT Mpa                    

        cos , cos , cos , .ny xy yy zyT n ox n oy n oz           

1 1 1
500 1000 750 220 .,

2 2 2
nyT Mpa              

     cos , cos , cos , .nz zx yz zzT n ox n oy n oz      

1 1 1
800 750 300 187 .,

2 2 2
nzT Mpa                

2 2 2 1104 .n nx ny nzT T T T Mpa            

       cos , cos , cos , cos ,

1 1 1
1066 220 187 511 . ,

2 2 2

n n n nx ny nz

n

T T n T n ox T n oy T n oz

Mpa





   

       
       

   
2 2 22 1104 511 979 .n n nT Mpa                 

   -قانون التحول للإجهاد :  : (7بند )

بي  مركبات الإجهاد السد وذلك م   عمل تحويل   أو يكون المعلوب   أحيانا يكون م  الأفضل والأيسر

oمجموعة الإحداتيات x y z   إلش مجموعة إحداتيات أخرى ولتكo x y z     وبالتالغ نحتاج إلش

oإيجاد مركبات الإجهاد المنسوبة إلش مجموعة الإحداتيات x y z   د المنسوبة بدعلة مركبات الإجها

oإلىمجموعة الإحداتيات x y z أي نحتاج إلش إيجاد   

, , . . . ,
x x y y z x

  
      بدعلةالمركبات, , . . . ,xx yy zx   

 وللحصول علش ذلك التحويل   نعتبر عنصرا م  الجسم المرن                        

أصل الإحداتيات  علش  كل هرت رأسه عند نقعة o  

   nوقاعدته ذات وجه ذات وجه مائل العمودي عليه هو 

   وبذلك يمك  تعيي                      (4كما هو مبي  ب كل ) 

n,اتجاهان متعامدان   n   يقعان فغ المستوى 

  pعند نقعة  nبالتالغ فإن الإجهاد المحصلو

x 
y 

nnn  

nn

n

 


 

nn

n

 


 

o p 

z 



,واقعة فغ المستوي يمك  تحليله فغ اتجاه  ,n n n                                           ( 4 كل ) 

,وبالتالغ سوف نحصل علش الإجهادات ,
nn nn nn

  
 

                           والتغ يمك  تعيينها م  العلاقات الآتية :                                                                                    

 

cos( , ) cos( , ) cos( , ),

cos( , ) cos( , ) cos( , ),

cos( , ) cos( , ) cos( , ). 1.14

nn nx ny nz

nn nx ny nz

nn nx ny nz

n ox n oy n oz

n ox n oy n oz

n ox n oy n oz











     

       

       

 

بالتعويض فغ المعادعت  1.14  م  المعادعت 1.4 : م  استلدات خاصية التماتل   نحصل علش   

     

       

     

2 2 2cos , cos , cos ,

2 cos , cos , 2 cos , cos ,

2 cos , cos , , 1.15

nn xx yy zz

xy zx

yz

n ox n oy n oz

n ox n oy n oz n ox

n oy n oz

   

 



   

  



 

       

   

       

   

cos , cos , cos , cos ,

cos , cos ,

cos , cos , cos , cos ,

cos , cos , cos ,

nn xx yy

zz

xy

zx

n ox n ox n oy n oy

n oz n oz

n ox n oy n ox n oy

n oz n ox n oz

  








   

 

    
 

      

         

cos ,

cos , cos , cos , cos , , 1.16yz

n ox

n oy n oz n oy n oz

  
 

   
 

 

       

   

       

   

cos , cos , cos , cos ,

cos , cos ,

cos , cos , cos , cos ,

cos , cos , cos

nn xx yy

zz

xy

zx

n ox n ox n oy n oy

n oz n oz

n ox n oy n ox n oy

n oz n ox

  








   

 

    
 

      

         

, cos ,

cos , cos , cos , cos , , 1.17yz

n oz n ox

n oy n oz n oy n oz

  
 

   
 

 

المعادعت      1.15 , 1.16 , تمكننيا مي  تعييي  المركبيات العموديية والقاصية عنيد أى نقعية منسيوبة  1.17

وعة م  الإحداتيات وذلك بمعلومية مركبات الإجهاد المنسوبة إليش مجموعية إحيداتيات معينية   إلش أى مجم

 وكذلك جيوب تمات اعتجاه للاتجاهات المعلوب تعيي  الإجهاد بالنسبة لها.

,لذلك المركبات , . . . ,
x x y y z x

  
        يمك  الحصول عليها بدعلة المركبات

, , . . . ,xx yy zx       : كما يلغ 

لتعيي 
x x


 

oxنلتار مستوى العمودي عليه هو     وبذلك يصبح
n

T  هو
x

T
 :وبالتعويض نحصل علش 



     

       

     

2 2 2cos , cos , cos ,

2 cos , cos , 2 cos , cos ,

2 cos , cos , , 1.18

x x xx yy zz

xy zx

yz

ox ox ox oy ox oz

ox ox ox oy ox oz ox ox

ox oy ox oz

   

 



 
     

     

 

 

oyفغ اتجاه  nكذلك باختيار    وoz  : علش التوالغ   نحصل علش    

     

       

     

2 2 2cos , cos , cos ,

2 cos , cos , 2 cos , cos ,

2 cos , cos , , 1.19

y y xx yy zz

xy zx

yz

oy ox oy oy oy oz

oy ox oy oy oy oz oy ox

oy oy oy oz

   

 



 
     

     

 

 

     

       

     

2 2 2cos , cos , cos ,

2 cos , cos , 2 cos , cos ,

2 cos , cos , , 1.20

z z xx yy zz

xy zx

yz

oz ox oz oy oz oz

oz ox oz oy oz oz oz ox

oz oy oz oz

   

 



 
     

     

 

 

,كذلك المركبات القاصة  ,
x y y z z x
  

     
 يمك  الحصول عليها كما يلغ : 

xبالنسبة للمركبة القاصة  y    يمك  الحصول عليها باختيار مستوى العمودى عليه هوn  ينعبق علش  

oxالمحور   والإتجاه  n   ينعبق علش المحورoy   والإتجاه  n   ينعبق علش المحورoz   كما هو  

 (                                                                                                            5موضح ب كل )

                                                                                                          

 

 

                                                                                                   p 

                                                                                                                                   

 

 (                                                         5 كل )                                                                                         

       

   

       

cos , cos , cos , cos ,

cos , cos ,

[ cos , cos , cos , cos , ]

[ cos

x y xx yy

zz

xy

yz

ox ox oy ox ox oy oy oy

ox oz oy oz

ox ox oy oy ox oy oy ox

ox

  







 
     

  

     

        

         

, cos , cos , cos , ]

[ cos , cos , cos , cos , ] . 1.21zx

oy ox oz ox oz oy oy

ox oz oy ox ox ox ox oz

   

    

 

nباختيار كل م    وn  لينعبقان علش,oy oz   تم علش,oz ox   : نحصل علش 

z x

n

z  




 

x yn

y

  



 

xT  

x x

x n

  


 

 



       

   

       

cos , cos , cos , cos ,

cos , cos ,

[ cos , cos , cos , cos , ]

[ cos

y z xx yy

zz

xy

yz

oy ox oz ox oy oy oz oy

oy oz oz oz

oy ox oz oy oz ox oy oy

oy

  







 
     

  

     

        

         

, cos , cos , cos , ]

[ cos , cos , cos , cos , ] . 1.22zx

oy oz oz oz oy oy oz

oy ox oz oz oz ox oy oz

   

    

 

       

   

       

cos , cos , cos , cos ,

cos , cos ,

[ cos , cos , cos , cos , ]

[ cos

z x xx yy

zz

xy

yz

oz ox ox ox oz oy ox oy

oz oz ox oz

oz ox ox oy oz oy ox ox

oz

  







 
     

  

     

        

         

, cos , cos , cos , ]

[ cos , cos , cos , cos , ] . 1.23zx

oz ox oy oz oy ox oz

oz oz ox ox oz ox ox oz

   

    

 

  ( : الكميات اعتايرية فغ حالة الإجهاد : ـ8بند )

بجم  المعادعت     1.18 , 1.19 ,  نحصل علش: 1.20

     

     

     

2 2 2

2 2 2

2 2 2

cos , cos , cos ,

cos , cos , cos ,

cos , cos , cos ,

x x y y z z xx

yy

zz

ox ox oy ox oz ox

ox oy oy oy oz oy

ox oz oy oz oz oz

   





     
        
 

      
 

     


       

   

       

 

2 [cos , cos , cos , cos ,

cos , cos , ]

2 [cos , cos , cos , cos ,

cos , c

xy

zx

ox ox ox oy oy ox oy oy

oz ox oz oy

ox oz ox ox oy oz oy ox

oz oz





 


     

  

     

  

       

     

os , ]

2 [cos , cos , cos , cos ,

cos , cos , ]. 1.24

yz

oz ox

ox oy ox oz oy oy oy oz

oz oy oz oz



 

     

 

 

وحي  أن ال لاث  , ,ox oy oz   : محاور متعامدة   لذلك فإن 

     

     

       

2 2 2

2 2 2

2 2 2

cos , cos , cos , 1 ,

cos , cos , cos , 1 ,

cos , cos , cos , 1 . 1.25

ox ox oy ox oz ox

ox oy oy oy oz oy

ox oz oy oz oz oz

    

    

    

 

,بينما معاملات  ,
xy yz xz
    فغ المعادلة 1.24 : تتلا ش   وبالتالغ فإن 



 . 1.26xx yy zz x x y y z z                 

وهييذه هييش أولييش الكميييات التييش ع تتاييير بتاييير مجموعيية الإحييداتيات وهييش تييدل علييش أن مجمييوا المركبييات 

 لمتجه الإجهاد المحصل ع يتاير بتاير المحاور الملتارة .العمودية 

كذلك م  المعادلة  1.15  0نجد أنه إذا كان
nn

   فإن الإجهاد يكون عبارة ع   د   أما إذا كان

0
nn

   .  2لنا الدالة وإذا أدخ فإن الإجهاد يكون عبارة ع  ضا ( , , )    المعرفة كالآتغ
:

 

   2 2 22 , , 2 2 2 . 1.27xx yy zz xy xz yz                       

أي أنها عبارة ع    , ,   نجد أن هذه الدالة دالة قياسية متجانسة م  الدرجة ال انية فغ       

 . , ,   فغ المتايرات    Quadratic form  صياة تنائية  

  حي   pا ما اخترنا المتجه إذ  , ,P     بحي  يكون موازيا للعمودي    


n   فيكون لدينا 

      cos , , cos , , cos , .n ox n oy n oz
  

  
  

 

 نحصل علش   1.15  بالتعويض م  هذه الصيغ فغ المعادلة 

 
2

2 2 2. 2 2 2 . 1.28nn xx yy zz xy zx yzP             


       

م  المعادلتي     1.27 ,  نجد أن : 1.28

 
2

2 , , . (1.29)nnp       

ونلاح  م  المعادلية  1.29  أن العيرف الأيسير يم يل حاصيل ضيرب كيل مي  مربي  طيول المتجيه  فيغ

المركبيية العمودييية للإجهيياد
nn

   و كييلا  منهمييا ع يتاييير بتاييير المحيياور الملتييارة   وبالتييالغ فييإن الكمييية

 2 , ,     ع تتاير بتاير المحاور الملتارة وبالتالغ إذا كانيد مركبيات المتجيه  بالنسيبة لمجموعية

oالإحداتيات  x y z     هغ' ' ', ,    : فإن 

     ' ' ', , , , . 1.30         

باستلدات المعادلة  1.30 وبمعرفة المعادعت التش ترب  بي  مركبات المتجيه  فيغ مجميوعتش الإحيداتيات

   , , , , ,        انة بهييا فييغ تعيييي  مركبييات الإجهيياد بالنسييبة لمجموعيية فإنييه يمكيي  اعسييتع

 الإحداتيات المعلوبة .

 

 



  Stress Surface( : سعح الإجهاد : 9بند )

  وحي  أن المعادلة  Tهغ النقعة التغ يؤتر عندها الإجهاد المحصل oبأخذ نقعة أصل الإحداتيات

 1.28 يمك  بواسعتها تعيي  المركبة العمودية للإجهاد
nn

  التغ تؤتر علش المستوى العمودي عليه له

  حي  طول هذا المتجه يمك  اختياره    وباختيار قيمة معينة لهذا العول وذلك   ن س اتجاه المتجه 

 :    بوض 

 
2

2 , 1.31
nn

c     

 مقدار تابد اختياري موج    وبالتالغ فإن  Cحي  

 
2

2
, 1.32

nn

c
  


 

الإ ارة فغ العيرف الأيمي  تلتيار بحيي  تكيون موجبية  عنيدما 
nn

 تم يل  يد   وتكيون سيالبة عنيدما
nn

 

 تم ل ضا  .

م  المعادلتي     1.29 ,  نجد أن 1.31

   22 , , 1.33c     

المعادلة 1.33  تم ل معادلة سعح تنائغ مركيه نقعةo ويسمش هذا السعح بسعح الإجهاد   

  Stress surface يغ أو سيعح كو Stress quadric surface of Cauchy     ونلاحي  أنيه بمجيرد

معرفيية سييعح الإجهيياد لكو ييغ يمكيي  تعيييي  المركبيية العمودييية 
nn

   وذلييك بمعرفيية طييول العمييودي علييش

 .  pوالذي يم ل طول المتجه    oالمستوى المماس للسعح م  نقعة 

م  المعادلة  1.27  وم  تعريف المتجهp  وبأستلدات المعادعت 1.4 : نحصل علش   

 
1 1 1

, , . 1.34nx ny nzT T T
p p p  

  
  

  
 

  Principal Stresses( : الإجهادات الأساسية : 11بند )

جدنا أن الإجهاد المحصل و    
n

  عند أي نقعةp  يعتمد علش اختيار المستوى الذي يؤتر علييه   فيإذا ميا

أختير المستوى بحي  أن 
n

  تنعبق علش العموديn  

  (   فيكون واضحا أن الإجهاد القاصغ6ال كل )  كما هو موضح ب

n
  يتلا ش   وأن,

n n
 ينعبقان علش العموديn فغ هذه   

          Principal Planeالحالة المستوى يسمش بالمستوى الأساسغ  

 (6.                        كل )  Principal Directionيعرف بالإتجاه الأساسغ  nواعتجاه 

y 
x 

nT 

    P 

 

 

 

   

 

 

z 

nn 

 

 

 

   

 

 



                                                                                                         

 : م  ملاحظة أن

الإجهاد يوجد دائما علش الأقل تلاث مستويات أساسية متعامدة مي  بعضيها ومرافيق فغ أي حالة م  حاعت  

 لها علش الأك ر تلاث إجهادات أساسية ملتل ة .

المعادعت  4 :  فغ حالة الإجهادات أساسية   تصبح    

       cos , , cos , , cos , . 1.35
nx n ny n nz n

n ox n oy n oz         

بالتعويض م  المعادعت  1.35  فغ المعادعت 1.4 : نحصل علش 

       

       

         

cos , cos , cos , 0 ,

cos , cos , cos , 0 ,

cos , cos , cos , 0 . 1.36

xx n xy zx

xy yy n yz

zx yz zz n

n ox n oy n oz

n ox n oy n oz

n ox n oy n oz

   

   

   

   

   

   

 

واضح م  المعادعت  1.36 : أن الحل الاير الص ري لها هو 

 0. 1.37

xx n xy zx

xy yy n yz

zx yz zz n

   

   

   



 



 

 وب ك  المحدد نحصل علش معادلة م  الدرجة ال ال ة:

   

   

3 2 2 2 2

2 2 2 2 0. 1.38
yz zx xy

n xx yy zz n xx yy yy zz zz xx xy yz zx n

xx yy zz xx yy zz xy yz zx

              

           

         

     
 

جيذور المعادليية  1.38  تععييش اعجهييادات الأساسييية   و بييالتعويض عي  القيييم السييتة لمركبييات الإجهيياد فييغ

المعادلة  1.38   يمك  حلهيا بالنسيبة إليش
n

 ث حياعت والحصيول عليش تلاتية جيذور حقيقيية . وهنيا  تيلا

 محتملة وهغ :

1 2 3
, , ( )i   ملتل ة وبالتالغ

1 2 3
, ,n n n . وحيدة ومتعامدة 

1 2 3
( )ii     وبالتالغ

3
n   يكون وحيد وأي اتجاه عمودي علش

3
n  يكون اتجاه أساس مرافق   

لـ          
1 2
,  . 

 iii  إذا كان
1 2 3

     . نحصل علش حالة الهيدروستاتيكا للإجهاد وأي اتجاه هو اتجاه أساسغ 

بتعيي  الإجهادات الأساسية ال لاتة والتعويض بكل واحد منها مستقلا فغ المعيادعت  1.36  نحصيل عليش  

 تلاث معادعت   وبحل هذه المعادعت م  أستلدات العلاقة :



2 2 2cos ( , ) cos ( , ) cos ( , ) 1n ox n oy n oz   

 نحصل علش ال لاث اتجاهات الأساسية وذلك بمعلومية جيوب التمات لكل اتجاه .

 ولقد لوح  أنه أتناء دراسة الإجهادات الأساسية م  الم يد ترتيبها بحي  تكون
1 2 3

      . 

وإذا ما رتبد الإجهيادات الأساسيية بهيذه العريقية فيإن 
1

   تكيون لهيا أكبير قيمية عنيد النقعية الميراد ايجياد

الإجهادات عندها   وتكون 
3

  . لها أقل قيمة جبرية 

م  المعادلة   نلاح  38 أن الكميات   

 

1

2 2 2

2

2 2 2

3

,

,

2 . 1.39
yz zx xy

xx yy zz

xx yy yy zz xx zz xy yz xz

xx yy zz xx yy zz xy yz zx

I

I

I

  

        

           

    

     

    

 

ع تتاير بتاير المحاور   وتعرف علش التوالش بيأول وتيانغ وتالي  كميية إجهياد ع تتايير مي  تايير المحياور . 

oونلاحيي  كييذلك أنييه إذا اختيييرت مجموعيية المحيياور x y z سييية فييان بحييي  تنعبييق علييش اعتجاهييات الأسا

الكميات المععاه فغ المعادلة 1.39 : تلتيل إلش 

 1 1 2 3 2 1 2 2 3 3 1 3 1 2 3, , . 1.40I I I                   

  Maximum Shear Stress غ ( : أكبر إجهاد قاص11بند )

للحصول علش المعادعت التش تععش أكبر إجهاد قاصغ نأخذ الحالة اللاصة التش فيها مجموعة المحاور  

0ة   أي الحالة التغ فيها  محاور أساسي
xy yz zx
       م  ملاحظة أن هذا اعختيار ع يحد م  

 معالجة الحالة العامة   حي  أن 

 

       

2 2 2

1 1 2 2 3 3

, 1.41

cos , , cos , , cos , . 1.42

n nx ny nz

nx ny nz

T T T T

T n n T n n T n n  

  

  
 

حي  
1 2 3
, ,    هغ المركبات الأساسية للإجهاد فغ اعتجاهات الأساسية

1 2 3
, ,n n n . 

بالتعويض م  المعادعت  1.42 فغ المعادلة 1.41 : نحصل علش 

       
2

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3cos , cos , cos , , 1.43nT n n n n n n     

ولك  م  المعادلة  1.15  نجد أن
nn

  : فغ هذه الحالة تكون فغ الصورة 

       2 2 2

1 1 2 2 3 3
cos , cos , cos , , 1.44

nn
n n n n n n       

 وحي  أن

2
2 2

n n nn
    



وبالتعويض م  المعادعت    1.43 ,  فغ العلاقة السابقة نحصل علش : 1.44

   
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 , 1.45n l m k l m k             

حي                                     1 2 3
cos , , cos , , cos ,l n n m n n k n n   

بي  المعادلة kبحذف  1.44 : والعلاقة التالية 

 2 2 2 1 , 1.46l m k   

 نحصل علش :

         2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 3 2 3 3 1 3 2 3 3[ ] . 1.47n l m l m                     

بت اضل المعادلة  1.47  جيئيا بالنسبة إلشl  تم إلشm  حصل علش :ن 

       

       

2 2

1 3 1 3 2 3

2 2

2 3 1 3 2 3

1
[ ] 0 , 1.48

2

1
[ ] 0 . 1.49

2

l l m

m l m

     

     

     

     

 

إحدى حلول المعادلتي     1.48 , 0lهو   1.49 m    وم  العلاقة 1.46 1نحصل علشk        

 وهش تم ل المستوى الأساسش بإجهاد قاصغ ص ر .

 

 :ع  الص ر لهذه المجموعة م  المعادعتحلول تلتلف 

0mبوض     أوع  :    فإننا نجد م  العلاقة  1.48    أن
1

2
l     

 العلاقةوم             1.46    نجد أن
1

2
k    . 

  ً 0lبوض     : تانيا    فإننا نجد م  العلاقة  1.49    أن
1

2
m     

 العلاقةوم             1.46   نجد أن
1

2
k    . 

تساوي قيمة معينة   تم التعويض فغ العلاقتي   mبتكرار ذات العريقة وذلك بوض     1.46 , 1.48 

l,نحصل علش قيمة لكل م   k   والتش تحقق أن الإجهاد القاصغ المععغ بالمعادلة 1.45  يكون 

 لغ  :أكبر ما يمك  أو أقل ما يمك    كما ي

بالتعويض ع  قيم  
1 1

,
2 2

l k      فغ المعادلة 1.45 : نحصل علش 



   

   

22 2 2 2 2

1 3 1 3 1 3 1 3

1 3

1 1 1 1
2

2 2 4 4

1
. 1.50

2

n

n

        

  

      

  

 

 وباستعمال القيم الأخرى لجيوب التمات نحصل علش أكبر قيم مناظرة للإجهاد القاصغ وهغ :

   

   

1 2

2 3

1
, 1.51

2

1
. 1.52

2

n

n

  

  

 

 

 

السابقة    م  الصيغ ال لاث     1.50 , 1.51 ,    تكون أكبر قيمة للإجهاد القاصغ هغ : 1.52

 2 3

1

2
  

وذلك إذا ما رتبد الإجهادات الأساسية فغ الصورة 
1 2 3

    : أي أن   

     max max min 1 3

1 1
. 1.53

2 2
         

,الجدول التالغ يوضح قيم  ,l m k    التغ عندها الإجهاد العمودي والإجهاد القاصغ أكبر ما يمك 

 أو أقل ما يمك  .

أن الإ ارة الموجبة   فغ الجدول    تدل علش أن اعتجاهيات هيغ اعتجاهيات الموجبية للمحياور وكيذلك  عح 

سييالبة للمحيياور وأن فييإن الإجهييادات عبييارة عيي   ييد   أمييا الإ ييارة السييالبة فتييدل علييش أن اعتجاهييات هييش ال

 الإجهاد عبارة ع  ضا  .

  k m l 

3
 0 1 0 0 

2
 0 0 1 0 

1
 0 0 0 1 

 2 3

1

2
    2 3

1

2
   

1

2
 

1

2
 

0 

 1 3

1

2
    1 3

1

2
   

1

2
 

0 1

2
 

 1 2

1

2
    1 2

1

2
   

0 0 1

2
 

 

 ونلاح  كذلك أن الإجهاد القاصغ أكبر ما يمك  فغ اعتجاهات المنص ة لليوايا بي  المحاور الأساسية .



 

 s Circle’Mohr  -( : دائرة موهر :11بند )

.  Mohr's Circle( بيانيا والذي يعرف بدائرة موهر 11يمكننا تم يل النتائج التغ حصلنا عليها فغ بند )

م  المعادعت      1.46 , 1.45 ,  نحصل علش : 1.44

  
  

  
  

  
  

 

2 2

2 22 3 3 1

1 2 1 3 2 3 2 1

2

2 1 2

3 1 3 2

, ,

. 1.54

n nn nn n nn nn

n nn nn

l m

k

         

       

    

   

     
 

   

  


 

 

 وب ر  أن :
1 2 3

     لذلك فإن    
1 2 1 3

0 , 0        2  وكذلك 0l  

) المعادلة الأولش فغ  1.54 : وبالتالغ  فإن    ) 

    2

2 3
. 1.55

n nn nn
          

بأخذ محوري  الأفقغ يم ل
nn

  والرأسغ يم لn فإن المعادلة   

    2

2 3
0 , 1.56

n nn nn
        

 1cتم ل معادلة دائرة مركيها يق  علش المحور الأفقغ  وهش الدائرة  

وتمر بالنقعتي     3 2
,0 , ,0  

وبذلك تكون المنعقة المم ل بالعلاقة  1.55  ( 7تق  خارج هذه الدائرة   كما ب كل.  )                                                                                                                                       

                                                             Q                                                      n               

                                                         

                                    2C                                         

                                                                                  

                                                                                      

 

 

 

            1 , 0            2 , 0                                       3 , 0      

  

  n n                                                   o                                                         o                      

                                                                                                                                         

                                  3C   

                                                                

                                                                 1C     

 

 

 (7 كل )                                                 



 

وم  المعادلة ال انية م   1.54    حي  أن  
2 1 2 3

0 , 0       

فان    2 3 2 1
0      . 

ولك  
2m  : وبذلك يكون لدينا 

        2

3 1
0 1.57

n nn nn
         

 حي  المعادلة

    2

3 1
0 1.58

n nn nn
        

تم ل معادلة دائرة تمر بالنقعة    3 1
, 0 , , 0  ( وتصبح المنعقة 7   كما هو مبي  بال كل   )

المم لة بالعلاقة  1.57 2 تق  داخل الدائرةC  . 

أيضا م  المعادلة ال ال ة م   1.54   أن  حي  
3 1 3 2

0 , 0       

فان    3 1 3 2
0      . 

2ولك    0k  : وبذلك يكون لدينا 

    2

1 2
0 1.59

n nn nn
         

 المعادلة:

    2

1 2
0 1.60

n nn nn
        

تم ييل معادليية دائييرة تميير بييالنقعتي     1 2
, 0 , , 0    ( . وتصييبح المنعقيية 7مبييي  ب ييكل )كمييا هييو

المم لة بالعلاقة  1.59 3 تق  خارج الدائرةC  . 

,مما سبق نجد أن قيم 
n n n
   التغ تحقق المعادعت 1.54  م  الأخذ فغ اععتبيار أن

1 2 3
    

1هغ القيم التغ تق  فغ المنعقة المظللة والمحددة بالدوائر ال لاث  2 3, ,C C C . 

واضح م  الرسم أن 
n

  أكبر ما يمك  عند نقعة Q   : أي أن . 

  1 3

max 2
n

 
  


  

 وكذلك قيمة
n n

   المناظرة هغ عبارة عo o    1وتساوي 3

2

 
بالتعويض بهذه القيم فغ     

المعادعت  1.54  نحصل علش قيم جيوب تمات اعتجاه الذي فيهn غ :أكبر ما يمك  وه 

1 1
, , 0 .

2 2
l m k      

 



 Special States of Stress  -( : حاعت خاصة للإجهاد :12بند )

 فغ التعبيقات العملية توجد تالبا  حالتي  للإجهاد هما :     

 Hydrostatic Stress      إجهاد هيدروستاتيكغ : Pure Shearing Stress  إجهاد قاص نقش :

oنييييه يوجييييد إذا مييييا اختيييييرت مجموعيييية ميييي  الإحييييداتياتفإ للنييييوا الأولبالنسييييبة  x y z  : بحييييي  أن

xx yy zz
      وهييييييييذه المجموعيييييييية مييييييييي  الإحييييييييداتيات توجييييييييد إذا ميييييييييا تحقييييييييق ال يييييييييرط

xx yy zz
          وفغ هذه الحالة تكون مص وفة ممتد الإجهاد .

n
 :  لها الصورتي 

0

0

0 0

yx xz xx xy xz

xy yz xy yy xx yz

zz yz xz yz

or

    

     

   

   
   

    
   
   

 

 وتلاح  أن المص وفة ال انية يمك  تحليلها إلش المص وفة الأولش وبذلك بدوران المحاور دورانا  خاصا   . 

  فيقال أن حالية الإجهياد هيدروسيتاتيكغ إذا ميا تحقيق  للنوا ال انغوبالنسبة 
xx yy zz

      

 لة كل الإجهادات القاصة سوف تتلا ش   وبالتالغ تصبح مص وفة ممتد الإجهاد فغ الصورة:وفغ هذه الحا

0 0

0 0

0 0

  
 

 
 
   

 

هاتييان الحالتييان للإجهيياد لهمييا خاصييية هاميية   وهييش أن الحاليية العاميية للإجهيياد يمكيي  تحليلهييا إلييش الحييالتي  

 السابقتي  وذلك لأن:

0 0

0 0

0 0

xx yx zx xx yx zx

xy yy zy xy yy zy

xz yz zz xz yz zz

     

     

     

      
    

         
           

 

الواضح أن المص وفة التش فيغ العيرف الأيسير تم يل الحالية العامية للإجهياد وأن المصي وفة الأوليش مي  م  

 العرف الأيم  تم ل إجهاد هيدروستاتيكغ   بينما المص وفة الأخيرة تم ل حال إجهاد قاص نقش . 

 وهذا يتضم  أنوهذا يتحقق إذا ما كان أول كمية م  الكميات التش ع تتاير بتايرالمحاور تتلا ش   

       0 3 0
xx yy zz xx yy zz

                     

 أى أن:                     

   
1

1.61
3

xx yy zz
       

فغ حالة الإجهاد الهيدروستاتيكغ تحقق العلاقة pوم  ذلك يتضح أن  1.61 . 

 



 -الأساسية :( : الإجهادات منسوبة إلش المحاور 13بند )

oإذا ما اختيرت مجموعة  الإحداتيات      x y z  بحي  تنعبق علش ال لاث محاور الأساسيية
1 3 3
, ,n n n 

    وبذلك يكون لدينا
1 2 3

, , , 0
xx yy zz xy xz yz

                

دى إلش أن مركبات الإجهاد المحصيل وهذا يعنش اختيال المركبات السد للإجهاد إلش تلاث مركبات   وهذا يؤ

 فغ اتجاه المحاورتأخذ الصورة

       1 2 3
cos , , cos , , cos , . 1.62

nx ny nz
n ox n oy n oz         

oكذلك مركبات الإجهاد بالنسبة إلش مجموعة الإحداتيات x y z : تصبح 

     

     

     

2 2 2

1 2 3

2 2 2

1 2 3

2 2 2

1 2 3

cos , cos , cos , ,

cos , cos , cos , ,

cos , cos , cos , ,

x x

y y

z z

ox ox ox oy ox oz

oy ox oy oy oy oz

oz ox oz oy oz oz

   

   

   

 

 

 

    

    

    

 

       

   

       

1 2

2

1 2

3

cos , cos , cos , cos ,

cos , cos , ,

cos , cos , cos , cos ,

cos

x y

y z

ox ox oy ox ox oy oy oy

ox oz oy oz

oy ox oz ox oy oy oz oy

oy

  



  



 

 

     

 

     

    

       

     

1 2

3

, cos , ,

cos , cos , cos , cos ,

cos , cos , . 1.63

z x

oz oz oz

oz ox ox ox oz oy ox oy

oz oz ox oz

  



 



     

 

 

 

  The Tow  Dimensional Stats of Stress -بعدي  :( : حالة الإجهاد فغ 14) بند

xإذا كان الإجهاد فغ المستوى        y   فإن مركبات الإجهاد فغ اتجاه المحورo z   : تتلا ش    أي أن 

 0 , 1.64
zz zx yz

      

oوتصبح مركبات الإجهاد منسوبة للمحاور x y  التغ تميل علش المحاور الأصلية   o x y  بياوية 

 تععش بالعلاقات الآتية :

2 2cos sin 2 sin cos

cos2 sin 2 ,
2 2

x x xx yy xy

xx yy xx yy

xy

       

   
  

 
  

 
  

 



 

 

2 2

2 2

cos sin 2 sin cos

cos2 sin 2 ,
2 2

cos sin cos sin cos sin

sin 2 cos2 ,
2

0 . 1.65

y y yy xx xy

xx yy yy xx

xy

x y yy xx xy

yy xx

xy

z z z x y z

       

   
  

         

 
  

  

 

 

     

  

 
  

   


 

  

 

المعادلات 1.65 ( ( . 8ا بواسطة دائرة موهر ، كما هو مبين بالرسم ) شكل )يمكن تمثيلها بياني                                                                                                                                     

                                                                                                                                                  

 
2

x x y y    
 

                                                                                              ,yy xy  

 

   ,y y x y                                                           

                                                                 max  

  

 

 

         2 1, 0 2 , 0o     

 

 

                         ,x x x y       

                                    ,xx xy     

                                                                   
2

xx yy 
  

                                                       

 (8 كل )                                                               

نلاح  م  ال كل أن المركبات العمودية     أخذت أفقيا بينما المركبات القاصة      أخذت رأسيا 

والإجهادات التغ تم ل  يد وضيعد عليش يميي  المحيور  بينميا التيغ تم يل ضيا  م ليد عليش اليسيار    كيذلك 

التييغ تعمييل علييش دوران الجسييم حييول نقعيية فييغ اتجيياه عقييارب السيياعة   وضييعد أعلييش  المركبييات  القاصيية

بينمييا التييغ تعمييل علييش دوران الجسييم ضييد عقييارب السيياعة وضييعد أسيي ل ذلييك المحييور   وبهييذا  المحييور

 الدائرة . التم يل نجد أن مركبات الإجهاد المرافقة لأي مستوى خلال النقعة تم ل بنقعة علش

xأساسيية  فيغ المسيتوىعندما تكون المحاور y  فيإن الإجهيادات الأساسيية المععياة بالمعادلية   1.38 

 تصبح فغ الصورة :

     2 2[ ] 0 1.66
n n xx yy n xx yy xy

             



 وبحل هذه المعادلة نحصل علش:

 
2

2

1 2 3
, , 0 1.67

2 2

xx yy xx yy

xy

   
   

  
    

 
 

تجاهي  الأساسييي  الليذان يعرفيان  المسيتويان الأساسييان يمكي  تعيينهميا مي  المعادلية واع 1.65   بوضي

0x x        فنجد أن   

 sin2 2 cos2 0
xx yy xy

        

 ومنها                         

 
2

tan 2 1.68
xy

xx yy




 



 

oهغ الياوية بي  المحور حي   x : والمحور الأساسغ الأول   وبالتالغ فإن 

   
 

2 2
2 2

2
cos2 , sin 2 . 1.69

4 4

xx yy xy

xx yy xy xx yy xy

  
 

     


 

   

 

 كذلك أكبر إجهاد قاص يتعي  م  العلاقة : 

 
2

2

max

1
.

2 2

xx yy

xx yy xy

 
   

 
      

 
 

 

 ــــــ : 1م الــــ 

 كاند المركبات الكرتييية للإجهاد عند نقعة فغ جسم مرن فغ حالة إجهاد  

6 ., 30 ., 30 , 40 ., 0
xx yy zz xy yz zx

o Mpa Mpa Mpa Mpa             

 عي  كل م  المركبة العمودية والقاصة علش المستوى العمودي عليه إلش اللارج جيوب تمات اتجاهه هغ :

2

6 6 7
cos( , ) , cos( , ) , cos( , ) ,

11 11 11

Mpa. Mega Pascal,     1 Pascal Newtons / m . 

n ox n oy n oz  

 

 

 الحلــــــــــــ :

,بالتعويض فغ المعادعت التغ تعي   ,
nx ny nz

   : نحصل علش 

6 6 360 240 600
60 40 0 .,

11 11 11 11

6 6 240 180 60
40 30 0 .,

11 11 11 11

nx

ny

Mpa

Mpa


       


       

 



7 210
0 0 30 .

11 11
nz

Mpa       

 وبذلك تصبح المركبة العمودية هغ

cos( , ) cos( , ) cos( , )

600 6 60 6 210 6

11 11 11 11 11 11

5430
44.9 .

121

n nx ny nz
n ox n oy n oz

Mpa

      

     

 

 

والمركبة القاصة تتعي  م  العلاقة     
2 2

n n n
     . 

 ولك  : 

2 2 2
2

2 2 2 (600) (60) (210)

121 121 121

407700
.

121

n nx ny nz

MPa

         



 

 لذلك فإن :

 
2407700

44.9 36.78 .
121

n
Mpa     

 ــــــ : 2م الــــ 

 عند نقعة فغ جسم مرن مجهد المركبات الكرتييية للإجهاد هغ:

90 , 60 , 30 ,

30 , 30 , 60 .

xx yy zz

xy yz zx

Mpa Mpa Mpa

Mpa Mpa Mpa

  

  

  

  
 

عي  مركبيات الإجهياد منسيوبة إليش مجموعية إحيداتيات حيي  جييوب تميات اتجياه محاورهيا معرفية بالجيدول 

 الآتش :

o z o y o x  

1

3
 2

3
 

2

3
 

o x  

2

3
 

1

3
 

2

3
 

o y  

2

3
 

2

3
 

2

3
 

o z  

 



 الحلــــــــــــ :

,مييييييي  العلاقيييييييات التيييييييش تععيييييييش المركبيييييييات , , , ,
x x y y z z x y z x y z

     
           

بدعلييييييية المركبيييييييات  

, , , , ,
xx yy zz xy xz yz

        : نجد أن 

4 4 1 4 2 2
90 60 30 60 120 60 56.6 . ,

9 9 9 9 9 9

1 4 4 2 4 2
60 30 90 60 120 60 86.6 . ,

9 9 9 9 9 9

4 1 4 2 2 4
30 90 60 120 60 60 36.6 .

9 9 9 9 9 9

x x

y y

z z

MPa

MPa

MPa







 

 

 

            

            

            

 

4 2 2 2 4 4 2 2 4
90 60 30 30 30 60

9 9 9 9 9 9 9 9 9

46.6 . ,

2 2 2 2 4 2 4 4 2
60 30 90 30 60 30

9 9 9 9 9 9 9 9 9

46.6 . ,

2 1 4 4 1
30 90 60 60

9 9 9 9 9

x y

y z

x z

MPa

MPa







 

 

 

     
                    

     

 

     
                    

     

 

 
           

 

2 2 2 4
30 30

9 9 9 9

66.6 .MPa

   
         
   



 

 

 ــــــ : 3م الــــ 

 الآتغ :فغ جسم مرن مجهد وُجد أن حالة الإجهاد ك عند نقعة

3 . , 2 . , 0 , 1 . , 1 .xx yy zz xy xz yzMpa Mpa Mpa Mpa            

عي  الإجهادات الأساسية   والأتجاهات الأساسية المناظرة   وأكبر اجهاد قاصغ مناظر   تم أتبد أن 

 اعتجاهات الأساسية متعامدة .

 الحلــــــــــــــ :

 اعجهادات الأساسية تتعي  م  المعادلة 

0

xx n xy zx

xy yy n yz

zx yz zz n

   

   

   



 



 

 عجهادات نجد أنوبالتعويض بقيم ا

3 0 1

0 3 1 0

1 1 2







 

 

 

 



 أي أن 

       23 3 2 1 0 3 5 4 0                 

   3 1 4 0       

 وبالتالغ فإن الإجهادات الأساسية هغ  :

1 2 34 , 3 , 1     

 و أكبر اجهاد قاصغ هو  :

 max 1 3

1
1.5 .

2
Mpa     

  نستلدت المعادعت لإيجاد الإتجاهات الأساسية المناظرة  1.36 :  لإيجاد ذلك   كما يأتغ 

( الإتجاه الأساسغ المناظر للإجهاد الأساسغ 1
1 4    4  نحصل عليه بوض    فغ

المعادعت 1.36 نجد أن الإتجاه الأساسغ الأول يحقق المعادعت الآتية :والتعويض بقيم الإجهادات   ف 

       

     

1 1 1 1

1 1 1

cos , cos , 0 , cos , cos , 0 ,

cos , cos , 2cos , 0 .

n ox n oz n oy n oz

n ox n oy n oz

   

  
 

أننا بعرح المعادلة ال انية م  المعادلة الأولش   سوف نحصل علش المعادلة ال ال ة   لذلك سوف نقوت  عح 

 بحل المعادلتي  ال انية وال ال ة معا    فنحصل علش المعادلة 

     1 1 1cos , cos , cos ,n ox n oy n oz    

 ولك  

     2 2 2

1 1 1cos , cos , cos , 1n ox n oy n oz   

 لذلك م  المعادلتي  الأخيرتي    نحصل علش 

     1 1 1

1 1 1
cos , , cos , , cos , .

3 3 3
n ox n oy n oz    

 أي أن الإتجاه الأساسغ الأول هو 

1

1 1 1
, ,

3 3 3
n

 
  
 
 

 

2(  بالم ل الإتجاه الأساسغ المناظر للإجهاد الأساسغ 2 3  جد أنه يحقق المعادعت الآتية :  ن 

       2 2 2 2cos , 0 , cos , cos , cos , 0 .n oz n ox n oy n oz    

 أي أن 

     2 2 2cos , 0 , cos , cos ,n oz n ox n oy  



ولك                           2 2 2

2 2 2cos , cos , cos , 1n ox n oy n oz   

 لذلك فإن 

     2 2 2

1
cos , cos , , cos , 0 .

2
n ox n oy n oz    

أي أن الإتجاه الأساسغ ال انغ هو    
2

1 1
, , 0

2 2
n

 
   
 
 

 

سبق يمكننا الحصول علش الإتجاه الأساسغ المناظر للإجهاد الأساسغ (  كما 3
3 1   والذي يحقق  

 المعادعت الآتية :

   

   

     

3 3

3 3

3 3 3

2cos , cos , 0 ,

2cos , cos , 0 ,

cos , cos , cos , 0

n ox n oz

n oy n oz

n ox n oy n oz

 

 

  

 

 وم  هذه المعادعت نجد أن

     3 3 3

1
cos , cos , cos ,

2
n ox n oy n oz   

 ولك 

     2 2 2

2 2 2cos , cos , cos , 1n ox n oy n oz   

 لذلك فإن 

     3 3 3

1 2
cos , cos , , cos , .

36
n ox n oy n oz    

 أي أن الإتجاه الأساسغ ال ال  هو

3

1 1 2
, ,

36 6
n

 
   
 
 

 

 وحي  أن 

1 2 1 3 2 3. . . 0 .n n n n n n   

 لذلك فإن الإتجاهات الأساسية ال لاث متعامدة .

 ــــــ : 4م الــــ 

 فغ جسم مرن مجهد وُجد أن حالة الإجهاد كالآتغ : عند نقعة

3 . , 6 . , 1 . , 2 . , 2 .xx yy zz xy xz yzMpa Mpa Mpa Mpa Mpa             

 عي  الإجهادات الأساسية   والأتجاهات الأساسية المناظرة   وأكبر اجهاد قاصغ مناظر  .



 الحلــــــــــــــ :

 اعجهادات الأساسية تتعي  م  المعادلة 

0

xx n xy zx

xy yy n yz

zx yz zz n

   

   

   



 



 

 وبالتعويض بقيم اعجهادات نجد أن

3 1 2

1 3 2 0

2 2 6







 

   

 

 

 أي أن 

3 212 36 32 0      

   وبالتالغ الإجهادات الأساسية هغ  :واضح أن جذور هذه المعادلة   

1 2 38 , 2     

  و أكبر اجهاد قاصغ هو  :

 max 1 3

1
3 .

2
Mpa     

 . إيجاد الإتجاهات الأساسية المناظرة

1( الإتجاه الأساسغ المناظر للإجهاد الأساسغ 1 8    8  نحصل عليه بوض    فغ

المعادعت 1.36 : والتعويض بقيم الإجهادات   فنجد أن الإتجاه الأساسغ الأول يحقق المعادعت الآتية 

     

     

     

1 1 1

1 1 1

1 1 1

5cos , cos , 2cos , 0 ,

cos , 5cos , 2cos , 0 ,

cos , cos , cos , 0 .

n ox n oy n oz

n ox n oy n oz

n ox n oy n oz

   

  

  

 

معادلة ال ال ة   لذلك سوف نقوت بحل بجم  المعادلتي  الأولش وال انية سوف نحصل علش معادلة تكافئ ال

 المعادلتي  الأولش وال انية معا    فنحصل علش المعادلة 

     1 1 1

1
cos , cos , cos ,

2
n ox n oy n oz   

ولك                              2 2 2

1 1 1cos , cos , cos , 1n ox n oy n oz   

 لذلك م  المعادلتي  الأخيرتي    نحصل علش 

     1 1 1

1 1 2
cos , , cos , , cos , .

36 6
n ox n oy n oz     



 الأساسغ الأول هو أي أن الإتجاه 

1

1 1 2
, ,

36 6
n

 
   
 
 

 

أن الإجهادات الأساسية   يوجد منها أتنان متساويان   ولك  هذا عيعنغ أنهما متساويان فغ الإتجاه    عح 

 وسوف نوضح كي ية الحصول علش الإتجاه ال ال  .

2( الإتجاه الأساسغ المناظر للإجهاد الأساسغ 2 2  : نجد أنه يحقق تلاث معادعت تكافئ المعادلة   

     2 2 2cos , cos , 2cos , 0n ox n oy n oz   

 لذلك سوف نقوت بحلها م  المعادلة

     2 2 2

2 2 2cos , cos , cos , 1n ox n oy n oz   

 فنجد أن عدد المعادعت أقل م  عدد المجاهيل   لذلك سوف ن ر  قيما  اختيارية لأحد المجاهيل .

بوض    2cos , 0n ox   نجد أن   

       2 2 2 2

1 2
cos , 2cos , cos , , cos ,

5 5
n ox n oz n oz n oy      

 أي أن الإتجاه الأساسغ ال انغ هو 

2

2 1
0 , ,

5 5
n

 
   
 
 

 

3( حي  أن 3 2 2     لذلك فإن الإتجاه ال ال   3n   يكون أي اتجاه عمودي علش المستوى الذي

1يجم  المتجهي   2,n n  :  ويحقق العلاقات الآتية 

2

1 3 2 3 3. 0 , . 0 , 1n n n n n   

 أي أن 

     

   

     

3 3 3

3 3

2 2 2

3 3 3

cos , cos , 2cos , 0 ,

2cos , cos , 0 ,

cos , cos , cos , 1 .

n ox n oy n oz

n oy n oz

n ox n oy n oz

  

 

  

 

 م  المعادلة الأولش وال انية   نجد أن 

       3 3 3 32cos , cos , , cos , 5cos , .n oy n oz n ox n oy   

 وبالتعويض فغ المعادلة ال ال ة   نحصل علش الإتجاه ال ال  فغ الصورة

3

5 1 2
, ,

30 30 30
n

 
   
 
 

 



 ــــــ : 5م الــــ 

 فغ جسم مرن مجهد وُجد أن حالة الإجهاد كالآتغ : عند نقعة

( ) , 0 ,

( ) , 0 ,

( ) , , 0 .

xx yy zz xy zx yz

xx yy zz xy zx yz

xx yy xy zz xz yz

i

ii

iii

      

      

       

     

     

     

 

 عي  سعح كو غ للإجهادات فغ كلٍ م  الحاعت السابقة   

 الحلــــــــــــ :

الإجهاد بالنسبة لحالة  i غ :  معادلة سعح كو غ ه 

2
2 2 2 2 2 2 2 , tan .

c
c c is cons t       


         

وهغ تم ل معادلة كرة نصف قعرها 
c


 . 

دأما بالنسبة لحالة الإجها ii معادلة سعح كو غ هغ   فإن         : 

2
2 2 2 c

c  


     

وهغ تم ل معادلة اسعوانة دائرية نصف قعرها 
c


 . 

أما حالة الإجهاد iii معادلة سعح كو غ هغ   فإن         : 

2 2 22 c        

 العامة ( فغ المستوى . دائرية ) فغ الحالة وهغ تم ل معادلة اسعوانة

 

 ــــــ : 6م الــــ 

 جهاد كالآتغ :فغ جسم مرن مجهد وُجد أن حالة الإ عند نقعة

80 . , 40 . , 30 .xx yy xyMPa MPa MPa     

استلدت دائرة موهر فغ المستوى لتعييي  الإجهيادات الأساسيية مقيدارا  واتجاهيا   وكيذلك أكبير قيمية للإجهياد 

 الإجهاد العمودي المناظر .أوجد كذلك القاص واتجاهها  و

 الحلــــــــــــ :

نأخذ محوري  أحدهما أفقغ   يم ل المركبة  ستوىفغ الملرسم دائرة موهر لحالة الإجهاد الحالية 

العمودية  n والآخر رأسغ يم ل المركبة القاصة    n  نحدد مركي الدائرة  C  علش المحور



الأفقغ علش بعد 
2

xx yy  
 
 

  تم نحدد النقعة التغ احداتياتها  oصلم  نقعة الأ   ,xx xy    

أي النقعة  80 , 30 وسوف نسميهاA  نحدد النقعة التغ احداتياتها   وكذلك ,xx xy   أي  

النقعة  80 , C  تم نرسم دائرة موهر والتغ نصف قعرها  Bوسوف نسميها 30 A  وتمر  

A,بالنقعتي   B ( 9  كما فغ  كل. ) 

                                                                                                         
n    

                                                           D 

                                                                             B 
 

 

 

 

                 2 no C   

 

                                   

                                              A          

                                                                 E 

 (9 كل )                                                             

A,واضييح أن النقيياط B  توضييح حاليية الإجهيياد بالنسييبة لمجموعيية اعحييداتياتo x y  وأن النقيياط,A B 

 للإجهادات الأساسية   علش الترتي    حي  تتعينان م  العلاقة :تم ل أكبر وأقل قيمة 

2 2 2 2

1,2

1 max

2 min

1 1
60 (80 40) (30) 60 (40) (30)

4 4

60 36.05

96.05 . ,

23.95 .

MPa

MPa



 

 

      

 

  

 

 

A,واضح  أيضا  أن الل   B   2يم ل حالة الإجهاد التغ تميل علش المحاور الأصلية بياوية  وحي  أنه 

 تتعي  م  العلاقة : 2ة فإن الياوية فغ حالة الإجهاد الأساسي 

2
tan 2

xy

xx yy




 



 

12 30 3 1 3
tan 2 tan 28.15 118.15

80 40 2 2 2

o oor  
    


 

 الأولغ .وهغ تععغ الإتجاه الأساسغ   

2 



E,أكبر قيمة للإجهاد القاصغ تعينها  النقعتان  D  حي   

  2 2

max 1 2

1 1
(80 40) (30) 36.05 .

2 4
MPa          

 أكبر قيمة للإجهاد القاصغ تؤتر فغ اعتجاه الذي يصن  زاوية م  المحور الأفقغ مقدارها

28.15 45 73.15 118.15 45 163.15
oo o o o oor    

Cالإجهاد العمودي المناظر لأكبر إجهاد قاص يساويا   طول  D   60أي يساوي .Mpa  . 

 

 ــــــ : 7م الــــ 

oجد مركبات ممتد الإجهاد فغ مجموعة الإحداتيات أو x y z    والتيغ تنيتج مي  دوران مجموعية المحياور

oالأصلية  x y z  بياوية   
2




 
 

 
oحول المحور    z . 

      ــــــــــ :الحلــ

                                                                                       z    

                                                                                             z                                                                                          

 

                                        y  

                                                                              

                                         y                                                   o 

                                                                                                                  

                                                                                                          x               x  

 ( 11 كل )                                                                             

z  لييذلك فييإن محييور zحييي  أن المحيياور دارت حييول محييور  سييوف ينعبييق علييش محييورz ومحييور  y  

x  ومحييور yميي  محييور سييوف يصيين  زاوييية    سييوف يصيين  زاوييية ميي  محييورx  باسييتلدات  

المعادعت      1.18 , 1.19 , . . . ,  ور   نجد أن :  م  الأخذ فغ الإعتبار اليوايا بي  المحا 1.23

2 2 2

2 2

cos cos cos 2 cos cos
2 2 2

2 cos cos 2 cos cos
2 2 2

cos sin 2 cos sin .

x x xx yy zz xy

yz xz

xx yy xy

  
        

  
   

      

 

     
           

     

     
       

     

  

 



2 2 2

2 2

cos cos cos 2 cos cos
2 2 2

2 cos cos 2 cos cos
2 2 2

sin cos 2 cos sin .

y y xx yy zz xy

yz xz

xx yy xy

  
        

  
   

      

 

     
           

     

     
       

     

  

 

 

   

2 2 2cos cos cos 0 2 cos cos
2 2 2 2

2 cos cos 0 2 cos 0 cos .
2 2

z z xx yy zz xy

yz xz zz

   
    

 
  

 

       
           

       

   
     

   

2

2

cos cos cos cos cos
2 2 2

cos cos cos
2 2

cos cos cos cos
2 2 2

cos cos cos cos
2 2 2

x y xx yy zz

xy

yz

xz

  
       

 
   

  
  

  
  

 

     
          

     

    
        

    

      
         

      

     
      

    

 

 

  2 2

1
sin 2 cos 2 .

2

cos cos cos cos cos cos 0
2 2 2 2

cos cos cos cos
2 2 2

cos cos 0 cos cos
2 2

xx yy xy

y z xx yy zz

xy

yz xz

    

   
     

  
  

 
  

 

 
 
 

  

       
           

       

      
         

      

   
     

   
 cos cos 0

2

cos sin .yz xz




   

   
    

   

 
 

 

   2

cos cos cos cos cos 0 cos
2 2 2 2

cos cos cos cos
2 2 2

cos cos 0 cos cos 0 cos cos cos
2 2 2

x z xx yy zz

xy

yz xz

x

   
     

  
  

  
    



 

       
           

       

      
         

      

        
            

        

 cos sin .z xy  

 

 

o,أن المحوري  عح   z o z    المحاورعموديي  علش المستوى الذي يجم, , ,o x o y o x o y    

o,وبالتالش فإن الياوية بي  أيٍ م  المحوري  z o z  وأيٍ م  المحاور, , ,o x o y o x o y   تكون

 زاوية قائمة    أما باقغ اليوايا فيمك  الحصول عليها م  الرسم الآتغ  :



 

 

                                                                                         y 

                                                                                                     y  

 

 

      

                          x                                                                             

                                                                   

                         x                                                                 o  

 تعبيق :

 حل الم ال السابق عندما 

) , ) , ) .
4 3 2

i ii iii
  

     

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 " تمـــــــــــــاري  "

 

 اختبر حالة الإجهاد الآتية    هل تحقق معادعت اعتيان فغ حالة تياب القوى الجسمية أت ع  ؟  (1)

2 2 2 4
3 3 , 3 , 3 ,

3

3 3
, 0 , .

4 2

xx yy zz

xy yz xz

x y z y x y z

z x y

  

  

       

     

 

 

 ا كاند مركبات ممتد الإجهاد عند نقعة فغ جسم مرن هغ  :إذ (2)

2 2 2 2

3 2 2

3 , 2 2 , 2 ,

, , .

xx yy zz

xy yz xz

x y z x y z x y z

x y z x y z y xz

  

  

         

      
 

 أتبد أن هذه الحالة للإجهاد تحقق معادعت الإتيان فغ حالة تلا غ القوى الجسمية  .       

 

 إذا كاند مركبات ممتد الإجهاد عند نقعة فغ جسم مرن هغ  : (3)

2 2 2 3 3 3

2 2

, , 9 ,

, , .

xx yy zz

xy yz zx

a x b y c z d x c y f z x h y i z

k l y m z n x p z

  

  

        

    
 

 أوجد مركبات القوى الجسمية التغ تحقق معادعت اعتيان لهذه الحالة  .      

 

 إذا كاند مركبات ممتد الإجهاد عند نقعة فغ جسم مرن هغ  : (4)

, 0 .xx yy zz xy yz zx            

     أوجد مركبات متجه الإجهاد المحصل عند هذه النقعة   إذا كان متجه الوحدة العمودي علش الجسم عند      

   nهذه النقعة هو       
1 1

, , 0
2 2

n
 

  
 
 

  . 

 

 إذا كاند حالة الإجهاد داخل جسم مرن تععش بالعلاقات: (5)

22 , 0 , 0 , 5 , 2 , 0 .xx yy zz xy yz xzx y y x           

عي  الإجهاد المحصل   مقدارا  وإتجاها    عند النقعة        2 , 1 ,  التغ تق  علش المستوى      3

2المماس للاسعوانة        2 4y z   . 



 إذا كاند مركبات ممتد الإجهاد عند نقعة فغ جسم مرن هغ  :  (6)

40 . , 60 . , 40 . ,

80 . , 50 . , 60 .

xx yy zz

xy yz zx

MPa MPa MPa

MPa MPa MPa

  

  

  

  
 

عي  المركبة العمودية والمركبة القاصة للإجهاد وكذلك الياوية بي  للإجهاد المحصل       
nT    

  nوالعمودي      
4 4 7

, ,
9 9 9

n
 

  
 

   عند هذه النقعة . 

 

 يصن  زوايا متساوية م  محاور الإحداتيات . nحل التمري  السابق   إذا كان العمودي  (7)

 

   كاند المركبات الكارتييية للإجهاد هغ : عند نقعة م  جسم مرن مجهد  (8)

70 . , 60 . , 50 . , 20 . , 0 .xx yy zz xy zxMPa MPa MPa MPa          

 عي  الإجهاد العمودي والقاص علش المستوى العمودي عليه جيوب تمات اتجاهه هغ :      

12 15 16
cos( , ) , cos( , ) , cos( , )

25 25 25
n ox n oy n oz   

 

oبالنسبة لمجموعة الإحداتياتإذا كاند حالة الإجهاد  (9) x y z :  هغ  

90 . , 60 . , 30 . ,

30 . , 30 . , 60 .

xx yy zz

xy yz xz

MPa MPa MPa

MPa MPa MPa

  

  

  

  
 

oعي  هذه الحالة للإجهاد منسوبة إلش مجموعة الإحداتيات         x y z   : المعرفة بالجدول الآتغ 

IV III II I  

2
 0 

2
 

4
 x x  

0 
2

 
2

 
4

 y y  

2
 

2
 0 0 z z  

 

 إذا كاند مص وفة ممتد الإجهاد عند نقعة فغ جسم مرن مجهد هغ : (11)

4 2 63 1 1 2 1 3

1 0 2 , 1 0 6 , 2 4 2 3 .

1 2 0 3 6 16 6 2 3 0

I II III

    
    

          
           

 

 عي  الإجهادات الأساسية والأتجاهات الأساسية المناظرة وكذلك أكبر إجهاد قاصغ   لكل حالة .      



 عند نقعة فغ جسم مرن مجهد وجد أن الإجهادات الأساسية هغ : (11)

1 2 3150 . , 100 . , 50 .MPa MPa MPa     

 عند هذه النقعة        nعي  المركبة العمودية والقاصة للإجهاد عند هذه النقعة إذا كان العمودي لللارج        

  جيوب تمات اتجاهه بالنسبة للإتجاهات الأصلية هغ :       

     1 2 3

3 1
cos , , cos , 0 , cos , .

2 2
n n n n n n   

 الإجهاد عند نقعة فغ جسم مرن هغ :إذا كاند مركبات ممتد  (12)

100 . , 80 . , 20 . , 0 .xx yy xy zz zx yzMPa MPa MPa           

 عي  الإجهادات الأساسية وكذلك أكبر إجهاد قاصغ   تحليليا  تم بيانيا  باستلدات دائرة موهر .        

xإذا كاند مركبات ممتد الإجهاد عند نقعة فغ جسم مرن واق  فغ المستوى (13) y غ  :ه 

100 . , 80 . , 40 .xx yy xyMPa MPa MPa       

 أوجد الإجهادات الأساسية واعتجاهات الأساسية المناظرة واكبر إجهاد قاص مناظر .        

 

 عند نقعة فغ جسم مرن مجهد   كاند الإجهادات الأساسية هغ : (14)

1 2 356 . , 35 . , 14 .MPa MPa MPa     

 والإجهاد العمودي المناظر له . باستلدات دائرة موهر   عي  أكبر إجهاد قاص        

  

 إذا كاند حالة الإجهاد عند نقعة فغ جسم مرن مجهد تععش م  العلاقات الآتية : (15) 

5 . , 6 . , 1 . ,

0 , 12 .

xx yy zz

xy xz yz

MPa MPa MPa

MPa

  

  

    

   
 

   nTعي  مركبات المتجه الإجهاد        
2 1 2

3 3 3
n i j k    دائرة موهر .  محققا  النتائج باستلدت 

أتبد أن معادعت الإتيان للجسم المرن فغ الإحداتيات القعبية الأسعوانية  (16) , , z  : هغ 

1
0 ,

21
0 ,

1
0 .

z

z

z z zzz
z

F
z

F
z

F
z z

    



   



  

    

   

   

   

  

  

   
    

  

  
    

  

  
    

  

 

 

أستنتج معادعت الإتيان للجسم المرن فغ الإحداتيات القعبية الكروية  (17) , ,   . 
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 " انغــــــــــــالباب ال " 

 

 Analysis of Strainتحليل اعن عال    

 (: مقدمة:1بند )

 أما الآن فسوف نهتم بتحليل اعن عال .   فغ الباب الأول كان اهتمامنا بتحليل الإجهــــاد         

Aتياح إلش نقعة أخرى م ل  A ر  أن لدينا جسم يق  تحد تأتير حمل خارجغ   بحي  أن نقعة م ل ب  

Bتياح إلش نقعة أخرى م ل  B  كذلك نقعة م ل    وكذلك بالنسبة لجمي  نق  الجسم حتش يأخذ الجسم  

 . (1رقم ) موضعه الجديد   كما هو مبي  بال كل

 

 

 

 

 

 

 

     

 

 (1 كل )

A,عندما يأخذ الجسم موضعه الجديد فإن إزاحة أي نقعتي  م  الجسم م ل  B  هما,A A B B   

علش الترتي  . وهذه الإزاحة تنتج كنتيجة للان عال "تاير فغ ال كل"    أو تنتج ع  حركة جسم متماسك 

 . قال تم دوران أو خلي  م  النوعي   انت

عموما  يقال أن الجسم فغ حالة ان عال إذا كان الموض  النسبغ لنق  الجسم يتاير   والتاير فغ        

 الموض  النسبغ لنق  الجسم يسمش بالتاير فغ ال كل . ودراسة هذا الموضوا يسمش بتحليل اعن عال .

م  الجسم منسوبة  Mقبل التاير فغ ال كل وأن إحداتيات نقعة  Vإذا فرضنا أن لدينا جسم ما   حجمه 

oلمجموعة الإحداتيات الكارتييية  x y z  هغ , ,M x y z وأن إحداتيات ذات  النقعة M   بعد

)ث التاير النسبغ فغ جيئيات الجسم هغ حدو , , )M x y z     وأن حجم الجسم أصبحV    . وإذا

Vإلش الحجم   Vدراستنا علش التاير المستمر فغ ال كل م  الحجم تصراقت    ؛ فإن المعادعت التغ

 :     التاير هغ تصف هذا

B  

B 

A 

A  
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x f x y z

y f x y z

z f x y z













 

وسوف ن تر  أن المعادعت  2.1   أي أنه لكل قيمة   وحيدة القيمة( , , )x y z فغ الحجمV  

)يناظرها قيمة وحيدة , , )x y z    فغ الحجمV       لقيم   أي لها حل واحد فق( , , )x y z  . وكذلك

)كل قيمة  , , )x y z   فغV    وحيدةيناظرها قيمة( , , )x y z  فغ الحجمV   . وبذلك يمك  القول

المعادعتأن  2.1  م  الحجم تحويلةتم لV   إلش الحجمV    وتكون العلاقة بي  نقاط الحجمي  عبارة

 (  .  one - to - one) ع  تناظر أحادي

أن أجياء م  التحويلة عح  2.1 تم ل حركة جسم متماسك ( Rigid body motion   )  وهش عبارة

  وهذا النوا م   للجسم كله ( ( Translation& Rotation ع  إزاحة انتقالية تم إزاحة دورا نية 

ع يتاير المتجه الواصل م  أي نقعتي  م  الجسم أن التاير فغ ال كل ع يحدث تاير فغ أبعاد الجسم أي 

الجيء ال انغ   أما  ما نتعر  لدراسة اعن عال للجسم المرنع يهمنا ك يرا  عندالتاير وهذا النوا م  طوله 

م  التحويلة 2.1 يم ل ما يسمش تاير خالصف ( فغ ال كل Pure Deformation )    والمهم أن نعرف

 . م  التاير ي النوع كلا نميي بي نحصل علش كل منهما وأن كيف 

كون فيها التحويلة ت سوف نعتبر الحالة البسيعة التغ  2.1  مععاه فغ صورة معادعت خعية . أي أن

1 الدوال 2 3( , , ) , ( , , ) , ( , , )f x y z f x y z f x y z   المتايرات دوال خعية فغتكون  , ,x y z . 

   : Affine transformation: التحويلة المتجانسة (2) بند

 تادعالتحويلية المم لية بالمعي        2.1  تسيمش متجانسيةAffine  لنقعيةاحيداتيات إإذا ميا كانيدM  بعيد

,أي أن  ؛  قبيل التايير فيغ ال يكل هاحيداتياتإالتاير فغ ال كل دالة خعية فغ  ,x y z    دوال خعيية تكيون

,فغ   ,x y z  وضعها فغ الصورة ويمك : 
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x a x a y a z a

y a x a y a z b
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11 حي  12 13 21 22 23 31 32 33, , , , , , , , , , ,a a a a a a a a a a b c  يتضح فيما بعد    وسوفتوابد

الذي م  أجله اختيرت العناصر القعرية فغ الصورة السب      11 22 331 , 1 , 1a a a    . 

لكغ يكون للمعادعت ال رط اللازت 2.1 حل وحيد هو 

 المعاملات عيساوي ص ر " " محدد 

 أي أن : 
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21 22 23

31 32 33

1

1 0 2.3
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a a a

a a a

a a a



 



 

التحويلة المتجانسة  2.2  وهغ  :لها بعض اللواص الهامة 

,التحويلة العكسية تكون متجانسة   أي أن  (1 ,x y z  تكون دوال خعية فغ, ,x y z        وتكت   

 هذه التحويلة فغ الصورة  :      
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31 32 33
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1 . 2.4

x b x b y b z a

y b x b y b z b

z b x b y b z c

  

  

  

    

    

    

 

11حي        12 13 21 22 23 31 32 33, , , , , , , , , , ,b b b b b b b b b a b c     توابد . 

  تق  بعد التحويلة فغ مستوى    قبل التحويلة ك  يتق  فغ مستوى ما ول التغ طاأي مجموعة م  النق (2

0Aالمعادلة إذا كاند . و وليك   آخر      x B y C z D     تم ل معادلة المستوى          

تالمعادعفإنه باستلدات       2.4  مستوىالنحصل علش معادلة   فغ الصورة    

0A x B y C z D      . 

   Lتق  علش خ  مستقيم آخر   قبل التاير فغ ال كل  Lما وليك  ط التغ تق  علش خ  مستقيم االنق  (3

   يعنش أن أي مقع  م  مستقيم ينقل إلش مقع  آخر م  مستقيم آخر. وكذلك أي متجه ينقل إلش  وهذا      

       .متجه آخر      

المتجه ب ر  أن لدينا , ,P    صبح أللتاير فغ ال كل  بعدو , ,          فإذا     

هش  Pبداية المتجه كاند 0 , ,o o oM x y z هش تهوأن إحداتيات نهاي , ,M x y z فإن   

 0 0 0, , . 2.5x x y y z z         

هش  تهبداي   فإذا كاند احداتيات وبالنسبة للمتجه  0 0 0 0, ,M x y z     تهحداتيات نهاياو       

هش , ,M x y z    فإن   

 0 0 0, , . 2.6x x y y z z                

 م  المعادعت     2.2 , 2.5 .  : حصل علشن  2.6
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 .  عبارة ع  دالة خعية فغ المتجه وهذا يعنش أن المتجه 



وكذلك م  المعادعت 2.7 قبل التاير فغ ال كل يكونان متساويان بعد ينجد أن أي متجهي  متساوي  

تكون متوازية كذلك بعد التاير فغ  قبل التاير فغ ال كل وكذلك المتجهات المتوازية   التايير فغ ال كل

 . وكذلك ك ير الأضلاا ينقل بعد التاير فغ ال كل إلش ك ير أضلاا   والنسبة بي  أطوالهم تظل تابتة ال كل

وحي  أن أي جسم يمك  القول بأنه يتكون م  مجموعة م  ك يرات الأضلاا وبالتالغ يمك  القول  . أيضا  

أي أن التاير فغ ال كل   سوف تتاير بعريقة واحدة   موضعها  ع النظر  اضب  ياء الجسم بأن جمي  أج

 .متجانس  كونالناتج ع  تحويلة متجانسة ي

 

 :  التحويلة المتجانسة المتناهية فغ الصار : (3) بند

التحويلة المتجانسة  2.2  تسمش عادة متناهية فغ الصارInfinitesimal    إذا كاند المعاملات 

 , 1,2,3 , , ,ija i j a b c     أي أتني  ) أو أك ر (  ومعنش ذلك أن حاصل ضرب  كميات صايرة جدا

 ذاتها .همل بالنسبة للكمية ي إ يٍ منها ) أو القوى الأعلش (   مرب  ومنها   أ

م  المعادعت 2.2 نحصل علش : 
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. 2.8

x x a x a y a z a

y y a x a y a z b

z z a x a y a z c







    

    

    

 

النقعية بعيد التايير فيغ  ذاتقبيل التايير فيغ ال يكل  وإحيداتيات  ميا ونلاح  أن هذا ال رق بي  إحداتيات نقعية

تحويلية أخيرى عليش النقعية  عميلو ب  ن هيذه التحويلية ع نهائيية فيغ الصيار لأ   صايرا   ا  ال كل يكون مقدار

 , ,x y z    لتصبح , ,x y z   تها فغ الصورة بحي  يمك  كتاب 
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x b x b y b z a
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حي  , 1,2,3 , , ,ijb i j a b c     توابد. 

أمك  نقل النقعة  فغ الصار    متناهيتي    أي أنه بواسعة تحويلتي  متجانستي  , ,x y z  إلش

النقعة  , ,x y z   . 

م  المعادعت    2.2 ,  نستنتج أن 2.9
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1 ,

1 ,

1 , 2.10

x c x c y c z a

y c x c y c z b

z c x c y c z c







    

    

    

 

 : حي 



 

 

, , 1,2,3

, , . 2.11

ij ij ijc a b i j

a a a b b b c c c

  

          
 

 أي أتني  منها   م ل  وذلك بإهمال حاصل حاصل ضرب

11 11 12 12 13 13, , , . . .a b a b a b 

 فغ ةهغ تحويلة متجانسة متناهي    وهذا يعنش أن محصلة تحويلتي  متجانستي  متناهيتي  فغ الصار

 .  يضا  أ الصار

 ةتحويلة متجانسة متناهي تهامحصلتكون ف المتناهية في الصغر عدد من التحويلات المتجانسة علىويمكن تعميم ذلك 

 .  أيضا   الصغر في

 

 : المتناهية فغ الصار المتجانسة مركبات التحويلة : (4) بند

سوف نقتصر هنا علش فصل التحويلة المم لة بالمعادلة  2.7  هما يناظر اأحد   إلش مركبتي  جيئيتي

 اللالص )النقغ ( فغ تايربالناظر ما يسمش ت ىخروالأ  Rigid body ) جسم صل  ( حركة جسم متماسك

 . Pure deformation ال كل

بمعرفة الكمياتلاحظة أنه يو , 1,2,3ija i j   التحويلة   فإن 2.7 وف تكون معلومة تماما    فغ س

التحويلة حي  أن  2.2     وذلك لأن الكميات تكون عتيال تير معلومة تماما, ,a b c  عتيال تير

 متماسك . أن هذه الكميات تناظر إزاحة انتقالية لجسم  نجد ولك  فغ الواق    معلومة

 : الكميات فغ هاوط اللازت توافرسوف نبح  الآن ال ر

   , 1,2,3 2.12ija i j   

 لكغ تم ل المعادعت
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31 32 33
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a a a
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ال ييرط الييلازت و   التييغ تتكيون بييدورها مي  حركيية انتقالييية تيم حركيية دورا نيية   حركية جسييم متماسيك فقيي  

 ا  تابتي ا  يظل مقيدار لتاير فغ ال كل: " طول أي متجه يصل بي  نقعتي  فغ الجسم قبل اوالضروري لذلك هو 

   مهما أتر علش الجسم قوى خارجية " .

 يم ل طول المتجه P ذا كانفإ , ,P     الذي يصل بي  نقعتي  فغ الجسم قبل التاير فغ  

 : أي أنلش الجسم قوى خارجية     مهما أتر ع ا  تابت ا  يظل مقدار ) أو مربعه ( فان هذا العول ال كل  

 
2

2 2 2 , 2.14       

 . دائما   ا  تابت ا  مقداريظل 



 تي م  المعادل   2.13 , نجد أن :                       2.14

 

   

2 2 2

11 22 33 12 21

31 13 23 32 (2.15)

a a a a a

a a a a

     

   

  

    

    

   

 

0Pفإن ذلك ل   لجمي  قيم, ,     عندما: 

 11 22 33 12 21 31 13 23 320 , 0 , 2.16a a a a a a a a a          

الضروري لكغ تم ل التحويلة  اعزت و وبذلك يكون ال رط 2.13  فق  هو أن متماسكحركة جسم   : 

      , , , 1,2,3 , . 2.17ij jia a i j i j    

وفغ هذه الحالة تسمش الكميات , , , 1,2,3 ,ija i j i j   متلال ة التماتل Skew- Symmetric 

ك يمك  كتابة التحويلة وبذل 2.13 فغ الصورة : 

 21 13 21 32 13 32, , . 2.18a a a a a a                 

 : فغ الصورة Pة و كتاب

 1 2 3 2.19

i j k

P w P w w w

  

    

 .Infinitesimal  rotation vector   يم ل متجه الدوران المتناهغ فغ الصار  wحي  المتجه

 لهاالمناظرة  السرعة اللعيةفإن العلاقة بينها وبي   حالة دوران جسم متماسك بسرعة زاوية  ) فغ

 v  عند نقعة ما   هغ  v      حي  P ة لمركي الدوران ( . هو متجه موض  هذه النقعة بالنسب 

Pأي أن  P t w P       فإن وبذلك w dt     حي  : 

   

   

1 32 23 32 23 2 13 31 13 31

3 21 12 21 12

1 1
,

2 2

1
. 2.20

2

w a a a a w a a a a

w a a a a

         

    

 

 المعادعت التغ تم ل حركة جسم متماسك فغ هذه الحالة يمك  الحصول عليها وذلك بملاحظة أن

, ,o o ox x y y z z        

 : التالغ فإن وب 

, ,

, , .

o o o

o o o

x x y y z z

Or x x y y z z

        

        

     

     
 



وباستلدات المعادعت  2.18  نجد أن: 

 
21 13 21 32

13 32

, ,

. 2.21

o o

o

x x a a y y a a

z z a a

       

   

     

  
 

م  العرف الأيم  للمعادلة  نلاح  أن الجيء الأول 2.21 وهو, ,o o ox y z    يم ل حركة انتقالية

للنقعة ذات الإحداتيات , ,o o ox y z  بينما الجيء الباقغ يم ل حركة دورانية حول محور يمر بالنقعة

 , ,o o ox y z   ولك  م  المعلوت أن أي مجموعة م  الكميات , , , 1,2,3ija i j   يمك  تحليلها

وذلك  Symmetric and Skew-Symmetricتماتل ال متلال ةإلش مجموعة متماتلة ومجموعة 

 : التالغك

     
1 1

2.22
2 2

ij ij ji ij jia a a a a    

المعادعت أخذوبالتالغ ت 2.13 الصورة : 
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 ويمك  كتابتها فغ الصورة:
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 حي    
1

, , , 1,2,3 .
2

ii ii ij ji ij jie a e e a a i j                                    

 : ويمك  وضعها فغ الصورة
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 المركبات , 1,2,3 , iji j e نقغ (  وتم ل تاير خالص  د اعن عال وهش متماتلة متتسمش مركبات م ( 

 أي أن التحويلة المتناهية فغ الصار المم لة بالمعادلة   Pure deformationفغ ال كل  2.13 

م ل حركة جسم يوالأخرى ) نقغ ( فغ ال كل  حدهمـــــــــــا يم ل تاير خالص  اتحتوى علش جيئي  

 .) دوران وانتقال (  متماسك

سوف نستبدل الرموز :  ملحوظة , 1,2,3 , iji j e  بالرموز , , , , lml m x y z e 

,(   الإجهاد حليلتالباب الأول ) ستلدمة فغ لكش تت ق م  الرموز الم ,x y z اتجاه المحياور ت ير إلش  .

التحويلة المم لة بالمعادعت لذلك فإن  2.24 يمك  كتابتها فغ الصورة 
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 عح  أن التحويلة 2.25 بدون الحدود التغ تحتوى علش تابتها تم ك 1,2,3 , iii w 

   Pure homogeneous deformation وتسمش بالتحويلة اللالصة المتجانسة

 ) فان ممتد اعن عال  لذلك  كما فغ حالة ممتد الإجهاد  توصف بواسعة تس  مركبات للانتقال  هغو

 : أنأي    يكون متماتلة لممتد الإجهاد ( المناظر

 , , . 2.26xy yx zx xz yz zye e e e e e    

 : وبالتالغ يمك  كتابة ممتد اعن عال فغ الصورة

 . 2.27

xx xy zx

xy yy yz

zx yz zz

e e e

e e e

e e e

 
 
 
 
 

 

 

 :  : المعنش الهندسغ لمركبات اعن عال (5) بند

 لمركبةافم لا   كل مركبة م  مركبات اعن عال التس  )السد نظرا للتماتل( ذات معنش هندسغ بسي       

xxe :  يمك  الحصول علش معناها الهندسغ كما يلغ 

المعادلة  2.15   ة يمك  كتابتها فغ الصور   متماتل مركباته متماتلة بعدما عرفنا اعن عال وأن: 

 2 2 2. 2 2 2 . 2.28xx yy zz xy zx yze e e e e e                



oرفغ اتجاه المحو فإذا ما اخترنا المتجه  x   وبذلك تصبح مركباته هغ( , 0 , 0)     وهذا قبل أن

المعادلة أخذوبذلك ت    يحدث أي تاير فغ ال كل 2.28 الصورة : 

 2. , 2.29xxe     

وحي  أن    لذلك فإن   : 

 2.30xxe
 




 

المعادلة 2.30  العرف الأيم  منها يم ل اليييادة النسيبية فيغ طيول المتجيه الميأخوذ فيغ اتجياه المحيور 

o x قبل التاير فغ ال كل . 

أي أن 
xxe  فغ اتجاه المحور لعول بالنسبة لوحدة الأطوال لمتجه مأخوذتم ل التاير فغ اo x    وبالتالغ

إذا ما تلا د جمي  مركبات ممتد اعن عال ما عدا 
xxe المحور سوف يييد  هذا فان أي متجه فغ اتجاه

بمقدار
xxe 0إذا كان  الأصلغ مضروبا فغ طولهxxe      سوف يقل بمقدارو

xxe مضروبا فغ طوله 

0xxeإذا كان    الأصلغ    . تمدد  كون هنا فغ الحالة الأولش ي أنه أيExtension  وفغ الحالة ال انية

oمكع  م  المادة المرنة يتاير طوله فغ اتجاه المحوروبالتالغ أي    Contraction  يم ل انكماش x 

o,كل م  المحوري  ولك  أبعاده فغ اتجاه  y o z وبذلك يصبح المكع  بعد التاير فغ  غ  ظل كما هت

حويلات تسمش وم ل هذه الت  Rectangular parallelepipedال كل علش هياة متوازي مستعيلات 

Simple homogeneous extension . 

yy,العريقة يمك  ت سير المعنش الهندسغ لكل م   استلدات ذاتوب zze e  . 

للحصول علش المعنش  ) الاير قعرية فغ ممتد اعن عال (   للمركبات المماسية إيجاد المعنش الهندسغ

الهندسغ  للمركبة
yze    متجهان التعتبر,A B     بحي  أن مركباتA  غه  20 , , 0A  ومركبات

B غ ه  0 , 0 , B  ي  فغ اتجاه المحور  قبل التاير فغ ال كل   أي أنهما,o y o z   علش التوالغ .   

A,المتجهانفإن لتاير فغ  كل ا بعد B  يصبحا ,A B   حي    

 

   

1 2 2 3

1 2 3 3

,

. 2.31

A A i A A j A k

B B i B j B B K

  

  

    

    
 

 

 

 

 



                                                                                                                        z 

 

 

                                  
3B B k                                                                                                                           

                                                                                                              B  

                                                                                     3 3B B 

                                  
3A                                            A                  

                                                                                                                                                                                              

    y             1A       2A                2A A j       1B               2B       o    

                                                                                                                                x  

 

 

, هيييغ الياويييية بيييي  المتجهيييان  فيييإذا كانيييد  ,A B  ( (2   ) كميييا ب يييكل)  أخيييذها مسييياوية نوسيييوف

للمقدار
2

yz




 
 

 
 .سوف يحدد فيما بعد   مقدار صاير   yzحي     

          : نجد أن تعريف حاصل الضرب القياسغ لمتجهي  م 

   1 1 2 2 2 3 3 3

2 2 3 3

. cos .
2

yzA B A B

A B A A B B B A

A B B A




     

 

 
     

 

    



 

3:  وذلك بإهمال الكميات 3 2 2 1 1. , . , .A B A B A B         . 

 فإن وبالتالغ

           

    

 

2 2 2 3

2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 1 2 3 3

1 1

2 2 3 3 2 2 3 3

2 2 3 3 32

2 3 3 2

cos
2

. . 2.32
.

yz

A B B A

A A A A B B B B

A B B A A A B B

A B B A AB

A B B A

 


     

   

  

 

 
  

       

    


 

 

المعادعت  بتعبيق 2.25  علش المتجهي   2 30 , , 0 , 0 , 0 ,A A B B     نجد أن : 

 3 2 32 2 2 3 32 3, . 2.33zy yzA e A w A B e B w B      

م  بالتعويض  2.33  فغ 2.32 نحصل علش    : 

 (2شكل )



 3 23 3 2 32 2

3 2

cos 2 . 2.34
2

yz zy

yz yz

e B w B e A w A
e

B A




  
    

 
 

  . 23 32,yz zye e w w      وذلك لأن

cos : نفإ   لذلك مقدار صاير   yzأن وحي  sin
2

yz yz yz


  

 
   

 
 

 : فإن وبالتالغ 

 2 . 2.35yz yze   

2أي أن للمقدار yze   يم ل النقص فغ الياوية بي  المتجهي,A B قبل التايير فيغ   ي  المأخوذيالعمودو  

oy, ي فغ اتجاه المحور ال كل   oz    2وبالم ل بالنسبة للكمية    علش الترتي , 2xy zxe e . 

 : نإفإذا اعتبرنا التحويلة اللالصة المتجانسة ف 

3 2 2 3,zy yzA e A B e B   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O( نجد أن المستعيل 3وم   كل) PQ Rأصبح بعد التاير فغ ال كل متوازي الأضلااO P Q R   . 

 :فإن وبذلك 

2 3, ,R R B P P A    

 3 3 2 2

2 3

A A B B
tan = , tan = , 2.36

OP A OR B
zy yzPOP e ROR e

   
      

,حي                                             .yz zyPOP ROR e e     

O أي أنه بدوران متوازي الأضلاا P Q R     زاوية مقدارهاY Z  حول نقعة الأصل يمك  الحصول علش

 .  (4 كل )

/Q 

Q 

y 
P 

o 

R 

z 

/P 

2A j 

/A 

3A 

3B k 

/B 

/

2B R 

 (3شكل )  



O متوازي الأضلاا ( يبي  أن4 كل ) P Q R   نيعق العناصر الموازية للمستوىبإ نتجx y    بينما

xعنصر م  المستوىي لأ zهذا اعنيعق يعتمد علش البعد y . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (4 كل )                                                                 

حجم  يعنصر ذأي وبالم ل   متوازي الأضلاا تساوي مساحة ة المستعيل ح( أن مسا4واضح م   كل )

متوازي مستعيلات    علش  كل بعد التاير فغ ال كل  يصبح    قبل التاير فغ ال كل  مكع  علش  كل 

 . المكع  ومتوازي المستعيلات متساويحجم كل م  يكون و

 تاير قاصغ متجانس بسي  أو تاير قاصغ نقغ .  سمشيهذا النوا م  التاير فغ ال كل 

 

 : : الكميات التغ ع تتاير بتاير المحاور وسعح اعن عال (6بند )

العلاقة  2.15 يمك  وضعها فغ الصورة : 

   2 , , , 2.37F       

 حي  

 

 

2 2 22 , ,

2 2 2 . 2.38

xx yy zz

xy zx yz

F e e e

e e e

     

  

   

  
 

وهذا يعنش أن الدالة  , ,F     تنائية فغ  صياةهغ , ,   غ وذلك لأن العرف الأيسر ف

المعادلة  2.37 ع يتاير بتاير المحاور . 

,أي أنه إذا كاند  , , , ,x x y y z z x y y z z xe e e e e e             مركبات اعن عال بالنسبة لمجموعة  تم ل

oالإحداتيات  x y z    وكذلك, ,      تم ل مركبات المتجه : بالنسبة لهذه المحاور فان 

y o 

z 

R 

R 

/Q Q /R 

',P P 

2 yze 

R 



 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 . 2.39

x x y y z z x y z x y z

xx yy zz xy zx yz

e e e e e e

e e e e e e

        

      

           
            

     
 

بالتعويض ع  , ,     بدعلة , ,    فغ المعادلة 2.39 يمك   ان  مت ابه العرفان صبحي

,منها تعيي  كل م   , , , ,x x y y z z x y y z z xe e e e e e              بدعلة كل م  , , , , ,xx yy zz xy yz zxe e e e e e  

اور بي  مركبات الإجهاد بالنسبة للمح  التغ سبق أن استنتجناها   وهذه العلاقات  بيهة تماما  للعلاقات 

 الجديدة ومركبات الإجهاد بالنسبة للمحاور القديمة .

 : كلآتغ يمك  تعريف سعح اعن عال   وكما سبق أن عرفنا سعح الإجهاد المناظر 

  22 , ,F c      

 أو بالصورة

 2 2 2 22 2 2 . 2.40xx yy zz xy zx yze e e e e e c              

 المعادلة 2.40  تم ل سعح اعن عالStrain surface . 

المعادلة  2.37 يمك  كتابتها فغ الصورة : 

 
2

. 2 , ,F


  


 


 

          
2

. 2 , ,p e F    أو                                                   

حي  
p

e
p


  يم ل الييادة النسبية فغ طول المتجه . 

المععغ بالعلاقة وبذلك إذا ما علم سعح اعن عال 2.40 نه يمك  تعيي  الييادة النسبة فغ طول إف

متجههال e ولهذا يك غ فق  أن نرسم موازيا لهذا المتجه م  نقعة الأصل . o عند ن عاللقع  سعح اع 

   وبذلك نجد أن  م لاHنقعة ما ولتك  

2

2

c
e

o H


 

   : اعن عاعت الأساسية والمحاور الأساسية للان عال: (7) بند

المععغ إذا ما اختيرت المحاور بأي طريقة ما بحي  تنعبق علش المحاور الأساسية للسعح         

بالمعادلة 2.38 تصبح فغ الصورة:  فغ هذه الحالة    معادلة سعح اعن عال فإن 

 2 2 2 2

1 2 3 , 2.41e e e c      

1حي : 2 3, ,e e e  تم ل قيم, ,xx yy zze e e محاور الأساسية .   علش الترتي    فغ حالة ال 



,المركبات فإن الأساسية المحاور فغ حالة م  العبيعش أنه ,xy yz xze e e  أن اليوايا بي   تلا ش   وت

 والكميات . وم ل هذه المحاور تسمش بالمحاور الأساسية للان عال المحاور بعد التاير فغ ال كل تظل قائمة

1 2 3, ,e e e  أساسية ولك  إذا  وكما ذكرنا سابقا  يوجد تلاث محاور   تم ل المركبات الأساسية للان عال

كان السعح  2.38 يم ل سعح م  السعوح الدورانية فانه يكون لدينا ما ع نهاية م  المحاور الأساسية . 

أساسية فإن التحويلة اللالصة المتجانسة يمك  وضعها فغ  بحي  تكون محاور إذا ما اخترنا المحاور

 : الصورة

 1 2 3, , , 2.42e e e         

1 حي  2 3, ,e e e  لمعادلة اهغ  جذور : 

0 . (2.43)

xx xy xz

xy yy yz

xz yz zz

e e e e

e e e e

e e e e



 



 

 وب ك المحدد نحصل علش المعادلة :

 3 2 0 , 2.44e e b e c    

 حي 

 

2 2 2, ,

. 2.45

xx yy zz xx yy yy zz zz xx xy xz yz

xx xy xz

xy yy yz

xz yz zz

e e e b e e e e e e e e e

e e e

C e e e

e e e

         


 

 : نأأي    هنا م  الكميات التغ ع تتاير بتاير المحاور والكمية 

 1 2 3 . 2.46xx yy zze e e e e e        

1حجم  يذ   فإذا ما اعتبرنا متوازي مستعيلات قائم   ذات معنش هندسغ بسي  والكمية 2 3V l l l    

,مقات علش الأضلاا و ,o A o B oC   حي  المحاور الأساسية م    

1 2 3, , .l o A l o B l oC    

متوازي المستعيلات يظل كما هو متوازي مستعيلات قائم الياوية ولك   فإن التاير فغ ال كلعد بو

  صبحتأضلاعه      1 1 2 2 3 31 , 1 , 1l e l e l e   . 

 هو  وبذلك يصبح حجمه الجديد

   

 

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 1 1

1

V l l l e e e

V e e e

    

   
 

وذلك بإهمال حاصل ضرب الكميات الصايرة 1 2 1 3 2 3 1 2 3, , ,e e e e e e e e e    



 : فإنوبالتالش 

 1 2 3 , 2.47
V V

e e e
V


 

     

 .  Cubical dilatationتم ل الييادة النسبية فغ الحجم وتسمش أحيانا اعستعالة الحجمية  أن  أي

 

 General Deformation  : الت ويه العات (8بند )

 بتدائيةالإ موض ها اللنقعة ما فغ جسم قابل للت كل   و M  ر  أنب , ,x y z    تم تحركد نتيجة

Mوض  مالتاير الحادث إلش ال   والذي احداتياته هغ , ,x y z      حي 

 , , . 2.48x x u y y v z z w        

,حي   ,u v w   تم ل مركبات المتجهM M   الذي يعبر ع  إزاحة النقعةM  نتيجة للت ويه الحادث

 البسيعة  .الإزاحة  يسمش متجههذ المتجه و  

,وحي  أن النق  الملتل ة م  الجسم سوف تياح بعرق ملتل ة وبالتالغ المركبات ,u v w   سوف تكون

,اتياتدوال فغ الإحد ,x y z  وض  اعبتدائغ للنقعةملا   والتغ تحددM  وبالتالغ يمك  كتابة 

,المركبات ,u v w   فغ الصورة : 

       , , , , , , , , . 2.49u u x y z v v x y z w w x y z   

,ن وكت ( الديناميكاالجسم المتحر  ) حالة وفغ حالة  ,u v w   دوال أيضا فغ اليمt  . 

,سوف ن تر  أن الدوال  ,u v w   حتش  تصلةوذات ت اضلات جيئية م   تصلةومالقيمة دوال وحيدة

 . الرتبة ال ال ة

ختار حجم صاير جدا محي  بالنقعةبإ , ,M x y z ويك غ   نتيجة التاير فغ ال كل    تايرهن حص تم

ون ر  أن  Mهغ انقعة البداية لهوالتغ    رامتناهية فغ الصالمتجهات ال بعضفق  دراسة تاير

 , ,M N P    .إحدى هذه المتجهات 

Mنتحر  إلش Mالنقعةبعد التاير فغ ال كل  
Nإلش N النقعةو     والمتجه  يصبح 

P M N    ويكونP P P    

Mوإحداتيات   غ  :ه      , , , , , , , ,x u x y z y v x y z z w x y z   

,:      غ  ه Nحداتياتوإ ,x y z     

Nوإحداتيات  

 : غ  ه 

   

 

, , , , , ,

, , .

x u x y z y v x y z

z w x y z

       

   

         

    
 



وبذلك تصبح مركبات المتجه 
 غ  ه : 

   

   

   

, , , , ,

, , , , ,

, , , , .

u x y z u x y z

v x y z v x y z

w x y z w x y z

   

   

   

    

    

    

 

وتصبح مركبات المتجه   :  هغ 

   , , , , ,u x y z u x y z        

   

     

, , , , ,

, , , , . 2.50

v x y z v x y z

w x y z w x y z

   

   

    

    
 

العرف الأيم  م  المعادعت  علش بتعبيق نظرية تيلور 2.50 نحصل علش : 

1 2

3

, ,

,

u u u v v v

x y z x y z

w w w

x y z

       

   

     
         
     

  
    
  

 

1حي   2 3, ,   وبإهمال    انية والرت  الأعلش   ال م  الرتبة التغ   تم ل الم تقات كميات صايرة جدا

 : هذه الكميات نحصل علش

 

, ,

. 2.51

u u u v v v

x y z x y z

w w w

x y z

       

   

     
     
     

  
  
  

 

 تحويلة متجانسة  . يمك  تم يله بواسعة pهذه الصيغ توضح أن التاير الحادث فغ المتجه و

المعادعت بمقارنة 2.13 والمعادعت 2.51  نجد أن: 

 

11 12 13 21 22 23

31 32 33

, , , , , ,

, , . 2.52

u u u v v v
a a a a a a

x y z x y z

w w w
a a a

x y z

     
     
     

  
  
  

 

نستبدل الرموز   سوف سبق كماو , 1,2,3 , iji j e بالرموز , , , , lml m x y z e كما يلغ   : 

       

11 22 33

12 21 31 31 23 32

, , ,

1 1 1
, , . 2.53

2 2 2

xx yy zz

xy xz yz

e a e a e a

e a a e a a e a a

  

     
 

م  الصيغ   2.52 , ,زاحةيمك  تعيي  مركبات اعن عال بدعلة مركبات الإ 2.53 ,u v w الصورة غ ف: 



 

, , ,

1 1 1
, , . 2.54

2 2 2

xx yy zz

xy zx yz

u u w
e e e

x y z

u v u w w v
e e e

v x z x y z

  
  
  

         
         

          

 

 كذلك يمك  كتابة: 

 

32 1 32 13 2 13

21 3 21

1 1
, ,

2 2

1
. 2.55

2

w v u w
w w a w w a

y z z x

v u
w w a

x y

     
          

     

  
    

  

 

xx.                                                          وكذلك yy zz

u v w
e e e

x y z


   
      

   
 

 

 : ال: تعيي  مركبات الإزاحة بدعلة مركبات اعن ع (9بند )

,مركبات اعن عال بدعلة مركبات الإزاحة ( حصلنا8فغ بند )            ,u v w  كدوال فغ   , ,x y z   

,ة الحصول علش صيغ لمركبات الإزاحة  يسوف نبح  ع  كي الآنو ,u v w  بدعلة مركبات اعن عال     

, , , , ,xx yy zz xy yz zxe e e e e e   عند نقعة ما, ,x y z    أي أننا سوف نبح  علش صيغ

,م  الدوالدالة لكل  ,u v w   علاقات الآتية تحقق ال بحي : 

 

, , , 2 ,

2 , 2 , 2.56

xx yy zz xy

yz zx

u v w u v
e e e e

x y z v x

w v u w
e e

y z z x

    
    
    

   
   
   

 

,حي   , , , ,xx yy zz xy zx yze e e e e e   قيمة عند النقعة ال وحيدةدوال, ,x y z  وذات ت اضلات

 .  الرتبة ال انيةمتصلة حتش 

, لاثال مجاهيلالمعادعت لتعيي   سدلدينا الآن  ,u v w   ليس لها حل يعنغ أن هذه المعادعتوهذا 

,إع إذا وضعد  روط أخرى علش الدوال  وحيد , , , ,xx yy zz xy zx yze e e e e e  . 

     نقعة أي قبل التاير فغ ال كل   وعندالجسم  كان يحتلهاالمنعقة التغ هو   Vأن الحجم  ر ب 

 , ,x y z  المنعقةفغ هذه V تكون الدوال, , , , ,xx yy zz xy zx yze e e e e e   معلومة . 

أي أن أي منحنش مق ل داخل هذا     Simply connected بسي  الإتصال  Vالحجم سوف ن تر  أنو 

 .جم يمك  أن يؤول إلش نقعة واحدة بواسعة تاير مستمر بدون أن يلرج هذا المنحنش خارج الح جمالح

 ر  أنب 0 0 0, ,oM x y z أي نقعة م  الحجمV  وأن, ,o o ou v w   قيم مركبات متجه الإزاحةهغ 

10  لذلك فإن  لهذه النقعة 20 30, ,w w w  أنوب ر   .  القيم المناظرة للدوران تكون هغ 



 1 1 1 1, ,M x y z  م  الحجمأخرى أي نقعةV   0  وأن 1M M  إلش أي منحنش يصل بي  يرمي

النقعتي 
0M   1M ويق  داخل الحجمV   إذا كاند الت اضلات الجيئية ., ,

u u u

x y z

  

  
 معلومة داخل 

لدالة   فإنه يمك  أن نعي  ا   Vالحجم
1u  1عند النقعةM  م  العلاقة 

   1 1 1 1, , , 2.57o

u u u
u u x y z u dx dy dz

x y z

   
     

   
  

حي  التكامل مأخوذ علش المنحنش
0 1M M      ولك 

 3 2, , , 2.58xx xy zx

u u u
e e w e w

x y z

  
    

  
 

 حي  

 3 2

1 1
, , 2.59

2 2

v u u w
w w

x y z x

     
      

     
 

م  العلاقات بالتعويض  2.58  فغ المعادلة 2.57 نحصل علش : 

     
0 1 0 1

1 o xx xy zx 2 3u  u e dx e dy e dz w dz w dy . 2.60

M M M M

        

التكامل ال انغ فغ المعادلة  2.60 يمك  وضعه فغ الصورة : 

      

   

      

0 1 0 1

0 1

2 3 3 1 2 1

20 1 0 30 1 0

1 3 1 2

w dz w dy w d y w d z

w w

y dw z dw , 2.61

M M M M

M M

y z

z z y y

y z

    

    

   

 



 

 حي 

 

dw dw dw
3 3 3dw ,

3

dw dw dw
2 2 2dw . 2.62

2

dx dy dz
x y z

dx dy dz
x y z

  
  

  
  

 

م  العلاقات ولك  2.58  3  نعلم أن xy

u
w e

y


 


   لذلك فإن   

2

3 xy xye ew u u

x x x y x y x

     
     

       
 

3وبالم ل يمك  الحصول علش  3,
w w

y z

 

 
 . 



 

3 3

3

w w
, ,

w
. 2.63

xy yy xyxx

yz zx

e e ee

x x y y x y

e e

z x y

   
    

     

 
 

  

 

 بالم ل   يمك  الحصول علش العلاقات الآتية :

 

2 2

2

w w
, ,

w
. 2.64

yx yzxx zx

zx zz

e ee e

x z x y z x

e e

z z x

    
   

     

  
 

  

 

م  المعادعت   2.63 , 2  يمك  الحصول علش  2.64 3,dw dw   بدعلة مركبات الإناعال   تم

بالتعويض فغ المعادلة  2.60 :  نجد أن   

     

   
0 1

1 1 1 1 o 20 1 0 30 1 0u  u x , , u

dx dy dz , 2.65x y z

M M

y z w z z w y y

U U U

      

  
 

 حي 

   1 1 ,
xyxx xx zz

x xx

ee e e
U e y y z z

y x z x

    
         

     
 

   

     

1 1

1 1

,

. 2.66

xy yy xy yz

y xy

yzzx zx zz
z xz

e e e e
U e y y z z

y x z x

ee e e
U e y y z z

y x z x

      
         

      

    
         

     

 

 : العريقة يمك  الحصول علش ذاتوب

     

 

     

   

0 1

0 1

1 1 1 1 o 30 1 0 10 1 0

1 1 1 1 o 10 1 0 20 1 0

 v x , ,

dx dy dz ,

 w x , ,

dx dy dz . 2.67

x y z

M M

x y z

M M

v y z v w x x w z z

V V V

w y z w w y y w x x

W W W

      

  

      

  





 

,والحصول علش صيغ للدوال  ,x y zV V V   والدوال, ,x y zW W W   م ابهه للصيغ   2.66 . 

الصيغ    2.65 , د النقعة تععش مركبات الإزاحة عن 2.67 1 1 1 1, ,M x y z    قيم إذا علمد  

0 0 0, ,u v w    10قيم وكذلك 20 30, ,w w w عند نقعة أخرى 0 0 0 0, ,M x y z التغ يمك  اختيارها . 

 

 



  روط التوافق الإن عالغ : :  (11بند )

oتحتوى علش تكامل علش منحنش  ات( أن الإزاح9) فغ بند ناعحظلقد  1M M      المعادعت (

   2.65 , ,الدوالولك  (    2.67 ,u v w   يج  أن تكون دوال فغ
1 1 1, ,x y z  وع تعتمد علش مسار

,لكش يمك  الحصول علش قيم  أنه وهذا يعنش   لتكاملا ,u v w عند النقعـــة
1 1 1, ,x y z  يج  أن يكون

المعادعت ب الموجودالتكامل    2.65 ,  وهذا يعنش بالنسبة للمعادلة   لتكاملاع يعتمد علش مسار  2.67

 2.65  (  م لا)  أن  

 
0 1

dx dy dzx y z

M M

U U U  

0يكون مستقبل ع  المسار 1M M    وهذا ال رط يتحقق عندما 

 , , , 2.68
y yz x z x

U UU U U U

y z z x x y

    
  

     
 

فغ المعادعت  الموجودي  وبالم ل بالنسبة للتكاملي  2.67 ال روط الواج     سوف نحصل منهما علش

oسار توافرها لكش تعتمد هذه المتكاملات علش الم 1M M    حقق تونلاح  أن هذه ال روط يج  أن ت

 طالجمي  النق , ,x y z الموجودة داخل الحجمV  ولجمي  قيم 1 1 1, ,x y z جم هذا الح داخل. 

م  العلاقات  2.66 قاتوالعلا 2.68   ت الآتيةقانحصل علش العلا : 

2 2 2 22 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 , 2 , 2 ,

yy xy yy yzxx zz zz xx zx
e e e ee e e e e

y x x y z y y z x z z x

       
     

           
 

 

22

2

, ,

. 2.69

yz xy yy xy yzxx zx zx

xy yzzz zx

e e e e ee e e

y z x y y z z x y y z x

e ee e

x y z z x y

          
          

              

   
    

      

 

العلاقات 2.69 روط التوافق الإن عالغ   أو  روط سان فينان  تسمش  Saint-Venant's للتوافق   

حيدث الت يويه ين عيال لكيش لتيغ يجي  أن تتحقيق بواسيعة مركبيات الإهذه ال روط تم ل الصييغ الرياضيية او

 .  Conditions of continuity تصال ولذلك تسمش هذه ال روط أحيانا ب روط الإ   بدون عدت اتصال

 

 

 

 

 



 :ـــــــ  1لـــ م ا

إذا أععيد مركبات متجه الإزاحة  , ,U u v w  .لكيل حالية  عند النق  المناظرةن عال عي  مركبات ممتد الإ

 :م  الحاعت الآتية 

    

  

  

34 2 2 3

33 2 2

32 2 2

3 2 3 10 ,

3 1 10 ,

2 10 ,

i u x x y x y z

v x y y y z z

w x xy yz zx y z







     

    

      

 

عند النقعة  1 , 1 , 1 . 

    

  

  

32 4 2

32

34 3 2

2 10 ,

3 10 ,

4 2 10 ,

ii u x y y z y z

v x y x z x z

w y y z







   

  

  

 

 عند النقعة 2 , 2 , 2 . 

 

 :ــــــــــــ الحل

 :لآتغ  كامركبات ممتد اعن عال تعرف بدعلة مركبات متجه الإزاحة  

 

1
, , , ,

2

1 1
, . 1

2 2

xx yy zz xy

zx yz

u y w u v
e e e e

x y z y x

u w v w
e e

z x z y

     
     
     

     
     

      

 

 : بالتعويض فغ هذه العلاقات تعويض مبا ر نحصل علش

 للحالةبالنسبة  i 

     

     

  

3 33 2 2

3 32

32

12 4 10 , 3 3 2 10 ,

1
2 10 , 4 3 1 10 ,

2

1
3 4 2 2 10 ,

2

xx yy

zz xy

zx

e x x y e x y y z

e y x z e x y y

e z x y z

 

 



    

     

   

 

    
321

4 2 4 10 . 2
2

yze y y x z


     

بالتعويض بالنقعة  1 , 1 , فغ العلاقات  1 2 نحصل علش : 

      

     

3 3 3

3 3 3

16 10 , 8 10 , 4 10 ,

7 7
4 10 , 10 , 10 .

2 2

xx yy zz

xy yz zx

e e e

e e e

  

  

  

  
 



 للحالةبالنسبة  ii 

     

  

  

    

3 3 3

33

32

32 3 2

2 10 , 10 , 4 10 ,

1
4 4 2 6 10 ,

2

1
2 10 ,

2

1
3 4 12 10 , 3

2

xx yy zz

xy

xz

yz

e x e x e z

e y y z z y x z

e y y

e x x y y

  







  

    

 

   

 

بالتعويض بالنقعة  2 , 2 , فغ العلاقات  2 3 نحصل علش : 

     

     

3 3 3

3 3 3

4 10 , 2 10 , 8 10 ,

45 10 , 5 10 , 94 10 .

xx yy zz

xy xz yz

e e e

e e e

  

  

  

  
 

 :ــــــ  2ــــ م ال

متجه الإزاحة كانا إذ , ,U u v w  لجسم مرن   يععش بالعلاقة 

       2 2 2, , 3 6 6 6 2 10 .U u v w x y i y x z j z y z k       

 ومركبات الدوران تم أتبد أن  وط التوافق الإن عالغ تكون متحققة  . ن عالعي  مركبات ممتد الإ

 :ــــــــــــ الحل

2 2 2

2

3 6 , 6 , 6 2 10 .

6 , 2 , 12 2 , 3 , 6 ,

0 , 0 , 6 , 2 .

u x y v y x z w z y z

u y w u v
x y y z y x z

x y z y x

u w v w
x z

z x z y

      

    
      

    

   
   

   

 

 ل هغ :لذلك فإن مركبات الإن عا

 

 

2

6 , 2 , 12 2 ,

1 1 1
3 6 , 0 ,

2 2 2

1 1
6 2 3 .

2 2

xx yy zz

xy zx

yz

u y w
e x y e y e z y

x y z

u v u w
e x z e

y x z x

v w
e x z x z

z y

  
      
  

     
         

     

  
      

  

 

 ومركبات الدوران هغ  :

 

   

1

2

2 3

1 1
2 6 3 ,

2 2

1 1 1 1
0 0 0 , 6 3 .

2 2 2 2

w v
w z x z x

y z

u w v u
w w z x

z x x y

  
      

  

     
          

      

 



 ويمك  بسهولة اتبات أن  روط التوافق الإن عالغ تكون متحققة  .

 :ــــــ  3ــــ م ال

 :غ عند نقعة فغ جسم مجهد المركبات الكرتييية للان عال ه   

     

     

6 6 6

6 6 6

600 10 , 900 10 , 600 10 ,

1200 10 , 900 10 , 750 10 .

xx yy zz

xy zx yz

e e e

e e e

  

  

     

     
 

oن عال بالنسبة لمجموعة الإحداتيات رتييية للإابات الكعي  المرك    x y z     م  العلم بأن جيوب التمات

 : غ لمحاور الإحداتيات الجديدة بالنسبة للمحاور الأصلية ه

 

 

 

 

 

 :ــــــــــــ الحل

oبة لمجموعة الإحداتياتونسممركبات اعن عال الالعلاقات بي    x y z    بة ونسممركبات اعن عال ال و

الأصلية  لمجموعة الإحداتيات o x y z  التغ سبق وأن حصلنا عليها فغ الباب  علاقاتن س ال  هغ

 .نجد أن وبذلك   الأول بالنسبة لمركبات الإجهاد ولك  باستبدال مركبات الإجهاد بمركبات اعن عال 

     

       

   

2 2 2cos , cos , cos ,

2 cos , cos , 2 cos , cos ,

2 cos , cos , .

4 4
600 900 600

9 9

x x xx yy zz

xy zx

yz

e e ox ox e ox oy e ox oz

e ox ox ox oy e ox ox ox oz

e ox oy ox oz

 
     

     

 

     6

6 6

1 4 2 2
2400 1800 1500 10

9 9 9 9

4 1 2 3200
3900 600 3300 10 10 ,

9 9 9 3



 

 
        

 

 
         
 

 

     

       

   

2 2 2cos , cos , cos ,

2 cos , cos , 2 cos , cos ,

2 cos , cos , .

4 1
600 900 600

9 9

y y xx yy zz

xy zx

yz

e e oy ox e oy oy e oy oz

e oy ox oy oy e oy ox oy oz

e oy oy oy oz

 
     

     

 

     6

6

4 2 2 4
2400 1500 1800 10

9 9 9 9

1700
10 ,

3





 
        

 

 

 

o z o y o x  

1
3

 2
3

 2
3

 o x  

2
3

 1
3

 2
3

 o y  

2
3

 2
3

 2
3

 o z  



       

   

       

2

cos , cos , cos , cos ,

cos , cos ,

cos , cos , cos , cos ,

cos

x y xx yy

zz

xy

zx

e e ox ox oy ox e ox oy oy oy

e ox oz oy oz

e ox ox oy oy ox oy oy ox

e ox

 
     

  

      
 

        

       

 6

, cos , cos , cos ,

cos , cos , cos , cos ,

4 2 2 2 2 5
600 900 600 1200 900 750 10

9 9 9 9 9 9

1150 1

yz

ox oy oz ox oz oy ox

e ox oy oy oz ox oz oy oy



    
 

     
 

 
             
 

    60 .

 

 بالم ل يمك  الحصول علش باقغ المركبات   فنجد أن  : 

     
6 6 61400 2900 3200

10 , 10 , 10 .
3 3 3

z z y z z xe e e
  

            

 :ــــــ  4ــــ م ال

 عي  مركبات متجه الإزاحة          , ,U u v w   هغ ن عال لإل الكارتييية مركباتالأن  دإذا علم        : 

0 , , .xx yy zz xy zx yze e e e e a y e a x        

 :ــــــــ ــــالحل

لتعيي  مركبات متجه الإزاحة , ,U u v w   أوع  م  كون    يج  أن نتحقق بمعلومية مركبات اعن عال

 .  Saint - Venant   روط تحقق مركباتال هذه

 :   م  المركبات المععاة نجد أن

2 2 2 22 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2 0 , 2 0 ,

2 0 , 0 ,

0 ,

yy xy yy yzxx zz

yz xyzz xx zx xx zx

yy xy yz xyzx zz

e e e ee e

y x x y z y y z

e ee e e e e

x z z x y z x y y z

e e e ee e

z x y y z x x y z z

    
     

       

      
        

          

      
        

          
0 .

yz zx
e e

x y

 
  

  

 

  .  Saint - Venant روط تحقق أي أن مركبات الإن عال المععاة 

      نجد أن  بي  مركبات متجه الإزاحة ومركبات اعن عالالتغ ترب  م  العلاقات 

   

 

   
 

0 , , 0 , ,

0 , ,

, ,1
0 0 , 1

2

xx yy

zz

xy

u v
e u f y z e v g x z

x y

w
e w h x y

z

f y z g x zu v
e

y x y x

 
       
 


   


   
      

    

 



وم  المعادلة الأخيرة م   1 يتضح أنها تتحقق إذا كان العرف الأيم  دالة فغz  فإن بالتالشو   فق 

   , ,
( ) . (2)

f y z g x z
F z

y x

 
  

 
 

بتكامل المعادلة  2 نحصل علش : 

         1 2, , , . 3f y z y F z C u g x z x F z C v       

 كذلك 

   

 

, ,1 1
.

2 2

1 ( , ) ( )
. 4

2

yz

h x y g x zw v
e a x

y z y z

h x y df z
x a x

y dz

    
      

      

 
   

 

 

المعادلة  4  يمك  أن تتحقق إذا كان العرف الأيسر دالة فغx  عندما أي    فق: 

 
 

 
3

,
, . (5)

h x y F z
H x c

y z

 
 

 
 

المعادلتي  م     4 ,  :  نحصل علش 5

       3 32 2 . 6a x H x c x H x x a c      

ولك  م   5 نجد أن : 

 
 3 3 4( ) . 7

dF z
c F z c z c

dz
     

المعادلة بالتعويض م  7 المعادلة فغ 3 نحصل علش  : 

     3 4 1 3 4 2, . 8u y c z c c v x c z c c       

 كذلك   

       3 3 5, 2 2 . (9)w h x y H x dy x a c dy a c x y c       

1لدينا خمس توابد  يصبح  وبالتالش 2 3 4 5, , , ,c c c c c       ولك 

 3 3

3 3

1 1
2

2 2

2 2 .

xz

w u
e a c y c y a y

x z

c y a y c

  
       

  

     

 

,فغ المركبات  3cع  قيمة  بالتعويض ,u v w  نحصل علش : 

4 1 4 2 52 , 2 , .u a y z c y c v ax z c x c w c         

 

 



 :ــــــ  5ــــ م ال

 إذا كاند مركبات الإن عال عند نقعة فغ جسم مرن مجهد هغ :

     
3 3 3

0 , 1 10 , 2 10 , 1 10 .xx yy xy yz zx zze e e e e e
  

          

 أوجد الإن عاعت الأساسية والأتجاهات الأساسية المناظرة   تم أوجد الإستعالة الحجمية  .

 

 : ــــــــــــالحل

 الإن عاعت الأساسية هغ جذور المعادلة 

 

 

 

 

3

3

3

0 10 1 2

1 0 10 2 0 , 1

2 2 1 10

e

e

e

 

  



 

 أي جذور المعادلة

     
9 6 33 210 10 9 10 9 0 ,e e e    

 واضح أن جذور هذه المعادلة ) الإن عاعت الأساسية ( هغ :

     
3 3 3

1 2 33 10 , 1 10 , 3 10 .e e e
  

       

1للحصول علش الإتجاه الأساسغ الأول   المناظر للإن عال الأساسغ 3e  : نقوت بالتعويض فغ المعادعت   

( ) cos( , ) cos( , ) cos( , ) 0,

cos ( , ) ( ) cos( , ) cos( , ) 0,

cos ( , ) cos( , ) ( ) cos( , ) 0.

xx n xy zx

xy yy n yz

zx yz zz n

e e n ox e n oy e n oz

e n ox e e n oy e n oz

e n ox e n oy e e n oz

   

   

   

 

 فنحصل علش :

1 1 1

1 1 1

1 1 1

3cos( , ) cos( , ) 2cos( , ) 0,

cos ( , ) cos( , ) 2 cos( , ) 0,

2cos ( , ) 2 cos( , ) 2cos( , ) 0.

n ox n oy n oz

n ox n oy n oz

n ox n oy n oz

   

   

  

 

 بحل المعادلتي  الأولش وال انية معا    نحصل علش :

 1 1 1

1
cos( , ) cos( , ) cos( , ), 2

2
n ox n oy n oz  

 ونلاح  أن هذا الحل يحقق المعادلة ال ال ة .

 متجه وحدة   لذلك فهو يحقق المعادلة :  1nوحي  أن 

 2 2 2

1 1 1
cos ( , ) cos ( , ) cos ( , ) 1 3n ox n oy n oz   



م  المعادلتي     2 ,  :    نحصل علش  3

1 1 1

1 1
cos( , ) cos( , ) cos( , )

2 6
n ox n oy n oz    

1

1 1 2
, ,

36 6
n

 
     

 
 

 

بالم ل يمكننا الحصول علش 
2 3,n n   فغ الصورة 

2 3

1 1 1 1 1
, , 0 , , ,

2 2 3 3 3
n n

   
       
   
   

 

لإيجادالإستعالة الحجمية    1  نستلدت بالعلاقة 2 3e e e     فنحصل علش   

    
3 3

3 1 3 10 10 .
 

    

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 " تمـــــــــــــــــاري  "

 

o( عي  مركبات اعن عال بالنسبة إلش مجموعة الإحداتيات 1) x y z    أن مركبات اعن عال  دعلمإذا  

oسبة لمجموعة الإحداتيات بالن       x y z هش  : 

6 6 6

6 6 6

600 10 , 400 10 , 200 10 ,

400 10 , 200 10 , 300 10 .

xx yy zz

xy zx yz

e e e

e e e

  

  

     

     
 

 :  مععاة بالجدول الآتش الجديدة والمحاور الأصلية اليوايا بي  المحاورأن و      
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 : ن عال هشرتييية للإالكالمركبات ا  كاند مجهد مرن عند نقعة فغ جسم  (2)
6 6 6

6 6 6

990 10 , 825 10 , 550 10 ,

330 10 , 660 10 , 275 10 .

xx yy zz

xy zx yz

e e e

e e e

  

  

     

     
 

oعي  مركبات اعن عال بالنسبة إلش مجموعة الإحداتيات          x y z      بينها وبي   حي  جيوب التمات 

مجموعة الإحداتيات الأصلية          o x y z تالغ  الجدول الب موضحة: 

 

o z o y o x  

6

11
 

2

11
 

9

11
 

o x  

7

11
 

6

11
 

6

11
 

o y  

6

11
 

9

11
 

2

11
 

o z  

 

 



 عي  اعن عاعت الأساسية وكذلك أكبر ان عال قاصغ عند نقعة مركبات اعن عال عندها هش  : (3)

6 6 6

6 6 6

600 10 , 400 10 , 200 10 ,

400 10 , 300 10 , 200 10 .

xx yy zz

xy yz zx

e e e

e e e

  

  

     

     
 

 

 :  هش عندهاعند نقعة مركبات اعن عال   كذلك اعتجاهات الأساسية عي  اعن عاعت الأساسية و (4)

6 6 6

6 6 6

900 10 , 600 10 , 300 10 ,

300 10 , 300 10 , 600 10 .

xx yy zz

xy yz zx

e e e

e e e

  

  

     

      
 

 

  أت ع .  Saint - Venant  وضح ما إذا كاند هذه المركبات تحقق  روط (5)

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

( ) 3 4 8 , ( ) 12 2 4 ,

2 3 , 12 12 4 ,

0 , 12 4 5 ,

12 4 , 42 48 3 ,

0 , 0 ,

0 . 4 4 6 .

xx xx

yy yy

zz zz

xy xy

zx yz

yz zx

i e x x y y ii e x y z

e x x y y e y x z

e e x y z

e x x y y e x y

e e

e e x y

     

     

    

      

 

   

 

 

 فغ جسم مرن مجهد هغ  : عن عال عند نقعةمركبات ا كاندإذا  (6)

, , 0 .xx yy zz xy yz zxe a y e e b y e e e       

 .  احةزالإ متجه عي  مركبات     

 

  زاحة داخل جسم مرن مجهد هغ  :مركبات اع كاندإذا  (7)

  

  

  

32 4 2

32

34 3 2

2 10 ,

3 10 ,

4 2 10 .

u x y y z y z

v x y x z x z

w y y z z







   

  

  

 

عي  اعستعالة الحجمية عند النقعة         2 , 1 , 2  . 

 

 ن عال عند نقعة ما داخل جسم مرن مجهد هغ  :مركبات الإ اندكإذا  (8)
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6 6 6

990 10 , 825 10 , 550 10 ,

330 10 , 660 10 , 275 10 .

xx yy zz

xy yz xz
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 .  عي  اعستعالة الحجمية        

 إذا كاند مركبات متجه الإزاحة داخل جسم مرن مجهد هغ  : (9)

 2 2 21
, , .

2

x y x z
u z x y v w

a a a


      

 
 

 

 ن مجهد هغ  :ن عال عند نقعة ما فغ جسم مرالإ ص وفة ممتدم كاندإذا ( 11)
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2 3 2

3 1 5 10

2 5 4



 
 

  
  

 

والإتجاهييات  ن عيياعت الأساسيييةالإأوجييد تييم   التييغ ع تتاييير بتاييير المحيياور  عييي  توابييد اعن عييال          

 الأساسية  

 .    غ أكبر ان عال قاص المناظرة و كذلك          

 

 هغ  :حل التمري  السابق   إذا كاند مص وفة ممتد الإن عال   (11)

   
6 6

2 0 2 2 1 1

0 2 0 10 , 1 2 1 10

2 0 5 1 1 2

I II
 

   
   

        
      

 

 

(  أتبد أن العلاقات بي  مركبات ممتد الإن عال ومركبات متجه الإزاحة 12) , ,U u v w    فغ 

الإحداتيات الأسعوانية           , , z   تكون فغ الصورة 

1 1 1
, , ,

1
, , .z zz z

u u v v
e e e u

v w w w u
e e e

z z z
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 " الباب ال ال " 

 

 القانون الأساسغ لنظرية المرونة والمعادعت الأساسية

The fundamental law of the theory of Elasticity and the basic Equations 

 

 : : مقدمة (1بند )

 Continuous body ب الأول و ال يانش يمكي  تعبيقيه عليش الأجسيات المتصيلةكل ميا ذكرنياه فيش البيا      

رب  بيي  ميا نيولك  لكش يمك  الحصول علش معيادعت يمكي  بهيا معرفية حالية الجسيم الميرن تماميا يجي  أن 

 . حصلنا  عليه فش الباب الأول م  مركبات الإجهاد وما حصلنا عليه فش الباب ال انش م  مركبات اعن عال

 

Generalized Hook’s law بند )2(: قانون هو  المعمم 

أول صياة تير كاملة للقانون  الذى يرب    Robert Hook روبرت هو  وض  1661فش عات          

 : بي  الإجهاد واعن عال الحادث فش جسم مرن  الذى صاته فش الصورة

 " تناس  م  القوى المؤترة عليهيالتاير فش  كل الجسم المرن "

عنها  تج ل هذه الصياة سوف تععش ت سير محدود فش حالة القوة التغ تؤتر علغ الجسم والتاير الناوم 

 يمك  وصف كل منها بكمية واحدة.و   فش  كل الجسم

فم لا  : إذا كان لدينا قضي  اسعوانغ ال كل رفي  يحدث فيه تمدد نتيجة تأتير قوة محورية فش اتجاه 

م   والتاير فش ال كل بالتمدد    م لا     Fوة المؤترة عليه بالمقدارمحوره وبذلك يمك  أن تحدد الق

 : الصورة قانون هو   أخذفش هذه الحالة ي. القضي  

 3.1L C F  

 . وكذلك نوا مادة القضي  Sة مقع  القضي  حومسا Lتابد يعتمد علش العول الأصلغ للقضي  Cحي 

 :         فش الصورة هذا ال ابد ويمك  وض 

 3.2
L

C
E S

 

 .   تابد يتوقف علش مادة القضي  ويسمش تابد المرونة  Eحي  

أن قانون هو  يت ق تماما  م  سلو  ك ير م  الأجسات ب رط أن التاير الحادث  العملية التجارب وقد أتبتد

  الاير ضايلة   فإن صياة القانون تكون بالنسبة للتايرات المحدودة   ولك  فش ال كل يكون ضايلا  جدا  

  ي يعبر عنه رياضيا    الذ قانون هو فإن   كما أنه فش حالة التايرات الضايلة  تير صالحة تماما  

ي  بالمعادلت 3.1   3.2   الإجهاد  تغوذلك لأن حال   ع يععش صورة حقيقية عما يحدث بالنسبة للجسم

   أن هذه المركبات تتاير م  نقعة إلش أخرى  كما مركبات سد بواسعة  كل منهما واعن عال توصف



عنهاية م  الكميات التغ تصف حالة الجسم ولذلك يج  أن يوض  ما  القول أننا نتعامل م  ولذلك يمك

قانون هو  فش صورة  املة وعامة بحي  يمك  بها التعامل م  هذه الكميات ويكون التعميم العبيعش 

 هو  هو جعل العلاقة بي  مركبات الإجهاد ومركبات الإن عال فغ صورة معادعت خعية . لقانون

 : وينص قانون هو  المعمم علش أن 

دوال خعية متجانسة فش مركبات  تكون مركبات الإجهاد عند أي نقعة م  جسم مرن "       

دوال  تكون أي أن مركبات اعن عال عند أي نقعة   والعكس صحيح    اعن عال عند ن س النقعة

 . " خعية ومتجانسة فش مركبات الإجهاد عند ن س النقعة

  وهذا  1822فش عات  A. L. Cauchy ل م  صاغ قانون هو  فش صورته المعممة هو كو شوكان أو 

 القانون يعبر عنه رياضيا  كالآتغ:

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

2 2 2 ,

2 2 2 ,

2 2 2 ,

2 2 2 ,

xx xx yy zz xy zx yz

yy xx yy zz xy zx yz

zz xx yy zz xy zx yz

xy xx yy zz xy zx yz

xz

c e c e c e c e c e c e

c e c e c e c e c e c e

c e c e c e c e c e c e

c e c e c e c e c e c e











     

     

     

     



 

51 52 53 54 55 56

61 62 63 64 65 66

2 2 2 ,

2 2 2 . 3.3

xx yy zz xy zx yz

yz xx yy zz xy zx yz

c e c e c e c e c e c e

c e c e c e c e c e c e

    

     

 

حي  الكميات , 1,2,3,...,6 iji j c  تسمش توابد المرونةو   ابدوت  Elastic constants    أي

 .جهاد واعن عال عند النقعة المأخوذة أنها ع تعتمد علش مركبات الإ

,مركبات اعن عال كذلك يمك  التعبير ع  , , , ,xx yy zz xy zx yze e e e e e   كدوال خعية متجانسة فش

,مركبات الإجهاد , , , ,xx yy zz xy zx yz      . 

المعادعت 3.3  0 يمك  حلها وال رط اللازت لذلك هوijc   أي أن ال رط اللازت لكغ يكون  

لمعادعتل 3.3  لات ع  الص ر ممحدد المعاحل هو أن تلتلف قيمة. 

 فش الجسم فيقال أن الجسم تير متجانس  أخرىم  نقعة إلش توابد المرونة إذا تايرت 

 Non – Homogenous 

  .    Homogenous الجسم متجانسفيقال أن  ط الجسماجمي  نقلإذا كاند تابتة بالنسبة  أما

المعادعت  3.3  العاقة  مبدأ تبوتعتبارات بنيد علش أساس لإولك    تابد مرونة  36تحتوى علش

 : العلاقة الآتية يج  أن تحققالجسم   فإن تاير  كل تتاير بطاقة الوض   ونوك

   , 1,2,...,6 3.4ij jic c i j  

 .فق   تابد 21 إلشوبذلك يمك  اختيال عدد ال وابد    متماتلة هذه ال وابد أي أن

 

 



  Isotropic  Bodies) سوية اللواص (   يوتروبكيالأ الأجسات: ( 3) بند

مت ابهة فش جمي   إذا كاند خواص الجسم (   Isotropicسوي اللواص )ن الجسم ايقال         

ييوتروبك علش هياة الأإذا ما قع  حجم ما م  الجسم    بمعنش آخر   وأ   اعتجاهات المأخوذة داخل الجسم

 . مأخوذ م  جيء آخر م  الجسم     له ن س ال كل ع يلتلف ع  أي حجم آخرفإن هذا الحجم   م لا   مكع 

الل   ليس م  الأجسات الأييوتروبك وذلك  بينمابعض أنواا اليجاج وبعض أنواا البلاستك    م ال ذلك

يلتلف تماما م  ناحية الص ات ع  مقع  آخر  فإنه لأنه إذا ما أخذنا مقع  فش اعتجاه العولش للألياف

ولك   فش العبيعة تير موجودة  ييوتروبكالأجسات الأ ويج  الإ ارة إلش أنمأخوذ فش اعتجاه العرضش . 

 لتكنولوجيا الحدي ة .تم الحصول عليها بواسعة ا

م  ملتل ة إذا كان ص ات عنصر الحجم المأخوذة م  أجياء   Homogenous  متجانس أنه لجسمليقال 

 ( والتجانسأالأييوتروبك ما ) أن هنا  بعض الأجسات التغ تحقق ص ة  الجدير بالذكر. و الجسم واحدة

 .  قد عتحققها بالنسبة لللاصية الأخرىذات الوولك  فش  ) المرونة أو الك افة ( بالنسبة للاصية ما

ورياضيا     علش الأجسات الأييوتروبك والمتجانسة م  ناحية سلوكها كمادة مرنة هنا قتصر دراستناتسوف 

لاتميعبر ع  هذه اللصائص بأن المعا , 1,2,3,...,6 iji j c فش المعادعت الموجودة 3.3  ع

اتجاه المحاور وع علش موض  النقعة تتوقف علش  , ,x y z    وبناء علش هذه محل الدراسة

اللصائص سوف تأخذ المعادعت 3.3 كما سنرى . صورة بسيعة   

 

 :منعبقة تكون عند أي نقعة م  الجسم الأييوتروبك المحاور الأساسية للإجهاد واعن عال 

   أي أن كون فش اتجاه محاور الإحداتياتتأن المحاور الأساسية للان عال  ر  ب

0xy yz zxe e e   

المعادعت بالتعويض فغ المعادلة الأخيرة م و 3.3 نجد أن   

 , 3.5yz xx yy zzA e B e C e    

,حي   ,A B C  . الجديدة أخذ المحاور بتوابد, ,o x o y o z     والتغ يمك  الحصول عليها م

ياويةبالمحاور الأصلية وذلك بالدوران 
 
oحول المحور  180  z  المحور. أي أنo z   سينعبق علش

oالمحور z ينما المحاورب,o x o y    سوف تكون فش اعتجاه العكسغ لكل م,o x o y    علش التوالغ

,وحي  أن ال وابد    ,A B C  ذلك يكون لدينا بالنسبة للمحاور الجديدة  لع تعتمد علش اختيار المحاور 

                     :

 . 3.6y z x x y y z zA e B e C e           

,وحي  أن ,x x xx y y yy z z zze e e e e e         ذلك تصبح المعادلة  ل  3.6 فش الصورة     : 

 3.7y z xx yy zzA e B e C e       



 وحي  أن

 3.8y z yz     

بذلك نحصل م  المعادعت     3.6 , 3.7 ,    علش 3.8

xx yy zz xx yy zzA e B e C e A e B e C e      

0Aهذه المعادلة عتتحقق إع إذا كان و B C     وبالتالغ فإن                                                

 0 , 3.9yz  

 :  وبن س العريقة يمك  إتبات أن

 0 3.10xy zx   

 . المحاور الأساسية للإجهاد ذاتها عال هغ أي أن المحاور الأساسية للان

  : فغ الجسم المرن الأييوتروبك  الأساسية للإجهاد واعن عال عند أي نقعة ركباتالمالعلاقة بي  

 :   عندما تكون المحاور محاور أساسية   فإن  قانون هو  المعممم  

, (3.11)xx xx yy zzae b e c e     

,حي  ,a b c ابدتو .  

oحول المحور 90بتدوير المحاور الأساسية زاوية  x   نحصل علش : 

. (3.12)x x x x y y z zae b e c e            

 : ولك  فش هذه الحالة يكون لدينا

, , , . (3.13)x x xx y y zz z z yy x x xxe e e e e e              

م      3.11 , 3.12 , bنحصل علش   3.13 c    فإن  وبذلك : 

     xx xx yy zz xx yy zz xxae b e e b e e e a b e          

2بوض   ,a b b     فغ المعادلة السابقة   نجد أن   

   2 2 3.14xx xx yy zz xx xxe e e e e           

 وبالم ل يمك  إتبات أن: 

 2 , 2 3.15yy yy zz zze e          

م  المعادعت    3.14 ,  ن   نستنتج أ 3.15

 1 1 2 2 3 32 , 2 , 2 , 3.16N e N e N e            

1حي   2 3, ,e e e  المركبات الأساسية للان عال هغ    

 1 2 3 , 3.17e e e     



1 2 3, ,N N N  المركبات الأساسية للإجهاد  هغ. 

   :القاصغ  ومركبات اعن عال  الإجهاد القاصغإيجاد العلاقة بي  كل م  مركبات 

بضرب المعادعت 3.16 2علش التوالغ بالكميات 2 2, ,      (  حي, ,      تم ل مركبات

oبالنسبة إلش مجموعة الإحداتيات   ي اريالمتجه اعخت x y z   )  صل علشوالجم  نح   : 

     2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 32 3.18N N N e e e                           

oوبالنقل م  مجموعة الإحداتيات  x y z   إلش مجموعة الإحداتيات o x y z    نجد أن الكمية 

2 2 2

1 2 3N N N       2تنقل إلش 2 2 2 2 2xx yy zz xy zx yz                   

2 الكمية كذلك 2 2

1 2 3e e e       تنقل علش 

2 2 2 2 2 2xx yy zz xy xz yze e e e e e            

2وكذلك    2 2 2 2 2               1 2 3xx yy zze e e e e e       :  وبالتالغ فإن 

 

   

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 . 3.19

xx yy zz xy zx yz

xx yy zz xy zx yze e e e e e

                

       

        

     
 

المتساوية 3.19 صالحة لجمي  قيم, ,     2 م  املات كلوبمساواة مع 2 2, , , , ,       

 : نحصل علش

 

2 , 2 , 2 ,

2 , 2 , 2 , 3.20

xx xx yy yy zz zz

xy xy zx zx yz yz

e e e

e e e

        

     

     

  
 

 حي   

 . 3.21xx yy zze e e    

المعادعت 3.20  دعلة ال وابد بتععش العلاقة بي  مركبات الإجهاد ومركبات اعن عال,     التغ تسمش

 سوية اللواص هغ معلومة لمعظم المواد المرنةو  Lama's constant عمغتوابد  أو وابد المرونةب 

المعادعت بالتالغ فإن . و 3.20 تم ل قانون هو  المعمم بالنسبة للجسم المرن الأييوتروبك المتجانس 

  سوي اللواص .

بجم  ال لاث معادعت الأولش فش  3.20نحصل علش  : 

   3 2 , 3.22xx yy zze e e        

3أن وهذه المعادلة قابلة للحل ب رط  2 0      فش يرةوكذلك ال لاث معادعت الأخ 3.20  قابلة

0للحل ب رط أن   .  



0وحي  أن  , 0    بذلك يمك  الحصول م    دائما بالنسبة لجمي  المواد المرنة   3.20 , 3.22 

 : علش

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

,
3 2 2 3 2

,
3 2 2 3 2

,
3 2 2 3 2

1 1 1
, , . 3.23

2 2 2

xx xx yy zz

yy yy xx zz

zz zz xx yy

xy xy zx zx yz yz

e

e

e

e e e

  
  

     

  
  

     

  
  

     

  
  


  

 


  

 


  

 

  

 

 

 ستاتيكا الجسم المرن الأييوتروبك:: المعادعت الأساسية لإ (4) بند

وهغ تتكون م   الأييوتروبك المرن لجسما استاتيكلإ الأساسية م  الممك  الآن كتابة مجموعة المعادعت

ومجموعة المعادعت التغ تم ل العلاقة بي    مجموعة معادعت اعتيان التغ حصلنا عليها فش الباب الأول 

مجموعة المعادعت  فإنوبذلك   مركبات الإجهاد ومركبات اعن عال التغ حصلنا عليها فش البند السابق 

 : هغ ييوتروبكالأ لجسم المرنا استاتيكلإالأساسية 

 

0 , 0 ,

0 , 3.24

xy xy yy yzxx zx

yzxz zz

X Y
x y z x y z

Z
x y z

    

 

    
       

     

 
   

  

 

 

2 , 2 , 2 ,

2 , 2 , 2 , 3.25

xx xx yy yy zz zz

xy xy xz xz yz yz

e e e

e e e

        

     

     

  
 

 حي 

 . 3.26xx yy zze e e    

 

كذلك مركبات اعن عال بدعلة مركبات الإزاحة  , ,u v w  هغ : 

 

1
, , , ,

2

1 1
, , 3.27

2 2

xx yy zz xy

zx yz

u v w u v
e e e e

x y z y x

u w v w
e e

z x z y

     
     
     

     
     

      

 

 :  هغ  n عمودي عليهكذلك مركبات الإجهاد المؤتر عند نقعة م  مستوى ال



     

     

       

cos , cos , cos , ,

cos , cos , cos , ,

cos , cos , cos , . 3.28

nx xx xy zx

ny xy yy yz

nz zx yz zz

T n ox n oy n oz

T n ox n oy n oz

T n ox n oy n oz

  

  

  

  

  

  

 

ونلاح  أن المعادعت    3.24 , معادعت خعية ومتجانسة فش مركبات الإزاحة  3.25 , ,u v w   

,وكذلك مركبات الإجهاد  , . . . ,xx yy yz   جمية وكذلك القوى الح, ,X Y Z      فإذا كان م لا  

, , , , . . . ,x x y zu v w     
     ؛, , , , . . . ,x x y zu v w     

   

تم لان حلان ملتل ان للمعادعت   3.24 ,  مناظرة للقوى الحجمية 3.25

, , , , ,x y z x y z      

 : فيكون الحل

, , ,

, . . . , .xx x x x x yz y z y z

u u u v v v w w w

            

          

   
 

مجموعة المعادعت ذاتيم ل الحل ل   3.24 ,  مناظر للقوى الحجمية  ولك  3.25

, ,X X Y Y Z Z        

   .  ويقال أن هذا الحل حصلنا عليه بواسعة تركي  الحلي  الأولي 

 

 : ( : الحاعت البسيعة للاتيان المرن وال وابد الأساسية للمرونة5بند )

معرفة المعنش منها يمك  و  اعتبارها  يمك  م  الحاعت البسيعة عتيان الأجسات المرنة يرا  ك         

 . لأجسات المرنةاالعبيعش لل وابد التغ تصف خواص 

 بمعنش أنه إذا كان   لوح  أنه فش حالة تياب القوى الحجمية

 0 3.29X Y Z   

حقق وخاصة ب ر  أن مركبات اعن عال تتمك  أن المعادعت الإستاتيكية للجسم المرن يفإن 

, . . . ,xx yze e فش الواق  بواسعة المعادعت   تكون توابد اختيارية 3.25 مركبات الإجهاد سوف تكون 

وبالتالش المعادعت   توابد  أيضا   3.24 0 وذلك ب ر  أن   سوف تتحققX Y Z    وكذلك

,وحي  أنه يمك  إيجاد المركبات   روط التوافق المذكورة فش الباب ال انش سوف تحقق أيضا  ,u v w 

 : نعتبر الآن الحالة البسيعة الآتية  لذلك  تناظر مركبات اعن عال المععاة التغ

 . , 0 . 3.30xx yy zz xy zx yzconst              

المعادعتات باستلد 3.23 نجد أن   



   
 , , 3.31

3 2 2 3 2
xx yy zze e e

  

     


     

 
 

 0 . 3.32xy zx yze e e    

oر  أن الجسيم الميأخوذ عبيارة عي  اسييعوانة محورهيا موازييا  للمحيورب ي     x  تييان ها عموديتيقاعيد  و

علش هذا المحور. وبذلك م  المعادعت  3.28 نحصل علش   

 0 3.33nx ny nz      

فش اتجاه  ا يكونالعمودي عليه قاعدة التغعلش ال   بينما ع يوجد إجهاد  علش السعح الجانبغ للاسعوانة

o المحور x   فإن   

 , 0 , 3.34nx ny nz       

oفش اعتجاه السال  للمحور ا يكوني عليهالعمود التغوعلش القاعدة  x  لدينا يكون :  

 , 0 3.35nx ny nz       

0إذا كاند   0وإذا كاند   م ل هذه القوى تسب   دة فش اعسعوانة   تسب  ضا فإن هذه القوى 

 .تم ل ال د المؤتر بالنسبة لوحدة المساحات علش قاعدتغ اعسعوانة  T  حي 

0أن لقيم العملية وجد م  التجارب   نصف قعرها   ينكمشسعوانة تتمدد فش اتجاه محورها والأ  فإن 

0 ه عندماأي أن  نا نجد أن  فإن 

 0 , 0 , 0 3.36xx yy zze e e    

م  المعادعت  3.31  يكون لدينا 

   
 0 , 0 3.37

3 2 2 3 2

  

     


 

 
 

0وحي  أن      م  المعادلة  ذلك ينتجل 3.37 أن  
 

0
2



 



  

 بإدخال المصعلحات 

 

 
 

3 2
, , 3.38

2
E

   


   


 

 
 

Eحي  ،  تسمش    موجبة  ) توابد ( كمياتE  معامل ينجYoung's modulus  تسمش  و  نسبة

 .  Poisson's ratioبواسون 

م  المعادلة الأولش م   3.31 أن   نجد 

 3.39xxE e   

  تجاه محوراعسعوانةأالنسبة بي  الإجهاد المؤتر واعن عال الحادث فش  هوEل ابدلأي أن المعنش العبيعش 



م  المعادلة ال ابتة م    3.31    نجد أن 

 3.40
yy zz

xx xx

e e

e e
   

وهغ ع تعتمد علش ن عال العولغ   ن عال العرضش إلش الإالنسبة بي  الإ هو  لل ابد نش العبيعشالمع أنأي 

 .  علش مقدار الإجهاد المؤترع  كل مقع  اعسعوانة و

 : لحالة اللاصة الآتيةوهغ اأخرى  حالةنعتبر 

 . , 0 3.41yz xx yy zz xy zxconst              

م  المعادعت  3.23   : نحصل علش 

 
1

, 0 3.42
2

yz xx yy zz xy zxe T e e e e e


       

 . أي أن الت ويه عبارة ع  ت ويه نقغ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

عيلات قائم الياوية وجوانبه موازية قبل التاير فغ ال كل عبارة ع  متوازي مست فإذا كان الجسم المأخوذ

م  المعادعت   فإنه الإحداتيات لمحاور 3.42  الجوان نجد أن 

oالمحورعلش  المتعامدة x  والإجهاد الذي يق  علش الجوان  الأخرى م    خالية م  اعجهادات تكون 

0T  عندما  force   Shearingقوى قاصة  سوف يؤدي إلش  ( 1  كما هو موضح ب كل   ) 

yفغ المستوى مرسوت ع   واحد فق حي  أن مق z الياوية بي  الجوان  التغ كاند أصلا  موازية   و

x,للمستويات y y z    أختل د ع  
2


2yzبالمقدار   yze     وبذلك م  3.42 نجد أن 

 3.43yz    

 والياوية المناظرة Tتم ل النسبة بي  الإجهاد القاص  أي أن

T

Y T

Y 

T

Y 

T

Y 

2
yz




TY 

x 

y 

z 



 3.44
yz





 

 تابد المرونة القاصغ . ولذلك دائما تسمش

 أخيرا نعتبر الحالة اللاصة 

 . , 0 3.45xx yy zz xy zx yzconst              

 : تععش بالمعادعت nالعمودي عليه هو  وىفش هذه الحالة نجد أن مركبات الإجهاد التغ تؤتر علش المست

       cos , , cos , , cos , 3.46nx ny nzn ox n oy n oz          

أي أن المركبة العمودية فق  هغ التغ    مقداره و nللعمودي يكون موازيا   nأي أن متجه الإجهاد

 .  تؤتر علش المستوى

0إذا كان    0إذا كان    أما الإجهاد يكون عبارة ع  ضا فإن   عبارة ع   د يكون الإجهادفإن . 

فش  شالأول بجم  ال لاث معادعت 3.20   نحصل علش : 

 
2

3.47
3

xx yy zz     
 

     
 

 

وبذلك يكون   تم ل  التاير  الحجمغ  حي    يم ل التقلص الحجمغCubical compression . 

 بوض                                          

 
2

3.48
3

k    

لقيم  وجد أنه التجارب المعملية . م   modulus of compression  الضا  معامليم ل  kال ابدفإن 

0P    0ن فإولذلك    حجم الجسم فغ تناقصيحدثK   مواد .لجمي  ال   

ك بالإضافة إلش توابد المرونة وبذل ,  للجسم المرن التغ سبق أن عرفناها فش قانون هو  المعمم

,ال وابد يكون لدينا الأييوتروبك    ,E k   ويمك  التعبير ع,    بدعلة ال وابد الأخرى فغ

 الصورة:  

    
 , 3.49

1 1 2 2 1

E E
 

  
 

  
 

E,يمك  التعبير عنه بدعلة  kوكذلك ال ابد   فش الصورة: 

 
 , 3.50

3 1 2

E
k





 

k,وحي  أن E  م  المعادلة موجبان   لذلك 3.50 نجد أن: 

1
1 2 0

2
     



0وحي  أن     لذلك فإن   
1

0
2

    لجمي  المواد. 

 المعادلة كذلك م  3.49     0نجد أن , 0    لجمي  المواد.  

المعادعت 3.23  ال وابد  تها بدعلةكتاب يمك,E  فش الصورة  : 

   

 

 

1 1
,

1 1
, ,

1 1
, . 3.51

xx xx yy zz yy yy zz xx

zz zz xx yy xy xy

zx zx yz yz

e e
E E

e e
E E

e e
E E

       


    

 
 

          


    
 

 
 

 

 

  :   : المعادعت الديناميكية للأجسات المرنة الأييوتروبك (6بند )

فش حالة ديناميكا الأجسات المرنة نجد أن مركبات الإزاحة ع تكون دالة فش إحداتيات الموض          

 , ,x y z دالة فش اليم  بل تكون أيضا   فق    لأي نقعةt     وبذلك للحصول علش المعادعت الديناميكية

المععاه بالمعادعت  ف علش معادعت اعتياني  نض تسمش معادعت الحركةوالتغ للأجسات المرنة  1.4 

 المقادير نضيف أي   ما ي ير إلش قوى القصور بالنسبة لوحدة الحجوت الباب الأولودة فش الموج

 
2 2 2

2 2 2
, , , 3.52

u v w

t t t
  
  

  
  

 

   للمعادعت ال لاث   علش الترتي  .م ل الك افة الحجمية ت حي  

 وبذلك يمك  وض  معادعت الحركة فش الصورة:

2 2

2 2

2

2

, ,

.

xy xy yy yzxx zx

yzzx zz

u v
X Y

x y z t x y z t

w
Z

x y z t

    
 

 


      
       

       

  
   

   

 

حي  أن القوى الحجمية ع    ونلاح  هنا أن قانون هو  المعمم يظل كما هو فش حالة ديناميكا الجسم المرن

فش حالة الجسم المرن الأييوتروبك المعادعت لذلك  . تظهر فش هذا القانون

         3.24 , 3.25 , 3.26 , 3.27 ,  .تظل كما هغ  3.28

 

 : ركبات الإزاحة: المعادعت الأساسية بدعلة م (7بند )

م  المعادعت               3.25 , 3.26 , معادعت اعتيان بواسعة مركبات الإزاحة  كتابةيمك   3.27

 , ,u v w   فش الصورة   فش حالة استاتيكا الجسم المرن : 



   

   

0 , 0 ,

0 , 3.54

u X v Y
x y

w Z
z

 
     


  

 
         

 


    



 

حي  

2 2 2

2 2 2x y z

  
   

  
 : أي أن    Lap lace's operator ر عبلاستسمش مؤت 

   
2 2 2

2 2 2
, , . 3.55

f f f
f x y z

x y z

  
   

  
 

حي   , ,f x y z  دالة فش , ,x y z  . 

 :أخذ الصورة معادعت الحركة ت   فش حالة ديناميكا الجسم المرن

   

   

2 2

2 2

2

2

, ,

, 3.56

u v
u X v Y

x t y t

w
w Z

z t

 
       


   

   
         

   

 
    

 

 

المعادعت 3.56  ة الآتية  :تجاهيالأصورة اليمك  وضعها فش  

     
2

2

2
. , 3.57

U
U U F

t
  


      


 

 حي 

   

       

     

2

, , , , , , ,

. ,

. , ,

.
1 1 2 2(1 ) 2 1 1 2

xx yy zz

F X Y Z U u v w i j k
x y z

u v w
U e e e

x y z

U grad div U U grad div U curl curl U

E E E




 

    

  
     

  

  
       

  

     

   
    

 

وبذلك تصبح المعادلة  3.57 : فش الصورة 

 
 

 
  

 

1 1 21 2

2 1 1
grad div U curl curl U F

E

 

 

 
  

 
 

0F عندماأي  وفش حالة إهمال القوى الحجمية     تصبح المعادلة فش الصورة  : 

 
 

 
1 2

0 .
2 1

grad div U curl curl U





 


 

 فغ الصورة  : أو

       2 1 1 2 0 .grad div U curl curl U      



 :  أي أن

         
         

2 1 1 2

2 1 . . 1 2 . 0 .

div grad div U div curl curl U

U U

 

 

   

          

 

أن   حي و   0div curl A   لأي دالة  A  لذلك فإن   

          2 22 1 . . 2 1 . . 0 . . 0U U U               

.وم  هذه المعادلة نستنتج أن الدالة  0U div U    توافقية تم ل دالة Harmonic function   .

كذلك م  المعادلة 3.57 0عندماF   وفغ حالة الإتيان   فإن  : 

 2 1
. 0

1 2
U U


    


 

   ؤتر عبلاس نجد أنبمرى بالتأتير مرة أخ

 2 2 0U    

المرن للجسم  U متجه الإزاحةفإن وهذا يوضح أنه عند اتيان الجسم المرن اللالغ م  القوى الجسمية 

 . ية التوافقيةئانحقق المعادلة ال ي

 

 : : المعادعت الأساسية بدعلة مركبات الإجهاد (8بند )

ليسد فق     يكون م  المناس  التعامل م  معادعت تحتوى فق  علش مركبات الإجهاد أحيانا  

المعادعت ذلك فإن. ل ولك  باقغ المعادعت أيضا    معادعت اعتيان ومعادعت الحركة  3.51  يمك  وضعها

 فش الصورة:

 

1 1
, ,

1 1
, ,

1 1
, , 3.58

xx xx yy yy

zz zz xy xy

zx zx yz yz

e e
E E E E

e e
E E E

e e
E E

   
 

  
 

 
 

    
        
   

    
      
   

    
    
   

 

xx حي  yy zz      . 

 الإن عالغ  . التوافق  روطهذه العلاقات يج  أن تحقق     

 المعادعت بالتعويض م  3.58 المعادعت فغ 2.69   الأولش  ي تلنجد أن م  المعاد   فش الباب ال انش

 :فغ الصورة    يمك  كتابتهما هذه المعادعت م والرابعة 



 

2 22 2 2

2 2 2 2

2 2

2 ,
1

. 3.59
1

yy yzzz

yz xyxx zx

Z

z y y z y z

y z y z x x y

  



  



      
    

       

      
      

           

 

,بترتي  دوري لكل م  بالم ل        ,x y z    يمك  الحصول علش باقغ المعادعت التغ تم ل معادعت

  الإن عالغ . التوافق

المعادعت       3.59 ة ال انية بالنسبة إلشيمك  تبسيعها قليلا  وذلك بم اضلة المعادلy  وال ال ة بالنسبة

فش المعادعتوالتعويض  zإلش  3.24 والجم  نحصل علش : 

2 2 2

2 2
2

yz yy xyzz xz Y Z

y z y z x y z y z

           
         

          
 

 المعادعت الأولش م  بت اضل 3.24 لنسبة لـ جيئيا  بx   نحصل علش : 

2

2

xy zx xxX

x y z x x

     
    

     
 

 : نحصل علش  بالتعويض م  هذه العلاقة فش المعادلة السابقة 

 
2 22 2

2 2 2
2 2 3.60

yz yyxx zz X X Y Z

y z x y z x x y z

          
       

         
 

بالتعويض م  المعادلة  3.60  فش المعادلة الأولش م 3.59 نحصل علش : 

   
 

2 2 22 2

2 2 2 2 21

2

yy zz yy zz xx

z y y z x

X Y Z X

x y z x

    



         
     

      

    
     

    

 

yyبالتعويض ع    zz xx         نحصل علش 

   
 

2

2

1 1
2 3.61

1 1
xx

X Y Z X

x x y z x


 

      
       

       
 

 : خرتي  فش الصورةالأمعادلتي  الوبن س العريقة يمك  الحصول علش 

   

   
 

2

2

2

2

1 1
2 ,

1 1

1 1
2 . 3.62

1 1

yy

zz

X Y Z Y

y x y z y

X Y Z Z

z x y z z


 


 

      
       

       

      
       

       

 

معادعت ال لاث فش البجم     3.61 ,      نحصل علش 3.62



 
1

. 3.63
1

X Y Z

x y z





     
      

     
 

م  المعادلة  بالتعويض 3.63 فش المعادعت    3.61 ,  : نحصل علش  3.62

 

2

2

2

2

2

2

1
2 ,

1 1

1
2 ,

1 1

1
2 . 3.64

1 1

xx

yy

zz

X Y Z X

x x y z x

X Y Z Y

y x y z y

X Y Z Z

z x y z z




 




 




 

       
        

         

       
        

         

       
        

         

 

م  المعادعت    yوالمعادلة ال ال ة بالنسبة إلش zكذلك مرة أخرى بت اضل المعادلة ال انية بالنسبة إلش

 3.24    تم الجم  نحصل علش  : 

 
2 2 2 22 2

2 2
3.65

yx yy yz yzzx zz Z Y

x z y z z x y y y z y z

            
        

            
 

 بإضافة المعادلة 3.65  إلش المعادلة ال انية م 3.59 لشنحصل ع : 

 
 

21
3.66

1
yz

Z Y

y z y z




    
     

     
 

 الآتيتي معادلتي  الوبالم ل يمك  الحصول علش 

 

 
 

2

2

1
,

1

1
. 3.67

1

zx

xy

Z X

x z x z

Y X

x y x y







    
     

     

    
     

     

 

المبينة فغ  تس المعادعت الحقق تركبات الإجهاد سوف مأي أن        3.24 , 3.64 , 3.66 , 3.67  .

المعادعت     3.64 , 3.66 , التغ و Compatibility equitation فق واتتسمش بمعادعت ال 3.67

 .  Beltrami- Michelحصل عليها 

 

  : : ال روط الأساسية علش السعوح (9) بند

 : حالة استاتيكا الجسم المرنأوع  : 

الدوال المجهولة  علش المعادعت الأساسية التغ ذكرناها فغ حالة استاتيكا الجسم المرن تحتوى دائما

, , , , , . . . ,xx yy yzu v w     تم ل المجموعة الكاملة لمعادعت استاتيكا الجسم   توهذه المعادع

تماما   حالة اعتيان للجسم المرن إذا ما علمد القوى اللارجية والقوى الداخلية  المرن وهغ تصف وص ا  

 .   يهالتغ تؤتر عل



 : م  تتعر  لكل استاتيكا الجسم المرن سائلم

 إذا ما أععيد القوى اللارجية التغ تؤتر علش السعح لهذا الجسم  ( تعيي  حالة اعتيان للجسم المرن 1 ) 

,كل م  وهذا يعنش تعيي           , , , . . . ,xx yzu v w     الآتية  تحقق علش السعح ال روطوالتغ: 

 1 2 3, , , 3.68nx ny nzf f f       

1  المحدد للجسم وإلش اللارجيم ل المتجه العمودي علش السعح   nحي           2 3, ,f f f  دوال تكون  

 مععاة.         

 : أي أن   ط المكونة لسعح الجسماوصف حالة اعتيان للجسم المرن إذا ما أععيد الإزاحة للنق  ( 2 )

 1 2 3u = g ,  v  = g ,  w  =  g .       3.69 

1حي    علش السعح          2 3, ,g g g المععغ  معلومة علش السعحتكون وال د. 

     ( تعيي  حالة اعتيان للجسم المرن عندما تععش مركبات الإجهاد المؤترة علش جيء م  سعح الجسم 3 )

    مة عبالحالة الملتل هذه الحالة الإزاحة علش جيء آخر م  سعح الجسم المرن وتسمش ومركبات        

 ( .3(   )2) الحالتي         

 : حالة ديناميكا الجسم المرن نيا  :تا

   المعادلة الأساسية التغ حصلنا عليها فش حالة ديناميكا الجسم المرن تحتوى كذلك علش تس  دوال      

 : علش السعح تاليةنهم م  استلدات ال روط اليب تعيوعلم يكون      

 ( إيجاد الدوال أ )     , , , , , , , ,u x y z v x y z w x y z  عت الحركةوالتغ تحق معاد  3.56     

 ال روط  وتتحقق كذلك      

 1 2 3, , 3.70nx ny nzf f f      

0tوعند    عند أي لحظة محل الدراسة  لجسماعلش سعح        t   نجد أن: 

 0 0 0 0 0 0, , , , , , 3.71
u v w

u u v v w w u v w
t t t

  
     

  
 

1حي  الدوال         2 3, ,f f f   دوال فش اليمt  المعادعت   أيضا  3.71  حدية روط الالتسمش 

 Boundary Conditions        المعادعت  بينما 3.70 تسمش ال روط اعبتدائية 

      Conditions Initial. 

  علش التغ ( فش أن ال روط  أ ) الحالة  حالة ديناميكا الجسم المرن  تلتلف ع  ال انية فش حالة( ال ب )

 : السعح هغ        

 1 2 3u =  g ,   v  = g   ,   w  =  g , 3.72  

1حي          2 3, ,g g g كذلك دوال فش اليم تكون دوال معروفة علش السعح وt  . 



    بحي  أن ال روط التغ تكون علش جيأ م  السعحم  الحالتي  السابقتي     ة هغ خلي  ال ال حالة( ال ج )

 كالآتغ  :         

 1 2 3, , 3.72nx ny nzf f f       

 كالآتغ  : وعلش جيأ آخر م  السعح        

 1 2 3u =  g ,   v  =  g  ,   w = g 3.73 

حي         
1 2 3, ,f f f   1  وكذلك 2 3, ,g g g  دوال معرفة علش السعح   أو علش جيء منه   كما أتها    

 . tدوال فغ اليم         

 ( : طاقة جهد الإن عال : 11بند ) 

عندما يت كل الجسم المرن نتيجة وجود قوى خارجية مؤترة عليه   فإن هذه القوى تبذل  الا  . وإذا 

ا جسم م الغ المرونة   أي أنه يعود إلش  كله الأصلغ بعد زوال القوى المؤترة علية   فإن فرضنا أن لدين

 الجسم يععغ تماما  كمية ال ال التغ بذلد بواسعة هذه القوى .

ب ر  وجود حالتان ان عاليتان متقاربتان لجسم مرن   الأولش تتميي بمتجه الإزاحة  , ,U u v w   

ن عال وممتد الإ , , ,ije i j x y z  وال انية تتميي بمتجه الإزاحة  

 , ,U U u u v v w w          وممتد الإن عال   , , ,ij ije e i j x y z   . 

,لإيجاد ال ال المبذول لت كل عنصر صاير علش  كل متوازي مستعيلات ابعاده  ,x y z     

,اعحداتيات ال لاث وموازية لمحاور  ,o x o y o z   ( 2  علش الترتي    كما ب كل . ) 

                                                                                       z  

                                                                                          

 

    y 

                                                                                         o                                                                   

 

                             

                                                                                                  .x    

                                                               y              

                                                                   xz           z                                                        

                                                               xy         xx                        x 

 ( 2 كل )                                                                                   



ة مركي متوازي المستعيلات   هو متجه إزاح  Uب ر  أن   , , , , ,ij iii j i j x y z    

هغ الإجهادات عند مركي متوازي المستعيلات والذي احداتياته هغ  , ,x y z . 

القوى المؤترة علش الوجه الأمامغ  y z   : هغ 

, ,
2 2 2

xyxx xz
xx xy xz

x x x

x x x

   
  

      
       

       
 

,حاور ال لاث وتعمل فغ إتجاه الم ,ox oy oz .  علش الترتي   

 ومركبات الإزاحة المناظرة هغ :

, ,
2 2 2

x u x v x w
u v w

x x x

         
       

       
 

القوى المؤترة علش الوجه اللل غ  y z   : هغ 

, ,
2 2 2

xyxx xz
xx xy xz

x x x

x x x

   
  

      
       

       
 

 ومركبات الإزاحة المناظرة هغ :

, ,
2 2 2

x u x v x w
u v w

x x x

         
       

       
 

 وبالتالغ فإن ال ال المبذوول بهذه القوى هو :

[ . .
2 2 2 2

. .
2 2 2 2

xyxx
xx xy

xz xx
xz xx

x x u x x v
u v

x x x x

x x w x x u
w u

x x x x

   
   

    
   



               
                  

                

                 
                    

                 

 . . ] .
2 2 2 2

xy xz
xy xz

x x v x x w
v w y z

x x x x

    
    

                
                 

                

 

بال ك والإختصار واهمال الحدود التغ م  الرتبة ال انية داخل القوس   نستنتج أن ال ال المبذول بهذه 

القوى علش الوجهي  y z    : هو 

. . . . . . .
xyxx xz

xx xy xz

u v w
u v w x y z

x x x x x x

 
           

          
          

           
 

وبذات العريقة يمك  إيجاد ال ال المبذول بقوى الإجهاد علش الوجهي  x z  : فغ الصورة 

. . . . . . .
xy yy yz

xy yy yz

u v w
u v w x y z

y y y y y y

  
           

          
          

           
 

وكذلك يمكون ال ال المبذول بقوى الإجهاد علش الوجهي  x y  : فغ الصورة 



. . . . . . .
yzxz zz

xz yz zz

u v w
u v w x y z

z z z z z z

 
           

          
          

           
 

ند القوى الحجمية هغ وإذا كا , ,F X Y Z : فإن ال ال المبذول بواسعة هذه القوى هو 

. . .X u Y v Z w    

xوبالتالغ فإن ال ال المبذول لت كل العنصر y z   : هو مجموا ال ال الذي حصلنا عليه   أي أن 

   

       

[

. .

. 2 . 2 . 2 . ] ,

xy xy yy yzxx xz

yzxz zz
xx xx yy yy

zz zz xy xy xz xy yz yz

W X u Y v
x y z x y z

Z w e e
x y z

e e e e v

    
  

 
    

        

       
           

        

  
       

   

   

 

xهو عنصر الحجم وهو يساوي  vحي  y z    . 

 باستلدات معادعت الإتيان نجد أن :

     

     

[ . . .

2 . 2 . 2 . ] .

xx yy zz xx xx yy yy zz zz

xy xy xz xy yz yz

W u v w e e e

e e e v

            

      

      

  
 

   حي   Uلوحدة الحجوت هو  vوبالتالغ فإن ال ال المبذول العنصر

     

       

. . .

2 . 2 . 2 . . 3.74

xx yy zz xx xx yy yy zz zz

xy xy xz xy yz yz

W
U u v w e e e

V

e e e


            



     

       

  

 

وحي  أن طاقة جهد الإن عال تعتمد علش الحالة الإن عالية للجسم المرن   أي تعتمد علش مركبات الإن عال   

 لذلك فإن 

 , , , ,xx yy zz xy zx yzU U e e e e e e 

 بإجراء الت اضل لكلا العرفي    نجد أن :

 2 2 2 . 3.75

xx yy zz

xx yy zz

xy zx yz

xy zx yz

U U U
U e e e

e e e

U U U
e e e

e e e

   

  

  
   
  

  
  

  

 

عح  أنه م  التماتل  , , , ij jii j x y z e e  . 

بمقارنة المعادلتي     3.74 ,    نجد أن  3.75

    , , , , , , . 3.76ii ij

ii ij

U U
i j x y z i j

e e
 

 
   
 

 

 : أي أن



" مركبات ممتد الإجهاد تتعي  بت اضل طاقة جهد الإن عال لوحدة الكتل   جيئيا    بالنسبة لمركبات  

 ممتد الإن عال ".

تسمش العلاقة  3.76   جري  بعلاقة. 

 ( : طاقة جهد الإن عال للأجسات الأييوتروبك : 11بند ) 

لقد أتبتنا فغ هذا الباب أن المحاور الأساسية للإجهاد والمحاور الأساسية للإن عال تكون منعبقة عند كل 

د والإن عال يكون لهما نقعة م  نقاط الجسم الجسم المرن الأييوتروبك   وبالتالغ فإن كل م  ممتدي الإجها

 التركي  ذاته .

نستنتج م  ذلك أن طاقة الجهد   لوحدة الحجوت   للجسم المرن الأييوتروبك عتتاير بتاير المحاور   

1وبالتالغ تكون دالة فغ الكميات  2 3, ,I I I  عتتاير بتاير المحاور والمععاه بالمعادعتالتغ 1.39  فغ  

الباب الأول . وم  صياة جري  المععاة بالمعادلة 3.76  ت بالمعادعوقانون هو  المعمم   المععغ

 3.20يمك  استنتاج أن  U  دالة تربيعية فغ مركبات ممتد الإجهاد   أو مركبات ممتد الإن عال   

 ) تحتوي علش كميات م  الدرجة ال ال ة ( .  3Iوبالتالغ ع تعتمد علش 

 دالة متجانسة   لذلك فإنها تأخذ الصورة : Uوحي  أن

 

   

2
2

1 2

2 2 2 , 3.77

xx yy zz

xx yy xx zz yy zz xy zx yz

U A I B I A

B

  

        

     

     
 

A,حي   B   . توابد 

صلنا عليه م  أن توابد المرونة تنل ض إلش اتني  فغ حالة الأجسات المرنة وهذا يت ق م  ما ح

الأييوتروبك ) سوي اللواص (    وبالتالغ يمك  وض  المعادلة  3.77 : فغ الصورة 

 

         

2

2 2 2 2 2 2

1

3

6 . 3.78
6

xx yy zz

xx yy xx zz zz xx xy zx yz

U A B

B

  

        

 
     
 

         
  

 

 كذلك يمك  استنتاج أن :

    , , , , , , . 3.79ii ij

ii ij

U U
e e i j x y z i j

 

 
   
 

 

ادلة بت اضل المع 3.78  جيئيا  بالنسبة لمركبات الإجهاد   واستلدات المعادلة   3.79  : نحصل علش   

  
  

  
 

2 2 ,

2 2 ,

2 2 ,

, , . 3.80

xx xx yy zz

yy yy zz xx

zz zz xx yy

xy xy zx zx yz yz

e A A B

e A A B

e A A B

e B e B e B

  

  

  

  

   

   

   

     

 



موجبة دائما    لذلك ينتج م  المعادلة  Uوحي  أن 3.78  أن 

1
0 , 0 0

3
A B B A
 

     
 

 

بمقارنة المعادعت 3.80    3.51  نستنتج أن 

1 1
,

2
A B

E E

 
   

 
 

وبالتالغ المعادلة  3.78 : يمك  كتابتها فغ الصورة 

 

         

2

2 2 2 2 2 2

1 2

6

1
6 . 3.81

6

xx yy zz

xx yy xx zz zz xx xy zx yz

U
E

E


  


        

 
    
 

                

 

المعادلة  3.81  تععينا العلاقة بي  طاقة الجهد للإن عال ومركبات الإجهاد فغ حالة الجسم المرن

 الأييوتروبك ) سوي اللواص ( .

 

 ـــــ : 1م الـــ 

 :هغ  عند نقعة فغ جسم مرن أييوتروبك مجهد مركبات ممتد اعن عال كاندإذا 

 
3

2 1 0

1 3 4 10

0 4 0



 
 

 
 
 

 

 هغ  : بد المرونةتواكاند و

0.3 , 208 .E Gpa   

 .  تم أوجد طاقة الجهد للإن عال  عي  مركبات ممتد الإجهاد

 

 الحلـــــــــــ :

 العلاقة بي  مركبات والإجهاد ومركبات الإن عال   سبق أن حصلنا عليها فغ الصورة :

2 , 2 , 2 ,

2 , 2 , 2 ,

xx xx yy yy zz zz

xy xy xz xz yz yz

e e e

e e e

        

     

     

  
 

 حي  

xx yy zze e e    

,ال ابتان   :  يمك  تعيينهما   كالآتغ 



  

 

0.3 208 6240
120 . ,

1 1 2 1.3 0.4 52

208 208
80 .

2 1 2 1.3 2.6

E
Gpa

E
Gpa




 





   

  

   
 

 

,بالتعويض بقيمتش  : وقيم مركبات الإن عال   فغ المعادعت السابقة   نحصل علش 

0.92 . , 1.08 . , 0.6 . ,

0.16 . , 0 . , 0.64 .

xx yy zz

xy xz yz

Gpa Gpa Gpa

Gpa Gpa Gpa

  

  

  

  
 

 . مركبات ممتد الإجهادوهذه هغ 

اد طاقة الجهد للإن عاللإيج U  نعو  بالقيم السابقة فغ المعادلة   

 

       

2

2 2 2 2 2 2

1 2

6
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6

xx yy zz

xx yy xx zz zz xx xy zx yz

U
E

E


  


        

 
    
 

                

 

 فنجد أن 

            

   

2 2 2 2 2 2

3

0.4 1.3
2.6 6 0.16 0.64 0.16 0.48 0.32

1248 1248

5.19 10 .

U

Gpa


                  



 

 ـــــ : 2م الـــ 

 إذا كاند مركبات ممتد اعجهاد عند نقعة فغ جسم مرن أييوتروبك مجهد هغ :

2 2, , 0 , 0 ,xx yy zz xy zx yzk y k x            

 مقدار تابد . kحي 

عي  مركبات الإزاحة    , , ,u x y v x y  . 

 الحلـــــــــــ :

 لتعيي  مركبات الإن عال بمعلومية مركبات الإجهاد   نستلدت العلاقات :
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3 2 2 3 2

1
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3 2 2 3 2 2

xx xx yy zz

yy yy xx zz xy xy

e

e e

  
  

     

  
   

      


  

 


   

 

 

,بالتعويض بالقيم المععاه لكل م   ,xx yy zze e e نحصل علش   

 
 

 
 2 2 2 21 1

, .
3 2 2 3 2 2

xx yy
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e y x e x y     

     

   
             

 

 



 وحي  أن 

,xx yy

u v
e e

x y

 
 
 

 

 
  2 21

,
3 2 2

u k
y x

x
  

  

  
       
 

 ومنها
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1
,

3 2 6

k
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 كذلك
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 ومنها
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2

1
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3 2 6

k
v x y y c x  

  

 
       

 

حي     1 2,c y c x . تابتا التكامل 

 
1 1

0 , 0
2 2

xy xy xy

u v
e

y x
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 وحي  أن

 

 

   

 

 1 22 2
, .

3 2 3 2

k x y d c y k x y d c xu v

y d y x d x

   

     

  
    

   
 

 لذلك فإن 

   1 2d c y d c x

d y d x
  

1وهذا يتحقق عندما  2,c c : يكونان تابتان عدديان   أي أن 
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 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

. 



 " تمـــــــــــــــــاري  "

 

 بالعلاقات الآتية :كاند مركبات متجه الإزاحة   فغ جسم مرن مجهد    تععش (  إذا  1) 

           
2 2 22 210 10 , 2 10 , 10u x v x y w z x y

  
        

عي  مركبات الإن عال ومركبات الإجهاد عند أي نقعة           , ,x y z  تم عند النقعة   0 , 2 , 1 . 

 وأوجد كذلك طاقة الوض  الداخلغ الكلية للإن عال .         

3م مرن مجهد   كاند النسبة بي  مركبات الإن عال الأساسية هغ (  عند نقعة فغ جس 2)  : 4 :    فإذا  5

1كان أكبر إجهاد أساسغ هو            140 .Mpa  3. أوجد النسبة 2 1: :    3  وكذلك قيم 2,      

0.3مد أن توابد المرونة لهذا الجسم هغ إذا عل           , 208 .E Gpa   . 

 (  إذا كاند كاند المركبات الكارتييية للإن عال   فغ جسم مرن مجهد   هغ : 3) 

2 1
3 , 0 , 2 , 3 , .

2
xx yy zz xy zx yze x e e z e x y z e e y        

 عي     وضح ت إذا كاند هذه المركبات تحقق  روط التوافق الإن عالغ أت ع   وإن كاند تحقق            

,مركبات ممتد الإجهاد بدعلة توابد عمغ              . 

 (  إذا كاند مركبات متجه الإزاحة   فغ جسم مرن مجهد    تععش بالعلاقات الآتية :  4) 

   2 22 , .
2 2

u a x x y v a x y
E E

 
      

عي  مركبات الإن عال والإجهاد عند أي نقعة          , ,x y z   حي    .  هغ الوزن النوعغ للجسم 

 (  إذا كاند كاند مركبات الإن عال   فغ قضي  مرن مجهد   هغ : 5) 

0 , , ,xx yy zz xy zx yze e e e e k e k
y x

  
      

 
 

حي           ,x y    k  هذة الحالة الإن عالية هغ حالة واقعية ) تحقق  روط  تابد   تم وضح أن 

 التوافق الإن عالغ (   وأوجد طاقة الوض  الداخلغ الكلية للإن عال .         
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 " المحتــــويــات :

 

 " هادتحليل الإج الباب الأول "

 1....  ............................................................................................   ( : مقدمة1بند )

 1....  .........................................................................................   ( : تعري ات2بند )

 2...   ..................................................................   اد المحصل عند نقعة( : الإجه3بند )

 4....  ...............................................................   ( : مركبات الإجهاد عند أي نقعة4بند )

 6.....  ..............................................................................  ( : معادعت اعتيان 5بند ) 

  8.....  .......................................................................   ( :  تماتل مركبات الإجهاد6بند )

 11.....  .......................................................................   قانون التحول للإجهاد : (7بند )

 13....   .......................................................   ( : الكميات اعتايرية فغ حالة الإجهاد8بند )

 15..   ...................................................................................  ( : سعح الإجهاد 9بند )

 17.....    ........................................................................  غ ( : أكبر إجهاد قاص11بند )

 21.....    ...............................................................................  ( : دائرة موهر 11بند )

    22......    ..................................................................  ة للإجهاد ( : حاعت خاص12بند )

 23...............................................     ( : الإجهادات منسوبة إلش المحاور الأساسية 13بند )

  23.......   ................................................................  ( : حالة الإجهاد فغ بعدي  14) بند

 37...............................................................................................      تمـــــــــــــاري 

 

 " تحليل اعن عال " الباب ال ـانغ

 41....................  ............................................................................   (: مقدمة1بند )

  41.............................................................................      : التحويلة المتجانسة (2) بند

 43......   .............................................   التحويلة المتجانسة المتناهية فغ الصار : (3) بند

 44...   ......................................   المتناهية فغ الصار المتجانسة مركبات التحويلة : (4) بند

 47......   ......................................................   : المعنش الهندسغ لمركبات اعن عال (5) بند

 51...   ..................................   : الكميات التغ ع تتاير بتاير المحاور وسعح اعن عال (6د )بن

 53..   .......................................   : اعن عاعت الأساسية والمحاور الأساسية للان عال (7) بند

 54..   ...................................................................................   : الت ويه العات (8بند )

 56.   ............................................   : تعيي  مركبات الإزاحة بدعلة مركبات اعن عال (9بند )

 59   ............................ روط التوافق الإن عالغ    ........................................:  (11بند )

 67   .تمـــــــــــــــــاري    ...........................................................................................



 " القانون الأساسغ لنظرية المرونة والمعادعت الأساسية"  الباب ال ال 

 71.....................   .........................................................................   : مقدمة (1بند )

  71..............   ..................................................................   (: قانون هو  المعمم2بند )

 72   ............................................) سوية اللواص (  ........ يوتروبكيالأ الأجسات: ( 3) بند

 75......................   ..........   ستاتيكا الجسم المرن الأييوتروبك: المعادعت الأساسية لإ (4) بند

 76.....   .......................   ( : الحاعت البسيعة للاتيان المرن وال وابد الأساسية للمرونة5بند )

 81   ........................................  : المعادعت الديناميكية للأجسات المرنة الأييوتروبك (6ند )ب

 81...........   ......................................   : المعادعت الأساسية بدعلة مركبات الإزاحة (7بند )

 82...   ..............................................   الإجهاد: المعادعت الأساسية بدعلة مركبات  (8بند )

 84....   ..........................................................   : ال روط الأساسية علش السعوح (9) بند

 86....   ....................( : طاقة جهد الإن عال   ................................................... 11بند ) 

 89....   .( : طاقة جهد الإن عال للأجسات الأييوتروبك   ........................................... 11بند ) 

 93   .....تمـــــــــــــــــاري    ........................................................................................
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