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 :مقدمة
 الحمد لله الذي علم بالقلم،علم الإنسان مالم يعلم،والصلاة والسـلام على أشرف 

 000وعلى آلو وصحبو أجمعتُ وبعد  الأنبياء والدرسلتُ نبينا محمد 

 (.000–زوايا  –أركان  –الذندسـة ىي علم دراسة خصائص الشـكل ) أبعاد 
 الرياضية على الاطلاق ثم يليها علم الجبر.وتعُتبر الذندسة من أقدم العلوم 

عمر الخيام وأول من مارس الذندسة ىم قدماء الدصريتُ ثم الرومان ثم العرب ، ويعُتبر العلامة 
 أول من أسس علم الذندسة من علماء الدسلمتُ الأوائل.م( 1442-1123)

ة ، أما الذندسـة التحليلية والدمارسة الحقيقية للهندسة تتمثل الآن فيما يُسمى بالذندسة الوصفي
فتتمثل في تحليل الخصائص الذندسية باستخدام علم الجبر. فمثلًا النقطة وىي اللبنة الصغرى في 
بناء الشكل الذندسي يُستعاض عنها بكميات عددية تُسمى احداثيات النقطة ، والخط الدستقيم 

يقع في الدسـتوى ، ويعُبر عنو بمعادلتتُ في يعُبر عنو بمعادلة جبرية في متغتَين إذا كان الخط الدستقيم 
ثلاث متغـتَات إذا كان الخط الدسـتقيم في الفضاء الثلاثي ، والدائرة والقطع الدخروطي يُستعاض 

 000عنهما بمعادلة جبرية من الدرجة الثانية في متغتَين ، وىكذا 
 ( عملية مضنية وشاقة ، وكما وكما نعلم فإن لشارسـة الذندسـة بالعتُ المجردة )كما كان في القديم

إن جُل أو معظم الأشكال الذندسـية في الكون غتَ مستوية لذلك لجأ الانسان منذ القدم إلى صُنع 
القطوع  –الدائرة  –الدسـتطيل  –الدربع  –الدثلث  –أشكال مسـتوية يقيس بها مثل الدستقيم 

  000 –الكرة  -الأسطوانة  –الدخروطية 
 وانتُ الخاصة بهذه الأشكال الذندسية.ومن ثم وُضعت الق

ونقدم ىذه الدذكرة والتي تشـتمل على لرموعة المحاضرات في الذندسـة التحليلية  في الدستوى ، 
 أربعة أبواب.  مة إلىـوىي مقسوالتي قمت بتدريسـها في الجامعات والدعاىد 

ت الكارتيـزية والإحداثيات تناولنا في الباب الأول نظام الإحداثيات في الدسـتوى ) الإحداثيا
القطبية والعلاقة بينهما ( ، والدعادلات القطبية للخط الدستقيم وللدائرة في الدستوى ، وفي الباب 

 ) نقل ودوران المحاور ( ،  الثاني تناولنا تغيتَ المحاور في الدستوى 
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خطتُ  x,y  الدتغتَينفيشرط تدثيل الدعادلة العامة من الدرجة الثانية وفي الباب الثالث تناولنا 
أقصر بعُد ، و   تقيمتُ معلومتُـتقيم يمر بنقطة تقاطع خطتُ مسـخط مس يمعادلة أ، و  مستقيمتُ

الزاوية المحصورة بتُ الدسـتقيمتُ اللذين تدثلهما الدعادلة ،  بتُ مسـتقيمتُ متوازيتُ في الدستوى
02الدتجانسـة  22  byhxyax   ومعادلة ، 
 بتُ الخطتُ الدمثلتُ بالدعادلة يتتُو افتُ للز ـتقيمتُ الدنصـسالخطتُ الد
02الدتجانسـة 22  byhxyax . 

 والقطع الناقص والقطع الزائد  وصفاتها ) القطع الدكافئ ع الدخروطيةو القطوفي الباب الرابع تناولنا 
يجعل أعمالنا خالصة لوجهو ونسأل الله عز وجل أن ينفعنا بما علمنا وأن يعلمنا ما ينفعنا ، وأن 

 الكريم ، وأخر دعوانا أن الحمد لله رب العالدتُ.
 

 كلية العلوم بقنا
 جامعة جنوب الوادي
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  والتي سبق دراستها الهندسة التحليلية فيمراجعة بعض النتائج: 

),,(),(نقطتتُالالدسافة بتُ  (1) 2211 yxyx  :تعطى بالعلاقة 
   221

2

21 yyxx   

),(النقطة( 2) yx تقيم الواصل بتُ النقطتتُـتقسم الدس تيال),(),,( 2211 yxyx بنسبة):( 21  
 عطى بالعلاقة: تُ 

21

1221










xx
x  ,  

21

1221










yy
y  

داخل ، والعلاقة بالاشارة السالبة عندما العلاقة بالاشارة الدوجبة عندما يكون التقسيم من ال
 . يكون التقسيم من الخارج

),,(),,(),(رؤوسو النقط يمساحة الدثلث الذ (3) 332211 yxyxyx تكون : 

      

.
2

1

1

1

1

2

1
y

2

1

1313

1212

33

22

11

213132321

yyxx

yyxx

yx

yx

yx

yxyyxyyx








 

),,(),,(),(رؤوسو النقط يمساحة الدثلث الذوإذا كانت  332211 yxyxyx  تساوي الصفر فإن
امة واحدة ، ولذلك فإن الشرط الضروري لوقوع ثلاث النقط الثلاث تقع على إستق

),,(),,(),(نقط 332211 yxyxyx :على إستقامة واحدة ىو 

.0

1

1

1

33

22

11



yx

yx

yx

 

0:للمستقيم تكون عادلة العامةالد( 4) cbyax حيثcba  كميات ثابتة.,,
وميل ىذا الدسـتقيم يكون 

b

a
m   وطول الجزء الدقطوع من لزور الصـادات يساوي

b

c
  
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cmxy تكون mبمعلومية الديلالدستقيم  ادلة( مع5)  حيثm  ، ىو الديلc  
  . OYالجزء الدقطوع من لزور

 : تكونمن لزاور الإحداثيات التي يقطعها بمعلومية الأجزاء الدستقيم ة ادل( مع6)
1

b

y

a

x
  

OYOXالمحاورىى الأجزاء الدقطوعة من  ,baحيث  .التًتيب على ,
),,(),(نقطتتُالدار بالمعادلة الدستقيم ( 7) 2211 yxyx تكون : 

12

1

12

1

xx

xx

yy

yy









 

0ويمكن كتابتها على الصورة:
11

1212






yyxx

yyxx 

),,(),(الدار الواصل بتُ النقطتتُالدستقيم ( ميل 8) 2211 yxyx :يكون 
 

12

12

xx

yy
m




  

),(ةويمر بالنقط mمعادلة الدستقيم الذى ميلو (9) 11 yx تكون: 
)( 11 xxmyy  . 

kyتكون: OXالذي يوازي لزور السينات معادلة الدستقيم( 10)   
 مقدار ثابت(. k)حيث

kxتكون: OYالذي يوازي لزور الصادات معادلة الدستقيمو    
 مقدار ثابت(. k)حيث

0,0 ( الدستقيمان11) 222111  cybxacybxa : 
 )أ( يتقاطعان إذا كان:

2

1

2

1

b

b

a

a
 

)ب( يتوازيان إذا كان: 
2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
 

)ج( يتطابقان إذا كان: 
2

1

2

1

2

1

c

c

b

b

a

a
 
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222111 ( الدستقيمان12) , cxmycxmy  حيث(21,mm :)ميلهما 
21 )أ( يتوازيان إذا كان: mm  

121)ب( يتعامدان إذا كان:  mm 
 عطى بالعلاقة: تُ  نهماالزاوية بي)ج( 

)
1

(tan
21

211

mm

mm




  . 

),(لنقطةا طول العمود الساقط من( 13) 11 yx 0على الدستقيم cbyax  ي:يساو 

22

11

ba

cbyax




.  

 معادلات منصفات الزوايا بتُ الدستقيمتُ: ( 14)
0,0 222111  cybxacybxa  

 : تكون
.

2

2

2

2

222

2

1

2

1

111

ba

cybxa

ba

cybxa









 

 ( شرط تلاقي ثلاث مستقيمات:15)
0,0,0 333222111  cybxacybxacybxa  

0 قطة واحدة ىو:في ن

333

222

111



cba

cba

cba

 . 

cbaباعتبار( 16)  cbaقابلة للرؤوسالد abcضلاع الدثلثأأطوال  يى ,, على التًتيب  ,,
  فيكون:

 : قاعدة الجيب( أ)

c

c

b

b

a

a

sinsinsin








. 

 :قاعدة جيب التمام( ب)
.cos

2

222

c
ba

cba





 

),(( معادلة الدائرة التي مركزىا النقطة17) ba ونصف قطرىاr :تكون 



    الهندسة التحليلية في المستوى                                                     د. سعد شرقاوي 
___________________________________________________________ 

8 

222 )()( rbyax  . 

 وىذه الدعادلة يمكن وضعها في الصورة العامة:
02222  cbyaxyx . 

cbaوفي ىذه الحالة يكون نصف قطرىا يساوي  ),(، ومركزىا 22 ba . 
------------------------------------------------ 

 لجميع قيم: نتائج مثلثيةyx, يكون:  
 .1cossin 22  xx  

 .sec1tan 22 xx   

 .csc1cot 22 xx   

 .sincoscossin)sin( yxyxyx   

 .sincoscossin)sin( yxyxyx   

 .sinsincoscos)cos( yxyxyx   

 .sinsincoscos)cos( yxyxyx   

   .
tantan1

tantan
tan

yx

yx
yx




            .

tantan1

tantan
)tan(

yx

yx
yx




  

 .
tan1

tan2
cossin22sin

2 x

x
xxx


  

 .
2tan1

tan1
sin211cos2sincos2cos

2
2222

x

x
xxxxx




  

 ).2cos1(
2

1
cos2 xx                                ).2cos1(

2

1
sin2 xx    

 .
2

cos
2

sin2sinsin
yxyx

yx


  

 .
2

sin
2

cos2sinsin
yxyx

yx


  

 .
2

cos
2

cos2coscos
yxyx

yx


  

 .
2

sin
2

sin2coscos
xyyx

yx


  

 ).sin()sin(cossin2 yxyxyx   

 ).sin()sin(sincos2 yxyxyx   

 ).cos()cos(coscos2 yxyxyx   

 ).cos()cos(sinsin2 yxyxyx   

 الباب الأول
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 Coordinates System in a Plane نظام الاحداثيات في المستوى

 :Cartizian coordinates الاحداثيات الخيامّية )أو الكارتيزية(( 1)
متعامدين نرسم مسـتقيمتُ  Origin point نقطة الأصلفي الدسـتوى تُسمى  Oمن نقطة ثابتة 

OX,OY يُسميان محاور الاحداثيات .فإذا كانت P نقطة ما في المسـتوى فإن P  ًتتحدد تحديدا
تدثل البعد  xفي الدستوى، حيث  احداثيات النقطةتُسـميان  (x,y)تاماً بواسطة كميتتُ عددتتُ 

 . Xعن لزور  Pالبعد العمودي للنقطة  y،وتدثل Yعن لزور Pالعمودي للنقطة 
 )انظر الشكل(

                          Y 

     

    x        P(x,y) 

                       

              y  

             

                           O                                         X 

 
 :Polar coordinates الاحداثيات القطبية (2)

طبق على نقطة ثابتة في الدستوى. من ىذه النقطة الثابتة نرسم مستقيم ثابت أفقي ين Oلتكن 
 OXالمحور 

 كما بالشكل:
               P(r,) 

   

                      

            O                                X 

( ، Oعن  P)أي بعُد  OPتتعـتُ تداماً إذا علمـنا الدسـافة  Pنـقطة ما في الدسـتوى فإن  Pفإذا كانت 
 OXمع المحور  OPعها الدستقيم وإذا علمنا أيضاً الزاوية التي يصن

 . الخط الإبتدائي OXوالدستقيم الثابت القطب  Oتُسمى النقطة الثابتة 
 OP، وتُسمى الزاوية التي يدور فيها الدستقيم  rويرُمز لو بالرمز  البُعد القطبي OPويُسـمى البعد 

ويرُمز لذا  Pلنقطة ل الزاوية القطبية OPإلى الوضع  OXمن وضعو الأصلي الدنطبق على المحور 
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 (r,)في ىذه الحالة ىي عبارة عن الثنائي الدرتب  P. فتكون الاحداثيات القطبية للنقطة  بالرمز 
في اتجاه الدسـتقيم الذي يحدد الزاوية  Oموجباً إذا قيس من القطب  OPويعُتبر البعد القطبي  .

موجبة إذا قيست في  تعُتبر الزاوية القطبية ، ويعُتبر سـالباً إذا قيس في الاتجاه الدضاد. و  القطبية 
اتجاه مضاد لدوران عقارب الساعة ، وتعُتبر سالبة إذا قيست في اتجاه دوران عقارب الساعة ، 

 . -وتكون 
 :العلاقة بين الاحداثيات القطبية والاحداثيات الكارتيزية (3)

 . (x,y)ثياتها الكارتيزية واحدا (r,)نقطة في الدستوى احداثياتها القطبية  Pلتكن 
 كما بالشكل:

    Y 

     

              P(x,y) 

                                     r 

                         y 

                                                      

                O       x                                X 

 
 من الشكل يتضح أن:و 

 x = r cos         (1) 

 y = r sin          (2) 

 . r,بدلالة  x,yىاتتُ العلاقتتُ تعبران عن 
 وجمعهما لضصل على: (2),(1)وبتًبيع العلاقتتُ 

 r
2
 = x

2
+y

2
   r =  x

2
+y

2
          (3) 

 لضصل على: (1)على العلاقة  (2)وبقسمة العلاقة 
 y/x = tan     = tan

-1
(y/x)     (4) 

 . x,yبدلالة  r,تعبران عن  (4),(3)وىاتتُ العلاقتتُ 
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 . وعتُ موضع ىذه النقطة. (3,-1-)أوجد الاحداثيات القطبية للنقطة (: 1مثال)
 وإذاً: (3,-1-) = (x,y): واضح أن النقطة مُعطاه بالاحداثيات الكارتيزية الحل

 r =  x
2
+y

2
 =  3+1 =2, 

  x = r cos  , y = r sin   

      -3 = 2 cos  , -1 = 2 sin   

  cos  = -3/2  , sin  = -1/2  , tan  = 1/3 

-في الربع الثالث من الدستوى وعلى ذلك تكون القيمة الأساسية لذا تساوى  ومن ثم تقع الزاوية 

(-/6) = -5/6  . 
 . (2,-5/6) = (r,)ىي  (3,-1-)وإذاً تكون الاحداثيات القطبية للنقطة 

rحول الدعادلة (: 2مثال)
2
 = a

2
 cos 2  حيث( إلى الصورة الكارتيزيةa .)ثابت 

 :الحل
 r

2
 = a

2
 cos 2 = a

2
 (cos

2
 - sin

2
) 

         r
4
 = a

2
 (r

2
cos

2
 - r

2
sin

2
) 

         (x
2
+y

2
)

2
 = a

2
(x

2
–y

2
). 

xحول الدعادلة (: 3مثال)
3
 = y

2
(2-x) ورة القطبية.إلى الص 

 في الدعادلة الدعطاه ينتج أن:  x = r cos  , y = r sin : بالتعويض عن الحل

 r
3
cos

3
 = r

2
sin

2
(2 - r cos ) 

         r
3
cos

3
 = 2r

2
sin

2
 - r

3
sin

2
 cos  

                         = 2r
2
sin

2
 - r

3
cos (1 – cos

2
) 

                         = 2r
2
sin

2
 - r

3
cos  + r

3
cos

3
 

         r cos  = 2sin
2
. 

 ( أوجد الاحداثيات القطبية لكل من النقط الآتية:1) :تماريــن 

 P1(-3,1)  ,  P2(-1,3)  ,  P3(-1,1)  ,  P4(-3,33)  ,  P5(1,-3) . 

 ( أوجد الاحداثيات الكارتيزية لكل من النقط الآتية:2)
 P1(2,-/2)  ,  P2(1,/3)  ,  P3(3,/4)  ,  P4(4,/3)  ,  P5(2,-/6).  

 ( حول الدعادلات الآتية إلى الصورة القطبية:3)
(1) (x2

+y
2
)

2 
= 2a

2
xy.             (2) y

2 
= x

3
/(2a-x) . ; a  constant. 

(3) x
4
+y

4
 = a

2
xy.                   (4) 2x

2
 – 2y

2
 = 9. 

 :( حول الدعادلات الآتية إلى الصورة الكارتيزية4)
(1) r = 1 – cos .                  (2) r

2
 = 9 cos 2. 

(3) r = 3/(2+3sin ).             (4) r(2-cos) = 2. 
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 الباب الثاني
 تغيير المحاور في المستوى

الغرض من تغيتَ لزاور الاحداثيات ىو وضع معادلات الدنحنيات في أبسط صورة لذا حتى يمكن 
 صها. وفيما يلي سـندرس ثلاثة طرق لتغيتَ المحاور وىي:معرفة نوعها ودراسة خصائ

 : )نقل محاور الإحداثيات( نقل نقطة الأصل -1
xfy)(إذا كانت  انتمعادلة منحتٌ ما في الدستوى ، وك يى),( yx إحداثيات نقطة يى P 

),(ولتكن إلى نقطة أخرى )0,0(صلنقطة الأ تقلنُ في الدستوى ، و    
بالنسبة للمحورين الجديدين  P مع الإبقاء على اتجاه المحاور فإذا كان إحداثيات النقطة

),(يى yx  :فإنو من الشكل  

                                                 Y     
                         Y                                             
                                                                       ),( yxP   

                                                                       ),( yxP  

 
                                               ),(                                      X   

 

 
 
                        )0,0(                                                            X            

                      

 يتضح أن  yyxx , 
),(عند نقل نقطة الأصل إلى النقطة اً إذو   على الصورة فإن معادلة الدنحتٌ تصبح : 

)(   xfy . 

عندما تنُقل نقطة الأصل إلى  P)4,3(للنقطةالجديدة  الاحداثياتوجد أ: (1)مثال
)5,2(النقطة . 
yxوالإحداثيات الجديدة ,yxالعلاقة بتُ الإحداثيات الأصلية :الحل ,  عندما تنُقل نقطة الأصل
),(النقطةإلى   :ىي 
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.
,






yy
xx

 

),()5,2(,),()4,3( ومن الدعطيات:  yx 

.54

,23





y

x
.9,5  yx  

 . P)9,5(ىي P)4,3(وعلى ذلك تكون الإحداثيات الجديدة للنقطة
)3,2(ة الأصل إلى النقطةإذا نقُلت نقط: (2)مثال   ا التى تؤول إليهالجديدة فأوجد الصورة

366422معادلة الدنحتٌ   yxyx . 
yxوالإحداثيات الجديدة ,yxالعلاقة بتُ الإحداثيات الأصلية :الحل ,  عندما تنُقل نقطة الأصل

),(إلى النقطة  :ىي 

.
,






yy
xx

 

),()3,2( ومن الدعطيات:  

.3

,2





yy

xx
 

 في معادلة الدنحتٌ: ,yxوبالتعويض عن

.49

.3618684)96()44(

.36)3(6)2(4)3()2(

22

22

22







yx

yxyyxx

yxyx

 

 وىذه ىي معادلة الدنحتٌ الجديدة الدطلوبة.
)3,2(رة مركزىا النقطةوىذه الدعادلة تدثل دائ  7ونصف قطرىا يساوي . 

------------------------------------------------ 
0222 الدنحتٌ معادلةتحقق من أن  :1نتيجة 22  cfygxbyhxyax 

 نقطة الأصل )لزاور الإحداثيات( بنقل خالية من حدود الدرجة الأولى تصبح 
),(),( إلى النقطة

22 hab

afgh

hab

bgfh








. 

yxوالإحداثيات الجديدة  ,yxالعلاقة بتُ الإحداثيات الأصلية  :الإثبات ,  
),(عندما تنُقل نقطة الأصل إلى النقطة  :ىي   yyxx ,  
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 :الدنحتٌ وبالتعويض في معادلة
.0)(2)(2)())((2)( 22  cyfxgybyxhxa 

.0)(2)(2
]2[][2]2[ 2222




cyfxg
yybxyyxhxxa




 

.0]222[
]222[]222[2

22

22




cfgbha
fbhyghaxybyxhxa




 

 وبمساواة معاملات حدود الدرجة الأولى بالصفر:

0222

,0222





fbh

gha




     

0

,0





fbh

gha




 

وبحل ىاتتُ الدعادلتتُ معاً )بالحذف( ينتج  
22

,
hab

afgh

hab

bgfh









    ، 

02الصورة ومن ثم تصبح الدعادلة في  22  kybyxhxa  
cfgbhakحيث    222 22  

 وواضح أنها خالية من حدود الدرجة الأولى وىو الدطلوب.
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 :دوران المحاور -2
OYOXالإحداثيات نعتبر لزاور  اتجاه موجب مع الإبقاء على موضع نقطة في بزاويةديرت أُ  ,

YOXOىيونفرض أن المحاور الجديدة  Oلالأص   على التًتيب. ,
),(ىي Pأن إحداثيات النقطةو  yx ُبالنسبة للمحورين الأصليتOYOX ,  
),(إحداثياتهاو  yx   رين الجديدينبالنسبة للمحوYOXO  ,  

PNPMوأن الدستقيمتُ OXXOعلى الدستقيمتُ Pالنقطة عمودان من , ,  
 على التًتيب. 
MMNMوأن الدستقيمتُ , النقطة ن مناعمودM

PNOXعلى    على التًتيب.  ,
 كما بالشكل التالي:

 

                                  Y  

                Y     
                                                                                    ),( yxP    

                                                                                    ),( yxP        

                                                                                           

 

                                                                                   M     M      X   
 
 
                                                    
   

                                   O                                          N      N        X  

 
 
 

  وأن: MMP الزاويةيتضح أن  من الشكل

.sincos

sincos





yx

PMOM

MMNO

NNNOONx









    ,     

.cossin

sincos

sincos







yx

xy

OMPM

NMMP

NMMPPNy











   

xfy)(معادلة الدنحتٌ  ونستنتج من ذلك أن  الأصلية  بالنسبة للمحاورOYOX ,  
YOXOالجديدة  تصبح بالنسبة للمحاور , الصورة:  على 
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).sincos(cossin  yxfyx   

yxوالاحداثيات الجديدة ,yxالعلاقة بتُ الاحداثيات الأصلية وبذلك تكون ,  
 :تكون زاوية الاحداثيات عندما تدور لزاور 

.cossin

,sincos





yxy

yxx




 

 أي أن:
 x  y  

x  cos  sin  

y  sin  cos  

------------------------------------------------ 
إذا دارت المحاور زاوية: (3)المث

4

  التى تؤول إليها الجديدة فأوجد الصورة 
492الدنحتٌ معادلة xy . 
yxوالإحداثيات الجديدة ,yxالعلاقة بتُ الإحداثيات الأصلية :الحل ,  عندما تدور المحاور
 ىي: زاوية

.cossin

,sincos





yxy

yxx




 

 ومن الدعطيات
2

1
cossin

4
 


 

).(
2

1
,)(

2

1
yxyyxx   

 في معادلة الدنحتٌ الدعطاه لضصل على: ,yxوبالتعويض عن
 .49)](

2

1
)][(

2

1
[2  yxyx  

4922  yx  

 وىذه ىي معادلة الدنحتٌ الجديدة الدطلوبة.
------------------------------------------------ 
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0222 الدنحتٌ معادلةتحقق من أن  :2نتيجة 22  cfygxbyhxyax 
(زاوية لزاور الإحداثياتبدوران  xyالحدخالية من تصبح 

2
(tan

2

1 1

ba

h


 . 

yxوالإحداثيات الجديدة ,yxالعلاقة بتُ الإحداثيات الأصلية :الإثبات ,  
 :ىي اور زاويةالمحعندما تدور 

   cossin,sincos yxyyxx  . 
  :نحنىفي معادلة المبالتعويض و 

.0)cossin(2)sincos(2)cossin(

)cossin)(sincos(2)sincos(

2

2





cyxfyxgyxb

yxyxhyxa



 معو

yxامل  يكونىذه الدعادلة  في: 
 2cos22sin)()cos(sin2)sin(cos2)cos(sin2 22 habbha 

 :ينتج أنالدعامل بالصفر وبمساواة ىذا 
).

2
(tan

2

12
2tan2sin)(2cos2 1

ba

h

ba

h
bah





  

           وىو الدطلوب.

------------------------------------------------ 
36548حول الدعادلة  :مثال 22  yxyx إلى أخرى خالية من الحدxy . 
[: بدوران لزاور الاحداثيات زاويةالحل

2
[tan

2

1 1

ba

h


  

yxيات الجديدةوالإحداث ,yxالعلاقة بتُ الإحداثيات الأصليةو  ,  
  :ىي اور زاويةالمحعندما تدور  cossin,sincos yxyyxx  

5,8,2ومن الدعطيات:   bah 
,

5

3
2cos,

5

4
2sin

3

4
2tan]

3

4
[tan

2

1
]

58

4
[tan

2

1 11 


    

.
5

2
cos

5

4
)

5

8
(

2

1
)

5

3
1(

2

1
)2cos1(

2

1
cos

,
5

1
sin

5

1
)

5

2
(

2

1
)

5

3
1(

2

1
)2cos1(

2

1
sin

2

2








 

).2(
5

1
,)2(

5

1
yxyyxx       
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36548وبالتعويض في الدعادلة  22  yxyx : 
 36)2(

5

5
)2)(2(

5

4
)2(

5

8 22  yxyxyxyx  

.3649 22  yx  

 وىي الدعادلة الدطلوبة.
 :أمثلة متنوعة

فإن معادلة الدنحتٌ  ي الإحداثياتإذا نقلنا إليها لزور  تيوجد نقطة الأصل الجديدة الأ -1
0251121012 22  yxyxyx  تصبح خالية من الحد الدطلق 

 .وحدود الدرجة الأولى
),(لتكن  :الحل  ، ىي نقطة الأصل الجديدة 

وبالتعويض عن   yyxx  : نحتٌفي معادلة الد ,
02)(5)(11)(2))((10)(12 22   yxyyxx (*) 

وحتى تكون الدعادلة خالية من الحد الدطلق وحدود الدرجة الأولى نساوي معاملات حدود الدرجة 
 بالصفر كما يلي: (*)ادلةالأولى والحد الدطلق في الدع

.0251121012
,05410
,0111024

22 







 

وبحل الدعادلتتُ الأولى والثانية معاً لضصل على 
2

5
,

2

3
   
 وبالتعويض في الدعادلة الثالثة لصد أنهما يحققاىا ، 

ًً نقطة الأصل الجديدة تكون  (وإذاً
2

5
,

2

3
(  . 

 وبالتعويض عن قيمتي  لضصل على الدعادلة: (*)في الدعادلة ,
 021012 22  yyxx . 

وواضح أن ىذه الدعادلة خالية من الحد الدطلق وحدود الدرجة الأولى.
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إذا دارت لزاور الاحداثيات زاوية حادة  -2







 

2

1
tan 1  

032فأوجد الصورة الجديدة التي تؤول إليها معادلة الدنحتٌ  22  yxyx 
yxوالإحداثيات الجديدة  ,yx: العلاقة بتُ الإحداثيات الأصلية الحل ,  

 ىي: عندما تدور المحاور زاوية 
.cossin,sincos  yxyyxx   

ومن الدعطيات 
5

2
cos,

5

1
sin)

2

1
(tan 1     

).2(
5

1
,)2(

5

1
yxyyxx   

 :في معادلة الدنحتٌ ,yxوبالتعويض عن

.012133
0)44()232(3)44(2

0)2(
5

1
)2)(2(

5

3
)2(

5

2

22

222222

22






yyxx
yyxxyyxxyyxx

yxyxyxyx

 

 وىي الدعادلة الدطلوبة.
إذا دارت المحاور زاوية قدرىا  -3

4

  بالنسبة  (6-,2-)ثم نقلت المحاور بعد ذلك إلى النقطة
 :الدنحتٌ عادلةديدة لدالصورة الجأن تحقق من للمحاور بعد دورانها ف

04y28x24yx 22  . 

 . 14xyتكون 

yxوالإحداثيات الجديدة  ,yxالعلاقة بتُ الإحداثيات الأصلية  :الحل ,  
 ىي: عندما تدور المحاور زاوية 

.cossin,sincos  yxyyxx   
ومن الدعطيات 

2

1
cossin

4
 


  

).(
2

1
,)(

2

1
yxyyxx   

  الدنحتٌ:بالتعويض فى معادلة 



    الهندسة التحليلية في المستوى                                                     د. سعد شرقاوي 
___________________________________________________________ 

21 

04)(
2

28
)(

2

24
)(

2

1
)(

2

1 22  yxyxyxyx  

08)(16)(8)2()2( 2222  yxyxyyxxyyxx 
.0226

088244



yxyx

yxyx 
6,2 وبالتعويض عن  yyxx :لضصل على 

.14
014

.02)6(2)2(6)6)(2(






xy
xy

yxyx
 

 وىو الدطلوب.
 تمارين: 

)2,1(إذا نقُلت نقطة الأصل إلى النقطة – 1   فأوجد الإحداثيات الجديدة لكل من النقاط
 الآتية:

)1,0(,)2,5(,)1,2( 321 PPP  .    
 أوجد النقطة التي يجب أن تنقل إليها نقطة الأصل: -2

)2,5(إلى النقطة )2,5()أ( حتى تتحول النقطة  . 

)1(4)2()ب( حتى تتحول الدعادلة 2  xy إلى أخرى خالية منy والحد الدطلق. 

(إذا دارت المحاور زاوية قدرىا -3
2

1
(tan 1 :فأوجد الصورة التي تؤول إليها الدعادلة 

032 22  yxyx . 

 : يالمحاور لكإليها تنقل يجب أن  تيأوجد إحداثيات النقطة ال -4
08624الدعادلة )أ( تتحول 22  yxyxyx  إلى أخرى خالية من حدود الدرجة

 الأولى.
0106222الدعادلة )ب( تتحول  yxyx إلى أخرى خالية منx  
 والحد الدطلق.

532أوجد الصورة الجديدة لدعادلة الدنحتٌ  – 6 22  yxyx عندما تدور لزاور 
الاحداثيات زاوية مقدارىا     

6

 . 



    الهندسة التحليلية في المستوى                                                     د. سعد شرقاوي 
___________________________________________________________ 

22 

))((02أوجد الصورة الجديدة لدعادلة الدنحتٌ  – 7 22  abxyxba  
),0(عندما تنُقل نقطة الأصل إلى النقطة      

ba

ab


 . 

 اور الإحداثيات لكي تتحول الدعادلة:أوجد الزاوية التي يجب أن تدورىا لز -8
0 cbyax  

 . yإلى أخرى خالية من     
),(بنقل نقطة الأصل إلى النقطة -9 ba  ودوران المحاور زاوية :ضع الدعادلة التالية 

04222  yxyxyx  

 في أبسط صورة لشكنة ، واوجد الإحداثيات الجديدة لنقطة الأصل.     
------------------------------------------------ 
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 الباب الثالث
 معادلة الدرجة الثانية في الدستوى

 :خطين مستقيمين x,y في المتغيرينشرط تمثيل المعادلة العامة من الدرجة الثانية  -1
 :يى x,y فيياسية للمعادلة العامة من الدرجة الثانية الصورة الق

ax
2
 + 2hxy + by

2
 + 2gx + 2fy + c = 0 (1) 

 :الصورة فيىذه المعادلة يمكن كتابتها 
ax

2
 + 2x (hy + g) + by

2
 + 2fy + c = 0 (2) 

 ثم حلها تحصل على: x( من الدرجة الثانية فى 2بإعتبار الدعادلة )
     

a2

cfy2bya4ghy4ghy2
x

22


 . 
     

a

acgyafhgyabhghy
x




222 2
    (3) 

( يجــب أن تكــون 3( خطــتُ مســتقيمتُ فــإن الكميــة تحــت علامــة الجــذر فى )1تدثــل الدعادلــة ) يلكــو 
 لذلك ىو: يالشرط الضرور ، و مربعاً كاملاً 

(hg – af)
2
 = (h

2
 – ab) (g

2
-ac). 

  :وىذا يؤول إلى
abc + 2fgh – af

2
 – bg

2
 – ch

2
 = 0. 

 :عها فى صورة المحددىذه النتيجة يمكن وض

0

cfg

fbh

gha

 . 

 .التي تدثل خطتُ مستقيمتُ لشيز الدعادلة العامة من الدرجة الثانية ىذا المحدد سمىويُ 
 :العلاقةمن عطى بين الخطين المستقيمين تُ  الزاويةو 

).
2

(tan
2

1

ba

abh




   

 أن الدستقيمتُ يكونا: نتجستيمكننا أن نالسابقة ة علاقمن الو 
h: كان حقيقتُ ولستلفتُ إذا – 1

2
 > ab 

h: تخيليتُ إذا كان – 2
2
 < ab 
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h: إذا كان)أو منطبقتُ( تُ توازيم – 3
2
 = ab  

 a + b = 0: متعامدين إذا كان – 4
 أن الدعادلة الآتية: تحقق من :(1مثال)

y
2
 + xy – 2x

2
 – 5x – y – 2 = 0. 

 ، واوجد نقطة تقاطعهما.  أوجدماا واحسب الزاوية بينهماتدثل خطتُ مستقيمتُ ثم
 :الحل
 تدثل الدعادلة السابقة معادلة خطتُ مستقيمتُ يجب أن يكون الدميز مساويا للصفر  يلك

.0
8

45

8

9

8

36

)
2

5

4

1
)(

2

5
()

4

5
1)(

2

1
()

4

1
2)(2(

2
2

1

2

5

2

1
1

2

1

2

5

2

1
2













cfg

fbh

gha

. 

 الدعادلة تدثل خطتُ مستقيمتُ . اً إذو 
  الدعطاه كما يلي: ولإيجاد الخطتُ الدستقيمتُ لضلل الطرف الأيسر في الدعادلة

y
2
 + xy – 2x

2
 – 5x – y – 2 = (y + 2x + ) (y – x + ). 

 :والحد الدطلق لصد أن x,yوبمقارنة معاملات 
- 5 = -  + 2   (i) 

- 1 =  +    (ii) 

- 2 =     (iii) 

قيمتي  للتحقق من صحة (iii)م اتخدـسبا، و    = 1,  = - 2 لضصل على (ii),(i)الدعادلتتُ وبحل 
, ن مااان الدستقيماالخط فيكون: 

y + 2x + 1 = 0  (*) 

y – x – 2 = 0   (**) 
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 :العلاقةمن عطى الزاوية بين الخطين المستقيمين تُ و 

).3(tan)
12

2
4

1
2

(tan)
2

(tan 11
2

1 








 

ba

abh
  

  . (1 ,1 -)النقطة  يوىالدستقيمتُ نقطة تقاطع لضصل على  (**),(*) وبحل الدعادلتتُ
طيــتُ الدســتقيمتُ اللــذين تدثلهمــا الدعادلــة الدعطــاه وذلــك بحلهــا كمعادلــة : يمكــن إيجــاد الخ)ملاحظــة(

 )ويكون دائما ما تحت الجذر مربعا كاملا(. xمن الدرجة الثانية في
12x التى تجعل الدعادلة Cأوجد قيمة  (:2مثال)

2
 + 19xy + 4y

2
 – 5x – 11y + C = 0 

 تدثل خطتُ مستقيمتُ.
  عندما تكون قيمة الدميز: كون الدعادلة السابقة لشثلة خطتُ مستقيمتُت :الحل

cfg

fbh

gha

 . 

 مساوية للصفر ، وبالتعويض لصد أن:

0

2

11

2

5

2

11
4

2

19

2

5

2

19
12











C

 

 . C = - 3 ومساواتو بالصفر يكونىذا المحدد  بفكو 
 :ييلكما الدعطاه  الدعادلة الطرف الأيسر في بتحليل  :(2ثال)لم حل آخر

12x
2
 + 19xy + 4y

2
 – 5x – 11y + C = (4x + y + )(3x + 4y + ).  

 :لضصل علىوالحد الدطلق  x,y توبمقارنة معاملا
- 5 = 3 + 4     (1)  

-11 = 4 +        (2) 

C =                (3) 

  = - 3 ,  = 1معاً لضصل على:  (2),(1) وبحل الدعادلتتُ

  C =  = (- 3)(1) = - 3يكون:  (3)دلة وبالتعويض في الدعا
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 :خط مستقيم يمر بنقطة تقاطع خطين مستقيمين معلومين يمعادلة أ -2
 نفرض أن 

a1x + b1y + c1  =  0  (1) 

a2x + b2y + c2  =  0  (2) 
 ماا معادلتا الدستقيمتُ الدعلومتُ.

 وباعتبار الدعادلة:
(a1x1 + b1y1 + c1) + k(a2x1 + b2y1 + c2 ) = 0  (3) 

 مقدار ثابت. kحيث 
ولـذلك ىـي تدثـل معادلـة خـط مسـتقيم في  x,yمعادلـة مـن الدرجـة الأولى في  (3)واضح أن الدعادلـة 

 الدستوى.
فهي تحقق كلا منهما ، ومن ثم فهي  (2),(1)الدستقيمتُ  نقطة تقاطع يى (x1, y1)كانت  إذاو 

ط مسـقيم يمر بنقطة تقاطع الدستقيمتُ خ (3)وعلى ذلك تدثل الدعادلة  ، (3)تحقق الدعادلة 
(1),(2) . 

قيمـــا لستلفـــة لضصـــل علـــى لرموعـــة )حزمـــة( مـــن الدســـتقيمات تدـــر جميعهـــا بنقطـــة تقـــاطع  kوبإعطـــاء 
 ، والتي تُسمى برأس الحزمة. (2),(1)الدستقيمتُ 

 بنقطة تقاطع الدستقيمتُ:  الذي يمرأوجد معادلة الدستقيم : (1)مثال
3x + 4y + 5 = 0, 

2x - 3y + 4 = 0. 

 .ويمر بنقطة الأصل
 :تكون على الصورة بنقطة تقاطع الدستقيمتُ الدعلومتُ يمرخط مستقيم  ي:معادلة أالحل

(3x + 4y + 5) + k(2x - 3y + 4) = 0      (*) 

 فهي تحقق معادلتو فيكون: (0,0)يمر بنقطة الأصل  (*)وحيث إن الدستقيم 
5+4k = 0    k = -5/4 

 لضصل على: (*)في الدعادلة  kعن وبالتعويض 
(3x + 4y + 5) + (-5/4)(2x - 3y + 4) = 0 

2x + 31y = 0. 

 وىذه ىي معادلة الدستقيم الدطلوبة.
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 بنقطة تقاطع الدستقيمتُ:  الذي يمرأوجد معادلة الدستقيم : (2)مثال
2x - 4y + 1 = 0, 

3x + 5y - 6 = 0. 

 .x + y + 2 = 0 ويوازي الدستقيم 
 : تكون على الصورة بنقطة تقاطع الدستقيمتُ الدعلومتُ يمرخط مستقيم  ي:معادلة أالحل

(2x - 4y + 1) + k(3x + 5y - 6) = 0      (*) 

( فيكونا متساويي الديل  1-) الذي ميلو  x + y + 2 = 0يوازي الدسـتقيم  (*)وحيث إن الدسـتقيم 
 وإذاً:

-(2+3k)/(-4+5k) = -1     k = 3 

 لضصل على: (*)في الدعادلة  kلتعويض عن وبا
(2x - 4y + 1) + 3(3x + 5y - 6) = 0      

11x + 11y – 17 = 0. 

      وىذه ىي معادلة الدستقيم الدطلوبة.
 :معادلة المستقيم الذى يمر بنقطة تقاطع المستقيمين(: أوجد 3)مثال

y + 2x + 1 = 0 , 

y – x – 2 = 0.  

 . 2x – y = 0 يمعلى المستق يعمودويكون 
 : تكون بنقطة تقاطع الدستقيمتُ الدعلومتُ يمرخط مستقيم  يمعادلة أ :الحل 

(y + 2x +1) + k(y -x –2) = 0  

يكون ( ف2ميلو يساوى الذي )  2x – y = 0على الدستقيم  يوحيث إن ىذا الدستقيم عمود
 :ومن ثم يكون (1-)حاصل ضرب ميلهما يساوي 

[-(2-k)/(1+k)][2] = -1   k =1 

)12()2(0 ة تكونمعادلة الدستقيم الدطلوب اً إذو   xyxy  
012ي تكون أ  yx. 

  )1,1(: بحل الدعادلتتُ معاً فتكون نقطة تقاطعهما ىي طريقة أخرى
02وميل الدستقيم   yx يل العمودي عليو يكونومن ثم م 2ىو

2

1
  

 ومعادلة الدستقيم الدطلوبو بمعلوميو ميلو ونقطة التقاطع عليو تكون:
 012

2

1

1

1

2

1

)1(

1










yx

x

y

x

y
. 
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 :أقصر بعُد بين مستقيمين غير متقاطعين في المستوى -3
 لإيجاد أقصر بعُد بتُ الدستقيمتُ غتَ الدتقاطعتُ:

a1x + b1y + c1 = 0  ,  a2x + b2y + c2 = 0 . 

وذلك بوضع  OYنوجد نقطة تقاطع أحدماا مع أحد لزاور الإحداثـيات )وليكن لزور الصادات 
x = 0  ثم نوجد قيمة )y  فنحصـل على نقطة التقاطع(0,y)  ثم نوجد طول العمود الساقط من

عد بتُ الدستقيمتُ ىذه النقطة على الدستقيم الثاني ، وبذلك يكون طول ىذا العمود ىو أقصر بُ 
 الدعطيتُ في الدستوى.

                            Y                                           

                                                                             a1x + b1y + c1 = 0      

                                                                                 

 

                                                                             a2x + b2y + c2 = 0   

 

 
 

                           (0,0)                                                                   X           
                       

 :ينالمستقيم : أوجد طول أقصر بعُد بينمثال
3x - 4y - 2 = 0 , 

8y – 6x – 9 = 0. 

 = yفتكون  x = 0مع لزور الصادات فنضع   3x - 4y - 2 = 0: نوجد نقطة تقاطع الدستقيم الحل

 . (1/2-,0)وعلى ذلك تكون نقطة التقاطع ىي  1/2-
النقطة على يمتُ الدعطيتُ يساوي طول العمود السـاقط من ىذه بتُ الدسـتق hوطول أقصر بعُد

 وىو:  8y – 6x – 9 = 0الدستقيم 

3.1
10

13

68

9)0(6)
2

1
(8

22









h  
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 :الزاوية المحصورة بين المستقيمين اللذين تمثلهما المعادلة المتجانسة-4
.02 22  byhxyax   

 ا:نفرض أن الدستقيمتُ اللذين تدثلهما ىذه الدعادلة ما
., 21 xmyxmy   

 الدعادلة الدشتًكة لذما على الصورة: ميلهما فتكون mm,21حيث
.2))(( 22

21 byhxyaxxmyxmy   

.)
2

()()()( 222

2121

2 yxy
b

h
x

b

a
xmmxymmy   

xyxوبمساواة معاملات  في الطرفتُ لضصل على: 2,
.

2
)(, 2121

b

h
mm

b

a
mm   

 ىي الزاوية بتُ الدستقيمتُ فيكون: وإذا كانت

.
2

1

)(4)
2

(

1

4)(

1
tan

2
2

21

21

2

21

21

21

ba

abh

b

a

b

a

b

h

mm

mmmm

mm

mm





















 

)
2

(tan
2

1

ba

abh




  . 

وإذا كانت
2


  أيtan 0وىذا يكون عندماba  ُىذا ىو شرط تعامد الخطيت

 الدستقيمتُ.
0tanأي 0وإذا كانت  02وىذا يكون عندما  abh أيabh 2  وىذا ىو شرط

 توازي )تطابق ( الدستقيمتُ.
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 : ةمتنوعأمثلة 
  الدعادلة: تحقق من أن – 1

x
2
 + 6xy + 9y

2
 + 4x + 12y - 5 = 0.  

 . صر بعُد بينهماطول أقوأوجد متوازيتُ ، تدثل خطتُ مستقيمتُ 
 :  الحل

axالدرجة الثانية  معادلة شرط تدثيل
2
 +2hxy +by

2
 +2gx +2fy +c = 0 

  متوازيتُ ىو:خطتُ مستقيمتُ 

.,0 2 abh

cfg

fbh

gha

 . 

 بالتعويض من الدعادلة الدعطاه يكون:و 

.

.9)9)(1(,9)3(

,08181)1818(2)1215(3)3645(1

562

693

231

2

22

abh

abh











 

 وإذاً الدعادلة الدعطاه تدثل خطتُ مستقيمتُ متوازيتُ.
 كما يلي:  xل الدعادلة الدعطاه كمعادلة من الدرجة الثانية فيوبح

.
2

36)46(

2

204836164836)46(

)1(2

)5129)(1(4)46()46(

22

22










y

yyyyy

yyyy
x

 

.323  yx  

 : يكونان االدستقيموإذاً الخطان 
.053,013  yxyx  
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013ونقطة تقاطع الدستقيم الأول   yx مع لزور الصادات ىي)
3

1
,0(. 

النقطة على الدستقيم بتُ الدسـتقيمتُ يساوي طول العمود السـاقط من ىذه  hوطول أقصر بعُد
053الثاني   yx :وىو 

.
10

6

31

5)
3

1
(3)0(1

22






h  

3x أثبت أن الدعادلة – 2
2
 – 4xy – 4y

2
 + 14x + 12y – 5 = 0 وجد وامستقيمتُ خطتُ  تدثل

 بينهما.  يتتُو االز  يالدعادلة الدشتًكة لدنصف
axالدرجـة الثانية  معادلة شـرط تدثيـل: الحل

2
 +2hxy +by

2
 +2gx +2fy +c = 0 

  ىو:خطتُ مستقيمتُ 

0

cfg

fbh

gha

 . 

 بالتعويض من الدعادلة الدعطاه يكون:و 

.0)2812(7)4210)(2()3620(3

567

642

723









   

 طاه تدثل خطتُ مستقيمتُ.وإذاً الدعادلة الدع
 ولإيجادماا لضلل الطرف الأيسر من الدعادلة الدعطاه كما يلي:

3x
2
 – 4xy - 4y

2
 + 14x + 12y – 5 = (3x + 2y + )(x –2y + ). 

 لضصل على:  والحد الدطلق في الطرفتُ x,y وبمقارنة معاملات
 + 3 = 14.  (1) 

-2 + 2 = 12.   - +  = 6.     (2) 

 = - 5. (3) 

  ماا:الدستقيمتُ اً إذو  (3)وىذا يحقق الدعادلة .   = -1,  = 5 لضصل على (2) ,(1)من 
3x + 2y – 1 = 0. (4) 

x – 2y + 5 = 0.   (5) 
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 .(2 ,1-) لضصل على نقطة تقاطعهما (5),(4) وبحل الدعادلتتُ
معادلة الصورة الجديدة للن فإ(  x = x`-1, y = y`+2) أي بوضع إلى ىذه النقطة  المحاوربنقل و 

 :الدعطاه تكون
3x`

2
 – 4x`y` – 4y`

2
 = 0.        (6) 

 عطى بالعلاقة: تُ  (6)لدستقيمتُ للزاويتتُ بتُ االدنصفتُ الدشتًكة للمستقيمتُ عادلة والد
h(x`

2
 – y`

2
) = (a –b)( x`y`). 

 ي:ى (6)متُ معادلة الدنصفتُ للمستقيتكون  a = 3, b = -4 , h = -2  لتعويض عنباو 
2x`

2
 + 7x`y` – 2y`

2
 = 0. 

الدشتًكة للمستقيمتُ ن الدعادلة إف(  x` = x+1, y` = y-2) أي بوضع  المحاور الأصليةوبالعودة إلى 
 : تكون اللذين تدثلهما الدعادلة الدعطاهتقيمتُ ـلدسللزاويتتُ بتُ االدنصفتُ 

2(x + 1)
2
 + 7(x + 1)(y – 2) – 2(y – 2)

2
 = 0. 

2x
2
 + 7xy – 2y

2
 – 10x + 15y – 20 = 0. 

 أثبت أن الدستقيمتُ:  – 3
a

2
x

2
 + 2h(a+b)xy + b

2
y

2
 = 0. (1) 

  :الميل على المستقيمين ييمتساو يكونا 
ax

2
 + 2hxy + by

2
 = 0.    (2)  

 ةعادلالدنفسها  يىتكون  (1)لدستقيمتُ الزاويتتُ بتُ ا ينصفالدشـتًكة لد ةعادلالد إذا أثبتنا أن: الحل
متساويي الديل على  (1)يكون الدستقيمان  (2)تقيمتُ ـلدسا الزاويتتُ بتُ ينصفلدشتًكة لدا

 . (2)الدستقيمتُ 
 : تكون (1)لدعادلة الزاويتتُ بتُ الدستقيمتُ الدمثلتُ بالدنصفي الدشتًكة عادلة الد

)ba(h

xy

ba

yx
22

22







. 

h

xy

ba

yx
.e.i

22





. (3) 

 : تكون (2)لدعادلة الزاويتتُ بتُ الدستقيمتُ الدمثلتُ باصفتُ لدنالدشتًكة عادلة والد

h

xy

ba

yx 22





. 

نفسها بالنسبة  يىتكون  (1)لدستقيمتُ الزاويتتُ بتُ الدنصفتُ الدشتًكة عادلة الدأن  يأ
 ومن ذلك ينتج الدطلوب.  (2)للمستقيمتُ 
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 :نـــتماري
 تدثل خطتُ مستقيمتُ:  أن كلا من الدعادلات الآتية تحقق من – 1

(i)  x
2
 – 4y

2
 - 6x + 16y - 7 = 0. 

(ii) 6x
2
 + 5xy – 6y

2
 – 3x + 28y – 30 = 0. 

(iii) 15x
2
 + 19xy – 10y

2
 + 7x + 22y – 4 = 0. 

 واوجد نقطة تقاطعهما ، والزاوية بينهما.      
 :التي تجعل كلًا من الدعادلات الآتية تدثل خطتُ مستقيمتُ  kأوجد قيمة  -2

(i)  12x
2
 – 13xy - 14y

2
 + 38x – 81y  + k = 0. 

(ii) x
2
 - xy + ky

2
 – 3x - 3y = 0. 

(iii) x
2
 + kxy + y

2
 - 5x - 7y + 6 = 0 

6xالتى تجعل الدعادلة  cقيمة  أوجد -3
2
 – 42xy + 60y

2
 – 11x + 10y + c = 0 

يأن الزاوية بينهما تساو  وتحقق من.  تدثل خطتُ مستقيمتُ      








11

3
tan 1 

axحتى تدثل الدعادلة  a,cأوجد قيمة كلا من  -4
2
 + 3xy - 2y

2
 - x + 3y + c  = 0  

 خطيتُ مستقيمتُ متعامدين.     
 أوجد معادلة الدستقيم الذي يمر بنقطة تقاطع الدستقيمتُ: -5

4x - y + 1 = 0 ,  2x + 5y - 6 = 0. 

  4x + 3y = 7ويكون عمودي على الدستقيم   
 أوجد معادلة الدستقيم الذي يمر بنقطة تقاطع الدستقيمتُ الدمثلتُ بالدعادلة -6

  10x
2
 +19xy + 6y

2
 + 16x  + 2y - 8 = 0   

  x - y = 0ويكون عمودي على الدستقيم    
 :المستقيمين أوجد طول أقصر بعُد بين -7

2x + y - 3 = 0 ,  4x + 2y + 1 = 0. 

18x أثبت أن الدعادلة – 8
2
 - 48xy + 32y

2
 + 9x - 12y – 54 = 0  

 . ، واوجد طول أقصر بعُد بينهماتوازيتُم مستقيمتُخطتُ  تدثل     
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 Conic Sections ع الدخروطيةو القط
 ي لســروط دائــر مســتوى مــا مــع  تنشــأ مــن تقــاطع اع الدخروطيــة تســتمد امهــا مــن حيــث إنهــو القطــ

 بحيث لا يمر الدستوى برأس الدخروط.قائم 
 : كما يلي  أربعة حالاتمنحتٌ التقاطع ىذا يكون لو و  
 .إذا كان الدستوى القاطع عمودياً على لزور الدخروط فإن الدقطع الحادث يكون دائرة – 1
 ولا يوازي أي راسم من رواسم الدخروطعلى لزور الدخروط  مائلاإذا كان الدستوى القاطع  – 2

 .فإن الدقطع الحادث يكون قطعاً ناقصاً 
فإن الدقطع  ويوازي أحد رواسم الدخروطعلى لزور الدخروط  مائلاإذا كان الدستوى القاطع  – 3

 .اً مكافئالحادث يكون قطعاً 
  .اً زائدفإن الدقطع الحادث يكون قطعاً ( لزور الدخروط ييواز  )أي يوازي رامتُ من رواسم الدخروطإذا كان الدستوى القاطع  – 4

 
                           
                                                                      

 
 

 قطع ناقص                            دائرة
 

 
                           

 

 
 

 قطع مكافئ
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 قطع زائد                                          
 يللقطع المخروط يريف الرياضالتع: 

النسبة بتُ بعدىا عن  أنتوى بحيث ـسالدلنقطة تتحرك فى  يىو المحل الذندس يالقطع الدخروط
 وتُسمىمقدار ثابت.  كون دائماعدىا عن مستقيم ثابت فى الدستوى تبو  ينقطة ثابتة فى الدستو 

، وتُسمى   Directoryالقطعليل دمى الدستقيم الثابت ـسويُ ،  Focus القطع بؤرةالنقطة الثابتة 
ويُسمى الخط الدستقيم الدار   eرمز لو بالرمز ويُ  Eccentricity يلاختلاف المركز االنسبة الثابتة 

، ويُسمى الدستقيم الدار بالبؤرة والعمودي على لزور  محور القطعبالبؤرة والعمودي على الدليل 
 . الوتر البؤري العموديالقطع 
   إذا كانتe   يمثل خطتُ مستقيمتُ. المحل الذندسيإن ف 

   إذا كانتe = 0  يمثل دائرة. المحل الذندسيفإن 

   إذا كانتe = 1  يمثل قطع مكافئ. المحل الذندسيفإن 

   إذا كانتe < 1  يمثل قطع ناقص. المحل الذندسيفإن 

   إذا كانتe > 1  يمثل قطع زائد. المحل الذندسيفإن 

وأن الخطتُ الدستقيمتُ حالة خاصة من ، خاصة من القطع الناقص  حالة ينلاحظ أن الدائرة ىو 
 القطع الزائد.
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   ParabolaTheالقطع المكافئ  أولًا:
 القطع الدكافئ ىو فئة جميع النقط في الدستوى والتي تكون على بعدين متساويتُ من  :تعريف

 )الدليل(. D)البؤرة( ومستقيم ثابت Fنقطة ثابتة
والدستقيم الذي يمر بالبؤرة ويكون عمودي على الدليل ىو لزور القطع الدكافئ ، ونقطة تقاطع 

القطع الدكافئ مع لزوره ىي رأس القطع الدكافئ والتي تكون في منتصف الدسافة بتُ البؤرة والدليل 
 ، والقطع الدكافئ يكون متماثل حول لزوره.

 كافئ خصائص هندسيت كثيرة وله تطبيقاث عمليت كثيرة منها التقىساثوللقطع الم 

الدكافئة والتي تُستخدم كدعامات رئيسية للكباري الدعلقة ، ومسارات القذائف من الناحية  
 الذندسية تدثل قطوع مكافئة حقيقية إذا لم توجد مقاومة ىواء.

  نقطة الأصل ومحوره هو المحورالذي رأسه  المعادلة القياسية للقطع المكافئونستنتج 

 كما يلي:   OXالسيتٍ
 ونفرض أن إحداثيات البؤرة  aىي Dنفرض أن الدسـافة بتُ رأس القطع والدليل

 كما بالشكل:  a),0(ىي
 

                                    D          Y   

                                                                      
                                C(-a,y)     a            x         P(x,y) 

  

                                                                                 

                                                    
 

                                                a    O    a      F(a,0)                       X 
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 وطبقاً للتعريف يكون:

.)()0()(

.)0()(

222

22

axyax

axyaxPCPF




 

.4

.22

2

22222

axy

aaxxyaaxx




 

axyوإذاً الدعادلة  42  0,0(ىي الدعادلة القياسـية للقطع الدكافئ الذي رأسـو نقطة الأصل( ،
ax، ودليلو الدسـتقيم aF),0(وبؤرتو النقطة  بؤري العمودي يساوي، وطول وتره الa4 . 

 وللقطع الدكافئ الذي رأسو نقطة الأصل أربعة مواضع كما يلي: 
 القطع الدكافئ في الوضع الأفقي وفتحتو ناحية اليمتُ كما بالشكل: -1

 
                                 D           Y   

                                                                      
                           

  

                                                                                 

                                                     O            F(a,0)                       X      

 

        
 
 :فتكون صفات القطع كما يلي 

axy، ومعادلة القطع على الصورة OXلزور القطع ىو المحور السيتٍ 42   
axودليلو a),0(وبؤرتو  وطول وتره البؤري العمودي يساوي ،a4. 

 ع الدكافئ في الوضع الأفقي وفتحتو ناحية اليسار كما بالشكل:القط -2
                                                   Y             D 

                                                                      
                           

  

                                                                                 

                                 F(-a,0)         O                                       X                  

 :فتكون صفات القطع كما يلي
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42)(لى الصورة ، ومعادلة القطع ع OXلزور القطع ىو المحور السيتٍ xay   
axyأي تكون  42  0(وبؤرتو,( a ودليلوax  وطول وتره البؤري العمودي يساويa4. 

 القطع الدكافئ في الوضع الرأسي وفتحتو لأعلى كما بالشكل: -3
 

                                                   Y   

                                                                      
                           

                                                     F(0,a)                                                

 

 

                                                     O                                             X  

                                                                                                             
                            D 

 
 :ا يليفتكون صفات القطع كم

ayx، ومعادلة القطع على الصورة OYلزور القطع ىو المحور الصادي 42   
)0,(وبؤرتو a ودليلوay  وطول وتره البؤري العمودي يساوي ،a4. 

 سي وفتحتو لأسفل كما بالشكل:القطع الدكافئ في الوضع الرأ -4
 

                                                   Y   

                                                                      
                         D                         

  

                                                      O                                            X 

                                                    
                                                                         

                                                 F(0,-a)                      

 
 :فتكون صفات القطع كما يلي
42)(، ومعادلة القطع على الصورة  OYلزور القطع ىو المحور الصادي yax  
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ayxأي تكون  42  0,(وبؤرتو( a ودليلوay  وطول وتره البؤري العمودي يساويa4. 
 اذكر صفات كلا من القطوع الدكافئة الآتية:أمثلة : 

(1) xy 82   

(2) yx 22   

(3) xy 42   

(4) yx 122   

 : الحل

axyمعادلة القطع الدكافئ الدعطاه على الصورة القياسية  (1) 42   
84وبالدقارنة يكون  a  ً2وإذاa . 

 :وعلى ذلك تكون صفات القطع كالتالي
 وفتحتو ناحية اليمتُ كما بالشكل: OXلزور القطع ىو المحور السيتٍ 

                                     D          Y   

                           

  
                                                                                 
                                       O                          F(a,0)                   X      

 

        

 
 

),0()0,2(وإحداثيات البؤرة  a . 

 . 2xومعادلة الدليل تكون 
 8وطول وتره البؤري العمودي يساوي 

ayxمعادلة القطع الدكافئ الدعطاه على الصورة القياسية  (4) 42   

124وبالدقارنة يكون  a  ً3وإذاa . 
 :ى ذلك تكون صفات القطع كالتاليوعل

                   وفتحتو لأسفل كما بالشكل: OYلزور القطع ىو المحور الصادي 
                                                     Y                   



    الهندسة التحليلية في المستوى                                                     د. سعد شرقاوي 
___________________________________________________________ 

44 

                           

  

                            D                                                                            

                                                    
                                                     

                                                      O                                            X 
 

                                                     F(0,-a)                                                         
                      

)0,()3,0(وإحداثيات البؤرة  a . 
 . 3yومعادلة الدليل تكون 

 12وطول وتره البؤري العمودي يساوي 
  ي الإحداثياتأحد محور  يمحوره يواز  يلقطع المكافئ الذلالمعادلة القياسية: 

),(وكانت رأسو النقطة OX: إذا كان لزور القطع يوازي لزور السيناتأولاً    
 كما بالشكل:

                    Y 

                                     D              
                                                                      
                           

  

                                                   (,)        F(a+,)             y=                                          

                                                    
 

                                                     
                              O                                                                       X          
                                                             

 فإن الصورة القياسية لدعادلة القطع تكون:
 ).(4)( 2   xay  

),(وبؤرتو النقطة a  
ودليلو الدستقيم ax  

  yومعادلة لزوره تكون
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  (4)(معادلة القطع على الصورة وعندما تكون( 2   xay  
 .ناحية اليسارفإن فتحة القطع تكون 

),(وبؤرتو النقطة a  
ودليلو الدستقيم ax  

  yومعادلة لزوره تكون
),(وكانت رأسو النقطة OYور الصادات: إذا كان لزور القطع يوازي لزثانياً   

 كما بالشكل:
                       Y 

                                             x=  
          
                                              F(,a+)                      
                           

                                                (,) 

                                                       

                                                                                   D 

                                                                                    

                           O                                                                       X                                                                       
                           

 القياسية لدعادلة القطع تكون: فإن الصورة
 ).(4)( 2   yax  

),(وبؤرتو النقطة  a  
ودليلو الدستقيم ay  

 xومعادلة لزوره تكون
  (4)( معادلة القطع على الصورةوعندما تكون( 2   yax  

 .لأسفلن فإن فتحة القطع تكو 
),(وبؤرتو النقطة  a  

ودليلو الدستقيم ay  
 xومعادلة لزوره تكون
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 :أمثلة
  )2,3(وبؤرتو النقطة )2,1(أوجد معادلة القطع الدكافئ الذي رأسو النقطة -1

 معادلة دليلو. ثم أوجد      
 : القطع يكون كما بالرسم:                      الحل

                                        Y           
                                                                      
                                   D 

  

                                                                                 

                                                    
 

                                                    (1,2)         F(3,2)                        
 

                                                             

                                             O                                                        X 

 
)(4)(وإذاً معادلة القطع تكون على الصورة القياسية 2   xay  

),()2,1(,),()2,3(وبالتعويض من الدعطيات عن   a 2ينتج أنa 
)2(8)1(ومن ثم معادلة القطع الدطلوبو تكون  2  xy  

1ومعادلة دليلو تكون  ax 
مثَل بالدعادلة  -2

ُ
012842اذكر صفات القطع الدكافئ الد  xyy  

 : نضع معادلة القطع الدعطاه على الصورة القياسية كما يلي:الحل

).1(8)2(

1284)2(1284

2

22





xy

xyxyy
 

).1)(2(4)2( 2  xy  

 وىذه الدعادلة تناظر الصورة القياسية لدعادلة القطع الدكافئ الأفقي:
)(4)( 2   xay . 

.2,2,1  a  

 وفتحتو تكون ناحية اليمتُ  OXوإذاً لزور القطع يوازي لزور
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),()2,1(ورأس القطع تكون   
),()2,3(وبؤرة القطع تكون  a  

1ومعادلة دليلو تكون ax  
2ومعادلة لزوره تكون y  

مثَل بالدعادلة  -3
ُ
07282اذكر صفات القطع الدكافئ الد  yxx . 

 اسية كما يلي:: نضع معادلة القطع الدعطاه على الصورة القيالحل

).
2

9
(2)4(

92)4(

7216)4(728

2

2

22







yx

yx

yxyxx

 

).
2

9
)(

2

1
(4)4( 2  yx  

 وىذه الدعادلة تناظر الصورة القياسية لدعادلة القطع الدكافئ الرأسي:
)(4)( 2   yax . 

.
2

1
,

2

9
,4  a  

 وفتحتو تكون لأسفل  OYوإذاً لزور القطع يوازي لزور
(ع تكونورأس القط

2

9
,4(),(   

),()4,4(وبؤرة القطع تكون   a  
5ومعادلة دليلو تكون ay  
  4xومعادلة لزوره تكون

================================================ 
 مثلَة بالد :تمرين

ُ
 عادلات:اذكر صفات القطوع الدكافئة الد

(1) 05262  xyy                              (2) 012842  yxx  .  
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 المعادلة العامة للقطع المكافئ:  
),(بمعلومية بؤرتو kh 0ودليلو الدستقيم cbyax :تكون 

22

2
22 )(

)()(
ba

cbyax
kyhx




 . 

 : أمثلة

 01xودليلو الدستقيم )2,5(الذي بؤرتو النقطة طع الدكافئصِف الق (1)
05ودليلو الدستقيم 4,4(الذي بؤرتو النقطة صِف القطع الدكافئ (2) y 
02ودليلو الدستقيم )2,1(الذي بؤرتو النقطة صِف القطع الدكافئ (3) x 

 :الحل
),(بمعلومية بؤرتومعادلة القطع الدكافئ  (1) kh0ودليلو الدستقيم cbyax :تكون 

22

2
22 )(

)()(
ba

cbyax
kyhx




 . 

22

2
22

01

)1(
)2()5(






x
yx  

).3(8)2(
248)2(

2884)2(
2884

12)44()2510(

2

2

2

2

222









xy
xy

xy
xyy

xxyyxx

 

 اسية لدعادلة القطع الدكافئ الأفقي:وىذه الدعادلة تناظر الصورة القي
)(4)( 2   xay . 

 2a،  وفتحتو تكون ناحية اليسار OXوإذاً لزور القطع يوازي لزور
),()2,3(رأسو  2,1(وبؤرتو النقطة(),(  a  

5ودليلو الدستقيم  ax  
2ومعادلة لزوره  y  

------------------------------------------------ 
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  The Ellipse لناقصالقطع ا ثانياً:
 القطع الناقص ىو المحل الذندسـي لنقطة تتحرك في الدستوى بحيث يكون لرموع بعديها  :تعريف

)وىو  a2ان بؤرتى القطع الناقص( يساوي مقدار ثابتعن نقطتتُ ثابتتتُ في الدستوى )تسمي
 طول لزورة الأكبر(.

  ، والصورة القياسية لدعادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل 

  OXولزوره الأكبر منطبق على لزور السينات 
  OYولزوره الأصغر منطبق على لزور الصادات 

1تكون 
2

2

2

2


b

y

a

x
 

 :وىندسياً يكون القطع كما بالشكل التالي 
 

                                                      Y 

 
                        D`                         (0,b)                        D 

                                                                            P(x,y) 
 

                               (-a,0)  F2(-c,0)  O    F1(c,0)     (a,0)                         X          
 

                                                      

                                                     (0,-b) 

 
 
 :وتكون صفات القطع كالتالي 

),0(,),0(إحداثيات بؤرتيو  cc  22حيث bac   
  a2وطول لزوره الأكبر يساوي 

  b2وطول لزوره الأصغر يساوي 
وطول وتره البؤري العمودي يساوي 

a

b22  
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ومعادلتا دليليو 
c

a

e

a
x

2

  

11والاختلاف الدركزي لو  
2

2


a

b

a

c
e . 

 . abومساحة القطع الناقص تساوي 
  وإذا كان المحور الأكبر للقطع الناقص منطبق على لزور الصاداتOY نطبق ولزوره الأصغر م

 كما بالشكل:  OXعلى لزور السينات 
                                         Y 

                                         

                                        (0,a)  
                                                       P(x,y) 
                                        F1(0,c)          

 
                    (-b,0)             O             (b,0)                 X          

 

                                        F2(0,-c)   

                                                       

                                                           

                                        (0,-a) 

)0,(,)0,(وإحداثيات بؤرتيو cc  22حيث bac   
1فإن معادلتو تكون على الصورة 

2

2

2

2


b

x

a

y
             

------------------------------------------------ 
 صِف كلا من القطوع الناقصة الآتية: :أمثلة 

(1) 4002516 22  yx           (2) 225259 22  xy   
(3) 4595 22  yx                 (4) 100254 22  xy  

------------------------------------------------ 
 : لالح

(1) 4002516 22  yx . 

 نضع الدعادلة الدعطاه على الصورة القياسية كما يلي:
1

1625
1

400

25

400

16
4002516

2222
22 

yxyx
yx   
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1وإذاً معادلة القطع الدعطاه تكون على الصورة القياسية 
2

2

2

2


b

y

a

x  والتي تدثل قطع ناقص مركزه
، ولزوره الأصغر منطبق على لزور  نقطة الأصل ولزوره الأكبر منطبق على لزور السينات

 الصادات ، وبالدقارنة يكون: 
391625,4,516,25 2222  bacbaba  

 :وبالتالي تكون صفات القطع كما يلي 
),0()0,3(بؤرتيو c  82,102وطول لزوريو  ba  

وطول وتره البؤري العمودي 
5

322 2


a

b  ومعادلة دليليو
3

252


c

a
x 

------------------------------------------------ 
(2) 225259 22  xy . 

 نضع الدعادلة الدعطاه على الصورة القياسية كما يلي:
1

925
1

225

25

225

9
225259

2222
22 

xyxy
xy  

1وإذاً معادلة القطع الدعطاه تكون على الصورة القياسية 
2

2

2

2


b

x

a

y  
ثل قطع ناقص مركزه نقطة الأصل ولزوره الأكبر منطبق على لزور الصادات ، ولزوره والتي تد

 الأصغر منطبق على لزور السينات ، وبالدقارنة يكون: 
416925,3,59,25 2222  bacbaba  

 :وبالتالي تكون صفات القطع كما يلي 
)0,()4,0(بؤرتا القطع ماا  c  62,102وطول لزوريو  ba  

وطول وتره البؤري العمودي 
5

182 2


a

b  ومعادلة دليليو
4

252


c

a
y 

 
    HyperbolaThe لزائدالقطع ا ثالثاً:

 القطع الزائد ىو المحل الذندسي لنقطة تتحرك في الدستوى بحيث يكون الفرق بتُ  :تعريف
)يساوي  a2يان بؤرتي القطع الزائد( مقدار ثابتبعديها عن نقطتـتُ ثابتتـتُ في الدسـتوى )تسـم

 طول المحور القاطع للقطع الزائد(.
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  ، والصورة القياسية لدعادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل 
 OYوالمحور الدرافق لو ىو لزور الصادات  OXوالمحور القاطع لو ىو لزور السينات 

1 تكون
2

2

2

2


b

y

a

x
 

 :وىندسياً يكون القطع الزائد كما بالشكل التالي 
 

                                                    Y )المحور الدرافق( 
خط تقارب                                                                                             
                                                                                   

                                             D`             D                    P(x,y) 

                                                                                 

                                                    
 

   F2(-c,0)          (-a,0)       O       (a,0)      F1(c,0)       X                )المحورالقاطع( 
 

                      

 

 
 :وتكون صفات القطع كالتالي 

),0(إحداثيات بؤرتيو c 22حيث bac   
),0(ورأسيو a ومعادلتا دليليو

c

a
x

2

 
 خطيو التقاربيتُ )وماا الخطان اللذان يمسان القطع الزائد في اللانهاية(  تاومعادل

xتكون 
a

b
y   11والاختلاف الدركزي لو

2

2


a

b

a

c
e 

 وإذا كان المحور القاطع للقطع الزائد ىو لزور الصاداتOY   والمحور الدرافق لو 
1 فإن الصورة القياسية لدعادلة القطع الزائد تكون OXلزور السينات

2

2

2

2


b

x

a

y
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)0,(,)0,(وبؤرتيو  cc  0,(,)0,(ورأسيو( aa  ُومعادلة خطيو التقاربيتx
b

a
y   كما بالشكل 

 :التالي
 

                                                                 Y )المحور القاطع( 
خط تقارب                                                                                           

                                                  F1(0,c)                            

                                                                                      

                                                                                 

                                                     (0,a) 

 

                                                        O                                    X)المحور الدرافق( 
                                                             

                                                     (0,-a) 

 
                                                  F2(0,-c) 

 
 

1ويُسمى ىذا القطع بالقطع الزائد الدرافق للقطع 
2

2

2

2


b

y

a

x 

1ويمكن كتابة معادلتو على الصورة 
2

2

2

2


a

y

b

x
 

------------------------------------------------ 
 صِف كلا من القطوع الزائدة الآتية: :أمثلة 

(1) 144169 22  yx           (2) 100254 22  xy   
(3) 3694 22  yx              (4) 44 22  xy  

------------------------------------------------ 
 :الحل

(1) 144169 22  yx  . 
 نضع الدعادلة الدعطاه على الصورة القياسية كما يلي:
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1
916

1
144

16

144

9
144169

2222
22 

yxyx
yx   

1وإذاً معادلة القطع الدعطاه تكون على الصورة القياسية 
2

2

2

2


b

y

a

x  
ور الدرافق لو ىو والتي تدثل قطع زائد مركزه نقطة الأصل والمحور القاطع لو ىو لزور السينات ، والمح

 لزور الصادات ، وبالدقارنة يكون: 
525916,3,49,16 2222  bacbaba  

 :وبالتالي تكون صفات القطع كما يلي 
),0()0,5(بؤرتيو  c  0()0,4(ورأسيو,( a  

ومعادلتا دليليو 
5

162


c

a
x  ُومعادلة خطيو التقاربيتxx

a

b
y

4

3
 

------------------------------------------------ 
(2) 100254 22  xy . 

100254نضع الدعادلة  22  xy :على الصورة القياسية كما يلي 
1

425
1

100

25

100

4
100254

2222
22 

xyxy
xy   

1وإذاً معادلة القطع الدعطاه تكون على الصورة القياسية 
2

2

2

2


b

x

a

y  
ثل قطع زائد مركزه نقطة الأصل والمحور القاطع لو لزور الصادات ، والمحور الدرافق لو لزور والتي تد

 السينات ، وبالدقارنة يكون: 
29425,2,54,25 2222  bacbaba  

 :وبالتالي تكون صفات القطع كما يلي 
)0,()29,0(بؤرتيو  c  0,()5,0(ورأسيو( a  

ومعادلتا دليليو 
29

252


c

a
y  ُومعادلة خطيو التقاربيتxx

b

a
y

2

5
 

  والقطوع المخروطية في المستوىمعادلة الدرجة الثانية: 
 معادلة الدرجة الثانية في الدستوى والتي على الصورة القياسية:

.0222 22  cfygxbyhxyax  
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2222ولشيزىا  chbgaffghabc

cfg

fbh
gha

 . 

0,0ا كان: تدثل قطع مكافئ إذ  (1) 2  abh . 
0,0تدثل قطع ناقص إذا كان:   (2) 2  abh . 

0,0تدثل قطع زائد إذا كان:   (3) 2  abh . 
------------------------------------------------ 

 تو(:حدد نوع القطع الدخروطي الذي تدثلو كلًا من الدعادلات الآتية )ثم اذكر صفا -1

.0981223)(
.0424)(

22

22



yxyxii

yxyxi
 

 :الحل

.0222
.0424)(

22

22




cfygxbyhxyax
yxyxi

 

( 2,1,0,0,4,1  fghcba  ) 

.08)4(1)4(1

021

240

101









cfg

fbh

gha

 

.04)4)(1(02  abh  

 ناقص.إذاً الدعادلة الدعطاة تدثل قطع و 
 ولوصف القطع نضع معادلتو على الصورة القياسية كما يلي:

.1

)
2

1
(

)
2

1
(

2

)1(

.2)
2

1
(4)1(

01)
2

1
(41)1(0424

2
2

22

2222














y
x

yx

yxyxyx

 

yyxxوبوضع  
2

1
1 تصبح في الصورةالقطع فإن معادلة  1,

)
2

1
(

2

22


yx 

 وعلى ذلك تكون صفات القطع كما يلي:
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(مركز القطع
2

1
,1(),(   ، والمحور الأكبر للقطع يوازي لزور السينات 

 والمحور الأصغر للقطع يوازي لزور الصادات.

.
2

3

2

3
,

2

1

2

1
,22 22222  cbacbbaa  

222طول لزوره الأكبر يساوي و  a. 
2وطول لزوره الأصغر يساوي 

2

1
22 b. 

------------------------------------------------ 

.0222
.0981223)(

22

22




cfygxbyhxyax
yxyxii

 

( 4,6,0,9,2,3  fghcba  ) 

,03007248054

2 222



 chbgaffghabc

cfg

fbh

gha

.06)2)(3(02  abh  

 زائد.دلة الدعطاة تدثل قطع إذاً الدعاو 
 ولوصف القطع نضع معادلتو على الصورة القياسية كما يلي:

.1

)
3

5
(

)2(

)
2

5
(

)2(

5)2(2)2(3

.098)2(212)2(3

09)4(2)4(30981223

22

22

22

22222















xy

yx

yx

yyxxyxyx

 

yyxxوبوضع   1 تصبح في الصورةالقطع فإن معادلة  2,2
2

2

2

2


b

x

a

y 
),()2,2(مركز القطعوعلى ذلك تكون صفات القطع كما يلي:   ، 

.
6

5

6

25
,

3

5

3

5
,

2

5

2

5 2222  bacbbaa  

لزوره القاطع يوازي لزور الصادات طولو يساوي
2

5
22 a . 
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ولزوره الدرافق يوازي لزور السينات طولو يساوي
3

5
22 b . 

03462حدد نوع القطع الدخروطي الذي تدثلو الدعادلة  -2  yxx ثم ارمو. 
 :الحل

 
.0222

.0346
22

2




cfygxbyhxyax
yxx

  

( 2,3,0,3,0,1  fghcba  ) 

.04)02(2
323

200
301





cfg
fbh
gha

 

.0)0)(1(02  abh  

 مكافئ.إذاً الدعادلة الدعطاة تدثل قطع و 
 ولرسم القطع نضع معادلتو على الصورة القياسية كما يلي:

).3(4)3(
0124)3(
0349)3(0346

2

2

22





yx
yx
yxyxx

 

 القطع الدكافئ الرأسي: وىذه الدعادلة تناظر الصورة القياسية لدعادلة
)(4)( 2   yax . 

 وفتحتو تكون لأسفل ، لزوره يوازي لزور الصادات 1aوبالتالي يكون: 
),()3,3(ورأسو  2,3(وبؤرتو(),(   a 4 ومعادلة دليلو ay  

44وطول وتره البؤري العمودي 3x ومعادلة لزوره a  
 :التالي كما بالشكل

                                                                               Y 
 
                                                        x=-3 
                     D 

                                                    
                                                      (-3,3) 
 
                                                     F(-3,2)                                 
                                                         

                           
                                                                             O                               X 
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 تغيير محاور الاحداثيات والقطوع المخروطية: 
ىو وضع معادلات الدنحنيات في أبسط )بنقلها أو دورانها( ن تغيتَ لزاور الاحداثيات الغرض م

 ، صورة لذا حتى يمكن معرفة نوعها ودراسة خصائصها
وبالنسبة للقطوع الدخروطية قد يكون من الصعب وصف القطع الدخروطي في صورتو العامة  

 كمعادلة من الدرجة الثانية في الدستوى:
 0222 22  cfygxbyhxyax . 

لذلك نقوم بنقل أو دوران لزاور الاحداثيات لتصبح معادلة القطع في أبسـط صورة لشكنة ، ومن 
 ثَم يمكن وصفو ورمو.

 فإذا كانت الدعادلة العامة للقطع الدخروطي خالية من الحدxy  
),(ثيات إلى نقطة معينةنقوم بتبسيط الدعادلة باكمال الدربعات ثم ننقل لزاور الاحدا   

) وذلك بالتعويض في الدعادلة عن   yyxx ,  )، 
 فنحصل على أبسط صورة لدعادلة القطع الدخروطي ،  

),(لزاور الاحداثيات من البداية إلى النقطة أو ننقل  ، 
 خروطي.فنحصل على أبسط صورة لدعادلة القطع الد

 وإذا كانت الدعادلة العامة للقطع الدخروطي تحتوي على الحدxy  
 ،  ندير لزاور الاحداثيات زاوية معينة
) وذلك بالتعويض في الدعادلة عن  cossin,sincos yxyyxx   ) 

 ثم نضع الدعادلة الناتجة في الصورة القياسية البسيطة. xyفتصبح الدعادلة خالية من الحد
 حيث ),(),(

22 hab

afgh

hab

bgfh








  ،)

2
(tan

2

1 1

ba

h


   

 (تغيتَ المحاور في الدستوىالباب الثاني  2نتيجة،  1نتيجة :انظر :.) 
 :أمثلة 

)2,5(بنقل لزاور الاحداثيات إلى النقطة -1  طع الدخروطي الذي تدثلو الصورة حدد نوع الق
0100364094الجديدة للمعادلة  22  yxyx .ثم ارمو 

   :الحل
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.36)2(9)5(4
010036100)2(9)5(4
0100]4)2[(9]25)5[(4

0100)4(9)10(4
0100364094

22

22

22

22

22








yx
yx

yx
yyxx

yxyx

 

yyxxوبوضع    فإن الدعادلة تصبح في الصورة: 2,5
1

49
3694

22
22 







yx
yx  

)2,5(دةتدثل قطع ناقص أفقي مركزه نقطة الأصل الجدي ديدةعادلة الجالدوىذه    
 كما بالشكل:

                                                                            Y  

 
                                            Y                                                
                                                 
                                                                     
 

                                                                           

                                                                             

                                                                          )0,0(                                              X  

                 
                                       )2,5(                                                                         X                          

 

                                                                                       

 

 

 

 

 
------------------------------------------------ 

 حل أخر:  
)2,5(إلى النقطة بنقل لزاور الاحداثياث مباشرة   تصبح الدعادلة خالية من حدود الدرجة الأولى

yxوالإحداثيات الجديدة ,yxالعلاقة بتُ الإحداثيات الأصليةو  ، ,  
),(طةعندما تنُقل نقطة الأصل إلى النق  :تكون   yyxx ,  

2,5عن وبالتعويض   yyxx الدنحتٌ في معادلة: 
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.1
49

3694
0100)2(36)5(40)44(9)2510(4

22

22

22












yx
yx

yxyyxx
 

)2,5(تدثل قطع ناقص أفقي مركزه نقطة الأصل الجديدة ديدةعادلة الجالدوىذه    
 السابق. كما بالشكل

حدد نوع القطع الدخروطي الذي تدثلو الصورة الجديدة  )1,1(الأصل إلى النقطةبنقل نقطة  -2
061141879للمعادلة  22  yxyx .ثم اذكر صفاتو الذندسية 

   :الحل

.63)1(7)1(9
06179)1(7)1(9

061]1)1[(7]1)1[(9
061)2(7)2(9

061141879

22

22

22

22

22








yx
yx

yx
yyxx

yxyx

 

1,1وبوضع   yyxx :فإن الدعادلة تصبح في الصورة 
.1

97
6379

22
22 







yx
yx  

1 القياسيةعلى الصورة وىذه الدعادلة الجديدة تدثل قطع زائد 
2

2

2

2







b

y

a

x 
 ، OYوالمحور الدرافق لو لزور الصادات OXالمحور القاطع لو لزور السينات

4,39,77 2222  bacbbaa . 

 وعلى ذلك تكون صفات القطع كما يلي:
),0()0,4(ت بؤرتيوإحداثيا c 0()0,7(ورأسيو,( a  

 ومعادلتا دليليو
4

72


c

a
x 

xx خطيو التقاربيتُ تاومعادل
a

b
y

7

3
 

 :حدد نوع القطع الدخروطي الذي تدثلو الدعادلة -3
0626222 22  yxyxyx   

 كر صفاتو الذندسية.ضعها في الصورة القياسية ، واذ ثم 
  :الحل
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.0222
0626222

22

22




cfygxbyhxyax
yxyxyx   

( 23,2,1,6,1,1  fghcba  ) 

.032)223(24

6242

2301

201

6232

2311

211














cfg
fbh
gha

 

.1)1)(1(12  abh  

 مكافئ.إذاً الدعادلة الدعطاة تدثل قطع و 
 ولوضع الدعادلة في الصورة القياسية:

(ان لزاور الاحداثيات زاويةبدور  xyلصعل الدعادلة خالية من الحد
2

(tan
2

1 1

ba

h


   

4
)

2
(

2

1
)(tan

2

1
)

0

2
(tan

2

1 11 
  

 

yxوالإحداثيات الجديدة ,yxالعلاقة بتُ الإحداثيات الأصليةو  , عندما تدور لزاور 
 :تكون زاوية  الاحداثيات

.cossin,sincos  yxyyxx   

2

1
cossin

4
 


   ,  ).(

2

1
,)(

2

1
yxyyxx   

0626222القطع في معادلة  ,yxوبالتعويض عن  22  yxyxyx 
 :يكون

.06)(6

)(2)2(
2

1
)(

2

2
)2(

2

1 222222





yx

yxyyxxyxyyxx

).1(4)1(
.0341)1(

.0342
.06842

2

2

2

2







yx
yx

yxx
yxx

 

)(4)( على الصورة القياسية وىذه معادلة قطع مكافئ رأسي 2   yax  

 1a،  وفتحتو لأسفل OYلزوره يوازي لزور

),()1,1(النقطة ورأسو  
),()0,1(وبؤرتو النقطة   a 2 ودليلو الدستقيم ay  ، 



    الهندسة التحليلية في المستوى                                                     د. سعد شرقاوي 
___________________________________________________________ 

58 

14ديوطول وتره البؤري العمو  1xومعادلة لزوره  a.  

 تمارين:  
 ثم اذكر صفاتو:الآتية  لاتالدعادحدد نوع القطع الدخروطي الذي تدثلو كل من  -1

.0526)( 2  xyyi  

.04454100925)( 22  yxyxii  

.07824)( 22  yxyxiii  

.36845)( 22  yxyxiv    

------------------------------------------------  
 نوع القطع الدخروطي الذي تدثلو الصورة الجديدة للمعادلة: حدد -2

031610018259 22  yxyx . 
)2,1(الأصل إلى النقطة عندما تنُقل نقطة  ثم اذكر صفاتو الذندسية. 

------------------------------------------------  
 :ثلو الدعادلةحدد نوع القطع الدخروطي الذي تد -3

0444565 22  yxyxyx   
tan)1(زاوية الإحداثيات لزاورإذا دارت  1 الذندسية ثم اذكر صفاتو. 

------------------------------------------------ 
03010410869 تحقق من أن الدعادلة -4 22  yxyxyx  

 ، وارمو. سيةتدثل قطع مكافئ ، ثم ضعها في الصورة القيا
================================================ 

 
 
 
 
 
 



    الهندسة التحليلية في المستوى                                                     د. سعد شرقاوي 
___________________________________________________________ 

59 

 المراجع:

سلسلة         -" الوسـيط في الجبر والذندسـة التحليلية " –د.برىامي حشيش  -1
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