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 ولالا امفطل

 ات المؾصملات امثصبخةذ الخطَة لات امخفصضوَةدمؾصل الخص  نوالح

 ملدمة (1.3)

 هي ذات المؾصملات امثصبخة الخطَة ؾصدلات امخفصضوَةنومامطورة امؾصمة 
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0 حِر 1, , , na a a  بخةثاملصدٍر، ( )f x المخغير في دالة x. 

 .والمَكاهَكا وامكِرباء وغير ذلز المخذبذبات بكل أ هواؼِص فيوُذا اميوع من المؾصدلات ذات أ همَة هبيرة 

ذا رمزنا   ،  rت من امرثبة نوخفصضلافص 
r

r

d

dx
  ، 1,2, ,r n ةز الاثَو بامرم 
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 امطورةؽلً ( 1كن نخصبة المؾصدلة )يم، فصهَ ( الاش خلصق "ؽصمل " أ و  " المؤثر امخفصضلً" أ و   "صمل امخفصضلًؾالم"ٌسمي  D  حِر)

 1

0 1 1 ( )n n

n na D a D a D a y f x

       

 أ و

( ) ( )F D y f x   

) حِر )F D نثيرة حدود من الدرجةn المؤثر امخفصضلً فيD. 

 المؤثرات امخفصضوَة   (2.3)

  D المؤثر امخفصضلً خوا   (1.2.3)

ذا كاهت (  أ   )   y,ا  z يردوال نومخغ x وكاهتD حرمز نوخفصضل بامًس بة الىx ن   فص 

 ( ) ( ) ( ) ( )D y x z x Dy x Dz x    

 .وُو كصهون ثوزًػ المؤثر ؽلً الدػ

ذا  (  ب )   ن  x  ،c دالة نومخغير y كاهتا   ملدار ثابت فص 

 ( ) ( )D cy x cDy x   

 .مػ امثوابت امخبصدلوُو كصهون 
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ذا  (  ج )   x  ،,m دالة نومخغير y كاهتا  n ن  ؽددًين صحَحين موجبين فص 

{ ( )} { ( )} ( )m n n m m nD D y x D D y x D y x  

 .ال سسوُو كصهون 

ة فيما ؽدا أ هَ لا ًدبصدل مػ المخغيرات وذلز  Dأ ن المؤثر أ ي yDz َلا هيخضػ نولواهين الجبًر zDy  ذا كاهتت y,ا  z  دامختين تخوفتين

ة ؽلى المؤثرؽxنومخغير  . صحَحة وموجبة Dوى كبشرط أ ن حكون  جبريرمز  ك ي Dلى ذلز فمن الممكن أ ن تجرى امؾموَصت الجبًر

 

) خوا  المؤثر امخفصضلً (2.2.3) )F D 

فمن  (  أ   )   ن Dالمؤثر امخفصضلً ثؾرً )فص  )F D ة وجسمى مؤثر ثفصضلً خطى ل نهص تحلق امشرطين  الاثَين دالة ثفصضوَة ثأ زيًر

 

 

(i) ( ) ( ) ( ) ( )

(ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

F D cy x cF D y x

F D y x z x F D y x F D z x



  
 

y, حِر z دوال نومخغيرx  ،c ثابت. 

ذا كاهت (  ب )   1 ا  2( ), ( )F D F D  المخغير فيدامخينD  ،y   المخغير فيدالةx  ن لٍوع وحصضل ضرب دامختين نفص  ًؾتر   ثتأ زيٍر

 كالاتي

 

   

1 2 1 2

1 2 1 2

(i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

F D F D y x F D y x F D y x

F D F D y x F D F D y x

  


 

صن  امبُر

 (ii)لازبصت رقم 

من الجذور وكد ٍكون بؾضِص مذكرر  nجمَػ مؾصملاتهص أ ؽداد حلِلِة مِص ًوجَ ؽصم  وامتي nمن المؾرو  أ ن كل نثيرة حدود من الدرجة 

هَ كد يمكن تحوَل )نلٌ أ نهص كد حكون حلِلِة أ و مرهبة وؽلى ذلز فص  )F D  لىاn من امؾوامل الخطَة وٍكون 

 1

0 1 1

1 2

( ) ...

( )( ).....( )

n n

n n

n

F D y a D a D a D a y

D D D y  



    

   
 

 رحِ 1,2, , ii n  ة  هي جذور المؾصدلة الجبًر

1

0 1 1 0n n

n na a a a  

     

 وًلاحظ أ ن 

1 2 2 1( )( ) ( )( )D a D a y D a D a y     
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 ل ن

1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2

2 1 2 1 1 2 2 1

1 2 2 1

( )( ) ( )( )

( )

( )( ) ( )( )

( )

D a D a y D a y a y y a y a y a a y

y a a y a a y

D a D a y D a y a y y a y a y a a y

y a a y a a y

           

    

           

    

 

 لمثل يمكن أ زبصت أ ن وبا

1 2 2 1[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]F D F D y F D F D y 

ذا كاهت مؾصملات 2وذلز ا  1( ), ( )F D F D ملصدٍر ثابخة 

 بؾظ المخطصبلصت امِصمة  (3.2.3)

 )كصهون امخؾوًظ(  (  أ   )  

( )e ( )eax axF D F a 

)حِر )F D ات مؾصملات ثابخةنثيرة حدود ذ ،a ملدار ثابت. 

صن  امبُر

e بمص أ ن er ax r axD a ، حِرr ن  ؽدد صحَح موجب فص 

1

0 1 1

1

0 1 1

1

0 1 1

( )e ( )e

e e ..... e e

e e e e

( )e

ax n n ax

n n

n ax n ax ax ax

n n

n ax n ax ax ax

n n

ax

F D a D a D a D a

a D a D a D a

a a a a a a a

F a













    

    

    



 

زاحة (  ب )    ()كصهون الا 

 

{e ( )} e ( ) ( )n ax ax nD z x D a z x  

)حِر  )z x دالة نومخغير x   ،a  ثابت ملدار ،n ص وس خًذ  أ نمنه ؽدد صحَح موجب و 

( ){e ( )} e ( ) ( )ax axF D z x F D a z x  

صن  :امبُر

ن ذلز    امرياضي بالاس خًذصجهبُر

1nحصلة  في  
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{e ( )} e ( ) ( ) e e ( ) ( )e

e ( ) ( )

ax ax ax ax ax

ax

D z x Dz x z x D Dz x az x

D a z x

   

 
 

ذن امؾلا 1nحصلة  فيكة صحَحة ا   

nحصلة فيهفرض أ ن امؾلاكة صحَحة  mأ ن أ ي 

{e ( )} e ( ) ( )m ax ax mD z x D a z x  

1nحصلة فيالمطووب أ زبصت صحة امؾلاكة  m  

 
 

1

1

{e ( )} {e ( )} e ( ) ( )

e ( ) ( ) ( ) e ( ) ( )

m ax m ax ax m

ax m ax m

D z x D D z x D D a z x

D a D a z x D a z x





    

    
 

ذن امؾلاكة صحَحة  1nحصلة فيا  m  ذن  .الموجبة mصحَحة لدَػ كيم  فِييا 

  (  ج )  

2 2

2 2

( )sin ( ) ( )sin( )

( )cos ( ) ( )cos( )

F D ax b F a ax b

F D ax b F a ax b

   

   
 

a,حِر b  بخة.ثاملصدٍر  

صن    امبُر

ذا كاهت ن ؽدداً rا   صحَحصً موجبصً فص 

 

2 2

2 2

2 2 2 2 2

0 1 1

2 2 1

0 1

2 2 1

0 1 1

sin( ) sin( 2 )
2

( 1) sin( ) ( ) sin( )

( )sin( ) sin( )

( ) sin( ) ( ) sin( ) .... sin( )

{ ( ) ( ) (

r r

r r r

n n

n n

n n

n

n n

n

D ax b a ax b r

a ax b a ax b

F D ax b a D a D a D a ax b

a a ax b a a ax b a ax b

a a a a a a













    

     

      

        

       2

2

) }sin( )

( )sin( )

na ax b

F a ax b

 

  
لة امسصبلة يمكن أ زبصت أ ن وبيفس         امطرً

2 2( )cos( ) ( )cos( )F D ax b F a ax b    
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 المؤثرات امخفصضوَة امؾكس َة (3.2.3)
1 1

,
( )F D D

 

ف  ثؾرً

 ؾصمل امخفصضلً امؾكسيالم
1

D المخغير فيؾصمل الذى ثأ زيٍر ؽلى دالة ُو المx ًُو ؼكس ثأ زير امؾصمل امخفصضلDلةؽلى هفس الدا . 

ذا كاهت أ ي نxدالة نومخغير yا   فص 

1 1
{ ( )} ( ) ( )Dy x D y x y x

D D

 
  

 
 

ومن ذلز ًخضح أ ن
1

D
  حكاملًؾصمل مولذلز فِو  Dؾصملمالمؾكوس الجبري نو ُو 

1
( ) ( )y x y x dx

D
  

 ثابت نوخكامل مكى ثخحلق امؾلاكة وجود بدون

1
{ ( )} ( )Dy x y x

D
 

وبالمثل

 

1

( )F D 

) امخفصضلًؾصمل ُو ؼكس ثأ زير الم xنومخغير  مصؾصمل امخفصضلً امؾكسي الذى ثأ زيٍر ؽلى دالة محرمز نو )F D  ؽلى هفس

 أ ن أ ي. الدالة

1 1
{ ( ) ( )} ( ) ( ) ( )

( ) ( )
F D y x F D y x y x

F D F D

 
  

 
 

)ُذٍ امؾلاكة وبمراؽصة أ ن وباس خخدام )F D ة يمكن أ زبصت أ ن دالة ثأ زيًر
1

( )F D
 أ ن . أ ية خطَة دالة ثأ زيًر أ ًضصً 

1 1
(i) { ( )} ( )

F( ) F( )

1 1 1
(ii) { ( ) ( )} ( ) ( )

F( ) F( ) F( )

cy x c y x
D D

y x z x y x z x
D D D



  

 

y,حِر  z دوال نومخغير x ،c لدار ثابتم. 

صن   امبُر

(i)  ٌ ة با سرهؤثر ؽلى امطر  ال )لدالة امخأ زيًر )F D 
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1

( ) ( ) ( ) (*)
( )

F D cy x cy x
F D

 
 

 
 

ةباهؤثر ؽلى امطر  ال يمن   ) لدالة امخأ زيًر )F D 

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (**)

( ) ( )
F D c y x cF D y x cy x

F D F D

   
    

   
 

 نحطل ؽلً المطووب. (**)،  (*)بملصرهة 

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
F D c y x cF D y x cy x

F D F D

   
    

   
 

(ii) ة ه )ؤثر ؽلى امطر  ال يمن بالدالة امخأ زيًر )F D 

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

F D y x z x F D y x F D z x
F D F D F D F D

y x z x

     
       

     

 

 

ة  المؾصدلة امسصبلة ؤثر ؽلى كل من طرفيه بالدالة امخأ زيًر
1

( )F D
 نحطل ؽلً  

1 1 1
( ) ( ) { ( ) ( )}

( ) ( ) ( )
y x z x y x z x

F D F D F D
   

لة امسصبلة يم ية ؽوبيفس امطرً ة مِص  لى صحة المخطصبلصت امثلاث الاثَةكن امبُر ذا كاهت الدالة امخأ زيًر هيا 
1

( )F D
 

  (  أ   )  

1 1
e e

( ) ( )

ax ax

F D F a
 

)حِر  ) 0F a  ،a ملدار ثابت. 

صن  امبُر

ة ه )ؤثر ؽلى امطر  ال ٌسر بالدالة امخأ زيًر )F D 

 
1 1

( ) e ( )e e
( ) ( )

ax ax axF D F D
F D F D

 
  

 
 

ة  نؤثر ؽلى امطر  ال يمه )بالدالة امخأ زيًر )F D 
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1 1 1
( ) e ( )e ( )e e

( ) ( ) ( )

ax ax ax axF D F D F a
F a F a F a

 
   

 
 

)حِر أ ن  )F a بامخصلي نحطل ؽلًثابت . 

1 1
e e

( ) ( )

ax ax

F D F a
 

  (  ب )  

1 1
{e ( )} e { ( )}

( ) ( )

ax axz x z x
F D F D a




 

صن  امبُر

)ؤثر ؽلى امطر  ال يمن بالمؤثر امخفصضلً ه )F D 

1 1
( ) e ( ) e ( ) ( ) e ( )

( ) ( )

ax ax axF D z x F D a z x z x
F D a F D a

    
      

     
 

 

ة  في المؾصدلة امسصبلة ينؤثر ؽلى كل من امطرفه بالدالة امخأ زيًر
1

( )F D
 

1 1
e ( ) {e ( )}

( ) ( )

ax axz x z x
F D a F D




 

  (  ج )  

2 2

2 2

1 1
sin( ) sin( )

( ) ( )

1 1
cos( ) cos( )

( ) ( )

ax b ax b
F D F a

ax b ax b
F D F a

  


  


 

 حِر
2( ) 0F a  ،a .ملدار ثابت 

صن   امبُر

ة  ثؤثر ؽلى امطر  ال يمن بالدالة امخأ زيًر
2( )F D 
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2 2

2 2

2

2

1 1
( ) sin( ) ( )sin( )

( ) ( )

1
( )sin( ) sin( )

( )

F D ax b F D ax b
F a F a

F a ax b ax b
F a

 
   

  

    


 

ة نومؾصدلة امسصبلة ينثؤثر ؽلى كل من امطرف بالدالة امخأ زيًر
2

1

( )F D
 

2 2

1 1
sin( ) sin( )

( ) ( )
ax b ax b

F a F D
  


 

زبصت امؾلاكة امثصهَةوبا  .لمثل يمكن ا 

 .ة الخطَة ذوات المؾصملات امثصبخةامخكامل الخص  نومؾصدلات امخفصضوَ

يجصد امخكامل الخص  )الحل الخ في  ص ( نومؾصدلة امخفصضوَة الخطَةُذا الجزء سو  نهتم با 

( ) ( ) (1)F D y f x 

)بؾظ الحصلات الخصضة نلدالة  فيوذلز  )f x. 

  أ ولاً 

ذا كاهت ) ا  ) eaxf x   أ ن أ ي ( ) axF D y e .ف المؤثر امخفصضلً امؾكسي من ثؾرً
1

( )F D
 ًًذ  أ ن 

1 1
{ ( ) ( )} e

( ) ( )

1
( ) e

( )

ax

ax

F D y x
F D F D

y x
F D





 

ذا كاهت ) فص  ) 0F a  ن امخكامل الخص  نومؾصدلة ُو  فص 

1
( ) e

( )

ax

py x
F a

 

ذا كاه )ت وا  ) 0F a  هَ يمكن نخصبة ) فص  )F D  ؽلى امطَغة 

( ) ( ) ( )rF D D a D  

) ،  ؽدد صحَح موجب rحِر  ) 0a   . وُذا مؾيصٍ أ نa جذر مذكرر r  من المرات نلدالة ( )F D  ٍكون  ُذٍ الحصلةوفى 

( 1)( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,. , ( ) 0rF a F a F a F a     
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 أ مص 
( ) ( ) 0rF a  

 

1 1 1 1
e e e

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
e e 1

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
e e {1} e e (1)

( ) ( ) ( ) ! ( ) !

ax ax ax

r r

ax ax

r r

r r
ax ax ax ax

r

F D D a D D a D

D a a a D a

x x

F D a D a r a r

 

 

  

 
   

   

 
   

  

   

 

 ومكن

 ( ) ( ) ( )rF D D a D  

ن باس خخداممن المرات  rبمفصضلة ُذٍ امؾلاكة  ة مَبنز فص   هغرً

( ) ( )

1( ) ( ) ! ( ) !( ) ( ) ( )r r r rF D D r C D r D a D a D        

( )

( )

1
( ) ( ) ! e e e

( ) ( ) ! ( )

r r
r ax ax ax

r

x x
F a a r

F D a r F a



    

ذا كاهت أ ي ن امخكامل الخص  نومؾصدلة  aلا ًيؾدم ؼيد امليمة  F رثبة أ ول مؾصمل ثفصضلً نلدالة هي rأ هَ ا   فص 

 ( ) ( ) eaxF D y x   

) حِر ) 0F a  ٍكون  

 
( )

( ) e
( )

r
ax

r

x
y x

F a
 

 أ مثلة محوولة

 (1مثصل )

ثَة من المؾصدلات امخفصضوَةأ وجد امخكامل الخص  مكل   ال 

2
3

2

2
2

2

(i) 6 8 2

(ii) 6 9 50

x

x

d y dy
y e

dx dx

d y dy
y e

dx dx
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2
2

2

4 3

4 3

(iii) 4 4 50

(iv) 2 2 6

x

x

d y dy
y e

dx dx

d y d y dy
y e

dx dx dx



  

   

 

 الحل

(i)  هيالمؾصدلة امخفصضوَة  

2 3( 6 8) 2e xD D y   

 امخكامل الخص  ُو

 3 3

2 2

3 3

1 1
( ) 2e 2 e

6 8 6 8

1
2 e 2e

9 18 8

x x

p

x x

y x
D D D D

 
   

  
 

 

(ii)  هي امخفصضوَة المؾصدلة 

2 2( 6 9) 50 xD D y e   

 امخكامل الخص  ُو

   2 2

2 2

2 2

1 1
( ) 50e 50 e

6 9 6 9

1
( ) 50 e 2e

4 12 9

x x

p

x x

p

y x
D D D D

y x

  
   

  
 

 

 (iii)  هيامخفصضوَة المؾصدلة 

2 2( 4 4) 50 xD D y e   

 امخكامل الخص  ُو

2 2

2 2

2

1 1
( ) {50 } 50

4 4 4 4

( ) 4 4, (2) 0

( ) 2 4, (2) 0

( ) 2 , (2) 2

x x

py x e e
D D D D

F D D D F

F D D F

F D F

  
   

   

   

  

 

 بامخصلي ٍكون امخكامل الخص  ُو 

2
2 2 2( ) 50 e 25 e

2

x x

p

x
y x x    

زاحةباس خ)حل أ خر    (خدام كصهون الا 
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 امخكامل الخص  ُو

2 2

2 2

2 2
2 2 2

2

1 1
( ) {50 } 50 {1}

( 2) ( 2 2)

1 50
50 {1} 25

2

x x

p

x
x x

y x e e
D D

e x
e x e

D

 
  

   

 

(iv)  هيامخفصضوَة المؾصدلة 

4 3( 2 2 1) 6e xD D D y     

 امخكامل الخص  ُو

4 3 4 3

4 3

3 2

2

1 1
{6e } 6 {e }

2 2 1 2 2 1

( ) 2 2 1 , ( 1) 0

( ) 4 6 2, ( 1) 0

( ) 12 12 , ( 1) 0

( ) 24 12, ( 1) 12

x x

py
D D D D D D

F D D D D F

F D D D F

F D D D F

F D D F

  
     

     

     

    

     

 

 بامخصلي ٍكون امخكامل الخص  ُو 

3 31 1
( ) 6 e e

( 12) 2

x x

py x x x    


 

ن  تمرٍ

 امخفصضوَة وجد امخكامل الخص  نومؾصدلةأ   
2 sinhy k y kx   

 ثاهَصً 
ذا كاهت  ا 

( ) sin( ) or ( ) cos( )f x ax b f x ax b    

 أ ي أ ن

( ) ( ) sin( )F D y x ax b  

 فِكون امخكامل الخص  ُو

1
( ) sin( )

( )
py x ax b

F D
  

)ومكن  )F D يمكن نخصبتهص ؽلى امطورة 
2 2( ) ( ) ( )F D g D h D D  

 فرض أ نبو 
2 2

1 2( ), ( )c g a c h a    

ذن امخكامل الخص  ُو  ا 

1 2

1
( ) sin( )py x ax b

c c D
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امخفصضلً  ؤثروبامخأ زير ؽلى امطر  ال يمن بالم 1 2c c D المؤثر امؾكسي له. نحطل ؽلً و 

 

1 2

1 2 1 2

1 2 2 2 2

1 2

1 2 2 2 2

1 2

1 22 2 2

1 2

1 1
( ) ( ) sin( )

1
( ) sin( )

1
( ) sin( )

1
sin( ) cos( )

py x c c D ax b
c c D c c D

c c D ax b
c c D

c c D ax b
c c a

c ax b c a ax b
c c a

 
   

  

 
   

 

 
   

 

   


 

لة يمكن  أ زبصت أ ن امخكامل الخص  نومؾصدلة وبيفس امطرً

( ) cos( )F D y ax b  

 ُو 

1 22 2 2

1 2

1
( ) { cos( ) sin( )}py x c ax b c a ax b

c a c
   


 

 (2) مثصل

 أ وجد الحل الخص  نومؾصدلة امخفصضوَة

2

2
16 5sin3 3cos5

d y
y x x

dx
   

 الحل 

 هيامخفصضوَة المؾصدلة 
2( 16) 5sin3 3cos5D y x x   

 

 

 

 امخكامل الخص  ُو

2

2 2

1
( ) {5sin 3 3cos5 }

16

1 1
5 sin 3 3 cos5

16 16

1 1
5 sin 3 3 cos5

9 16 25 16

5 1
sin 3 cos5

7 3

py x x x
D

x x
D D

x x

x x

 


   
 

   
   

 

 

  (3)مثصل 

 أ وجد امخكامل الخص  نومؾصدلة امخفصضوَة
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2

2
3 2 cos2

d y dy
y x

dx dx
   

 الحل

 هي امخفصضوَة المؾصدلة
2( 3 2) cos2D D y x   

 امخكامل الخص  مِص ُو

2

2

1 1
( ) cos2 cos2

3 2 ( 4) 3 2

1
cos2

2 3

1 1
( ) ( 2 3 ) cos2 ( 2 3 ){cos2 }

9 4 40

1 1
{ 6sin 2 2cos2 } {3sin 2 cos2 }

40 20

p

p

y x x x
D D D

x
D

y x D x D x
D

x x x x

 
    


 

 
      

  

     

 

 (4)مثصل 

 اوجد الحل الخص  نومؾصدلة امخفصضوَة

2
5

2
7 12 e sin 2xd y dy

y x
dx dx

   

 الحل

 هيامخفصضوَة المؾصدلة 
2 5( 7 12) e sin 2xD D y x   

 الحل الخص  مِص ُو

5 5

2

5 5

2

5 5

2

5
5

5

1 1
( ) e sin 2 {e sin 2 }

7 12 ( 3)( 4)

1 1
e {sin 2 } e {sin 2 }

( 2)( 1) 3 2

1 1
( ) e {sin 2 } e ( 2 3 ) sin 2

4 3 2 4 9

1 e
e ( 2 3 ) sin 2 ( 2sin 2 6cos2 )

4 36 40

e
(sin 2 3cos2 )

20

x x

p

x x

x x

p

x
x

x

y x x x
D D D D

x x
D D D D

y x x D x
D D

D x x x

x x

 
   

 
   

   
   

     


  

 

 موحوعة

ذا كاهت  ا 
2( ) 0F a  يجصد امخكامل الخص  نومؾصدلة امخفصضوَة هَ لا   فص 
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( ) sin( )

or

( ) cos( )

F D y ax b

F D y ax b

 

 

 

هيص وس خخدم كيمة الجَب و الج   ة.َو خَ َب امتمام نلدالة ال س َة وجسصوي ال جزاء الحلِلِة وال جزاء امخ فص 

 

 (5)مثصل 

 أ وجد امخكامل الخص  نومؾصدلة امخفصضوَة

2
2

2
cos

d y
y x

dx
   

 الحل

 هيامخفصضوَة المؾصدلة 

2 2( ) cosD y x   

 الحل الخص  ُو

2 2 2 2

2 2

1 1
( ) cos Real part of

1
Re

i x

p

i x

y x x e
D D

e
D






 



 
   

  

 
  

 

 

 ومكن
2 2( ) , ( ) 0

( ) 2 , ( ) 2

F D D F i

F D D F i i

 

 

  

  
  

 و بامخصلي ٍكون 

2 2

1
e e (cos sin )

2 2

1
( cos sin ) (sin cos )

2 2 2

i x i xx x
x i x

D i i

x x
x x x i x

   
  

   
 

  


   

 

 و ٍكون امخكامل الخص  ُو 

( ) sin
2

p

x
y x x


 

 

 ثامثصً 

ذا كاهت   )ا  )f x ؼبصرة ؼن نثيرة حدود من الدرجةr فيx ؽلً امطورة ؾصدلة امخفصضوَة أ ي أ ن الم 
1

0 1 1( ) ...r r

r rF D y a x a x a x a

     

 امخكامل الخص  ُو

1

0 1 1

1
( ) { ... }

( )

r r

p r ry x a x a x a x a
F D
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يجصد المؤثر فم هلوم ب pyامخكامل الخص   لا 
1

( )F D
المتؤثر  امخطتصؽدًة وذلز بخحوَتل Dحستب كتوي Dفي ضتورة نثتيرة حتدود في 

1

( )F D
لي هسور  ة ذات الحدٍن.الج ٍا   زيَة م  اس خخدام هغرً

 موحوعة

مفكوك ذات الحدٍن باي اس    ٍكون ؽلً امطورة امخصمَة 

2 3( 1) ( 1)( 2)
(1 ) 1 , 1

1! 2! 3!
x x x x x        

        

 (6)مثصل 

 خكامل الخص  نومؾصدلة امخفصضوَةأ وجد ام 

3
2

3
4 5

d y dy
x

dx dx
   

 الحل

 هيامخفصضوَة المؾصدلة 
3 2( 4 ) 5D D y x   

 الحل الخص  مِص ُو

 

2 2

3 2

1
2 2

2 2

3
2 2

1 1
( ) { 5} ( 5)

4
4 1

4

1 1
1 ( 5) 1 ( 5)

4 4 4 4

1 1 1 11
5 2 33

4 2 4 3 2 24

py x x x
D D D

D

D D
x x

D D

x x
x x x

D



   
  

 
 

   
         

   

  
        

   

 

 

لة المؾصملات غير المؾَية) كصؽدة ُصمة  (طرً

ذا كاهت  َ ا  ه )هلاحظ من المثصل امسصبق أ  )f x نثيرة
)رثبة المش خلة ذات ال كل رثبة في الدالة  2rو كاهت  1rحدود من الدرجة    )F D 

هَ ام   خكامل الخص  نومؾصدلة امخفصضوَةفص 

( ) ( )F D f x 

1ٍكون نثيرة حدود من درجة  2r r ويمكن فرضة ؽلً امطورة 

1

0 1 1( ) ...r r

r ry x b x b x b x b

     

حِر 
1 2r r r  .ثؾَين  و

0 1, , , rb b b  ظ ؼن المخخوفة في  xفي المؾصدلة امخفصضوَة م  مسصواة مؾصملات و مش خلصتهص  yبامخؾوً

 .ينامطرف
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 (7)مثصل 

لة المؾصملات غير ا  امخفصضوَة لمؾَية أ وجد الحل الخص  نومؾصدلةبطرً

2
2

2
4 3 27 9

d y dy
y x x

dx dx
    

 الحل

2بمص ان  10 , 2r r    1فصن 2 2r r r   

 هفرض أ ن   

2

0 1 2 0 1 0( ) 2 2y x b x b x b y b x b y b         

)ؼن  صدلة امخفصضوَةبامخؾوًظ في المؾ )y x  ،( )y x  ،( )y x  

2 2

0 0 1 0 1 2

2 2

0 1 0 2 1 0

2 4(2 ) 3( ) 27 9

3 (3 8 ) (3 4 2 ) 27 9

b b x b b x b x b x x

b x b b x b b b x x

      

      
 

 xبملصرهَ مؾصملات كوي 

0 0 1 0 1

2 1 0 2

3 27 9 3 8 9 21

3 4 2 0 22

b b b b b

b b b b

        

    
 

   ُوالحل الخص

2( ) 9 21 22py x x x   

 وعةموح

ذا كاهت  )ا  ) ( )axf x e p x  حِر( )p x  نثيرة حدود فيx  ،a هَ امخكامل الخص  نومؾصدلة  ثابت فص 

( ) e ( )axF D y p x                                     

 ٍكون ُو 

 
1 1

( ) e ( ) e ( )
( ) ( )

ax ax

py x p x p x
F D F D a

 


 

 (8) مثصل

 أ وجد امخكامل الخص  نومؾصدلة امخفصضوَة

2
3 2

2
5 6 e (8 20 )xd y dy

y x x
dx dx

    

 الحل

 هيامخفصضوَة المؾصدلة 
2 3 2( 5 6) e (8 20 )xD D y x x    
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 امخكامل الخص  ُو

   

 

 

3 2 3 2

2

3 2 3 2

1

1 3 2

2 3

2 3 3 2

1 1
( ) e (8 20 ) e (8 20 )

5 6 ( 3)( 2)

1 1 1
e 8 20 e { }{8 20 }

( 2)( 1) 2 1

1
e 1 (1 ) {8 20 }

2 2

1
( ) e 1

2 2 4 8

1 {8 20 }

x x

p

x x

x

x

p

y x x x x x
D D D D

x x x x
D D D D

D
D x x

D D D
y x

D D D x x





   
   

    
   

   
       

   

  
       

  

     

2 3 3 2

3 2 2

3 2

3 7 15
e 1/ 2 {8 20 }

4 8 16

e {4 10 18 30 42 35 45}

e {4 8 12 10}

x

x

x

D D D x x

x x x x x

x x x

 
      

 

      

   

 

 موحوعة

ذا كاهت  ا 

( ) ( )sin

or

( ) ( )cos

f x p x x

f x p x x









 

)حِر  )p x  نثيرة حدود فيx ،a  ن امخكامل الخص  نومؾصدلة  ثابت فص 

( ) ( )sinF D y p x x 

 ُو

1
( ) Imaginarypart of { ( )}

( )

1
Im { ( )}

( )

1
Im ( )

( )

i x

p

i x

i x i x

y x e p x
F D

e p x
F D

e e p x
F D ia





 

 
  

 

 
  

 

 
  

 

 

 وبالمثل امخكامل الخص  نومؾصدلة
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( ) ( ) cos

1
Real part of {e ( )}

( )

1
Re {e ( )}

( )

1
Re e . ( )

( )

iax

p

iax

iax

F D y p x x

y p x
F D

p x
F D

p x
F D ia



 
  

 

 
  

 

 
  

 

 

 (9)مثصل 

 امخكامل الخص  نومؾصدلة امخفصضوَة أ وجد

9 25 sin 4 ,
d

x x t t D
dt

   

 الحل

 المؾصدلة امخفصضوَة هي

2( 9) 25 sin ,
d

D x t t D
dt

   

 امخكامل الخص  ُو

4

2 2

4

1 1
{25 sin 4 } Im 25

9 9

1
Im e 25

( 3 4 )( 3 4 )

i t

p

i t

x t t te
D D

t
D i D i

 
   

  

 
  

    

 

1 1

2 2

1 1 1 1

( 3 4 )( 3 4 ) 6 3 4 3 4

1 1 1
1 1

6 4 3 4 3 (4 3) 4 3

1 1 1
1 1

6 4 3 4 3 4 3 4 3

1 1 1

6 4 3 4 3 (4 3) (4 3)

D i D i D i D i

D D

i i i i

D D

i i i i

D D

i i i i

 

 
  

        

     
       

        

    
         

       

 
     

    

 

2 2

2 2

2

1 6 (4 3) (4 3)

6 (4 3)(4 3) (4 3) (4 3)

1 6 48 1 8

6 25 ( 25) 25 625

i i
D

i i i i

i
D iD

   
   

    

 
       

  

 

ذن   ا 
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4 4

4

4

1 1 8
e 25 e .... (25 )

( 3 4 )( 3 4 ) 25 625

8 8
e ( ) (cos4 sin 4 )( )

25 25

8 8
cos4 sin 4 ( sin 4 cos4 )

25 25

1 8
Im e 25 ( sin 4 cos4 )

( 3 4 )( 3 4 ) 25

it it

it

it

p

t iD t
D i D i

t i t i t t i

t t t i t t t

x t t t t
D i D i
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 (3) تمصرٍن

 من المؾصدلات امخفصضوَة الآثَة أ وجد امخكامل الخص  مكل 

2 2

2 2 3

2 2 2

3 3

3 2 2

2

(1) ( 2 2) e (2) ( 13 12) 36

(3) ( 13 42) 112e (4) ( 6 25) 104e

(5) ( 9) 54e (6) ( ) sinh

(7) ( ) 2cosh (8) ( ) e e

(9) ( 4 4 ) 8e (10) ( 1) 10sin 2

(11) ( 5 6) 10

x

x x

x

x x

x

D D y D D y

D D y D D y

D y D a y a ax

D D y x D D y

D D D y D y x

D D y





     

     

   

    

    

  

2

2

3 2

2 2

3 3 2

2 2

0sin 4

(12) ( 2 401) sin 20 40cos 20

(13) ( 8 25) 18cos 16sin

(14) ( 6 11 6) 2sin 3

(15) ( 1) 4cos (16) ( 1) ( 3)e

(17) ( 3 2) 540 e (18) ( 2 2) 2e sin

(19) ( 1) 24 cos (20) (

x

x x

x

D D y x x

D D y x x

D D D y x

D y x D y x

D D y x D D y x

D y x x

 

   

   

   

    

     

  5

2 3 3

3 2

2

4 3 2 2 2

3 2 2

) 12e 8sin 2

(21) ( 6 25) 2e cos 4 8e (1 2 )sin 4

(22) ( 1) (23) ( 2 ) 24

(24) ( 6 9) 54 18

(25) ( 6 9 ) 54 18 (26) ( 2) 44 76 48

(27) ( 2 ) 44 76 48

x

x x

D D y x x

D D y x x x

D y x D D y x

D D y x

D D D y x D D y x x

D D D y x x

   

    

   

   

        

    

 

k(28)                                   ؽدد صحَح موجب ( )k xD k y k   

2 3

2

2 2 2

(29) ( 1) sec (30) ( 1)

(31) ( 2) 8( )sin 2

x

x

e
D y x D y

x

D y x e x
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 صنيامفطل امث

 الدالة المكملة نومؾصدلات امخفصضوَة ذوات المؾصملات امثصبخة 

 ( ملدمة1.3)

هفرض أ ن
 

( )py y x حل خص  نومؾصدلة امخفصضوَة 

( ) ( ) ( )F D y x f x 

 وهفرض أ ن الحل امؾصم ُو

( ) ( ) ( )py x y x z x  

حِر
 

( )py x
 

  ،( )z x دوال نومخغيرx. 

 أ ي أ ن

( ){ ( ) ( )} ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

p

p

F D y x z x f x

F D y x F D z x f x

 

 
 

ومكن
 

( ) ( ) ( )pF D y x f x
 

ل ن
 

( )py x حل خص . لذلز ٍكون 

( ) ( ) 0F D z x  

)حِر  )z x فصضوَة المختزلة اميصتجة من المؾصدلة ال ضَلة بوضػ امطر  ال يمن ٌسصوي ضتفر وجستمي هي الحل امؾصم نومؾصدلة امخ( )z x  بالدالة

هاتص أ ي  ن الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة الخطَة ٌسصوي الدالة المكملة ثضتص  ا  حكامتل ختص  المكملة أ و الحل المكمل نومؾصدلة ال ضوَة وؽلً ذلز فص 

) نومؾصدلة ) ( ) ( )pF D y x f x. 

1بفرض أ ن  2, ,...., nz z z حوول خصضة نومؾصدلة المختزلة( ) ( ) 0F D z x  1و أ ن 2, , , nc c c.ة  زوابت اخذَصرً

 هؾخبر الدالة

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )n nz x c z x c z x c z x        

 فِكون 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

( ) ( ){ ( ) ( ) ( )}

( ){ ( )} ( ){ ( )} ( ){ ( )}

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.0 .0 ... .0 0

n n

n n

n n

n

F D z F D c z x c z x c z x

F D c z x F D c z x F D c z x

c F D z x c F D z x c F D z x

c c c

   

   

   

    

 

ذا كاه 1ت كل من أ ي أ هَ ا  2, ,...., nz z z حوول خصضة نومؾصدلة المختزلة 
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( ) ( ) 0F D z x  

ن الدالة  فص 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )n nz x c z x c z x c z x    

ة  ,1حكون أ ًضصً حل مِذٍ المؾصدلة وذلز لدَػ كيم امثوابت الاخذَصرً , nc c. 

يجصد الحل امؾصم نومؾصدلة المختز( 2.3)  لة ) الدالة المكملة(ا 

 ثؾخبر المؾصدلة امخفصضوَة

( ) ( ) 0 (1)F D y x  

eهفرض أ ن xy حل خص  أ ي أ هَ يحلق المؾصدلة امخفصضوَة 

( )e 0 ( )e 0x xF D F    

eو حِر ان  0x   نجد ان( ) 0F   أ ي أ ن .e xy   ذا كان 1) حل خص  نومؾصدلة )(  ا  ) 0F    ذا كاهت أ ي ا 

 جذر نومؾصدلة المسصؽدة 

1

0 1 1 0 (2)n n

n na a a a  

     

حِر
0 1, , , na a a ( 1( الحوول الخصضة نومؾصدلة امخفصضوَة )2( وتحدد طبَؾة جذور المؾصدلة المميزة )1زوابت حلِلِة نومؾصدلة) 

 وُيصك زلاث حصلات.

ذا كاهت جمَػ جذور المؾصدلة المسصؽدة حلِلِة وتخوفة.( 1.2.3)  الحصلة ال ولي: ا 

1( هي2هفرض أ ن جذور المؾصدلة المسصؽدة ) 2, ,...., n   ومؾصدلة المختزلة  و جمَؾِص حلِلِة تخوفة.  في ُذٍ الحصلة حكون الحوول الخصضة ن

 ( هي1)

1 2e ,e , ,e nxx x  
 

 ( ُو1وُذٍ دوال مس خللة خطَصً وٍكون الحل امؾصم نومؾصدلة المختزلة )

1 2

1 2( ) e e e nxx x

c ny x c c c
 

    

 أ مثلة

 ( 1مثصل )

 اوجد الحل امؾصم نومؾصدلات امخفصضوَة الآثَة

2

2
(i) 2 5 2 0

d y dy
y

dx dx
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2

2

3 2

3 2

(ii) 2 15 0

(iii) 2 0

d y dy
y

dx dx

d y d y dy

dx dx dx

  

  

 

 الحل

(i) هفرض أ ن e xy   حل خص  نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة ، فذكون المؾصدلة المسصؽدة هي 

22 5 2 0 (2 1)( 2) 0          

 جذور المؾصدلة المسصؽدة هي

21 2 , 2     

 و حكون الحوول الخصضة هي

(1 2) 2e , ex x 
 

 بامخصلي فصن الحل امؾصم نوؾصدلة المختزلة ُو

(1 2) 2( ) e ex x

cy x A B   

A,حِر B .ة  زوابت اخذَصرً

(ii) هفرض أ ن e xy  حل خص  نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة ، فذكون المؾصدلة المسصؽدة هي 

2 2 15 0 ( 3)( 5) 0          

 جذور المؾصدلة المسصؽدة هي 

1 23, 5    

 و حكون الحوول الخصضة هي

3 5e , ex x
 

 بامخصلي فصن الحل امؾصم نوؾصدلة المختزلة ُو

3 2( ) x x

cy x Ae Be  

(iii)  هفرض أ ن
xy e حل خص  نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة، فذكون المؾصدلة المسصؽدة هي 

3 2 22 0 ( 2) 0

( 1)( 2) 0

     

  

      

  
 

 جذور المؾصدلة المسصؽدة هي
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1 2 30, 1, 2      

 و حكون الحوول الخصضة هي 

21, e , ex x
 

 بامخصلي فصن الحل امؾصم نوؾصدلة المختزلة ُو

2( ) x x

cy x A Be Ce   

ذا كاهت بؾظ جذور المؾصدلة المسصؽدة أ ؽداد مرهبة2.2.3)   (الحصلة امثصهَة : ا 

pهفرض أ ن iq( و حِر ان مؾصملات المؾصدلة المسصؽدة اؽداد حلِلِة فصن 2ُو أ حد جذور المؾصدلة المسصؽدة .)p iq  ُو أ ًضصً جذر

( وٍكون 2دة )نومؾصدلة المسصؽ
( ) ( )e ,ep iq x p iq x 

 (.1حلان خصضصن نومؾصدلة امخفصضوَة ) 

 ( مؾصدلة خطَة فِكون 1وحِر ان المؾصدلة امخفصضوَة )

( ) ( )1 1
e cos

2 2

p iq x p iq x pxe e qx   

 حل خص .

 نذلز

 ( ) ( )1 1
e e e sin

2 2

p iq z p iq z pxi i qx    

 حل خص .

ن  p,وٍكون جزء الحل امؾصم نومؾصدلة المختزلة الميصعر نوجذرٍ iq p iq  ُو 

1 2

1 2

( ) e cos e sin

e ( cos sin )

px px

c

px

y x c qx c qx

c qx c qx

 

 
 

 ( 2مثصل )

 أ وجد الحل امؾصم نومؾصدلات امخفصضوَة الآثَة

2

2

2

2

(i) 6 13 0

(ii) 25 0

d y dy
y

dx dx

d y
y

dx

  

 

 

 الحل

(i) هفرض أ ن e xy   سصؽدة هيحل خص  نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة، فذكون المؾصدلة الم 
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1,2

6 36 52
6 13 0 3 2

2
i  

 
       

 و حكون الحوول الخصضة هي

3 3cos2 , sin 2x xe x e x 

 بامخصلي فصن الحل امؾصم نوؾصدلة المختزلة ُو

3

1 2( ) e ( cos2 sin 2 )x

cy x c x c x  

(ii) هفرض أ ن
xy e كون المؾصدلة المسصؽدة هيحل خص  نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة، فذ 

2

1,225 0 5i      

 و حكون الحوول الخصضة هي 

cos5 ,sin5x x 

 بامخصلي فصن الحل امؾصم نوؾصدلة المختزلة ُو

1 2( ) cos5 sin5cy x c x c x  

 (3مثصل )

 اوجد الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة الاثَة

9 9 0y y y y      

 الحل

e هفرض أ ن xy  حل خص  نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة، فذكون المؾصدلة المسصؽدة هي 

3 2 29 9 0 ( 1)( 9) 0            

 

 فذكون الحوول الخصضة هي

e , cos3 , sin3x x x 

 بامخصلي فصن الحل امؾصم نوؾصدلة المختزلة ُو

1 2 3( ) cos3x sin3x

cy x c e c c x   

 

ذا كان بؾظ جذور المؾصدلة المسصؽدة مكرراً ( ا3.2.3)  لحصلة امثصمثة : ا 

m هفرض أ ن  ( مكرر2جذر نومؾصدلة المسصؽدة )r  من المرات فِكون ( )rD m  ؽصمل نلدالة( )F D 
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( ) ( ) ( ) , ( ) 0rF D D m D m    

 ( هي1وحكون المؾصدلة امخفصضوَة )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 (3)rF D y x D m D y x   

)بفرض ان  ) ( ) ( )D y x u x  ( ؽلً امشكل3فذطبح المؾصدلة امخفصضوَة ) 

( ) ( ) 0 (4)rD m u x  

) واضح أ ن ) emxu x  المؾصدلة وُذا الحل مكرر ٍ لا ثابت  rحل خص   مِذ هَ من ٍكون ُيصك ا  من المرات و مكٌَ في الحلِلة حل واحد ل 

ن ُذا الحل ناكص. لذا هفرض أ ن الحل امؾصم ُو   واحد وؽلً ُذا فص 

( ) e ( )mxu x z x 

 xدالة نومخغير zحِر

( ) {e } 0 e ( ) 0r mx mx rD m z D u x    

 ص نجد ان و منه

( ) 0rD u x   

 واضح أ ن الدوال
2 11, , , , rx x x 

mحوول خصضة نومؾصدلة ال خيرة. و حكون الحوول الخصضة الميصعرة نوجذر   المكررr  مرة

 هي 

1e , e , , emx mx r mxx x 
 

 طَصً. وٍكونوُذٍ دوال مس خللة خ 

 1

0 1 1( ) emx r

ru x c c x c x 

    

mُو الحل امؾصم نومؾصدلة المختزلة الميصعر نوجذر    المكررr .مرة 

 (4مثصل )

 اوجد الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة الآثَة

4 2

4 2

4 3 2

4 3 2

4 3 2

4 3 2

(i) 4 0

(ii) 6 5 24 36 0

(iii) 9 11 4 0

d y d y

dx dx

d y d y d y dy
y

dx dx dx dx

d y d y d y dy
y

dx dx dx dx

 

    

    

 

 الحل
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(i) هفرض أ ن e xy  حل خص  نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة، فذكون المؾصدلة المسصؽدة هي 

4 24 0   

 جذور المؾصدلة المسصؽدة هي

1,2 3,40,0 , 2i    

 فذكون الحوول الخصضة هي

1, , cos2 , sin 2x x x 

 وؾصدلة المختزلة ُوبامخصلي فصن الحل امؾصم ن

1 2 3 4( ) cos2 sin 2cy x c c x c x c x    

(ii) هفرض أ نe xy  حل خص  نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة، فذكون المؾصدلة المسصؽدة هي 

4 3 2

2

6 5 24 36 0

( 2)( 2)( 3) 0

   

  

    

   
 

 فذكون الحوول الخصضة هي 

2 2 3 3e ,e ,e , ex x x xx  
 

 صن الحل امؾصم نوؾصدلة المختزلة ُوبامخصلي ف

 2 2 3

1 2 3 4( ) e e ex x x

cy x c c c c x     

(iii) هفرض أ ن 
xy e حل خص  نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة، فذكون المؾصدلة المسصؽدة هي 

4 3 2

3

9 11 4 0

( 1) ( 4) 0

   

 

    

  
 

 فذكون الحوول الخصضة هي 

2 4e , e , e , ex x x xx x  
 

 بامخصلي فصن الحل امؾصم نوؾصدلة المختزلة ُو

2 4

1 2 3 4( ) ( )e ex x

cy x c c x c x c    
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 أ مثلة مذيوؽة

 (1مثصل )

 اوجد الحل امؾصم  نومؾصدلة امخفصضوَة

2

2
5 4 3 2

d y dy
y x

dx dx
    

 الحل

 المؾصدلة امخفصضوَة هي

2( 5 4) 3 2D D y x    

حِر 
d

D
dx

. 

 أ ولاً 

 هوجد حل المؾصدلة المختزلة

2( 5 4) 0D D y   

eهفرض أ ن  xy  حل خص  نومؾصدلة المختزلة، فذكون المؾصدلة المسصؽدة هي 

2 5 4 0 ( 1)( 4) 0          

 الحوول الخصضة هي 

4e ,ex x 
 

 وبامخصلي فصن الحل امؾصم نوؾصدلة المختزلة ُ

 
4

1 2( ) e ex x

cy x c c   

 ثاهَصً 

 هوجد الحل الخص  نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة
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2

1

1

2
2

1 1
( ) {3 2 } {3 2 }

5 4 ( 1)( 4)

1 1
{3 2 } (1 ) 1 {3 2 }

4 4
4( 1) 1

4

1
(1 ) 1 3 2

4 4 16

1 5 1 11 1 11 1
1 3 2 2 11 4

4 4 4 2 8 8 2

py x x x
D D D D

D
x D x

D
D

D D
D D x

D
x x x x





   
   

  
       

       
 

  
         

  

   
            

   

 

 الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة ُو

4

1 2

1 11
( ) e e

2 8

x xy x c c x     

 (2مثصل )

 اوجد الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة الاثَة

2
2 3

2
5 6 e xd y dy

y x
dx dx

   

 لالح

 أ ولًا 

 هوجد حل المؾصدلة المختزلة 

2( 5 6) 0D D y   

 هفرض أ ن
xy e حل خص  نومؾصدلة المختزلة، فذكون المؾصدلة المسصؽدة هي 

2 5 6 0 ( 2)( 3) 0          

 فذكون الحوول الخصضة هي

 
2 3e , ex x

 

 صدلة المختزلة ُوبامخصلي فصن الحل امؾصم نوؾ

2 3

1 2( ) e ex x

cy x c c  

 ثاهَصً 

 هوجد الحل الخص  نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة
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   2 3 2 3 2 3

2

2 3

2 1 3 2 2 3

2 4 3 2

1 1 1
( ) e e e

5 6 ( 2)( 3) ( 1)

1 1
e

1

1 1
( ) e (1 ) e (1 ....)

1
e 3 6 6

4

x x x

p

x

x x

p

x

y x x x x
D D D D D D

x
D D

y x D x D D x
D D

x x x x



  
    

 
   

 

   
            

   

 
      

 

 

 بامخصلي فصن الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة ُو

2 3 2 4 3 2

1 2

1
( ) e e e 3 6 6

4

x x xy x c c x x x x
 

       
 

 

 (3مثصل )

 ازبت أ ن الحل الخص  نومؾصدلة امخفصضوَة

2
2

2
2 cos

d s ds
k p s a qt

dt dt
   

 يمكن نخصبخَ ؽلً امطورة

( ) cos( )ps t b qt  

 حِر

 
1 2 2 22 2 2 2 2

2
, tan

( ) 4

a kq
b

p qp q k q
 

 
 

ذا كاهت بتص امتزمن الدوري   bضغيرة جداً ثبين أ هَ ؼيدمص حكون امسؾة  kوا  ة ٌستصوي ثلرً أ نبر مص يمكن ٍكون امزمن الدوري نلربذبات املِرً

هَ   نلربذبات الحرة. وفي ُذٍ الحصلة فص 

,
2 2

a
b

kp


  

 الحل

 المؾصدلة امخفصضوَة هي

2 2( 2 ) cosD kD p s a qt   

حِر 
d

D
dt
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 َة المؾطصةفِكون الحل الخص  نومؾصدلة امخفصضو 

 

 
 

 
 

 

 
   

 
  

 

 

   

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2
2 2 2 2

2 2

2
2 2 2 2

2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
( ) cos

2

1
cos

2

1
2 cos

4

1
2 cos

4

cos 2 sin
4

2
cos sin

4 4 4

ps t a qt
D kD p

a qt
p q kD

p q kD a qt
p q k D

a p q kD qt
p q k q

a
p q qt kq qt

p q k q

p qa kq
qt qt

p q k q p q k q p q k q


 


 

   
   

   
 

 

  
 

 


 
     


cos( )b qt






 

 

 حِر 

2 22 2 2 2 2

2
, tan

( ) 4

a kq
b

p qp q k q
 

 
 

هيص هوجدb نوحطول ؽلً اهنهصًة امؾغمي نوسؾة فص 
db

dq
 ووسصويهص بامطفر . 

  2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 8 0

4 ( 2 ) 0 0 Or 2

p q q k q

q p q k q q p k

   

       
 

ة ُو   امزمن الدوري نلربذًة املِرً

2 2

2 2 2

2p qp k

  
 


 

 ضغيرة جداً. kلان

يجصد امزمن الدوري نلربذبَة الحرة نحل المؾصدلة المختزلة.  لا 
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 2 2

2 2

2 2 2 2

1,2

2 0

2 4 4

2

D kD p s

k k p
k k p k i p k k ip

  

  
           

 

 ضغيرة جداً  kل ن 

   1 2 3 4 1 3 4 2 3 4( ) e cos sin e cos( ), cos , sinkt kt

cs t c pt c pt c pt c c c c c c c      

 

امزمن الدوري نلربذًة الحرة 
2

p


بصً امزمن الدوري نلربذًة الحرة.  ة ٌسصوي ثلرً  اي ان امزمن الدوري نلربذًة املِرً

 في ُذٍ الحصلة ٍكون

2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
tan

( 2 )

2
tan

2 2

( ) 4 (2 ) 4 ( 2 )

22

kq kq

p q p p k

kq q

k k

a a
b

p q k q k k p k

a a

kpk p k
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 (3تمصرٍن )

ن ) (1)  (2أ وجد الحل امؾصم لدَػ المؾصدلات امخفصضوَة المؾطصة في تمصرٍ

 ازبت أ ن (2)

2 2

cos cos( )
( )

( )

ax a x
y x

a a

 


 
 

 نومؾصدلة امخفصضوَةحل 

   2 2 cos( )D a y a x   

 م  اس خًذ  امخكامل الخص  نومؾصدلة

  2 2 cosD a y ax  

 بين أ ن امخكامل الخص  نومؾصدلة (3)

 
2

2 2

2
2 e coshtd y dy
h h p y k pt

dt dt

    

eيمثل ذبذبذًة سؾتهص 
2

htk

p


 ضغيرة جداً. أ وجد امسؾة ؼيدمص hذا كاهت،  أ وجد أ كصي سؾة وبين أ نهص حكون هبيرة جداً ا   

 t  . 

 بين أ ن حل المؾصدلة (4)

2 1( 1) 0nD y   

 يمكن وضؾَ ؽلى امطورة  

1

( cos sin )
n

x ax

r r
r

y Ae e B x C x 


   

 حِر 

2 2
cos , sin

2 1 2 1

r r

n n

 
  

 
 

ذا كان  (5) ا 
1 1F(D ),

d
D x

dx
   نثيرة حدود من الدرجةn  زبت أ ن  فص 
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1

1 1

1 1
(i) , ( ) 0

( )

1 1
(ii) ( ) ( )

r r

r r

x x F r
F D F r

x z x x z x
F D F D r

 




 

xدالة في المخغتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتير  zحِتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتر 
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 المؾصدلات امخفصضوَة ذوات المؾصملات المخغيرة

 ملدمة (1.4)

 طَة هي مؾصدلة من امشكل مؾصدلة أ وًور الخ 

 1 1

0 1 1...... ( ) ( )n n n n

n na x D a x D a xD a y x x 

     

حِر 
0 1, , , na a a   زوابت حلِلِة( )x  دالة في المخغيرx  ،

d
D

dx
 

 أ مص مؾصدلة لجيدر الخطَة فِيي من امشكل 

 1 1

0 1 1( ) ( ) ...... ( ) ( )n n n n

n na ax b D a ax b D a ax b D a y x 

        

ق لى مؾصدمخين خطَخين بمؾصملات ثابخة ؼن طرً  . تحوًلات مٌصس بة نومخغير المس خلل يمكن اختزال ُصثين المؾصدمخين ا 

 مؾصدلة أ وًور الخطَة (2.4)

 باس خخدام امخؾوًظ 

1
e e et t tdx dt

x
dt dx x

      

ذا أ س خخدمٌص المؤثر فص 
 1D

 
مَدل ؽلى 

d

dt
ن    فص 

1

2

2 2

2
2 2 2

1 1 1 12 2 2

1

1 1 1

1 1
( ) ( 1)

dy dy dt dy
xDy D y

dx dt dx x dt

d y d dy d dy dt dy

dx dx x dt x dt dt dx x dt

d y dy
x D y D D y D D y

x dt x dt

    

   
     

   

      

 

 وبالمثل يمكن أ زبصت أ ن 

3 3

1 1 1

1 1 1 1

( 1)( 2) ,

( 1)( 2).........( 1)n n

x D y D D D y

x D y D D D D n y

  

    

 

لى مؾصدلة خطَة   tُو لات ثابخة فاص المخغير المس خلل ات مؾصمذوبامخؾوًظ في المؾصدلة امخفصضوَة ىرى أ نهص ثخحول ا 

 (1) مثصل

 امخفصضوَة الاثَةومؾصدلة ن صمامؾ لاوجد الح
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 3 3 2 2 23 8 ( ) 32x D x D xD y x x    

 الحل 

 هضػ  

2 2 3 3

1 1 1 1 1 1 1

e ln

, ( 1) , ( 1)( 2) ,

tx t x

d
xD D x D D D x D D D D D

dt

  

      
 

 فذخحول المؾصدلة امخفصضوَة الي 

 

 

2

1 1 1 1 1 1

3 2

1

( 1)( 2) 3 ( 1) 8 ( ) 32e

8 ( ) 32e

t

t

D D D D D D y x

D y t

      

 
 

 المؾصدلة المسصؽدة هي 

3 2

1 2,3

8 0 ( 2)( 2 4) 0

2 , 1 3

m m m m

m m i

      

   
 

 الحل المكمل ُو

 2

1 2 3( ) e cos 3 sin 3t t

cy t c c t c t   

 ص الحل الخ

 2 2 2

3

1 32
( ) 32e e 2e

8 8 8

t t t

py t
D

  
 

 

 أ ذن الحل امؾصم ُو 

 

    

2 2

1 2 3

21
2 32

( ) e e cos 3 sin 3 2e

( ) cos 3 ln sin 3 ln 2

t t t

c py t y y c c t c t

c
y x x c x c x x

x

     

   
 

 (2)مثصل 

 امخفصضوَةومؾصدلة ن امؾصم  لاوجد الح

 2 2 4 ( ) cos ln sin lnx D xD y x x x x    

 الحل

 هفرض أ ن
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2 2

1 1 1e , ( 1)tx xD D x D D D     

 المؾصدلة ثطبح 

 1 1 1

2

1 1

( 1) 4 ( ) cos e sin

( 2 4) ( ) cos e sin

t

t

D D D y t t t

D D y t t t

    

   
 

 المؾصدلة المسصؽدة هي

2

1,2

2 4 0

2 4 16
1 3

2

m m

m i

  

 
  

 

 الحل المكمل ُو 

 1 2( ) e cos 3 sin 3t

cy t c t c t  

 امخكامل الخص  ُو

2 2

1 1 1 1

1

2 2

1 1 1

1 1
( ) {cos } {e sin }

2 4 2 4

3 21 1 1
{cos } e {sin } {cos } e sin

3 2 3 9 4 1 3

1 1
(3cos 2sin ) e sin

13 2

t

p

t t

t

y t t t
D D D D

D
t t t t

D D D

t t t

 
   


   

    

  

 

 الحل امؾصم ُو 

         

1 2

1 2

( ) ( ) ( )

1 1
e ( cos 3 sin 3 ) (3cos 2sin ) e sin

13 2

1
( ) cos 3 ln sin 3 ln 3cos ln 2sin ln

13

1
sin( ln )

2

c p

t t

y t y t y t

c t c t t t t

y x x c x c x x x

x x

 

    

   



 

 مؾصدلة لجيدر الخطَة (3.4)

 فرض أ نب

et dt a
ax b

dx ax b
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1

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1

( )

( )

( ) ( ) ( 1)

( ) ( 1)( 2) ( 1)n n n

dy dy dt a dy
ax b Dy aD y

dx dt dx ax b dt

d y d a dy a d y dy

dx dx ax b dt ax b dx dt

ax b D y a D D y a D D y

ax b D y a D D D D n y

     


  
    

    

    

     

 

لى مؾصدلة خطَة ذات مؾصملات ثابخة. وبامخ  ؾوًظ في المؾصدلة امخفصضوَة ىرى انهص ثخحول ا 

 (3) مثصل

 امخفصضوَةومؾصدلة ن امؾصم  لاوجد الح

 2 2 2(3 2) 3(3 2) 36 ( ) 3 4 1x D x D y x x x       

 الحل

 فرض أ نب

2 2

1 1 13 2 e (3 2) 9 ( 1) , (3 2) 3tx x D D D x D D        

 بامخؾوًظ في المؾصدلة نجد أ ن

  2

1 1 1

2 2

1

1
9 ( 1) 9 36 ( ) (e 1)

3

1
( 4) (e 1)

27

t

t

D D D y t

D y

    

  

 

 .دلة ثفصضوَة ذات مؾصملات ثابخةصوُذٍ مؾ

 المؾصدلة المسصؽدة هي

2

1 24 0 ( 2)( 2) 0 2, 2m m m m m          

 الحل المكمل ُو 

2 2

1 2( ) e et t

cy t c c   

 الحل الخص  ُو
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2 (0)

2 2

1 1

2

1 1

2 2

1 1 1
( ) e e

27 4 4

( ) 4 , (2) 0 , ( ) 2 , (2) 4

1 1 1
( ) e e 1

27 4 4 108

t t

p

t t

p

y t
D D

F D D F F D D F

t
y t t

 
  

  

     

 
    

 

 

 الحل امؾصم ُو 

2 2 2

1 2

2 2 2

1 2

1
( ) ( ) ( ) e e ( e 1)

108

1
( ) (3 2) (3 2) (3 2) ln(3 2) 1

108

t t t

c py t y t y t c c t

y x c x c x x x





     

         

 

لة لاجرانج( (4.4) لة ثغَير امبصرامترات )طرً  طرً

لة تمكٌيص من أ يجصد الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة ُ  ذٍ امطرً

( ) ( 1)

0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (*)n n

n nL x y L x y L x y L x y x


     

حِر 
0 1, , , ,nL L L  دوال نومخغيرx. 

ذا ؽلم حوول المؾصدلة المختزلة   ا 

( ) ( 1)

0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0n n

n nL x y L x y L x y L x y


     

1 رض أ نفب 2, ,......, ny y y ُو   (*)أ ن الحل امؾصم نومؾصدلة ال ضوَة هفرض  .لةوول مس خللة خطَة نومؾصدلة المختزح 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )n ny x z x y z x y z x y    

حِر 
1 2, ,......, nz z z دوال نومخغيرx مطووب أ يجصدُص. 

 1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n ny x z x y z x y z x y z x y z x y z x y             

 

 هضػ

1 1 2 2( ) ( ) ( ) 0 (1)n nz x y z x y z x y      

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ...... )n n n ny x z y z y z y z y z y z y                 

 هضػ

1 1 2 2( ) ( ) ( ) 0 (2)n nz x y z x y z x y         

(3) (3) (3) (3)

1 1 2 2 1 1 2 2( )n n n ny z y z y z y z y z y z y             



 د. أحمذ محمذ يوسف                                                                            (متغيرةث الاث المعاملا)المعادلاث التفاضليت الخطيت ر لثانياب االب

41 

 هضػ

1 1 2 2( ) ( ) ( ) 0 (3)n nz x y z x y z x y         

                                                                    وُكذا                                     
..............................

..............................
 

 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1 1 2 2

( 2) ( 2) ( 2)

1 1 2 2

n n n n

n n

n n n

n n

y z y z y z y

z y z y z y

   

  

   

    
 

 هضػ 

( 2) ( 2) ( 2)

1 1 2 2 ...... 0 ( 1)n n n

n nz y z y z y n        

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1)

1 1 2 2 1 1 2 2

n n n n n n n

n n n ny z y z y z y z y z y z y            

بامخؾوًظ ؼن كيم
( 1) ( ), , , , ,n ny y y y y   نحطل ؽلً (*)في المؾصدلة ال ضوَة 

   

   

   

( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1)

0 1 1 2 2 0 1 1 2 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 2) ( 2) ( 2)

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 1 1 2 2

( 1)

0 1 1

( )

n n n n n n

n n n n

n n n n n n

n n n n

n n n n n n

n

L z y z y z y L z y z y z y

L z y z y z y L z y z y z y

L z y z y z y L z y z y z y x

L z y z



  

     





        

       



          

  

  ( 1) ( 1)

2 2

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n

n n

y z y

z F D y z F D y z F D y x

  

    

 

1ومكن 2, , , ny y y   حوول نومؾصدلة المختزلة هي 

1 2( ) 0 , ( ) 0 , , ( ) 0nF D y F D y F D y   

 بامخصلي نحطل ؽلً 

( 1) ( 1) ( 1)

1 1 2 2

0

1
... ( ) ( )n n n

n nz y z y z y x n
L
        

,(2),(1)نومؾتتصدلات ,( 1),( )n n  تتة الآهَتتة الخطَتتة غتتير امبستت َطة امتتتي حتترب متتن  nحكتتون لٍوؽتتَ متتن المؾتتصدلات الجبًر

1الدوال 2, , , nz z z    1بحل ُذٍ المجموؽة من المؾصدلات وامخكامل نحطل ؽلى الدوال 2, , , nz z z  

 (1)مثصل 

 امخفصضوَةومؾصدلة ن امؾصم  لاوجد الح
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tan (1)y y x   

 الحل

 الحلان المس خللان خطَصً نومؾصدلة المختزلة الميصعرة ُلٌ 

1 2cos , siny x y x  

 وٍكون الحل امؾصم نومؾصدلة المختزلة ُو 

1 1 2 2cy c y c y  

حِر 
1 2,c c ثابخصن اخذَصريان. 

 في امطورة( 1)الحل امؾصم نومؾصدلة  هفرض

1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )cos ( )sin (2)y x z x y z x y z x x z x x    

  y  ،yهوجد 

1 2 1 2sin cos ( cos sin )y z x z x z x z x      

 هضػ امشرط 

1 2cos sin 0 (3)z x z x   

 وؽلى ذلز ٍكون 

1 2sin cosy z x z x    

 ومنهص ًًذ  أ ن 

1

1 2 1 2cos sin sin cosy z x z x z x z x      

 نجد أ ن  (1)َة المؾصدلة ال ضو  في  y  ،yوبامخؾوًظ ؼن

1 2sin cos tan (4)z x z x x    

 ًًذ  أ ن  (4( ، )3)وبحل المؾصدمخين 

2 2

1

2

sin cos 1
cos e

cos cos

sin

x x
z x s cx

x x

z x


     

 

 

 ومنهص ٍكون

1 1

2 2

(cos sec ) sin ln sec tan

cos

z x x dx x x x b

z x b
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حِر
1 2,b b .ثابخصن اخذَصريان 

ذن من   ُو  (1)ًًذ  أ ن الحل امؾصم نومؾصدلة ( 2)وا 

 1 2

1 2

( ) sin ln sec tan cos ( cos )sin

cos sin cos ln sec tan

y x x x x b x x b x

b x b x x x x

      

   
 

 (2) مثصل

 امخفصضوَةومؾصدلة ن امؾصم  لاوجد الح

3( ) cosecD D y x  

 الحل

 الدالة المكملة هي حل المؾصدلة المختزلة 

1 2 3( ) cos sincy x c c x c x   

حِر
1 2 3, ,c c c ة  .زوابت اخذَصرً

 ؽلى امطورة  امخفصضوَة هفرض أ ن الحل امؾصم نومؾصدلة

1 2 3( ) cos siny x z z x z x   

حِر 
1 2 3, ,z z z دوال فيx  تحلق امؾلاكة 

2 3 1 2 3sin cos ( cos sin )Dy z x z x z z x z x        

 هضػ

 1 2 3cos sin 0 (1)z z x z x     

2 3sin cosDy z x z x   

2

2 3 2 3cos sin ( sin cos )D y z x z x z x z x       

 هضػ 

2 3sin cos 0 (2)z x z x    

2

2 3

3

2 3 2 3

cos sin

sin cos cos sin

D y z x z x

D y z x z x z x z x

  

    
 

 بامخؾوًظ في المؾصدلة ال ضوَة والاخذطصر 

2 3cos sin cosec (3)z x z x x    
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1هوجد 2 3, ,z z z   (3)( ، 2، ) (1)ت من المؾصدلا 

 نحطل ؽلى  ( 3) ، (1)بجمػ 

1

1 1

cosec

ln cosec cot

z x

z x x b

 

  
 

 ًًذ  أ ن (3)،   (2)بحل 

2 3

2 2 3 3

1 2 3

cot , 1

ln sin ,

( ) cos sin ln cosec cot cos ln sin sin

z x z

z x b z x b

y x b b x b x x x x x x x

    

     

      

 

ذا ؽلم أ حد حوول المؾصدلة المختزلة  (5.4) ل امرثبة(حل المؾصدلات امخفصضوَة ا    )ثنًز

 هؾخبر المؾصدلة امخفصضوَة الخطَة 

1

0 1 1( ) ( ) ( ) (1)n n

n nL D L D L D L y x x

     

حِر 
0 1, ,...., ,nL L L  دوال نومخغيرx  

)                                امطورة المؾصدلة امسصبلة يمكن نخصبتهص ؽلى ) ( ) ( )F D y x x 

)حِر )F D نثيرة حدود فيD  . 1هفرض أ نذات مؾصملات مذغيرةy y  حل خص  نومؾصدلة المختزلة( ) 0F D y  

1yُو ( 1الحل امؾصم نومؾصدلة ) هفرض ان zy حِرz  دالة نومخغيرx . باس خخدام ضَغة مَبنز 

( ) ( ) ( )

1
0

r
r r k r k

k
k

y C z y 



  

وبامخؾوًظ ؼن 
( )ry  0,1,2حِر, ,r n ( 1ؾصدلة )في الم 

1
( ) ( ) 1 ( ) ( 1 )

0 1 1 1 1
0 0

... ( )
n n

n k n k n k n k

k k n
k k

L C z y L C z y L zy x


   

 

     

1
( ) ( ) ( ) ( 1) 1 ( ) ( 1 )

0 1 0 1 1 1 1 1 1
1 1

( )
n n

n n k n k n n k n k

k k n
k k

L zy L C z y L zy L C z y L zy x


    

 

      

( ) ( 1)

0 1 1 1 1

1
( ) ( ) 1 ( ) ( 1 )

0 1 1 1 1 1
1 1

( ....... )

( ) (2)

n n

n

n n
n k n k n k n k

k k n
k k

z L y L y L y

L C z y L C z y L z y x




   


 

  

     

 

 حل خص  نومؾصدلة المختزلة  1yومكن 
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( ) ( 1)

0 1 1 1 1... 0n n

nL y L y L y    

 ( ثطبح 2المؾصدلة )و بامخصلي 

1
( ) ( ) 1 ( ) ( 1 )

0 1 1 1 1 1
1 1

( ) (3)
n n

n k n k n k n k

k k n
k k

L C z y L C z y L z y x


   


 

    

 

z  فرض أ هَب u   الي( 3المؾصدلة )فذخحول  

1
( 1) ( ) 1 ( 1) ( 1)

0 1 1 1 1 1
1 1

( )
n n

n k n k n k n k

k k n
k k

L C u y L C u y L u y x


     


 

     

 ويمكن وضػ المؾصدلة الاخيرة ؽلى امطورة:

1 2

1 2( ) ( )n n

nL D L D L u x      

حِر
1 2, , , ,nL L L  دوال نومخغيرx .ة من امرثبتة ُذٍ مؾصدلة ثفصضوَة خطَة ذات مؾصملات مذغير  و( 1)n في المخغتيرu 

uحِر  z .1أ ي أ ن امخؾوًظy zy لدار امواحد ؼن المؾصدلة ال ضوَةأ وجد مؾصدلة ثفصضوَة من رثبة ثلل بم. 

 ((1مثصل 

 خفصضوَةام ومؾصدلة ن امؾصم  لاوجد الح

22( 1) ( 2) ( 2) (1)xxy x y x y x e       

 الحل

واضح أ ن
xy e حل نومؾصدلة المختزلة ل ن 

L.H.S 2( 1) ( 2) ( 2 2 2) 0

R.H.S

x x x xxe x e x e e x x x          


 

 هفرض أ ن الحل امؾصم ؽلى امطورة 

( )xy e z x 

 فِكون

( )

( 2 )

x

x

y e z z

y e z z z

  

    
 

 (1) المؾصدلة بامخؾوًظ في
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2( 2 ) 2( 1) ( ) ( 2) ( 2)

(2 2 2) ( 2 2 2) ( 2)

2 ( 2)

x x x x

x

x

xe z z z x e z z x e z x e

xz x x z x x x z x e

xz z x e

          

          

   

 

zبوضػ  u   نجد ان المؾصدلة امسصبلة ثخحول الي 

2 2
1 xu u e

x x

 
    

 
 

 ؽصموِص المكامل  uوُذٍ مؾصدلة ثفصضوَة خطَة في 

2
2ln

2

1
( )

dx
xxx e e

x






   

 ٍكون حوِص و بامخصلي 

1 12 2 3 2 3

1 12 3 2

1 2 1 2
( )

1 2 2 1

3

x x x

x x x x

u
e dx e dx c d e dx c

x x x x x

e e dx e dx c e c
x x x x

   
   
   




 

     

     

 

2

1

xu e c x   

3
2 2 1

1 1 2 2
3

x x x c x
z e c x z e dx c x dx c e c           

 وٍكون الحل امؾصم ُو 

3

3 2

2 3

3 2

( )

( )

x x x

x x

y e z e e c x c

e e c x c

   

  
 

 ذات المؾصملات المخغيرة امثصهَةطرق أ خرى لحل المؾصدلات امخفصضوَة الخطَة من امرثبة  (6.4)

  "The normal form"أ ولًا : امطورة املِصس َة : 

 دلة امخفصضوَة هؾخبر المؾص

( ) ( ) ( ) (1)y p x y q x y f x    

 بفرض أ ن 

( ) ( ) (2)y u x z x 

 و بامخصلي ٍكون 

, 2y uz u z y uz u z u z             
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,وبامخؾوًظ ؼن ,y y y  ( نحطل ؽلى 1في المؾصدلة امخفصضوَة ) 

( 2 ) ( ) ( )uz u z u z p uz u z quz f x           

ؽصدة تجمَػ حدود ُذٍ المؾص ,دلة حسب مؾصملات وبا  ,u u u   ٍكون لدًيص 

2 1 ( )
( ) (3)

z f x
u p u z pz qz u

z z z

 
         

 
 

 ( أ ي بحَر ٍكون 3في المؾصدلة )  uبحَر ًيؾدم مؾصمل  zنخخصر ال ن 

2 1
0

2

z dz
p pdx

z z


     

 و منهص ٍكون 

1

2 (4)
pdx

z e
 

  

) وبامخؾوًظ ؼن )z x  ( 2( في )4من )ًنحطل ؽل  

1

2
pdx

y ue
 

  

 ( ٍكون لدًيص 4من المؾصدلة )

1

2

2

1 1

2 2

1 1 1
( ) (5)

2 2 4

pdx

z pe pz

z p z pz p p z

     

 
         

 

 

,وبامخؾوًظ ؼن  ,z z z  ( نحطل ؽلى 3في ) 

1
( ) exp (6)

2
u Iu f x pdx

 
    

 
 

 حِر 

2

2

1 1 1 1 1
( ) [( ) ( ) ]

2 4 2

1 1

2 4

I z pz qz p p z p pz qz
z z

p p q

          

   

 

 ومنهص 
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( وبذلز ىكون 1نومؾصدلة امخفصضوَة المؾوومة ) "Normal form" بامطورة املِصس َة u( امتي لا تحخوى ؽلى حد بَ 6جسمي المؾصدلة امخفصضوَة )

ة   الآثَةكد أ زبدٌص اميغرً

ة   (1) هغرً

 باس خخدام امخحوًل 

1

2
pdx

y ue
 

 

لى امطورة املِصس َة1ثخحول المؾصدلة امخفصضوَة )  ( ا 

1( )u Iu f x   

 

 حِر

1

2 2
1

1 1
, ( ) ( )

2 4

pdx

I q p p f x f x e
    

  .في امطورة املِصس َة Invariantباملامذغير  Iسمىٌ و 

 موحوعة

ذا كان املامذغير أ و ؽلى امطورة   ( كمَة ثابخة 6ورة املِصس َة )في امط Iا 
2( )x



 
,حِر ،    ,   ( ن المؾصدلة ( 6زوابت فص 

 .وُذٍ يمكن حوِص نلٌ س بقثطبح ذات مؾصملات ثابخة أ و ؽلى ضورة مؾصدلة "أ وًور" ؽلى امترثُب 

ف   ثؾرً

ذا كاهت المؾصدمخصن امخفصضوَخصن   ا 

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2( ) ( ) 0 , ( ) ( ) 0y p x y q x y y p x y q x y         

هَ ًلصل أ نهلٌ مذكافئخصن  .لهلٌ هفس املامذغير فص 

 1)مثصل )

لى امطورة املِصس َة أ وجد الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة   بامخحوًل ا 

2 2 32 ( 2) sec ( 0) (1)x y xy x y x x x      

 الحل

 ىكذب المؾصدلة امخفصضوَة في امطورة 
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( ) ( ) ( )y p x y q x y f x    

 أ ذن

2

2 2
(1 ) secy y y x x

x x
     

 واضح أ ن 

2

2 2
, 1 , ( ) secp q f x x x

x x
     

 باس خخدام امخحوًل 

1 1

2 (2)
pdx dx

xy ue ue ux
  

   

لى امطورة املِصس َة 1ثخحول المؾصدلة امخفصضوَة )  ( ا 

1 1

2
1( ) ( ) sec sec

pdx dx
xu Iu f x f x e x xe x

       

 نحسب الان

2 2

2 2

2 2 2

1 1 2 1 2 1 2
(1 ) ( ) ( )

2 4 2 4

2 1 1
(1 ) 1

I q p p
x x x

x x x

       

    

 

 ( هي 1فصضوَة )أ ذن حكون امطورة املِصس َة نومؾصدلة امخ

sec (3)u u x   

 ِص م الميصعرة  الحلان المس خللان خطَصً نومؾصدلة المختزلة ؾصدلة ثفصضوَة ذات مؾصملات ثابخة.وُذٍ م

1 2cos , sinu x u x  

 ( في امطورة 3ىكذب الحل امؾصم نومؾصدلة )

1 1 2 2

1 2

( ) ( )

( )cos ( )sin

u z x u z x u

z x x z x x

 

 
 

1حِر  2,z z   تحللصن 

1 2

1 2

cos sin 0

sin cos sec

z x z x

z x z x x

  

   
 

 وبحل ُصثين المؾصدمخين نجد أ ن 
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1 2tan , 1z x z    

 بامخكامل 

1 1 2 2ln cos ,z x b z x b    

1 2,b b الحل امؾصم نومؾصدلة ُو ٍكون  و. ثابخصن اخذَصريان 

1 2

1 2

(ln cos )cos ( )sin

cos sin cos ln cos sin

u x b x x b x

c x c x x x x x

   

   
 

 ( ًًذ  أ ن الحل امؾصم نومؾصدلة المؾطصة ُو 2 )بامخؾوًظ في

1 2( cos sin os ln cos sin )y xu x c x c x c x x x x     

 ((2مثصل

 أ وجد الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة

2 3 4 2 1
2 ( ) 0 ( 0)

4
x y x y x x y x       

 الحل

 المؾصدلة امخفصضوَة هي 

2

2

1
2 ( 1 ) 0 (1)

4
y xy x y

x
      

  حِر

2

2

1
2 , 1

4
p x q x

x
    

 وس خخدم امخحوًل 

21 1

2 2 (2)
pdx xxdx

y ue ue ue
     

 ( في امطورة املِصس َة 1فذطبح المؾصدلة امخفصضوَة )

0u Iu   

 حِر

2 2 2

2 2

1 1 1 1 1 1
( 1) (2) (4 )

2 4 4 2 4 4
I q p p x x

x x
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 أ ذن حكون لدًيص مؾصدلة أ وًور 

2

1
0

4
u u

x
   

 أ ي

24 0 (3)x u u   

بوضػ 
tx e 

 ( نحطل ؽلى المؾصدلة الخطَة ذات المؾصملات امثصبخة 3لمؾصدلة )في ا

2

2
4( ) 0

d u du
u

dt dt
   

 أ ي

4 4 0 (4)u u u    

 المؾصدلة المسصؽدة

2 2

1 2

1 1
4 4 1 0 (2 1) 0 ,

2 2
             

 ( ُو 4وأ ذن الحل امؾصم نومؾصدلة )

1 1

2 2
1 2 1 2( ) ( ln )

t

u e c c t x c c x    

حِر 
1 2,c c ( ُو 1( ٍكون الحل امؾصم نومؾصدلة ال ضوَة )2باس خخدام ) و .ثابخصن اخذَصريان 

21 1

2 2
1 2( ln )

x

y x e c c x


  

 ((3مثصل

 أ زبت أ ن المؾصدمخين 

2 0 (1)

3 0 (2)

y xy y

z xz z

   

   
 

y,مذكافئخصن وأ وجد امؾلاكة بين  z. 

 الحل

 ( 2نومؾصدلة ) 2I( واملامذغير 1نومؾصدلة ) 1Iهوجد املامذغير 
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2 2 2

1 1 1 1

2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 5 1
2 ( ) ( )

2 4 2 4 2 4

1 1 1 1 5 1
3 ( )

2 4 2 4 2 4

I q p p x x x

I q p p x x x

          

        

 

1وحِر أ ن  2I I ،( لهلٌ هفس امطورة املِصس َة أ ي ُلٌ مذكافئخصن .2) ، 1)) أ ذن المؾصدمخين 

y,هوجد الان امؾلاكة بين  z . حِر 

2
1

2
2

1 1 1

2 2 4

1 1 1

2 2 4

p dx xdx x

p dx xdx x

y ue ue ue

z ue ue ue



  

 
  

 
  

 

أ ذن باملسمة ٍكون .  )لان المؾصدمخين لهلٌ هفس امطورة املِصس َة(
21

2
xy

e
z
  أ ي

21

2
x

y ze 

 " Factorization of the operator"ثاهَص : تحوَل المؤثر:

 هؾخبر المؾصدلة امخفصضوَة 

( ) ( ) ( ) (1)y p x y q x y f x    

 أ و في امطورة 

 2 ( ) ( ) ( ) , ( )
d

D p x D q x y f x D
dx

    

ذا أ مكن تحوَل ُذٍ المؾصدلة في امطورة   فص 

1 2{ ( )}{ ( )} ( ) (2)D q x D q x y f x   

هيص هضػ   فص 

2( ) ( ) (3)D q y z x  

لى مؾصدلة خطَة من امرثبة ال ولى في 2)المؾصدلة وبذلز ثؤول   z( ا 

1( ) ( ) ( ) (4)D q z x f x  

ٍ المؾصدلة يمكن حوِص بسِولة ومنهص نحطل ؽلى  ( فٌحطل ؽلى مؾصدلة خطَة من امرثبة ال ولى 3في المؾصدلة ) zم  هؾوض ؼن  xبدلالة  zوُذ

لى مؾتصدمخين خطَختين متن امرثبتة الاولى وُتلٌ 2وُذا ًؾنى أ ن مؾصدلة امرثبة امثصهَة ). xبدلالة  yِص نحطل ؽلى الحل وبحو  yفي  ( ثتؤول ا 

اذ أ ن امؾوامل ُيص  . وَة ذات المؾصملات امثصهَةامخفصض ًًبغي أ ن هلاحظ أ ن امخحوَل ُيص يخخوف ؼيَ في حصلة المؾصدلات  و( . 3( و )4المؾصدمخين )

 . لة نومبصدلة بامًس بة لحصضل امضربتحخوى ؽلى المخغير المس خلل ، وبذلز حكون ؽلى وجَ امؾموم غير كصب
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ة   (2)هغرً

 امشرط املازم وامكافي مكي ٍكون المؤثران

1 2( ) , ( )D q x D q x  

 و أ ن ٍكون كصبوين نومبصدلة بامًس بة لحصضل امضرب ُ

2 2( ) ( )q x q x  

 أ ي 

1 2( ) ( ) cq x q x  

  .ثابت أ خِصري cحِر  

 (1) مثصل

 اوجد الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة 

2 2( 2) (2 5) 2 2( 2) , ( 2)xx y x y y x e x         

 لالح

 ىكذب المؾصدلة امخفصضوَة في امطورة

 2 2 2( 2) (2 5) 2 2( 2) (1)xx D x D y x e      

 بخحوَل امطر  ال ٌسر من ُذٍ المؾصدلة نحطل ؽلى 

2{( 2) (2 5) 2} {( 2) 1)}( 2)x D x D x D D y        

 وذلز لان

{( 2) 1}( 2) {( 2) 1)}( 2 )

( 2) (2 5) 2

x D D y x D y y

x y x y y

      

     
 

 ( في امطورة 1وبذلز ثطبح المؾصدلة )

2 2{( 2)( 1)}( 2) 2( 2) (2)xx D D y x e     

 بوضػ 

( 2) ( ) (3)D y z x  

 ( نحطل ؽلى2بامخؾوًظ في المؾصدلة )

2 2{( 2) 1} 2( 2) xx D z x e    
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 أ ي 

21
2( 2) (4)

2

xz z x e
x

   


 

 امخصلي كامللحل ُذٍ المؾصدلة الخطَة وس خخدم امؾصمل الم.  zوُذٍ مؾصدلة ثفصضوَة خطَة من امرثبة ال ولى في 

1
ln 22

1
( )

2

dx xxx e e
x


    


 

 ؾصدلة امخصمة ( في ؽصمل امخكامل نحطل ؽلى الم4وبضرب طرفي المؾصدلة )

2( ) 2
2

xz
d e dx

x



 

 وبالمكاملة ٍكون لدًيص 

2

1( 2)( ) (5)xz x e c   

 ( فٌحطل ؽلى 3( في )5من المؾصدلة ) zهؾوض الان ؼن 

2

1( 2) ( 2)( )xD y x e c    

 أ ي 

2

12 ( 2)( )xy y x e c     

 امؾصمل المكامل  س خخدامبا   و yل ولى في وُذٍ مؾصدلة خطَة من امرثبة ا

2 2( )
dx xx e e

   

 نحطل ؽلى و بامخصلي 

2 2

1( ) ( 2)(1 )x xd ye x c e    

 وبالمكاملة نجد أ ن الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة ُو 

 2 2

1 2

2
2 2

1 2

2 2

1 2 1 1

{( 2) ( 2) } c

1
2 (2 5) c

2 4

1
(2 5) ( 4) , ( )

2 4

x x

x x

x x

y e x c x e dx

x
e x c x e

x
c x c e x e c c





    

 
     

 

       



 

حِر 
1 2,c c ثابخصن اخذَصريان 
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 (2)مثصل

 مؾصدلة امخفصضوَة نو امؾصم لاوجد الح

3
(2 ) 4 2 ( 0)y x y y x

x
      

 الحل

 المؾصدلة امخفصضوَة هي 

2 3
{ (2 ) 4} 2 (1)D x D y

x
    

 نحول امطر  ال ٌسر من ُذٍ المؾصدلة 

3
L.H.S ( )( 2 )D D x y

x
   

 من ذلز نلٌ ًلى ويمكن امخحلق

3 3 3
( )( 2 ) ( )( 2 ) 2 2 6

3
(2 ) 4

D D x y D y xy y y xy y y
x x x

y x y y
x

            

    

 

 ( امطورة 1وهأ خذ المؾصدلة )

3
( )( 2 ) 2 (2)D D x y

x
   

 هفرض ان

( 2 ) (3)D x y z  

 وبذلز نحطل ؽلى المؾصدلة الخطَة من امرثبة ال ولى ( 2( في )3هؾوض من )

( 3) 2xD z x  

 أ ي

3
2 (4)z z

x
   

 ؾصمل المكامل اموباس خخدام 

3

3

1
( )

dx
xx e

x
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 نحطل ؽلى المؾصدلة امخصمة 

3 3

2
( )

d z

dx x x
 

 ( ُو 4وبالمكاملة ًًذ  أ ن حل المؾصدلة )

3

1 (5)z c x x  

 ( نحطل ؽلى المؾصدلة الخطَة من امرثبة ال ولى 3في )( 5من ) zوبامخؾوًظ ؼن 

3

12y xy c x x    

 ُذٍ مؾصدلة خطَة من امرثبة الاولي ؽصموِص المكامل ُو

22

( )
xd xx e e

   

 و ٍكون حوِص كامخصلي

2 2

2 2

2 2 2

2

3

1

2

1 2

2 2

1 2 1 1 2

2

1 2 1 1

( ) ( )

( 1)

1 1 1
( 1) ( ) ( 1)

2 2 2

1 1
( 1) ,

2 2

x x

x x

x x x

x

d
ye c x x e

dx

ye c x xe dx c

c x d e c c x e c e c

y c x c e c c

 

 

  



 

  

        

      


 

حِر 
1 2,c c  ثابخصن اخذَصريان.  

يجصد كصهون امؾلاكة بين   المؾصدلة المختزلةحلً ثامثصً : ا 

 رض أ ن المؾصدلة امخفصضوَة هي هف

( ) (1)y py qy f x    

,حِر  ,p q f  دوال نومخغيرx 

1yوهفرض أ ن  y  حل نومؾصدلة المختزلة 

0y py qy    

 امطورة  ( يمكن نخصبخَ ؽلى1الحل امؾصم نومؾصدلة )

1 1 1 1 1 1, , 2y uy y u y uy y u y u y uy             

  (1) بامخؾوًظ في المؾصدلة ال ضوَة
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1 1 1 1 1 1(2 ) ( ) ( )y u y py u y py qy u f x          

ومكن 
1y فِكونحل نومؾصدلة المختزلة ، 

1 1 1

1

1 1

0

2
( )

y py qy

y f
u p u

y y

   


   

 

 مِص ُوامؾصمل المكامل  uوُذٍ مؾصدلة ثفصضوَة خطَة من امرثبة ال ولى في 

2 21
1 1

1

2
( ) exp ( ) exp{ln }

pdxy
x p dx y pdx y e

y






       
 

 

 و ٍكون حوِص كامخصلي

2

1 1

2 2
1

1 1

( )

1 1

d f f
u u dx c

dx y y

c cf f
u dx u dx dx dx c

y y

   

 
   





  
     

    

 
       

 

 

 الحل امؾصم ُو

1 1 1 2 1

1

1 1f
y c y y dx dx c y dx

y


 

  
   

 
   

 
 

 الحل الخص  ُو و ٍكون 

1

1

1
p

f
y y dx dx

y




 
 



 
  

 
 

 الحل المكمل ُو بُنما 

1 1 2 1 2

1

2 1 2

1

1

1
(2)

pdx

c

pdx

y c y c y e dx
y

y y e dx
y















    
 

   
 

 

يجصد الدالة المكملة نومؾصدلة )وؽلى ذلز فص   ًؾطى الحل ال خر وٍكتون الحتلان  (2) ( ٍكفى مؾرفة حل واحد نومؾصدلة المختزلة واملصهون امسصبق1هَ لا 

 ق وذلز بفرض أ ن بامخخمين وامخحل وًلاحظ اهَ من امسِل في نثير من المؾصدلات مؾرفة حل المؾصدلة المختزلة .مس خلوين خطَصً 

2 2

1 1 1 1 1, , , ,x x xy x y x y e y e y e     
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 . امخحلق بامخؾوًظم  بؾد ذلز 

 (1)مثصل 

 حل المؾصدلة امخفصضوَة 

2( 1) ( 2) 0xy x y x y      

  الحل

واضح أ ن  
1

xy e   حل خص  نومؾصدلة لان 

L.H.S 2( 1) ( 2) 0 R.H.Sx x xxe x e x e       

 و ًؾطي  الحل الخص  الاخر  من امؾلاكة

   

1
2 (1 )

2

2 1 2

1

2( ln )2 2 2 2

3
2

1

3

dxpdx x x x

x x dxx x x x x

x x

y y e dx e e e dx
y

e e e dx e e e x dx

x
e x dx e

 

 




 
 




        
   

 

 





 

 الحل امؾصم و ٍكون 

3

1 1 2 2 1 2

3 2
1 2 2

3

( ) ,
3

x x

x

x
y c y c y c e c e

c
c c x e c

   

 
    

 

 

 

 ((2مثصل 

 حل المؾصدلة امخفصضوَة امخصمَة 

1
( ) 0 (1)

( 2)( 1)
y xy y

x x
   

 
 

 الحل

1yواضح أ ن  x  (، فِكون الحل الاخر1)حل خص  نومؾصدلة 
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( 2)( 1)

2 1 2 2

1

1 1
x

dxpdx x xy y e dx x e dx
y x

  



 
 

        
    

 

 ومكن 

22 1 ( 2)
2ln 2 ln 1 ln

( 2)( 1) 2 1 1

x x
dx dx x x

x x x x x


 

 

 
       

     
 

 فِكون الحل الخص  الاخر 

2( 2) 2 2
ln

1
2 2 2 2

2

1 1 ( 2) 4 4

1 ( 1)

1 4

1

4
ln 1 4 ln 1

x

x
x x x

y x e dx x dx x dx
x x x x x

x dx
x x

x x x x
x





 
    





     
   

   

 
  

 

 
      

 

 

 الحل امؾصم ُو 

1 1 2 2

1 2{4 ln( 1)}

y c y c y

c x c x x

 

   
 

 "Exact equations"رابؾص : المؾصدلات امخصمة : 

 ًلصل أ ن المؾصدلة امخفصضوَة 

0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) (1)a x y a x y a x y f x    

يجصد مؾصدلة ثفصضوَة من امرثبة ال ولى ٍ  .  (1كون ثفصضوِص هي المؾصدلة المؾطصة )حكون تامة أ ذا أ مكن ا 

 .ول ؽواص بخفصضل مؾصدلة ثفصضوَة من امرثبة ال ولى( حكون تامة ، أ ذا أ مكن الحط1ًلصل أ ن المؾصدلة ) ر :بخؾبير أ خ و

 فمثلًا المؾصدلة امخفصضوَة 

2( 1) 3 6x y xy y x     

هيص   ذا فصضويص مؾصدلة امرثبة ال ولى ا  تامة ، ل 

2 2( 1) 3x y xy x   

 نحطل ؽلى المؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة. 
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ة   (3)هغرً

 ( تامَ ُو 1امشرط املازم وامكافي مكى حكون المؾصدلة امخفصضوَة )

0 1 2 0a a a    

 ( ُو 1وؼيديذ ٍكون امخكامل ال ول نومؾصدلة )

0 1 0 1( ) ( )a y a a y f x dx c     

حِر 
1c ثابت اخذَصري.  

صن  امبُر

 ( نحطل ؽلى 1بمكاملة المؾصدلة امخفصضوَة )

0 1 2 ( ) (2)a y dx a y dx a ydy f x dx       

 وحِر أ ن 

0 0 0 0 0 0

1 1 1

(3)

(4)

a y dx a y a y dx a y a y a ydx

a y dx a y a ydx

          

  

  

 
 

 ( نحطل ؽلى 2( في )3( و )4بامخؾوًظ من )

0 1 2 0 1 0 1( ) ( ) ( ) (5)a a a ydx a y a a y f x dx c           

حِر
1c ثابت اخذَصري.  

 ( 5ة امخكامل في )مبؾد ؽلا في الدالة امتي y( مبصشرة ُو أ ن ًيؾدم مؾصمل 1لز ٍكون امشرط املازم لمكاملة المؾصدلة )وؽلى ذ

 أ ي أ ن امشرط املازم ُو 

0 1 2 0 (6)a a a    

صن ًًذ  أ ن ُذا امشرط كا  لي 1( ثؤول المؾصدلة امخفصضوَة الخطَة من امرثبة امثصهَة )6)نذلز وباس خخدام  . وبؾكس الخطوات امسصبلة نوبُر ( ا 

 صدلة الخطَة من امرثبة الاولىالمؾ

0 1 0 1( ) ( )a y a a y f x dx c     

 .وُذٍ يمكن حوِص بسِولة

 ملاحغة

ذا كاهت المؾصدلة امخفصضوَة ) ذا لم ًخحلق امشرط )1ا  َ كد ٍكون من الممكن أ ن نجد ؽصملا 6( مُست تامة أ ي ا  ه و بضرب ُذا امؾصمل  مِص مكاملاً ( فص 

 .المكامل في المؾصدلة ثخحول الي تامة و تحل نلٌ س بق
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 1)مثصل )

 أ وجد الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة 

2( 1) 4 2 2(cos )x y xy y x x      

 الحل

 ُيص 

2

0 1 21 , 4 , 2a x a x a    

  و ٍكون

0 1 2 2 4 2 0a a a       

 وٍكون امخكامل ال ول مِذٍ المؾصدلة ُو  تامة.ذن المؾصدلة امخفصضوَة حكون أ  

0 1 0 1( ) ( )a y a a y f x dx c     

 أ ي 

2

1

2 2

2sin2

1 1

x x cx
y y

x x

 
 

 
 

 امؾصمل المكامل وُذٍ مؾصدلة ثفصضوَة من امرثبة ال ولى وتحل نلٌ ًلى بامضرب في

22

2

ln( 1) 21( ) 1

x
dx

xxx e e x 
    

 نحطل ؽلى المؾصدلة امخصمة 

2 2

1( 1) 2sin
d

x y x x c
dx

      

 ومنهص ٍكون الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة ُو 

2

12

3

1 22

1
(2sin )

1

1
2cos

1 3

y x x c dx
x

x
c x c x

x

  


 
    

  


 

حِر 
1 2,c c ثابخصن اخذَصريان. 

 



 د. أحمذ محمذ يوسف                                                                            (متغيرةث الاث المعاملا)المعادلاث التفاضليت الخطيت ر لثانياب االب

61 

 

 2)مثصل )

 ومؾصدلة ن امؾصم لاوجد الح

2(3 2 ) 2 ( 0)xxy x y y e x      

 الحل

 حِر أ ن 

0 1 2 0 2 2 0a a a       

 وٍكون امخكامل ال ول ُو  مة.ذن المؾصدلة تاا  

0 1 0 1( ) ( )a y a a y f x dx c     

 أ ي 

2

1(3 2 1) xxy x y e dx c      

 ومنهص 

2

11
2( 1)

2

x ce
y y

x x x
     

 وباس خخدام امؾصمل المكامل 

1
2 ( 1) 2ln 2 2 2( )

dx x x xxx e e x e
  

   

 نحطل ؽلى المؾصدلة امخصمة 

2 2 2

1( )
2

x xd x
yx e c xe

dx

   

 امؾصم ُو وبالمكاملة ًًذ  أ ن الحل 

2 2
2 2 2 2

1 2 1 2

2
2

1 22 2

1
(2 1)

4 4 4

2 1 1
( )

4

x x x

x
x

x x
yx e c xe dx c c x e c

e
y c c e

x x x

        

   


 

حِر 
1 2,c c  1ثابخصن اخذَصريان 1

1
( )

4
c c  . 
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 (3)مثصل

 أ وجد الحل امؾصم نومؾصدلة امخفصضوَة 

23 2
(2 ) ( 0)

xe
y y y x

x x x
      

 الحل

 حِر أ ن 

0 1 2 2

3 2
0a a a

x x
      

) فرض أ ن ب  .أ ذن المؾصدلة مُست تامة )z z x  نحطل ؽلى  ؾصمل المكاملُذا ام بضرب طرفي المؾصدلة المؾطصة فيو ؽصمل مكامل مِذٍ المؾصدلة 

23 2
(2 ) (*)

xe
zy z y z y z

x x x
     

 امشرط املازم وامكافي مكى حكون المؾصدلة )*( تامة ُو 

2

3 3 2
(2 ) ( ) 0z z z

x x x
      

zبمجرد اميغر ىرى أ ن  x  حل خص  مِذٍ المؾصدلة وبوضػz x . في )*( نحطل ؽلى المؾصدلة امخصمة 

2(2 3) 2 xxy x y y e     

 . س بقوتحل نلٌ (2) وهى هفس المؾصدلة امخفصضوَة المؾطصة في مثصل
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 (4تمصرٍن )

 ( امخصمَة طَةالخ مخفصضوَة )أ وجد الحل امؾصم المؾصدلات ا .1

3 3 2 2 2 4

2 2 2 2

2 2

3 3 2 2

4 4 3 3 2 2

2 2

(1)( 2 3) ln 3 (2) ( 3 4) 4

6
(3)( ) 12ln (4) ( 2) 2

(5)( 4) cos ln sin ln

(6)( 3 8) 65cos ln

(7)( 2 1) ln

(8){ 2 ( 1)} x n

x D xD y x x x x D xD y x

x D xD y x x D y x
x

x D xD y x x x

x D x D xD y x

x D x D x D xD y x

x D nxD n n y e x 

      

    

   

   

    

    2 2 2 3

2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

(9) ( 2 2) sin

(10){(1 ) (1 ) 1} 4cos ln( 1)

(11){( 2) ( 2) 1} 3 4

(12){( 1) ( 1) 1} ln( 1) 1

(13){(1 2 ) 6(1 2 ) 16} 8(1 2 )

x D xD y x x

x D x D y x

x D x D y x

x D x D y x x

x D x D y x

  

     

     

       

     
 

لة لاج .2 ثَة:رانج)باس خخدام طرً  ( أ وجد الحل امؾصم مكل من المؾصدلات امخفصضوَة ال 

2

2 2

2 2

2

2

2

(1) cot , (2) sec

1 2
(3) sin cos , (4) cos cot

(5) cos , (6) 4 4

2
(7) 2 , (8)

( 1) 1

(9) ln cos , (10)2 7 3 cos

(11) 4

x

x

x

y y x y y x

y y x x y y ecx x
x x

d y dy e
t t y y y

dt dt x

e
y y y y y

x e

y y x x y xy y x

y y



    

      

     

      
 

      

  
2

2

1
3 (12) cos ,

1 x

d y dy
y t t

e dt dt
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2 2

2 2

2

(13) 4 4 (14) 2 ,
( 1)

2
(15) (16) ln cos

1

(17)2 7 3 cos

1
(18) 4 3

1

x x

x

x

e e
y y y y y y

x x

y y y y x
e

x y xy y x

y y y
e





        


    


   

   


 

ثَة ) بمؾوومِة أ حد حوول المؾصدلة المختزلة .3   ( أ وجد الحل امؾصم المؾصدلات امخفصضوَة ال 

2 2

2

2

2 3

2 2 2

(1) (2 1) ( 1) ( 1) (2)(1 ) 0

1
(3) 2

( 1)

(4)( 1) 4( 1)

(5)( 2) (2 5) 2 ( 1) 1

(6) ( 2) ( 2) 2

(7)( 2 2) (3 8 8) (2 6

x

x

x

xy x y x y x x e x y xy y

y y y
e

x y xy y x

x y x y y x e

x y x x y x y x x

x x y x x y x x

             

   


     

       

       

        2 2 26) ( 2 2)

(8) ( 2) 2( 1) 2 0 , 1 is particular solution

xy x x e

x x y x y y y x

   

       

 

 بامخحوًل الى امطورة املِصس َة أ وجد الحل امؾصم مكل من المؾصدلات امخفصضوَة  .4

2

2 2 2

2 2

2 2 3

1

2 2 2

2

2 2

1

2 2

(1) 2 ( 6) 0

(2) 2 (2 3) 4(3 3 3) 0

(3) 2 ( 2) 2

(4) 2 ( 8) 81

(5) 2 cot 2 cot 3sin 2

(6) 2 (2 ) (2 4 37 ) 0

(7) 2 ( 2)

x

x

x y x y x y

x y x x y x x y

x y xy x y x e

y xy x y x e

y y y y x x

x y x x y x x y

y xy x y e



    

      

    

    

   

      

    
2( 2 )

2 2 2 4(8) ( 2 ) (2 2)

x x

xx y x x y x x y x e
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ثَة .5  ) باس خخدام تحوَل المؤثر ( أ وجد الحل امؾصم مكل من المؾصدلات امخفصضوَة ال 

2

2

2 3

2 1

2

(1){ ( 2) 2} 1

(2){ (3 1) 3} 2(1 )

(3){( 1) (3 4) 3} (3 2) 3

(4)( 1) ( 3) 2 (1 )sin (3 )cos

(5)( 2) (2 5) 2 ( 2)

3 1
(6) 3 2 ( 0)

(7) (

x

x

x

xD x D y x

xD x D y x e

x D x D y x e

x y x y y x x x x

x y x y y x e

xy y y x x x
x x

xy x



    

    

      

        

      

     

  21)y y x  

 

ثَة باس خخدام كصهون امؾلاكة بين حلى المؾصدلة المختزلة أ وجد الحل امؾص .6  م المؾصدلات ال 

2

2 2

2 2 2

(1) ( 2) 2( 1) 2 0

(2)( 1) 0

(3) ( 1) 0 ( 1)

(4) tan 2 tan (2 tan ) 0 , ( sin )

(5)( 2 2) (3 8 8) (2 6 6) 0

x x y x y y

x y xy y

xy x y y x yحل

xy xy x y x yحل

x x y x x y x x y

     

    

      

     

         

 

ثَة تامة م  أ وجد حوِص امؾصم  .7  أ زبت أ ن المؾصدلات ال 

2

2

3

2

2 2

2

(1)(1 ) (1 3 ) 0

(2) (1 ) ( 1)

(3) (1 ) 2 2

(4) (3 2 ) 2 2

(5)( 2 2) 4( 1) 2 ( 6 8)

(6)(2 3 ) (6 3) 2 ( 1)

x

x

x

x y x y y

x x y x y y x

x x y y y x

xy x y y e

x x y x y y x x e

x x y x y y x e
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آ المؾصدلات امخفصضوَة الخطَة ا  َةه ل

 َةه الآ المؾصدلات امخفصضوَة الخطَة  (1.5)

هفرض المخغيرات 
1 2, ,...., ny y y  دوال نومخغيرx  ،

d
D

dx
 .ثَة هفرض أ ن ُذٍ المخغيرات تحلق المؾصدلات امخفصضوَة الخطَة  ال 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
(1)

( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n

n n nn n n

F D y F D y F D y x

F D y F D y F D y x

F D y F D y F D y x







    


    


    

 

حِتتر 
11 12 1, , , nF F F   ،21 22 2, , , nF F F  ، ... ،1 2, , ,n n nnF F F  في المتتؤثر  هي نثتتيرات حتتدود

يجصد و  .Dامخفصضلً  1المطووب حل ُذٍ المؾصدلات مؾص لا  2, ,...., ny y y  بدلالةx. 

لة المخبؾة جش بَ ام ة لحل المؾصدلات ال  امطرً لة الجبًر 11َة أ ي نلٌ مو كاهت ه طرً 12 1, ,...., nF F F مؾصملات ثابخة. 

 ... و، باسدبدال ال عمدة ال ولى وامثصهَتة  ورمزنا نومحددات اميصتجة من المحدد  ( بامرمز 1أ ذا رمزنا لمحدد المؾصملات لمجموؽَ المؾصدلات )

1الاخيرة ؽلى امترثُب بامؾمود الذى ؼيصصرٍ  2, , , n    1بامرموز 2, , , n  .  المحتدد فِكتون  ُتو نثتيرة حتدود في

1المحددات  بُنما Dالمؤثر امخفصضلً  2, , , n   دوال نومخغيرx. ( ن حل المجموؽتة ثَة الخطَة فص  ة المؾصدلات ال  ( تحتددٍ 1من هغرً

 امؾلاكصت امخصمَة 

1 1

2 2
(2)

n n

y

y

y

   


   


   

 

هفترض أ ن  .من المؾصدلات امخفصضوَة الخطَة ذوات مؾصملات ثابخة رثبة كل منهص ؽلى ال نثر هي درجة نثيرة الحدود  n( حكون2)امؾلاكصت 

  من الدرجةr  فيD  فِكون الحل امؾصم مكل مذغير يحخوى ؽلىr   تة وبتذلز نحطتل ؽتلى متن امثوابتت  nrمتن امثوابتت الاخذَصرً

ة بامخؾوًظ ؼن  1الاخذَصرً 2, ,...., ny y y ( نحطل ؽلى مذطصبلصت في 1في المؾصدلات امخفصضوَة )x  ومنهص وبملصرهة المؾصملات نحطل ؽلى

( 1)n r  من امؾلاكصت بين امثوابت الاخذَصرًة امتي ؽددُصnr  فِخبلى لدًيصr  من امثوابت المس خللة وُو امؾدد امواجب وجودٍ في حوول

  Dفي  rمن الدرجة  ( ل ن 1المؾصدلات )

لة أ خرى  طرً
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م  نحتل المؾتصدلة اميصتجتة  1yفي بؾظ المؾصدلات ٍكون من الممكن الحذ  بين المؾصدلات نوحطول ؽلى مؾصدلة تحخوى ؽلى أ حد المخغيرات ومَكن 

في
1y  . لة ممصزلة يمكن الحطول ؽلى باقي المخغيرات  وبطرً

 (1)مثصل

  َدينه الآ  نومؾصدمخين امخفصضوَخينأ وجد الحل امؾصم 

23 9 , 2 2 5t tdy dx
x y e x y e

dt dt
      

(0)م  أ وجد الحل الذى يحلق امشروط  (0) 2x y . 

 الحل

 ىكذب المؾصدمخين ؽلى امطورة 

2( 3) 9 (1)

( 2) 2 5 (2)

t

t

x D y e

D x y e

   

  
 

)( بالمؤثر 2وامخأ زير ؽلى ) 2( في 1بين المؾصدمخين وذلز بضرب ) yنحذ  أ ولًا  3)D  والدػ فِيخ  أ ن 

2{ 2 ( 3)( 2)} 18 ( 3)(5 )t tD D x e D e      

 
 منهص نحطل ؽلً

2 2( 5 4) 18 20 (3)t tD D x e e    

 المؾصدلة المسصؽدة

2

1 25 4 0 ( 1)( 4) 0 1 , 4m m m m m m            

 الحل المكمل 

4

1 2

t t

cx c e c e   

 الحل الخص  

2

2

2 2

1
{18 20 }

5 4

18 20
2

4 10 4 1 5 4

t t

p

t t t t

x e e
D D

e e e e

 
 

   
   

 

 و ٍكون الحل امؾصم 

4 2

1 2 2 (4)t t t t

c px x x c e c e e e        
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لة لحذ   )( بالمؤثر 1فٌؤثر ؽلى ) xىكرر هفس امطرً 2)D ( فِيخ  أ ن 2ونجمػ مػ ) 

2{( 2)( 3) 2} ( 2)(9 ) 5t tD D y D e e      

 منهص نحطل ؽلً

2 2( 5 4) 36 5 (5)t tD D y e e     

 الحل المكمل 

4

3 4

t t

cy c e c e   

 الحل الخص  

2 2

2

1 1
{36 5 } 2

5 4 2

t t t t

py e e e e
D D

   
 

 

 الحل امؾصم

4 2

3 4

1
2 (6)

2

t t t t

c py y y c e c e e e        

3ؽلاكذين بين امثوابت ايجصد هي الخطوة ال خيرة 4 1 2, , ,c c c c  وذلز ل ن كلا من المؾصدمخين ال ضوَخين من امرثبة ال ولى وحوِلٌ مؾتص يجتب أ ن

ينخوى يح  ( 2. فبصمخؾوًظ في )( في أ حدى المؾصدمخين ال ضوَخين4( و )6نوحطول ؽلى امؾلاكصت المطووبة هؾوض من ) و .بامضب  ؽلى ثابخين اخذَصرً

 مثلا نجد أ ن 

4 2

1 2

4 2 4 2

1 2 3 4

4

1 3 2 4

( 2)( 2 ) 2 5

1
( 2 4 6 ) 2( 2 ) 5

2

( 2c ) (2 2 ) 0

t t t t t

t t t t t t t t t

t t

D c e c e e e y e

c e c e e e c e c e e e e

c e c c e

 

   

 

     

       

   

 

 ذن ا   . وحِر أ ن ُذٍ امؾلاكة يجب أ ن ثخحلق ثطصبلِص

3 1 4 2

1
,

2
c c c c   

 وٍكون الحل امؾصم نومؾصدمخين الآهَدين ُو 

4 2

1 2

4 2

1 2

2

1 1
2

2 2

t t t t

t t t t

x c e c e e e

y c e c e e e

 

 

   

   
 

2xوبامخؾوًظ بامشرطين  y   0ؼيدمصt  أ ن  نجد 
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1 2 1 2 1 2

1 5
2 3, 2 1 , 0

2 2
c c c c c c          

 وٍكون الحل المطووب ُو 

2 21 1
2 , 2

2 2

t t t t t tx e e e y e e e         

من  xوذلز بامخؾوًظ ؼن  yيمكن اخذطصر امؾمل نوحطول ؽلى  xبؾد الحطول ؽلى  –نلٌ في ُذا المثصل  –وفى بؾظ الحصلات امبس َطة 

 ( فٌجد 2( في )4)

4 2

1 2

4 2

1 2

4 2

1 2

2 ( 2)( 2 ) 5

2 4 6 5

1 1
2

2 2

t t t t t

t t t t t

t t t t

y D c e c e e e e

c e c e e e e

y c e c e e e

 

 

 

     

    

   

 

 موحوعة

 ( كالاتي 3( و )5المحددات يمكن الحطول ؽلى )باس خخدام 

2

2

2

1

2

2

2

1 2

1 3
2 ( 3)( 2) ( 5 4)

2 2

9 3
18 20

5 2

1 9
5 36

2 5

,

t

t t

t

t

t t

t

D
D D D D

D

e D
e e

e

e
e e

D e

x y

 
         

 


    




    



     

 

  .(3( و )5من ذلز نحطل ؽلى المؾصدلات )

  (2)مثصل

 حل لٍوؽة المؾصدلات

( 1) 1 (1)

( 2) ( 1) 1 (2)

( 1) ( 2) 0 (3)

Dx D y

D x D z

D y D z

  

   

   

 

 الحل

 ( نحطل ؽلى 1( من )3بطرح )
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( 2) 1 (4)Dx D z   

)( بت 4وؽلى ) D( بت 2هؤثر ؽلى ). yلا تحخوي (4المؾصدلة ) 2)D وبامطرح نجد 

(5 4) 2D z   

  صومنه

4

5
1

1

2

t

z c e


   

 ( نجد 3في ) zوبامخؾوًظ ؼن 

4

5
1

6
( 1) ( 2) 1

5

t

D y D z c e


      

 و ٍكون الحل المكمل و الحل الخص  ؽلً امطورة

4 4

5 5
2 1 1

4

5
1 2

1 6
, 1 1 6

1 5

1 6

t t
t

c p

t
t

c p

y c e y c e c e
D

y y y c e c e

 





 
     

  

    

 

 ( نجد أ ن 1ومش خلتهص في ) yوبامخؾوًظ ؼن

4

5
1

6
1 ( 1)

5

t

Dx D y c e


    

  نحص ؽلً صومنه

4

5
1 3

3

2

t

x c e c


   

 أ ن حِر و

2

1 0

2 0 ( 1) (5 9 4)

0 1 2

D D

D D D D

D D

 
 

       
   

 

x,فِيصك ثابخصن اخذَصريان فل  في الحل امؾصم ، وبامخؾوًظ ؼن  Dمن الدرجة امثصهَة في  z ( نجد2في ) 

4 4 4 4

5 5 5 5
1 1 3 1 1 3

6 4 1 3
( 3 2 ) ( ) 1
5 5 2 4

t t t t

c e c e c c e c e c
   

         

 وٍكون الحل امؾصم ُو



 د. أحمذ محمذ يوسف                                                                                                   (الانيت)المعادلاث التفاضليت الخطيت  لثلثااب االب

71 

 

4 4 4

5 5 5
1 1 2 1

3 3 1
, 1 6 ,

4 2 2

t t t
tx c e y c e c e z c e
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 (5تمصرٍن )

ثَة َةه الآ ؾصدلات امخفصضوَة أ وجد الحل امؾصم الم   ال 

(1)( 5) 2 0 , ( 5) 0

(2)( 1) , ( 1)

(3)( 2) ( 1) 0, ( 3) 5 0

(4)( 3) 2 5, ( 3) 2 6

(5)( 2) 2( 2) 0, ( 2) 2( 2) 0

(6)( 1) 2 1, (2 1) 2

(7)( 3) 2( 2) 2sin

x x

t

D x y Dx D y

D y z e D z y e

D x D y D y x

D y z D z y e

D x D y D x D y

D y Dz x D y Dz x

D y D z x

     

     

      

     

       

      

   

2

2 2 2 2

2

, 2( 1) ( 1) cos

(8)(5 11) (3 7) , (3 7) (2 5)

(9)(3 2) (2 1) 85sin , ( 2) ( 3) 8

(10)(2 3) 5 2 5 , 5 (2 3) z 3 2 x

(11)(2 2) ( 4) 8cos 2 , (3 2) ( 6) 4sin 2

(12) 4

x x

D y D z x

D y D z e D y D z e

D y D z x D y D z

D y z x y D

D y D z t D y D z t

D x Dx

   

       

       

       

       

 2

2

2 2 2 2

4 , 4 4 25 16

(13) 2 , 0, 0

(14) 0 , 0 (15) 2 , 2 , 2

(16) 2 0, 2 0

t

t

x y D y Dy y x e

Dx x y z e D x Dy z Dx x y z

dx dy dx dy dz
t y t x y z x

dt dt dt dt dt

t D x tDx y t D y ty x

     

          

     

     

 

 

 


