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  أ

 : المحتويات ▪
 : (في ثلاثة أبعادالباب الأول )الهندسة التحليلية  ▪

)الإحداثيات الكرتيزيةوالإحداثيات الأسطوانية    ضاء الثلاثيطرق تعيين النقطة في الف
 -زوايا الاتجاه   -نقطة التقسيم  -البعد بين نقطتين  -المساقط    –والإحداثيات الكرية(  
 ودي على مستقيمين معلومين. نسب اتجاه العم  -الزاوية بين مستقيمين  

 : (الفضاء الثلاثي  )المستوى والخط المستقيم في   الباب الثاني ▪

معادلة المسـتوى المار بثلاث نقاط   -الزاوية بين مستويين -  الفضاء الثلاثيسـتوى في  الم
معادلة   -معادلة المستوى بمعلومية أطوال الأجزاء التي يقطعها من المحاور    -معلومة 

طول العمـود النازل على مسـتوى معلوم من نقطة معلومة   - الصـورة العمودية المستوى في
 معادلة  -المستويان المنصفان للزاوية الزوجية بين مستويين معلومين   -

الفضاء وضع ثلاث مستويات بالنسبة لبعضها في    -أي مستوى يمر بخط تقاطع مستويين  
معادلات الخط المستقيم بدلالة  -تقيم الصورة العامة لمعادلات الخط المس  -  الثلاثي

طول  -معادلات الخط المسـتقيم المار بنقطتين معلومتين  -نسـب اتجاهه ونقطة عليه 
العمودي على   -معادلة الكرة  -تقاطع مستقيمين   -العمود النازل من نقطة على مستقيم

ى الأساسي المستو   -طول المماس المرسوم للكرة  -المستوى المماس للكرة -سطح الكرة 
 تقاطع كرتين. -لكرتين
  : (ضاء الثلاثيالباب الثالث)نظرية السطوح في الف ▪

 السطوح الأسطوانية والمخروطية والدورانية.  –السطوح الجبرية  
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 :المراجع ▪
   -" الوسيط في الجبر والهندسة التحليلية "  –د.برهامي حشيش   -1

 دار الراتب الجامعية )بيروت( الطبعة الأولى.   –سلسلة الرياضيات الهندسية      
دار الراتب الجامعية   -" تقليدات الجبر والهندسـة التحليلية "   –د.مصطفى الجندي   -2

 )بيروت( الطبعة الأولى. 
   –  ELGAمنشـورات    -" مبادئ الرياضيات "  –د.رمضان جهينة   -3

 م(.2000الطبعة الثانية )     
4- Crowell, R. and Slesnick, W.E.  (1989). Calculus and Analytic  

           Geometry. Norton. 

5- Thomas, J.G.R. and Finney, R.  (1992). Calculus and Analytic  

           Geometry. Addison . 
6- Selby,P.H. (1986). Analytic Geometry. San Diego,Calefornia. 

College outline series. 

7- Yefimov, N.V.  (1964). A Brief course in Analytic Geometry.  

           Mir publishers. 
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 الباب الأول 
 في ثلاثة أبعادالهندسة التحليلية 

 : ضاء الثلاثيطرق تعيين النقطة في الف   –  1
بواسطة    رأينا في الهندسة التحليلية المستوية أن موضع النقطة في المستوى يتحدد تماما  

سمى بالهندسة ت    يةستو الم كميتين عدديتين وهذا هو السبب في أن الهندسة التحليلية  
 بعدين.   فيالتحليلية  

ولذلك فإن   ، كميات عددية  يلزمنا ثلاث  الفضاء الثلاثيولتحديد موضع النقطة في  
 بالهندسة التحليلية في ثلاثة أبعاد.   الهندسة التحليلية الفراغية تسمى أيضا  

في الهندسة التحليلية المستوية أن موضع النقطة في المستوى يتحدد بطريقتين  رأينا أيضا  
      < x <  , - < y < -حيث  (x, y)حداثيات الكرتيزية  هما طريقة ال احد إ

   o  r < , 0    2  ( حيثr, والثانية طريقة الحداثيات القطبية )
 : يكما يلتكون  (  r, )  ،( x, yالعلاقة بين )و 

x = r cos . 

y = r sin . 

 تكون:   أو

.tan

.

1

22

x

y

yxr

−=

+=


 

سنوضحها فيما   -ولكنها أيضا مرتبطة  –ث طرق مختلفة  فتوجد ثلا  الفضاء الثلاثيأما في  
   يلي:
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 ( x, y, z: الإحداثيات الكرتيزية )الطريقة الأولى   ▪
  OX, OY, OZنرسم ثلاث مستقيمات    الفضاء الثلاثيفي   O  الأصل من نقطة  

 . بحيث يكون كل اثنان منهما متعامدان 
 يلنا الرسم  محاور الحداثيات فإذا ت   OX, OY, OZسمى المستقيمات ت  

 : يليإلى ثمانية مناطق كما    الفضاء الثلاثيم  فإن محاور الحداثيات الثلاث تقس  
 X > 0, Y > 0, Z > 0 المنطقة الأولى 

 

 
 
 

 X > 0, Y > 0, Z < 0 المنطقة الثانية
 X > 0, Y < 0, Z > 0 المنطقة الثالثة

 X > 0, Y< 0, Z < 0 المنطقة الرابعة

 X < 0, Y > 0, Z > 0 ةالمنطقة الخامس

 X < 0, Y > 0, Z < 0 المنطقة السادسة

 X < 0, Y < 0, Z > 0 المنطقة السابعة

 X < 0, Y < 0, Z < 0 المنطقة الثامنة

 وعلى ذلك فإن أي نقطة في الفضاء الثلاثي يماثلها سبع نقاط.
ولتكن   OX, OY, OZنوجد مساقطها على المحاور  ،    الفضاء الثلاثينقطة في    Pفرضوب

  Pتتحدد تماما بالنقطة    P2, P1P ,3واضح أن النقط    P2, P1P ,3على الترتيب  
بإحداثيات    x, y, zسمى الكميات  وت      z = OP2, y = OP1x = OP ,3وبالتالى فإن  

 وكذلك العكس صحيح ،    P(x,y, z)رمز لها بالرمز  وي   الفضاء الثلاثيفي    Pالنقطة  
لها هذه   ت ال  P( فإنه يمكن تحديد النقطة  x, y, zيات ) أي أنه إذا عرفنا الحداث

 .   x, y, zإحداثياتها   Pوجد نقطة واحدة فقط  تالحداثيات تحديدا  تاما  بمعنى أنه  
 انظر الشكل التالي: 
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لاث ـث  ضاء ن في الفتكو    OX, OY, OZ: واضح أن محاور الحداثيات  ملاحظة
 سمى هذه المستويات بمستويات الحداثيات ت    XOY, YOZ, ZOXمستويات  

لمستوى وا  x = 0بالمستوى    YOZ  والمستوى  z = 0توى  ـبالمس  XOYطلق على المستوى  وي  
ZOX    بالمستوى y = 0 . 
وعلى  x = 0, z = 0  تكون  OY  المحور وعلى    y = 0, z = 0  تكون  OXالمحور  على  بينما  
 .x = 0, y = 0   تكون  OZالمحور  

    Z 

 

  P3 

 z                    P(x,y,z) 

 

  O                               P2    Y                               

x 

  P1                  y 

X 
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 : أي نقطة في الفضاء الثلاثي يماثلها سبع نقاطوكما ذكرنا سابقا أن  
  OX, OY, OZ  ثلاث نقاط بالنسبة لمحاور الحداثيات  -
  XOY, YOZ, ZOX  ث نقاط بالنسبة لمستويات الحداثياتوثلا  -
 .  O  ونقطة واحدة بالنسبة لنقطة الأصل )القطب(   -

 ( بالنسبة:a, b, cأوجد النقط المتماثلة الوضع مع النقطة )   :(1مثال)

 لمحاور الحداثيات.  –  1
  لمستويات الحداثيات. -2
 . Oلنقطة الأصل )القطب(  –  3

 :  الحل
  OX, OY, OZ( بالنسبة لمحاور الحداثيات  a, b, cتماثلة مع النقطة) النقط الم  -1

 على الترتيب.    (a, -b, c-) , (a, b, -c-) , (a, -b, -c)تكون 
( بالنسبة لمستويات الحداثيات  a, b, cالنقط المتماثلة مع النقطة)  -2

XOY,YOZ,ZOX  
 . على الترتيب   (a, -b, c) , (a, b, c-) , (a, b, -c)تكون 

 .   (a, -b, -c-)تكون    O( بالنسبة للقطب  a, b, cالنقطة المتماثلة مع النقطة)  -3

 



       د/ سعد شرقاوي                                                             في ثلاثة أبعادالهندسة التحليلية 
__________________________________________________________ 

 

5 

   ,z), (rالطريقة الثانية: الإحداثيات الأسطوانية     ▪
 محدد به مجموعة إحداثيات قطبية  نفرض أن لدينا مستوى ما وليكن  

 : كما بالشكل  على المستوى   يعمود  OZ  ( وليكن  OXي  وخط ابتدائ Oقطب )  
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

ات ـالحداثي  r, حيث    r, , zب الكميات   ـنحس  الفضاء الثلاثيفي   Pلأي نقطة  
  عـن المستوى    P  النقطة  بعدهو    zوالمقدار      على المستوى Pقط  ـالقطبية لمس

     r < ,  0    2 , -  < z <  0حيث  
 ,P(rرمز لها بالرمز  وي    Pداثيات الأسطوانية للنقطة  بالح  r, , zمى الكميات الثلاثة  ـسوت  

, z)   . 
وذلك عندما تكون   الفضاء الثلاثيفضل الحداثيات الأسطوانية لدراسة السطوح في  ت  

معطاة عبارة عن منحنيات معادلاتها    المستوى    يتويات تواز ـطوح بمسـمقاطع هذه الس
هذه المعادلات معطاة بالحداثيات بالحداثيات القطبية أنسب للدراسة عما لو كانت  

 الكارتيزية.  

Z 

 

 P(r,,z) 

 

   O                                      Y                               
                                  

                                      r 

                                             

                                              P`(r,) 

X 

 المستوى  
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 ( , , )الطريقة الثالثة: الإحداثيات الكريه     ▪
إذا كان لدينا فطوانية  ـالحداثيات الأس  ةفي حالكما    تتحدد هذه الحداثيات أيضا  

 (   OXوخط ابتدائى    Oقطب )  محدد عليه مجموعة إحداثيات قطبية    مستوى ما  
 كما بالشكل:   على المستوى    يعمود  OZ  وليكن

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
  , , الكميات    تاما    يمكن أن تحدد تحديدا    الفضاء الثلاثيفي   Pلأي نقطة  

 حيث 20,20,0   
 P(, , )ويرمز لها بالرمز   Pبالحداثيات الكريه للنقطة    ,,سمى الكميات  وت  

 .  الفضاء الثلاثيتحدد نقطة وحيدة في    ,,الكميات  والعكس صحيح أي أن  

Z 

 

                    P(,,) 

                 

                 

 
                    z 

   O                                      Y                               
                                  

              x                      r 

                                             

                         y                    P(r,) 

X 

 المستوى  
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 :العلاقة بين الإحداثيات الكرتيزية والأسطوانية والكريه   ▪
وإحداثياتها   (x,y,zفإن إحداثياتها الكارتيزية )  الفضاء الثلاثيفي  نقطة ما    P  لتكن

 يتضح أن: السابق  ( ومن الرسم  ,,( وإحداثياتها الكريه هي )r, , zالأسطوانية هي )
x = r cos ,  y = r sin    (1). 

r =  sin ,  z =  cos    (2). 

 ( تحول الحداثيات الأسطوانية إلى إحداثيات كرتيزية.  1العلاقة )
 .تحول الحداثيات الكريه إلى إحداثيات أسطوانية (2)  العلاقةو 

 ( نستنتج أن: 1ومن العلاقة )

x

y
yxr 122 tan, −=+=                              (3). 

 .( تحول الحداثيات الكرتيزية إلى إحداثيات أسطوانية3العلاقة )
 ( نستنتج أن: 2ومن العلاقة )

z

r
zr 122 tan, −=+=                              (4). 

 طوانية إلى إحداثيات كريه.ـتحول الحداثيات الأس  ( 4)العلاقة  
 على:   نحصل (1( في )2من )  وبالتعويض 

x =  sin  cos , y =  sin  sin ,    z =  cos . (5). 

 يه.تيز إلى إحداثيات كر   الكريهتحول الحداثيات  (5)العلاقة 
 نحصل على: (4( في )3من )  وبالتعويض

z

yx

x

y
zyx

22

11222 tan,tan,
+

==++= −−           (6). 

 إلى إحداثيات كريه.   الكرتيزيهتحول الحداثيات    ( 6)العلاقة  
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)2,3,1(كانت   إذا:  (2مثال)   .الفضاء الثلاثيهي الحداثيات الكرتيزية لنقطة في    −
 فأوجد إحداثياتها الأسطوانية والكريه.

 :  الحل

.
3

)
1

3
(tan

,231

1

22


 −=

−
=

=+=+=

−

yxr

 

 (. XOYتقع في الربع الرابع من المستوى )حيث 
 2,3,1(الحداثيات الأسطوانية للنقطة( ,2(هي    تكون   −

3
,2(


−. 

.
4

1tan
2

2
tantan

,22431

11

22

1

222






===
+

=

=++=++=

−−−

z

yx

zyx

 

 2,3,1(الحداثيات الكريه للنقطة( (هي تكون  −
4

,
3

,22(


−. 
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  ZOXت الكرتيزية للنقطة المتماثلة بالنسبة للمستوى  حداثياالأوجد  :  (3مثال)
(مع النقطة 

4
,

3
,22(

  . 
 :  الحل
(),,(ت الكرتيزية للنقطة حداثياال  نوجد

4
,

3
,22( 


 

2)
2

1
)(22(cos

3)
2

3
)(

2

1
)(22(sinsin

1)
2

1
)(

2

1
)(22(cossin

===

===

===







z

y

x

 

   المتماثلة بالنسبة للمستوى    يه للنقطةتيز الحداثيات الكرZOX   
(مع النقطة  

4
,

3
,22(

  2,3,1(تكون( −. 
 لصورة الكارتيزية. إلى ا   4 2cos  2sin(1+3  2 = (حول المعادلة    :(4مثال)
 :  الحل

( )

.1
441

431

222

2

22

2

222

22

222

=++

=




























+













++

+
+++

zyx

yx

x

zyx

yx
zyx
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 ن  ــتماري
النقط كل من  للقطب مع  بة ـبالنسالمتماثلة    ةللنقطات الكرتيزية  ـد الحداثي ـأوج  –  1

 :الآتية
)1,

4
,3(,)1,

3
,1(,)0,

2
,2( 321


PPP

−−
 

 النقط كل من  مع     OXلمحورلبة  ـالمتماثلة بالنس  ة ات الكريه للنقطـأوجد الحداثي  –  2
   تية:الآ

).2,1,3(,)2,3,1( 21 PP −−  

 الكريه   ةمن المعادلات الآتية إلى الصورة الأسطوانية ثم إلى الصور معادلة  حول كل    –  3
(i)   x2 + y2 = 6.  (ii)   xy = z. 

(iii)   x2 + y2 + z2 = 16. (iv)   x2 – y2 – 2z2 = 4. 

(v)   x2 + y2 = 8 xy.  (vi)   x2 + y2 – ½ z2 = 0. 

(vii)   x2 + y2 + z2 = 6z. 

 .حول كل معادلة من المعادلات الآتية إلى الصورة الكارتيزية  –  4
(i)   z sin  = r.   (ii)   z2 cos  = r2. 

(iii)   r = a (1 – cos ).  (iv)   y = z ( 1 + cos ). 

(v)    = a cot  / cos . (vi)    = z a sin  sin . 

------------------------------------------------ 
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  :المساقط  –  2
 :في الفضاء الثلاثي  مسقط نقطة   –أ  
 توى ـنرسم المس  ABعلى المستقيم     الفضاء الثلاثيفي    Pلإيجاد مسقط نقطة ما    –  1

 (.1انظر )شكل  ABوعموديا على  Pالمار بالنقطة  
 . ABعلى   Pهى مسقط    ABمع    تقاطع المستوى  نقطة    P/فتكون  

على   عمودياا PK  تقيم   ـمس  Pنرسم من    وى  على المست Pلإيجاد مسقط نقطة  و   –  2
  Pهى مسقط    مع المستوى   PKفتكون نقطة تقاطع العمود    المستوى  

 (.2شكل انظر )    المستوى  على
 
 
 
 
 
 
 

              
 

                 
 (2(                              )شكل1)شكل                  

                                P 

 

 

A                                            B 

                           P/ 

                  P 

 

 

                                

 

 

 

                

 

                 

                 k 
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 : الفضاء الثلاثيفي   مسقط مستقيم  –ب  
حيث   ABمن المستقيم    D/C/هو الجزء    ABستقيم  المعلى    CDستقيم  الممسقط   -1

/, D/C    هما مسقطC, D    على المستقيمAB    (.3)شكلعلى الترتيب انظر 
 هما   D/C,/حيث    D/C/  المستقيم  هو  على المستوى   CDستقيم  المبالمثل مسقط  و  -2

 (.4)شكلب انظر  على الترتي  على المستوى    C, Dمسقط كل من  
 
 
 
 
 
 
 
 
 ( 4(                                )شكل3)شكل                          

 فإن    AB, CDهى الزاوية بين المستقيمين الغير مستوين    ( إذا كانت  3شكل)في  
ولذلك نرسم   AB, CDتقاس بالزاوية بين مستقيمين مرسومين من أي نقطة موازيين لـ  

 كما بالرسم.   AB // CD//ستقيم  م Cمن  
 CD// = C/D/ = CD  cos .                    (1) 

أي بين المستقيم   والمستوى    CDهى الزاوية بين المستقيم    ( إذا كانت  4شكل)في  و 
CD    ومسقطه/D/C  ثم رسمنا//// CD /D/C    ويقطع/CD    في//C 

 C/D/ = CD// = CD cos .        (2) 

( )على المستوى    ABعلى المستقيم    CDيتضح أن طول مسقط المستقيم    (2),(1)من  
 و أ)   ABتقيم  ـوالمس  CDفي جيب تمام الزاوية بين   CDاصل ضرب لح  اوياا ـيكون مس
 (. المستوى  

                                                      D 
  

                   C/
                                D/

 

    A                                                              B                                       

                                                         

                      

                  C                         D//              

                          D 

         C      

                          D//
    

                            

         

 

 

 

 

 

       C/
  

                          D/
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  :الفضاء الثلاثيفي   مسقط مساحة مستوية على مستوى  –ج  
   2 توى  ـلى المسيراد إيجاد مسقطها ع  Hتوية ـمساحة مس  1توى ـنفرض في المس

إلى عدد كبير من   Hتقسم المساحة      يه  2, 1تويين  ـونفرض أن الزاوية بين المس
   (5انظر )شكل  المستطيلات

 
 
 
 
 
 

                                         ( 5)شكل                                      
  ضلعيه. حيث إن مساحة المستطيل = حاصل ضرب طولىو 

 ة في مساحة هذا المستطيل مضروب مسقط مساحة كل مستطيل يكون مساوياا فإن 
 Hحاصل ضرب   مساوياا   Hومن ثم يكون مسقط المساحة الكلية     جيب تمام الزاوية  

 أي أن:   جيب تمام الزاوية    في
H2= H cos .    

 .2على المستوى    Hهى مساحة مسقط    2Hحيث  

 

                                         1 

 

 

                                      H 

 

 

 

 

                                                          2 
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 : الفضاء الثلاثيفي   ينالبعد بين نقطت  -  3
والمطلوب إيجاد الطول   الفضاء الثلاثينقطتين في    z2,y2(x2), P1,z1,y1(x1P,2(لتكن  

2P1P    1لذلك نرسم منP   ثم نرسم أيضاا ،مستويات الإحداثيات    يثلاث مستويات تواز 
تويات الست ـن هذه المسمستويات الإحداثيات فتكو    يثلاثة مستويات تواز   2Pمن  
 : التاليالرسم  يتضح من  كما    قطراا   2P1Pطيلات فيه  مست  يمتواز 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
121121121 ,, zzCPyyBPxxAP −=−=−=  , 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .
2

12

2

12

2

1221

2

12

2

12

2

12

2

1

2

1

2

1

2

21

zzyyxxPP

zzyyxxCPBPAPPP

−+−+−=

−+−+−=++=
  

                                     C 

                    Z 

 

                                                    P2(x2,y2,z2) 

 

                                    P1(x1,y1,z1)        B 

 

                      

                            A 

                    O                                    Y 

 

          

 

 

X 
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 : ونتائج  ملاحظات ▪
222 يكون   Oعن نقطة الأصل   P(x, y, z)عد النقطة  ب   -1 zyx ++. 
المستطيلات    ينتمكن من رسم متواز   أحد المستويات فلن  ييواز   2P1Pإذا كان  و  -2

  ييواز   2P1Pنفرض مثلا أن    ي: كما يل  المشار إليه ورغم ذلك يظل القانون صحيحاا 
 :هو  2P1Pيكون طول    لي وبالتا  z1z=2عندئذ يكون  XOYالمستوى  

. ( ) ( )2

12

2

12 yyxx −+−   
     z1, z2y1=y=2فإن    2P1OX // Pأحد المحاور مثلا    ييواز   2P1Pإذا كان   -3

 1x -2x  يساوي  2P1Pطول   يكون  لي وبالتا     
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 : نقطة التقسيم  –  4
 . الفضاء الثلاثيفي  نقطتان معلومتان   z2, y2(x2), P1, z1, y1(x1P ,2(  لتكن

 : من الداخل بحيث  P1P,2النقطتين    التى تقسم المسافة بين   Pإحداثيات النقطة   فإن 
)نسبة التقسيم(                                                                

2

1

2

1




=

PP

PP   

  :تكون 












+

+

+

+

+

+

21

1221

21

1221

21

1221 ,,










 zzyyxx
. 

 : ونتائج  ملاحظات ▪
  تكون   P1P,2منتصف المسافة بين  نقطة    –  1







 +++

2

zz
,

2

yy
,

2

xx 212121. 

  P1P,2بين  كامتداد للمسافة  تقسم من الخارج    P1P,2بين    P إذا كانت نقطة التقسيم  –  2
)نسبة التقسيم(   بحيث  1Pو من ناحيةأ  2Pسواء من ناحية

2

1

2

1




=

PP

PP  

 : تكون  Pإحداثيات النقطة   فإن 












−

−

−

−

−

−

21

1221

21

1221

21

1221 ,,










 zzyyxx
. 
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 :أمثلة ▪
  P-3, -(3, 22, 1), P-(1, 1P ,(31(3 ,0 ,4)أن المثلث الذى رؤوسه    تحقق من  :(1مثال)
 قائم الزاوية وأوجد مساحته. يكون  
   :الحل

( ) ( ) ( ) 9414zzyyxxPP
2

12

2

12

2

12

2

21 =++=−+−+−= . 

( ) ( ) ( ) 261691zzyyxxPP
2

23

2

23

2

23

2

32 =++=−+−+−= . 

2

31

2

21

2

32

2

13

2

13

2

13

2

31 .17449)()()(

PPPPPP

zzyyxxPP

+=

=++=−+−+−=
 

 .   1Pقائم الزاوية في  يكون    3P2P1Pلمثلث  أي أن ا

 P1P2P3 = ½ (P1P2 ) ( P3P1 ) ( )( )
2

173
173

2

1
== . 

على   بحيث تظل دائماا   الفضاء الثلاثيلنقطة تتحرك في    يوجد المحل الهندسأ  :(2مثال)
 .  P-(2, 1P ,(3 ,21(2 ,0 ,1)النقطتين بعدين متساويين من  

 :الحل
 P(x, y, z)  ينفرض أن النقطة ه 

2

2

2

121 PPPPPPPP == . 

(x – x1)
2 + (y – y1)

2 + (z – z1)
2 = (x – x2)

2 + (y – y2)
2 + (z – z2)

2. 

(x – 2)2 + (y + 1)2 + (z – 3)2 = (x – 1)2 + (y – 0)2 + (z – 2)2. 

   2x – 2y + 2z – 9 = 0. 

 . الفضاء الثلاثيفي   معادلة مستوىتمثل  وهذه  
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 : رؤوسه  يالمركز المتوسط للمثلث الذتحقق من أن احداثيات   :(3مثال)
)9,8,7(,)1,2,3(,)1,0,1( 321 PPP −−−− . 

 )3,2,1(تكون
 :الحل

المركز منصفات أضلاع المثلث )منصفات زوايا رؤوس المثلث( تكون هي  نقطة تلاقي  
، ) وت سمى أيضاا مركز ثقل المثلث ( وهذه النقطة تقسم المستقيم الذي   المتوسط للمثلث

    1:2بصل بين أي رأس من رؤوس المثلث إلى الضلع المقابل بنسبة تقسيم  
 انظر الشكل:

                                      3P  

                              

 

                                      2 

                                      M  
                                      1 

                  
1P         /       

4P     /         
2P  

  43PPتقسم وهذه النقطة    المركز المتوسط للمثلثتكون هي    Mالنقطة   أنواضح  

 بنسبة تقسيم  الداخلمن  
1

2

2

1

4

3 ==




MP

MP. 

 : ت عطى من  الداخلتقسيم من  الإحداثيات نقطة  و 

.,,
21

1221

21

1221

21

1221










+

+

+

+

+

+











 zzyyxx
 

واحداثيات النقطة
4P 21كمنتصف مسافة بين النقطتين, PP :تكون 

)0,1,2(
2

)1()1(
,

2

)2()0(
,

2

)3()1(
−−=







 −+−+−+−
 , 

)3,2,1(
21

)9)(1()0)(2(
,

21

)8)(1()1)(2(
,

21

)7)(1()2)(2(










+

+

+

+−

+

+−
M  

وهو المطلوب. 
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إذا ق سم المستقيم   :(4مثال)
21PP   من ناحية

2P   3بالنقطةP   3221بحيث 2 PPPP = 
)1,0,1(,)3,2,1(علماا بأن  21 PP  3Pفأوجد إحداثيات   −

 :الحل
 
  

3),,(النقطة   أن واضح من المعطيات  zyxP  تقسم
21PP    بنسبةمن الخارج 

1

3

32

31 =
PP

PP. 

 : ت عطى منتقسيم من الخارج  الإحداثيات نقطة  و 










−

−

−

−

−

−

21

1221

21

1221

21

1221 zz
,

yy
,

xx
 

4
13

)1(1)3(3
,3

13

)0(1)2(3
,2

13

)1(1)1(3
=

−

−
==

−

−
==

−

−−
= zyx  

 3P)4,3,2(إذاا إحداثيات نقطة التقسيم تكونو 

            P1                     
2

                          P2        
1       P3 
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نقطة تقاطع المستقيم احداثيات  أوجد    :(5مثال)
21PP  مع المستوىXOZ   حيث : 

. )3,3,1(,)5,1,3( 21 −−− PP   
 :الحل

   XOZتقع على المستوىنقطة تقسيم من الداخل    وهي3Pعنقطة التقاطلتكن  
3),0,(ومن ثم تكون zxP. 

,21تقسم المسافة بين   3Pنفرض أنو  PP   21بنسبةمن الداخل :  أي أن 
2

1

23

31




=

PP

PP   

 : التاليالرسم  يضح من  كما  
  

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.3
4

)5(3)3(1
,2

4

)3(3)1(1

3

1
03

)1()3(
0

,0,

2

1
21

21

21

21

1221

21

1221

21

1221

=
+−

==
+−

=

==−
+

−+
=

+

+
=

+

+
=

+

+
=

zx

zz
z

yyxx
x






















 

)تكون نقطة التقاطع  وإذاا احداثيات  )3,0,23P. 

                                     Z      

                                                                                       

 

                      

 

 

 

 

P1                       P3                     P2 

                               

                                   O                                   Y 

          

 

 

 

              X 
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,43تيننقطاحداثيات الأوجد   :(6مثال) PP  :اللتين تقسمان المسافة بين النقطتين 
. )9,2,7(,)3,5,1( 21 PP   

 إلى ثلاثة أجزاء متساوية. 
 :الحل

 
  

 بنسبة تقسيم  الداخلمن    21PPتقسم   3Pالنقطة   أنواضح  
2

1

2

1

32

31 ==




PP

PP. 

النقطة   أن و 
4P   21تقسمPP    بنسبة تقسيم  الداخل من  

1

2

2

1

42

41 ==




PP

PP. 

 : ت عطى من  الداخلتقسيم من  الإحداثيات نقطة  و 

.,,
21

1221

21

1221

21

1221










+

+

+

+

+

+











 zzyyxx
 

)5,4,3(
21

)3)(2()9)(1(
,

21

)5)(2()2)(1(
,

21

)1)(2()7)(1(
3 =









+

+

+

+

+

+
P    , 

)7,3,5(
12

)3)(1()9)(2(
,

12

)5)(1()2)(2(
,

12

)1)(1()7)(2(
4 =









+

+

+

+

+

+
P  

يمكن حساب احداثيات النقطة   3Pبعد حساب احداثيات) ملاحظة:  
4P   كمنتصف

32مسافة بين النقطتين  , PP   .) 

            P1                     P3                     P4               P2 
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 ن  ــتماري
  OX, OY, OZ  الاحداثيات  عن محاور   P(x, y, z)أن أبعاد النقطة   تحقق من  –  1

222222ي هتكون         ,, yxzxzy  .على الترتيب  +++
 الساقين   يرؤوس مثلث متساو تكون    (0 ,2 ,2) ,(0 ,6 ,6) ,(1 ,2 ,6)أن   تحقق من  –  2

 وأوجد مساحته.        
 P1P ,(6 ,2 ,1)2(2 ,6 ,1)الأضلاع وكانت    يمثلث متساو   3P2P1Pإذا كان    –  3

 مساحة المثلث.   احسب ثم   2  ي لها يساو   y  يعلما بأن الإحداث  3Pفأوجد نقطة         
 ,2-) ,(1 ,3 ,4)أوجـد نقـطة على محـور السينات تـكون متسـاوية البـعد عن النقطتين     –  4

-6, 2)   . 
بحيث تكون متساوية البعد  الفضاء الثلاثيلنقطة تتحرك في    ي ندسأوجد المحل اله  –  5

 .(6 ,1 ,8) ,(1 ,5 ,2)النقطتين   عن
بحيث يظل بعدها عن  الفضاء الثلاثيلنقطة تتحرك في    ـي أوجد المحل الهندس  –  6

 . OYبعدها عن المحور   مساوياا   (3 ,2- ,1)النقطة
بحيث يظل بعدها عن  الثلاثي  الفضاءلنقطة تتحرك في    ـي أوجد المحل الهندس  –  7

 ؟ .يماذا يكون هذا المحل الهندسو   3  مساوياا   دائماا   (2 ,1- ,1)النقطة
 : المركز المتوسط للمثلث الذى رؤوسهاستنتج احداثيات    -8

),,(,),,(,),,( 333322221111 zyxPzyxPzyxP . 

 : رؤوسه  ي المركز المتوسط للمثلث الذ احسب احداثيات    -9
  (0,7,-5), (-1,5,-6), (4,0,3). 

 ين:تالنقط النقطتين اللتين تقسمان المسافة بين احداثيات  أوجد    –  10
  P1(3, -5, -2), P2(7, 1, -6)  

 إلى ثلاثة أجزاء متساوية.     
----------------------------------------------- 
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 : زوايا الاتجاه  –  5
قاس بالزاوية بين أى مستقيمين ت     الفضاء الثلاثياتفقنا على أن الزاوية بين مستقيمين فى  

 فى نفس المستوى ومرسومان من أى نقطة ويوازيان المستقيمان المعطيان 
 .الفضاء الثلاثيفى  

 ,OXللمحاور   مع الاتجاهات الموجبة  2P1Pتقيم  ـولذلك لإيجاد الزوايا التى يصنعها المس

OY, OZ  1م من  ـنرسP  تقيمات  ـالمس/Z1, P/Y1, P/X1P   محاور الإحداثيات فتكون   يتواز
مع الاتجاهات   2P1Pالموضحة بالرسم هى الزوايا التى يصنعها المستقيم    ,, الزوايا

 .الموجبة لمحاور الإحداثيات
 تمام هذه الزوايا   سمى جيوبوت    2P1Pبزوايا الاتجاه للمستقيم    ,,  الزوايا  سمىت  
cos ,cos ,cos     2بجيوب تمام الاتجاه للمستقيمP1P . 

 :  انظر الشكل
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

                                     Z/ 

                    Z 

 

                                                    P2 

                                          

                                    P1                   Y/ 

                                         

                           X/ 

                     

                    O                                    Y 

 

          

 

 

X 



       د/ سعد شرقاوي                                                            في ثلاثة أبعادالهندسة التحليلية 
__________________________________________________________ 

 

24 

  1Pبدايتــ     متجهــا    2P1Pنعتــ   أن    2P1Pعنــد حســاب زوايا اتجــاه المســتقيم    مــن المهــم جــدا  و 
ــاه  ة لمحـــاور اـببـــين الاتجاهـــات الموجـــ  ,,ب الـــزوايا  ـثم نحســـ    2Pونهايتـــ    لإحـــداثيات والاتجـ

   2Pإلى   1Pباعتبار هذا الاتجاه من   2P1Pالموجب للمستقيم 
 تكون   1P2Pفإن زوايا الاتجاه للمستقيم    2P1Pزوايا اتجاه المستقيم    ,,  ولذلك إذا كانت 

 هي  1P2Pجيوب تمام اتجاه  كون تو على الترتيب ،    -,-,-هي  
    cos (-) = - cos  , cos (-) = - cos  , cos (-) = - cos . 

 ي هتكون    OXواضح أن زوايا اتجاه المحور  و 
2

,
2

,0
  المحور   وجيب تمام اتجاه  OX  تكون 

اتجاه تمام  وجيوب    (0 ,1 ,0)  ي ه  OYاتجاه المحور  تمام  وبالمثل تكون جيوب    (0 ,0 ,1)
  (1 ,0 ,0) يه  OZالمحور  

الواحد   من محاور الإحداثيات يكون مساويا   يمجموع مربعات جيوب تمام اتجاه أ و 
 الصحيح. 

 يكون  الفضاء الثلاثيمستقيم فى    ي : مجموع مربعات جيوب تمام اتجاه أ(1نتيجة)
 الصحيح.    الواحد   مساويا  
 مستطيلات    ينرسم متواز   ,,  يزوايا اتجاه  همستقيما    2P1Pليكن    :البرهان
 : في   ا  قطر   2P1Pيكون    بحيث
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 : ما يليمن الرسم يتضح  

.1coscoscos

.1coscoscos

.cos,cos,cos

222

2

21

2

21

2

21

2

31

2

21

2

11222

21

31

21

21

21

11

=++

==
++

=++

===







PP

PP

PP

KPKPKP

PP

KP

PP

KP

PP

KP

  

 ي أ  L, M, Nبالرموز    الفضاء الثلاثيلجيوب تمام اتجاه المستقيم فى    ا  وسوف نرمز اختصار 
 أن : 

L = cos  , M = cos  ,  N = cos .                 

جيوب تمام   ي اه المستقيم الذ ب اتج ـنس  يه  a, b, cوسوف نقول أن الكميات الثلاثة  
 عندما وعندما فقط يتحقق الشرط:   L, M, Nاتجاه   

L : M : N = a : b : c        

   ـجيوب تمام اتجاه   ي تقيم الذ ـهى نسب اتجاه المس a, b, c: إذا كانت  (2نتيجة)
 فإن:   L, M, N  يه

222222222 cba

c
N,

cba

b
M,

cba

a
L

++
=

++
=

++
=    

 : فيكون   L : M : N = a : b : cحيث إن   :  البرهان
L = a,   M = b,   N = c                 (*) 

 يكون:   ليوبالتا
L2 + M2 + N2 = 2a2 + 2b2 + 2c2 = 2(a2 + b2 + c2).  

.
11

)(1
222222

22222

cbacba
cba

++
=

++
=++=   

 نحصل على   (*)  فى العلاقات   بالتعويض عن  و 

222222222 cba

c
N,

cba

b
M,

cba

a
L

++
=

++
=

++
= . 
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 : ملاحظات ▪
  N1, M1L ,1هما  اعتين من جيوب تمام الاتجاه أحد عطينا مجمو ت    واضح أن قيم    –  1

نسب اتجاه   a, b, c  إذا كانت ي حيث إنوهذا أمر طبيع  –1N-, 1M-, 1Lوالأخرى  
   N1, M1L ,1   جيوب تمام اتجاه  يالذ   2P1Pالمستقيم  

جيوب   يالذ   1P2Pنسب اتجاه المستقيم    أيضا   كون ت  a, b, cفإن نفس الكميات       
 .  –1N-, 1M-, 1Lتمام اتجاه   

فإن نسب   الفضاء الثلاثينقطتان فى    z1, y1(x1), P2, z2, y2(x2P ,1(إذا كانت    –  2
z1y – 2, y1x – 2x ,2 –   يه  2P1Pونسب اتجاه    z1, y1x ,1  يهتكون   1OPاتجاه 

1z. 
يكون لها نفس   لي إذا كانت المستقيمات متوازية فإنها تشترك فى زوايا الاتجاه وبالتا  –  3

 . (جيوب تمام الاتجاهه )نسب الاتجا
الفضاء ف  آن واحـد جميع جيوب تمام الاتجاه للمستقيم    ف لا يمكن أن تنعـدم    –  4

 .  2cos+   2cos+  2 cos 1 =حيث    الثلاثي
 : يهتكون    2P1Pفإن جيوب تمام اتجاه    z2, y2(x2), P1, z1, y1(x1P ,2(إذا كانت    –  5

21

12

21

12

21

12 cos,cos,cos
PP

zz

PP

yy

PP

xx −
=

−
=

−
=  .   

ي هتكون    1P2Pجيوب تمام اتجاه وكذلك        
21

21

21

21

21

21 ,,
PP

zz

PP

yy

PP

xx −−−
  .              
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 : الفضاء الثلاثيفي   الزاوية بين مستقيمين  –  6
2L ,خر  الآوجيوب تمام اتجاه    N2, M1L ,2تقيمين جيوب تمام اتجاه أحدهما  ـنفرض مس 

2, N2M    نرسم من القطبO   2مستقيمينOP1, OP   مان كما يوازيان المستقيمان المعلو
   :بالرسم

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : تيجة الآتيةعطى من النبين المستقيمين ت      الزاويةفإن  
: (3نتيجة)

212121cos NNMMLL ++= 
  فيكون:  2P1OPمن المثلث نقطتان    z1, y1(x1), P2, z2, y2( x2P ,1 (أن   باعتبار:  البرهان

−+= cos)OP)(OP(2OPOPPP 21

2

2

2

1

2

21 . 

  وحيث إن:
2

12

2

12

2

12

2

21 )()()( zzyyxxPP −+−+−= . 

.cos))((2

)()()()()(

21

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2

12

2

12

2

12

OPOP

zyxzyxzzyyxx

−

+++++=−+−+−
 

- 2x1x2 –2y1y2 – 2z1z2 = -2(OP1)(OP2) cos     , 

.

))(())(())((
))((

cos

212121

2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1

21

212121

NNMMLL

OP

z

OP

z

OP

y

OP

y

OP

x

OP

x

OPOP

zzyyxx

++=

++=
++

= 
 

                    Z                  

                     

 

                             

                          P2 

 

                                      P1 

                         

                    O                                   Y 

                             

 

          

 

X 
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 : ملاحظات ▪
وجيوب تمام اتجاه   N1, M1L ,1شرط تعامد مستقيمين جيوب تمام اتجاه أحدهما    –  1

 هو:    N2, M2L ,2الآخر  
L1L2 + M1M2 + N1N2 = 0.      

نسب اتجاه مستقيم   c2, b2a ,2وكانت    نسب اتجاه مستقيم ما   c1, b1a ,1نت إذا كا  –  2
 عطى بالعلاقة: ت    آخر فإن الزاوية بينهما  

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

212121cos
cbacba

ccbbaa

++++

++
= . 
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 : نسب اتجاه العمودي على مستقيمين معلومين  –  7
  c2, b2a ,2ونسب اتجاه الأخر    c1, b1a ,1نفرض مستقيمين معلومين نسب اتجاه أحدهما  

  a, b, cراد إيجاد نسب اتجاه العمودي عليهما ولتكن  وي  
 المستقيمين المعلومين أى أن:   يواضح أن  يجب أن نشترط عدم تواز 

a1 : b1 : c1  ≠ a2 : b2 : c2       

 : يكون ومن شرط التعامد  
a1a + b1b + c1c = 0, 

a2a + b2 b + c2c = 0. 

 .   a, b, cبين الكميات كافيتان لإيجاد النسبة    وهاتان العلاقتان 
  :نستنتج أن  على الأقل أحد المحدداتشرط عدم التوازي  ومن  

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
,,

c

c

b

b

c

c

a

a

b

b

a

a
. 

 : لي يكون بالتافختلف عن الصفر  هو المالمحدد الأول    ليكنعن الصفر و   يكون مختلفا  
a1a + b1b = - c1c. 

a2a + b2b = - c2c. 

.

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

b

b

a

a

c

c

b

b

c

b

b

a

a

b

b

c

c

c

b

b

a

a

b

b

cc

cc

a =−=
−

−

=  

ثبات أن يمكن إ  وبالمثل

2

1

2

1

2

1

2

1

b

b

a

a

a

a

c

c

cb عتبار وبا  =
2

1

2

1

b

b

a

a
c    ينتج:  =

.,,
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

b

b

a

a
c

a

a

c

c
b

c

c

b

b
a ===    

 نسب الاتجاه العمودي على المستقيمين المعلومين.   هذه هيو 
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 : الفضاء الثلاثيفي غير متقاطعين    مستقيمين معلومينطول أقصر بعُد بين   –  8
يساوي طول مسقط المستقيم   4P3, P2P1P  علومين الم  طول أقصر بعد بين المستقيمين 

الواصل بين أحد جوانب أطراف المستقيمين على العمودي عليهما ، ومن ثم يساوي 
حاصل ضرب طول المستقيم الواصل بين أحد جوانب أطراف المستقيمين ف جيب تمام 

 انظر الشكل(: الزاوية بين هذا المستقيم الواصل وبين المستقيم العمودي على المستقيمين)
 
 
 
 
 
 

 فإن:  4P3, P2P1P  المعلومين  أقصر بعد بين المستقيمينهو طول    Kوإذا كان 
)(cos 2121213131 NNMMLLPPPPK ++==       

111حيث ,, NML  31جيوب تمام اتجاهPP   أو جيوب تمام اتجاه(
42PP)   ، 

حيث و 
222 ,, NML .جيوب تمام اتجاه العمودي على المستقيمين 

 

                                                                              P2 

   P1 

    

 

 

         P3                                                     P4  
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 : أمثلة  ▪
   ؟ ,, زوايا اتجاه   الفضاء الثلاثيف تية يوجد مستقيم الآأى الحالات   في :(1مثال)

(i) 
3

2
,

3
,

4








 === . 

(ii) 
4

3
,

4
,

3


=


=


= . 

 :الحل
  :هو  الفضاء الثلاثيف زوايا اتجاه مستقيم ن ععبارة    ,,تكون  يالشرط اللازم لك

cos2  + cos2  + cos2  = 1. 

(i)  1
2

1

2

1

2

1

3

2
cos

3
cos

4
cos

222

222 =






 −
+








+








=++


 

 . الفضاء الثلاثيف    زوايا اتجاه مستقيم  تكون   ,,  ا  إذو 

(ii) 1
4

5

2

1

2

1

2

1

4

3
cos

4
cos

3
cos

222

222 =






 −
+








+








=++


 

 .الفضاء الثلاثيف   لا تكون زوايا اتجاه مستقيم ,,  ا  إذو 
 P-(1, 1P ,(3 ,22 ,2)- (5 ,3أوجد جيوب تمام اتجاه المستقيم المار بالنقطتين  :(2مثال)
 :الحل
cbaيه  2P1Pنسب اتجاه المستقيم   لتكن ,,   

235,1)2(3,112 =−=−=−−−==−= cba  

 : يه  2P1Pالمستقيم    تكون جيوب تمام اتجاه   لي وبالتا

.
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  قطرين من أقطار المكعب. أوجد الزاوية بين :  (3مثال)
   :الحل

 خذ ثلاثة أوج  متعامدة من المكعب منطبقة على بأو  aنفرض أن طول ضلع المكعب 
 :مستويات الإحداثيات كما بالرسم

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

     OP5P2, P6P3, P4P1P , 7 ي كالتاليتكون أقطار المكعب ه  لي وبالتا
 كما يلي:   5P2, P7OPجد الزاوية بين القطرين  ونو 

  – ,a, a-a  يه  5P2Pونسب اتجاه  ، a, a, aي  ه  7OPنسب اتجاه  
  بين قطري المكعب ت عطى من:   الزاوية  لي وبالتا
]

3

1
[cos]

3
[cos]

)()()(
[cos 1

2

2
1

222222

1 −−− =
−

=
++++

+−+−
=

a

a

aaaaaa

aaaaaa
 . 

 . لمنفرجةلوالثانية    الحادة  اهما للزاويةحد )موجبة وسالبة(إوواضح أن  نحصل على قيمتين

                  Z 

 

 

                      P5(0,0,a)       P4 

 

 

         P6                     P7(a,a,a) 

 

                     O                   P3            Y 

 

          

          P1                     P2(a,a,o) 

 

 

X 
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 : لعمودي على المستوى المار بالنقط اتجاه اجيوب تمام  أوجد   :(4مثال)

       P1(2, 3, -2), P2(1, -1, -1), P3(0, 1, 2) 

 :الحل
   المستقيم العمودي على المسـتوى المـار بالـنقط المعطـاه يكـون هـو العمـودي علـى المسـتقيمين

3P1, P 2P1P    3حيث أنهما يقعا ف نفس المستوى المار بالنقط,P2,P1P   
cbaمودي هي  ولتكن نسب اتجاه هذا الع هي    2P1P ونسب اتجاه ,,

111 ,, cba  
هي    3P1P نسب اتجاهو 

222 ,, cba  
1)2(1,431,121 111 =−−−=−=−−=−=−= cba    , 

4)2(2,231,220 222 =−−=−=−=−=−= cba      , 

6
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−
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−
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 تكون:   اتجاه العمودي على المستوىوإذا  جيوب تمام  
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أوجد طول أقصر ب عد بين مستقيمين ف الفضاء الثلاثي نسب اتجاه   :(5)مثال
2,6,3ونسب اتجاه الأخر)5,4,3(ويمر بالنقطة   1,2,3أحدهما   )3,6,4(بالنقطة   ويمر  −

)5,4,3(,)3,6,4(لتكن  :الحل 21 PP 
 
 
 
 

 ي عطى من العلاقة:   المعلومين بين المستقيمينKعدأقصر ب  طول  
)( 21212121 NNMMLLPPK ++= . 

حيث 
111 ,, NML جيوب تمام اتجاه

21PP وحيث ،
222 ,, NML جيوب تمام اتجاه العمودي

 على المستقيمين. 
,39441)53()46()34( 222

21 ==++=−+−+−=PP  

,
3

2

3

53
,

3

2

3

46
,

3

1

3

34
111

−
=

−
==

−
==

−
= NML  

cbaي ه المستقيمين  نسب اتجاه العمودي علىلتكن  و  ,,   
,,1,2,3,,,2,6,3 ولتكن 222111 − cbacba    وإذا: 

    

   P1 

  

          

          

            P2                                                      
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. 

4321 تقيمين أوجد طول أقصر بعد بين المس  :(6)مثال , PPPP  حيث :  
)4,4,2(,)5,3,0(,)5,3,2(,)2,1,4( 4321 −−−−− PPPP . 

 :الحل
111يه  21PPنسب اتجاهلتكن  ,, cba 43ب اتجاهونسPP 222يه ,, cba 

4321ونسب اتجاه العمودي على , PPPP يهcba ,, 
325,2)1(3,6)4(2 111 =−=−=−−−==−−= cba    , 

1)5(4,134,202 222 =−−−==−==−= cba       , 
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 قيمين تكون: اتجاه العمودي على المستوإذا  جيوب تمام  
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 تكون:31PPاتجاه وجيوب تمام  
,
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 :لعلاقةي عطى من ا  وإذا  طول أقصر ب عد بين المستقيمين
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 تمارين 
  P21, 2, 4), P-(3(1, 0, 5), P4P ,(3 ,6 ,4)1(5 ,4 ,3)إذا كانت   -1

 .4P3P  المستقيم  على  2P1P  المستقيم  فأوجد طول مسقط       
 . (1- ,5 ,1-) ,(3 ,1- ,1) ,(4 ,3 ,2-)رؤوس     يد زوايا المثلث الذ أوج  -2
 النقط:   رؤوس    ي بدون حساب أطوال أضلاع المثلث الذ  -3

       (1, 2, 6), (1, 6, 2), (4, 4, 0).  
 قائم الزاوية. تحقق من أن         

 .  {4-,0,4} , {4,4,0-} , {4,0,4-}  يإذا كانت نسب اتجاه أضلاع مثلث ه -4
 الأضلاع.   يمتساو يكون  أن المثلث  تحقق من  ف

 : علما بأن   4P3P  المستقيم  على   عموديا    2P1P  المستقيم   تجعل تيال   قيمة  عيّن  -5

        P1(-,-1,2), P2(0,2,4), P3(1,,1), P4( + 1,0,2)  . 
  (1 ,6 ,4-)ويمر بالنقطة    1 ,2- ,2مستقيم نسب اتجاه    -6

 . أوجد نقطة تقاطع  مع مستويات الإحداثيات      
ويمر بالنقطة   1 ,2- ,2أوجد طول أقصر بعد بين مستقيمين أحدهما نسب اتجاه    -7

 .(6 ,2 ,2-)ويمر بالنقطة    2- ,3 ,6والآخر نسب اتجاه     (1 ,5 ,2)

 :حيث  4P3, P2P1Pطول أقصر بعد بين المستقيمين  أوجد  -8

P1(0, 2, 4), P2(3, 4, 5), P3(1, 0, 5), P4(4, 6, 3). 

------------------------------------------------ 
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 الباب الثانى
 الفضاء الثلاثي المستوى والخط المستقيم في  

 :الفضاء الثلاثيالمستوى في    –  ولا أ
 : المستوى   تعريف  -1

  2P1Pفإن جميع نقط المستقيم    P1P ,2خذت عليه نقطتان  المستوى هو السطح الذى إذا أ  
 .تكون واقعة على السطح أيضا  

صحيح والعكس  ،    تدل على مستوى  ,z x, yأي معادلة من الدرجة الأولى في  :  نظرية
 .x, y, zمعادلة أي مستوى تكون من الدرجة الأولى في   بمعنى أن  
 : بالصورة العامة  x, y, zنفرض أن معادلة من الدرجة الأولى في  :  البرهان

ax + by + cz + d = 0    (1) 

 : إذا    ( 1)   على المحل الهندسي للمعادلةيننقطت  z1, y1(x1), P2, z2, y2(x2P ,1(لتكنو 
ax1 + by1 + cz1 + d = 0 

      (2) 
ax2 + by2 + cz2 + d = 0 

بحيث   2P1Pنقطة ما على المستقيم    Pولتكن
2

1

2

1

PP

PP




=  










+

+

+

+

+

+


21

1221

21

1221

21

1221 zz
,

yy
,

xx
)z,y,x(P . 

 لتعريف وطبقا لذلك  على  ( و 1تحقق المعادلة ) P( نجد أن النقطة  2ستخدام العلاقة )وبا
 ل مستوى. ( تمث1المعادلة )  فإن 

عمودي على   K0Pونفرض أن    z0, y0(x0P ,0(ولإثبات العكس نفرض مستوى يمر بنقطة  
  a,b,c ين نسب اتجاه العمودي هأالمستوى و 

هو يكون  واضح أن المستوى  .أي نقطة عليه   P(x, y, z)ولإيجاد معادلة المستوى نفرض 
 .  K0P ⊥P 0Pالتى تحقق الشرط    Pلنقطة  لالمحل الهندسي  

 .    0z –), (z 0y –), (y 0x –(x(  تكون  P0Pإن نسب اتجاه  وحيث  
a(x – x0) + b(y – y0) + c(z –z0) = 0 .  (3) 

ax + by + cz – (ax0 + by0 + cz0) = 0. 
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وتتحقق فقط بجميع نقط المستوى  x, y, zمعادلة من الدرجة الأولى في   (3)واضح أن و 
 معادلة المستوى.   يفه  ل وبالتا
 : تائجنملاحظات و  ▪
وهذا   ،  ثوابت يمكن اختزالها إلى ثلاثة ثوابت مستقلة   أربعة  مل علىت( تش1المعادلة ) -1

 يتحدد بثلاث شروط مستقلة.  الفضاء الثلاثيأن المستوى في   نييع
 ,aيه هي  اتجاه العمودي علونسب    z1, y1P(x ,1(  نقطةليمر با الذي  ستوى  الممعادلة   -2

b, c   01 = (تكون على الصورةz –) + c(z 1y –) + b(y 1x–a(x  

 ( L,M,N)جيوب تمام اتجاهه    c1b 1,a ,1شرط توازي المستقيم الذي نسب اتجاهه  -3

 cc1+bb1aa   (aL+bM+cN=0 .)+01=هو:    ax+by+cz+d=0للمستوى         
 تكون:   02z+d2y+c2x+b2a,  =01z+d1y+c1x+b1a=بين المستويين   الزاوية   -4















++++

++
= −

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2121211cos
cbacba

ccbbaa
 . 

 هو:   02z+d2y+c2x+b2a,  =01z+d1y+c1x+b1a=ستويين  شرط توازي الم -5

  a1:b1:c1=a2:b2:c2 

 تساوي:   02z+d2y+c2x+b2a,  =01z+d1y+c1x+b1a=والمسافة بين المستويين  

2

2

2

2

2

2

21

2

1

2

1

2

1

21

cba

dd

cba

dd

++

−
=

++

−
. 

 هو:   02z+d2y+c2x+b2a,  =01z+d1y+c1x+b1a=شرط تعامد المستويين   -6

  a1a2+b1b2+c1c2=0 

},,{,},,{إذا كانت  -7 222111 cbacba   نسب اتجاه مستقيمين معلومين ، وكانت
},,{ cba   :نسب اتجاه العمودي عليهما ومن شرط التعامد يكون  

.0

,0

222

111

=++

=++

ccbbaa

ccbbaa
 

,,.ويكون:     
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a ===  
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 أمثلة:  ▪
على   ويكون عمودي     ,1 ,0)-(1توى الذى يمر بالنقطة ـوجد معادلة المسأ  :(1مثال)

 .   P-(1, 1P ,(2 ,21 ,3)-(1 ,4حيث    2P1Pالمستقيم  
 :الحل

تكون   a, b, cيه هي  اتجاه العمودي علونسب    z1, y1(x ,1(ستوى يمر بالنقطة  الممعادلة  
 : على الصورة

a(x –x1) + b(y – y1) + c(z – z1) = 0. 

 : تكون   2P1Pونسب اتجاه العمودي  
a = 3 – 1 = 2,  b = -4 + 1 = -3,  c = 1 – 2 = -1. 

  ة:المستوى المطلوبفتكون معادلة  
2(x–0)+(-3)(y–1)+(-1)(z-(-1)) = 0. 

2x-3y-z+2=0. 

 :حيث  4P3Pويوازي المستقيم    P1P ,2أوجد معادلة المستوى المار بالنقطتين  :  (2مثال)
P1(0, 1, 0), P2(2, 0, 1), P3(3, 0, 0), P4(0, 2, 2).  

 :  الحل
فيكون العمودي على   4P3Pويوازي المستقيم    P1P ,2 تينحيث إن المستوى يمر بالنقط

   4P3, P 2P1Pالمستوى هو العمودي على المستقيمين  
 ,2-1,1تكون   2P1P ونسب اتجاه  

  –2 ,2 ,3تكون    4P3Pونسب اتجاه   
 تكون نسب اتجاه العمودي عليهما )العمودي على المستوى( هي:   ل وبالتا

.1
23

12
,7

32

21
,4

22

11
=

−

−
=−=

−
=−=

−
= cba  

 1 ,7- , 4 –ون معادلة المستوى المطلوب بمعلومية نسب اتجاه العمودي عليه  تكومن ثم  
 هي:   1P(0 ,1 ,0)ويمر بالنقطة  

- 4 (x – 0) – 7(y – 1) + 1(z – 0) = 0. 

4x + 7y – z – 7 = 0. 
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على   ويكون عمودي     ,1)-(5 ,1وجد معادلة المستوى الذى يمر بالنقطة أ  :(3مثال)
 .   2x – y + 3z – 1 = 0,   x + 2y + z = 0المستويين   

 :الحل
  : تكون   a,b,cونسب اتجاه العمودي عليه   (5 ,1- ,1)معادلة المستوى الذى يمر بالنقطة  

a(x – 1) + b(y + 1) + c(z – 5) = 0. 

فيكون العمودي على المستوى عمودي على كل من المستويين المعطيين    حيث إن و 
 : ستويين المعطيين وشرط ذلك هوالمستوى المطلوب موازي  لكل من الم

2a – b + 3c = 0. 

a + 2b + c = 0. 

5
21

12
c.1

11

23
b,7

12

31
a =

−
===−=

−
= . 

 تكون معادلة المستوى المطلوب هي: على ذلك  و 
-7(x – 1) + (y + 1) + 5 (z – 5) = 0. 

-7x + y + 5z – 17 = 0. 
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 : صور خاصة لمعادلة المستوى  –  2
 : ط معلومةمعادلة المستوى المار بثلاث نق  –أ  

   z3, y3(x3), P2, z2, y2(x2), P1, z1, y1(x1P ,3(نفرض النقط الثلاث  
 تكون بالصورة :   1Pمعادلة أي مستوى يمر بالنقطة  

a(x- x1) + b(y – y1) + c(z – z1) = 0   

  : فنحصل على  P2P ,3المستوى بالنقطتين  هذا  فإذا مر  
a(x2 – x1) + b(y2 – y1) + c(z2 – z1) = 0. 

a(x3 – x1) + b(y3 – y1) + c(z3 – z1) = 0. 

 بين المعادلات نحصل على:   a, b, cبحذف المعاملات الثلاثة  و 

0

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

131313

121212

111

=

−−−

−−−

−−−

.   

من الدرجة الأولى معادلة  ا  )حيث إن   P2, P1P ,3وهذه هي معادلة المستوى المار بالنقط  
 (.  P2, P1P ,3  ها النقط ققتحو   x, y, zفي  

 قوع النقط: شرط و   : نتيجة
  P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2), P3(x3, y3, z3),  P4(x4, y4, z4)   

 في مستوى واحد هو: 

0

141414

131313

121212

=

−−−

−−−

−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. 
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 : الإحداثياتيقطعها من محاور    تيأطوال الأجزاء اللومية  معادلة المستوى بمع   –ب  
321نفرض أن الأجزاء المقطوعة من المحاور هي  ,, aaa  أي أن المستوى يمر بالنقط : 

),0,0(),0,,0(),0,0,( 321 aaa  

  :كما بالرسم
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 هي:المستوى   ة وبذلك تكون معادل
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31

21
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−−−

−−−

aa
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zyax

 

 : أي أن 
.  321213132 aaazaayaaxaa =++   

0321فإذا كانت  aaa    على الصورة  تصبحالسابقة  فإن المعادلة : 
1

321

=++
a

z

a

y

a

x
.       

                    Z                  

                     

 

                             

                 (0,0,a3) 

                                    

                     

                         

                     O            (0,a2,0)          Y 

 

         (a1,0,0) 

 

 

X 
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 : ونتائج  ملاحظات ▪
321إذا كان أحد الأجزاء -1 ,, aaa    وكان الجزءان الآخران مساوين ،  لا يساوى الصفر

تمر بنقطة   تييمر المستوى بنقطة الأصل ومعادلة المستويت ال  ل لتاللصفر ، وبا
 الأصل تكون على الصورة: 

0=++ czbyax .    
0وعندئذ  →1aفإن  OX  المحور   ا وازى المستوى أحد المحاور وليكنإذ -2

1

→
a

x  

 على الصورة:   السابقة تصبح المعادلة  ، ومن ثم  المحدودة    x لجميع قيم
1

32

=+
a

z

a

y
. 

32بأجزاء   OY,OZويقطع المحاور   OXمستوى يوازي المحورتمثل  عادلة  الم   هذهو        ,aa 
 : المعادلتينكون  توبالمثل  ، على الترتيب        

1,1
2131

=+=+
a

y

a

x

a

z

a

x
. 

31 بأجزاء  OX,OZويقطع المحاور   OYمعادلة مستوى يوازي المحور  تمثلان        ,aa    
  OX,OYويقطع المحاور   OZور  معادلة مستوى يوازي المح، و   على الترتيب       
بأجزاء      

21,aa  على الترتيب . 
1axالمعادلة  -3 ويقطع المحور   YOZمستوى يوازي المستوى    الفضاء الثلاثي تمثل في    =

OX   في جزء طوله
1a. 
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 : معادلة المستوى في الصورة العمودية  -ج  
جيوب   L, M, Nطول العمود النازل من نقطة الأصل على المستوى وأن   Rنفرض أن  

321بفرض أن، و   تمام اتجاه هذا العمود ,, aaa  توى من ـهي الأجزاء التى يقطعها المس
 نجد أن: )انظر الرسم السابق(    OX,OY,OZ  المحاور

.
321

,,
a

R
N

a

R
M

a

R
L ===   

1 وبالتعويض في المعادلة
321

=++
a

z

a

y

a

x  321 عن قيم ,, aaa  :نحصل على  

1
R

Nz

R

My

R

Lx
=++ . 

  : أي أن 
Lx + My + Nz = R.    

 . R > 0هي معادلة المستوى في الصورة العمودية حيث  وهذه 
 : ونتائج  ملاحظات ▪
معادلة  انتكإذا وقعت نقطة الأصل في منتصف البعد بين مستويين متوازيين و  -1

عطى فإن المستوى الأخر ي    Lx + My + Nz = Rفي الصورة العمودية   أحدهما
 Lx - My - Nz = R  بالمعادلة 

+++=0لمستوىلمعادلة االصورة العمودية  -2 dczbyax   : تكون 
0

222
=

++

+++

cba

dczbyax
.    

 : المستوى مساوي  هذا  ويكون طول العمود النازل من نقطة الأصل على  

222 cba

d

++
. 
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 ،   ,1)-(1 ,1أوجد أطوال الأجزاء المقطوعة من المحاور بمستوى يمر بالنقطة :  (4مثال)
 .   3x – 4y + 5z + 2 = 0ويوازي المستوى  

 :  الحل
 
 
 عطى تكون بالصورة: معادلة المستوى الذى يوازي المستوى الم

3x – 4y – 5z + d = 0. 

   d = - 12  فإن   (1 ,1- ,1)بالنقطة  هذا المستوى  فإذا مر  
  هي:المستوى المطلوب ومن ثم تكون معادلة  

3x - 4y + 5z – 12 = 0. 

.1

5

1234
=+

−
+

zyx
 

تكون أطوال الأجزاء المقطوعة من المحاور هي   ل وبالتا
5

12
,3,4 −   . 

بأجزاء أطوالها الاحداثيات  أوجد الصورة العمودية للمستوى الذى يقطع محاور    :(5مثال)
  1- ,1 ,2-على الترتيب هي  

 :  الحل
 معادلة المستوى بمعلومية الأجزاء المقطوعة تكون: 

.222

.1
112

−=+−

=
−

++
−

zyx

zyx

 

 وبذلك تكون الصورة العمودية للمستوى هي: 

441

2

441

22

++

−
=

++

+− zyx
. 

 ار الإشارة السالبة ليكون الطرف الأيمن موجب: يختوبا
.

3

2

3

2

3

2

3

1
=−+− zyx  

قطة الأصل تكون هي ناتجاه وطول العمود النازل على المستوى من  جيوب تمام  أي أن  
على الترتيب: 

3

2
,

3

2
,

3

2
,

3

1
===−= RNML. 
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 : طول العمود النازل على مستوى معلوم من نقطة معلومة  –  3
 ،   عطى بالصورة العموديةم    R > 0حيث    Lx + My + Nz = Rنفرض أن المستوى  

 طة المعلومة. النق  z1, y1P(x ,1(ونفرض أن  
 Pإحدى نقط المستوى فإن طول العمود النازل من النقطة    z0, y0(x0P ,0(فإذا كانت  

على العمود على   1P0Pلقيمة العددية لمسقط  ل  يكون مساوي    1Rعلى المستوى وليكن  
 : أي أن   المستوى

( ) ( ) ( )  ( ).1110101011 RNzMyLxzzNyyMxxLR −++=−+−+−=  

 انب جأحد قط الواقعة على تكون موجبة لجميع الن  ax + by + cz + dالدالة  :  نظرية
 وتكون سالبة لجميع النقط في الجانب الآخر.   ax + by + cz + d = 0المستوى  
 :تقعان على جانبى المستوى  z2, y2(x2), P1, z1, y1(x1P ,2(نفرض النقطتين  :  البرهان

ax + by + cz + d = 0  . 
 يثبح  P  نقطة   يقطع المستوى في   2P1Pونفرض أن  

2

1

2

1




=

PP

PP 

.,,
21

1221

21

1221

21

1221










+

+

+

+

+

+












 zzyyxx
P . 

 تقع على المستوى فإنا تحقق معادلته أي أن:   Pوحيث إن  

a(1x2 + 2x1) +b(1y2 + 2y1) + c(1z2 + 2z1) + d(1 + 2) = 0. 

1(ax2 + by2 + cz2 + d) + 2(ax1 + by1 + cz1 + d) = 0. 

)(
222

111

2

1

dczbyax

dczbyax

+++

+++
−=




.   

النسبة ي تكون  ولك
2

1



  الكميتان ، لابد أن تكون    موجبة : 

dczbyaxdczbyax ++++++ 222111 ,  
 مختلفان في الإشارة. 
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على المستوى  (1,0,2) ,(0,0,0)العمودين النازلين من النقطتين   لأوجد طو   :(6مثال)
x–2y+2z– 4=0   .ووضح أن هاتين النقطتين تقعان في جهتين مختلفتين من المستوى 

 :  الحل
 على المستوى   (2 ,0 ,1) ,(0 ,0 ,0)  النقطتين هما أطوال العمودين من  R0R ,1أن  نفرض

( ) ( ) ( )
3

4

3

4

441

4020201
=

−
=

++

−+−
= oR , 

3

1

3

1

441

4)2(2)0(2)1(1
1 −==

++

−+−
= R . 

في تقعان    (2 ,0 ,1) ,(0 ,0 ,0)مختلفتين في الإشارة أي أن النقطتين    RoR ,1وواضح أن  
 طى. جهتين مختلفتين من المستوى المع  
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 : المنصفان للزاوية الزوجية بين مستويين معلومينالمستويان    –  4
0,0 نفرض أن 22221111 =+++=+++ dzcybxadzcybxa .مستويين معلومين 

 في    هو المحل الهندسي لنقطة يكون  المستويين  هذين  المستوى المنصف للزاوية الزوجية بين  
 بعدها عن المستوى الثاني.   يبحيث يكون بعدها عن المستوى الأول يساو   الفضاء الثلاثي

   انظر الشكل(:)
 
 

 
 
 
 
 

),,(إذا كانت   هأي أن P   :نقطة على المستوى المنصف فإن 

2

2

2

2

2

2

2222

2

1

2

1

2

1

1111

cba

dcba

cba

dcba

++

+++
=

++

+++ 
. 

),,(أن النقطة  يأ P   تحقق إحدى المعادلتين:   دائما 

2

2

2

2

2

2

2222

2

1

2

1

2

1

1111

cba

dzcxbxa

cba

dzcybxa

++

+++
=

++

+++
.  

 وية الزوجية بين المستويين المعلومين. المستويين المنتصفين للزا  تىوهما معادل 
 : يمتعامدان لأن نسب اتجاه أحدهما ه  يكونا  ين المستويهذين  وواضح أن  

122112211221 ,, kckckbkbkaka −−− . 

 : يونسب اتجاه الآخر ه
122112211221 ,, kckckbkbkaka +++ . 

2حيث 

2

2

2

2

22

2

1

2

1

2

11 , cbakcbak ++=++=   . 

 P 
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 ين: لزوجية بين المستويأوجد معادلتى المستويين المنصفين للزاوية ا  :(7مثال)
x + 2y – 2z + 3 = 0 ,   2x – y + 2z = 4. 

 :الحل
 طيين ت عطيان من: المستويين المنتصفين للزاوية الزوجية بين المستويين المع   تىمعادل 

414

422

441

322

++

−+−
=

++

+−+ zyxzyx
.  

0743,013تكونا المعادلتين  وإذا    =−+−=−+ zyxyx 
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 :معلومين   مستويينمعادلة أي مستوى يمر بخط تقاطع    –  5
0,0 نفرض أن 22221111 =+++=+++ dzcybxadzcybxa مستويين معلومين

 وغير متوازيين.
 تكون على الصورة:   همامعادلة المستوى المار بخط تقاطع

0)()( 2222211111 =+++++++ dzcybxadzcybxa  .  

حيث 
21,   .ثابتان لا يساوين الصفر في آن واحد 
 ع المستويين: أوجد المستوى المار بخط تقاط   :(8مثال)

x + y + z – 3 = 0 ,    x – 2y + 3z + 4 = 0. 

 . لثانيعلى المستوى ا  ويكون عمودي  
 :  الحل

 : على الصورة   معادلة المستوى المار بخط تقاطع المستويين تكون
1(x + y + z – 3) + 2( x – 2y + 3z + 4) = 0.  (*) 

(1 + 2) x + (1 – 2 2) y + (1 + 3 2) z + (-31 + 42) = 0. 

  x – 2y + 3z + 4 = 0على المستوى    يكون هذا المستوى عمودي    يولك
 يجب أن يتحقق الشرط: 

(1 + 2) –2 (1 - 22) + 3 (1 + 32) = 0. 

 نحصل على:   (*)وبالتعويض في المعادلة ،    27 -=  1وبالتال نحصل على  
-72(x + y + z - 3) + 2(x – 2y + 3z + 4) = 0. 

 : يتكون معادلة المستوى المطلوب ه  2 1 =وبوضع  
6x + 9y + 4z – 25 = 0. 
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 ين: أوجد معادلة المستوى المار بخط تقاطع المستوي  :(9مثال)
3x + 2y – 5z + 1 = 0 ,   x – 5y – z – 3 = 0. 

 . ولالمستوى الأ   على ويكون عمودي  
 :  الحل

 معادلة المستوى المطلوب تكون على الصورة:
1(3x + 2y – 5z + 1) + 2(x – 5y – z- 3) = 0. 

(31 + 2) x + (21 - 52) y + (-51 - 2) z + (1 - 32) = 0. 

 : ى من شرط التعامد نحصل علو 
 3(31 + 2) + 2(21 - 52) –5 (-51 -2) = 0. 

 381 - 22 = 0  2 = 191. 

 وبالتعويض نحصل على: 
1[(3 + 18) x + (2 – 72) y + (-5 – 18) z + (1 – 54)] = 0. 

 : يتكون المعادلة المطلوبة ه  1 1 =وباختيار  
21 x – 70 y – 23 z – 53 = 0. 
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 :الفضاء الثلاثيوضع ثلاثة مستويات بالنسبة لبعضها في    –  6
 نفرض أن لدينا ثلاثة مستويت: 

a1x + b1y + c1z + d1 = 0, 

a2x + b2y + c2z + d2 = 0, 

a3x + b3y + c3z + d3 = 0. 

 : الفضاء الثلاثيوجد خمس حالات مختلفة ممكنة لوضع هذه المستويت لبعضهما في  ت  
 شرط: إذا تحقق الانطباق المستويت الثلاثة على بعضها    –أ  

a1:b1:c1:d1= a2:b2:c2:d2 = a3:b3:c3:d3. 

 شرط: إذا تحقق التتوازى المستويت الثلاثة    –ب  
a1:b1:c1= a2:b2:c2 = a3:b3:c3 . 

يكون و   الفضاء الثلاثيتتقاطع المستويت الثلاثة في خط مستقيم في الجزء المحدد من    –ج  
 تجعل المستوى:  شرط التقاطع هو وجود قيمة عددية  

a1x + b1y + c1z + d1 +  (a2x + b2y + c2z + d2) = 0. 

 ينطبق مع المستوى الثالث أي أن:       

3

21

3

21

3

21

3

21

d

dd

c

cc

b

bb

a

aa  +
=

+
=

+
=

+
. 

 تتقاطع المستويت الثلاثة في نقطة واحدة إذا تحقق الشرط:    –  د

0

cba

cba

cba

333

222

111

 . 

ليس للمستويت الثلاثة أي نقطة مشتركة ويحدث ذلك إذا كان خط تقاطع  –هـ  
 مستوين من المستويت الثلاثة يوازي المستوى الثالث. 
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 :أن المستويت الثلاثة تحقق من:  (10مثال)

2x – y + 5 z –1 = 0, 

x + 3y + z – 4 = 0, 

6x + 11 y + 9 z – 17 = 0. 

 تتقاطع في خط مستقيم. 
 :الحل

 تكون:   يمر بخط تقاطع المستويين الأول والثاني  معادلة المستوى الذي    
2x – y + 5z – 1 + (x + 3y + z – 4) = 0  
(2 - ) x + (-1 + 3) y + (5 + ) z + (-1 - 4) = 0.  (*) 

مع معادلة   (*)تقاطع المستويت الثلاثة في خط مستقيم يجب أن تنطبق المعادلة  ولكى ت
 أي يتحقق:  المستوى الثالث

17

41

9

5

11

33

6

2 +
=

+
=

+−
=

+
.   (**) 

  (**)تحقق العلاقة     = 4وواضح أن القيمة العددية  
 وبالتال تتقاطع المستويت الثلاثة في خط مستقيم. 
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 ن ــتماري
 بأن من منتصفه علما    2P1Pوى العمودي على  أوجد معادلة المست -1

   P1(-3, -1, 4), P2(1, 5, 6). 
إذا كانت  -2

3

2
,

4


=


=   زاويتين من زواي اتجاه العمودي على المستوى المار

 وجد معادلة المستوى. فا   (2 ,1 ,3)بالنقطة  
 OYور  ويقطع من المح 2x – y + z = 0للمستوى    يأوجد معادلة المستوى المواز  -3

 .وحدات 3جزء طوله  
  (1 ,2- ,3-) ,(3 ,3 ,2-) ,(2- ,1 ,1-) ,(4- ,2 ,0)أن النقط  تحقق من   -4

 وأوجد معادلته. ، تقع في مستوى واحد         
  4x + y + 8z + 39 = 0للمستوى    يأوجد معادلة المستوى المواز  -5

 وحدات.  7ويبعد عنه         
بحيث يكون بعدها عن  ضاء الثلاثيالف ي لنقطة تتحرك في  ـأوجد المحل الهندس -6

 = 4x – 8y + z – 9ضعف بعدها عن المستوى   x + 2y + 2z – 6 = 0توى  ـالمس

0. 
 : فيما يلي  أوجد الزاوية الحادة بين كل من المستويين -7

(i) 2x – y + 2z – 10 = 0,   4x + y + z – 7 = 0. 

(ii) 5x + 3y – 4z + 14 = 0,   x – 4y – z + 12 = 0. 

(iii) 3x + 4y – 16 = 0,    4y – 2z – 5 = 0.  
  (2 ,4 ,0) ,(1 ,0 ,8)أوجد معادلات المستويت التى تمر بالنقطتين   -8

وتصنع زاوية       
4

    0 = 7مع المستوى –y + 2z  –2x  . 
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  :المار بخط تقاطع المستويينو   (1 ,2- ,3)أوجد معادلة المستوى المار بالنقطة   -9

  3y – 2z – 4 = 0,   x + y + 4z + 6 = 0 . 
وعمودي على كل من   (2 ,2- ,1)أوجد معادلة المستوى المار بالنقطة     -10

   :المستويين

  3x – 3y + z = 0,   2x + 4y – 5z + 1 = 0 . 
ويمر بالنقطة    x – y + z = 0توى  ـتوى العمودي على المسـأوجد معادلة المس   -11

 . (1- ,3 ,2)لمار بنقطة الأصل والنقطة  ويوازي المستقيم ا  (1 ,1- ,2)
------------------------------------------ 
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 الفضاء الثلاثي في    الخط المستقيم   -  ثانيا  
 : الصورة العامة لمعادلات الخط المستقيم  -أ

الفضاء في  غير متوازيي    ي قاطع مستويينتج من ت  الفضاء الثلاثيفي  الخط المستقيم  
بمعادلتي من الدرجة الأولى  ثليُ   الفضاء الثلاثين الخط المستقيم في  فإ وبالتالى  ،    الثلاثي

 أن:  يأ   x, y, zفي  
a1x + b1y + c1z + d1 = 0. 

     (*) 

a2x + b2y + c2z + d2 = 0. 

تكون واقعة في آن واحد   (*)  كل نقط  والعكس صحيح  c2:b 2a  1:c1:b1a:2حيث 
من المستويات التى تمر بالمستقيم  يحيث إنه يوجد عدد لا نهائ، و على خط تقاطعهما  

 المعادلة:   ثلاا ليدلان على المستقيم م نه يكن اختيار أي مستويي منهماإف   (*)
a1x + b1y + c1z + d1 +(a2x + b2y + c2z + d2) = 0.  (1) 

  (*)تمثل مستوى ير بخط تقاطع المستويي  
قيمتي مختلفتي لنحصل على مستويي يران     الكمية العددية  عطىويكفي أن نُ 

 . (*)بالمستقيم  
 الناتج من تقاطع المستويي: المستقيم  الخط أوجد معادلة    :(1مثال)

4x –2y + z + 1 = 0,   2x + 3y – z – 5 = 0. 

 :  الحل
  يعُطى من: ير بخط تقاطع المستوييالذي  ستوى  الم

4x – 2y + z + 1 +  (2x + 3y – z – 5) = 0.  (**) 

 نحصل على: ف  (**)في    بالصفر  xبوضع معامل  و 
4 +2 = 0,   = -2. 

 8y – 3z – 11 = 0  نحصل على (**) عادلة  في الم  وبالتعويض عن  

 نحصل على:   (**)في    بالصفر  yبوضع معامل  و 
-2 +3 = 0   = 2/3. 

  15x + z – 7 = 0  نحصل على (**) في المعادلة    وبالتعويض عن  



       د/ سعد شرقاوي                                                            في ثلاثة أبعادالهندسة التحليلية 
__________________________________________________________ 

 

58 

 بالمعادلتي: المعطيي  وبذلك يكن التعبير عن المستقيم الناتج من تقاطع المستويي 
8y – 3z – 11 = 0   ,  15x + z – 7 = 0. 
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 : معادلات الخط المستقيم بدلالة نسب اتجاهه ونقطة عليه -ب
   z1, y1(x1P ,1(هى نسب اتجاه المستقيم وير بالنقطة    a, b, cنفرض أن  

 : فيكون أي نقطة عليه   P(z, y, z)ولإيجاد معادلة هذا الخط نفرض أن  
a : b : c = x – x1 : y – y1 : z – z1. 

 أي أن: 
a = x – x1, b = y – y1,  c = z – z1. 

x = a + x1, y = b + y1, z = c + z1.  (2)  

 كمية عددية.   حيث  
 على المستقيم بدلالة البارامتر  تقع  إحداثيات أي نقطة  نحصل على   (2)العلاقة  من  

 تقيم. رامترية للخط المسبا بالمعادلات ال  (2)سمى  وتُ   z1, y1a, b, c, x ,1والقيم المعطاة  
 في آن واحد    a, b, cه لا يكن أن تنعدموحيث إن

 نحصل على:  (2)من   فبحذف البارامتر  

c

zz

b

yy

a

xx 111 −
=

−
=

−
.    (3) 

 الصورة القياسية لمعادلات الخط المستقيم.   يهوهذه 
    (3)مباشرة بالصورةتُكتب  معادلاته  فإن  عطيت نسب اتجاه المستقيم ونقطة عليه  إذا أُ و 
 تؤول إلى المستويي:  (3)عادلة فإن الم  a = 0, b  0, c  0كان  إذا  و 

 ., 11
1

c

zz

b

yy
xx

−
=

−
=  

 تؤول إلى المستويي:  (3)  المعادلة فإن   a = 0, b = 0, c  0  إذا كان و 
  ., 11 yyxx −=  



       د/ سعد شرقاوي                                                            في ثلاثة أبعادالهندسة التحليلية 
__________________________________________________________ 

 

60 

 : معادلات الخط المستقيم المار بنقطتين معلومتين  -ج
),,(,),,(تي المستقيم ير بالنقطإذا كان   22221111 zyxPzyxP  انت نسب اتجاهه وك

cbaيه  : فيكون   ,,
121212 :::: zzyyxxcba −−−=  

 في الصورة:   (3)وبذلك تصبح الصورة القياسية  
.

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−

−
=

−

−
=

−

−
   (4) 

),,(,),,(وهذه تمثل معادلة الخط المستقيم المار بالنقطتي  22221111 zyxPzyxP. 
 وجد الصورة القياسية لمعادلة الخط المستقيم: أ   :(2مثال)

2x – 3y + z + 5 = 0, x + 2y – 3z – 8 = 0. 

 :الحل
المعطيتي لصفر في المعادلتي  با  xعلى المستقيم وذلك بوضع معامل    P1P ,2نعي نقطتي  

 فنحصل على: 
-3y + z + 5 = 0,  2y – 3z – 8 = 0. 

 .   y = 1,  z = -2لى  نحصل ع y, z  وبحل هاتي المعادلتي في 
 .   1P ,1 ,0)-(2تكون    ل وبالتا

 بالصفر نحصل على:   yثم بوضع معامل  
2x + z + 5 = 0,   x – 3z – 8 = 0. 

 .   x = -1, z = -3وبحل هاتي المعادلتي نحصل على  
 . 2P)- ,0 ,1-(3تكون   لوبالتا
)2,1,0(,)3,0,1(المار بالنقطتي تكون معادلة الخط المستقيم    ل وبالتا 21 −−− PPهي  : 

21
1

2

1

1

123

2

10

1

01

0
+=−=

−

+
=

−

−
=

−


+−

+
=

−

−
=

−−

−
zyx

zyxzyx
. 
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أوجد نقط تقـاطع المستقيم  :  (3مثال)
2

4

2

4

1

2 +
=

−

−
=

+ zyx    3مـع المستـوىx + 4y 

+ 12z + 19 = 0   .وأوجد أيضا الزاوية بي المستقيم والمستوى 
 :الحل

Put .
2

4

2

4

1

2
=

+
=

−

−
=

+ zyx
 

x =  - 2, y = -2 + 4, z = 2 - 4    (*). 

 : نحصل على وبالتعويض في معادلة المستوى
3( - 2) + 4 (-2 + 4) + 12 (2 - 4) + 19 = 0. 

  = 1. 

 .   (2- ,2 ,1-)المستقيم مع المستوى هي  نقطة تقاطع  تكون    (*)وبالتعويض في العلاقة 

 ,3  يعلى المستوى ه  ي نسب اتجاه العمودو   2 ,2- ,1  ي وحيث إن نسب اتجاه المستقيم ه

 عطى من العلاقة: على المستوى تُ  يبي المستقيم والعمود   الزاوية  اا إذف  12 ,4

)13)(3(

19

144169441

)12)(2()4)(2()3)(1(
cos =

++++

+−+
= . 

ي وبذلك تكون الزاوية التى يصنعها المستقيم مع المستوى ه







−



2
. 
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 : معلوم على مستقيممعلومة  طول العمود النازل من نقطة    -د
),,(النازل من النقطة   Rطول العمود  0000 zyxP  المستقيم:   على 

N

zz

M

yy

L

xx 111 −
=

−
=

−
. 

NMLحيث  ),,(، وير بالنقطة   جيوب تمام الاتجاه الفعلية للمستقيم  يه  ,, 111 zyx  
 : العلاقةعطى من  يُ 

2

R = (x1-x0)
2+(y1-y0)

2+(z1-z0)
2-[ L(x1-x0)+M(y1-y0)+N(z1-z0)]. 

على المستقيم المار بالنقطة   ,P(1-(2 ,1أوجد طول العمود النازل من النقطة  :  (4مثال)
1)-1, 2, -(1P  2على المستوى    ي وعمودz + 3 = 0 –2x + y . 

 :الحل
نفس نسب اتجاه المستقيم   ي وتكون ه  2- ,1 ,2  يعلى المستوى ه  ي نسب اتجاه العمود

 إنه عمودي على المستوى( )حيث 
 : يهالقياسية  وعلى ذلك تكون معادلة المستقيم  

2

1

1

2

2

1

−

+
=

−
=

+ zyx
. 

 عطى من: على المستقيم يُ   ,P(1-(2 ,1النازل من النقطة    R طول العمود ومن ثم فإن  

.
9

173

.
9

173

3

5
994

)12(
3

2
)21(

3

1
)11(

3

2
)12()21()11(

2

1

2

2

2222

=

=






 −
−++=









+−−−++−++−−++=

R

R
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 : الفضاء الثلاثيفي   تقاطع مستقيمين  -ه ـ
 : )وهو شرط وقوعهما في مستوى واحد(  يالمستقيم رط تقاطع  ش

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1 ,
c

zz

b

yy

a

xx

c

zz

b

yy

a

xx −
=

−
=

−−
=

−
=

−
. 

 يكون: 

0

222

111

121212

=

−−−

cba

cba

zzyyxx

.   

 ومعادلة المستوى الذي يقعان فيه تكون: 

00

222

111

222

222

111

111

=

−−−

=

−−−

cba

cba

zzyyxx

cba

cba

zzyyxx

. 

 : أن المستقيميتحقق من  : (5مثال)

3

2

1

3

3

4
,

1

1

3

2

2

1 +
=

−

−
=

−

−

−

−
=

−

−
=

− zyxzyx
. 

 وجد معادلة هذا المستوى.  أ .ثميقعان في مستوى واحد  
 :  الحل

 شرط تقاطع مستقيمي )وقوعهما في مستوى واحد( هو:  

0

cba

cba

zzyyxx

222

111

121212

=

−−−

. 

0

313

132

313

313

132

122314

=

−−

−−

−

=

−−

−−

−−−−

 . 

 . أي أن المستقيمي متقاطعان 
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 : يوتكون معادلة المستوى الواقعان فيه ه

0

313

132

1z2y1x

=

−−

−−

−−−

. 

 : تكون أي  
10x + 3y + 11z –27 = 0. 

  :أن المستقيمي  تحقق من  :(6مثال)

1

1

1

4

3

2
,

1

2

2

1

1

3 +
=

−
=

−−
=

+
=

−

+ zyxzyx
. 

 ثم أوجد معادلتى العمود المشترك بينهما. . غير متقاطعتي  يكونا  
 :  الحل

 : يكون  شرط تقاطع المستقيمي

046

113

121

355

113

121

211432

=−

−

=−

−−++

. 

  . المستقيمان غير متقاطعي  اا إذو 
 نسب اتجاهه فإن: يه a, b, cهو العمود المشترك بينهما وأن    PQفرض أن  وب

-a + 2b + c = 0,   3a + b + c = 0. 

 : )تحقق من ذلك؟(   نحصل علىهاتي المعادلتي  ومن
   a= 1, b = 4,  c = -7. 

   PQ2PQ, P1Pعطى بالمستويي   يُ   PQالمستقيم  و 
 معادلته يكن كتابتها بالصورة:   PQ1Pالمستوى  وحيث إن  

L(x+3) +M(y+1) + N(z-2) = 0. 

  1P)- ,3-(2 ,1  ه ير بالنقطةلأن
  فيكون: واقعان في هذا المستوى    P, PQ1P  المستقيمان و 

-L + 2M + N = 0,  L + 4M – 7N = 0. 
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 بالصورة:   PQ1Pنحصل على معادلة المستوى  من المعادلتي السابقتي   L, M, Nبحذف  و 

08zyx3

741

121

2z1y3x

=++==

−

−

−++

. 

  تكون على الصورة:   PQ2Pالمستوى  وبنفس الطريقة نجد أن معادلة 

05zy2x

741

113

1z4y2x

=+−−=

−

+−−

. 
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 ن  ــتماري
 3x – y + 2z – 6 = 0,  x + 4y – z + d = 0تجعل المستقيم    ت ال  dأوجد قيمة    –  1

 . OXيقطع المحور  
المستقيم  اتجاه  أوجد جيوب تمام    –  2

3

1

12

3

4

1 −
=

−

−
=

− zyx. 
 حيث:   (ii) ,(i)أوجد الزاوية بي المستقيمي    –  3

(i) 2x – 2y – z + 8 = 0,   x + 2y – 2z + 1 = 0. 

(ii) 4x + y + 3z - 21 = 0,   2x + 2y - 3z + 15 = 0. 

  ؟في مستوى واحد   (ii) ,(i)يقع المستقيمان   هل   –  4
(i)  4x + y + 3z = 0, 2x + 3y + 2z – 9 = 0. 

(ii) 3x – 2y + z + 5 = 0,   x – 3y – 2z – 3 = 0. 

تقاطع المستقيم  أوجد نقطة    –  5
2

1z

1

2y

3

2x +
=

−

−
=

 :مع المستوى   +
   2x + 3y + 3z – 8 = 0 . 

   :والمستوى  3x – 2y = 24, 3x – y = -4أوجد الزاوية بي المستقيم     –  6
   6x + 15y – 10z + 31 = 0. 

  : على المستقيم  ي وعمود  (1 ,2- ,3)أوجد معادلة المستوى المار بالنقطة    –  7
 .

3

1

14

12 +
=

−
=

− zyx   
يكونا   x = y = z – 1 والمستقيم    x + y – z =1,  2x + z = 3أن المستقيم  تحقق من    –8

وأوجد   ،   وأوجد معادلات العمود المشترك عليهما  غير واقعان في مستوى واحد ، 
 عد بينهما. طول أقصر بُ  أيضاا 

 ن: تقيماالمس  يويواز   (3 ,2- ,1-)أوجد معادلة المستوى المار بالنقطة    –  9
 .

8

3

2

2

1
,

6

5

43

2

−

−
=

+
=

−
=

−
=

− zyxzyx   
  x + y = 0, x – y + z – 2 = 0أوجد معادلة المستوى المار بالمستقيم    –10

  .x = y = zلمستقيم ل موازياا يكون  و       
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