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 الباب الثالث

 Linear Transformations التحويلات الخطية

 لمـتغير متجـه أي الاتجاهية ذات القيم المتجهات سنتناول دراسة دوال في هذا الباب
 ي ه و ، متجه عبارة عن تقل والمتغير التابع ـ المتغير المس يكون فيها كلا من الدوال التي

الطبيعية العلوم أفرع مة كثيرة في ولها تطبيقات ها ، سمى بالتحويلات الخطية ما ي . 
 ) مفهوم التحويل الخطي ( ): ١ ( تعريف
W V ليكن  تسمى تحويل T فإن ) أو راسم ( دالة : → W V T فضاءين متجهين ولتكن ,

 : خطي إذا تحقق الشرطان

). ( ) ( ) 2 ( 
, ) ( ) ( ) ( ) 1 ( 

u kT ku T 
v T u T v u T 

= 
+ = + 

. , ,  scalar k V v u ∈ ∀ 

 V يسمى مؤثر خطي فوق T فإن التحويل التحويل الخطي = W V وإذا كان
Linear Operator over V  . 

 : أمثلة
 : ; ) , ( ) , , ( الدالة - ١ 3 2  y x y x x y x T R R T − + = → تكون تحويل خطي 
 ). ؟ وضح ذلك (

 , , ; ) , ,( ) , ( : الحل 2 2 1 1 
2  y x v y x u scalar k R v u let = = ∈ 

, ) ( ) ( 
) , ( ) , ( 

) , , ( ) , , ( 
) ) ( ) ( ), ( ) ( , ( 

) , ( ) ( 

2 2 1 1 

2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

2 1 2 1 

v T u T 
y x T y x T 

y x y x x y x y x x 
y y x x y y x x x x 

y y x x T v u T 

+ = 
+ = 

− + + − + = 
+ − + + + + + = 

+ + = + ∴ 

). ( 
) , ( 

) , , ( 
) , , ( 

) , ( ) ( 

1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 

1 1 

u kT 
y x kT 

y x y x x k 
ky kx ky kx kx 

ky kx T ku T 

= 
= 

− + = 
− + = 

= 

. تحويل خطي T وإذاً
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 : ; ) , ( ) 3 2 , ( الدالة تحقق من أن - ٢ 2 2  x y x y x T R R T − + = → تكون مؤثر خطي 
 , , ; ) , ,( ) , ( : الحل 2 2 1 1 

2  y x v y x u scalar k R v u let = = ∈ 

, ) ( ) ( 
) , ( ) , ( 

) , 3 2 ( ) , 3 2 ( 
) ) ( ), ( 3 ) ( 2 ( 

) , ( ) ( 

2 2 1 1 

2 2 2 1 1 1 

2 1 2 1 2 1 

2 1 2 1 

v T u T 
y x T y x T 

x y x x y x 
x x y y x x 

y y x x T v u T 

+ = 
+ = 

− + + − + = 
+ − + + + = 

+ + = + ∴ 

). ( 
) , ( 

) , 3 2 ( 
) , 3 2 ( 

) , ( ) ( 

1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1

u kT 
y x kT 

x y x k 
kx ky kx 

ky kx T ku T 

= 
= 

− + = 
− + = 

= 

 . R 2 مؤثر خطي فوق T وإذاً
 : ; ) , ( ) , ( الدالة حدد ما إذا كانت - ٣ 2 2  y xy y x T R R T = → تحويل خطي أم لا؟ 

 , , ; ) , ,( ) , ( , : الحل 2 2 1 1 
2  y x v y x u scalar k R v u let = = ∈ 

, ) , ( 
) ), )( ( ( 

) , ( ) ( 

2 1 2 2 1 2 2 1 1 1 

2 1 2 1 2 1 

2 1 2 1 

y y y x y x y x y x 
y y y y x x 

y y x x T v u T 

+ + + + = 
+ + + = 

+ + = + 

). , ( 
) , ( ) , ( 

) , ( ) , ( ) ( ) ( 

2 1 2 2 1 1 

2 2 2 1 1 1 

2 2 1 1 

y y y x y x 
y y x y y x 
y x T y x T v T u T 

+ + = 
+ = 

+ = + 

) ( ) ( ) (  v T u T v u T + ≠ + ∴ 
 . لا تكون تحويل خطي T وإذاً

 ؟ ) مع ذِكر السبب ( حدد أي من الدوال الآتية تكون تحويل خطي وأيها لا تكون : تمرين
(1)  ). 3 , 2 ( ) , ( ; :  2 2  x y x y x T R R T + = → 
(2)  ). 1 , 1 ( ) , ( ; :  2 2 + − + + = →  y x y x y x T R R T 
(3)  ). , ( ) , ( ; :  2 2  y x y x y x T R R T − + = → 
(4)  ). , ( ) , , ( ; :  2 3  y x z y x T R R T = → 
(5)  ). , 2 , 1 ( ) , , ( ; :  3 3  z y x z y x T R R T + = →
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 : ويل خطي فإن تح : → W V T إذا كان : نتيجة
). ( ... ) ( ) ( ) ... (  2 2 1 1 2 2 1 1  n n n n  v T c v T c v T c v c v c v c T + + + = + + + 

. ,..., , , ,..., ,  2 1 2 1  scalars c c c V v v v  n n ∈ ∀ 

 ) لتحويل الخطي المصفوفة المعتادة ل مفهوم ( ): ٢ ( تعريف
The Standard Matrix of Linear Transformation: 

 m n ن ليك R R T → : تحويل خطي وليكن n e e e  ,..., ,   n R هو الأساس المعتاد للفضاء 2 1

 ) ( هو المتجه j والتي عمودها ×n m فإن المصفوفة من النوع ). T مجال التحويل ( j e T 

 n j حيث  . T تسمى المصفوفة المعتادة للتحويل الخطي = 1 , 2 ,...,
 هي المصفوفة التي أعمدا : → W V T ن المصفوفة المعتادة للتحويل الخطي وعموما فإ (

 . ) V عبارة عن صور متجهات الأساس المعتاد للفضاء المتجه
 : أمثلة

 : أوجد المصفوفة المعتادة للتحويل الخطي - ١
z y x z y x T R R T  3 ) , , ( ; :  3 + − = → 

 ) 1 , 0 , 0 ,( ) 0 , 1 , 0 ,( ) 0 , 0 , 1 ( هو R 3 الأساس المعتاد للفضاء : الحل 3 2 1 = = =  e e e ويكون : 

3 ) 1 , 0 , 0 ( ) ( 
, 1 ) 0 , 1 , 0 ( ) ( 

, 1 ) 0 , 0 , 1 ( ) ( 

3 

2 

1 

= = 
− = = 

= = 

T e T 
T e T 
T e T 

 . − 3 1 1 ( ) تكون المصفوفة المعتادة للتحويل وإذاً
 : أوجد المصفوفة المعتادة للتحويل الخطي - ٢

) 2 , 3 , ( ) , ( ; :  3 2  y x y y x y x T R R T − + = → 

 ) 1 , 0 ,( ) 0 , 1 ( هو R 2 الأساس المعتاد للفضاء : الحل 2 1 = =  e e ويكون : 

) 1 , 3 , 1 ( ) 1 , 0 ( ) ( 
, ) 2 , 0 , 1 ( ) 0 , 1 ( ) ( 

2 

1 

− = = 
= = 

T e T 
T e T 

 تكون المصفوفة المعتادة للتحويل وإذاً
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

−1 2 
3 0 
1 1 

.
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 : ة للتحويل الخطي أوجد المصفوفة المعتاد - ٣
) , , , ( ) , , ( ; :  4 3  x z y x y x z y x T R R T − + = → 

 ) 1 , 0 , 0 ,( ) 0 , 1 , 0 ,( ) 0 , 0 , 1 ( هو R 3 الأساس المعتاد للفضاء : الحل 3 2 1 = = =  e e e ويكون : 

) 0 , 1 , 0 , 0 ( ) 1 , 0 , 0 ( ) ( 
, ) 0 , 0 , 1 , 1 ( ) 0 , 1 , 0 ( ) ( 

, ) 1 , 0 , 1 , 1 ( ) 0 , 0 , 1 ( ) ( 

3 

2 

1 

= = 
− = = 

= = 

T e T 
T e T 
T e T 

 تكون المصفوفة المعتادة للتحويل وإذاً
  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 
− 

0 0 1 
1 0 0 
0 1 1 
0 1 1 

. 

 ) ansformation Linear Tr 1  1 الأحادي لتحويل الخطي ا ( ): ٣ ( تعريف
 : يسمى تحويل خطي أحادي إذا تحقق الشرط : → W V T التحويل الخطي

. , ) ( ) (  V v u v u v T u T ∈ ∀ = ⇒ = 

 ). متجهين مختلفين في اال يكون لهما صورتين مختلفتين في اال المقابل كل بمعنى أن (
 : أمثلة

 : ; ) , ( ) , ( التحويل الخطي - ١ 2 2  y x y x y x T R R T − + = → يكون أحادي 
 ). وضح ذلك؟ (

 : الحل
Let  , ) , ( ), , ( ; ,  2 2 1 1 

2  y x v y x u R v u = = ∈ 

v u 
y x y x 
y y x x 

y y x x 
y x y x y x y x 
y x y x y x y x 

y x T y x T v T u T 

= ⇒ 
= ⇒ 

= = ⇒ 
= = ⇒ 

− = − + = + ⇒ 
− + = − + ⇒ 

= ⇒ = 

) , ( ) , ( 
, 

2 2 , 2 2 
, 

) , ( ) , ( 
) , ( ) , ( ) ( ) ( 

2 2 1 1 

2 1 2 1 

2 1 2 1 

2 2 1 1 2 2 1 1 

2 2 2 2 1 1 1 1 

2 2 1 1 

. أحادي T وإذاً 
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 : ; ) , , ( ) , ( حدد ما إذا كان التحويل الخطي - ٢ 2 3  y x z y x T R R T = → أحادي 
 ). مع ذِكر السبب؟ ( أم لا
 : الحل

) 2 , 1 ( ) 4 , 2 , 1 ( ) 3 , 2 , 1 ( , ) 4 , 2 , 1 ( ), 3 , 2 , 1 (  3 = = ∈  T T R 

 R 2 صورتين مختلفتين في اال المقابل R 3 اال أي أنه ليس لكل متجهين مختلفين في

 . ليس أحادي T وإذاً
 : حدد ما إذا كان التحويل الخطي - ٣

) 2 , , ( ) , ( ; :  3 2  y x y x y x y x T R R T + − + = → 

 ). مع ذِكر السبب؟ ( أحادي أم لا
 : الحل

Let  , ) , ( ), , ( ; ,  2 2 1 1 
2  y x v y x u R v u = = ∈ 

v u 
y x y x 
y y x x 

y x y x y x y x y x y x 
y x y x y x y x y x y x 

y x T y x T v T u T 

= ⇒ 
= ⇒ 

= = ⇒ 
+ = + − = − + = + ⇒ 

+ − + = + − + ⇒ 
= ⇒ = 

) , ( ) , ( 
, 

2 2 , , 
) 2 , , ( ) 2 , , ( 

) , ( ) , ( ) ( ) ( 

2 2 1 1 

2 1 2 1 

2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 

2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 

2 2 1 1 

. أحادي T وإذاً 
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 ) Linear Transformation Kernel of لتحويل الخطي نواة ا ( ): ٤ ( تعريف
 V هي عبارة عن اموعة الجزئية من الفضاء المتجه : → W V T نواة التحويل الخطي

 ويرمز لنواة التحويل u T = ) ( 0 بحيث يكون ∋V u تجهات والتي تتكون من كل الم
 V u T V u T أي ( T ker بالرمز T الخطي W ⊂ = ∈ =  } 0 ) ( : { ker ( . 

 تكون هي T فإن نواة التحويل T هي المصفوفة المعتادة للتحويل الخطي A وإذا كانت
 ker ) ( أي ( A الفضاء الصفري للمصفوفة المعتادة A N T = .( 

 : أمثلة
 : ; ) , ( ) , ( للتحويل الخطي T ker أوجد - ١ 2 2  y x y x y x T R R T − + = → 

 ker )} , ( : ) , ( 0 { : الحل 2 = ∈ =  y x T R y x T 

}. 0 { )} 0 , 0 {( ker 
0 , 0 

0 , 0 
) 0 , 0 ( ) , ( ) , ( 

= = ∴ 
= = ⇒ 

= − = + ⇒ 
= − + = ∴ 

T 
y x 

y x y x 
y x y x y x T 

 : ; ) , , ( ) , ( للتحويل الخطي T ker أوجد - ٢ 2 3  y x z y x T R R T = → 

 ker )} , , ( : ) , , ( 0 { : الحل 3 = ∈ =  z y x T R z y x T 

}. : ) , 0 , 0 {( ker 
; , 0 , 0 
) 0 , 0 ( ) , ( ) , , ( 

R s s T 
R s s z y x 

y x z y x T 

∈ = ∴ 
∈ = = = ⇒ 

= = ∴ 

 : ; ) , , , ( ) , ( للتحويل الخطي T ker أوجد - ٣ 2 4  w z y x w z y x T R R T + + = → 

 ker )} , , , ( : ) , , , ( 0 { : الحل 4 = ∈ =  w z y x T R w z y x T 

}. , : ) , , , {( ker 
, ; , 

, 
0 , 0 

) 0 , 0 ( ) , ( ) , , , ( 

R t s t t s s T 
R t s t w s y put 

w z y x 
w z y x 

w z y x w z y x T 

∈ − − = ∴ 
∈ = = 

− = − = ⇒ 
= + = + ⇒ 

= + + = ∴
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 . V تكون فضاء جزئي من الفضاء : → W V T نواة التحويل الخطي : ) ١ ( نظرية
 V u T V u T : البرهان W ⊂ = ∈ =  } 0 ) ( : { ker يتبقى التحقق من شرطي الفضاء الجزئي : 

(1) Let  0 ) ( ) ( ker , = = ⇒ ∈  v T u T T v u  , 

. ker 
. 0 0 0 ) ( ) ( ) ( 

T v u 
v T u T v u T 

∈ + ∴ 
= + = + = + 

(2) Let  0 ) ( , ker = ⇒ ∈  u T scalar k T u  , 

. ker 
. 0 0 ) ( ) ( 

T ku 
k u kT ku T 

∈ ∴ 
= = = 

 . V فضاء جزئي من الفضاء تكون T ker وإذاً

 ker = T } 0 { يكون أحادياً إذا وإذا فقط كان : → W V T التحويل الخطي : ) ٢ ( نظرية

 : البرهان
 : أحادي T وسنثبت أن ker = T } 0 { نفرض أن ) أولاً (

Let  ) ( ) ( , ,  v T u T V v u = ∈ 

. 
0 

} 0 { ker 
0 ) ( 
0 ) ( ) ( 

v u 
v u 

T v u 
v u T 
v T u T 

= ⇒ 
= − ⇒ 

= ∈ − ⇒ 
= − ⇒ 
= − ∴ 

 . أحادي T وإذاً
 : ker = T } 0 { أحادي وسنثبت أن T نفرض أن ) ثانياً (

Let  T u  ker ∈  , 

}. 0 { ker 
1 1 ; 0 

) 0 ( ) ( 
0 ) 0 ( , 0 ) ( 

= ∴ 
− = ⇒ 

= ⇒ 
= = ∴ 

T 
is T u 

T u T 
T u T 

. من أولاً وثانياً تثبت النظرية
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 ker = T } 0 { تحويل خطي بحيث : → W V T ليكن : ) ٣ ( نظرية

 n v v v فإذا كانت ,..., ,   V في الفضاء المتجه خطياً متجهات مستقلة 2 1

 ) ,( ) ,...,( ) ( فإن المتجهات 2 1  n v T v T v T في الفضاء المتجه خطياً تكون أيضاً مستقلة W . 
 scalars c c c , : البرهان n ,..., ,  2 1 Let 

. 0 ... 
0 ... 

} 0 { ker ) ... ( 
0 ) ... ( 

0 ) ( ... ) ( ) ( 

2 1 

2 2 1 1 

2 2 1 1 

2 2 1 1 

2 2 1 1 

= = = = ⇒ 
= + + + ⇒ 

= ∈ + + + ⇒ 
= + + + ⇒ 

= + + + 

n 

n n 

n n 

n n 

n n 

c c c 
v c v c v c 

T v c v c v c 
v c v c v c T 

v T c v T c v T c 

 n v v v حيث ( ,..., ,   ). مستقلة خطياً 2 1
 ) ,( ) ,...,( ) ( وإذاً 2 1  n v T v T v T تكون مستقلة خطياً في W . 

 : لكل من الدوال الآتية : تمرين
(1)  ). , ( ) , ( ; :  2 2  y y x y x T R R T + = → 
(2)  ). , , ( ) , ( ; :  3 2  y x y y x y x T R R T − + = → 
(3)  ). , ( ) , , ( ; :  2 3  y x z y x T R R T = → 

 . تكون تحويل خطي T تحقق من أن ) أ (
 ker ) ( تحقق من أن ) ب ( A N T = حيث A هي المصفوفة المعتادة للتحويل T . 
. ؟ ) السبب واذكر ( أحادي T هل ) ج (
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 ) Linear Transformation Onto الفوقي لتحويل الخطي ا ( ): ٥ ( تعريف
 والتي تكون W كل المتجهات من الفضاء تحويل خطي فإن مجموعة : → W V T ليكن
 V ت الفضاء لمتجه واحد على الأقل من متجها - T بتأثير التحويل - صوراً

 T Im لها ويرمز ) T ) T Range or Image of تسمى مدى أو صورة التحويل

 = ∋ ∃ ∋ = ⊃ W w v T V v W w T أي ( } ) ( , : { Im .( 
 ) ( = w v T بحيث V في اال v أصل يوجد W في اال المقابل w لكل متجه وإذا كان

 ) مدى التحويل يساوي اال المقابل للتحويل W T = Im أي أن (
 . يسمى تحويل خطي فوقي T فإن التحويل الخطي

 : أمثلة
 : ; ) , ( ) , ( لتحويل الخطي ا تحقق من أن - ١ 2 1 2 1 2 1 

2 2  x x x x x x T R R T − + = → 

 . فوقي يكون
 : الحل

 ) , ( نفرض المتجه 2 1  y y 2 في الفضاء R ) ال المقابل( المتجه إيجاد ونبحث ) ا , (  2 1  x x 

 ) , ( ) , ( بحيث يكون ) اال ( R 2 في الفضاء 2 1 2 1  y y x x T = أي أن : 
) , ( ) , (  2 1 2 1 2 1  y y x x x x = − + 

∴ 
2 2 1 

1 2 1 

y x x 
y x x 

= − 
= + 

 : كما يلي المناظرة وباختزال المصفوفة الممتدة

.
) )( 2 / 1 ( 1 0 
) )( 2 / 1 ( 0 1 

) )( 2 / 1 ( 1 0 
1 1 

2 0 
1 1 

1 1 
1 1 

1 2 

1 2 

1 2 

1 2 

1 
2 ) 2 / 1 ( 

1 2 

1 
2 1 

2 

1 

  
 

 
  
 

 
− − 

+ 

  
 

 
  
 

 
− −   

 

 
  
 

 
− −   

 

 
  
 

 
− → → → 

+ − − + − 

y y 
y y 

y y 
y 

y y 
y 

y 
y  r r r r r 

. 

∴ 
). )( 2 / 1 ( 
, ) )( 2 / 1 ( 

1 2 2 

1 2 1 

y y x 
y y x 
− − = 

+ = 

 ، لكل متجه في اال المقابل أصل في اال من ثم يكون و
. تحويل فوقي T يكون وعلى ذلك
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 : ; ) , ( ) 2 , 2 , 3 3 ( التحويل الخطي هل - ٢ 2 1 2 1 2 1 2 1 
3 2  x x x x x x x x T R R T + + + = → 

 . ؟ ) اذكر السبب ( فوقي
 : الحل

 ) , , ( نفرض المتجه 3 2 1  y y y 3 في الفضاء R ) ال المقابل للتحويلا ( ، 
 ) , ( المتجه إيجاد ونبحث 2 1  x x 2 ء الفضا في R ) مجال التحويل ( 

 ) , ( ) , , ( بحيث يكون 3 2 1 2 1  y y y x x T = أن أي : 
) , , ( ) 3 3 , 2 , 2 (  3 2 1 2 1 2 1 2 1  y y y x x x x x x = + + + 

∴ 

3 2 1 

2 2 1 

1 2 1 

3 3 
2 

2 

y x x 
y x x 
y x x 

= + 
= + 
= + 

 : كما يلي المناظرة وباختزال المصفوفة الممتدة

. 
0 0 

2 3 0 
2 1 

3 3 0 
2 3 0 

2 1 

3 3 
1 2 
2 1 

1 2 3 

1 2 

1 3 2 

1 3 

1 2 

1 2 1 2 

3 1 3 
3 

2 

1 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− − 
− − 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− − 
− − 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

→ → 
+ − + − 

+ −  y y y 
y y 

y 

y y 
y y 

y 

y 
y 
y  r r r r 

r r 

 1 2 3 0 حل فقط إذا كان ة موعة المعادلات الخطي يكون  من ثم و y y y − − = 

 ) , , ( أي يوجد فقط للمتجهات 3 2 1  y y y 1 2 3 التي لها  y y y + = ال المقابلفي ا 
 ) , ( أصل 2 1  x x الوعلى ذلك في ا ، T تحويل فوقي لا يكون .
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 لخطي ا تحقق من أن التحويل - ٣
) , , ( ) , , ( ; :  3 3 2 2 1 3 2 1 

3 3  x x x x x x x x T R R T + − = →  . 
 . يكون فوقي

 : تحويل فوقي T أن لإثبات : الحل
 ) , , ( نفرض المتجه 3 2 1  y y y 3 في الفضاء R ) ال المقابل للتحويلا ( 

 ) , , ( المتجه إيجاد ونبحث 3 2 1  x x x 3 في R ) مجال التحويل ( 
 ) , , ( ) , , ( بحيث يكون 3 2 1 3 2 1  y y y x x x T = أن أي : 

) , , ( ) , , (  3 2 1 3 3 2 2 1  y y y x x x x x = + − 

∴ 

3 3 

2 3 2 

1 2 1 

y x 
y x x 
y x x 

= 
= + 
= − 

 : كما يلي المناظرة وباختزال المصفوفة الممتدة

. 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 

1 0 0 
1 1 0 
1 0 1 

1 0 0 
1 1 0 
0 1 1 

3 

3 2 

3 2 1 2 3 

1 3 
3 

2 

2 1 1 2 

3 

2 

1 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− 

− + 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 + 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 − 

→ → 
+ − 

+ − 

+ 

y 
y y 
y y y 

y 
y 
y y 

y 
y 
y  r r 

r r 

r r 

∴ 
. 

, 
, 

3 3 

3 2 2 

3 2 1 1 

y x 
y y x 

y y y x 

= 
− = 

− + = 

 ، ال المقابل أصل في اال لكل متجه في ا من ثم يكون و
. تحويل فوقي T يكون وعلى ذلك
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 : 3 3 لتحويل الخطي ا حدد ما إذا كان - ٤ R R T → ُعرف بالعلاقة الم : 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

+ + 
+ + 

+ 
= 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

3 2 1 

3 2 1 

3 1 

3 

2 

1 

3 2 
2 ) ( 
x x x 
x x x 

x x 

x 
x 
x 

T  . 

 . ؟ ) مع ذِكر السبب ( فوقي أم لا
 : الحل
P لتحديد ما إذا كان T أم لا تحويل فوقي : 

 ) , , ( نفرض المتجه 3 2 1  y y y 3 في الفضاء R ) ال المقابل للتحويلا ( 
 ) , , ( المتجه إيجاد ونبحث 3 2 1  x x x 3 في R ) مجال التحويل ( 

 ) , , ( ) , , ( بحيث يكون 3 2 1 3 2 1  y y y x x x T = أن أي : 
) , , ( ) 3 2 , 2 , (  3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 1  y y y x x x x x x x x = + + + + + 

∴ 

3 3 2 1 

2 3 2 1 

1 3 1 

3 2 
2 

y x x x 
y x x x 
y x x 

= + + 
= + + 
= + 

 : المناظرة المصفوفة الممتدة اختزال وب

. 
0 0 0 
1 1 0 
1 0 1 

3 1 2 
2 1 1 
1 0 1 

1 2 3 

1 2 

1 ? 

3 

2 

1 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− − 
− 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

→ 
y y y 

y y 
y 

y 
y 
y 

 1 2 3 0 حل فقط إذا كان موعة المعادلات الخطية يكون  من ثم و y y y − − = 

 ) , , ( أي يوجد فقط للمتجهات 3 2 1  y y y ال المقا1 2 3 التي لها بل في ا  y y y + = 

 ) , , ( أصل 3 2 1  x x x ال ، وعلى ذلكفي ا T تحويل فوقي لا يكون .
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 W يكون فضاءاً جزئياَ من الفضاء : → W V T مدي التحويل الخطي : ) ١ ( نظرية

 : البرهان
W w v T V v W w T ⊂ = ∈ ∃ ∈ =  } ) ( , : { Im 

 : يتبقى التحقق من شرطي الفضاء الجزئي
(1) Let  2 2 1 1 2 1 2 1  ) ( , ) ( , , Im ,  w v T w v T V v v T w w = = ∈ ∃ ⇒ ∈  , 

. Im ) ( ) ( ) (  2 1 2 1 2 1  T v v T v T v T w w ∈ + = + = + ∴ 
(2) Let  w v T V v scalar k T w = ∈ ∃ ⇒ ∈  ) ( , , Im  , 

. Im ) ( ) (  T kv T v kT kw ∈ = = ∴ 
 . W فضاء جزئي من الفضاء تكون T Im وإذاً

 : يتحقق : → W V T تحويل الخطي لل : ) ٢ ( نظرية
. dim ) dim(Im ) dim(ker  V T T = + 

 T of Nullity يسمى صفرية التحويل dim(kerT ( بعد نواة التحويل

 . T of Rank يسمى رتبة التحويل dim(ImT ( وبعد مدى التحويل
 : البرهان
 V v v فإن ) التحويل الصفري ( T = 0 إذا كان W ∈ ∀ = 0 ) ( 0 

 = = V T T ويكون ker , } 0 { Im ومن ثم يكون : 

. dim ) dim(Im ) dim(ker 
dim 0 ) dim(ker dim ) dim(ker 

V T T 
V T V T 

= + ⇒ 
= + ⇒ = 

 . وهو المطلوب
 = = k T n V وليكن ) صفري ال غير تحويل ( T ≠ 0 كان إذا أما ) dim(ker , dim 

 : ن ا فيوجد حالت
k n إذا كان ) الحالة الأولى (  : dim(Im = T ( 0 فيتحقق المطلوب عندما يكون =

. 0 ) dim(Im } 0 { Im ker ) dim(ker dim = ⇒ = ⇒ = ⇒ =  T T T V T V 

k n إذا كان ) الحالة الثانية (  : k n T − = ) dim(Im فيتحقق المطلوب عندما يكون <
k n بمعنى أنه يوجد عدد  T Im تكون أساس لـ W هات في الفضاء من المتج −

 } , ,..., { لذلك نفرض أن مجموعة المتجهات 2 1  k v v v تكون أساس لـ T ker



 سعد شرقاوي . د جبر خطي &

___________________________ ________________________ 

٩٢ 

 } , ,..., , ,..., { وأن مجموعة المتجهات 1 2 1  n k k  v v v v v + تكون أساس للفضاء V 

 } ) ,( ) ,...,( ) {( مجموعة المتجهات وسنثبت أن 2 1  n k k  v T v T v T S + + = تكون أساس 
 : كما يلي T Im لـ
 : T Im تنشئ S نثبت أن : أولاً

Let  V v T v T w ∈ ∈ =  ; Im ) (  , 

) ( ... ) ( ) ( ... ) ( ) ( 
) ... ... ( ) ( 

... ... 

1 1 2 2 1 1 

1 1 2 2 1 1 

1 1 2 2 1 1 

n n k k k k 

n n k k k k 

n n k k k k 

v T c v T c v T c v T c v T c 
v c v c v c v c v c T v T w 

v c v c v c v c v c v 

+ + + + + + = 
+ + + + + + = = ∴ 

+ + + + + + = ∴ 

+ + 

+ + 

+ + 

 } , ,..., { المتجهات مجموعة وحيث إن 2 1  k v v v أساس لنواة التحويل فهي تقع فيها فيكون : 
0 ) ( ... ) ( ) (  2 1 = = = =  k v T v T v T 

). ( ... ) ( ) (  2 2 1 1  n n k k k k  v T c v T c v T c w + + + = ∴ + + + + 

 . T Im تنشئ S وإذاً
 : مستقلة خطياً S نثبت أن : ثانياً

Let  scalars c c c  n k k  ,..., ,  2 1 + +  ,  0 ) ( ... ) ( ) (  2 2 1 1 = + + + + + + +  n n k k k k  v T c v T c v T c 

. ker ) ... ( 
0 ) ... ( 

2 2 1 1 

2 2 1 1 

T v c v c v c 
v c v c v c T 

n n k k k k 

n n k k k k 

∈ + + + ⇒ 
= + + + ∴ 

+ + + + 

+ + + + 

 كتركيبة خطية من متجهات T ker وبالتالي يمكن كتابة هذا المتجه الذي ينتمي إلى
 : كما يلي T ker أساس

. ,..., , ; ... ...  2 1 2 2 1 1 2 2 1 1  scalars v v v v c v c v c  k k k n n k k k k λ λ λ λ λ λ + + + = + + + + + + + 

0 ) ( ... ) ( ) ( ...  2 2 1 1 2 2 1 1 = − + + − + − + + + + ∴ + + + +  n n k k k k k k  v c v c v c v v v λ λ λ 

 } , ,..., , ,..., { وحيث إن مجموعة المتجهات 1 2 1  n k k  v v v v v + أساس للفضاء V فيكون : 
. 0 ... ...  2 1 2 1 = = = = = = = = + +  n k k k  c c c λ λ λ 

 . مستقلة خطياً S وإذاً
. وهو المطلوب k n T − = ) dim(Im من أولاً وثانياً يكون
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 : 3 3 حقق النظرية السابقة للتحويل الخطي : ) ١ ( تمرين R R T → ُعرف بالعلاقة الم : 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

+ + 
+ + 

+ 
= 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

3 2 1 

3 2 1 

3 1 

3 

2 

1 

3 2 
2 ) ( 
x x x 
x x x 

x x 

x 
x 
x 

T  . 

 dim(Im , ) dim(ker ( نوجد : الحل T T : 
P لإيجاد ) dim(kerT فإننا نبحث إيجاد كل المتجهات ) , , (  3 2 1  x x x ال في3 ا R 

 ) , , ( 0 بحيث يكون 3 2 1 = x x x T وهذا يعنى إيجاد حل مجموعة المعادلات الخطية : 

0 3 2 
0 2 
0 

3 2 1 

3 2 1 

3 1 

= + + 
= + + 
= + 

x x x 
x x x 
x x 

 : المناظرة وباختزال المصفوفة الممتدة

. 
0 0 0 0 
0 1 1 0 
0 1 0 1 

0 3 1 2 
0 2 1 1 
0 1 0 1 

? 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

→ 

}. : ) 1 , 1 , 1 ( { ker 
, , 

3 3 

3 2 3 1 

R x x T 
x x x x 

∈ − − = ∴ 
− = − = ∴ 

 المتجه يكون من ثم و
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− 
− 

1 
1 
1 

 . dim(ker = T ( 1 يكون و T التحويل الأساس لنواة هو

P ولإيجاد ) dim(ImT : 
 T تزل المصفوفة التي صفوفها هي صور متجهات الأساس المعتاد ال التحويل نخ

 : كما يلي
) 3 , 2 , 1 ( ) 1 , 0 , 0 ( , ) 1 , 1 , 0 ( ) 0 , 1 , 0 ( , ) 2 , 1 , 1 ( ) 0 , 0 , 1 ( = = =  T T T  . 

. 
0 0 0 
1 1 0 
2 1 1 

1 1 0 
1 1 0 
2 1 1 

3 2 1 
1 1 0 
2 1 1 

3 2 3 1 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

→ → 
+ − + −  r r r r
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 فتكون مجموعة متجهات الصفوف غير الصفرية في المصفوفة المختزلة الأخيرة

 { وهي
1 
1 
0 

, 
2 
1 
1 

{ 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
 . dim(Im = T ( 2 من ثم يكون و T التحويل دى أساس لم

. dim 3 2 1 ) dim(Im ) dim(ker  3 R T T = = + = + ∴ 

 : حقق النظرية السابقة للتحويل الخطي : ) ٢ ( تمرين
). 2 4 , 3 ( ) , ( ; :  2 2  y x y x y x T R R T + − = → 

 . يترك للطالب : الحل
P ) إذا كان ) ملاحظات ونتائج W V T → : تحويل خطي فإن : 

 T تكون هي الفضاء الصفري للمصفوفة المعتادة للتحويل T يل نواة التحو ) ١ (

 ker ) ( أي A N T = حيث A المصفوفة المعتادة للتحويل T . 
 T ء العمود للمصفوفة المعتادة للتحويل يكون هو فضا T مدى التحويل ) ٢ (

 Im ) ( أي A C T = حيث A المصفوفة المعتادة للتحويل T . 
 } , ,..., { إذا كانت مجموعة المتجهات ) ٣ ( 2 1  n v v v S = أساس للفضاء V لمنا وع 

 ) ,( ) ,...,( ) ( وهي S صور متجهات الأساس 2 1  n v T v T v T فإن صورة أي 
 : تعطى بدلالة هذه الصور بالعلاقة ∋V u متجه

∑ ∑ 
= = 

= = 
n 

i 
i i 

n

i 
i i  v c u v T c u T 

1 1 
; ) ( ) ( 

 يكون مساوياً لبعد مجال T لتحويل ا ورتبة T مجموع كلا من صفرية التحويل ) ٤ (
 V T T أي ( T التحويل dim ) dim(Im ) dim(ker = + .( 

 ) أي أحادي وفوقي في نفس الوقت ( أحادي التناظر T إذا كان التحويل ) ٥ (
. خطي تشاكل T ويسمى invertable قابل للانعكاس T فيقال أن التحويل
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 : أمثلة
 : 2 3 إذا كان - ١ R R T → وكانت مجموعة المتجهات تحويل خطي } , , {  3 2 1  v v v S = 

 ) 1 , 1 , 1 ( , ) 1 , 1 , 0 ( , ) 1 , 0 , 0 ( حيث R 3 أساس للفضاء 3 2 1 = = =  v v v وكان : 
). 3 , 4 ( ) ( , ) 1 , 2 ( ) ( , ) 0 , 1 ( ) (  3 2 1 = − = =  v T v T v T 

 . ؟ T − ) 2 , 3 , 5 ( فاوجد
 كتركيبة خطية من − ) 2 , 3 , 5 ( فيمكن كتابة المتجه R 3 أساس للفضاء S حيث إن : الحل

 : كما يلي S متجهات
. , , ; ) 5 , 3 , 2 (  3 2 1 3 3 2 2 1 1  scalars c c c v c v c v c + + = − 

) 0 , 0 , 1 ( ) 0 , 1 , 1 ( ) 1 , 1 , 1 ( ) 5 , 3 , 2 (  3 2 1  c c c + + = − ∴ 

∴ 
1 

2 1 

3 2 1 

5 
, 3 
, 2 

c 
c c 

c c c 

= 
+ = − 

+ + = 
⇒ 

5 
, 8 

, 5 

3 

2 

1 

= 
− = 

= 

c 
c 
c 

). 23 , 9 ( 
) 3 , 4 ( 5 ) 1 , 2 ( 8 ) 0 , 1 ( 5 
) ( 5 ) ( 8 ) ( 5 ) 5 , 3 , 2 ( 

5 8 5 ) 5 , 3 , 2 ( 

3 2 1 

3 2 1 

= 
+ − − = 
+ − = − ∴ 

+ − = − ∴ 
v T v T v T T 

v v v 

 : ; ) , ( ) , ( إذا كان - ٢ 2 2 1 2 1 
2 2  x x x x x T R R T + = → تحويل خطي . 

 ker ) ( فتحقق من أن A N T = حيث A المصفوفة المعتادة للتحويل T 

 . ؟ ) ذِكر السبب مع ( تشاكل خطي أم لا T وحدد ما إذا كان
 : الحل

 : T ker نوجد ) أولاً (

}. 0 { ker 
0 , 0 0 , 0 0 ) , ( ) , (  2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 

= ∴ 
= = ⇒ = = + ⇒ = + = 

T 
x x x x x x x x x x T 

 : نوجد المصفوفة المعتادة للتحويل ) ثانياًً (
 ) 1 , 0 ( , ) 0 , 1 ( هو R 2 الأساس المعتاد للفضاء 2 1 = =  e e ويكون : 

). 1 , 1 ( ) 1 , 1 0 ( ) 1 , 0 ( ) ( 
, ) 0 , 1 ( ) 0 , 0 1 ( ) 0 , 1 ( ) ( 

2 

1 

= + = = 
= + = = 

T e T 
T e T
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   تكون وإذاً المصفوفة المعتادة للتحويل
 

 
  
 

 
= 

1 0 
1 1 

A . 

 : كما يلي AX = 0 وذلك باختزال المصفوفة الممتدة المناظرة للنظام A N) ( نوجد ) ثالثاًً (

}. 0 { ) ( 

0 
0 1 0 
0 0 1 

0 1 0 
0 1 1 

2 1 

1 2 

= ∴ 

= = ∴   
 

 
  
 

 
  
 

 
  
 

 
→ 

+ − 

A N 

x x 
r r 

 = = ker ) ( } 0 { وإذاً A N T وهو المطلوب . 
 : كل خطي يجب أن يكون أحادي التناظر تشا T ولكي يكون التحويل

 , ; ) , ( , ) , ( بفرض ) ١ ( 2 1 2 1 
2  v v v u u u R v u = = ∈ 

. 
) , ( ) , ( 

, 
, 

) , ( ) , ( 
) , ( ) , ( ) ( ) ( 

2 1 2 1 

2 2 1 1 

2 2 2 1 2 1 

2 2 1 2 2 1 

2 1 2 1 

v u 
v v u u 
v u v u 

v u v v u u 
v v v u u u 

v v T u u T v T u T 

= ⇒ 

= ⇒ 
= = ⇒ 

= + = + ⇒ 

+ = + ⇒ 
= ⇒ = 

 . أحادي T وإذاً
 : ولتحديد ما إذا كان التحويل فوقي أم لا ) ٢ (

 ) , ( نفرض المتجه 2 1  y y 2 في الفضاء R ) ال المقابل( حث إيجاد المتجه ونب ) ا , (  2 1  x x 

 ) , ( ) , ( بحيث يكون ) اال ( R 2 في الفضاء 2 1 2 1  y y x x T = أن أي : 
) , ( ) , (  2 1 2 2 1  y y x x x = + 

∴ 
2 2 

1 2 1 

y x 
y x x 

= 
= + 

 : وباختزال المصفوفة الممتدة المناظرة كما يلي

2 2 2 1 1 
2 

2 1 
1 2 

2 

1  , 
1 0 
0 1 

1 0 
1 1 

y x y y x 
y 
y y 

y 
y  r r 

= − = ⇒   
 

 
  
 

 − 
  
 

 
  
 

 
→ 

+ − 

. 

 تحويل T لكل متجه في اال المقابل أصل في اال، وعلى ذلك يكون من ثم يكون و
. تشاكل خطي T يكون ) ٢ ( ، ) ١ ( من . فوقي
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P طريقة أخرى لتحديد ما إذا كان التحويل فوقي أم لا : 
2 dim ) dim(Im ) dim(ker  R T T = + Q 

. Im dim ) dim(Im 0  2 2  R T R T = ⇒ = + ∴ 
 . فوقي T وإذاً T يساوي اال المقابل للتحويل T أي أن مدى التحويل

 : ; ) , ( ) , , 2 ( إذا كان - ٣ 2 1 2 1 2 1 2 1 
3 2  x x x x x x x x T R R T + − + = → تحويل خطي . 

 ker ) ( فتحقق من أن A N T = حيث A ة للتحويل المصفوفة المعتاد T 

 . ؟ ) اذكر السبب ( تشاكل خطي T وهل
 : الحل

 : T ker نوجد ) أولاً (

}. 0 { ker 
0 , 0 

0 2 , 0 , 0 0 ) 2 , , ( ) , ( 

2 1 

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

= ∴ 

= = ⇒ 

= + = − = + ⇒ = + − + = 

T 
x x 

x x x x x x x x x x x x x x T 

 : نوجد المصفوفة المعتادة للتحويل ) ثانياًً (
 ) 1 , 0 ( , ) 0 , 1 ( هو R 2 الأساس المعتاد للفضاء 2 1 = =  e e ويكون : 

). 2 , 1 , 1 ( )) 1 ( 2 0 , 1 0 , 1 0 ( ) 1 , 0 ( ) ( 
, ) 1 , 1 , 1 ( )) 0 ( 2 1 , 0 1 , 0 1 ( ) 0 , 1 ( ) ( 

2 

1 

− = + − + = = 
= + − + = = 

T e T 
T e T 

 وإذاً المصفوفة المعتادة للتحويل تكون
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− = 
2 1 
1 1 
1 1 

A . 

 : كما يلي AX = 0 وذلك باختزال المصفوفة الممتدة المناظرة للنظام A N) ( نوجد ) ثالثاًً (

}. 0 { ) ( 0 
0 0 0 
0 1 0 
0 0 1 

0 1 0 
0 1 0 
0 1 1 

0 1 0 
0 2 0 
0 1 1 

0 2 1 
0 1 1 
0 1 1 

2 1 

3 2 

1 2 

) 2 / 1 ( 2 1 

3 1 

2 

= ∴ = = ∴ 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− → → → 

+ − 

+ − 

− + − 

+ − 

A N x x 

r r 

r r 

r r r 

r r 

 = = ker ) ( } 0 { وإذاً A N T وهو المطلوب .
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 : تشاكل خطي يجب أن يكون أحادي التناظر T ولكي يكون التحويل
(1) let  ) , ( , ) , ( ; ,  2 1 2 1 

2  v v v u u u R v u = = ∈  , 

. 
) , ( ) , ( 

, 
2 2 , , 
) 2 , , ( ) 2 , , ( 

) , ( ) , ( ) ( ) ( 

2 1 2 1 

2 2 1 1 

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 

2 1 2 1 

v u 
v v u u 
v u v u 

v v u u v v u u v v u u 
v v v v v v u u u u u u 

v v T u u T v T u T 

= ⇒ 

= ⇒ 
= = ⇒ 

+ = + − = − + = + ⇒ 

+ − + = + − + ⇒ 
= ⇒ = 

 . أحادي T وإذاً
(2)  2 dim ) dim(Im ) dim(ker  R T T = + Q 

. Im dim ) dim(Im 0  3 2 2  R R T R T ≠ = ⇒ = + ∴ 
 . فوقي ليس T وإذاً T يساوي اال المقابل للتحويل لا T مدى التحويل أي أن

 . تشاكل خطي T يكون ثم لا من و
 ) لتحويل الخطي المصفوفة المساعدة ل ( ): ٦ ( تعريف

 } , ,..., { المتجهات وكانت مجموعة تحويل خطي : → W V T إذا كان 2 1  n v v v أسـاس 
 } , ,..., { المتجهات ومجموعة V للفضاء 2 1  m w w w أساس للفضاء W . فإن صورة كلا من 

 : أي أن W أساس الفضاء ات متجه تكون تركيبة خطية من V أساس الفضاء متجهات

m nm n n n 

m m 

m m 

w c w c w c v T 

w c w c w c v T 
w c w c w c v T 

+ + + = 

+ + + = 
+ + + = 

... ) ( 
..... ..... ..... ..... ..... 

... ) ( 
... ) ( 

2 2 1 1 

2 2 22 1 21 2 

1 2 12 1 11 1 

 : ومصفوفة المعاملات المناظرة موعة المعادلات السابقة تكون

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

nm n n 

m 

m 

n c c 

c c c 
c c c 

..... 
..... ..... ..... ..... 

..... 

..... 

2 1 

2 22 21 

1 12 11 

 بالنـسبة T المصفوفة المساعدة للتحويـل الخطـي مى ـ فوفة يس ـ مدور هذه المص
 } , ,..., ,{ } , ,..., { للأساسين 2 1 2 1  m n  w w w v v v للفضاءين W V . على الترتيب ,
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 أساسـين )} 1 , 0 , 0 ,( ) 0 , 1 , 0 ,( ) 0 , 0 , 1 {( , )} 1 , 1 ,( ) 0 , 2 {( إذا كانت اموعتان : مثال
 فاوجد المصفوفة المساعدة بالنسبة لهذين الأساسين لكل . على الترتيب R R , 2 3 للفضاءين

 : من التحويلات الخطية الآتية
(1)  ). 3 , ( ) , , ( ; :  2 3  z y x z y x T R R T + = → 
(2)  ). , ( ) , , ( ; :  2 3  z y y x z y x T R R T − − = → 

 : الحل
(1)  ). 3 , ( ) , , ( ; :  2 3  z y x z y x T R R T + = → 

. 2 / 1 , 1 2 0 , 1 
, ) 2 , 0 ( ) 1 , 1 ( ) 0 , 1 ( )) 0 ( 3 , 0 1 ( ) 0 , 0 , 1 ( 

12 11 12 11 11 

12 11 

− = = ⇒ + = = ∴ 
+ = = + = ∴ 

c c c c c 
c c T 

. 2 / 1 , 1 2 0 , 1 
, ) 2 , 0 ( ) 1 , 1 ( ) 0 , 1 ( )) 0 ( 3 , 1 0 ( ) 0 , 1 , 0 ( 

22 21 22 21 21 

22 21 

− = = ⇒ + = = ∴ 
+ = = + = ∴ 

c c c c c 
c c T 

. 2 / 3 , 0 2 3 , 0 
, ) 2 , 0 ( ) 1 , 1 ( ) 3 , 0 ( )) 1 ( 3 , 0 0 ( ) 1 , 0 , 0 ( 

32 31 32 31 31 

32 31 

= = ⇒ + = = ∴ 
+ = = + = ∴ 

c c c c c 
c c T 

 : وإذاً المصفوفة المساعدة للتحويل تكون

. 
2 / 3 2 / 1 2 / 1 
0 1 1 

2 / 3 0 
2 / 1 1 
2 / 1 1 

  
 

 
  
 

 
− − 

= 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
− 
−  T 

--------------------------------------------- --- 
 : المصفوفة المساعدة للتحويل الخطي بالمثل نوجد §

(2)  ). , ( ) , , ( ; :  2 3  z y y x z y x T R R T − − = → 

   فتكون
 

 
  
 

 
− − 

− 
2 / 1 1 2 / 1 

 ). تحقق من ذلك؟ ( 0 1 1

------------------------------------------------
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 تماريــن
: T إذا كانت - ١ R 2 → R 2 أي من الدوال الآتية تكون تحويل فوضح 

 . وأيها لا تكون؟ طي خ
(1)  T(x,y) = (2x,y). 
(2)  T(x,y) = (x 2 ,y). 
(3)  T(x,y) = (0,y). 
(4)  T(x,y) = (x,y+1). 
(5)  T(x,y) = (2x+y,xy). 
(6)  T(x,y) = (y,y). 

: T ليكن - ٢ R 3 → R 2 أي من الدوال الآتية تكون فحدد 
 . ؟ تحويل خطي

(1)  T(x,y,z) = (0,0). 
(2)  T(x,y,z) = (x,x+y+z). 
(3)  T(x,y,z) = (3x+y,3y4z). 
(4)  T(x,y,z) = (1,1). 

: T إذا كانت - ٣ R 2 → R 3 حيث T(x,y) = (x+y,3y,2xy) 

 . تحويل خطي يكون T أن تحقق من ف
: T إذا كانت - ٤ R 2 → R 3 أي من الدوال الآتية فحدد 

 . ؟ تحويل خطي تكون
(1)  T(x,y) = (x,y,2x). 
(2)  T(x,y) = (x,0,y). 
(3)  T(x,y) = (x,y 2 ,y). 
(4)  T(x,y) = (x,0,0). 
(5)  T(x,y) = (xy,0,0). 
(6)  T(x,y) = (0,x,y).
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 ): مع ذِكر السبب ( وأيها لا يكون خطياً لاً أي مما يأتي يكون تحوي - ٥

(1)  T(   
 

 
  
 

 
y 
x  ) = 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

+ 

+ 

y x 
y 
x  1 

.  (2)  T( 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

z 
y 
x 

) = 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
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z x 
y 
y x 

. 

(3)  T(   
 

 
  
 

 
y 
x  ) =   

 

 
  
 

 

− 
+ 

2 

2 

y y 
x x  .            (4)  T( 
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 − 
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x 
y x 
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2  . 

(5)  T(   
 

 
  
 

 
y 
x  ) =   

 

 
  
 

 
+ 

− 
z x 
y x 

2 
.             (6)  T(   

 

 
  
 

 
y 
x  ) = 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

+ 

− 

3 2 
0
x 

y x 
. 

 أوجد المصفوفة المعتادة له ومن ثم ، خطياً تحويلاً يكون ا يأتي أي مم - ٦
(1)  T: R 3 → R 2  ; T(x,y,z)= (y,x). 
(2)  T: R 2 → R 2  ; T( x,y)= (y,xy). 
(3)  T: R → R 3  ; T(x)= (x,0,1). 
(4)  T: R 2 → R  ; T(x,y)= 2x+3y . 

 : أوجد المصفوفة المعتادة لكل التحويلات الخطية الآتية - ٧
(1)  T: R 3 → R 2  ; T(x,y,z) = (2x+y,yz). 
(2)  T: R 4 → R  ; T(x1,x2,x3,x4) = x1+2x2x3+5x4. 
(3)  T: R 2 → R 4  ; T(x1,x2) = (0,x2,x1,x1+x2) . 

 : لمعتادة لكل من التحويلات الآتية أوجد المصفوفة ا - ٨
(1)  T(   

 

 
  
 

 

2 

1 

x 
x  ) =   

 

 
  
 

 
+ 
− 

2 1 

2 1 2 
x x 
x x  . 

(2)  T( 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

3 

2 

1 

x 
x 
x 

) = 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
+ 

+ + 
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2 1 

3 2 1 

5 
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x 
x x 
x x x 
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(3)  T( 
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1 

x 
x 
x 
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) = 
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+ − + 
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3 2 

4 3 2 1  2 7 

x 
x x 

x x x x 
.
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 V متجهات في الفضاء المتجه v1,v2,..,vn لتكن - ٩

: T أن الراسم فتحقق من R n → V المعرف بالعلاقة : 
T(x1,x2,...,xn) = x1v1+x2v2+...+xnvn 

 . خطياً لاً يكون تحوي
: T إذا كان - ١٠ R 3 → R 2 كان و اً خطي لاً تحوي : 

T ( 
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0 
1 
) =   

 

 
  
 

 
− 4 
2  ,  T ( 
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( أوجد
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− 
3 
2 
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T( . 

: T إذا كان - ١١ R 2 → R 2 كان و اً خطي لاً تحوي : 
T(   

 

 
  
 

 
0 
1  ) =   

 

 
  
 

 
− 3 
2  ,  T(   
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0  ) =   
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1  . 

  ( أوجد
 

 
  
 

 
− 2 
3 ) , T(   

 

 
  
 

 
b 
a T( . 

:T إذا كانت - ١٢ R 2 → R 3 معرف بالعلاقة : 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
+ 
y 
y x 

x 
) =   

 

 
  
 

 
y 
x T( . 

 . ker T أوجد ) أ (
 . تحويل أحادي ؟ T هل ) ب (
. يل فوقي ؟ تحو T هل ) ج (
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: T إذا كانت - ١٣ R 4 → R 3 معرف بالعلاقة : 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

+ 
+ 
+ 

z x 
w z 
y x 

) = 

  
 
 
 

 

 

  
 
 
 

 

 

w 
z 
y 
x 

T( . 

 . T أوجد أساس نواة ) أ (
 . T أوجد أساس مدى ) ب (
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 لكل من ، أوجد أساس نواة التحويل وكذلك مدى التحويل - ١٤
 : ة الآتي الخطية التحويلات
: T ) أ ( R 5 → R 4 المعرف بالعلاقة : 
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: T ) ب ( R 3 → R 3 المعرف بالعلاقة : 
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 أساسين {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)} ,{(0,2),(1,1)} إذا كانت - ١٥
, R 2 للفضاءين R 3 أوجد المصفوفة المساعدة للتحويل ف . على الترتيب 

: T الخطي R 3 → R 2 حيث بالنسبة لهذين الأساسين على الترتيب : 
(1)  T(x,y,z) = (x+y, 3z). 
(2)  T(x,y,z) = (xy, yz) . 

: T إذا كان - ١٦ R 3 → R 2 تحويل خطي معرف بالعلاقة : 
T(x1,x2,x3) = (3x1+2x2 , x22x3 ) . 

 R 3 أساس للفضاء {(0,1,2 ),(1,2,1),(1,0,1)} ت ان ك و

 R 2 لفضاء ل أساس {(4,0),(1,2)} ت وكان

 . حويل الخطي بالنسبة لهذين الأساسين أوجد المصفوفة المساعدة للت ف
------------------------------------------
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 الباب الرابع
 الجبر الخطي تطبيقات

 سنعرض بعض التطبيقات للجبر الخطي في أفرع الرياضيات فيما يلي
 . المختلفة مثل التحليل الرياضي ، والمعادلات التفاضلية ، والهندسة

 : الدالة الأسية في حالة المصفوفات - ١
 في حالة المصفوفات والتي y=e x لدراسة الدالة الأسية : مقدمة ) ١ - ١ (

 وجد عدة طرق لتعريف الدالة الأسية ت تلعب دوراً هاماً في التحليل الرياضي
 هلها الطريقة المباشرة لتعريف الدالة الأسية ـ وأس الطرق من ضمن هذه

 استخدام متسلسلات القوى ، أي أن ب

∞ + + + + + + = p x 
n 
x x x x e 
n 

x  ; ... 
! 

... 
! 3 ! 2 ! 1 

1 
3 2 

. 

 ) أو مركبة ( متسلسلة القوى في الطرف الأيمن تتقارب لأي قيمة حقيقية
 وفي دراستنا هذه e x ويكون اموع لهذه المتسلسلة مساوياً x للمتغير

 سنبحث امتداد هذا التعريف في حالة المصفوفات التي عناصرها الداخلية
 : أعداد حقيقية أو مركبة ، ونعرف تقارب متسلسلة المصفوفات

A0+A1+A2+.… ; A n = ( aij (n) ) .
 : كما يلي ور متسلسلات مركباا لبحث هذا التقارب سوف نستخدم ص

aij (0)  + aij (1)  + aij (2) + ....  ; (1≤ i ≤ n , 1≤ j ≤ n) . 

 ∑ وفي هذه الحالة يكون
∞ 

=0 n 
A = ) (∑ 

∞ 

n 

n 
ij a .
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ائية قال أنه مجموع متسلسلة لا وي ) لوب ـ ، وبنفس الأس ) من المصفوفات 
 تابعات من المتجهات ت والنهايات ، وما إلى ذلك للم لمفهوم التقارب والتباعد

 . يمكن تعريفه للمصفوفات
A لتكن : تعريف ) ٢ - ١ ( = (aij (0) ), A1= (aij (1) ), A2 = (aij (2) ), ... 

 i,j لأي زوج من الأعداد الصحيحة فإن m×n من النوع صفوفات م متتابعة

 ) ( تكون المتسلسلة
0 

) ( ∑ 
∞ 

= n 

n
ij a موائي من تقاربية ، واع اللا 

 مصفوفة من C حيث C = (cij) يعرف بالمصفوفة ...,A0,A1,A2 المصفوفات

 ∑ يكون i,j ولأي زوج من الأعداد الصحيحة m×n النوع
∞ 

= 

= 
0 

) ( 

n 

n
ij ij  a c . 

 : مثال ) ٣ - ١ (
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 exp (A) فإن n مصفوفة مربعة من درجة A إذا كانت : تعريف ) ٤ - ١ (

 : المصفوفة ب تعرف
E + A + A 2 /2! + A 3 /3! +  ... 

 : مصفوفة الوحدة ، وإذا كان E حيث
lim 

∞ → n 
An = A ,  lim 

→∞ n 
Bn = B . 

 فإن
lim 

→∞ n 
( An + Bn ) = A + B ,  lim 

→∞ n 
An Bn = AB .



 سعد شرقاوي . الجبر الخطي                                                                        د &
_____________________________________ ____________________ 

٣ 

 سية للمصفوفات تحقق قانون الدالة الأسية العادية الدالة الأ : نتيجة ) ٥ - ١ (
AB تبادليتين أي أن A,B وهذا يعنى أنه إذا كانت = BA فإن 

exp (A+B) = exp (A) exp (B) . 
 في حالة الدالة e a+b = e a .e b إثبات القانون وإثبات هذا القانون يشبه تماماً

 . الأسية للأعداد
 = F(t) = F'(t) (d/dt) فإن F(t) = exp (tA) إذا كانت : نظرية ) ٦ - ١ (

A.F(t) . 
 لمصفوفة عناصرها دوال من F'(t) وأن المشتقة ، قيمة حقيقية t حيث

 . المتغيرات الحقيقية المعرفة

 حيث exp (tA) احسب قيمة : مثال ) ٧ - ١ (
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 : الحل
exp (tA) = E + t A + (t 2  /2!) A 2 + (t 3 /3!) A 3 + ... 
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 : على الصورة A ضع المصفوفة وبو
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= 3K , 

K 3 = K 2 .K = 3K.K = 3K 2 =3.3K = 9K , 
K 4 = K 3 .K = 9K.K = 9K 2 = 9.3K = 27K ,
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 A 2 ,A 3 , ... ,A n ، نحسب بعد ذلك قيم ... , K 5 , K 6 هكذا يمكن حساب و

 فيكون
A 2  = (E+K) 2 = E +2K + K 2 = E +2K +3K = E +5K , 

∴ A 2 = E + (1+4) K 
A 3  = (E+K) 3 = (E+K) (E+K) 2 = (E+K) (E+5K) 

= E +6K +5K 2 = E +6K +15K = E+21K , 
∴A 3 = E + (1+4+4 2 ) K. 

 أن ينتج باستخدام الاستنتاج الرياضي و
A n = E + (1+4+... +4 n1 ) K. 

 4 وأساسها 1 والمتسلسلة التي بين القوسين هندسية حدها الأول

∴A n = E +( (4 n 1)/3 ) K. 
 : ومن ثم يكون
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. exp (tA) تنتج قيمة
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 الذاتية والمتجهات الذاتية قيم ال - ٢
Eigenvalues and Eigenvectors: 

 − = 0 مصفوفة مربعة فإن المعادلة A إذا كانت : تعريف ) ١ - ٢ ( I A λ 

 ، وجذور هذه المعادلة تسمى A للمصفوفة المعادلة الذاتية تسمى
 . A فوفة القيم الذاتية للمص

   للمصفوفة الذاتية أوجد القيم : مثال ) ٢ - ٢ (
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 : للمصفوفة ، وبحل هذه المعادلة الذاتية المعادلة والمعادلة الأخيرة هذه هي

1 , 6 
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. A للمصفوفة الذاتية وهي القيم
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 للمصفوفة الذاتية أوجد القيم : مثال ) ٣ - ٢ (
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 : الحل
 : تعطى من A للمصفوفة الذاتية المعادلة
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 : للمصفوفة هي الذاتية وبالتالي تكون القيم
1 , 1 , 1 = λ 

 A هي إحدى القيم الذاتية للمصفوفة المربعة λ إذا كانت : تعريف ) ٤ - ٢ (

 = X AX λ علاقة والذي يحقق ال X فإن متجه العمود غير الصفري

 − = ) ( 0 ( أو X I A λ ( سمىللمصفوفة المتجه الذاتي ي A المناظر للقيمة 
 . λ الذاتية

 فوفة تكون مص X فإن ×n n فوفة مربعة على النظام مص A وإذا كانت
 n λ λ λ وإذا كانت n × 1 عمود من النوع ,..., ,   الذاتية هي القيم 2 1

 n X X X وكانت المتجهات A للمصفوفة ,..., ,   الذاتية هي المتجهات 2 1
 . A صفوفة للم الذاتية المناظرة فإن هذه المتجهات تسمى المتجهات

   للمصفوفة الذاتية أوجد المتجهات : مثال ) ٥ - ٢ (
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 لهذه المصفوفة الذاتية رأينا أن القيم ) ٢ - ٢ ( في المثال : الحل
λ λ = = − 6 , 1 هي
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   لذلك نفرض أن
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 المناظر للقيمة الذاتي وإذاً المتجه x = 2 نحصل على y = 5 وبوضع

   هو يكون λ = 6 الذاتية
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 : يكون λ = − 1 وفي حالة
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 x = − 1 نحصل على y = 1 وبوضع

   يكون هو λ = − 1 الذاتية مة المناظر للقي الذاتي وإذاً المتجه
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 إذا وضعت في مصفوفة على الصورة الذاتية نلاحظ أن المتجهات : ملاحظة
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 AZ Z نلاحظ أن المصفوفة  تكون مصفوفة قطرية عناصر قطرها الرئيسي − 1
 . A للمصفوفة الذاتية هي القيم

 للمصفوفة الذاتية أوجد المتجهات : مثال ) ٦ - ٢ (
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 : من تعطى A للمصفوفة الذاتية المعادلة
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 . λ = 6 , 2 , 2 هي الذاتية ومن ثم تكون القيم
 : يكون λ = 2 في حالة
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 = = s y r x وبوضع  وبالتالي فإن المتجه الذاتي المناظر = − − s r z فإن ,
: يكون λ = 2 للقيمة الذاتية
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 هما λ = 2 وبالتالي نحصل على متجهين مناظرين للقيمة
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 . قيمة مكررة مرتين λ = 2 مع ملاحظة أن
 : يكون λ = 6 وفي حالة
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 يكون λ = 6 المتجه الذاتي المناظر للقيمة الذاتية فإن z = 1 وبوضع
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 واللاتان من نفس ,B A يقال أن المصـفوفتان المربعتان : تعريف ) ٧ - ٢ (
 أي مربعة ( غير مفردة Z النظام أما متشاتان إذا وجدت مصفوفة

 : بحيث يتحقق ) ومحددها لا يساوي الصفر
AZ Z B ZBZ A  1 1 − − = ∨ =  . 

 إذا كانت : مثال ) ٨ - ٢ (
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 AZ Z B فإن A تشابه المصفوفة B فرض أن المصفوفة ب و  : وإذاً يكون = − 1
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 . الذاتية يكون للمصفوفتين المتشاتين نفس القيم : نظرية ) ٩ - ٢ (
 : البرهان

 : علاقة متشاتان فإما يحققان ال ,B A نفرض أن المصفوفتان
AZ Z B  1 − = 

Z I A Z 
Z Z AZ Z 

I AZ Z I B 

) ( 1 

1 1 

1 

λ 

λ 

λ λ 

− = 

− = 

− = − ∴ 

− 

− − 

− 

I A 

I A I 

I A Z Z 

I A Z Z 

Z I A Z 

Z I A Z I B 

λ 

λ 

λ 

λ 

λ 

λ λ 

− = 

− = 

− = 

− = 

− = 

− = − ∴ 

− 

− 

− 

− 

1 

1 

1 

1  ) ( 

 ، وعليه الذاتية المتشاتين نفس المعادلة ,B A ومن ثم يكون للمصفوفتين
. الذاتية يكون لهما نفس القيم
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 AZ Z B تان أي أن مصفوفتان متشاB A,  إذا كانت : نظرية ) ١٠ - ٢ ( 1 − = 

 i λ الذاتية المناظر للقيمة A للمصفوفة الذاتي هو المتجه i X وكانت

 i i فإن X Z Y   المناظر للقيمة B للمصفوفة الذاتي يكون هو المتجه = − 1
 . i λ ذاتية ال

 : البرهان
 i λ الذاتية المناظر للقيمة A للمصفوفة الذاتي هو المتجه i X نفرض أن

 i i i وإذاً يكون X AX λ = وحيث إن AZ Z B ZBZ A   : فيكون = ∨ = − − 1 1
i i i i i i  X Z X BZ X X ZBZ  1 1 1 ) ( − − − = ⇒ = λ λ 

 i i وبوضع X Z Y   i i i نجد أن = − 1 X BY λ = 

 i i ومن ثم يكون X Z Y   . i λ الذاتية مناظر للقيمة B متجه مميز للمصفوفة = − 1
 السابق ففي المثال . هذا المثال تطبيق للنظريتين السابقتين : مثال ) ١١ - ٢ (
 : تكون A للمصفوفة الذاتية المعادلة ) ٨ - ٢ (

0 ) 5 ( ) 1 ( 5 11 7 
2 2 1 
1 3 1 
1 2 2 

2 2 3 = − − = − + − = 
− 

− 
− 

λ λ λ λ λ 
λ 

λ 
λ 

 . λ = 1 , 1 , 5 هي A للمصفوفة الذاتية وبالتالي تكون القيم
 : تكون B للمصفوفة الذاتية والمعادلة

 الذاتية لقيم وبالتالي تكون ا
 λ = 5 , 1 , 1 هي B للمصفوفة

 . A للمصفوفة الذاتية وهي نفس القيم

0 ) 1 )( 5 ( 
1 0 0 
0 1 0 
13 14 5 

2 = − − = 
− 

− 
− 

λ λ 
λ 

λ 
λ
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 : كما يلي A للمصفوفة الذاتية ونوجد المتجهات
0 ) ( = −  X I A λ 
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1 3 1 
1 2 2 
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z 
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λ 

 : يكون λ = 1 في حالة

y x z z y x 
z 
y 
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− − = ⇒ = + + ⇒ = 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

 = = s y r x وبوضع  s r z نحصل على ,  : وعلى ذلك يكون = − − 2
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 : هما λ = 1 الذاتية وبالتالي نحصل على متجهين مناظرين للقيمة
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 : يكون λ = 5 ة وفي حال

z y z y x 
z 
y 
x 

z 
y 
x 

= − = ⇒ = 
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1 2 3 

 وبالتالي نحصل على متجه مميز مناظر x y = = 1 نحصل على z = 1 بوضع
 : هو λ = 5 للقيمة الذاتية
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 هي A للمصفوفة الذاتية وعلى ذلك تكون المتجهات
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 1 وبوضع
1 

1  X Z Y − = يكون : 
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 3 كذلك بوضع
1 

3  X Z Y − = , 2 
1 

2  X Z Y − = فيكون : 
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3  X Z Y  . 

 3 2 1 لمتجهات الثلاث وهذه ا , ,  Y Y Y الذاتية تكون هي نفس المتجهات 
 = = , 1 , 2 , 3 حيث إا تحقق العلاقة B للمصفوفة i Y BY  i i λ 

 : ونتحقق من ذلك كما يلي
 : يكون λ = 1 في حالة

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
− = 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
− 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 
= 

2 
1 

10 

2 
1 

10 

1 0 0 
0 1 0 
13 14 5 

1 BY  , 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
− = 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
− = 

2 
1 

10 

2 
1 

10 
1 1 Y λ  , 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
= 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

−  
 
 

 

 

 
 
 

 

 
= 

2 
1 
3 

2 
1 
3 

1 0 0 
0 1 0 
13 14 5 

2 BY  , 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
= 

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− 
= 

2 
1 
3 

2 
1 
3 

1 2 Y λ  .



 سعد شرقاوي . الجبر الخطي                                                                        د &
_____________________________________ ____________________ 

١٥ 

 : يكون λ = 5 وفي حالة
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 . ,B A وإذاً تتحقق النظريتين السابقتين بالنسبة للمصفوفتين المتشاتين

 قطرية مشاة للمصفوفة أوجد مصفوفة : مثال ) ١٢ - ٢ (
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1 3 1 
1 2 2 

A . 

 : الحل
 : تكون A للمصفوفة الذاتية المعادلة

0 ) 5 ( ) 1 ( 
2 2 1 
1 3 1 
1 2 2 

2 = − − = 
− 
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− 

λ λ 
λ 

λ 
λ 

. 

 . λ = 1 , 1 , 5 هي A للمصفوفة الذاتية تكون القيم من ثم و
 : هي A وفة للمصف الذاتية وكما سبق تكون المتجهات
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 : كما يلي A للمصفوفة الذاتية من المتجهات Z نكون المصفوفة

 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− − 
= 

1 2 1 
1 1 0 
1 0 1 

Z 

 : ونلاحظ أن هذه المصفوفة غير مفردة ومعكوسها الضربي يكون
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 Z وحيث وجدت مصفوفة غير مفردة

 AZ Z B تشابه المصفوفة A فالمصفوفة 1 − = 
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− − 
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= ∴ 
5 0 0 
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2 2 1 
1 3 1 
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1 2 1 
1 2 3 

4 
1 B  . 

 مصفوفة قطرية عناصر قطرها الرئيسي هي القيم B واضح أن المصفوفة و
. فتكون مشاة لها A للمصفوفة الذاتية
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 إيجاد الحل العام موعة المعادلات التفاضلية من الدرجة الأولى - ٣
 : والرتبة الأولى

 كيفية تعيين المتجهات الذاتية لأي مصفوفة علمنا مما سبق : تعريف ) ١ - ٣ (
 ي المتجهات غير الصفرية التي وعرفنا أا ه λ المناظرة لقيمة ذاتية A مربعة

Ax تحقق المعادلة = λx ) وبطريقة أخرى المتجهات الذاتية المناظرة للقيمة 
λIA) هي المتجهات غير الصفرية في فضاء الحل للمعادلة λ الذاتية )x = 0 

 A للمصفوفة الفضاء الذاتي ويسمى فضاء الحل هذا

 . λ المناظر للقيمة الذاتية
 بالمثل يم الذاتية والمتجهات الذاتية للمؤثرات الخطية ويمكن تعريف الق

 . للمصفوفات
 إذا وجد متجه T:V→V للمؤثر الخطي قيمة ذاتية λ يسمى العدد القياسي

T x يكون بحيث V في x غير صفري = λ x سمى المتجهوي x ًمتجهاً ذاتيا 
 لمناظرة ا T للمؤثر الخطي المتجهات الذاتية و . λ مناظرا للقيمة T للمؤثر
 تسمى هذه ( λI T) تكون هي المتجهات غير الصفرية في نواة λ للقيمة
 . λ المناظر للقيمة T للمؤثر الفضاء الذاتي النواة

 أوجد أساسات الفضاءات الذاتية للمصفوفة : مثال ) ٢ - ٣ (
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0 3 2 
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A  . 

 2 = 0 ( λ5)( λ1) تكون A للمصفوفة الذاتية المعادلة : الحل

) تحقق من ذلك ؟ (
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 مكرر λ=5, λ=1 تكون A وإذاً القيم الذاتية للمصفوفة

 والمتجه
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x 
x 
x 

X = للمصفوفة ذاتياً متجهاً يكون A مناظرا للقيمة λ 

 : أي أن X = 0(λIA) حلا غير تافه للمعادلة X ت إذا وإذا فقط كان
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(1). 

 : كما يلي تصبح (1) فإن المعادلة λ = 5 إذا كانت و
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 x1 = s ويكون الحل هو ,x2 =s  , x3 = t ) تحقق من ذلك ؟ ( . 
 هي λ 5 = المناظرة للقيمة A لذلك فإن المتجهات الذاتية للمصفوفة

 : المتجهات غير الصفرية والتي تكون على الصورة

X = 
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 { إن اموعة حيث و
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S = { فة نشئ الفضاء الذاتي للمصفو ت A 

 ) تحقق من ذلك؟ ( مستقلة خطياً S وأن متجهات
. λ =5 المناظر للقيمة A للفضاء الذاتي للمصفوفة أساساً S فتكون
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 : تصبح (1) فإن λ =1 وإذا كانت
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 . ) تحقق من ذلك ؟ ( x1= t , x2= t , x3 = 0 ويكون الحل هو
 هي λ=1 المناظرة للقيمة A لذلك فإن المتجهات الذاتية للمصفوفة

 : التي على الصورة و المتجهات غير الصفرية

X = 
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 يكون المتجه اً وإذ
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 A أساس للفضاء الذاتي للمصفوفة

. λ=1 المناظر للقيمة
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 سنوضح فيما يلي إحدى الطرق التي يطبق فيها الجبر : تعريف ) ٣ - ٣ (
 . الخطي لحل مجموعة معينة من المعادلات التفاضلية

 : من الرتبة الأولى والدرجة الأولى على الصورة نفرض أن المعادلة التفاضلية
y' = ay  (1). 

y والدالة ثابت ، a حيث = f (x) راد تعيينها ، دالة مجهولةوأن ي y' = 

(dy/dx) ائية في الصورة مشتقتها  وأن لهذه المعادلة حلول لا : 
y = c e ax  (2) . 

 . ثابت اختياري c حيث
 حيث y'= ay كل دالة على هذه الصورة تكون حل للمعادلة

y' = c ae ax  = ay . 
'y كل حل للمعادلة وبالعكس = ay يجب أن يكون دالة على الصورة 

c e ax 

التفاضلية للمعادلة الحل العام (2) سمى المعادلة وت y' = ay . 
 ل ين ح ي ع بت وأحيانا تنص المسألة على بعض الشروط الابتدائية التي تسمح

 . وذلك بالتعويض ذه الشروط الابتدائية ، خاص من الحل العام
 : لتفاضلية التي على الصورة مجموعة المعادلات ا حلول دراسة ل و

y'1 = a11y1 + a12y 2 + ... + a1nyn 
y'2 = a21y1 + a22y 2 + ... + a2nyn 
................................................                   (3) 
y'n = an1y1 + an2y 2 + ... + annyn  . 

 دوال يراد تعيينها ، y1 = f(x1), y2 = f(x2), ... , yn = f(xn) حيث
: الصورة على (3) ثوابت وباستخدام المصفوفات يمكن كتابة aij والمعاملات
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 : المختصرة المصفوفية أو في الصورة
y' = A y. 

 : التفاضلية الآتية اكتب مجموعة المعادلات : مثال ) ٤ - ٣ (
y'1 = 3y1 ,    y'2 = 2y2  ,    y'3 = 5y3  . 

 والحل الخاص الذي يحقق لها ، ثم أوجد الحل العام . في صورة مصفوفات
 : الشروط الابتدائية الآتية

y1(0) = 1 ,  y2(0) = 4 ,  y3(0) = 2. 
 : الحل
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'y أي أن = AY حيث 
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 لأن كل معادلة تتضمن ه على حد ويمكننا حل المعادلات بحل كل معادلة
 : على نحصل (2) وباستخدام دالة مجهولة واحدة فقط

y1 = c1 e 3x  ,    y2 = c2 e 2x  ,     y3 = c3 e 5x  . 
 : يكون وبصيغة المصفوفات
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: الشروط الابتدائية المعطاة نحصل على لتعويض ب وبا
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1 = y1(0)=c1e 0 = c1  . 
4 = y2(0)=c2e 0 = c2  . 
2 = y3(0)=c3e 0 = c3  . 

 : موعة المعادلات كما يلي لهذا يكون الحل المستوفي للشروط الابتدائية

Y = 
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4  . 

 سهلة كانت مجموعة المعادلات التفاضلية في المثال السابق : ملاحظة ) ٥ - ٣ (
 وذلك لأن ، الحل لأن كل معادلة تضمنت دالة مجهولة واحدة فقط
 قطرية مصفوفة مصفوفة المعاملات موعة المعادلات التفاضلية كانت

'Y التفاضلية مجموعة المعادلات ف نبحث حل والسؤال الآن كي = AY 

 . ليست قطرية ؟ A لها المصفوفة التي و
 : الإجابة على هذا السؤال في الطريقة الآتية

 A إذا كانت AY = ' Y حل مجموعة المعادلات التفاضلية ) ٦ - ٣ (

 : مصفوفة غير قطرية
 ولذلك ، فوفة قطرية ـ إلى مص A الفكرة تتلخص في تحويل المصفوفة

 تفاضلية يؤدى إلى مجموعة معادلات Y عن المصفوفة سنجرى تعويضاً
 وبذلك نستطيع حل هذه اموعة الجديدة ، بمصفوفة معاملات قطرية

 تخدم هذا الحل لتعيين حل اموعة ـ بالطريقة السابقة ، ومن ثم نس
 ، الأصلية

: كما سيتضح فيما يلي
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 : لدينا مجموعة المعادلات التفاضلية الآتية نفرض
y1 = p11u1 + p12u2 + ... + p1nun 
y2 = p21u1 + p22u2 + ... + p2nun 
..............................................              (5) 
yn = pn1u1 + pn2u2 + ... + pnnun . 

 : الصورة على بصيغة المصفوفات (5) كتابة ويمكن
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1 12 11 
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1 

. 

 أي أن
Y = P U  (6). 

 ثوابت يراد تعيينها بحيث يكون موعة المعادلات الجديدة Pij المعاملات و
 . مصفوفة معاملات قطرية u1,u2, ... ,un المتضمنة للدوال اهولة

 : ينتج أن (5) وبإجراء عملية التفاضل على كل معادلة من
Y' = P U'  (7) . 

: نحصل على Y'= AY في المعادلة (7) , (6) دلتين وبالتعويض بالمعا
PU' = A ( P U ) . 

 : قابلة للانعكاس فإننا نحصل على P اعتبرنا أن المصفوفة وإذا
U' = ( P 1 A P ) U = D U . 

 = D حيث P 1 A P ويكون الآن اختيار P ًفإذا أردنا لمصفوفة واضحا ، 
 لتكون مصفوفة تحول P ر أن تكون قطرية ،فيجب أن نختا D المعاملات
. إلى الصورة القطرية A المصفوفة
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٢٤ 

 التي لها و AY = ' Y لحل مجموعة المعادلات التفاضلية مما سبق نستنتج أنه
 : قابلة للتحويل إلى الصورة القطرية نتبع ما يلي A مصفوفة معاملات

 . إلى الصورة القطرية A التي تحول المصفوفة P نوجد المصفوفة ) ١ (
'Y = PU, Y نستخدم التعويض ) ٢ ( = PU' لنحصل على مجموعة 

'U على الصورة معادلات جديدة = D U حيث D = P 1 A P . 
'U نحل مجموعة المعادلات التفاضلية ) ٣ ( = D U . 
 . Y= P U من المعادلة Y نعين قيمة ) ٤ (
 : الآتية موعة المعادلات التفاضلية العام  ل الح أوجد : مثال ) ٧ - ٣ (

y'1 = y1 + y2  ,   y'2 = 4y1 2y2  . 
 : ثم أوجد الحل الخاص الذي يحقق الشروط الابتدائية

y1(0) = 1, y2 (0) = 6 . 
 : هي المعطاة تكون مصفوفة المعاملات موعة المعادلات : الحل

A =   
 

 
  
 

 
− 2 4 
1 1 

 للمصفوفات فإن الذاتية والمتجهات الذاتية للمفهوم السابق للقيم وفقاً و
 قابلة للتحويل إلى الصورة القطرية بواسطة أي مصفوفة تكون A المصفوفة

 : وحيث إن A للمصفوفة أعمدا متجهات مميزة مستقلة خطياً

|λ I  A| = 
2 4 

1 1 
+ − 

− 
λ 

λ  = λ 2 +λ 6 = (λ+3) (λ2) . 

λ = 2, λ = 3 هي A للمصفوفة الذاتية فتكون القيم
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   يكون الذاتية ريف المتجهات ومن تع
 

 
  
 

 

2 

1 

x 
x x  A للمصفوفة مميزاً متجهاً =

 λI) للمعادلة غير صفرياً لاً ح x إذا وإذا فقط كان λ الذاتية للقيمة ناظراً م

A) x  : أي أن 0 =

  
 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 


  
 

 
  
 

 
+ − 

− − 
0 
0 

2 4 
1 1 

2 

1 

x 
x 

λ 
λ  . 

 فإن λ=2 فإذا كانت

  
 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 


  
 

 
  
 

 
− 

− 
0 
0 

4 4 
1 1 

2 

1 

x 
x  . 

 لهذا فإن ، و x1 = t , x2 = t ل هو ويكون الح

  
 

 
  
 

 

2 

1 

x 
x  =   

 

 
  
 

 
t 
t  =   

 

 
  
 

 
1 
1 

t  . 

   وإذاً يكون المتجه
 

 
  
 

 
1 
1 p1 = ًللمصفوفة للفضاء الذاتي أساسا A المناظر 

 . λ =2 للقيمة

   أن المتجه إثبات وبطريقة مماثلة يمكن
 

 
  
 

− 
1 
4 / 1 p2 = ًللفضاء يكون أساسا 

 . λ = 3 المناظر للقيمة A للمصفوفة الذاتي

   وإذاً المصفوفة
 

 
  
 

 − 
1 1 
4 / 1 1 P = تحول المصفوفة A إلى الصورة القطرية 

 : ويكون

D = P 1 A P = (4/5)   
 

 
  
 

 
− 

=   
 

 
  
 

 − 
  
 

 
  
 

 
−   

 

 
  
 

 
−  3 0 

0 2 
1 1 
4 / 1 1 

2 4 
1 1 

1 1 
4 / 1 1  . 

'Y = P U , Y ذلك يؤدى التعويض وب = P U' إلى مجموعة المعادلات 
: القطرية الجديدة الآتية
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٢٦ 

U' = D U =   
 

 
  
 

 
− 3 0 
0 2 

⇒ u'1 = 2u1  ,  u'1 = 2u1  . 

 u1 = c1 e 2x ويكون حل مجموعة المعادلات هذه هو ,  u2 = c2 e 3x . 

∴U =   
 

 
  
 

 
−  x 

x 

e c 
e c 

3 
2 

2 
1  . 

 : ا يلي م ك Y الحل بالنسبة إلى Y= P U ومن ثم تعطى المعادلة

Y =   
 

 
  
 

 

2 

1 

y 
y  =   

 

 
  
 

 − 
1 1 
4 / 1 1 

  
 

 
  
 

 
−  x 

x 

e c 
e c 

3 
2 

2 
1  =  

 
 

 
 
 
 

 

+ 
− 

− 

− 

x x 

x x 

e c e c 
e c e c 
3 

2 
2 

1 

3 
2 

2 
1  ) 4 / 1 (  . 

 : الحل العام موعة المعادلات يكون أي أن
y1 = c1 e 2x  (1/4) c2 e 3x  ,    y2 = c1 e 2x + c2 e 3x  . 

 : بالشروط الابتدائية نحصل على بالتعويض و
c1  (1/4) c2 = 1 ,  c1 + c2 = 6 . 

∴ c1 = 2  , c2 = 4 . 
 : هو موعة المعادلات التفاضلية ويكون الحل الخاص المطلوب

y1 = 2e 2x  e 3x  , 
y2 = 2e 2x + 4e 3x  . 

 أن مصفوفة المعاملات موعة ذه لقد افترضنا في دراستنا ه : ملاحظة
'Y المعادلات التفاضلية = AY قابلة للتحويل إلى الصورة القطرية ، تكون 

 . يجب أن نستخدم طرق أخرى للحل ف فإذا لم تكن الحالة كذلك ،
. ذه سنبحث هذه الطرق في دراسات عليا عن مجال دراستنا ه



 سعد شرقاوي . الجبر الخطي                                                                        د &
_____________________________________ ____________________ 

٢٧ 

 : ع المخروطية و تطبيق في القط - الصيغة التربيعية - ٤
 : تسمى المعادلة : تعريف ) ١ - ٤ (

ax 2 +2hxy + by 2 +2fx +2gy + c = 0  (1). 
x بمعادلة الدرجة الثانية في ,y حيث a, b, c, f, g, h أعداد حقيقية 

 . صفر ال على الأقل لا يساوى a, h, b ويشترط أن يكون أحد الأعداد
ax 2 +2hxy التعبير + y 2 سمىالصيغة التربيعية المرافقة ي . 

 تعرف ال ية كيف ثم ، xy سندرس الآن كيفية تدوير المحاور لحذف معامل
 وذلك بوضعها في الصورة ع المخروطية التي تم تدويرها ، و على القط
 . القياسية

 : بصيغة المصفوفات كما يلي (1) هذا ويمكن كتابة المعادلة

( ) ( )  0 = +   
 

 
  
 

 
+   

 

 
  
 


  
 

 
  
 

 
c 

y 
x 

g f 
y 
x 

b h 
h a 

y x  . 

 : أو في الصورة المختصرة
X T A X + K X + c =0  (2) . 

 حيث

X =   
 

 
  
 

 
y 
x  ,  A =   

 

 
  
 

 
b h 
h a  , K = ( ) g f  . 

 X T A X هي  (2)ذا الاصطلاح تكون الصيغة التربيعية المرافقة للمعادلة و

. X T A X مصفوفة الصيغة التربيعية A تسمى المصفوفة المتماثلة
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 : للقطع المخروطي ) لرئيسية ا ( إيجاد المحاور الأساسية ) ٢ - ٤ (
 : بالمعادلة لاً ممث مخروطياً إذا اعتبرنا قطعاً

X T  A X + K X + c = 0. 
 في y ′ x ′ بحيث ينعدم معامل Y , X محاور الإحداثيات تدوير كن يم

 : وذلك باتباع الخطوات التالي الإحداثيات الجديدة

   نوجد مصفوفة ) ١ (
 

 
  
 

 

22 21 

12 11 

p p 
p p P = ة تحول المصفوف A ًإلى الصورة عموديا 

 . القطرية
|P| إذا لزم الأمر لجعل P نبدل أعمدة ) ٢ (  ويؤكد هذا أن تحويل 1 =

 : الإحداثيات العمودي

  
 

 
  
 

 
y 
x  =  P   

 

 
  
 

 
′ 
′ 
y 
x  (3). 

 . يكون دوراناً ′X = P X أن أي
 ′X′Y لى معادلة القطع المخروطي في الإحداثيات الجديدة للحصول ع ) ٣ (

 : فنحصل على (2) في (3) نعوض من
(PX′) T A (PX′) + K(PX′) + c = 0 . 

 : على الصورة أو
X′ T (P T A P)X′+ (KP)X′ + c = 0  (4). 

 : إلى الصورة القطرية عمودياً A تحول P حيث

P T A P =   
 

 
  
 

 

2 

1

0 
0 
λ 

λ  . 

. A هما القيمتان الذاتيتان للمصفوفة λ1, λ2 حيث
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 : في الصورة (4) لذلك يمكن كتابة المعادلة و

( ) ( )  0 
0 

0 

22 21 

12 11 

2 

1 = +   
 

 
  
 

 
′ 
′ 

  
 

 
  
 

 
+   

 

 
  
 

 
′ 
′ 

  
 

 
  
 

 
′ ′  c 

y 
x 

p p 
p p 

g f 
y 
x 

y x 
λ 

λ  . 

 : أو في الصورة
λ1 x′ 2 +λ2 y′ 2 + f′ x′ +g′ y′ +c = 0 . 

 f′ = f p11 + g p21 حيث ,  g′ = f p12 +g p22 . 
 وباستخدام إكمال ′x′y هذه معادلة من الدرجة الثانية خالية من معامل و

 . المربع يمكن تعيين نوع القطع وأطوال المحاور الأساسية له
 : الآتية تيجة ونخلص مما سبق بالن

ax 2 +2hxy لتكن : تيجة ن ) ٣ - ٤ ( + by 2 +2fx +2gy + c = 0 معادلة 
X T A X = ax 2 + 2hxy ولتكن ، قطع مخروطي + by 2 الصيغة التربيعية 

 يمكن دوران المحاور بحيث يكون لمعادلة القطع المخروطي فإنه . المرافقة
 : في الصورة ′x′y الإحداثيات الجديدة

λ1 x′ 2 + λ2 y′ 2 + f′ x′ + g′ y′ +c = 0. 
 A هما القيمتان الذاتيتان للمصفوفة λ1, λ2 حيث

 إلى ودياً عم A تحول P حيث ′X = PX تخدام التعويض ـ وذلك باس
|P| يكون يث بح الصورة القطرية = 1 .



 سعد شرقاوي . الجبر الخطي                                                                        د &
_____________________________________ ____________________ 

٣٠ 

 : أمثلة ) ٤ - ٤ (
5x 2 4xy صف القطع المخروطي - ١ + 8y 2  36 = 0 

 حيث X T A X  36 = 0 تكون لهذه المعادلة ية المصفوف ورة ص ال : الحل

  
 

 
  
 

 
− 

− 
= 

8 2 
2 5 

A 

 تكون A للمصفوفة الذاتية والمعادلة

| λI  A | =   
 

 
  
 

 
− − 

− − 
8 2 
2 5 

λ 
λ  =  (λ  9) (λ 4) = 0 . 

 λ = 4 هما A إذاً القيمتان الذاتيتان للمصفوفة و , λ = 9 . 
 : هي الحلول الغير صفرية للمعادلة λ = 4 المتجهات الذاتية المناظرة للقيمة

  
 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 


  
 

 
  
 

 
− 

− 
0 
0 

4 2 
2 1 

y 
x  . 

 : بحل هذا النظام نحصل على و

  
 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 

 
=   

 

 
  
 

 
1 
2 2 

t 
t 
t 

y 
x  . 

   المتجه وإذاً
 

 
  
 

 
1 
 . λ = 4 يكون أساس للفضاء الذاتي المناظر للقيمة الذاتية 2

 نجعل هذا المتجه متجه قياسي فنحصل على
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 

5 
1 
5 
2 

v1 = . 

 بالمثل يكون المتجه القياسي و
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 − 

5 
2 
5 
1 

v2 = أساس للفضاء الذاتي المناظر 

. λ = 9 للقيمة
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 فالمصفوفة وإذاً
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 − 

5 
2 

5 
1 

5 
1 

5 
2 

P = تحول المصفوفة A ًإلى الصورة عموديا 

|P| القطرية ، بالإضافة إلى ذلك فإن  وعليه فإن التحويل العمودي 1=
 الصورة المصفوفية وبالتعويض في ، يكون دورانياً ′X= PX للإحداثيات
 : نحصل على لمعادلة القطع

(PX′) T A ( PX′ )  36 = 0. 
(X′) T (P T A P) X′36 = 0. أو 

   وحيث إن
 

 
  
 

 
9 0 
0 4 P T A P = فهذه المعادلة يمكن كتابتها على الصورة :

(x′  y′)   
 

 
  
 

 
9 0 
0 4 

  
 

 
  
 

 
′ 
′ 
y 
x   36  = 0. 

∴ 4x′ 2 + 9y′ 2  36  = 0. 
 x′ 2 /9 + y′ 2 /4 = 1 في الصورة ذه المعادلة يمكن كتابتها أيضاً ه و

. وهي تمثل قطع ناقص
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 : صف القطع المخروطي - ٢
5x 2  4xy + 8 y 2 + (20/√5)x  (80/√5) y + 4 =  0 . 

 X T A X + K X + 4 = 0 تكون لهذه المعادلة ية لمصفوف الصورة ا : الحل

 حيث

A =   
 

 
  
 

 
− 

− 
8 2 
2 5  ,  K =  

 

 
 
 

 − 
5 
80 

5 
20  . 

 : المصفوفة من المثال السابق وجدنا أن و

P = 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 − 

5 
2 

5 
1 

5 
1 

5 
2 

. 

 ′X= PX بوضع و ، إلى الصورة القطرية عمودياً A المصفوفة تحول

 : نحصل على الصورة المصفوفية لمعادلة القطع في
( P X′) T A (P X′) + K (P X′) + 4 = 0 . 

 و المعادلة أ
X′ T (P T A P) X′ + (K P) X′ + 4 = 0 .                 (*) 

 حيث إن

P T A P =   
 

 
  
 

 
9 0 
0 4  , K P =  

 

 
 
 

 − 
5 
80 

5 
20 

 
 
 
 

 

 

 
 
 
 

 

 − 

5 
2 

5 
1 

5 
1 

5 
2 

= ( ) 36 8 − −  . 

 : الصورة على (*) إذاً يمكن كتابة
4 x′ 2 + 9 y′ 2 8 x′ 36 y′ + 4 =0 . 

 : ويمكن كتابة المعادلة السابقة في الصورة
4( x′ 2  2 x′ ) + 9 (y′ 2  4y′) =  4 

∴ 4( x′ 2  2 x′ + 1 ) + 9 (y′ 2  4y′ + 4) = 4 +4+36.
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∴4( x′ 1 ) 2 + 9 (y′  2) = 36. 
 ولتحويل معادلة القطع المخروطي هذه إلى الصورة القياسية

 بوضع لك وذ ′X′Y نقل المحاور ن
x′′ = x′1 ,  y′′ = y′2 . 

 : فتصبح المعادلة السابقة في الصورة
4x′′ 2 + 9 y′′ 2 = 36 

∴ x′′ 2 /9  + y′′ 2 /4 = 1. 
. عادلة تمثل قطع ناقص الم وهذه
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 ن ــ اري تم

 للمصفوفة tA ( exp ( أن تحقق من - ١
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

A  : يكون هو =

exp (tA )= (1/3 )e 3t (E +K) . 

 حيث
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 

K = . 

 : لمصفوفات الآتية كل من ا ل الذاتية والمتجهات الذاتية أوجد القيم - ٢

(i) 
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(iii) 
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4 4 1 
12 8 2 
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 لمصفوفتين ا أن تحقق من - ٣
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

2 2 1 
1 3 1 
1 2 2 

, 
 
 
 

 

 

 
 
 

 

 

− − 
− 
− 

3 2 3 
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 نفس يكون لهما

 . ولكنهما غير متشاتين الذاتية القيم
 AZ Z بحيث يكون Z أوجد المصفوفة - ٤  مصفوفة قطرية عناصر قطرها − 1

 : الآتية في كل من الحالات A للمصفوفة الذاتية الرئيسي القيم
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0 2 3 
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٣٥ 

 : أوجد حل المعادلتين التفاضليتين بتطبيقات الجبر الخطي - ٥
y′1 = y1 + 3y2, 
y′2= 4y1 + 5y2. 

 : الخاص الذي يحقق الشروط الابتدائية ثم أوجد الحل
y1(0) = 2 , y2 (0) =1. 

 : الآتية حل مجموعة المعادلات التفاضلية أوجد بتطبيقات الجبر الخطي - ٦
y′1 =4 y1 + y3 , 
y′2 = 2y1 + y2 , 
y′3 = 2y1  . 

 : ثم أوجد الحل الذي يحقق الشروط الابتدائية
y1(0)=1, y2 (0)=1, y3 (0)= 0. 

 : الآتية لتفاضلية حل مجموعة المعادلات ا أوجد بتطبيقات الجبر الخطي - ٧
y′1 = 4y1 + 2y2  + 3y3 
y′2 = 2y1 + 4y2  + 2y3 
y′3 = 2y1 + 2y2  + 4y3  . 

 حل المعادلة التفاضلية أوجد بتطبيقات الجبر الخطي - ٨
y′′ y′  6y = 0. 

y1= y افرض أن ): إرشاد ( , y2 = y′ 

 y′1 = y2 ثم اثبت أن ,  y′2 = y′′= y′+6y  = 6y1+ y2 

 حل المعادلة التفاضلية أوجد بتطبيقات الجبر الخطي - ٩
y′′′ 6 y′′ +11 y′ 6y = 0 . 

y1= y افرض أن ): إرشاد ( , y2 =y′, y3 = y′′ 

 y′1 = y2 ثم اثبت أن , y′2 =  y3 , y′3 = 6y111y2 +6y3
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٣٦ 

 : الآتية ع المخروطية و القط كلا من صف بتطبيقات الجبر الخطي - ١٠
(1)  2x 2  4xy  y 2 + 8 = 0. 
(2)  x 2  + 2xy + y 2 + 8x  + y = 0. 
(3)  5x 2  4xy  5y 2  = 9. 
(4)  11x 2 +24xy + 4y 2 – 15 = 0. 
(5)  9x 2  4xy + 6y 2  10x  2y = 5. 

********* *************** تم بحمد االله *********** ** *********
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١

  الذاتية والمتجهات الذاتيةالقيم Eigenvalues and Eigenvectors:   

0 مصفوفة مربعة فإن المعادلة A إذا كانت:)١(تعريف IA    

  القيم الذاتية ، وجذور هذه المعادلة تسمى Aللمصفوفة المعادلة الذاتيةتسمى 

   .Aلمصفوفةل

 للمصفوفةالذاتيةأوجد القيم : )١(مثال
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 للمصفوفةالذاتية أوجد القيم :)٢(مثال
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  :تكون للمصفوفة الذاتيةالقيم من ثم و
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٢

  فإن متجهA للمصفوفة المربعةالذاتية هي إحدى القيم  إذا كانت:)٢(تعريف

XAX والذي يحقق العلاقةXالعمود غير الصفري 0 ( أو)(  XIA  ( 

   .الذاتية المناظر للقيمة A للمصفوفةالذاتيالمتجه يسمى 

 تكون مصفوفة عمود على X فإنnn مصفوفة مربعة على النظامAوإذا كانت

n وإذا كانت1nالنظام ,...,,  A للمصفوفةالذاتية هي القيم 21

nXXXوكانت ,...,,   لقيم الذاتية ذه امتجهات مستقلة غير صفرية مناظرة له 21

   .A للمصفوفةالذاتيةفإن هذه المتجهات تسمى المتجهات 

 للمصفوفةالذاتية أوجد المتجهات :)٣(مثال
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1,6 لهذه المصفوفة هيالذاتيةرأينا أن القيم ) ١( في مثال:الحل     

نفرض أنلذلك 
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   2x  نحصل على5y وبوضع

 يكون هو6الذاتية المناظر للقيمة الذاتيوإذاً المتجه 
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٣

yxyx  022  

   1x  نحصل على1y وبوضع

 يكون هو1الذاتية المناظر للقيمة الذاتيوإذاً المتجه 








1

1
.  

 هي المصفوفة التي أعمدا المتجهات الذاتية Pنت المصفوفةإذا كا :ملاحظة

  : أي أنAللمصفوفة
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 سمى المصفوفةتPمصفوفة المتجهات الذاتية للمصفوفة A.  

بي لهذه المصفوفة يكونوبحساب المعكوس الضر
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11APP . 

APPنلاحظ أن المصفوفة 1 تكون مصفوفة قطرية عناصر قطرها الرئيسي هي 

   .A للمصفوفةالذاتيةالقيم 

----------------------------------------  
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٤

أوجد المتجهات الذاتية للمصفوفة : )٤(مثال
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  : تعطى منA المعادلة الذاتية للمصفوفة:الحل
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   3,2,1  تكونAالقيم الذاتية للمصفوفةوإذاً 

لمصفوفة ونوجد المتجهات الذاتية لA0  من العلاقة)(  XIA كما يلي: 
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  :1في حالة

yxzzyxz

z

y

x

















































 

,00,0

0

0

0

222

111

100

 

 يكون1المتجه الذاتي المناظر للقيمة الذاتية فإن 1yوبوضع 
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 يكون2المتجه الذاتي المناظر للقيمة الذاتية فإن 1yوبوضع 
















2

1

2

.   



 سعد شرقاوي. د                                                   تطبيقات الجبر الخطي  

__________________________________________________  

٥

 :3وفي حالة
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 يكون3المتجه الذاتي المناظر للقيمة الذاتية فإن 1yوبوضع 
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وإذاً مصفوفة المتجهات الذاتية تكون 
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٦

 للمصفوفة اتيةالذأوجد المتجهات  :)٥(مثال
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  : تعطى منA للمصفوفةالذاتية المعادلة :الحل
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   2,2,6 هيالذاتيةومن ثم تكون القيم 

ونوجد المتجهات الذاتية للمصفوفة A 0 من العلاقة)(  XIA كما يلي :  
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syrx وبوضع  srz فإن ,  وبالتالي فإن المتجه الذاتي المناظر للقيمة 

  : يكون2الذاتية
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 هما2مناظرين للقيمةمستقلين وبالتالي نحصل على متجهين 
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  . قيمة مكررة مرتين2مع ملاحظة أن
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٧

  :6وفي حالة
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 يكون6لمتجه الذاتي المناظر للقيمة الذاتيةا فإن 1z وبوضع
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  : تكونA للمصفوفةوإذاً مصفوفة المتجهات الذاتية
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  :كننا التحقق من أنيمو
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11APP . 

---------------------------------------------  

 إذا كانت :تمرين فصلي
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Aوكانت P مصفوفة المتجهات 

APP بطريقة الاختزال، ثم تحقق من أن1Pفاحسب.Aالذاتية للمصفوفة 1 

  .Aالقيم الذاتية للمصفوفةصفوفة قطرية عناصر قطرها الرئيسي تكون م

---------------------------------------------
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٨

 واللتان من نفس النظام أما ,BA يقال أن المصفوفتان المربعتان:)٣(تعريف

) أي مربعة ومحددها لا يساوي الصفر( غير مفردةPمتشاتان إذا وجدت مصفوفة

APPBPBPA بحيث يتحقق 11  . 

إذا كانت : )٦(مثال
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  :ومعكوسها الضربى) من ذلك؟ق قتح(مفردة غير P واضح أن المصفوفة:الحل
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APPB فإنA تشابه المصفوفةBفرض أن المصفوفةبو 1ًوإذا :  
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٩

  .الذاتيةلمصفوفتين المتشاتين نفس القيم  يكون ل:)١(نظرية

  : متشاتان فإما يحققان العلاقة,BA نفرض أن المصفوفتان:البرهان

APPB 1  
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PPAPP

IAPPIB
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 ، وعليه يكون الذاتيةفس المعادلة  المتشاتين ن,BAومن ثم يكون للمصفوفتين

  .الذاتيةلهما نفس القيم 

APPB  مصفوفتان متشاتان أي أن,BAإذا كانت : )٢(نظرية 1وكانت  

iX هو المتجه الذاتي للمصفوفة A المناظر للقيمة الذاتية i فإن ii XPY 1 

   .i المناظر للقيمة الذاتية Bيكون هو المتجه الذاتي للمصفوفة 

   i المناظر للقيمة الذاتية A هو المتجه الذاتي للمصفوفة iXنفرض أن : البرهان

iii: وإذاً يتحقق XAX  وحيث إن APPBPBPA 11  فيكون :  

iiiiii XPXBPXXPBP 111)(     

iiوبوضع  XPY 1 نجد أن iii XBY  ومن ثم فإن ii XPY 1 يكون   

   .i مناظر للقيمة الذاتية Bذاتي للمصفوفة متجه 
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  :تكون A للمصفوفةالذاتية السابق المعادلة )٦( في مثال:)٧(مثال
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 الذاتية وهي نفس القيم 1,1,5 هيB للمصفوفةالذاتيةوبالتالي تكون القيم 

   .Aللمصفوفة

 :كما يليA للمصفوفةالذاتيةهات نوجد المتجو

0)(  XIA   

0

221

131

122








































z

y

x







 

  :1في حالة

yxzzyx

z

y

x

2020

121

121

121


































 

syrxبوضع  srz نحصل على, 2وعلى ذلك يكون :  
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  : هما1الذاتيةمناظرين للقيمة مستقلين بالتالي نحصل على متجهين و
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1 نحصل على1zبوضع xyناظر للقيمة  وبالتالي نحصل على متجه مميز م

  : هو5الذاتية
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  : هيA للمصفوفةالذاتيةوعلى ذلك تكون المتجهات 
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١٢

321وهذه المتجهات الثلاثة ,, YYY للمصفوفةالذاتية هي نفس المتجهات B   

,3,2,1حيث إا تحقق العلاقة   iYBY ii لك كما يلي ونثبت ذ:  

  :1في حالة
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  :5في حالةو
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   .,BAابقتين بالنسبة للمصفوفتين المتشاتينوإذاً تتحقق النظريتين الس

---------------------------------------------  

أوجد مصفوفة قطرية مشاة للمصفوفة: )٨(مثال
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  : تكونA للمصفوفة الذاتية المعادلة :الحل
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   .5,1,1هي A للمصفوفةالذاتيةتكون القيم من ثم و

  :هي A للمصفوفةالذاتيةوكما سبق تكون المتجهات 
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١٣

  : كما يليالذاتيةت  من المتجهاPنكون المصفوفة
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  : ومعكوسها الضربي يكونمفردةوهذه المصفوفة غير 
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APPB تشابه المصفوفةA فالمصفوفةPمفردةوحيث وجدت مصفوفة غير  1:  
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 الذاتية مصفوفة قطرية عناصر قطرها الرئيسي هي القيم Bواضح أن المصفوفةو

  . فتكون مشاة لهاAللمصفوفة

----------------------------------------  
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١٤

 أساسات الفضاءات الذاتية للمصفوفة:  

لقيمة لالمناظرة Aجهات الذاتية لأي مصفوفة مربعة كيفية تعيين المتعلمنا مما سبق 

XAX وعرفنا أا هي المتجهات غير الصفرية التي تحقق المعادلةذاتيةال    

 المتجهات غير هيالذاتيةوبطريقة أخرى المتجهات الذاتية المناظرة للقيمة 

)(0 الصفرية في فضاء الحل للمعادلة  XAI   

  . ذاتيةاللقيمة لالمناظرة Aيسمى فضاء الحل هذا الفضاء الذاتي للمصفوفة

 أوجد أساسات الفضاءات الذاتية للمصفوفة: )٩(مثال
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)1)(5(0تكون  A المعادلة الذاتية للمصفوفة: لحلا 2     

   1,5,5  تكونA وإذاً القيم الذاتية للمصفوفة

والمتجه
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X للمصفوفة ذاتياًمتجهاً يكون A للقيمةمناظرا إذا وإذا فقط   

)(0 حلا غير تافه للمعادلة Xتكان  XAI أي أن:  
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  : كما يلي تصبح(1) فإن المعادلة 5 إذا كانتو
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txsxsx ويكون الحل هو  321 ,,    

 هي المتجهات غير 5 المناظرة للقيمة Aلذلك فإن المتجهات الذاتية للمصفوفة

   :الصفرية والتي تكون على الصورة
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{إن مجموعة المتجهات حيث و
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 نشئ الفضاء الذاتي للمصفوفة تA   

 للفضاء الذاتي اًـاسـ أسفتكونتقلة خطياً ـمس هذه تجهاتالم ن مجموعةوأ

  .5  المناظر للقيمةAللمصفوفة 

  : تصبح(1) فإن 1 وإذا كانت
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,,0 ويكون الحل هو 321  xsxsx    

   هي المتجهات 1  المناظر للقيمةAلذلك فإن المتجهات الذاتية للمصفوفة 

   :التي على الصورةوغير الصفرية 
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 المتجه اًوإذ
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  .1  المناظر للقيمةAيكون أساس للفضاء الذاتي للمصفوفة  
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  :نــتماري

  : أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية لكل من المصفوفات الآتية-١

(i) 
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 تحقق من أن المصفوفتين-٢
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  .نفس القيم الذاتية ولكن غير متشاتين يكون لهما

APP بحيث يكونP أوجد المصفوفة-٣ 1 مصفوفة قطرية عناصر قطرها الرئيسي  

  : في كل من الحالات الآتيةAالقيم الذاتية للمصفوفة

(i) 






















500

032

023

A   (ii) 
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 أوجد أساسات الفضاءات الذاتية للمصفوفة -٤
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 السؤال الأولإجابة :  
(i) 1(-1,1,0) , 2(-2,1,2) , 3(-1,1,2) 
(ii) -1(1,0,1) , 2(1,3,1) , 1(3,2,1) 
(iii) 2(2,-1,0) , 0(4,-1,0) , 1(4,0,-1) 

 ثانيإجابة السؤال ال:  

 تكونAة ومصفوفة المتجهات الذاتية للمصفوف5,1,1القيم الذاتية     























121

110

101
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BAPPولكن       1  

 ثالثإجابة السؤال ال:  
(i) 5(-1,1,0) , 5(0,0,1) , 1(1,1,0) 
(ii) 0(0,1,-1) , -2(2,-1,0) , -3(1,0,-1) 
(iii) -2(11,1,-14) , 1(1,-1,-1) , 3(1,1,1) 

 انظر بنك الأسئلة   (:رابعإجابة السؤال ال( .  

------------------------------------------------  
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 ( انٗ انصٕزج 1( ذرحٕل انًعادنح )3( ، )2ٔتانرعٕٚض عٍ )
2

2
( , , ,.....) 0

dz d y
z

dt dt
  

 

 ًٔٚكٍ حهٓا كًا سثق  tْٔٗ يعادنح خانٛح يٍ 

 

 أٔجد انحم انعاو نهًعادنح انرفاضهٛح انًرجاَسح الأذٛح  -( : 2يثال) 
2 2 2 2( )( ) 0x y y xy x y y     

 

 َجد أٌ 3x تانقسًح عهٗ -انحم :
2 2

2 2
(1 )( ) 0

y y y
y xy

x x x
     

 تٕضع 
, ty zx x e  

 

 ذرحٕل انًعادنح انرفاضهٛح انٗ انصٕزج 
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(1 )( ) ( ) 0
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.ln {[1 ]

ln( )

t az a ln(z a) lnb
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y

a
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dz d z dp
p p

dt dt dz
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z p p
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dz
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dz z a
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a
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y y
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 ْٕٔ انحم انعاو 

 

  نهًعادنح زاتعاً: انطسف الأٚسس
( )f(x, y, y , y ,....., y ) 0n   

 

)ْٕ عثازج عٍ يشرقح نًقداز ذفاضهٙ يا يٍ انسذثح  1)n   :ًٔنٛكٍ يثلا 
( )(c, x, y, y ,....., y ) 0n    

 

0ُْا ًٚكٍ كراتح انًعادنح
d

dx


  ٔيُٓاc  

 



 حم انًعادنح انرفاضهٛح  ( : 1يثال) 
2 0yy y   

 

 ْرِ انًعادنح ًٚكٍ كراترٓا عهٗ انصٕزج  انحم :
( ) 0d yy   

 ٔيُٓا ٚكٌٕ

2

1 2

yy c

y c x c

 

 
 

أحٛاَا نهحصٕل عهٗ دانح يشرقرٓا ذسأٖ انطسف الأٚسس نهًعادنح فإٌ ذنك   يهحٕظح :

 لا ٚرحقق إلا تعد ضسب طسفٙ انًعادنح فٙ دانح يا .

 حم انًعادنح انرفاضهٛح  : 2)يثال) 
2yy y  

yyتانقسًح عهٗ انحم :  َٗحصم عه 

1

1

1

{ {

ln ln ln

ln

cx c cx

y y

y y

y y

y y

y y c

y yc

dy
yc

dx

dy
cdx

y

y cx c

y e c e

 




 




  

 





 

 

 

 ْٕٔ انحم انعاو 

 حم انًعادنح انرفاضهٛح  -( :3يثال )
22y y y   

yتانقسًح عهٗ  انحم : y   َٗحصم عه 



2

2

{ 2{

ln 2 ln ln

y y

y y

y y

y y

y y c

y cy

 


 

 


 

  

 

 

yٔتٕضع  p  
2

12

1

1

1 2

1 1

1

1

1
ln( )

dp
cp

dx

dp cdx cx c
p p

p
cx c

dy

dx cx c

y cx c c
c



    

 


 


  

 

 ْٕٔ انحم انعاو 

 

 

 (2ذًازٍٚ )

pأٔجد انحم انعاو نكم يٍ انًعادلاخ انرفاضهٛح تحهٓا تانُسثح إنٗ  -1 ,
dy

p
dx

 
2 2 2

2 2

2

3 2 2

2

2

( ) 3 2 0

( ) ( 2 ) 2 0

(iii) p p 6 0

(iv) p p(x xy y ) xy(x y) 0

(v) p 2cosx 1 0

(vi) x yp p(1 xy)

i y p xyp x

ii p xy x p x y

  

   

  

     

  

  

 

 
أٔجد انحم انعاو نكم يٍ انًعادلاخ انرفاضكهٛح الأذٛكح تاعرثازْكا لاتهكح نهحكم فكٙ -2

x: 



3

2

2

2

3

( ) 4 4

( ) 2 1 0

( )2 2 2 ( 1)

( ) tan( )
1

( ) ( 3) 0

i x p p

ii p xp

iii y p p x p

p
iv p x

p

v p p y x

 

  

   

 


   

 

 

انعاو نكم يٍ نهًعادلاخ انرفاضكهٛح الأذٛكح تاعرثازْكا لاتهكح نهحكم فكٙأٔجد انحم  -3

y : 
2

3

2

2

( ) y xp p

( ) y x p

( ) p p e

( ) y psin p cos p

( ) y p tan p log cos p

(vi) e p 1p y

i

ii

iii

iv

v



 

 

 

 

 

 

 

أٔجد انحم انعاو ٔانحم انًفسد نًعادنكح كهٛكسٔخ انرفاضكهٛح نككم يكٍ انًعكادلاخ  -4

 اٜذٛح : 
2

3

2 2 2

2

2

2 2

( ) y xp p

( ) y xp p

( ) cos

( ) y p

( ) p log(xp y)

(vi) cosh xpcosh y sinh px sinh y p

(vii) y xp
1

( ) 1

( )
1

( ) 1 log( 1)

i

ii

iii y xp p

iv x a p b

v

p

p

viii y xp p

ap
ix y xp

p

x y xp p p p p

 

 

 

  

 

 

 


  

 


     

 

نهًعكادلاخ انرفاضكهٛح الأذٛكح ٔتكٍٛ انًُحُٛكاخ انركٙ ًٚثهٓكا انحكم  cأٔجد انًًٛك  -5

 انشاذ ) أٌ ٔجد (



2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

( )( 1) 2 0

( )2 2 1 0

( ) ( 1) ( 1) 0

i x p xyp x

ii y p xyp x y

iii p x y

   

    

   

 

نهًعادلاخ انرفاضهٛح الأذٛكح ٔتكٍٛ انًُحُٛكاخ انركٙ ًٚثهٓكا يثُٛكا  pأٔجد انًًٛ   -6

 انحم انشاذ ) أٌ ٔجد ( ثى أٔجد انحم انعاو 
2

2

2 2

2 2 2

( ) yp 2 xp y 0

( )3xp 6 yp x 2 y 0

( )4 xp (3x 1) 0

(iv) p 2px 4 x y 0

i

ii

iii

  

   

  

  

 

 yحم انًعادلاخ انرفاضهٛح تاعرثازْا خانٛح يٍ   -7
2

2 2

2

( ) ( 1)

( )2 1

( )

( )

( ) cos 1

( ) ( ) 2(1 ) 1

( ) 2n n x

i xy y y

ii x y y

iii y y xy

iv y ecx

v x a x y x y

vi y y e

   

 

   

 

    

 

 

 xحم انًعادلاخ انرفاضهٛح تاعرثازْا خانٛح يٍ    -8
2

2

2

2

2

2 3

2 2

( )

( ) (3 2 ) 0

( ) y 1

( ) 1

( )2 yy y

( ) yy y y

(vii) yy y 2ay 0

i yy y

ii y y y y

iii y y

iv y y
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 حم انًعادلاخ انرفاضهٛح انًرجاَسح الأذٛح :   -9

2

2 2 2 2

2 2 2

( ) 0

( ) 5 0

( )2

( )(2 ) 0

i xy xy y

ii x y xy y

iii x yy y x y

iv yy y x y

   

   

  

   

 

 

 

    من الرتبة الأولي و الذرجات العليا  المعادلات التفاضلية الخطية              
 



 

 

 

 

دزسُا فٙ انثاب الأٔل كٛفٛح حم انًعادلاخ انرفاضهٛح يٍ انسذثح الأٔنٙ ٔ اندزجح الأٔنٙ ٔفٙ ْرا 

انثاب سٕف َدز  كٛفٛح حم انًعادلاخ انرفاضهٛح يٍ انسذثح الأٔنٙ ٔ اندزجاخ الأعهٗ ٔ 

انًعادلاخ انرٙ سٕف َدزسٓا ْٙ  

(iٙيعادلاخ لاتهح نهحم ف )p(         ii ٙيعادلاخ لاتهح نهحم ف )x 

((iii ٙيعادلاخ لاتهح نهحم ف y 
 p انًعادلاخ انقاتهح نهحم فٙ 1-

َعرثس انًعادنح انرفاضهٛح يٍ انسذثح الأٔنٙ ٔ اندزجاخ انعهٛا ْٙ :- 

1

1 1(1)( ) ( ) ..... 0n n

n n

dy dy dy
L L L

dx dx dx



     

حٛ  أٌ 
0 1, ,......., nL L L ٙدٔال ف ,x y 

dyَفس  أٌ 
p

dx
  ٗ( ذصث  عهٙ انصٕزج .1انًعادنح )تانران 

0... 1

2

2

1

10  



nn

nnn LPLPLPLPL 

  nانطسف الأٚسس نٓرِ انًعادنح عثازج عٍ كثٛسج حدٔد يٍ اندزجح
  عهٙ انصٕزج .pفاذا أيكٍ حهٓا تانُسثح إنٙ 

1 2( )( )......( ) 0np m p m p m    
حٛ  

1 2, ,......., nm m m ٙدٔال ف,x y 

ْٔرِ يعادلاخ ذفاضهٛح يٍ انسذثح الأٔنٙ ٔ اندزجح الأٔنٙ . 

1 2

1 2

, p ,......., p

. .

(x, y), (x, y),....., (x, y)

n

n

p m m m

i e

dy dy dy
m m m

dx dx dx

  

  

 

 حهٕل ْرِ انًعادلاخ ًٚكٍ فسضٓا عهٙ انصٕزج 



 

 

 

1 2 2( , , ) 0 , ( , , ) 0,...., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c   

ٔٚكٌٕ انحم انعاو نهًعادنح ْٕ  

1 1 2 2(3) ( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c  

( ذًثم يجًٕعاخ يٍ انًُحُٛاخ 3انًعادنح )

1 1 2 2( , , ) 0, ( , , ) 0,...., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c   

إذا اسرثدنُا 
1 2, ,..., nc c c ٘تانثاتد الاخرٛاز c  ٔزسًُا انًُحُٛاخ 

1 2( , , ) 0, ( , , ) 0,...., ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c   

فإَُا َحصم عهٙ َف  انًُحُٛاخ .  إنٙ  ذر ٛس يٍ cٔجعهُا 

 ْٕ :- 1)انحم انعاو نهًعادنح )

1 2( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c  

 ْٕٔ ٚحرٕ٘ عهٙ ثاتد اخرٛاز٘ ٔاحد ٌٜ انًعادنح يٍ انسذثح الأٔنٙ .
( :- حم انًعادنح انرفاضهٛح اٜذٛح  1يثال )

2( ) 2 cosh 1 0
dy dy

x
dx dx

   

dyانحم :-  تٕضع 
p

dx
 

2 ( ) e e 0

( )( ) 0

,

,

x x x x

x x

x x

x x

p p e e

p e p e

dy dy
e e

dx dx

y e c y e c

   

  

 

   

 

الأ م انراو نهًعادنح ْٕ  
( )( ) 0x xy e c y e c     



 

 

ج ( :- أٔجد حم انًعادنح انرفاضه2ٙيثال )

dy) حٛ  
p

dx
)                    2 ( ) 0p x y p xy    

انحم :- تانرحهٛم  

2

1

2

(p x)( ) 0

1

2

x

p y

dy
p x x

dx

y x c

dy
p y y

dx

y c e

  

  

 

  



 

 انحم انعاو ْٕ : ∴

21
( )( ) 0

2

xy x c y ce    

 

 x انًعادلاخ انقاتهح نهحم فٙ 2-2

 ذ خر انصٕزج  xانًعادلاخ انرفاضهٛح انقاتهح نهحم فٙ

dy) حٛ  
p

dx
)                    (1) ( , )x f y p 

 y( تانُسثح إنٙ 1ٔتًفاضهح انًعادنح )
1dx f y f p

dy p y y p y

   
  

   
 

y,ْٔرِ يعادنح ذفاضهٛح فٙ انًر ٛسٍٚ  p  فإذا أيكٍ حهٓا عهٙ انصٕزج 

(2) ( , )y p c 

 َحصم عهٙ  1)فٙ انًعادنح ) yفإَّ تانرعٕٚض عٍ

( , )x f p c 

 يٍ p( ٔإذا نى ًٚكٍ حرف 2)3), يٍ انًعادنرٍٛ )p( ُٚر  تحرف 1انحم انعاو نهًعادنح )

 ( ذسًٙ تانًعادلاخ انثازا يرسٚح نهحم .2)3),انًعادنرٍٛ فإٌ انًعادنرٍٛ)



 

 

 

  ج:- حم انًعادنح انرفاضه1ٙ)يثال )
22x y ap ap   

انحم :  
2(1) 2x y ap ap   

   َجد أyٌتانرفاضم تانُسثح إنٙ

2

1
1 (2 2 )

1
(1 ) 2 (1 )

2

(2)

dp
a ap

p dy

dp
p a p

p dy

dy ap dp

y ap c

  

  



 

 

( َحصم عهٙ  1 فٙ انًعادنح )yٔتانرعٕٚض عٍ لًٛح 

(3) 2x ap c  

( ٔذن  كًا ٚهٙ  3( ، )2 )ذٍٛ يٍ انًعادلp ًٚكٍ حرف ِفلاخ  أٌ

2

2

2

,
2

( )

4

( ) 4 ( )

y c x c
p p

a a

x a y c

a a

x c a y c

 
 

 


  

 

 ْٔٙ يجًٕعح يٍ انقطاعاخ انًكاف ح 
:- حم انًعادنح انرفاضهٛح  (2)يثال 

 حٛ 
dx

dy
p                  

2x yp p  

 yانحم :- تانرفاضم تانُسثح إنٙ

2

2

2 1

2

1

2)
1

(

)
1

()2(

1
)2(

2
1

p

p
y

p

p

dp

dy

py
dp

dy
p

p

dp

dy
p

p
py

p
p

py
dy

dp

dy

dp
p

dy

dp
yp

p















 



 

 

 

يكايم ْٕ  الانعايم  ْٔرِ يعادنح ذفاضهٛح خطٛح يٍ انسذثح الأٔنٙ .

2 2

2

21

1 12

ln 1 2

2
2 2

2 2

2
2

2

1

2 2
( 1) 1

1 1

2
1

1

p p
dp dp

p p

p

e e

e p

d p p
y p p

dp p p

p
y p dp c

p

  



 
 

  


   

 

  




 

 ٔ ٚجاد ْرا انركايم َسر دو انرعٕٚض 

2
2

2

2

1 2

1

2

cosh sinh

2 2cosh
. sinh 2cosh

sinh1

1
(1 cosh 2 ) sinh 2

2

sinh cosh

1 sinh cosh

cosh 1

1
(1) (cosh )

1

p dp d

p
dp d d

p

d

y p c

p p p c

y p p c
p

  


   



   

  

  





 

 


   

 

   

   

  


  



   َحصم عهٗ انرانٗ فٙ انًعادنح الأ هٛحyتانرعٕٚض عٍ
2

2 1 2

2

1

2

(cosh )
1

(2) (cosh )
1

x yp p

p
p p c p

p

p
p c

p





 

   


 


 

ج . ذفاضهٙ( ذًثلاٌ انحم انثازا يرس٘ نهًعادنح ال1(،)2انًعادنراٌ )



 

 

 

 y انقاتهح نهحم فٙ انرفاضهٛح انًعادلاخ3 -2

 ًٚكٍ كراترٓا عهٙ انصٕزج . yانًعادلاخ انقاتهح نهحم فٙ
(1) ( , )y f x p  

 َحصم عهٗ xذفاضم تانُسثح إنٙ الب
f x f p

p
x x p x

   
 
   

 

x,ْٔرِ يعادنح ذفاضهٛح فٙ  p  فإذا أيكٍ حهٓا عهٙ انصٕزج 

(2) ( , )x p c 

( َحصم عهٙ  1 فٙ انًعادنح )xف َّ تانرعٕٚض عٍ لًٛح
(3) ( , )y p c 

 ٔ إذا ذ دز انحرف ذسًٙ 2)(،)3يٍ انًعادنرٍٛ )p ُٚر  تحرف 1)انحم انعاو نهًعادنح )

 تانًعادلاخ انثازا يرسٚح نهحم . 2)(،)3انًعادنرٍٛ )

 :- حم انًعادنح انرفاضهٛح اٜذٛح  1)يثال )
3(1)y p p  

انحم :-  

 َجد أٌ  xتانرفاضم تانُسثح إنٙ 

2 2

2

2

3 (1 3 )

1 3

3
(2) ln

2

dp dp dp
p p p

dx dx dx

p
dx dp c

p

x p p c

   


 

  

  

 ( ذًثم انًعادلاخ انثازا يرسٚح نهحم  .1(،)2انًعادنرٍٛ )

( :- أٔجد حم انًعادنح انرفاضهٛح : (2يثال 
2(1)y xp p  

َحصم عهٙ  xانحم : ترفاضم ْرِ انًعادنح تانُسثح إنٙ
2 2

(1 ) (2 1)

dy dp dp
p p xp

dx dx dx

dp
p p xp

dx

   

  

 

انحد الأٔس  حهٓا عُد ان سب تانرعٕٚض عُٓا 
2 1

1 (1 )

dx
x

dp p p p
 

 
 

  ْٔرِ يعادنح خطٛح .



 

 

 

انعايم انًكايم نٓا 
2

2ln(1 ) 21

2

(1 )

1
[ (1 ) ]

dp

ppe e p

d p
x p

dp p





   


 

 

ٔتانركايم َحصم عهٙ  
2

2

2

1
(1 )

(1 ) ln

ln
(2)

(1 )

p
x p dp c

p

x p p p c

p p c
x p

p


  

   

 
 





 

 َحصم عهٙ  1) فٙ )x( عٍ لٛى 2تانرعٕٚض يٍ )
2 3 2

2

2 3 2 2

2

p ln

(1 )

p ln (1 )
(3)

(1 )

p p p c
y p

p

p p p c p p
y

p

 
 



   




 

 ( ذًثلاٌ انحم انعاو فٙ انصٕزج انثازا يرسٚح .3 ، )2)ٔ انًعادنرٍٛ )

 يعادنح كهٛسٔخ 2-4

يعادنح كهٛسٔخ ذكٌٕ عهٗ انصٕزج  
( )y px f p ( 1) 

dyحٛ 
p

dx
 ٗتانرفاضم تانُسثح إنx   ٗذحصم عه

( )

[ ( )] 0

dp dp
p p x f p

dx dx

dp
x f p

dx

  

 

 



 

 

 

0ياا
dp

dx
ٔيُٓاp c( ٗعٍ 1 ٔتانرعٕٚض ف )ᵖ   َٗحصم عه 

(2) ( )y cx f c  

ْٔٗ يجًٕعح يعادنح يجًٕعح يٍ انًسرٕٚاخ  

) يا أ ) 0x f p   ٔيُٓا 

(3) ( )x f p  

 َحصم عهٗ x( ع1ٍٔتانرعٕٚض فٙ )

(4) ( ) p f (p)y f p   

)( َحصم عهٗ علالح ت3ٍٛ( ، )4يٍ )p تحرف , )x y  عهٗ انصٕزج

( , ) 0x y  (5) 

( ًْا 3( ، )4( ٔذكٌٕ انًعادنرٍٛ )1( ذًثم حم أخس نهًعادنح )5انًعادنح )

 انثازايرسٚراٌ نٓرا انحم . انًعادنراٌ

ْٗ حم خا  ٔعهٗ انعًٕو لا ف( لا ذحرٕٖ عهٗ ثاتد اخرٛاز٘ 5انعلالح )

ٚسرُر  ْرا انحم يٍ انحم انعاو تٕضع لًٛح خا ح نهثاتراٌ . 

( ذًثم انحم 2انًعادنح )ٔ( ْٕ "حم  اذ " أٔ حم "يفسد" 5انحم ان ا  )

 .cانعاو ْٔٗ يعادنح يجًٕعح يٍ انًسرقًٛاخ ذاخ انثازايرس

  c( ج  ٛا تانُسثح إن2ٗ ٚجاد يعادنح "ان لاف" نٓرِ انًجًٕعح َفاضم )
( )

( )

x ( )

y cx f c

o x f c

f c

 

 

 

 

 أ٘ أٌ طسٚقح إٚجاد انحم انًفسد ْٙ َف  طسٚقح إٚجاد ان لاف . 



 

 

 

 ( :- أٔجد انحم انعاو ٔانحم انًفسد نهًعادنح انرفاضهٛح الأذٛح : 1يثال) 
(1) y (1 )xp ap p   

 انحم : -
َجد أٌ   xتانرفاضم تانُسثح إنٗ

( 2 )

( 2 ) 0

0

dp dy
p p x a ap

dx dx

dp
x a ap

dx

dp
p c

dx

   

  

  

 

 انحم انعاو نهًعادنح ْٕ
2y cx ac ac   

أٔ  
(2) 2 0x a ap   

)تحرف )p( ٍَٛجد أٌ  2( ، )1 يٍ انًعادنر )
2( )

4

x a
y

a


 

أ٘ أٌ  
2( ) 4x a ay  

ْٔرا ْٕ انحم انًفسد ًٔٚثم  لاف يجًٕعح انًسرقًٛاخ انًًثهح تانحم 

 انعاو . 

 :- أٔجد انحم انعاو ٔانحم انًفسد نهًعادنح انرفاضهٛح  2)يثال )

21

ap
y xp

p
 


 

  َحصم عهٗ xانحم : تانرفاضم تانُسثح إنٗ
 

dx

dp

p

a

dx

dp
xpp

2
3

)1( 2


 
ترن  ٚكٌٕ  

3
22

[ ] 0
(1 )

a dp
x

dxp
 


 

0ياايُٓا ٚكٌٕ 
dp

p c
dx

   



 

 

 

انحم انعاو نهًعادنح انرفاضهٛح ْٕ  تانرانٗ 

2
(2) y xc

1

ac

c
 


 

ْٔٗ ذًثم يجًٕعح يٍ انًسرقًٛاخ.  

أٔ  

3
22

(3)
(1 )

a
x

p
 


 

 َجد أٌ  x( عٍ لًٛح1( فٙ )3تانرعٕٚض يٍ )

3
2

3

2
(4)

(1 )

ap
y

p



 

 p نهحم انًفسد ٔتحرفانثازايرسٚراٌ( ًْا انًعادنراٌ 4( ، )3انًعادنرٍٛ )

( َجد 3( َحصم عهٙ انًعادنح انكازذٛ ٚح نهحم انًفسد يٍ )4( ، )3تٍٛ )

أٌ  
2

3

2 2 2 2
3 3 3 3

2 2 2 2 2
3 3 3 3 3

2 2 2
3 3 3

2

3

2

( )

( ) ( ) [( ) 1]

( )

a
p

x

y xp

a
y x p x

x

y a x a x

x y a

 

 

     

    

 

 

ْٕٔ انحم انًفسد نهًعادنح انرفاضهٛح ْٕٔ  لاف يجًٕعح انًسرقًٛاخ انرٙ 

 ًٚثهٓا انحم انعاو . 

 أٔجد انحم انعاو ٔانحم انًفسد نهًعادنح انرفاضهٛح  -3) :يثال )
sin cos cos sinpx y px y p  

 َكرة انًعادنح عهٗ انصٕزج  انحم :

1

1

sin cos cos sin

sin(px y) p

px y sin

(1) sin

px y px y p

p

y xp p





 

 

 

 

 

 ْٔرِ  ٕزج يعادنح كهٛسٔخ .



 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 َجد أٌ  xتانرفاضم تانُسثح إنٗ

2

2

1

1

1
[ ] 0

1

0

dp dp
p p x

dx dxp

dp
x

dx p

dp
p c

dx

  


 


  

 

انحم انعاو ْٕ  
1

2

2

sin

1

1

1

y cx c

x
p

x
p

x

 







 

( َجد أٌ  1تانرعٕٚض فٙ )

2 1 2 1

2

1
1 sin 1 1y x x sx x

x

        

ْٔرا ْٕ انحم انًفسد ًٔٚثم  لاف انًسرقًٛاخ . 
1siny cx c  



 
 

 
 

 
 لحل معادلة اويلر الخطية نستخذم التعويض التالى

 



 
 

 

 



 
 ارا الحل العام لمعادلة اويلر هو

 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 
 ارا

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 



 

 
 ( ذصث 1انًعادنح )
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