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الأول  الفصل  

 كينامتيكا الجسم المتماسك

Kinematics of Rigid Body 

 

 الجاسئ كينماتِيكا الجسم 

ذلك  عِي وقد د عاده بالنسبة للمسافة التي يقطعها. حركة الجسم المفرد دون اعتبارٍ لأب فيما سبقدرست 

ن ذلك نسمي كلّ جسمٍ  الجسم جسيماً لأن حركته لا تتأثر بأبعاده والتي يمكن إهمالها. وعلى النقيض م 

في  الجاسئويعرف الجسم تكون أبعاده ذات الدرجة نفسها والمسار الذي يرسمه جسماً جاسئاً.  

نقاطه( ثابتة. وإذا  ره )ناصغير شكله الهندسي، وتظل المسافة بين عالميكانيكا بأنه الجسم الذي لا يت

مكون من عددٍ لا نهائي من الجسيمات، ويتحرك كل جسيم فيه بمسارٍ قد  الجاسئافترضنا أن الجسم 

ا، فإن لكل جسيم من هذه الجسيمات، وفي  يكون مشابهِاً لمسارات الجسيمات الأخرى أو مختلفاً عنه 

الخصائص مشتركة لكل  هذه صائص الكينماتيكية المميزة. وقد تكون بعض كل لحظة زمنية الخ

                        .الجاسئجسيمات الجسم 

في الفراغ بالموضع المتوسط الذي تأخذه كل جسيماته المكونة له   الجاسئيتحدد تمَوضع الجسم 

ت ، يأخذ تحديد  من الجسيما من عددٍ هائلٍ  مكون الجاسئالنسبة لإطار الإسناد المحدد. ولأن الجسم ب

ة لحركاتها أبعاداً كبيرة. ويستعاض عن هذه المتوسط لجسيماته وبالتالي المعادلات التفاضلي موضعال

تبقى المسافة بين   الطريقة بإيجاد موضع الجسيم المعين بالنسبة لجسيم آخر ذي تمَوضعٍ معروف ، إذ 

 .الجسيمين ثابتة

 ثابت  محور حوللدورانية كة اوالحر الانتقالية الحركة إلى ةالأساسي  الجاسئ الجسم حركة تقسم

 ً   نقطة حول الدورانية الحركة وهناك السابقتين ،  الحركتين كمجموع المستوية الحركة إليهما مضافا

ً  الحركات  هذه وسندرس  .المركبة الحركة وأخيراً   العامة والحركة ثابتة،  التفصيل  من بشيء تباعا

 الهدف من الموضوع 
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المتماسك أي الحصول علي السرعات  لجسمالباب بدراسة كينامتيكا ا هذا يختص 

 (  المختلفة التي تكون الجسم المتماسك الجسيماتلات للنقاط )والعج 

 (:     Rigid Bodyالجسم المتماسك )الجسم الجاسئ أو الجسم الجامد

دث له تشوه أثناء لجسم الذي يتكون من عدد كبير جداً من الجسيمات الصغيرة والذى لا يحهو ا

 حركته . 

يتكون من عدد كبير جداً من الجسيمات الصغيرة والذى تظل فيه المسافات بين   جسم الذيو الأو ه

 هذه الجسيمات أثناء حركته ثابتة لا تتغير . 

 أنواع الحركة للجسم المتماسك   

 حركة للجسم المتماسك  ثلاث وهي أنواع ال

 حركة عامة   -(3)   دورانية                  ركة ح   -( 2حركة انتقالية          )  -(1)

 أولاً أنواع الحركة الانتقالية  

حركة انتقالية    -(2حركة انتقالية متوازية خطية      )  -(1وتنقسم الحركة الانتقالية الي: )

 متوازية منحنية     

 ة انتقالية متوازية خطية )انتقال متوازي خطي( حرك -(1) 

                                                    (                       Rectilinear Translationية المستقيمة  أو )الحركة الانتقال 

م نقاط  ويحث هذا النوع من الحركة عندما ينتقل الجسم بكامل أجزائه من مكان إلى آخر بحيث ترس

قطع مسافات متساوية اثناء الجسم في مسارات خطية مستقيمة متوازية ومتطابقة مع بعضها وت 

 وقد تكون هذه المسارات متوازية مع بعضها بشكل أفقي كما في حركة التزحلق على الجليد ها, حدوث

        

 وفيه جميع نقاط الجسم ترسم أثناء الحركة مسارات عبارة عن خطوط مستقيمة 
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 (  nearTranslationCurviliحركة انتقالية متوازية منحنية )انتقال متوازي منحني   -(2)

 ء الحركة مسارات عبارة عن منحنيات كما في الهبوط بالمظلات الجسم ترسم أثناقاط وفيه جميع ن 

          

 حساب السرعات والعجلات  في الحركة الانتقالية  

ة وعجلة جميع نقاط الجسم في أي لحظة متساوية مقداراً واتجاهاً. في الحركة الانتقالية  تكون سرع

 الانتقالية فإن    ركة الشكل المقابل والذى يمثل الح ففي

VVVVV DCBA


==== ,      fffff DCBA


====  

 

 ثانياً الحركة الدورانية  

لحركة التي ترسم مساراتها  وهى تلك ا الحركة الدورانية هي حركة التفاف الجسم  حول مركزه.

ة في معظم  لحركأو على شكل قوس , وتحدث هذه ا خطوطا منحنية أو دائرية أو على شكل دوائر

الفعاليات الرياضية والتي يشترط لحدوثها محور للدوران سواء كانت حركة جزء من الجسم أو 

بمقدار ثابت عن محور  م بأكمله , وتكون ومسارات حركة أجزاء الجسم عبارة عن دوائر تبعد الجس

ين من لرجللجسم كما في حركة الرفع وخفض ا الدوران اثناء حركتها, وقد يكون المحور داخل ا

في الحركة الدورانية جميع نقاط    الاستلقاء او خارج الجسم كما في حركة الدوران حول العقلة.
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الدوران. وقد يكون المركز الجسم ترسم أثناء الحركة  دوائر متحدة المركز بنقطة الدوران أو محور 

 . )مركز الدوران ( داخل أو حارج الجسم

 عات في الحركة الدورانية  سرال 

صنعت  sومن الشكل المقابل وبفرض أنه لدينا جسم تحرك ازاحة دائرية مقدارها  استنا  دري وف

لإزاحة ( بذلك تعطي هذه اrالحركة )دائرة نصف قطرها  عند مركز  هذه الإزاحة زاوية مقدارها  

rsبالصورة    =  

 

).(وكانت الحركة بسرعة زاوية مقدارها    . و يمكننا ايجاد السرعة الخطية المقابلة بالصورة =




rr
dt

d

dt

rd
v

dt

ds
rs ===== = .. )(

   

حيث 


== .
dt

d
   ً عمودية علي    والتي تسمي بالسرعة الزاوية  وتكون السرعة الخطية دائما

 التثبيت )مركز الحركة( ونقطة الدوران.قطة الخط الواصل بين ن
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يكون  والعكس صحيح واذا لم  )(مع اتجاه السرعة الدورانية v)(ويكون اتجاه السرعة الخطية  

ورانية كله الد  تمثل سرعة الجسم )(اتجاه السرعة الزاوية معروف فإنه يمكن فرضة كما ان  

 سرعة الدورانية لنقطة علي الجسم    وليست  ال

 العجلات في الحركة الدورانية 

والأخرى في   في الحركة الدورانية سوف يكون للعجلة مركبتان احداهما في متجهة نحو نقطة الثبيت 

   الاتجاه العمودي علي الاتجاه الأول

 

2,.  rrr fft ==2rnf =Or   وتعطي مركبات العجلة  بالصورة                                    

tf  , هي العجلة في اتجاه المماسnffr  س.العمودي علي المما =

                                          بالصورة     (المحصلة) تعطي قيمة العجلةو
22

rt
fff +=       

                                                     بينما يعطي اتجاه المحصلة بالعلاقة

r
f

t
f

=tan 
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قال عن تلك الحركة لا ي لاحظ أن الحركة الدورانية تكون منتظمة إذا كانت سرعة الدوران ثابتة، وإ 

 وعزم القوة هو الذي يسبب الحركة الدورانية.    عة الدوران.ة أنها غير منتظمة لتغير سرالدوراني

(  One complete revolutionالدورة الواحدة لدوران للجسم ) ان كذلك لاحظ  

 ( adiansrة )زاوية نصف قطري  2وهي تساوي   O360تساوي 

 ة الدورانية  رك لح من احالات خاصة 

)Constant(في حالة الحركة الدورانية بسرعة دورانية ثابتة   -(1) =   0عند ذلك يكون=
dt

d
 

 لسرعة لا تتغير مع الزمناي ان ا

)Constant(في حالة الحركة الدورانية بعجلة دورانية ثابتة   -(2) . =  عند ذلك يكونC
dt

d
=


 

).(وهذا يعني أن الجسم يتحرك بسرعة زاوية منتظمة ويكون كذلك   tC=اي ان   rv = 

 ً كة الحرثابتة  وعند ذلك يمكننا كتابة العلاقة بين قوانين الحركة في حالة  r)( حيث منتظمة ايضا

لعجلة الزاوية الثابتة  انية ذات ( والحركة الدوراظمة )العجلة الخطية الثابتة الخطية ذات السرعة المنت

 علي النحو التالي  













.

.

.

2,2

,
2

1
,

2

1

,,

2222

22

+=+=

+=+=

+=+=

xa

tttatx

tta

c

c

c

 

 + General Plane Motion = Translationكبة  )العامة(  ثالثاً الحركة المر 

Rotation.  

قت يتحرك ى نفس الوم حول محرر مادي أو وهمي وفالجسوهي تلك الحركة التي يتحرك فيها 

المحور حركة انتقالية في خط مستقيم , وهي مزيج من الحركة الانتقالية والحركة الدائرية ,فقد يدور  

ية حول نفسه وفي نفس الوقت ينتقل حركة انتقالية كما في حركة القفز الجسم بأكمله حركة دائر 

ى دائرية الأمر الذي يؤدي ال ما يتحرك جزء من الجسم حركةعند  للغطس بالماء, وقد تحدث الحركة

 الدراجات . حركته حركة انتقالية كما في حركة الركض وركوب 

 ت التاليةولخطوات حل أي مسالة في هذا الجزء يمكن اتباع الخطوا
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                                                                                               اولاً تحديد عدد الأجسام ونوع حركة كل جسم  -(1)

ثانياً البدء بدراسة السرعات . ونبدأ بدراسة حركة الجسم المعلوم له السرعة )خطية أو   -(2)

                                                                                                                               ذلك السرعات للنقاط المشتركةدورانية(  ثم نحدد من 

ثالثاً دراسة العجلات . ونبدأ بدراسة حركة الجسم المعلوم له العجلة )خطية أو دورانية(  ثم  -(3)

 العجلات للنقاط المشتركة  نحدد من ذلك

أي أن        2لا حظ أن عدد لفات اي ترس تعطي من خارج قسمة الإزاحة الزاوية علي 

RollN




2
= 

السرعة الزاوية لقرص كما بالشكل المقابل تعُرف بالصورة   :(1) مثال 

sec/25 2 radt 







+=   حيثt   تقاس بالثانية. أوجد كل من السرعة والعجلة  للنقطة

A  قرص وذلك عندما  ط الالواقعة علي محيsec50.=t ؟ 

 

 الحــــــــــل 

sec/25 2 radt 







+=                        

 طي بالصورةالسرعة الزاوية للقرص تع 

2sec/10. rad
dt

d
t 







==


  

 لزاوية للقرص بالصورة  طي العجلة  اف تع نما سويب 

  sec50.=tوعند 

          sec/25.32)5.0(5 2 rad=







+=        ,       2sec/5)5.0(10. rad=








= 
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 السرعة الزاوية والخطية   من العلاقة التي تربط بين 

disk
r

diskA
v )()(=                                                         

 نجد أن 

                                                                                                   
sec/62)80()253( ... m

A
v ==  

                                                                      ومن العلاقات 

rfrf
tr

.,2  == 

2))) sec/45.8)80()5625.10()80()25.3( ..22 (( mm
diskdisk

r
A

rf ====  

2sec/4)()5()()( 80.. cmm

t
A diskdisk

rf ===  

                                                            ( من العلاقة Aوتعطي قيمة العجلة الزاوية للنقطة ) 

22

r
A

t
AA

fff += 

2 2

2 2

(8 45) (4) 71 4025 16

87 4025 9 349 / sec 9 35 / sec

. .

. . .

A
f

m m

= + = + =

= =

 

 ويعطي اتجاه المحصلة بالعلاقة      

                             

r
f

t
f

=tan                                                                            

                                                       

4
tan 0 47337

8 45

1tan (0 47337) 25 33

.
.

. .

A
t

A

O

f

f

r



 

=== = →

− = → =
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كل المقابل تعُرف بالصورة بالشالعجلة الزاوية للقرص المعطي    (:2) مثال 

2sec/123 2. radt 







+=   حيثt رص الدوران بسرعة زاوية  تقاس بالثانية. إذا بدأ الق

sec/120ارها مقد rad= .  أوجد مقدار كل من السرعة والعجلة  للنقطتينBA,  

 ؟  sec2=tدما  الواقعتين علي القرص وذلك عن 

 

 الحــــــــــــل 

    حيث أن العجلة تعطي بالصورة                         

                                                   2sec/123 2. radt 







+= 

 لذلك يمكن ايجاد السرعة الزاوية بالصورة    

                                                          







+== dtdt t 123 2. 

1

3 12
3

3
ctt +








+= 

ورة  تعطي السرعة الزاوية بالص   .t(i. e=0  (ومن الشروط الابتدائية وعند ونقطة البداية 

sec/120 rad=  وبذلك فإن 

121 =c  وبذلك تعطي السرعة الزاوية بالص ورة                                                    

sec/12123 radtt








++=  

   فإن  sec2=tوعندما 
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2sec/2412)2(3 2. rad=







+=             ,sec/4412)2(12)2( 3 rad=









+= +  

 ومن المعلوم أن مركبات العجلة تعطي بالصورة                                    

rfrf
tr

.,2  ==      

m حيث       Aوعند النقطة  
disk

r 50.)(  فإن =

2)) sec/968)50()1936()50()44( ..22 )(( mm
diskdisk

r
A

rf ==== 

2sec/12)()24()()( 50.. mm

t
A diskdisk

rf ===  ,                                                                           

22

r
A

t
AA

fff +=  

 

2 2

2 2

(12) (968) 144 937024

937168 968 07 / sec 968 / sec.

A
f

m m

= + = + =

= =

                          

                                                       بالصورة   Aويعطي الاتجاه للعجلة عند النقطة  

r
f

t
f

A
=tan   

                                           

12
tan 0 1239

968

1tan (0 1239) 0 71024

.

. .

A
t

A

A

A A

f

f

r



 

=== = →

− = → =

 

m وحيث أن     Bنقطة  لد اوعن 
disk

r 40.)(  فإن =

2)) sec/4774)40()1936()40()44( ...22 )(( mm
diskdisk

r
A

rf ====   
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2sec/9)()24()()( 640 ... mm

t
A diskdisk

rf ===  ,                                                                                  

22

r
B

t
BB

fff +=                                                      

B بالصورة                                 ويعطي الاتجاه للعجلة عند النقطة  

2 2

2774.45

(9.6) (774.4) 92.16 599695

599787 / sec

B
f

m

= + = +

= =

                                   

r
f

f

B

t
B

B
=tan   

 

9.6
tan 0 1239

774.4

1tan (0 1239) 0 71024

.

. .

B
t

B

B

B B

f

f

r



 

== = →

− = → =

 

sec/120وية مقدارها ة زاإذا بدأ قرص الدوران بسرع  (:3) مثال  rad=  ت ووقع تح  

.2sec/20  ثابتة مقدارهاعجلة زاوية تأثير  rad=   حيثt أوجد مقدار    تقاس بالثانية.

 ؟  sec2=tالواقعتين علي القرص وذلك عندما   ,BA  ةن السرعة والعجلة  للنقطكل م
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 الحـــــــــــل 

.2sec/20  ثابتة مقدارهاعجلة زاوية حيث ان القرص يقع تحث تأثير  rad=  فإننا نستطيع القول .

 بأن 

 

... 2,
2

1
, 222 +=+=+= ttt                                

                                          

sec/120وحيث أن   rad=  وعندsec2=t فإننا نستطيع تحديد السرعة الزاوية بالصورة  

t.  +=sec/52 rad=        →+= )2()20()12(have        , we 

m وحيث   Aوعند النقطة  
disk

r 50.)(  فإن =

→=
disk

r
diskA

v )()(    →=
diskdiskA

v )50()52( .  sec/26 m
A

v =  

2 )) sec/)40()1936()50()52(  1352)(( ..22 mm
diskdisk

r
A

rf ====   

2sec/)()20()()( 1050.. mm

t
A diskdisk

rf ===                                                                                    

 ( من العلاقة   Aوتعطي قيمة العجلة الزاوية للنقطة ) 

22

r
A

t
AA

fff +=                                                       

222 sec/)1352 ()10( 1352.04 mf
A

=+=                                        

                                                       بالصورة  Aويعطي الاتجاه للعجلة عند النقطة   

r
f

t
f

A
=tan   

10
tan

 1352.04

A
t

A

A

f

f

r

 === →  
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423778
1tan (0 00739) 0. .

A A
  −= → =  

ن العلاقة م 

.222 +=  

  القول بأنا يمكنن

64
4

256

40

2560

40

1442704
)20(2)12()52( 22 =→==

−
=→+=  

  rad64=ائي زاوية مقدارها   بتد يصنع القرص عند وضعة الا  sec2=tأي أنه بعد  

                          ويكون القرص قد دار عدد من الدورات تعطي من 

210لفة
32

2

64

2
.=→=== NN




   

 ؟B  ة السرعة والعجلة  للنقطن .أوجد مقدار كل م

. A)(في نهايته جسيم    مرن  تدور بكرة ملفوف علي محيطها خيط غير  :(4) مثال 

( كما بالشكل. فإذا كان نصف قطر البكرة  Bبحيث تدور البكرة حول محور ثابت )

)60(هو . m وعجلة جسيم  )(Aهي)sec/2( 2mf A )sec)/3وسرعته الخطية هي   = mvA =  

  رعة  وكذلك العجلة الزاوية للبكرة وأوجد كذلك السوية وكذلك العجلة الزاأوجد السرعة 

 ( التي تقع علي محيط  البكرة ؟ Dللنقطة )

 

 الحــــــــــل 



 
 

17 

 ط والبكرة  خي : عدد الأجسام وهو جسمين وهما الاولاً 

 حيث يتحرك الخيط حركة خطية  ,   بينما البكرة تتحرك حركة دورانية   

 :ثانياً السرعات

)sec)/3هي  Aطية  للخيط عند النقطة   ة الخ سرعلا mvA وهي تمثل سرعة أي نقطة   =

 من نقاط الخيط  

                                                               أي أننا يمكن القول أن                     
sec)/3( mvv CA ==  

   البكرةركة بدراسة ح 

( يمكننا القول أن                                                       cوعند نقطة التماس )

RollerCRopeC
vv )()( =  

                                                     أي أن                             
sec/3)()( m

RollerCRopeC
vv ==  

حيث  
RollerC

v ( أي أن                                                        Dتمثل سرعة النقطة ) )(

sec3ml
D

v rو من العلاقة                                              =
BD

v =      يكون

)5.0(3 sec/ m
B

m =                                                 

ومنها تكون السرعة الزاوية للبكرة بالصورة                                                          
sec/6 rad

B
=  

    ثالثاً العجلات:

)sec/2(هي  Aالعجلة الخطية  للخيط عند النقطة    2mf A وهي تمثل عجلة أي نقطة   =

 من نقاط الخيط 

أي أننا يمكن القول أن                                                                                  
)sec/2( 2mff CA ==                                                                                                      

 بدراسة حركة البكرة
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( يمكننا القول أن                                           cوعند نقطة التماس ) 

t
DRollerCRopeC

fff == )()( 

                                                   أي أن                   
2sec/2)()( m

t
DRollerCRopeC

f f
t

f                                قة                        العلا و من                  ===

)50(sec/2 ... 2)(
B

m
B

t
DRollerC

rf
t

f  ====  

                        ومنها تكون العجلة الزاوية للبكرة بالصورة                                     
2sec/4. rad

B
= 

              ة    ( من العلاقDوتعطي المركبة القطرية للعجلة للنقطة ) 
22 sec/18)50(2)6( . mr

BDr
f === 

     ( من العلاقة                                       Dوتعطي قيمة العجلة الزاوية للنقطة )

22

r
D

t
DD

fff += 

222 sec/11077.183284324)2()18( mf
D

==+=+= 

                                ويعطي اتجاه المحصلة بالعلاقة                                                

r
f

t
f

=tan 

436)
9

1
(1tan

9

1

18

2
tan . =→−=→== O 

)6(نصف قطره   A)(ترس      :(5) مثال  cmAr )4(نصف قطره  B)(, اخر   = cmBr = 

هي    A)(السرعة الزاوية للترس   عينةيدوران معاً كما بالشكل بحيث كانت في لحظة م 

sec)/2( radA =  وكانت العجلة الزاوية للترس)(B    2هيsec/6. rad
B
=  كل.عين  

وكذلك سرعة وعجلة   A)(( التي تقع علي محيط  الترس  Dمن  سرعة وعجلة النقطة )

 مقدارا واتجاها؟ً  B)(( والتي تقع علي محيط  الترس  Eطة ) النق
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 الحــــــــــــل 

حيث يتحرك كل    B)(الترس    , A)(: عدد الأجسام وهو جسمين وهما الترس  اولاً  

 منهما حركة دورانية  

 :ثانياً السرعات

)2/(secوهي    A)(السرعة الزاوية للترس   A)(رس بدراسة الت  radA =   و نصف قطره
)6( cmAr =  

لسرعة الزاوية والخطية نجد أن ا ومن العلاقة التي تربط بين
A

r
AD

v =    
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                             بذلك يكون لدينا                    
sec/sec/ 12012)6(sec)/2( . mcmcmrad

D
v === 

   بدراسة نقطة التماس بين الترسين

      ( يمكننا القول أن                                          cوعند نقطة التماس )

)()(
)()(

BGearCAGearC
vv =  

ومنها يكون                                          
)4()6()2(

)()(
)()(

BB
r

BA
r

A BGearAGear
 =→= 

sec/3 rad
B
=                                                                                                                             

 اي أن                              

   ن مرة أخري ومن العلاقة التي تربط بين السرعة الزاوية والخطية نجد أ

BBE
rv = 

بذلك يكون لدينا                                                
sec/sec/ 12012)4(sec)/3( . mcmcmrad

E
v === 
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    ثالثاً العجلات:  

.2sec/6هي    B)(العجلة الزاوية للترس   rad
B
=   4(و نصف قطره( cmBr =   

                                                                             ومن العلاقات 

rtfrrf
.,2  ==           

                        يكون لدينا           B)(للترس     

22 sec/360sec/36)4(2)3( .2 mcmcmr
BB

r
E

f ==== 

22 sec/240sec/24)4()6( .. mcmcm
BB

t
E

rf ====               

                                                         ( من العلاقة Dلنقطة ) عجلة الزاوية لة الوتعطي قيم   

22

r
E

t
EE

fff += 

2 2

2 2

(36) (24) 1296 576

1872 43.266 / sec 0.43266 / sec

E
f

cm m

= + = +

= = =

 

 بالعلاقة      ة  ويعطي اتجاه المحصل

     

r
E

f

t
E

f

E
=tan                                                                        

733
3

21tan
3

2

36

24
tan . =→−==== o

EEE
  

 بدراسة نقطة التماس بين الترسين مرة اخري  

  أن                                           ( يمكننا القولcوعند نقطة التماس )

)()(
)()(

BGear
t

CAGear
t

C
ff =  
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                             ومنها يكون            
)4()6()6()( ...

)()(
)()( =→=

ABGearBAGearAA B
rr  

sec/4. rad
A
=                                                                                                                             

 اي أن                             

                                                              مرة أخري ومن العلاقات  

rtfrrf
.,2  ==           

       يكون لدينا                           A)(للترس     

22 sec/240sec/24)6(2)2( .2 mcmcm
A

r
A

f
r

D
====

22 sec/240sec/24)6()4( .. mcmcm
AA

t
D

rf ====                

 ( من العلاقة    Dقطة ) للن  وتعطي قيمة العجلة الزاوية  

22

r
D

t
DD

fff +=                                         

2222 sec/3394.0sec/94.33224)24()24( mcmf
D

===+= 

                                    صورةويعطي اتجاه المحصلة بال

o
DDD

45)1(1tan1
24

24
tan =→−====  

نصف قطرها  Bوبكرة اخري   cm10ها نصف قطر Aيمر سير علي بكرة     :(6) مثال 

cmrالخارجي 
E

cmrو نصف قطرها الداخلي  =20
D

بين الجزء  ويربط سير اخر   =8

cmrنصف قطرها Cمع بكرة   Bالداخلي للبكرة 
C

.عند لحظة ما كانت سرعة  =15

2sec/25sec,/10هي Fوعجلة النقطة  mfmv
FF
كما هو موضح بالشكل    ==

CBAلكل من البكرات  عين السرعات الزاوية  والعجلات الزاوية  ؟ ,,
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 الحـــــــــل 
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DJEFHالسيرين     وهم  : عدد الأجسام وهو خمس جسيماتاولاً  , الثلاث تروس  ,

CBA ,,    

DJEFHحيث نقاط السيرين    CBAتتحرك حركة انتقالية  بينما  الثلاث تروس , ,,  

 تتحرك حركة دورانية  

 :لسرعاتاً اثاني 

                                                                                                     حركة انتقالية()EFHبدراسة حركة السير 

السير تعطي بالصورة        من الشكل واضح أن السرعة الانتقالية لنقاط هذا 

sec/10 mvvv
HFE
ة علسرا  ( )حركة دورانية(:Aبدراسة البكرة )           ===

( يمكن ايجادها من العلاقة التي تربط بين السرعة الزاوية والخطية  Aية للبكرة ) الزاو 

حيث     
A

r
AH

v =    

               بذلك يكون لدينا                            
sec/)10( 110 rad

A
m

A
=→=  

( يمكن ايجادها من  Bرة )السرعة الزاوية للبك  ( )حركة دورانية(:Bكرة )ة الب بدراس

العلاقة التي تربط بين السرعة الزاوية والخطية حيث     
EBE

rv =    

                                بذلك يكون لدينا                         

sec/50)20( .
2

1
10 rad

B
m

B
==→=  

                            ( يمكننا القول أن                       Dالتماس ) وعند نقطة 

DBB
rv

D
=

)(Roller
)(  

ومنها يكون                                                                     
sec/4)8(50

Roller
)( .

)(
m

BD
v == 

sec/4)(
Roller

)(
(DJ)Rope)(

m
DD

vv
B

==                                                                    

 اي أن                             

sec/4
Roller

)()()(
)((DJ)Rope(DJ)Rope

m
CJJ

vvv
D

== =                                     

 اي أن                              
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( يمكن ايجادها من  Cاوية للبكرة )السرعة الز  ( )حركة دورانية(:Cبدراسة البكرة )

ية حيث             تربط بين السرعة الزاوية والخط العلاقة التي
J

r
CJ

v =    

بذلك يكون لدينا                                                  

sec/)15(
4

15

(DJ)Rope
)(4 radm

C D
v =→= 

    ثالثاً العجلات:  

    )حركة انتقالية(EFHبدراسة حركة السير 

        الية لنقاط هذا السير تعطي بالصورة ن العجلة الانتقمن الشكل واضح أ
2sec/25 mfff

HFE
=== 

لاحظة انه عند أي نقطة تعطي العجلة بالصورة                                   

rr rfnftf
2,

.
 === 

 

    ( )حركة دورانية(: Aعجلة البكرة )
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                                 العلاقة            ( يمكن ايجادها من Aالعجلة الزاوية للبكرة ) 

AHA
r

t
AH

ff .== 

وبذلك تكون السرعة الزاوية بالصورة                                   
2sec/)10( 5225 ... mm

AA
=→=  

                     وتعطي المركب الأخرى للعجلة بالصورة             

222 sec/10)10()1( m
A

r
A

r
A

f === 

                                                                                                ( )حركة دورانية(: Bعجلة البكرة )

      ( يمكن ايجادها من العلاقة                                       Bالعجلة الزاوية للبكرة )

BE
r

B
t

BE
ff .== لصورة                              رعة الزاوية باوبذلك تكون الس  

2sec/251)20(25 ... mm
BB
=→=                                  وتعطي المركب الأخرى للعجلة بالصورة

222 sec/5)20()50( . m
B

r
B

r
B

f ===  ( عجلة البكرةC:)حركة دورانية( )    

                                            ( يمكن ايجادها من العلاقةCللبكرة ) العجلة الزاوية

CJ
r

C
t

CJ
ff .==                                وبذلك تكون السرعة الزاوية بالصورة

2sec/)8(25 1253... mm
CC
=→=  

 وتعطي المركب الأخرى للعجلة بالصورة                    

222 sec/9375210)15()
4

15
( . m

C
r

C
r

C
f === 

 تمـــاريــن

   صورةكل اذا أعطيت الإزاحة الزاوية بالطة موتور كما بالشيتحرك قرص بواس -( 1)

radtt 






 += 2420   حيثt حدد عدد اللفات والسرعة الزاوية والعجلة     هو الزمن

st.الزاوية للقرص عندما 90=  
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sec/5لحظة معينة كانت السرعة الزاوية لبكرة هي  عند  -(2) rad
A
=   و أعطيت

.2sec/6  العجلة بالصورة rad
A
=   حدد قيم العجلة للنقطتينCB,  وذلك اذا دارت

 محورها  على ثابت  داخلي  محور على C  البكرة دورتين. حيث تحتوي  Aالنقطة  

 . هاع م  وينعطف  الخارجي

 

شكل المقابل تتحرك بعجلة منتظمة  بال  اذا علمت ان اجزاء المجموعة  المبينة    -(3)

, كانت سرعة الجسيم  sec4=tالحركة من السكون و انه عندما كانت وانها بدأت 

A هي sec/8.4 m   وعجلة كل من الترس  سرعة عين)(B    و الترسCارامقد 

 ؟sec4=tواتجاهاً وعدد دورات كل منهم عند  
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)30(بكرة نصف قطرها   -(4) . m   قابلة للدوران حول محورها)(o فوف علي  مل

ت  ثاب   . بحيث تدور البكرة حول محور A)(محيطها خيط غير مرن في نهايته جسيم   

)(o  كما بالشكل. اذا تحرك الجسيم)(A    بسرعةsec)/90( . mAv . وكانت عجلة  =

ذلك العجلة الزاوية السرعة الزاوية وكمع الأفقي. أوجد  60O)(وية  تميل بزاQ)(النقطة  

التي تقع علي   Q)(السرعة الزاوية وكذلك العجلة الزاوية للنقطة   كذلكللبكرة وأوجد  

 البكرة ؟ 
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 ثـاني ـل الـــالفص 

( للكتلة الثاني العزم) الذاتي  القصور عزم  

The Moment of Inertia 

 (The second moment of mass) 

 ضرب  حاصل بأنه مستوى ور أونقطة أو محاً لمنسوب  mكتله  يعرف عزم القصور الذاتي لجسيم

 قيمةعزم القصور الذاتي  عن   ويعبر المستوى.  أو المحور أو عن النقطة بعدها مربع الكتلة في

ً دائ موجبة قيمة  وهى ما محور حول دورانه أو  انحناءه محاولة عند   الجسم يبديها التي المقاومة   ما

 . (2mkg)وتقاس ب  

   على لقصور الذاتيعزم ا مدعتوي

 محور الدوران أو مكان          3-شكل وابعاد الجسم -2كتلة الجسم      -1

 الذاتي  القصور لعزم  الفيزيائي المعنى 

amF الانتقالي التحريك يف الثاني نيوتن قانون من نلاحظ    الدوراني التحريك في يرهظ ن ومن  =

 I= لتغيير( التحريك سبب ) لقوة نحتاج الانتقالية الحركة ففي. بينهما واضح تشابه  هناك أن 

  كتلته بحسب  التغيير هذا الجسم فيمانع(  التحريك دليل) تسارعا وإكسابه للجسم التحركية الحالة

  ويزاال والتسارع  التحريك سبب  هو القوة عزم  فإن نيالدورا التحريك في أما(. الحركة ممانعة)

  لفهم نتوصل  أن هو  التناظر بهذا اهتمامنا وسبب . ممانعتها الذاتي القصور عزم يمثل بينما دليلها

  حالته في تغيير  لأي مالجس ممانعة هي الكتلة كانت  فإذا. الذاتي القصور لعزم الفيزيائي المعنى

  التحركية هحالت في تغيير لأي الجسم ممانعة هو الذاتي القصور عزم  فإن الانتقالية، التحركية

  بمعنى تحرك، كيفما ثابتة الجسم كتلة تبقى حين ففي الكميتين، بين أساس  فرق هناك  أن إلا. الدورانية

 على يعتمد  الذاتي القصور عزم  أن إلا الية،الانتق  التحركية حالته في تغيير بأي تتأثر  لا ممانعته أن

  تأثير تحت  أول محور حول يدور  أن لجسم فيمكن. حوله يدور الذي والمحور  الجسم اندور طريقة

  عزم اختلاف بسبب  آخر محور حول العزم نفس  تأثير تحت   بتاتا يدور لا قد  أنه إلا بسهولة،  ما عزم

 كل في للجسم الذاتي القصور عزم تحديد  يجب  لذلكو. منهما واحد  لكل بالنسبة له الذاتي القصور

 . حوله يدور الذي للمحور بالنسبة مسألة

 .الحركة عن يقافهلإ  كبيرة قوة وكذلك  لتحريكه كبيرة قوة جتا يح رالكبي الجسم

   للكتل الذاتي القصور عزم  -أولا

   المحور لهذا منسوبا و (1) شكل في كما L محور من a  بعد  علي  يقع dm  كتلته لجسيم -1
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َ   يذاتلا القصور عزم يعرف dmaILL    بالصورة  Moment of Inertia))  رياضيا

اي أن  =2

 . المحور عن  بعدة مربع في مضروبة يساوى كتلة هذا الجسم لكتله ما  الذاتي القصور عزم

 ( 2)من الجسيمات كما في شكل  nعد بينما ل

 

َ   ورمحال لهذا منسوبا  الذاتي القصور عزم يعرف  : بالصورة  رياضيا

i

n

i

innLL dmadmadmadmadmaI 
=

=++++=
1

22

3

2

32

2

21

2

1 ............  

  الى منسوبا الذاتي القصور عزم يعطى(  3) شكل في كما مستوى  في واقع الجسيم كان اذا 2-

 : بالصورة  المعطاة المحاور

 
,2dmyI xx = xo يعطى بالصورة                              عزم القصور الذ اتي منسوباً للمحور  

,2dmxI yy = yo يعطى بالصورة                             وعزم القصور الذاتي منسوباً للمحور  

yyxxO IIdmyxdmrI +=+== )( 222 بينما عزم القصور الذاتي منسوباً للنقطة  o  يعطى بالصورة
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)وهو عزم القصور الذاتي منسوباً    Polar moment inertialعزم القصور القطبي OIيسمى   

oyxoوعند نقطة تقاطع المحورين   xoy  لمحور عمودي على المستوى , ) 

  رقصولا عزم  يعطى(  4) شكل في كما مستوى في واقعة ات الجسيم من  مجموعة هناك كان اذا -

 : بالصورة المعطاة المحاور الى منسوبا الذاتي

 


=

=
n

i

iixx dmyI
1

2 xo يعطى بالصورة                          عزم القصور الذاتي منسوباً للمحور  

,
1

2

i

n

i

iyy dmxI 
=

= yo يعطى بالصورة                        وعزم القصور الذاتي منسوباً للمحور  

 (Parallel axis theoremنظرية المحاور المتوازية ) 

),(النقطة   ومركز ثقلة هي mبفرض انه لدينا جسم ما كما في الشكل المقابل  كتلته   cmcm yx  
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),(هو oبالنسبة للنقطة   عنصرأحداثي هذا ال dmكتلته  بأخذ عنصر صغير  yx   وبالنسبة لمركز

),(هو   cmالثقل yx  . بالنسبة للمحورينoyox,   والنقطةo لكتلته   عزم القصور الذاتي يعطى

dm على الترتيب بالصورة 

,2dmydI xx = xo يعطى بالصورة                            عزم القصور الذاتي منسوباً للمحور  

,2dmxdIyy = yo يعطى بال صورة                                      عزم القصور الذاتي منسوباً  

o للمحور يعطى بالصورة  بينما عزم القصور الذاتي منسوباً للنقطة

dmyxIIdmrdI yyxxO )( 222 +=+== 

 o)(منسوباً للنقطة  m)( كله للجسم عزم القصور الذاتي  ويعطى

 +== dmyxdmrIO )( 222                                                                    (1) 

 منسوباً لمركز ثقلة بالصورة m)( كله للجسم عزم القصور الذاتي كذلك ويعطى

 +== dmyxdmrIcm )( 222                                                                     (2) 

cmcm        ح أنلكن من الرسم واض yyyxxx +=+=   نحصل(  1) العلاقة في وبالتعويض   ,

   على













+++++=





















++








+==

dmyyyyxxxx

dmyyxxdmrI

cmcmcmcm

cmcmO

22 2222

22

2

 

  ++







++







 +=

=

dmyydmxxdmyxdmyxI cmcm

d

cmcm

I

O

cm

22

2

2222

  
 

  +++= dmyydmxxdmdII cmcmcmO 222  

  +++= dmyydmxxdmdII cmcmcmO 222  

 +++= dmyydmxxmdII cmcmcmO 222                                     (3) 

 لكن من المعلوم بأن  
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








=→


==→


= dmydmy

dm

dmy
ydmxdmx

dm

dmx
x ,        (4) 

  (  3( في ) 4وبالتعويض من ) 









+








++=  dmyydmxxmdII cmcmcmO 222  

myymxxmdII cmcmcmO 222 +++=                                                (5) 

)لكن   )yx, (5) في وبالتعويض . الصفر يساوى  وهو الثقل كزمر عن الثقل مركز بعد   أحداثي هو  

    نحصل

2dmII cmO +=                                                                             (6)  

نقطة تقاطع ند وع  xoyمحور عمودي على المستوى   هو عزم القصور الذاتي حول OIحيث 

oyxoالمحورين  )(وكذلك  ., Gcm II   هو عزم القصور الذاتي حول محور عمودي على المستوى

yox   وعند نقطة تقاطع المحورينyoxo  ,  . 

عزم القصور الذاتي لمحور يمر  ا فإن عزم القصور الذاتي لجسم منسوب لمحور ما يساوي وهكذ 

ً بمركز الكتلة مض    .الية الكتلة في مربع البعد بين المحورين افا

 ( Perpendicular axis theoremنظرية االصفائح المستوية )

فيكون  dmو بأخذ عنصر  mبفرض انه لدينا صفيحة مستوية ما كما في الشكل المقابل  كتلتها 

 على الترتيب بالصورة  oوالنقطة   ,oyoxن عزم القصور الذاتي بالنسبة للمحوري 
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,2 dmydI xx = xo يعطى بالصورة                           عزم القصور الذاتي منسوباً للمحور  

,2dmxdI yy = yo يعطى بالصورة                           وعزم القصور الذاتي منسوباً للمحور  

dmrdmyxIIdI yyxxO

222 )( =+=+= o يعطى بالصورة    بينما عزم القصور الذاتي منسوبا للنقطة 

 o)(منسوباً للنقطة  m)( كله للجسم عزم القصور الذاتي  عطىوي

mrdmrdmrdmyxIO

22222 )( ===+=                                (1) 

 ند نقطة وع  xoyيسمى عزم القصور الذاتي حول محور عمودي على المستوى    OIحيث 

oyxoتقاطع المحورين    أن أي zzIيمكن التعبير عنة بالصورة   لذىوا ,

yyxxzz III +=                                                                            (2) 

وب لمحورين يقعان في مستوى الصفيحة بأنه  وهكذا فإن عزم القصور الذاتي لصفيحة مستوية منس 
نقطة تلاقى المحورين  عند لقصور الذاتي لمحور عمودي على مستوى الصفيحة  يساوي عزم ا

   .الواقعين في مستوى الصفيحة 

 اذا كان الجسم واقع في الفراغ :  -3

  ل واقع في الفراغ كما بالشك mبفرض أنه لدينا جسيم كتلته  

 له يعطى على النحو التالي  القصور الذاتي فان عزم

 

 بالصورة  oنقطة  منسوباً ل عزم القصور الذاتي

)( 2222 zyxmrmIo ++==                                                        (1) 

 الصورة ب oxلمحور منسوباً ل عزم القصور الذاتي
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)( 22 zymI xx +=                                                                       (2) 

 بالصورة  oyعزم القصور الذاتي منسوباً للمحور 

)( 22 zxmI yy +=                                                                       (3) 

 بالصورة  ozعزم القصور الذاتي منسوباً للمحور 

)( 22 yxmI zz +=                                                    (4)  

 بالصورة  xoyعزم القصور الذاتي منسوباً للمستوى  

2

0 zmIII zzxoy === =                                             (5) 

 ورة بالص  xozتوى  تي منسوباً للمسعزم القصور الذا

2

0 ymIII yyxoz === =                                              (6) 

 بالصورة  yozعزم القصور الذاتي منسوباً للمستوى  

2

0 xmIII xxyoz === =                                                   (7) 

 ملاحظات على العلاقات السابقة 

 ( 7-5( , ) 1قات )العلامن  (1)

yozxozxoyo IIIzyxmrmI ++=++== )( 2222                            (8) 

( oI)أي أن عزم القصور الذاتي لجسم في الفراغ منسوبا لنقطة تلاقى المحاور الثلاثة المتعامدة 

تعامدة والمتلاقية في  الم للثلاثة المستويات الذاتي لهذا لجسم  منسوباً يساوى مجموع عزوم القصور 

 .   oالنقطة  

 ( واضح أن   4-2( , )1من العلاقات ) -(2)

ozzyyxx IzyxmIII 2)(2 222 =++=++                                       (9) 

( oIة تلاقى المحاور الثلاثة المتعامدة )أي أن عزم القصور الذاتي لجسم في الفراغ منسوبا لنقط 

يساوى نصف مجموع عزوم القصور الذاتي لهذا لجسم  منسوباً للثلاثة المحاور المتعامدة والمكونة  

 لهذا الفراغ.   

 ( واضح أن   7-2من العلاقات ) -(3)
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yozxozzz

yozxoyyy

xozxoyxx

IIyxmI

IIzxmI

IIzymI

+=+=

+=+=

+=+=

)(

)(

)(

22

22

22

                                          (10) 

متعامدة والمتلاقية  اغ منسوبا لمحور من الثلاث المحاور الالفرأي أن عزم القصور الذاتي لجسم في 

في نقطة واحدة يساوى )يكافئ( مجموع عزوم القصور الذاتي لهذا لجسم  منسوباً لمستويين  

 .رمتعامدين على هذا المحو

على كتلة  ي قيمة موجبة دائماً وتتوقف ( واضح أن عزوم القصور الذات7-1من العلاقات ) -(4)

 على بعد النقطة أو المحور أو المستوى الذى يتم حساب العزم حولهم.   كذلكالجسم و

2amI( فيما سبق تم تعريف عزم القصور الذاتي لجسم بالصورة  5)  عند ذلك الكمية  =

m

I
a  ي.  تعرف بنصف قطر القصور الذات =

 ؟  mوكتلته  Lطوله  منتظم يع فر لعمود  الذاتي القصور أوجد عزم (:1)مثال 

 الحــــــــــــل 

ً  الرفيع العمود  بوضع  xبعد  على و dx  طوله صغير عنصر وبأخذ  بالشكل كما xمحور  على  منطبقا

  العمود  منها المصنوع المادة كثافة ان وبفرض  للعمود  الأيسر الطرف  على  المنطبق و yالمحور  من

Lm   بالصورة العمود  هذا  كتلته فتعطى. هي   بالصورة  الكتلة إيجاد  يمكن وكذلك =

 Lmxdxdxmdxdm
LL L

 =→===→=  00 0
      

 

 الذاتي  القصور يعطى عزم yبالنسبة للمحور 

2

3

3322

3

1

3

1

3

1
)(

0
Lm

L

m
LLdxxdmxI

L

yy =====  
           

2

3

1
LmI yy =  
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الذاتي   القصور العمود )منتصف العمود( يعطى عزموالذى يمر بمركز ثقل  yبينما بالنسبة للمحور 

 المتوازية بالصورة رية المحاور من نظ

→







+= 

2

2

1
LmII yyyy

2222

12

1

12

34

4

1

3

1
mLmLmLLmI yy =







 −
=−=  

2

12

1
mLI yy =   

yبالنسبة للمحور و   الذاتي من نظرية   القصور يعطى عزم بالطرف الأخر للعمود والذى يمر

 اور المتوازية بالصورة المح

22

2

3

1

12

4

2

1
mLImLILmII yyyyyyyy ==→








+=               

وذلك اذا كان  m  وكتلته  Lطوله  منتظم رفيع  لعمود الذاتي القصور أوجد عزم تمرين:
 ؟  مائلًا على محور الدوران

نسوباً لمحور  لصفيحة على هيئة مستطيل م  الذاتي القصور أوجد عزم  : (2) -مثال 
 ثقلة  ؟  ركز  وكذلك محاور تمر بم  تمر بأركانه

 الحــــــــــــل 

و  b  طوله صغير هيئة مستطيل صغير عنصر وبأخذ  بالشكل المقابل  بأخذ الصفيحة كما

. هي يحةصفال امنه  المصنوعة المادة كثافة ان وبفرض  oyالمحور  من xعد ب  وعلى dxعرضة  

abm  بالصورة الصفيحة كتلته فتعطى  يمكن وكذلك                                                  =

bambdxmbdxdmر                بالصو الكتلة إيجاد 

a

 =→=→= 
0

 

 

22)(                 الذاتي صورالق يعطى عزم yة للمحور نسببال dxbxdmxdIyy == 
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ba

mab

m

mababx
bdxxbI

aa

yy



3333

3333
2

00

===







==      

2

3

1
amI yy =     

y والذى يمر بمركز ثقل العمود )منتصف العمود( يعطى عزم القصور    بينما بالنسبة للمحور 

 توازية بالصورة الم الذاتي من نظرية المحاور 

→







+= 

2

2

1
amII yyyy

2222

2

2

12

1

12

34

4

1

3

1

2

1

3

1
mamamaamIamILm yyyy =







 −
=−=→








+=   

2

12

1
maI yy =   

xxوبالنسبة للمحورين  , يب بالصورة الذاتي على الترت القصور يعطى عزم 

22

12

1
,

3

1
bmIbmI xxxx ==   

تلاقى المحورين   نقطةعمودي على مستوى الصفيحة عند ر الذاتي لمحور ويكون عزم القصو

oyox,  من نظرية الصفائح المستوية(الواقعين في مستوى الصفيحة بالصورة(   

)(
3

1

3

1

3

1 2222 bamambmIII yyxxo +=+=+=  

ن  حور عمودي على مستوى الصفيحة عند نقطة تلاقى المحوريويكون كذلك عزم القصور الذاتي لم

yoxo , فيحة بالصورة الص  الواقعين في مستوى 

)(
12

1

12

1

12

1 2222 bamambmIII yyxxo +=+=+=   

 ويمكن وصف عزم القصور الذاتي للمستطيل بالجدول الاتي  

 

 

الجسم : صفيحة على  

 هيئة مستطيل أبعاده 

لقصور حول  عزم ا

 محور يمر بالطرف

عزم القصور حول  

بمركز الثقل محور يمر    

عزم القصور حول محور يمر 

ر المقابلالأخبالطرف   
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),( ba   

xxI 2منسوبا للمحور 

3

1
mbIxx =  2

12

1
mbI

xx
=  2

3

1
mbI

xx
=  

yyI 2منسوبا للمحور 

3

1
maI yy =  

2

12

1
maI yy =  

2

3

1
maI yy =  

منسوبا لمحور عمودي  

 xoyالمستوى  على 
)(

3

1 22 bamI zz +=

 

)(
12

1 22 bamI
zz

+=

 

)(
3

1 22 bamI
zz

+=  

 
ث )قائم الزاوية(  لصفيحة على هيئة مثل الذاتي القصور أحسب عزم  (: 3)مثال 

 ؟ حول المحاور المختلفة ومركز الثقل  

 الحــــــــــــل 
  سمكةو  x  طوله صغير هيئة مستطيل صغير عنصر وبأخذ  قابل الم بالشكل بأخذ الصفيحة كما

dy بعد   وعلىx المحور  منoy  ي ه الصفيحة منها المصنوعة المادة كثافة ان وبفرض .فتعطى 

ham  لصورةاب  حةالصفي كتلته
2

1
 بالصورة  الكتلة إيجاد  يمكن وكذلك .=

 ham
h

x
xhdx

a

x
hdxymdxydm

a aa

2

1

2
)1(

0 0

2

0

=→







−=−==→=        

 

x            )(22الذاتي بالنسبة للمحور  القصور يعطى عزم و dyxydmydI xx == 
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 −=→=+=

h

xx
h
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x
wheredyyxI
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2 )1(1,

233
43

0

43

0

3
2
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2

6

1

2

112

1
)34(
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1

43
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)()1(

hm

ha

m
haha

h

hh
aI

h

yy
ady

h

y
yadyy

h

y
aI

xx

hhh

xx

==−=







−=









−=−=−= 







 

2

6

1
hmI xx =  

2

6

1
amI yy =   بالمثل يمكن اثبات أن                                                              

الذاتي من   رالقصو الذى يمر بمركز ثقل الصفيحة المثلثية يعطى عزمو xبينما بالنسبة للمحور 

 نظرية المحاور المتوازية بالصورة 

→







+= 

2

3

1
hmII xxxx

2222

18

1
)23(

18

1

9

1

6

1
hmhmhmhmI xx =−=−=  

2

18

1
hmI xx =   

xوبالنسبة للمحور     0,(والذى يمر بالنقطة( h الذاتي من  القصور مثلثية يعطى عزمالصفيحة ال

      توازية بالصورةنظرية المحاور الم

2222

2

18

9
)81(

18

1

9

4

18

1

3

2
hmhmhmhmhmII xxxx =+=+=








+=   

2

2

1
hmI xx =   

)(2                الذاتي يعطى بالصورة القصور  عزمAB)(بالنسبة للمحور 
6

1
oomI AB
=                 

haاحة المثلث المعطى يمكن حسابها بالصورة ومن المعلوم بأن مس
2

1
 :     وكذلك تعطى بالصورة  

            ABoo )(
2

1
         2222      حيث )0()0( hahaAB +=−+−= 
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                                                                                                  ومن هذه العلاقات يمكننا القول بأن   

          .                         
22

22)(
2

1
)(

2

1

2

1

ha

ha
oohaooABooha

+
=→+== 

mالذاتي بالصورة                   القصور وبذلك يعطى عزم
ha

ha
oomI AB

)(6
)(

6

1
22

22
2

+
== 

 دول التاليللصفيحة المثلثية منسوبا الى المحاور المختلفة في الج الذاتي القصور  عزم  ويمكن وصف

الجسم : صفيحة على  

و   a  هيئة مثلث قاعدة

  hارتفاعه 

عزم القصور حول محور 

 يمر بالطرف 

عزم القصور حول محور 

 يمر بمركز الثقل

عزم القصور حول محور يمر 

 بالطرف الأخر المقابل 

 xxIمنسوبا للمحور  
2

6

1
mhI xx =  2

18

1
mhI

xx
=  2

2

1
mhI

xx
=  

yyI 2منسوبا للمحور  

6

1
maI yy =  

2

18

1
maI yy =  

2

2

1
maI yy =  

منسوبا لمحور عمودي 

 xoyعلى المستوى  
)(

6

1 22 hamI zz +=

 

)(
18

1 22 hamI
zz

+=

 

)3(
6

1
),3(

6

1 2222 hamIhamI
zzzz

+=+= 

 

 

و  يةالمثلثالصفيحة مثلث يتوقف على كل من كتلة حة على هيئة فيلصي من الملاحظ ان عزم القصور الذاتي الكتل

 الزاوية كما سوف نرى فيما يأتي: ةأو منفرج ةأو حاد ةقائم صفيحةال تلذلك فهو لن يتغير اذا كان اارتفاعه

 ؟ الزاوية   د حا مثلث  لصفيحة على هيئة عزم القصور الذاتيأحسب  -(4)

 ـــــــل ــــالحـــ
 مه الى مثلثين قائمين الزاوية كما بالشكل  لزاوية سوف نقساد اللمثلث الح

 ( على الترتيب بالصورة 1,  2للمثلثين )xويعطى عزم القصور الذاتي حول المحور 

( ) ( ) ,
6

1
,

6

1 2

22

2

11
hmIhmI xxxx ==  

 ورة للمثلث الحاد بالص xورويعطى بذلك عزم القصور الذاتي حول المح

( ) ( ) 22

21

2

2

2

121
6

1
)(

6

1

6

1

6

1
hmhmmhmhmIII xxxxxx =+=+=+=  
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 ؟ منفرج الزاوية  مثلث  لصفيحة على هيئة  عزم القصور الذاتي -(5مثال )

ليصبح لدينا مثلثين   Dالقائم الزاوية عند BDCسوف نضيف المثلث BCAللمثلث المنفرج الزاوية  

 ا بالشكل ة كمقائمين الزاوي

 الحــــــــــــــل 

 

 بالصورة  BCAللمثلث   xويعطى عزم القصور الذاتي حول المحور 

( ) ( ) 22

1

2

1
6

1

6

1
)(

6

1
)( hmhmhmmIII

ABDxxACDxxBCDxx =−+=−=  

 

قصور الذاتي حول بالشكل أوجد عزم الكما مثلث معطى   لصفيحة على هيئة -(6)مثال 
 ؟  محاور المختلفةال
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 ــــــــل ــــالحــ

mمن المعلوم بأن                             
ha

ha
IamIhmI BCyyxx
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1
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6

1
22

22
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+
===  

mmmhmI                                                     لذلك فإن  xx
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mmmamI yy
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543  من الملاحظ أن                     وأن      mImImI BCyyxx
25

24

2

3

3

8
=== 

 

 (؟Circular Ringلحلقة دائرية منتظمة  ) الذاتي القصور أحسب عزم (:7)مثال 

 الحــــــــــــل 

مركز   من aويبعد مسافة  dmصغير كتلة   عنصر وبأخذ  بالشكل المقابل  بأخذ الحلقة الدائرية  كما

وعلى ذلك فإن عزم   oفي مستوى الحلقة عند  ,oyoxحيث يقع كل من المحورين    oالحلقة 

dmadIoيعطى بالصورة   oتي لهذه الكتلة الصغيرة عند القصور الذا

عطى  كاملاً يلقة وللح  =2

                                    بالصورة
zzO ImaI == 2→== 

m

O dmadmaI
0

22          
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من نظرية الصفائح المستوية   و
yyxxzzO IIII وكذلك كل  ==+

yyxx II   يأمن متماثلين  ,

yyxxأن II =  

→=+ 2amII yyxx                  2

2

1
amII yyxx ==  

 ؟)مساحة دائرية(  ةمنتظم ةدائرل الذاتي القصور أحسب عزم (:8)مثال

 الحـــــــــــــــــــــــل 

وبأخذ واحد من  الصغيرةالدائرية  الحلقات الى عدد من  هاشكل المقابل ثم نقسمبال كما  الدائرةبأخذ 

 oهو دائرة مركز ال  وبفرض أن من drوالسمك  rونصف القطر dm  ةالكتل ات ذ  الحلقات  هذه

هو والمحور العمودي   ozو المحور  oفي مستوى الحلقة عند  ,oyoxين  حيث يقع كل من المحور 

ويكون عزم   الواقعين في مستوى الصفيحة. ,oyoxعلى مستوى الصفيحة عند نقطة تلاقى المحورين 

dmrdIoبالصورة   oعند الصغير  الحلقةالقصور الذاتي لهذه 

كاملاً يعطى   دائرةلللمساحة او =2

=ورة  بالص dmrIO

  يةالكلدائرة مع الأخذ في الاعتبار بأن كتلة ال 2

تعطى من  2am  ( أو دائرة)المساحة مضروبة في الكثافة المصنوع منها مادة ال =

 2

0

2

0
2

222 a
r

mdrrmdrrdm

aa

==→=→=   
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 كاملاً يعطى بالصورة  للدائرةالذاتي  وعلى ذلك فإن عزم القصور 

===== 
a

zzO drrdrrrdmrII
0

322 2)2(   

2

2

444
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4
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2
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من نظرية الصفائح المستوية   و
yyxxzzO IIII وكذلك كل  ==+

yyxx II yyxxأن أي متماثلين  , II =  

→=+ 2

2

1
amII yyxx                 2

4

1
amII yyxx ==  

 

 ة ؟ منتظم ةدائر لنصف  تيذاال القصور : أحسب عزم(9)مثال 

 الحــــــــــــــــــل 

عطى  توالتي    كتلة أحدهماأخذ على شكل مستطيل و صغيرة بتقسيم نصف الدائرة الى شرائح

dyxdm  بالصورة 2= .ننا حساب عزم القصور الذاتي للدائرة كاملاً حول محوريمك  x   يعطى

dmydI  بالصورة xx

 . وللدائرة كاملاً يعطى بالصورة   =2

( ) ( )  ===
2

0
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0

22 )cos)(cos(sin22sin


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m
aI xx



   2

4

1
amI xx =           (1) 

 يعطى بالصورة  yور  حول مح كاملاً  دائرةللعزم القصور الذاتي   مثلبال

2

4

1
amI yy =                                                                                  (2) 

ائح المستوية  من نظرية الصف  و
yyxxzzO IIII +==  

→=+== 2

2

1
amIIII yyxxzzO        2

2

1
amII zzO ==                          (3) 

 

 ؟ لقرص دائري منتظم   الذاتي القصور : أحسب عزم(10)مثال 

 الحـــــــــــــــــــل

  الصغيرة حلقات الدائريةلى عدد من البالشكل المقابل ثم نقسم القرص ا بأخذ القرص الدائري  كما    

مركز    وبفرض أن من drوالسمك  rونصف القطر dm الكتلة ات ذ  حلقات ال هذهمن ه وبأخذ واحد 

هو   ozمحور و ال oفي مستوى الحلقة عند  ,oyoxحيث يقع كل من المحورين   oالقرص هو 

الواقعين في مستوى  ,oyoxعند نقطة تلاقى المحورين   قرص على مستوى الودي  والمحور العم

dmrdIoبالصورة    oالصغير عند  حلقة. ويكون عزم القصور الذاتي لهذه للقرص ال

وللقرص   =2

=طى بالصورة  كاملاً يع dmrIO

كتلة القرص الكلى تعطى من  الاعتبار بأن في  مع الأخذ  2

zam =   مضروبة في الكثافة المصنوع منها مادة القرص ( أو حلقةالأو محيط  ) 2

za
r

zmdrrzmdrzrdm

aa

==→=→=   2
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2

0
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222                       
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                                كاملاً يعطى بالصورةوعلى ذلك فإن عزم القصور الذاتي للقرص 

2

2
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maI
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2amII محاور المتوازية وبالنسبة للشكل المأخوذ لدينا و من نظرية ال zzzz +=   ومنها 

222

2

3

2

1
amIamamI zzzz =→+=   

 

 

 ؟   لأسطوانة مجوفة الذاتي القصور مأحسب عز -(11)مثال 

 

 ل الحــــــــــــ
ائي من الحلقات الدائرية المنتظمة  سمها الى عدد لانهل نقبالشكل المقاب بأخذ الاسطوانة المجوفة  كما

ور الذاتي لهذه  ويكون عزم القص aونصف القطر  dm الحلقات ذو الكتلة ونأخذ و احد من هذه

dmadIzzبالصورة   ozللحلقة حول المحور 

يعطى عزم القصور جوفة كاملاً انة الموسطوللأ  =2

2              الذاتي بالصورة

0

22 amIamdmaI zz

m

zz =→==    
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 تة  ؟ لأسطوانة مصم  الذاتي القصور أحسب عزم  -( 12) مثال

 الحــــــــــــل 

 
 لأقراص الدائريةمن ابالشكل المقابل ونقسمها الى عدد لانهائي  كمابأخذ الاسطوانة المصمتة  

  .aونصف القطر dm الأقراص ذو الكتلة المنتظمة ونأخذ واحد من هذه

 بالصورة    ozغير عند المحورلقصور الذاتي لهذه للقرص الصاويكون عزم 

                            dmadIzz

2

2

1
= 

 بالصورة كاملاً يعطى عزم القصور الذاتي  وللأسطوانة

2

0
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1
amIamdmaI zz

m

zz =→==   

 

 ؟    ( Hollow Sphereلكرة مجوفة  ) الذاتي القصور : أحسب عزم(13)مثال 

 الحــــــــــــل 
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 وبأخذ واحد من د من الحلقات الدائرية الصغيرةبالشكل المقابل ثم نقسمها الى عد  بأخذ الكرة  كما

y dm ونصف القطر dr هذه الحلقات ذو الكتلة  وبفرض سمك هذه الحلقة يصنع زاوية   والسمك 

dmydIzz

2= oz بالصورة    . ويكون عزم القصور الذاتي لهذه الحلقة حول المحور  o d عند     

= مع الأخذ في الاعتبار بأن كتلة الكرة الكلية  dmyI zz

2 وللكرة كاملاً يعطى العزم بالصورة  

 )مساحة سطح الكرة مضروبا في الكثافة( أو  24 am =  تعطى من 
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        عطى بالصورةتوعلى ذلك فإن عزم القصور الذاتي للكرة كاملاً 
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2       فة يكون لكرة المجولاحظ أنه ل

3

2
amIII zzyyxx وأيضا   ===

ozzyyxx IIII 2=++ 

22222                                      لذلك فان  2
3

6

3

2

3

2

3

2
2 amamamamamIo ==++=    

2amIo      الصورةللكرة المجوفة حول مركزها يكون ب القصور الذاتي عزم أي ان =    

2amII  ينا  د ل ونيكمحاور المتوازية وبالنسبة للشكل المأخوذ الو من نظرية  zzzz +=  ومنها 

222
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2
amIamamI zzzz =→+=   

 

 (؟  Solid Sphereلكرة مصمتة  ) الذاتي القصور أحسب عزم (14)مثال 

 الحــــــــــــل 
من  ةوبأخذ واحد  مجوفةالكرات البالشكل المقابل ثم نقسمها الى عدد من  كما المصمتةبأخذ الكرة 

 كرةويكون عزم القصور الذاتي لهذه ال  .drوالسمك  rونصف القطر dm  الكتلة ات ذ  الكرات  هذه

)(2لصورة   با oz  حول المحور
3

2
rdmdIzz =.                                                               

=املاً يعطى العزم بالصورة  رة كوللك
2)(

3

2
rdmI zz الكلية  مع الأخذ في الاعتبار بأن كتلة الكرة

تعطى من  3

3

4
am بأخذ كتلة العنصر الصغير المختار   والكثافة( أ في مضروبا الكرة حجم) =

 ي  تكون بالصورة  )كرة مجوفة( والت

 3

0

22

3

4
44 adrrmdrrdm
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 عطى بالصورة تكاملاً المصمتة  عزم القصور الذاتي للكرة   لك فإنذ  لىوع
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2لاحظ أنه للكرة المصمتة يكون  
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         فانلذلك 
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 ؟( Hollow Hemisphere)كرة مجوفة نصف  ل الذاتي القصور : أحسب عزم(15)مثال 

 الحــــــــــــل 
 

  غيرةالمقابل ثم نقسمها الى عدد من الحلقات الدائرية الص بالشكل كماالمجوفة  الكرة  نصف بأخذ 

وبفرض سمك هذه الحلقة  drوالسمك  yونصف القطر  dm الحلقات ذو الكتلة وبأخذ واحد من هذه

 . ويكون عزم القصور الذاتي لهذه الحلقة حول oعند  dيصنع زاوية  

dmydIzzبالصورة   ozمحورلا

=وللكرة كاملاً يعطى العزم بالصورة    .=2 dmyI zz

مع الأخذ  2

الكلية تعطى من  المجوفةالكرة  نصف  في الاعتبار بأن كتلة  22 2)4(
2

1
aam نصف  ) ==

   نصر الصغير  يعطى بالصورةلع واالكثافة(  في مضروبا الكرة نصف  مساحة سطح
 daadrydm )cos(22 == 

 عطى بالصورة يكاملاً المجوفة لكرة لنصف ا وعلى ذلك فإن عزم القصور الذاتي
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( )  ====
2

0

34222 )(sin2)sin(2)sin(2



 dadaaadryydmyI zz

 −==
2

0

24
2

0

24 sin))(cos1(2sin)(sin2



 dadaI zz ,                                                         

Now let   dtd
d

dt
t =−→−=→= 


 sinsincos  . Then 

2

2

444

4

0

1

34

1

0

24

3

2

23

4

3

4

3

2
2

3

1
12)

3

1
(2)()1(2

am
a

m
aaa

attadttaI zz

===







−−=









+−−=−−=−−=
−








 

                                           أن   يأ
2

3

2
amI zz = 

2amII    لدينايكون محاور المتوازية وبالنسبة للشكل المأخوذ و من نظرية ال zzzz +=  ومنها 

2 2 22 5

3 3z z z z
I m a m a I m a   = + → =  

 (؟  Solid Hemisphere)كرة مصمتة لنصف   الذاتي القصور : أحسب عزم(16)مثال 

               الحــــــــــــل                                 
  الكرات  من هذه ةوبأخذ واحد  أنصاف الكرات المجوفةالى عدد من نصف الكرة المصمتة  مي قس بت

 حول المحور كرةور الذاتي لهذه الزم القصعون ويك  drوالسمك   rونصف القطر  dm  الكتلة ات ذ 

oz    2بالصورة)(
3

2
rdmdIzz  لكرة كاملاً يعطى العزم بالصورة نصف اول  =
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=
2)(

3

2
rdmI zz  

ة تعطى من  الكرة الكليهذه   نصف مع الأخذ في الاعتبار بأن كتلة  3

3

2
am  ةالكر حجم) =

     بأخذ كتلة العنصر الصغير المختار )كرة مجوفة( والتي  تكون بالصورة  الكثافة( أو في بارومض

    ( )  3

0

222

3

2
224

2

1
adrrmdrrdrrdm

a

==→==    

 

 عطى بالصورة يكاملاً المصمتة  لكرة نصف ازم القصور الذاتي لك فإن على ذ وعل

( ) 5

0

4

0

4

0

222

15

4

53

4

3

4
2

3

2
)(

3

2
a

r
drrrdrrrdmI

aaa

zz  =====   

2

3

55

5

2

3

215

4

15

4
am

a

m
a

m

m
aI zz ===



         

Then 2

5

2
amI zz =                        

أجوف منسوبا   منتظم   قائم دائري  مخروطل الذاتي القصور : أحسب عزم(17)مثال 
                                       مودي على قاعدة ؟ه وع لمحور ينصف رأس

 الحــــــــــــل 

  ةالى عدد من الحلقات الدائرية الصغيره بالشكل المقابل ثم نقسم كماالمجوف   مخروطالنصف بأخذ 

 والذى  dLلسمك او yونصف القطر  dm الحلقات ذو الكتلة وبأخذ واحد من هذه

 .a من قاعدة المخروط ذات نصف القطر zارتفاع   على  قعي
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CBAن  لاحظ أنه من تشابه المثلثي     ,ABC  يكون لدينا
 

 
)()( ya

a

h
zzh

h

a
y

a

y

h

zh
−=→−=→=

−
 

dmydIzzبالصورة   يعطى ozي لهذه الحلقة حول المحور صور الذاتالق وعزم 

  مخروطولل  =2

=كاملاً يعطى العزم بالصورة  dmyI zz

  المجوف  المخروطلأخذ في الاعتبار بأن كتلة مع ا 2

 العلاقة عطى منالكلية ت Lam   في مضروباية للمخروط الدائري القائم الجانب ةساحالم) =

مأخوذة للعنصر المختار )   الكثافة( أو في مضروبا نصف محيط قاعدته × طول راسمه = الكثافة

  (dLوالسمك  yونصف القطر dm  ذو الكتلةحلقة 

=→=

h

dLymdLydm
0

22       

 لكن من المعلوم بأن طول القوس يعطى من العلاقة: 

( ) ( )
2 2

2 2 2 21
1 1

dz h L
dL dy dz dy dy a h dy dy

dy a a a

      = + = + = + − = + =     
  

 

 الكتلة الكلية للمخروط تعطى من   وعلى ذلك فإن

 Lam
a

a

Ly

a

L
dy

a

L
ydLydm

aa

=→=====  2
2

2
222

2

0

2

00

 

 عطى بالصورة يكاملاً  المجوف للمخروطالقصور الذاتي  وعلى ذلك فإن عزم
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( )
4

2
4

222
4

0

4

0

3

0

2

0

2 a

a

Ly

a

L
dy

a

L
ydLyydmyI

aaaa

zz  =====   

2
333

2

1

222
am

La

ma
L

m

ma
L

a
L ====


  

                                                                            أي أن
2

2

1
amI zz =                                                                                                                                                     

 
 مصمت؟  منتظم   قائم دائري  مخروطل الذاتي القصور : أحسب عزم(18)ال مث 

 الحــــــــــــل 

 

ية الدائر قراص الى عدد من الأه بالشكل المقابل ثم نقسم كماالمصمت   مخروطالنصف بأخذ 

الذى يقع  و dzوالسمك  yونصف القطر dm ذو الكتلة قراص لأا وبأخذ واحد من هذه الصغيرة

CBAلثين  لاحظ أنه من تشابه المث .a من قاعدة المخروط ذات نصف القطر zارتفاع      ,ABC 

يكون لدينا
                               

)()( ya
a

h
zzh

h

a
y

a

y

h

zh
−=→−=→=

−
                        

dmydIzzبالصورة    يعطى ozحول المحور  قرص ال اوعزم القصور الذاتي لهذ 

2

2

1
 مخروطولل =

=كاملاً يعطى العزم بالصورة  dmyI zz

2

2

1
 المصمت   المخروطفي الاعتبار بأن كتلة مع الأخذ  

العلاقة ة تعطى منلكليا ham 2

3

1
= مساحة  الكثافة في مضروباللمخروط الدائري القائم  حجم)=
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 yونصف القطر dm الكتلة ذومأخوذة للعنصر المختار ) القرص  ( أو القاعدة في ثلث الارتفاع

 الكتلة الكلية للمخروط تعطى من  ذلك فإن وعلى( dzوالسمك 

( )




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h

hh
h
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hzh
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dzzhzh
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 الصورة عطى بيكاملاً  ozحول محور  المصمت  للمخروطوعلى ذلك فإن عزم القصور الذاتي 
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4
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4
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
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
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
=−





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
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







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











2

10

3
amI zz =

                                                                                      أي أن

 oلاحظ ان عزم القصور الذاتي للمخروط المصمت حول  

( )

( )

2

2
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0
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











 

                                                                                      أي أن
2

10

1
hmIo =  

 الثاني للمســــاحةعزم ال

 عزم القصور الذاتي للمساحة

Area Moment of Inertia (The Moment of Area) 

 رة بالصو يعطى العزم الثاني للمســــاحةالمبين  للمساحة المعطاة بالشكل 
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,2 dAyI xx = xo يعطى بالصورة                             العزم الثان ي للمساحة منسوباً للمحور 

,2 dAxI yy = yo يعطى بالصورة                           و العزم الثاني للمساحة منسوباً للمحور  

yyxxO IIdAyxdArI +=+== )( 222 ً   للنقطة  بينما العزم الثاني للمساحة منسوبا o  يعطى بالصورة   

22 , xAIIyAII yyyyxxxx +=+=   وتطبق نظرية المحاور المتوازية بالصورة                 

   بالصورة  العزم الثانيويكون للصفيحة المستطيلة   

الجسم : صفيحة  

على هيئة مستطيل  

),( أبعاده  ba   

عزم القصور حول محور  

بالطرف  يمر  

عزم القصور حول محور  

 يمر بمركز الثقل

ور حول محور  القصعزم 

 يمر بالطرف الأخر المقابل 

 xxIمنسوبا للمحور  
3

3

1
baI xx =  3

12

1
baI

xx
=  3

3

1
baI

xx
=  

 yyIا للمحور  منسوب
3

3

1
baI yy =  

3

12

1
baI yy =  

3

3

1
baI yy =  

منسوبا لمحور عمودي  

)( xoyعلى المستوى 
3

1 22 baabI zz +=  )(
12

1 22 baabI
zz

+=  )(
3

1 22 baabI
zz

+=  

   بالصورة  فيحة المثلثيةللصالعزم الثاني ويكون 

الجسم : صفيحة على  

و   a  قاعدة هيئة مثلث

  hارتفاعه 

عزم القصور حول محور 

 يمر بالطرف 

عزم القصور حول محور 

 يمر بمركز الثقل

عزم القصور حول محور يمر 

 بالطرف الأخر المقابل 

 xxIمنسوبا للمحور  
3

12

1
haI xx =  3

36

1
haI xx =  3

4

1
haI xx =  
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yyI 3منسوبا للمحور  

12

1
ahI yy =  3

36

1
ahI yy =  3

4

1
ahI yy =  

منسوبا لمحور عمودي 

 xoyعلى المستوى  
)(

12

22 ha
ha

I zz +=

 

)(
36

22 ha
ha

I
zz

+=  
)3(

12

),3(
12

22

22

ha
ha

I

ha
ha

I

zz

zz

+=

+=



  

 

            بالصورةيعطى  ئريةدا مساحةثاني لبالنسبة للعزم ال
4

)(
4

1 4
22 a

aaI xx


 == 

: احسب العزم الثاني للمساحة المعطاة بالشكل المقابل منسوبا لكل من   (19مثال )

 ؟ ,oyox.               المحورين   

 
 ــالحــ ـــل ـــ ـــ  

  صغير عنصر المقابل وبأخذ  بالشكل كما لمساحةاخذ بأ xور الذاتي منسوبا لمحور عزم القص

)2(  طوله هيئة مستطيل على x−   و عرضةdy   بعد وعلىy لمحور ا منox  تعطىوعند ذلك  

dyxdA   بالصورة لعنصرمساحة ا )2( −=. 
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    م المساحي بالصورةالعزويعطى 

( ) ( ) ( ) 









−=








−=−==

2

0

3

1
2

2

0

3

1
2

2

0

22 3

7

42422 dyyydyyydyxydAyI xx  

( ) 4

2

0

3

1
3 533.04

10

3

3

2 3

10

myyI xx =









−=  

  صغير عنصر وبأخذ   المقابل بالشكل كما المساحةبأخذ  yعزم القصور الذاتي منسوبا لمحور 

مساحة   تعطىوعند ذلك  oyالمحور  من xبعد وعلى   dxو عرضة   y  طوله هيئة مستطيل على

dxydA  بالصورة العنصر =. 

 

   ويعطى بذلك العزم المساحي بالصورة

( ) ( ) 4
62

0

5

2

0

32

2

0

22 67.2
3

8

24

64

24

)2(
25.025.0 mdyxdxxxdxyxdAxI yy ========   

 

  ني للمساحة المعطاة بالشكل المقابل منسوبا لكل من  : احسب العزم الثا(20مثال )
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 ؟ ,oyoxالمحورين                .  

 

 ــالحــ ـــل ـــ ـــ  

  صغير عنصر ل وبأخذ المقاب بالشكل كما المساحةبأخذ  xعزم القصور الذاتي منسوبا لمحور 

مساحة   تعطىوعند ذلك  oxالمحور  من yبعد   وعلى dyو عرضة   x)(  طوله هيئة مستطيل على

dyxdA  بالصورة العنصر )(=. 

 

   ويعطى بذلك العزم المساحي بالصورة

( ) 4
3

10
8

0

3

78

0

3

1

2

8

0

22 4614)1024(
5

3

10

)8(3
222 . mdyydyyydyxydAyI xx =======   
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  صغير عنصر المقابل وبأخذ  شكلبال كما المساحةبأخذ  yمحور عزم القصور الذاتي منسوبا ل

)8(  طوله هيئة مستطيل على y−   و عرضةdx   بعد وعلىx المحور  منox  تعطىوعند ذلك  

dxydA   بالصورة مساحة العنصر )8( −=. 

 

    ورةويعطى العزم المساحي بالص

( ) =







−=








−=−== 

4

0

5
2

4

0

3
2

4

0

22

8
8

8
88 dx

x
xdx

x
xdxyxdAxI yy  

463

4

0

63 48533385666170)4(
48

1
)4(

3

8

48

1

3

8 ... myxI yy =−=−=







−=  

: احسب العزم الثاني للمساحة المعطاة بالشكل المقابل منسوبا لكل من   (21مثال )

 ؟ ,oyox.               المحورين   

 

 ــالحــ ـــل ـــ ـــ  
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  صغير عنصر المقابل وبأخذ  بالشكل كما المساحةذ بأخ xلقصور الذاتي منسوبا لمحور عزم ا

ة  مساح تعطىوعند ذلك  oxالمحور  نم yبعد وعلى   dyو عرضة   x)(  طوله هيئة مستطيل على

dyxdA  بالصورة العنصر =. 

 

   ذلك العزم المساحي بالصورةطى بويع

( ) 4
54

0

4

4

0

22

4

0

22 8.204
5

1024

5

)4(
mdyydyyydyxydAyI xx =======   

  صغير عنصر المقابل وبأخذ  بالشكل كما المساحةبأخذ  yعزم القصور الذاتي منسوبا لمحور 

)4(  طوله هيئة مستطيل لىع y− و عرضة  dy   بعد وعلىx المحور  منoy  تعطىوعند ذلك  

dxydA   بالصورة مساحة العنصر )4( −=. 
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42.7801428.4861333.5461 mI yy =−=  
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قابل منسوبا لكل من   : احسب العزم الثاني للمساحة المعطاة بالشكل الم(22)مثال 

 ؟ ,oyox.               المحورين   

 

 ــالحــ    ـــلـــ ـــ

  صغير عنصر المقابل وبأخذ  بالشكل كما المساحةبأخذ  xعزم القصور الذاتي منسوبا لمحور 

مساحة   تعطىوعند ذلك  oxلمحور ا من yبعد وعلى   dyو عرضة   x)(  طوله ستطيلهيئة م على

dyxdA  بالصورة العنصر =. 

 

   بالصورة للكلى ويعطى بذلك العزم المساحي 
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


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
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
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
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 yلمحور عزم القصور الذاتي منسوبا 

( لذلك عزم  ,dyxالعنصر المأخوذ  عبارة عن مستطيل أبعاده ) ح انمن الشكل المعطى واض

=        يعطى من  yمنسوبا لمحور له القصور الذاتي  dyxI yy

3

3

1
عزم القصور الذاتي  ويكون   

 بالصورة  yمنسوبا لمحور كاملاً  لمساحةل
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1033.53)1000000(
15

800
)100)(2000000(

15

4
)10000)(40000)(50(

15

4

)200()50()200)(50(
15

4
)200()200()50()50(
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====

===

==== 

 

 المقابل وبأخذ  بالشكل كما المساحةبأخذ  yعزم القصور الذاتي منسوبا لمحور بطريقة اخرى 

)20(  طوله هيئة مستطيل على صغير  عنصر y−   و عرضةdy  بعد وعلىx المحور  منoy  وعند

dxydA   بالصورة مساحة العنصر تعطىذلك  )20( −= . 
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لث ا ــــالثل  ـــالفص   
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   الذاتي  القصورحاصل ضرب  

The Product of Inertia 

 : ةـــقدم ـم

   للكتل الذاتي القصور حاصل ضرب

حاصل ضرب   يعطى   المقابل لشكال في كما مستوى  في واقع الجسيم  كان اذا(1)- 

 :بالصورة يعطى  ,oyox ين المحور الى منسوبا   الذاتي    القصور

 

dmyxIxy =                                                                             (1) 

dmxyIdmyxI                                                                      لاحظ ان xyxy === 

 :لشكلواقع في الفراغ كما با mاذا كان الجسم واقع في الفراغ : بفرض أنه لدينا جسيم كتلته   -(2)

 

 ة يعطى على النحو التالي  فان حاصل ضرب القصور الذاتي للمحاور المختلف

 : بالصورة  يعطى ,oyox المحورين  الى منسوبا ذاتيحاصل ضرب القصور ال يعطى

dmyxIxy =                                                                          (2) 
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 : بالصورة يعطى ,ozox المحورين  الى ومنسوبا

dmzxI xz =                                                                          (3) 

 : بالصورة  يعطى ,ozoy  المحورين  الى بينما منسوبا

dmzyI yz =                                                                          (4) 

  صل ضرب القصور الذاتي لحا نظرية المحاور المتوازية

parallel-axis theorem for products of inertia 

),(ي النقطة  ومركز ثقلة ه mبفرض انه لدينا جسم ما كما في الشكل المقابل  كتلته   cmcm yx  

 

),(هو oنسبة للنقطة  بال  أحداثي هذا العنصر dmكتلته   بأخذ عنصر صغير yx   وبالنسبة لمركز

),(هو   cmالثقل yx  . بالنسبة للمحورينoyox, تلته  لك القصور الذاتي حاصل ضرب  عطىيdm 

 بالصورة 

dmyxI xy =                                                                              (1) 

   m)(  كله للجسم القصور الذاتي حاصل ضرب  ويعطى

dmyxI xy =                                                                             (2) 

cmcm       لكن من الرسم واضح أن  yyyxxx +=+=   نحصل(  2) العلاقة في وبالتعويض   ,

   على
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








+++=
















+








+== dmyxyxyxyxdmyyxxdmyxI cmcmcmcmcmcmxy

 +++= dmyxdmyxdmxydmyxI cmcmcmcmxy
                     (3) 

 لكن من المعلوم بأن  













=→


==→


=

==


dmydmy
dm

dmy
ydmxdmx

dm

dmx
x

myxdmyxIdmyx cmcmcmcmyx

,

,,

          (4) 

    نحصل على ( 3( في ) 4وبالتعويض من ) 

myxdmyxdmxyII cmcmcmcmyxxy +++=   

myxmyxmxyII cmcmcmcmyxxy +++=                                      (5) 

)لكن   )yx, (5) في وبالتعويض . الصفر يساوى  وهو الثقل مركز عن الثقل مركز بعد   أحداثي هو  

   نحصل 

cmcmyxxy yxmII +=                                                                 (6) 

oyxoلمحورين  منسوبا لالقصور الذاتي  حاصل ضرب هو xyIحيث  yxIبينما  ,   ل ضرب حاصهو  

yoxoلمحورين  ل منسوباالقصور الذاتي   ,  ,cmcm yx قل عن المحورين  الث هما بعد مركز  ,

oyxo  على الترتيب. ,

 ملاحظات على حاصل ضرب القصور الذاتي

فهو يمكن ان  لذلك حاصل ضرب القصور الذاتي عبارة عن حاصل ضرب إحداثيات مختلفة  -(1)

 سالبة  موجبة أو كمية يكون

xzzxzyyzyxxy  ب القصور الذاتي يكونلحاصل ضر -(2) IIIIII === ,, 

ذا تلاشى حاصل ضرب القصور الذاتي بالنسبة لأى مستوين من مستويات الإحداثيات قيل  ا  -(3)

 أن محور تقاطع هذين المحورين هو محور أساسي )رئيس( 

وتلاشى حاصل   xyن صفيحة مستوية ولتكن تقع مثلاً في المستوى اذا كان الجسم عبارة ع -(4) 

  هما محورين أساسيين  ,oyoxفيقال أن  المحورين   )xyI=0أن  ضرب القصور الذاتي )أي

   ين أساسيينأي محور تماثل في صفيحة مستوية يكون مع أي محور عمودي علية محور -(5)
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سبة للمحورين متعامدين وكان أحدهما أو كلاهما  ينعدم حاصل ضرب القصور الذاتي بالن -(6)

 ثل. تما  محور

 (: احسب حاصل ضرب القصور الذاتي لصفيحة منتظمة على شكل مستطيل؟ 1مثال)

 الحـــــــــل 

و عرضة  dx  لهطو صغير هيئة مستطيل صغير عنصر وبأخذ  بالشكل المقابل  بأخذ الصفيحة كما

dy   بعد وعلىy ر المحو منox  بعد وعلىx المحور  منoy  المصنوعة المادة كثافة ان وبفرض 

dyxdm  بالصورة  (dmهذا العنصر)  كتلته فتعطى. هي  الصفيحة منها = ةلكليالكتلة ا وتكون   

 للصفيحة المثلثية بالصورة   

 bamabdyadydxmdydxdm

b
b a

=→===→=  
0

0 0
  

bamللصفيحة المثلثية مباشراً بالصورة )  ويمكن ايجاد الكتلة الكلية يحة مضروبة في  ( أي مساحة الصف=

 .  الكثافة

 

المختار بالصورة  نصر للع الذاتي القصور حاصل ضرب يعطى   ,oyoxلمحورين بالنسبة 

yxdmdIxy )(=. 

 بالصورة  الذاتي القصور حاصل ضرب يعطى وبالنسبة الصفيحة المربعة ككل 

( )

bamImab
ba

mba

m

mbaba
dydxyxIdydxyxI

xy

b a

xyxy

4

1

4

1

4

422
22

2222

0 0

=→==

===→=   






 

ذاتي  لحاصل ضرب القصور الذاتي يعطى حاصل ضرب القصور ال يةالمحاور المتواز من نظرية

yoxoلمحورين بالنسبة للصفيحة المربعة  ,  :من 
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0
4

1

4

1
)

2

1
()

2

1
(

4

1
=−=→+=→+=  abmmabIbamImabyxmII yxyxcmcmyxxy 0=yxI

                                                                                          أي أن    

yoxoمع ملاحظة أن كل من المحورين  ,  ن  هما محورين تماثل بالنسبة للصفيحة المربعة فيكو

0=yxI 

 ( : احسب حاصل ضرب القصور الذاتي لصفيحة منتظمة على شكل للمثلث؟ 2مثال )

 ــالح  ـــــــل  ـــ  

و عرضة  dx  طوله صغير هيئة مستطيل صغير عنصر وبأخذ  بالشكل المقابل  بأخذ الصفيحة كما

dy   بعد وعلىy المحور  منox  بعد وعلىx المحور  منoy  المصنوعة المادة كثافة ان وبفرض 

dyxdm  بالصورة  (dm) هذا العنصر كتلته فتعطى. هي  الصفيحة منها = الكتلة الكلية وتكون   

 للصفيحة المثلثية بالصورة   

 

 ha
h

h
hadydxmdydxdm

h
h

y
a

2

1

2

2

0

)1(

0
=








−==→=  

−

  

hamللصفيحة المثلثية مباشراً بالصورة )  ويمكن ايجاد الكتلة الكلية
2

1
( أي مساحة الصفيحة مضروبة في  =

للعنصر المختار بالصورة   الذاتي القصور  رب صل ضحايعطى   ,oyoxلمحورين  بالنسبة . الكثافة

yxdmdIxy  الذاتي القصور حاصل ضرب يعطى  ملاكابالنسبة للمثلث . و=)(
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بالصورة 

( )

  
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mahImah

ah

mha

m

mha
xy

12

1
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1

2

12424

2222

=→===



  

yoxoمن المحورين  لاحظ  أن كل , ماثل بالنسبة للصفيحة المثلثية فيكون  ين تهما ليس محور

0yxI. 

لحاصل ضرب القصور الذاتي يعطى حاصل ضرب القصور الذاتي   المحاور المتوازية ومن نظرية

yoxoورين بالنسبة للمح ,  بالصورة 

)
3

1
()

3

1
(

12

1
hamImahyxmII yxcmcmyxxy +=→+=   

→−=−==  )86(
72

1

9

1
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1
ahmmahI yx  mahI yx

36

1
−=         

 كذلك  

)
3

1
()

3

2
(

36

1
hammahIyxmII yxcmcmyxyx

−
+−=→+= 

→−−=−−==  hamhamhamI yx )81(
36

1

9

2

36

1
ahmI yx

4

1−
=        

 

 )s)about inclined axi Inertia Moments of نظرية المحاور المائلة لعزم القصور الذاتي
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),(هو ,oyox  نحوري للمأحداثي هذا العنصر بالنسبة  dmبأخذ عنصر صغير كتلته   yx   و بالنسبة

yoxo للمحورين ,   هو),( yx  .  بالنسبة للمحورyo  لكتلته   عزم القصور الذاتي يعطىdm 

)(2                                                                  بالصورة ydmdI xx
=  

yoمنسوباً للمحور  m)( كله للجسم عزم القصور الذاتي  ويعطى   

dmyI xx  =
2                                                                        (1)                                                                           

  لكن من الرسم واضح أن  sincos xyy −=   على  نحصل(  1) العلاقة في وبالتعويض 

( )




−+=

−+=−=





dmxydmxdmyI

dmxydmxdmydmxyI

xx

xx





sincos2sincos

sincos2sincossincos

2222

22222

 

 2sinsincos 22

xyyyxxxx IIII −+=                        (2) 

xoمنسوباً للمحور  m)( كله جسملل عزم القصور الذاتي  ويعطى   

dmxI yy  =
2                                                                       (3)                                                                           

    أن اضح لكن من الرسم و sincos yxx +=   على  نحصل(  3) العلاقة في وبالتعويض 

( )




++=

++=+=





dmxydmydmxI

dmxydmydmxdmyxI

yy

yy





sincos2sincos

sincos2sincossincos

2222

22222

 

 2sinsincos 22

xyxxyyyy IIII ++=                          (4) 

yoxo  ينمنسوباً للمحورm)(  كله للجسم القصور الذاتي ضرب حاصل  ويعطى ,  

dmyxI yx  =                                                                  (5)                                                                           
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لكن من الرسم واضح أن  sincos,sincos xyyyxx −=+=  العلاقة في التعويض وب 

 على  نحصل(  5)

( )( )

( ) ( )yyxxxyyx

xyxxyyxyyx

yx

yx

yx

IIII

IIIII

dmyxdmydmxdmyxI

dmyxdmydmxdmyxI

dmxyyxI

−+−=

−+−=

−+−=

−+−=

−+=



























cossinsincos

sinsincossincoscos

sincossincossincos

sinsincoscossincos

sincossincos

22

22

2222

2222

 

 2cos2sin
2

xy

yyxx

yx I
II

I +
−

=                                       (6) 

 كن القول بأن  ( يم6ومن المعادلة ) yxI=0اكبر قيمة للزاوية يمكن الحصول عليها بوضع 

xxyy

xy

II

I

−
=

2
2tan                                                            (7) 

Eq. (2)……. xyyyxxxx IIII  2sinsincos 22 −+=   

xyyyxxxx IIII 


2sin
2

2cos1

2

2cos1
−

−
+

+
=  

 2sin2cos
22

xy

yyxxyyxx

xx I
IIII

I −
−

+
+

=                         (8) 

Eq. (4)…….  2sinsincos 22

xyxxyyyy IIII ++=  




2sin
2

2cos1

2

2cos1
xyxxyyyy IIII +

−
+

+
=  

 2sin2cos
22

xy

xxyyxxyy

yy I
IIII

I +
−

+
+

=                           (9) 

                                            ( نحصل على 8(, )9أو )( 1(, ) 2لاحظ أنه بجمع المعادلتين )

                      (10)                                           yyxxyyxx IIII +=+        

    الذاتي القصوررب وكذلك حاصل ض  الذاتي القصور أحسب عزم  -(3)مثال 
 اً لأحد أقطاره ؟نسوب مستطيل م  منتظمة على شكل  لصفيحة
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 الحــــــــل 

 

yoxoللمحاور صفيحة منسوباً لل  الذاتي القصوروكذلك حاصل ضرب  الذاتي القصور عزم , على

 بالصورة يعطوا الترتيب 

 2sinsincos 22

xyyyxxxx IIII −+=                                            (1) 

 2sinsincos 22

xyxxyyyy IIII ++=                                             (2) 

 2cos2sin
2

xy

yyxx

yx I
II

I +
−

=                                                     (3) 

 وحيث أن  

mabImaIbmI xyyyxx
4

1
,

3

1
,

3

1 22 ===                                     (4) 

 ( والرسم المعطى نحصل على  4-1ومن العلاقات )

 2sinsincos 22

xyyyxxxx IIII −+=

)cossin2(
4

1
sin

3

1
cos

3

1 2222  abmambmI xx −+==  



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








+














+
−
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
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

+
=
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2
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2

2
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2

4
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3
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3

1
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b
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a
abm
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b
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a
bmI xx  
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22
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22
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6

1
)322(

6

1

2

1

3

1

3

1

ba

ba
m

ba

ba
m

ba

ba
m

ba

ba
m

ba

ba
mI xx

+
=−+

+
=

+
−

+
+

+
=  
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








+
= 22

22

6

1

ba

ba
mI xx                                                                                                (5) 

 2sinsincos 22

xyxxyyyy IIII ++=  

)cossin2(
4

1
sin

3

1
cos

3

1 2222  abmbmamI yy ++==  

22

22

22
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4
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4

2222

2

22

2

2

22

2

2

1
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a
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a
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b
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












+
=


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( )4224

22
232

)(6

1
bbaam

ba
I yy ++

+
=                                             (6) 

( ) ( )

( )

( ) ( )34
12

1

4

1

3

1

4

1

3

1

3

1

sincoscossin

2cos2sin
2
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2
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2
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2
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2
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







+
−

=


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

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+
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


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
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










+














+








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+
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







ba
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abm

ba

b
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a
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ab
abmI

ba

b

ba

a
mab

ba

b

ba

a
mambI

IIII

I
II

I

yx

yx

xyyyxxyx

xy

yyxx

yx





 

( ) 








+
−= 22

22

12

1

ba

ab
abmI yx                                                                             (7) 

1,1يكون   O45=في حالة   == ba  ويكون بذلك 
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( )

( ) 0
12

1

,
12

7
)7(

)2(6

1
232

)(6

1

,
12

1

6

1

22

22

4224

22

22

22

=








+
−=

==++
+

=

=








+
=







ba

ab
abmI

mmbbaam
ba

I

m
ba

ba
mI

yx

yy

xx

          (8) 

  الذاتي القصوروكذلك حاصل ضرب  الذاتي القصور  أحسب عزم   -(4:)مثال
yoxoللمحاور  منسوباً   لصفيحة منتظمة على شكل مستطيل , ؟   كما بالشكل 

 

xoمحور بأخذ ال   الذاتي منسوبا الية وبأخذ الزاوية   القصور عزم  حساب المرادo30=  كما بالشكل

yoxoالذاتي بالنسبة للمحورين  القصور ومن المعلوم بأن عزم  القصور وكذلك حاصل ضرب  ,

 صورة باليعطوا على الترتيب  الذاتي

bamIamIbmI xyyyxx
4

1
,

3

1
,

3

1 22 ===                              (1) 

xoبالنسبة للقطر  واضح أن عزم القصور الذاتي و    بالصورة   يعطى 

 2sinsincos 22

xyyyxxxx IIII −+=  

 ( والرسم المعطى نحصل على  1ومن العلاقات )

( ) ( ) ooo

xx

xx

mmmI

abmambmI

60sin)4()3(
4

1
30sin)4(

3

1
30cos)3(

3

1

2sin
4

1
sin

3

1
cos

3

1

2222

2222

−+=

−+=



 
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





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
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
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


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

2
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4

1

4

1
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3

1

4

3
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3

1

2

3
)4()3(

4

1

2

1
)4(

3

1

2

3
)3(

3

1
2

2

2

2

mmmI

mmmI

xx
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( ) mmImmmI xxxx
12

31843
3181627

12

1

2

33

3

4

4

9 −
=−+=→−+=   

 o40=اذا كانت الزاوية 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

    mmmI

mmmI

mmmI

mmmI

xx

xx

xx

ooo

xx

4847.19281.14128.39281.16524.17604.1

)6427.0()3(4131.0)4(5868,0)3(

)6427.0()4()3(
4

1
4131.0)12(

3

1
5868.0)9(

3

1

80sin)4()3(
4

1
40sin)4(

3

1
40cos)3(

3

1 2222

=−=−+=

−+=

−+=

−+=









 

  الذاتي القصوروكذلك حاصل ضرب   الذاتي القصور أحسب عزم  -(5:)مثال
yoxoللمحاور  منسوباً   لصفيحة منتظمة على شكل مستطيل , ؟ كما بالشكل 

 

 الحــــــــل 

yoxoمحاور  بالنسبة لل , يعطى   

 2sinsincos 22

xyyyxxxx IIII −+=                                     (1) 

 2sinsincos 22

xyxxyyyy IIII ++=                                       (2) 
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 2cos2sin
2

xy

yyxx

yx I
II

I +
−

=                                               (3) 

yoxoالذاتي بالنسبة للمحورين  القصور ومن المعلوم بأن عزم  القصور وكذلك حاصل ضرب  ,

 بالصورة يعطوا على الترتيب  الذاتي

mmabImmmaImbmI xyyyxx 3
4

1
,3

3

9

3

1
,

3

16

3

1 22 =======        (4) 

 كذلك 

( ) ( ) ( ) ( )

.1736.0)40(2cos,9848.0)40(2sin

,5868766.040cos,4132.0643.040sin
2222

==

====
                  (5) 

 ( نحصل على  3-1المعادلات ) وبالتعويض في

mmI xx 4148.1)9848.0(3)4132.0(3)5868.0(
3

16
=








−+=

mmI yy 9185.6)9848.0(3)4132.0(
3

16
)5868.0(3 =








++=  

  mmm

m
mm

m

mm

I yx

6698.1)1736.0(3)9848.0)(67.1()1736.0(3)9848.0(
6

7

)1736.0(3)9848.0(
6

916
)1736.0(3)9848.0(

2

3
3

16

=+=







+=

+
−

=+

−

=
 

Then mImImI yxyyxx 6698.1,9185.6,4148.1 ===          (6) 

لصفيحة على هيئة   xyIأحسب حاصل ضرب القصور الذاتي  -(6:)مثال 

myxنصف قطع مكافئ والمحدد بالصورة   2,0  ؟==
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 ــالح  ل ـــــ  

 

و عرضة  x  هطول صغير هيئة مستطيل صغير عنصر وبأخذ  بالشكل المقابل  بأخذ الصفيحة كما
dy بعد  وعلىy المحور  منox  هي  الصفيحة نهام المصنوعة المادة كثافة ان وبفرض .فتعطى 

dyxdm  بالصورة (dmهذا العنصر)  كتلته = للصفيحة المثلثية بالصورة     الكتلة الكلية وتكون 

  



3

4

2
2

32

2

0

2

32

0

2

1

=→=







=→=  mydy

y
mdyxdm   

 للعنصر المختار بالصورة  الذاتي القصور حاصل ضرب يعطى   ,oyoxلمحورين بالنسبة 

cmcmyxxy yxdmdIdI +=   

yoxo  وحيث أن    حاصل   بذلك يعطى yxdI=0لنسبة للعنصر المختار فإن ل بامحوري تماث ,

cmcmxy للعنصر المختار بالصورة الذاتي القصور ضرب  yxdmdI  ن  .وبالنسبة للصفيحة ككل يكو  =

( )

mIm
m

m

my

dyydyy
y

dyyxyxdyxyxdmI

xy

cmcmxy

2

1

2

1

3

43

2
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2

1
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1
(

2

0

3

2

0
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2

0

2

0

2

=→=======

===== 







 

                                                

 ipsoid of inertiaEll  قطع ناقص القصور الذاتي 
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بأخذ عنصر  باعتبار جسم متماسك موضوع في المستوى واختيار المحاور المتعامدة كما بالشكل. 

),(هو ,oyox  للمحورينبالنسبة  أحداثي هذا العنصر dmصغير كتلته   yx  للمحور و بالنسبة
1ox 

  بالصورة dmلكتلته   عزم القصور الذاتي  يعطى

 2sinsincos 22

11 xyyyxx IIII xx −+=                         (1) 

 

ومن الرسم واضح ان  
r

x

r

y
==  cos,sin ( نحصل على  1وبالتعويض في العلاقة ) 

22

2

2

2

2
11 r

yx
I

r

y
I

r

x
II xyyyxxxx −+=  

xyyyxx xyIIyIxrI xx 2222

11
−+=                                                  (2) 

yoxo  أخذ المحورينو ب ,   بحيث أن كل منهم يصنع الزاوية مع المحورين  oyox,   على الترتيب

 بذلك يكون لدينا  

 cossin,sincos yxyyxx +=−=  

 لى صل ع( نح2وبالتعويض في العلاقة )

( ) ( )

( )( ) xy

yyxx

Iyxyx

IyxIyxrI xx





cossinsincos2

cossinsincos
222

11

+−

−++−=
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( )
( ) xy
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Iyyxyxx

Iyyxx

IyyxxrI xx







sincossincossincos2

coscossinsin

sincossin2cos
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2222

22222

11

−−+

−++

++−=
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
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  
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xyyyxx
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IIIyx
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  

  







2cos

22

2sin
2

1

222

sincoscossin2
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( )
  

yx
I

xx xyyyxxyyxx IIIyxIyIxrI











+−−+=   2cos2sin
2

1
2222

11
 

yxyyxx IyxIyIxrI xx 
−+= 2222

11
 

 yxI=0ة المحاور الرئيسية  في حال

1
2

2

2

2
222

1111

11
=


+


→+=





yyxx

yyxx

I

rI

y

I

rI

x
IyIxrI

xxxx
xx  

بوضع     
yyxx I

rI
b

I

rI
a

xxxx



==

2

2

2

2 1111 ,,,,2ث حي ,
1111

rIIII yyxx yyxx  هي قيم ثابتة وبذلك

1                             يكون لدينا
2

2

2

2

=


+


b

y

a

x
 وهى معادلة قطع ناقص  

  الأن باختيار 
yyxx I

bma
b

I

bma
abmarI xx



==→=
22

2
22

2222 ,
11

   

                            يكون ومنهم
m

I
b

m

I
a xxyy 

== 22 ,  

                                       

cmBccmACAB  االساقين فيه يةمتساوABC  ية مثلث صفيحة   (8:)مثال 18,15 === 

تم استنتج منه عزم القصور الذاتي  Aاوجد معادلة قطع ناقص القصور الذاتي عند  
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 ؟ACحور  حول الم 

ـــل الحـــــــــــــــ  

yoxoكما بالشكل بحيث يكونABCبأخذ الصفيحة المثلثية  ,   محاور تماثل لذلك سوف نحسب لصفيحة كل من

xoول  حعزم القصور الذاتي   ا للمحورينوحاصل ضرب القصور الذاتي منسوبyoxo ,  ومع ملاحظة أن 

yoxoحورينالم ,  0هما محورين تماثل فيكون=yxI   للصفيحة  )أو يمكننا حساب حاصل ضرب القصور الذاتي

yoxoا للمحورينللجزء العلوى من الصفيحة منسوب ,    12()9(فيكون(
212

1 m
I yx =   ويكون للجزء السفلى

)12()9(بالصورة 
212

1
−=

m
I yx   0ويكون المجموع لهم=yxIمعادلة قطع ناقص القصور   بذلك ( وتعطى

 بالصورة Aالذاتي عند 

 

1
2

2

2

2

=


+


b

y

a

x
                                                                         (1) 

m

I
b

m

I
a xxyy 

== 22 ,                                                             (2) 

 حيث 

m
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I xx
2
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6
)81()9()

2
(

6

1
2 2 ==








=                                           (3) 

mmIBC 24)12(
6

1 2 ==                                                              (4) 
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mmmmmAAmII BCo 81624)
3

12
(24)

3

1
( 22 =−=−=−=               (5)  

(6)               mmmmmAAmII oyy 72648)
3

24
(8)

3

2
( 22 =+=+=+=  

 ( 2والمعادلة ) ( 6-3)  من المعادلات السابقة

2

27)2/27(
,72

72 22 ======= 

m

m

m

I
b

m

m

m

I
a xxyy                (7) 

 قطع ناقص القصور بالصورة تصبح معادلة  (1) معادلةوفى ال

1

2

2772

22

=


+
 yx

                                                                          (8) 

 ومن الشكل المعطى  

xy
x

y
=→==




=

4

3

4

3

12

9
tan                                             (9)   

1        ( 8( في ) 9وبالتعويض من ) 
2472

1

2

27
16

9

72
1

2

27

)
4

3
(

72

22
2

2
2

2

=


+


→=



+


→=



+
 xx

x
x

x
x

 

1872)31( 22 =→=+ xx                                                  (10)                

 ( نحصل على  8( في ) 10وبالتعويض من ) 

)3(
8

27

4

1
1

2

27
1

2

274

1
1

2

2772

18
1

2

2772

2
2222

=







−=→=


+→=


+→=


+


y

yyyx
       

8

812 =→ y                                                                                                        (11) 

8

)9()25(

8

225

8

81144

8

81
18222 ===

+
=+=+= yxr                 (12)    

222من العلاقة 

11
bamrI xx  بالصورة  ACيمكننا ايجاد العزم حول المحور   =
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m
m

m

r

bam
IbamrI ACAC

225

7776

225

)4()27)(72(

8

225

)
2

27
)(72(

2

22
222 ====→=     56.34=ACI   

                                                                         (13) 

 

أزيل منها جزء على هيئة   cm12  طول ضلعها ABCD صفيحة مربعة:  (9) مثال 

و اضلاعه   وينطبق مركزة على مركز الصفيحة الأصلية  cm6مربع طول ضلعه  

 الدائري  ع ناقص القصور الذاتياوجد معادلة قط توازى أضلاع المربع الأصلي 

 ؟ABم استنتج منه عزم القصور الذاتي حول المحور  ث  Aعند  

 الحــــــــــــــــــل 

yoxoيث يكون كما بالشكل بحABCDبأخذ الصفيحة المربعة   ,  .سوف نحسب  لذلك محورين تماثل

وحاصل ضرب القصور الذاتي منسوبا   oxول حلصفيحة كل من عزم القصور الذاتي 

قطع ناقص تعطى معادلة  وyxI=0  وبالنسبة للصفيحة المربعة كما هو معروف ,oyoxللمحورين 

 بالصورة   Aالقصور الذاتي عند 

 

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
(1)                                                                   

m

I
b

m

I
a xxyy

== 22 ,(2)                                                      
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بفرض أن كتلته الصفيحة الكلية هي  . و المصنوع منها الصفيحة هي بفرض أن كثافة المادة 
1m 

والتي تعطى من  144)12()12(1 ==m  وأن كتلته الصفيحة المنزوعة هي
2m   وهي تعطى من

362 =mراد دراسته هي . فتكون كتلته الجزء الم 

   1083614421 =−=−= mmm   . 

للجزء المراد دراسته يجب علينا ايجاد عزم القصور  xه لا إيجاد عزم القصور حول المحو لاحظ ان

الذاتي للكتلة الأساسية ثم طرح عزم القصور الذاتي  للجزء المنزوع وذلك بعد إيجاد هذا العزم حول 

المنزوع نحسب عزم القصور الذاتي منسوبا لمحور  . ولإجاد عزم القصور الذاتي للجزء  oxالمحور

 ركز والذى يعطى من   بالميمر 

2

2

2 3)6(
12

1
mmI xx ==(3)                                                           

 بالصورة   x ويكون عزم القصور الذاتي للجزء المنزوع حول المحور

222

2

2 39363)6()(
2

mmmmII xxxx m =+=+= (4)                            

 بالصورة   xالقصور الذاتي للكتلة الأساسية حول المحور   عزم بينما يعطى

1

2

1 48)12(
3

1
)(

1
mmI mxx ==(5)                                                     

 لجزء المراد دراسته بالصورة  لxويعطى عزم القصور حول المحو 





5508)14046912(

)36(39)144(483948)()()( 2121

=−

=−=−=−= mmIII mmm xxxxxx
                               

(6)                    mm
m

m

m
I mxx 51

108

5508

108
55085508)( ====


                     

 وبالمثل يمكن اثبات أن  

mI myy 51)( =(7)                                                                         

 ( 2)دلة والمعا ( 6-3)  من المعادلات السابقة

51
51

,51
51 22 =======

m

m

m

I
b

m

m

m

I
a xxyy(8)                        

 قطع ناقص القصور بالصورة تصبح معادلة  (1) معادلةوفى ال

511
5151

22
22

=+→=+ yx
yx

(9)                                                     
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  قطع ناقص القصور ادلة( فهي تمثل معادلة دائرة وهى تسمي بذلك مع9عادلة )كما هو واضح من الم

  .الدائري

222من العلاقة 

11
bamrI xx  بالصورة  ABيمكننا ايجاد العزم حول المحور   =

2

22
222

r

bam
IbamrI ABAB =→=)10(                                                 

51222أي أن   )0,51(ي  طع ه مع الق ABح أن نقطة تقاطع   وواض  =+= yxr 

m                     بالصورة ABويكون بذلك العزم حول المحور  
m

I AB 51
51

)51()51(
== 

وواضح أن  
ABI   يتساوى معyyxx II =. 

 

 

 الرابع  الفصل

 م المتماسك الجسكيناتيكا 

 : مقدمة

 الدورانية  الحركة

  والحركة اليومية حياتنا وفي الفيزياء في جدا  مهمه حركه الدورانية الحركة كما سبق و أن عرفنا أن

  حركة أنهاب الدورانية الحركة تعريف ويمكن .  الدورانية الحركة مـن خاصه حاله هــي الدائرية

 او وحركة ثابت  محور حول عجله حركة مثل جسيمال لداخ يمر معين محور حــول ابعاد  ذات  جسيم

  فـهي السيارة عجلة  حركة اما.  محورها  حول الارض  ودوران الكهربائي المحرك ملــف دوران

  كــانت  إذا نتظمةمــ دورانـية الـــحـركة وتكـــون .الانتقالية لحركةوا الدورانية الحركة مــن مـزيج

 . الدوران سرعة لتغــير منتظــمة غــير دورانيــة ـركةحـ يفهــ وإلا ثــابتة الدوران سرعـة

تنقسم حركة الجسم  حيث  .والإنتقال الجاسئ عند الدوران  الجسم سلوك الفصل هذا  في سنناقش

  في تعلمته  عما يختلف لا  هنا  سنناقشه ما  إن. حركة انتقالية واخري دورانبةالجاسئ العامة الي 

 معين محور حول أبعاد  ذي جسم حركة )بأنها ما لجسم لدورانيةا كةتعرف الحر إذ  السابقة، دراستك
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  على مراكزها تقع  دائرية مسارات  اي جزيئاته جميع تصطف فيها التي الحركة  أو الجسم( داخل يمر

  حركة تكون ولكي  حورها،م حول عجلة الدراجة حركة مثل الدوران، محور يسمى ابت ث  مستقيم خط

 إذا أما ، ثابتا الدوران للحركة ومحور الزمني المعدل من كل كوني أن يجب  منتظمة، دورانية مالجس

 . منتظمة الدورانية غير الحركة عندئذٍ  فتكون  الدوران محور اتجاه في تغير حص  أو المعدل هذا تغير

 ثابت   محور  حول راندو 

 حركةال بخلاف نفسه، الجسم مركز حول  التفاف حركة هي ارةالاستد  حركة أو الدورانية الحركة

  دورانية الحركة وتكون. خارجه يقع مركز من ثابتة  مسافة على الجسم فيها يحافظ التي الدائرية

  لتغير منتظمة  غير  أنها نيةالدورا الحركة تلك  عن يقال وإلا  ثابتة، الدوران سرعة كانت  إذا منتظمة

 الدورانية  الحركة يسبب  الذي هو  القوة وعزم. الدوران سرعة

 :الدورانية للحركة  الذاتي القصور زم وع يالثان  نيوتن  قانون

Torque and Newton's Second Law 
 

فتكون محصلة القوي المماسية  لمحيط   rحول محيط دائرة نصف قطرها   mاذا دار جسم كتله  

 الدائرة هي 

tttt armrFamF =→=                                     (1)    

 هي العجلة المماسية للدائرة  taحيث 

 لكن من المعروف بأن  




 r
dt

d
rr

dt

d

dt

dv
at ==== )((2)                                              

 

ة وأن هي السرعة الزاويحيث 

=

dt

d
  في( 2التعويض من المعادلة ) . وبهي العجلة الزاوية  

 ( نحصل علي  1المعادلة )

( ) ( ) 2rmrrmarmrF tt === (3)                                            

)حيث ان المقدار )2rm 2بالرمز ويرمز له   هو عزم القصور الذاتي الدوراني للجسمrmIo وان   =

ويرمز له بالرمز   هو عزم القوة حول مركز الدائرة التي يتحرك عليها الجسيم   rFtالمقدار

ot MrF  اي يمكننا صياغة المعادلة بالصورة   =

( ) oooo MI
d

d
MI =→= (4)                                            
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  المسلط  القوة  عزم  إن على ينص  والذي الدورانية الحركة في انيالث  نيوتن قانون بمثابة  (4) المعادلة وتعتبر

مضروبا في  المحور نفس للجسم حول الدوراني الذاتي عزم القصور يساوي الدوران  محور على جسم حول

 الزاويةالعجلة  

 

دوران في مستوي راسي حول  ه اليمكن  Lوطولة   m: عمود رفيع منتظم كتلنه  (1)مثال 

العمود حركته من السكون عندما كان أفقيا أثبت ان رد الفعل الأفقي   احد طرفيه  اذا بداء

عمود على الراسي بزاوية  عند نقطة الثبيت يكون أكبر ما يمكن عندما يميل ال
4


رد   وان 

mgعند ذلك يساوى    الراسي الفعل
8

11
 ؟    

 الحــــــــــــل 

  ,oyoxفي المستوى الرأسي   oويدور حول النقطة  L2وطوله  mته بالشكل المقابل حيث كتل بأخذ العمود  كما

,21حيث  كما بالشكل تأثر عليهوالقوى  RR  هما مركبتي رد الفعل عند نقطة التعليق احدهما في اتجاه العمود

كون كل من سرعته وعجلته الدورانية فت  والاخرى في الاتجاه العمودي علية. وبفرض ان العمود يدور بزاوية 

بالصورة
•

••

 , . 

 أولا معادلات الحركة الخطية 

الحركة الخطية للعمود هي معادلات حركة مركز الكتلة في اتجاه الدوران والعمودي. وهذه لات معاد 

 المعادلات يمكن صياغتها بالصورة 

 sinsin)( 1

2

1

2
mgRLmRmgLm −=→−=− ••(1)                       

2cos RmgLm −=•• )(2                                                                   
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 ثانياَ معادلة الحركة الدورانية 

يمكن ايجادها من معدل التغير في كمية الحركة   )o(معادلة الحركة الدورانية حول مركز الدوران 

ارجية المؤثرة على العمود  مركز دوران العمود والتي تساوي مجموع عزوم القوي الخالزاوية حول 

 .يمكن صياغتها بالصورة التيحول مركز دوران العمود و 

( ) oOoO MIMI
dt

d
=→= ••• (3)                                                      

 ( بالصورة  3يمكن كتابة المعادلة )

( ) →=•• )()cos(2
3

1 2
LmgLm (4)                            cos

4

3

L

g
=••    

1

2

sin
4

3

2
cos

4

3
cos

4

3
c

L

g
d

L

g
d

L

g

d

d
+=→=→=

•
••

•
•

 






 

01وبذلك يكون    =0فإن   •=0عندما   -ائية بتد من الشروط الا  =c  ذلك نحصل على   وعند 

 sin
2

32

L

g
=•(5)                                                                                        

 ( نحصل على 1( في المعادلة  )5) ادلةبالتعويض من المع
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 sinsin
2

3
sinsin

2

3
11 mg

L

g
LmRmgR

L

g
Lm +








=→−=








                                       

(6)                                                                                sin
2

5
1 mgR =    

 لى ( نحصل ع2( في المعادلة  )4بالتعويض من المعادلة )

 cos
4

3
coscoscos

4

3
22 mgmgRRmg

L

g
Lm −=→−=








                               

                                                           cos
4

1
2 mgR =                                        

                     (7) 

 نحصل على   عطى يجاد كل من رد الفعل الأفقي والرأسي من الشكل المُ ولإ 

 cossin 12 RRRx −=          (8)                                                                      

(9)                                                                       cossin 21 RRRy += 

 ( 7(, )6وبالتعويض من ) 

 cossin
4

9
cos)sin

2

5
(sin)cos

4

1
( mgRmgmgR xx −=→−= 

2sin
8

9
mgRx −=10) (                                                                          

       22 cos
4

1
sin

2

5
cos)cos

4

1
(sin)sin

2

5
( mgmgRmgmgR yy +=→+= 

mgRy 







+=  22 cos

4

1
sin

2

5
(11)                                                            

12sinن عندما تكون  يمك يكون رد الفعل الأفقي أكبركما = أي أن
2

2


 ومنها  =

4


                       ( نجد أن11وبالتعويض في المعادلة )=

mgRmgR yy
8

11

2

1

4

1

2

1

2

5
22

=→





















+








=  

    التدحرج والانزلاق
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                                                                   جسم خشن على اخر خشن فهناك نوعان من الحركة اذا تحرك 

حركة تدحرجيه انزلاقية : وفيها تكون قوة الاحتكاك نهائية وتساوي حاصل ضرب معامل  -(1)

       لفعل العمودي وهي تكون غير كافية لمنع الانزلاق. الاحتكاك في رد ا

غير نهائية وتكون اقل من حاصل ضرب  تكاكحركة تدحرجيه بحتة : وفيها تكون قوة الاح  -(2)

   معامل الاحتكاك في رد الفعل العمودي وتكون كافية لمنع الانزلاق.

. فإذا كانت سرعة نقطة التماس ولتعين نوع الحركة نحسب سرعة نقطة التماس عند بداية الحركة 

ك اذا كانت قوة وذل ي صفر كان هناك احتمال أن تبدا الحركة بدحرجة بحتةعند بداية الحركة تساو

الاحتكاك كافية الي ذلك وتكون أقل من حاصل ضرب معامل الاحتكاك في رد الفعل العمودي. اما 

ر فإن الحركة تبدأ بانزلاق  وعند ذلك إذا كانت سرعة نقطة التماس عند بداية الحركة لا تساوي صف

وفى الاتجاه المضاد  مودياك تساوي حاصل ضرب معامل الاحتكاك في رد الفعل العفإن قوة الاحتك

 لسرعة نقطة التماس.    

 

عمودي على على محيطة وO)(يدور حول محور أفقي مار بنقطة   m)((: قرص دائري كتلة 2مثال)

راسياَ الى أعلى.  O)(دما كان القطر المار بالنقطة مستواه, اذا بدأ القرص حركته من السكون عن

والعمودي علية يعطيان بالصورة   O)(أثبت أن ردى الفعل في اتجاهي نصف القطر المار بالنقطة 

,sin
3


mg

( ),4cos7
3

−
mg

 ؟ اوية التي يدور بها القرص هي الز حيث   

 الحــــــــــــل 

في المستوى   oويدور حول النقطة   aونصف قطره  mبالشكل المقابل حيث كتلة  قرص كماذ البأخ

تكاك عند  الإحهما مركبتي رد الفعل و  ,FRث  والقوى تأثر عليه كما بالشكل. حي  ,oyoxالرأسي 

نقطة الدوران احدهما في الاتجاه نحو المركز والاخرى في الاتجاه العمودي علية أي في اتجاه 

أي ان قطرة قد دار   tعند أي لحظة زمنية    المماس للقرص. وبفرض ان القرص قدر دار بزاوية 

هو القطر عند بداية الحركة فتكون كل من سرعته وعجلته الدورانية   Aoيث ح بزاوية  

بالصورة 
•

••

 ,  . 
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   أولا معادلات الحركة الإنتقالية

مركز الكتلة في اتجاه المماس والعمودي  معادلات الحركة الإنتقالية للقرص هي معادلات حركة 

   دلات يمكن صياغتها بالصورةلمعاعلية وهذه ا

 cos
2

mgRam −=− •(1)                                                                      

Fmgam −=••  sin(2)                                                                          

   oتكون معادلة الحركة الدورانية حول مركز دوران الدوران     :يةثانياَ معادلة الحركة الدوران

ساوي  والتي تنص على ان معدل التغير في كمية الحركة الزاوية حول مركز دوران القرص  ت

ول مركز دوران القرص والتي يمكن  مجموع عزوم القوي الخارجية المؤثرة على القرص ح

 صياغتها بالصورة 

( ) oOoO MIMI
dt

d
=→= ••• (3)                                                          

→=•• )()sin(
2

3 2 amgam (4)                                                    sin
3

2

a

g
=••   

       ومنها

 دلة يمكن كتابتها بالصورة  وهذه المعا
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1

2

cos
3

2

2
sin

3

2
sin

3

2
c

a

g
d

a

g
d

a

g

d

d
+−=→=→=

•
••

•
•

 






 

وبذلك يكون   =0فإن    •=0عندما    -الشروط الابتدائية  من
a

g
c

3

2
1  ذلك نحصل على   وعند =

)cos1(
3

42
 −=•

a

g
(5)                                                                                      

 ( نحصل على  2( في المعادلة  )4من المعادلة ) عويضبالت

 sin
3

1
sinsin

3

2

a

mg
FFmg

a

g
am =→−=








(6)                               

   ( نحصل على 1( في المعادلة  )(5بالتعويض من المعادلة 

)4cos7(
3

cos))cos1(
3

4
( −=→−=− 

mg
RRmg

a

g
am(7)                        

ن الاتجاهات المختارة في بداية الحل ك فإواضح أن كل من ردي الفعل تأخذ قيماٌ موجبة وعلى ذل 

 هي اتجاهات صحيحة. 

 

يتدحرج بدون انزلاق إلى أسفل مستوى خشن   m)((: ادرس حركة جسيم كتلة 3مثال)

. أوجد أقل قيمة لمعامل الاحتكاك بين  (لمستوى على الأفقي بزاوية ) يميل علي ا
 ث انزلاق ؟ دتى لا يح وي حالجسم والمست 

 الحــــــــــــل 

, وبفرض أن  oxعمودي على المحور   oyفي اتجاه المستوي إلي أسفل و المحور   oxالمحور بأخذ 

o  ي ه جسمل لة اأن كت بفرض بالشكل المقابل و  كماهي نقطة الأصلm على بعد   جسمأن الوx   من

كما   جسمالقوى المؤثرة على ال ( وبفرض ان,axله الإحداثي )  جسمو أن مركز كتلة ال نقطة الأصل

هى قوة الاحتكاك وهى غير معلومة الاتجاة لان   Fوبفرض ان   هو رد الفعلRحيث   بالشكل

الحركة سوف تكون انزلاقية وتكون سرعة نقطة التماس مساوية للصفر وتكون قوة الاحتكاك لم 

 : لشكلقوة الاحتكاك كما با اختيار اك النهائى وعلى  ذلك تم تصل بعد الي قوة الاحتك
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)ورة  بالصوبفرض ان سرعة وعجلة مركز ثقل الجسم تعطيان  ) ( )
yxyx aaavvv , ,, ==


حيث  

)لهذا الجسم يكون   ) ( )0,0,
•
•• == xx av ,


 

 

 أولا معادلات الحركة الخطية 

حركة مركز الكتلة في اتجاه المحورين  بكتابة معادلات الحركة الخطية للجسم والتي هي معادلات 

    فيكونوا بالصورة

Fmgxm −=•• sin(1)                                                                     

cos)0( mgRm −=(2)                                                                    

                                                                                                   الحركة الدورانية ثانياَ معادلة 

فتكون كل من سرعته وعجلته الدورانية بالصورة  بفرض ان الجسم قد تدحرج بزاوية  
•

••

 , .

والتي تنص على ان معدل التغير في كمية   cالدورانية حول مركز الثقل  وتكون معادلة الحركة 

حول مركز ثقل الجسم تساوي مجموع عزوم القوي الخارجية المؤثرة على الجسم  وية الحركة الزا

                                                                    حول مركز ثقل الجسم والتي يمكن صياغتها بالصورة     

( ) cccc MIMI
dt

d
=→= ••• (3)                                                    

هو عزم القصور الذاتي للجسم منسوبا لمحور عمودي على مستوى الحركة )عمودي على   cIحيث 

القوى موجبة لآنها في نفس اتجاهمستوى الجسم( ويمر بمركز الثقل ونلاحظ أن عزوم 
•

•

   وعلى

 ورة  بالصذلك يمكن كتابة معادلة الحركة الدورانية 
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→=•• )()( aFIc (4)                                                 ••= 
a

I
F c    

 ( يكون لدينا  1( في ) 4وبالتعويض من ) 

•••• −= 
a

I
mgxm csin(5)                                                              

( هو ان سرعة نقطة التماس كنقطة من الجسم pure rollingزلاق )ن انوشرط تدحرج الجسم بدو  

تساوى سرعتها كنقطة من المستوى وحيت ان المستوي ساكن  فتكون سرعة نقطه التماس له  

••  مساوية للصقر أي أن = ax    وعليه يكون•••• = ax ( عن قيمة  5وبالتعويض في المعادلة  )
••   نحصل على 

 sinsin
22

gx
am

I
xx

a

I
mgxm cc =+→−= •••••••• 

22
1

sin

1

sin

am

I

g
xa

am

I

g
x

cc +

==→

+

= •••••• 



(6)                                      

بتة لذلك يمكن ايجاد سرعته من العلاقة ( ان عجلة الجسم ثا6وواضح من المعادلة ) 

xx ••+= 22 2

0vv 

 لصورة ة باونهاية المستوي المائل تعطي السرع وعند 

2

2

2

2

2

2

1

2

sin
1

sin
2

1

sin
20

am

I

hgh

am

I

g
s

am

I

g

ccc +

=→



















+

=→



















+

+= vvv



     

2
1

2

am

I

hg

c+

=v(7)                                                                               

 ( نحصل على   4لمعادلة ) وبالتعويض في ا  




sin

1

1
sin

1

sin1
22

2

gm

I

am
Forgm

Iam

I
F

am

I

g

aa

I
F

c

c

c

c

c

+

=










+
=→



















+

=(8)        
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أي يجب  Rالى قيمتها النهائية   Fالاحتكاك قوة فيجب ان لا تصل  للجسم ولكي لا يحدث انزلاق

RFأن يتحقق الشرط      ( 2 8وبالتعويض من المعادلتين,)   نحصل على 






cos

sin
2

mg

gm
Iam

I

R

F
RF

c

c












+
→→  

 tan
2 











+


c

c

Iam

I
(9)                                                                    

   ولكى يحدث الانزلاق يجب ان تكون اقل قيمة لمعامل الاحتكاك على المستوى هي 

 tan
2 











+
=

c

c

Iam

I
  

 

لأسفل مستوى خشن يميل   aونصف قطرها   mكتلتها  (: تتدحرج كرة مصمتة  4مثال)
(. أوجد أقل قيمة لمعامل الاحتكاك بين الكرة الأفقي بزاوية )  على علي المستوى 

 ث انزلاق ؟ دوالمستوي حتى لا يح 

  الحــــــــــــل  

  ,oyoxى في المستو  وتنتقلدور  تو aا ونصف قطره  mها المقابل حيث كتلبالشكل  كما كرةبأخذ ال

 كما بالشكل تأثر عليهوالقوى 
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 أولا معادلات الحركة الخطية 

Fmgxm −=•• sin(1)                                                                         

cos)0( mgRm −=(2)                                                                        

 ثانياَ معادلة الحركة الدورانية 

( ) cccc MIMI
dt

d
=→= ••• (3)                                                           

 بالصورة   هاكتاب والتي يمكن

→=•• )()(
5

2 2 aFam (4)                                                ••= amF
5

2
    

وشرط تدحرج الكرة بدون انزلاق هو ان يكون سرعة نقطة التماس تساوى الصفر وحيث أن  

ax ••ومنها   = = ax    وعليه يكون•••• = ax ( 4وبالتعويض في المعادلة  ) نحصل على

••= xmF
5

2
 (  نحصل على  1لة )معاد وبالتعويض في ال 

 sin
5

7
sin

5

2

5

2
sin gxgxxxmmgxm =→=+→−= •••••••••• 

sin
7

5
gx =••(5)                                                                                  

 ن كذلك ويكو

 sin
7

5
gax == ••••(6)                                                                             

 ( نحصل على  4وبالتعويض في المعادلة ) 

 sin
7

2
sin

7

5

5

2

5

2
gmFgmamF =→








== ••(7)                           

أي يجب أن  Rالى قيمتها النهائية   Fولكي لا يحدث انزلاق فيجب ان لا تصل قوة الاحتكاك 

RFيتحقق الشرط      ( 2 7وبالتعويض من المعادلتين,)  نحصل على 





 tan

7

2

cos

sin
7

2

→→→
mg

gm

R

F
RF 

ولكى يحدث الانزلاق يجب ان تكون اقل قيمة لمعامل الاحتكاك على المستوى هي   tan
7

2
=  
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علي كرة مصمتة  b)(ونصف قطره m)(كرة مصممته كتلها   تتدحرج   :(5)مثال 

إذا بدأت الكرة العليا حركنها من أعلى نقطة من الكرة   .مثبتة محورها رأسي a)(قطرها

كرة العليا الكرة السفلي وسرعتها عند هذه اللحظة  العليا أوجد الزاوية التي تترك عندها ال
 ؟ 

 الحــــــــــــــــل 

. وبفرض  aونصف قطرها   mالمقابل حيث أن كتلة الكرة هيشكل بال  بأخذ موضع اختياري للكرة

هى قوة الاحتكاك   Fهو رد الفعل وبفرض ان   Rحيث   ان القوى المؤثرة على الكرة كما بالشكل

وف تكون انزلاقية وتكون سرعة نقطة التماس مساوية  كة سوهى غير معلومة الاتجاة لان الحر

للصفر وتكون قوة الاحتكاك لم تصل بعد الي قوة الاحتكاك النهائى وعلى  ذلك تم وضع قوة  

   . الاحتكاك كما بالشكل

 

( ) ( )..,,  rrr == vvv


            ( ) ( )....... 2,,
2

 rrrra r +−== aa


 لاحظ أن       

   اليةاولا معادلات الحركة الانتق

بكتابة معادلات الحركة الانتقالية للكرة العليا والتي هي معادلات حركة مركز الكتلة في اتجاه  

   المحورين فيكونوا بالصورة

 بالصورة  تكون ايد نصف القطرمعادلة الحركة الانتقالية في اتجاه تز
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 cos)(
2

mgRbam −=+− •(1)                                                        

 بالصورة  تكون معادلة الحركة الانتقالية في الاتجاه العمودي على تزايد  

Fmgbam −=+ ••  sin)((2)                                                           

 الدورانية  ثانياَ معادلة الحركة

 فتكون كل من سرعته وعجلته الدورانية بالصورة  ة بفرض ان الكرة العليا قد تدحرجت بزاوي 
•

••

 والتي تنص على ان معدل التغير   c. وتكون معادلة الحركة الدورانية حول مركز الثقل  ,

القوي الخارجية المؤثرة  زوم الزاوية حول مركز ثقل الكرة العليا تساوي مجموع ع في كمية الحركة

 على الكرة العليا حول مركز الكرة العليا والتي يمكن صياغتها بالصورة     

( ) cccc MIMI
dt

d
=→= ••• (3)                                                    

مستوى الحركة )عمودي على م القصور الذاتي الكرة العليا منسوبا لمحور عمودي  هو عز cIحيث 

 ••على مستوى الكرة( ويمر بمركز الثقل ونلاحظ أن عزوم القوى موجبة لآنها في نفس اتجاه 

 بالصورة  كة الدورانيةة معادلة الحركتاب وعلى ذلك يمكن

→=•• )()(
5

2 2 aFam (4)                                       ••= amF
5

2
    

وشرط تدحرج الكرة بدون انزلاق هو ان يكون   aba =+ ••ومنها يكون   )( =+  aba )( 

 وعليه يكون   

•••••••• +
=→=+ 

a

ba
aba )((5)                                         

(  عن قيمة 4( في المعادلة )5المعادلة ) وبالتعويض من 
••   نحصل على 

••+= )(
5

2
bamF(6)                                                                      

 (  نحصل على  2معادلة )في ال (5)(,4وبالتعويض من المعادلتين ) 

 sin)(
5

7
)(

5

2
sin)( mgbambammgbam =+→+−=+

•••••• 

 sin
)(7

5
g

ba +
=

••(7)                                                                   
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 +
=→

+
= ••

•
• 




 dg

ba
dg

bad

d
sin

)(7

5
sin

)(7

5
 

1cos
)(7

5

2

2

cg
ba

+
+

−=
•




(8)                                                           

g( يكون  8ومن المعادلة ) •=0فإن   =0وعندما 
ba

c
)(7

5
1

+
(  8عويض في المعادلة )بالتو =

                           مرة اخرى نحصل علي

)cos1(
)(7

5

)(7

5
cos

)(7

5

2

2




−
+

=
+

+
+

−=
•

g
ba

g
ba

g
ba

 

)cos1(
7

10
)()cos1(

)(7

10 22
 −=+→−

+
= •• g

ba
ba

g
(9)            

 ( نحصل على  1في المعادلة )(  9وبالتعويض من المعادلة )

 cos)cos1(
7

10
mgRgm −=








−− 

mgmgRmgmgR
7

10
cos

7

17
)cos1(

7

10
cos −=→−−= (10)         

 ( 10كرة العليا الكرة السفلى يتلاشى رد الفعل ويكون عند ذلك من المعادلة )ك الو عندما تتر

10cos17
7

10
cos

7

17
0

7

10
cos

7

17
=→=→=−  mgmgmgmg 

O96853
17

10
cos

17

10
cos .1 =→








=→= − (11)                           

maxكن أي أن  أكبر ما يم هذه الحالة تكون  وفى   النقطة تعطى من ذههند وسرعة الكرة ع. =

)()cos1(                       العلاقة 
7

10
)cos1(

)(7

10
)(.  −+=−

+
+== ba

g

ba

g
barv 

maxد هذه النقطة  تكون عنو  وبذلك تصبح قيمة السرعة   =

)
17

1017
()(

7

10
)

17

10
1()(

7

10 −
+=−+= ba

g
ba

g
v)(

17

10
ba

g
+=→ v(12)      

دحرج البحت علي السطح الداخلي لإسطوانة جوفاء  الت بدأت  a قطرها نصف مصمتة كرة :6مثال

ومحورها أفقي وكانت سرعة مركز الكرة عندما تكون في أسفل موضع هي    bمثبتة نصف قطرها  
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0v . عمل  كي تسطوانة كاف لمنع الإنزاق فأثبت أن الشرط اللازم لفإذا كان الإحتكاك بين الكرة والإ

gabvالكرة دورات كاملة داخل الإسطوانة هو    )(
7

272
0

− ؟ 

 الحـــــــــل

 

 الإنتقالية  الحركة اولاً معادلات 

  قاليةالإنت  كمية  في التغير معدل( : العليا الكرة) لمتحركةا الكرة لمركز الإنتقالية الحركة معادلة

 الكرة  عجلة  تجاةا في الكرة علي  الموثرة القوة يساوي الكرة لمركز

 القطر نصف اتجاة في الحركة معادلة

 cos)(
2. mgRabm −=−−                                                                    (1)    

 القطر  نصف  علي العمودي الاتجاة في الحركة معادلة

Fmgabm −=−  sin)(
..                                                                           (2)  

 ً  الدورانية الحركة معادلة ثانيا
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 الحركة كمية  في التغير معدل( : العليا الكرة) المتحركة الكرة لمركز الدورانية الحركة معادلة

   النقطة نفس عند  الكرة علي الموثرة القوة  ومعز  يساوي الكرة مركز حول( الدورانية) الزاوية

FaII
dt

d
CC ==

...)(  

 كما, الحركة مستوي علي عمودي اتجاة وفي مركزها عند  للكرة الذاتي القصور عزم  هو CIحيث 

)(  الزاوية العجلة اتجاة) الزاوية الحركة اتجاة في لانها   موجبة القوي عزوم أن
..  )تصبح  والتي  

   بالصورة

                   FFa amam =→=
....

5

2

5

2 2                                 (3)          

)  وهي متغيرات  اربع في معادلات  ثلاث   لدينا والأن ,,, RF  )ادلة رابعة لحل لذلك يلزمنا مع

 عة التماس بين الكرة والإسطوانة. هذة النظام وهذة المعادلة تأتي من سر

 ماس الت نقطة ثالثاً سرعة

 كجزء من الكرة (B)  التماس نقطة سرعة  أن هو( انزلاق بدون التدحرج) البحت  التدحرج وشرط

BccBكجزء من الأسطوانة الساكنة:     (B)  التماس نقطة  المتحركة يساوي سرعة vvv


+=  

  –كجزء من الكرة المتحركة يساوي= سرعة مركز الثقل الإنتقالية   (B)  التماس نقطة  سرعة حيث 

)(..سرعة نقطة التماس الإنتقالية بالنسبة لمركز الثقل  أي أن    aab −− 

  زء من الأسطوانة الساكنة يساوي صفر . وبذلك فإن  كج  (B)  التماس نقطة نما سرعةبي 

...... )(0)(  aabaab =−→=−−                                                         (4)    

)(  ( عن 3في ) ( 4) من بالتعويض 
..a نحصل   

.... )()(
5

2

5

2
 abFFab mm −=→=−(5)                                             
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 علي   نحصل F)(  ( عن 2في ) ( 5) من بالتعويض 

.... )(sin)(
5

2
 abmgabm m −−=− 





 sin)(sin)(

....
5

7

5

7
g

d

d
abgab =−→=−(6)                                    

  علي نحصل( 6)بالتكامل المعادلة 

cgab +−=−  cos)(
2.

10

7
                                                                                

(7) 

 (عندما تكون فيoبتدائية حيث سرعة مركز الكرة يالنسبة لمركز الدوران )النقطة  ط الإومن الشرو 

 أن أي 0vأسفل موضع هي  
ab

ab
v

v tt
−

=→− === 0
000

..)(    تكونO0=  وبالتعويض

 ي ف

   علي  نحصل( 7)المعادلة 

g
ab

cg
ab

ab
v

c
v

+
−

→+−=








−
− =

=

2
0

1

2

10

7

10

7
)0cos()( 0

 

    علي  نحصلc)( قيمة عن( 7)التعويض في المعادلة وب

g
ab

gab
v

+
−

+−=−

2
02

10

7

10

7
cos)( .  

ab
gab

v

−
+−=−

2
02

)cos1()(
7

10.                                                                        

(8) 

))((   قيمة ( عن8من المعادلة ) ( 1)عادلة وبالتعويض في الم
2.ab    علي نحصل −
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 cos)cos1(

2
0

7

10
mgR

ab
gm

v
−=













−
+−− 

 cos)1(cos

2
0

7

10
mg

ab
gmR

v
+













−
+−= 













−
−= +

ab
gmR

v
g

2
0

7

10

7

17
cos                                                                           

 (9) 

سطوانة هو ان يجب يكون رد الفعل أكبر  )أي أن ولكي يصنع الجسم دورات كاملة داخل الإ

0Rمن الصفر وكذلك )  ( نحصل9وبالتعويض في المعادلة )  =

  0
7

10

7

17
0

7

10

7

17 2
0

2
0)(cos +−→+













−
−













−
−

ab
g

ab
gm

vv
gg  

     هو دورات كاملة داخل الإسطوانة و يكون بذلك الشرط اللازم لكي تعمل الكرة

gabv )(
7

272
0

− 

 

في وضع تماثل فوق   m  وكتلتها a قطرها نصف الخشونة تامة مصمتة وضعت إسطوانة :7مثال

ا .  يمكنها الدوران حول محورها الثابت أفقي  m  وكتلتها b  قطرها نصف  مصمتة اخري  إسطوانة

  يصنعها التي  الزاوية هية السفلي وكانت طوانبدأت الإسطوانة العليا التدحرج البحت فوق الإس

ن فأثبت أ  tالرأسي عند أي لحظة زمنية   المسنوي مع بالمحورين  المار المستوي

( ) ( )  sin2)(23 .. gba mmmm ++   تترك فيها الإسطوانة ايضاً الزاوية  التي وعين +=

  ؟ العليا الإسطوانة السفلي

 ــــــــــــل الح
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 الإنتقالية  الحركة اولاً معادلات 

يمكن الحصول عليها من  ( : العليا الإسطوانة) المتحركة الإسطوانة لمركز الإنتقالية الحركة معادلة

  يساوي  الإسطوانة لمركز يةالإنتقال  كمية في  التغير ثاني والذي ينص علي أن معدلقانون نيوتن ال

 الإسطوانة  عجلة اتجاة في وانةالإسط  علي  الموثرة القوة

(iمعادلة ) القطر  نصف  اتجاة في الحركة 

 cos)(
2. mgRabm −=+−                                                                    (1)    

(ii )القطر فنص  علي العمودي الاتجاة في الحركة معادلة 

Fmgabm −=+  sin)(
..                                                                         (2)  

 ً                                                                                        الدورانية الحركة معادلة ثانيا

صول عليها  الح يمكن  (العليا الإسطوانة) المتحركة الإسطوانة لمركز الدورانية الحركة معادلة      

  كمية في  التغير معدل: من قانون نيوتن الثاني في حالة الحركة الدورانية والذي ينص علي أن
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 عند  الإسطوانة  علي  الموثرة قوةال عزوم يساوي الإسطوانة مركز حول(  الدورانية) الزاوية الحركة

   النقطة نفس

FaII
dt

d
CC ==

...)(  

, الحركة مستوي علي  عمودي اتجاة وفي  مركزها عند  الإسطوانة الذاتي قصورال معز  هوCIحيث 

)( الزاوية العجلة اتجاة) الزاوية الحركة اتجاة في لانها موجبة القوي عزوم أن كما
.. )تصبح والتي 

   بالصورة

                   FFa amam =→=
....

22

11 2                                 (3)          

  الحركة كمية  في التغير معدل: تعطي من  السفلي الإسطوانة لمركز الدورانية الحركة كذلك معادلة

 عند  الإسطوانة  علي  الموثرة القوة عزوم ساويي السفلي الإسطوانة مركز حول( الدورانية) الزاوية

   طةالنق  نفس

FaII
dt

d
CC

== 

...)(  

حيث 
C

I الحركة مستوي علي  عمودي اتجاة وفي  مركزها عند  الإسطوانة الذاتي القصور عزم  هو ,

)( الزاوية العجلة اتجاة) الزاوية الحركة اتجاة في لانها موجبة القوي عزوم أن كما
.. )والتي  

   بالصورة تصبح

                   FFa amam =→= 
....

22

11 2                                 (         4) 

)  وهي جاهيلم خمسة في معادلات  اربع لدينا والأن ,,,, RF  )لحل  لذلك يلزمنا معادلة خامسة

 تأتي من سرعة التماس بين الإسطوانتين.  خامسةال المعادلةوالنظام  اهذ 

 التماس  نقطة سرعةثالثاً 
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كجزء من  (B)  التماس نقطة سرعة  أن هو( زلاقان نبدو  التدحرج) البحت  التدحرج وشرط

BccB:  كجزء من الإسطوانة السفلي   (B)  التماس نقطة يساوي سرعة العليا الإسطوانة vvv


+=   . 

  (B) التماس ةنقط   سرعةتتحرك انتقالية و دورانية و بذلك تعطي   لعلياا الإسطوانةن أ حيث و  

سرعة نقطة التماس الإنتقالية   –سرعة مركز الثقل الإنتقالية  بالصورة )كجزء من الإسطوانة العليا  

)(..  أي أن   (بالنسبة لمركز الثقل  aab −+. 

  . وبذلك فإن  b.الدوراة يساوي   فليالس كجزء من الأسطوانة  (B)  التماس نقطة بينما سرعة

......... )()(  baabbaab +=+→=−+                                         (5)   

),(عن ( 5في )( 4)   ,(3) من بالتعويض 
....  aa نحصل   

F
m

F
m

abbaab


+=+→+=+
22

)()(
........                

( )Fmm
mm

abF
mm

ab +


=+→









+=+

2
)(

11
2)(

....          

( )
..)(

2
ab

mm

mm
F +

+


=)6(                                                                              

 علي   نحصل F  ( عن 2في ) ( 6) من بالتعويض 

( ) ( )
 sin)(

2
1)(

2
sin)(

...... gab
mm

m
ab

mm

mm
mgabm =+









+


+→+

+


−=+ 

( )
( )

 sin)(
22

32
sin)(

2

2 .... gab
mm

mm
gab

mm

mmm
=+









+

+
→=+









+

++
 

( ) ( )  sin22)(32
.. gmmabmm +=++(7)                                                

 وهو المطلوب الأول: 

 ( يمكن كتابتها بالصورة   7والمعادلة )

 








+

+
=+→









+

+
=+ 




 sin

32

22
)(sin

32

22
)(

.... g
mm

mm

d

d
abg

mm

mm
ab 
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(8)                                                  cg
mm

mmab
+









+

+
−=

+
 cos

32

22

2

)( 2.       

ر ومن وضع التماثل أي  الصفبدات الإسطوانة العليا الحركة من  الإبتدائية حيث  ومن الشروط

.0  تكون O0=عندما  = علي  نحصل( 8)وبالتعويض في المعادلة   

g
mm

mm
ccg

mm

mm









+

+
=→+









+

+
−=

=
32

22
)0(cos

32

22
0

1

(9)                                

    علي  نحصلc)( مةقي عن( 8)وبالتعويض في المعادلة 

( ) cos1
32

4)(
2. −









+

+
=+

mm

mm
gab)10(                                                

))((  قيمة ( عن10من المعادلة ) ( 1)وبالتعويض في المعادلة 
2.ab     علي نحصل +

( )  coscos1
32

4 mgR
mm

mm
mg −=−









+

+
−  

( ) cos1
32

4cos −








+

+
−=

mm

mm
mgmgR 

( ) ( )( )








−+−+








+
=  cos14cos32

32
mmmm

mm

mg
R  

( ) ( )








+−+++








+
= mmmmmm

mm

mg
R 4cos4432

32
  

( ) ( )








+−+








+
= mmmm

mm

mg
R 4cos76

32
                                                                 (11) 

 ) 0=R وعندما تترك الإسطوانة العليا الإسطوانة السفلي يكون رد الفعل مساوياً للصفر  )أي أن 

من المعادلة )و 11 نحصل   (  

( ) ( )








+−+








+
= mmmm

mm

mg
4cos76

32
0     
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( )
mm

mm

+

+
=

76

4
cos  و تعطي  بذلك الزاوية التي تترك فيها الإسطوانة العليا الإسطوانة السفلي من   

 



1 

 

مدةخ الحركة التوافقية الم  
Damped Oscillations 

تحت  تتيرير ةتوة هت دتة دا متا   حتو  mدرسنا فيما سبق الحركة التوافقية البسيطة وهي عبارة عن حركة جسيم كتلة 

  قطة رابتة ويتناسب هقدارها هع البعد عن النقطة الثابتة، في هذه الحالة تيخذ هعادلة حركة ال سيم الصورة:

oxkxm =+                           (1) 

هقدار راب  هوجب هن الناحية العملية فإ ه توجد ةوى هقاوهة أو إخماد تؤرر علت  حركتة ال ستيم ن    تر    kحيث  

 أن ةوة الإخماد تتناسب هع السرعة وبذلك فإن هعادلة حركة ال سيم تيخذ الصورة :

oxkxbxm =++                        (2) 

 (   د أن : m( عل  ) 2( راب  هوجب يسم  هعاهل الإخماد بقسمة المعادلة )bحيث )

 oxwxx o =++ 22                    (3) 

                           حيث  :         
m

b

m

k
ow

2
, ==  

 ت رابتة فتكون المعادلة المساعدة ( هي هعادلة ت اضلية هن الرتبة الثا ية ذات هعاهلا3المعادلة ) 

owo =++ 22 2                    )4) 

 هما:  (4)جذرا المعادلة 

)5(22
2

,22
1 o

w
o

w −−−=−+−=   

 ( يكون :3الحل العام للمعادلة )

)6(
22

2

22

1
)(













 −
−+

−−
=

tow
eA

tow
eA

t
etx


 

 توجد لدينا رلارة حالات وهي: 

22عندها     أولاً:
ow    2 فإن,  1      يكو ان حقيقيان وحركة ال سيم في هذه الحالة ليس  تذبذبية و لاحت

 وتسم  هذه الحالة بالحركة زا دة الإخماد  t→عندها  x→oأن 



2 

 

22عندها   ثانياً:
ow=   : فإن-=  2=  1 ( في الصورة :3ويكون الحل التام للمعادلة ) 

)7(( )
21

tAA
t

ex +
−

=


 

تستم  هتذه الحالتة بالحركتة    x→oفتإن :     t→( تمثل حركة غير تذبذبية وأ ه بعتد زهتن كبيتر جتدا   7المعادلة )

 حرجة الإخمادن 

22عندها  ثالثاً:
ow    : 2فإن,  1 : يصبحان غير حقيقيين في الصورة 

)8(
2

,
11

wiwi −+ −=−=    

 حيث  : 

)9(222
1

−= oww  

 ييخذ الحل الصورةن و 

  )10()
1

(cos)( 


−
−

= twA
t

etx  

( أن الحركة في هذه الحالة تكتون تذبذبيتة وتتنتاةل الستعة 1o لاح  هن المعادلة )
t

eA
−

( tبزيتادة التزهن )   

 وتسم  هذه الحالة بالحركة  اةصة الإخمادن

 

 الحركة التوافقية الم برة: 

wtFوة إضتافية )( ةتmإذا أرر علت  جستيم كتلتته ) cos0(  الاستترداد( ب ا تب ةتوة ال تذاkx – وةتتتتتوة )

)(الإخماد  xb  فإن هذه الحركة تسم  بالحركة التوافقية الم برةن 

 هعادلة حركة ال سم في هذه الحالة تكون الصورة ن 

wtFxbxkxm cos0+−−=   

 (   د أن mبالقسمة عل  )

wtAxowxx cos22 =++    

 حيث  :



3 

 

m

b

m

k
ow

m

Fo
A

2
,, ===   

( وهو الحل العتام للمعادلتة المت ا ستة والثتا ي وهتو cxالحل العام لدذه المعادلة الت اضلية يتكون هن جز يين الأول )

 (نpxالحل الخاص )

2242)22(

)cos(

22

2

22

1







wwow

wtA

tow
eA

tow
eA

t
epxcxx

+−

−

−−
+

−−
=+= +















 

 ( يتعينان هن الشروط الابتدا ية للحركة: A2A ,1الثابتان )















−

−=
22

21tan
wow

w
  

  

045: هعادلة الحركة ل سيم يتحرك ف  خط هستقيم هي   (1)هثال ... =++ xxx   اذا بدء ال سيم حركة الابتدا ية عند

0=t    2,1,وكا . == xx 2ن أرب  أن ال سيم يصل إل  أةص  بعد هن  قطة الأصل بعد زهن ةدرهln
3

1
 ن

ل تتتتتتتتتتتتتتتتتالح   

045المعادلة    ... =++ xxx    هي هعادلة ت اضلية خطية هت ا سة ذات هعاهلات هت ا سة ويمكن وضع حلدا علي

الصورة 
t

x e=   0452وعلي وذلك =++     وهندا( )( ) 014 =++    1,4و هندا −=−=   ويكون

حل المعادلة  علي الصورة 
t

c
t

cx ee −
+

−
= 21

4
 وهندا     

t
c

t
cx ee −

−
−

−= 21

4
1,0وهن الشروط الابتدا ية عند  .4 == xt 211  د أن cc += 

2,0وعند  . == xt   2142  د أن cc −−= 

2,1وبحل المعادلتين السابقتين هعا   د ان   21 =−= cc  وبذلك  ويكون حل المعادلة  علي الصورة

tt
x ee −

+
−

−= 2
4

ويكون كذلك   
tt

x ee −
−

−
= 2

4
وعندها يصل ال سيم الي اةص  هسافة هن  قطة الاصل   .4
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02ن  يعني هذا ا ه سوف يتوةف  وعند ذلك يكو
4

4. =
−

−
−

=
tt

x ee   وهنداtt ee −
=

−
2

4
te3و هندا   4

2=  

t32lnوهندا    2lnو هندا   =
3

1
=tن 

  وبذلك تصبح 
tt

x ee −
+

−
−= 2

4
max  بالصورة 

)(
2

)(4 2ln
3

1
2ln

3

1

max

−
+

−
−= eex    

3

1

3

4

maxmax )2(2)2(
)

1
)2((ln

2
))2((ln 33

4
−−

+−=→+−=

−−

xx ee  

33max433max

3

4

3

1max
16

1

2

2

)2(

1

2

2

)2(

1

)2(

2
−=→−=→−= xxx  

054: هعادلة الحركة ل سيم يتحرك في خط هستقيم هي  تمرين ... =−+ xxx  وكا   الحالة الابتدا ية لحركة

0,2,1ال سيم عند  . === txx؟ نأوجد الزهن اللازم لك  يصل ال سيم إل  أةص  بعد هن  قطة الأصل 

 

xm( وةوة الإخمتاد o(  حو  قطة رابتة )m x 9ال ذا )( يتحرك تح  تيرير ةوة mجسيم كتلة ) :(2)مثال 6  حيتث

(x( هي بعد ال سيم عند )o  ن  أوجد هوضع وسرعة ال سيم عند أي لحظة ووضح  وع الحركة إذا علم  أن ال سيم)

 (ن x = 4بدأ حركته هن السكون هن الموضع )

ل تتتتتتتتتتتتتتتتتالح   

 تخدام ةا ون  يوتن الثا ي هي هعادلة حركة ال سيم باس

oxxxxmxmxm =++−−= 9669   

 وتكون المعادلة المساعدة =    

1 = 2  = - 3        2 + 6  +  9 = o 

 رابتان يتعينان هن الشروط الابتدا ية ن  A 1A ,2حيث      3t-t)  e2+ A 1x = (Aويكون الحل العام للمعادلة =   

At t = o   ,   x = 4  

  A1 = 4              x = (4 + A2t) e
-3t 

 x = e-3t [-12 + A2 – 3A2t]      

at t = o,    ,   x =   o   ,   A2 = 12 
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 x =  - 36 t e-3t    ,       x  =  4 e-3t  [1 + 3t] 

 ة هن النوع حرج الإخماد هذه الحرك

 

إ  sin 4 t 80والقتوة  16x-كتلتتتة هقتتدارها الوحدة وربط  بز برك وتحرك  تح  تيرير ةوة الاستترداد ( :3مثال)

ووضح  tعند أي لحظة  x (t)ذا بدأت الكتلة حركتدا في السكون هن  قطة الأصل وأهملنا الإخماد ن فيوجد الموضع 

 المعن  ال يزيا ي للحلن 

ل تتتتتتتتتتتتتتتتتح ال  

 هعادلة الحركة هي : 

txxtxx 4sin80164sin8016 =++−=   

 هو : cxالحل العام للمعادلة المت ا سة )الدالة المكملة( 

xc  =  c1 sin 4t + c2 cos 4t 

 والحل الخاص :

ttot
t

oto
D

p
x 4cos14cos

)4(2
84sin8

162
1

−=−=
+

=  

 حيث 

a

xax
ax

aD 2

cos
sin

22
1 −

=
+

 

ttotx

coxotat

tttotcx

ttotcx

oc

ttotctcx

oxotat

4cos14sin
2

5

2

5

1
,,

]4sin44[cos14cos
1

4

4cos14sin
1

2

4cos14cos
2

4sin
1

,,

−=

===

−−=

−=

=

−+=

==





 

-وكا   ةوة الاستترداد لوحتدة الكتتل تستاوي    -x4وسط هقاوهة لوحدة الكتل تساوي  في  mتلة  تتذبذا ك(:  4مثال )

13x أوجد الحل العام ن.   
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ل تتتتتتتتتتتتتتتتتالح   

)3(cos2

32
2

52164

1342)1342(

134134

BtteAx

i

ooxDD

oxxxmxxmxm

+−=

−=
−−

=

=++=++

=++−−=







 

xmوةوة الإخمتاد  -5mxتح  تيرير ةوة الاسترداد  mتتحرك كتلة (: 5مثال ) 2−  والقتوة التذبذبيتةcos t  لوحتدة

 الكتل أوجد الحل العام ن

ل تتتتتتتتتتتتتتتتتالح   

 هعادلة الحركة 

txDD

txxxtmxmxmxm

cos)522(

cos52cos25

=++

=+++−−= 
 

 حل المعادلة المت ا سة تكون الدالة المساعدةن  أولاً:

 

]2sin2cos[
1

21
2

242
522

tBtAtex

i
o

o

+−=

−=
−−

==++ 
 

 الحل الخاص: ثانياً: 

]cos2sin[
10

1
]2sin2cos[

21

]cos2sin[
10

1

cos
)5(2

)2(
cos

)42(2

)2(
cos

)2(2

1

cos
521

1
cos

522

1
cos

)(

1
2

tttBtAtexxx

tt

t
D

t
D

D
t

D

t
D

t
DD

t
Df

x

+++−=+=

−−−=

=
−

−
=

−

−
=

+
=

++−
=

++
==
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عدديا  وةوة إخماد   12xهقدارها يساوي   oتح  تيرير ةوة جذا  حو  قطة الأصل   3ك جسم كتلته (: يتحر6هثال )

تساوي عدديا  أرن  عشر السرعة الخطية أوجد هوضع وسرعة ال سيم عند أي لحظة وبين  وع هذه الحركة إذا  

 ن  x = 5علم  أن ال سيم بدأ حركته هن السكون هن الموضع 

ل تتتتتتتتتتتتتتتتتالح   

teBtAx

o

o

oxDD

oxxx

xxx

2)(

2,22)2

442

)442(

44

12123

−+=

−−=→=+

=++

=++

=++

−−=








 

tetoxtetx

AB

ABooxotat

A

xotat

teBtABx

teBteBtAx

22,2)105(

102

2,

5

5,

2)22(

22)(2

−−=−+=

==

−===

=

==

−−−=

−+−+−=









 

 `(: 7مثال )

إذا علم أن ال سيم بدأ حركته هن  −x26وةوة الإخماد  -25xيتحرك جسيم كتلته الوحدة تح  تيرير ةوة الاسترداد 

 وبين  وع هذه الحركةن  tأى لحظة فيوجد هوضع ال سيم وسرعته عند  x = 24السكون هن الموضع 

ل تتتتتتتتتتتتتتتتتالح   

o

oxDD

oxxx

xxx

=++

=++

=++

−−=

25262

)25262(

2526

2625







 



8 

 

t
Be

t
eAx

−
+

−
=

−−=
−

=

25

1,52
2

57626


 

teBteAx −−−−= 225  

24, == xotat  

 

 

tetex

BA

AB

−+−−=

=−=

−=

2525

25,1

)2(25

 

 واضح إ دا حركة غير تذبذبيةن

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

oxotat

BA

==

→+=

,

)1(24
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 حركة جسيم هتغير الكتلة  
 الحالات يظدر لكن في بعض عل  حركة ال سيمات رابتة الكتلة وةد تم التركيز  درسنا فيما سبق ةا ون  يوتن الثا   و

ف  حالة حيث السلاسل الساةطة وغيرهان سقوط الأهطار و   هثل الصواريخ وأرناء حركتدا ال سيمات تغير ف  كتلته 

هن هؤخرة الصاروخن وف    الاحتراقغازات  وا بعاث الوةود  احتراق)تنقل(  تي ة  الصاروخ فإن الكتلة تتغير

  التصاق الغبار بدانحالة سقوط الأهطار فإن كتلة ةطرة المطر تتغير )تزداد(  تي ة تكثف بخار الماء عليدا أو 

 يلي الحالات وفيما و تي ة لذلك فإن ةا ون  يوتن الثا   والمعروف بالصورة يكون غير صالح لدراسته هثل هذه

  سوف  حاول إي اد الصيغة المناسبة لدراسته هثل هذه الحالات 

 رة:ةا ون  يوتن الثا ي في حالة الكتلة المتغي

vيتحرك بسرعة   m  كتلتهجسيم  ينالد  لن ر  أ ة

كتلته   اللحظة يوجد جسم أخر وعند   س tوذلك عند اللحظة  

m  يتحرك بسرعةu


mmا  كتلتهالتصق ال سيمان فكو ا جسما  واحد  tن بعد لحظة زهنية هقدارها  +    وأصبح

ttسرعته عند اللحظة   +  بالصورةvv


+ ن وذلك كما ف  الشكل المقابل 

 

فيما يل  سوف  حاول تطبيق ةا ون الدفع وكمية الحركة ن حيث الدفع عند لحظة ها يساوى التغير ف  كمية الحركةن 

 وكما أ ة هن المعروف بين لل سيمان تعط  كمية الحركة بالصورة التالية ن 

 تعط  بالصورة  tكمية الحركة عند اللحظة 

ummtp


+= v)(                                                               (1) 

ttبينما تعط  كمية الحركة عند اللحظة   + تعط  بالصورةن 
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( )( ) vvvvvv


+++=++=+ mmmmmmttp )( 

vوحيث أن كل هن     


 ,m يمكن إهمال المقدار كميات صغيرة فv


m   وتصبح المعادلة السابقة بالصورة 

vvv


++=+ mmmttp )(                                              (2)  

 يعط  بالصورة  tوحيث أن الدفع  خلال اللحظة 

ummmtF

ummmmmtpttptF





−+=









+−++=−+=

vv

vvvv)()(
    (3) 

ummmtFوبالقسمة عل  


−+= vv    حصل عل  

t

m
u

t
m

t

m
F




−




+




=




 v
v                                                      (4) 

  حصل عل    t→0( عندها 3وبيخذ النداية للمعادلة )

( )

( )

( )
dt

dm
u

dt

d
mF

dt

dm
u

dt

d
mF

dt

dm
um

dt

d
F

dt

dm
u

dt

d
m

dt

dm
F

v
v

v
v

v

v
v














−−=

−+=

−=

−+=

                                                          (5) 

 هلاحظات  

uF( كل هن 5ف  المعادلة ) -(1)


,, v نف  ات اه واحد  هيخوذة 

u إذا كا   سرعة ال سيم المضاف)( 5ف  المعادلة ) -(2)

الميخوذ )الكتلة المضافة تتحرك   ت اهالا عكس ف (  

uف  عكس ات اه حركة ال سم الأصلي(  فإن  

 ( لتصبحن 5توضع سالبة ف  المعادلة )  

( )
dt

dm
um

dt

d
F


+= v                                                       (6) 

فإن  كان هناك  قل ف  الكتلة إذا زيادة ف  الكتلة بينما كا   هناك ( 5ف  المعادلة ) -(3)
dt

dm
توضع سالبة ف     

 ن بالصورة( 5) وبذلك تصبح معادلةلا

( )
dt

dm
um

dt

d
F


+= v                                                       (7) 
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u  )( 5ف  المعادلة ) -(4)

( ه  سرعة ال سيم المضاف ةبل الإضافة هباشرة  وإذا كان ال سيم المضاف سكن   

u=0ةبل الإضافة  فإن  

 ( بالصورةن 5وتصبح المعادلة )  

( )m
dt

d
F v


=                                                                (8) 

w  اذا كا    (5ف  المعادلة ) -(5)

 ه  السرعة النسبية للكتلة المضافة بالنسبة للكتلة الأصلية فإن   

v


−= uw                                                                   (9) 

بمعدل  ح مدا يزداد  أنبحيث  عليداكارف السكونن إذا كان بخار الماء يت هن الشكل  تسقط ةطرة هطر كروية هثال:

   ة عنتد أي لحظتة زهنيتة  ة القطترأوجد سترع ولا تؤرر عليدا ةوى سوى وز دا هن المرات هن هساحة سطحداt 

  وكذلك المسافة المقطوعة ب ر  سرعة الكتلة المضافة تساوي ص ر ن

 ل تتتتتتتتتتتتتتتتتالح 

 

 ل سم هتغير الكتلة يمكننا كتابة هعادلة الحركة علي الصورة

(1                   )                                   
td

md
um

td

d
F += )( v 

سترعة ال تزء المضتاف تستاوي الصت ر   أنالماء سوف يتكارف علي القطرة هن السكون فدذا يعني    بخار  أنوحيث  

(0=u( وبذلك تصبح المعادلة )علي الصورة1 ) 

(2                      )                   
td

md

td

d
mm

td

d
F v

v
v +== )( 

 ابتدا بالصورةت( يمكن ك2وز دا فقط فان المعادلة ) قطرة هوالقوة الوحيدة التي تورر علي ال أنوحيث  

(3       )                                                             )( vm
td

d
mg = 
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 الكثافة(  xوهن المعلوم بين كتلة القطرة يمكن كتابتدا بالصورة )ح م الكرة 

 3

3

4
rm=                                                                        (4)         

 هن المرات هن هساحة سطحدا  فان                           وحيث ان ح م القطرة يزداد  بمعدل 

)24()
3

4
( 3 rr

td

d
 =                                                      (5) 

22(ن المعادلة   حصل ه يسرلأاوبت اضل الطرف  4(4 rr
td

rd
 = 

=وهندا يكون     
td

rd
وهندا وبالت اضل يكون  ن  

1ctr +=    0وهن الشروط الابتدا ية وعنتدها=t  يكتونar = 

acوهندا يكون  atr  كون وبذلك ي 1= +=    

33وبذلك تصبح الكتلة بالصورة  )(
3

4

3

4
atm r +==   ( حصل3وبالتعويض في المعادلة  ) 









+=+ v33 )(
3

4
)(

3

4
at

td

d
gat    









+=+ v33 )()( at
td

d
gat    

 وب صل المتغيرات و التكاهل بالنسبة للزهن  حصل عل  :










+=+ v33 )()( atdtdatg   

2
4 3)()(

4
catat

g
++=+ v


 

2وهندا   د أن    v=0يكون    t=0ن الشروط الابتدا ية وعندها  وه

4

4
ca

g
=


فان المعادلة الستابقة تصتبح    وبالتالي

44

4
)()(

4

3 a
g

atat
g





++=+ v 

 بالصورة: tوبذلك تصبح سرعة القطرة عند أي لحظة زهنية 
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











+
−+=

3

4

)(
)(

4 at

a
at

g





v                                                                      (7) 

المسافة المقطوعة   ضع   ولإي اد 
dt

dy
=v 













+
−+==

3

4

)(
)(

4 at

a
at

g

dt

dy





v  

 وب صل المتغيرات و التكاهل  حصل عل  :














+
−+= dt

at

a
at

g
dy

3

4

)(
)(

4 



 

32

2

)(2

1
)(

2

1

4

4

c
at

a
at

g
y +













+
++=





 

 وهندا   د أن   y=0يكون   t=0الشروط الابتدا ية وعندها  وهن

2

2

33

22

32

2

4224
0

)0(2

1
)0(

2

1

4
0

4



ag
cc

aag
c

a

a
a

g
−=→+








+=→+













+
++=      

 فان المسافة المقطوعة كدالة في الزهن تعطي بالصورة  وبالتالي

2

2

2

2

2 4)(
)(

8

4






ag

at

a
at

g
y −













+
++=                                               (8) 

هع هرور   k  هقداره راب   كتليبمعدل  الماء عليدا بخار  يتكارففي وسط ساكن و  هطرتسقط ةطرة  هثال:

 هقداره عين سرعة القطرة بعد زهن تدانهقاوهة تتناسب هع سرع وب ر  أن القطرة تقع تح  تيرر  الوة  

t0 هقدارها ابتدا ية لهكتبو  السكونتدا هن بدأت حرك ةد  علما بان القطرةmن 

 ل تتتتتتتتتتتتتتتتتالح 
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أي أن وز دتا  k هقتداره رابت    كتلتيبمعدل    عليدا  يتكارف  الماء  بخار  حيث أنو  القطرةكتله  هي      m ر  أن  ب

k  يتغير هع هرور الزهن بالمقدار
dt

dm
 وهندا =

1ctkmdtkdmk
dt

dm
+===   

01وهن الشروط الابتدا ية يكون  mc  وبذلك يكون لدينا  =

omktm +=                         (1) 

     باستخدام ةا ون  يوتن الثا   في حالة الكتلة المتغيرة هعادلة الحركة وبكتابة 

( )
dt

dm
um

dt

d
F


−= v     (2) 

وكذلك فإن القطرة أرناء حركتدا تقع تح  تيرير وز دا   u=0ساكنة ةبل الإضافة فإن    وحيث أن الكتلة المضافة

=−vوةوة هقاوهة تتناسب هع سرعتدا أى أن   mgF( بالصورة 2ن وبذلك تصبح المعادلة ) 

m
g

m

dt

dm

dt

d
mg

dt

dm

dt

d
mm

dt

d
mg

v
v

v
vv

v
vv


 −=+−=+=− )(   

gk
mtkdt

d

mtk
g

mtk

k

dt

d

m
g

m

k

dt

d
=+

+
+

+
−=

+
+−=+ )(

000


 vvv

v
vv

v
v

   

 وهذه هعادلة خطيه يكون حلدا باستخدام العاهل المكاهل
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)1()ln(
)(

)()( k
o

tkom
k

k

o

ktmedt
ktm

k

e


 ++

+

+==
+

+


2

2
111

)2(

)(
)()()( c

k
k

ktmg
ktmdtktmgktm

k
ok

o
k

o
k

o +

+

+
=++=+

+
+++

 




vv       (3) 

ootهن الشروط الابتدا ية وعندها  == v, د أن    

)2(

)1(
0

2




+

−
=

+

k

gm
c

k
                                                                             (4) 

 (  حصل عل   3( ف  ) 4وبالتعويض هن ) 

)2(
)2(

)()(

)2(
)2(

)(
)(

)1(
0

1
)1(

0

2
1






+
−

+

++
=

+
−

+

+
=+

+
+

+
+

+

k

mg

k
k

ktmktmg

k

mg

k
k

ktmg
ktm

ko
k

ok
k

ok
ov  

)1(

)1(
0

))(2()2(

)(

k
o

ko

ktmk

mg

k
k

ktmg





 +

+

++

−

+

+
=v                                 (5) 

 

يا  هن  طرفيدا ليسقط رأس أحد  تحرك إذا هلساء أفقية  هنضدة حافة هن هر ة وغير هنتظمة سلسلة هثال: وضع  

يكون طول ال زء وةبل أن تسقط السلسلة بيكملدا  tن أرب  أ ة بعد هض  زهن هقداره   حافة هنضدة السكون هن

2السلسلة هو الرأسي المتدلي هن 

6

1
tg   وسرعته تساوىtg

3

1
   يةنه  ع لة ال اذبية الأرض  gن حيث  

 ل تتتتتتتتتتتتتتتتتالح 
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    باستخدام ةا ون  يوتن الثا ي في حالة الكتلة المتغيرة هعادلة الحركة بكتابة 

( )
dt

dm
um

dt

d
F


−= v     (1) 

  ال  ال زء الرأسي المتدلي سوف بضاف إل  ال زء المتحرك هبتد ا  هنوحيث أن ال زء المضاف هن السلسلة 

 ( بالصورة: 1لك تصبح المعادلة )وبذ  u=0السكون أى أن 

( )m
dt

d
F v


=       (2) 

ymالكثافة(  وتعط  كتلته ال زء المضاف هن السلسلة بالصورة  )الطول  =  ن وحيث أن القوة الوحيدة

 ورة ( بالص2تدلي هو الوزن فقط فتصبح المعادلة )المؤررة عل  ال زء الم

( ) ( ) ( )y
dt

d
gyy

dt

d
gym

dt

d
gm vvv ===       (3) 

)ولكن   ) ( ) ( ) ( )
dy

d

dy

d

dt

dy

dt

d

dy

dy

dt

d
v=








=








 (  حصل عل   3وبالتعويض ف  ) =

( ) ( ) ( ) ( )

1
23

22

)(
2

1

3

1
cyyg

ydydyygy
dy

d
ygyy

dy

d
y

dt

d
gy

+=

==== 

v

vvvvvvv
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0,0وهن الشروط الابتدا ية حيث  == vy    01فيكون =c   ويكون بذلك 

223

2

1

3

1
)(

2

1

3

1
vv == ygyyg  

2

1
2

1

3

2
yg 








=v                      (4) 

2

1
2

1

3

2
yg

dt

dy








=  

2

2

1

2

1
2

1

2

1 3

2
2

3

2
ctgydtg

y

dy
+








=








=   

02وهن الشروط يكون    =c  ويكون بذلك 

2

2

2

12

2

1
2

1

2

1

3

2
4

3

2
2

3

2
2 tgytgytgy =

























=























=   

     ويعط  بذلك طول ال زء المتدلي بالصورة  

2

6

1
tgy =                 (5) 

 ( 4( ف  )5زء المتدلي بالتعويض هن ) وتعط  سرعته طول ال 

tgtgtggtggyg
3

1

9

1

6

1

3

2

6

1

3

2

3

2 2

1

22

1

2

1

22

1

2

1
2

1

=







==








=
















=








=v  

tg
3

1
= v                    (6) 

 ( بالنسبة للزهنن5( هباشرا  هن ت اضل المعادلة )6يمكن كذلك الحصول عل  المعادلة )
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 0m هقدارها بتدا يةالاوكا   كتلته   0v هقدارها ابتدا ية أعل  بسرعة إل اعد صاروخ للا طلاق رأسيا  هثال:

عليه ةوى   تؤررولا  bكان الوةود يحترق بمعدل راب  وتنبعث الغازات هن هؤخرة الصاروخ بسرعة  سبية   إذا

 ؟ المسافة المقطوعة وكذلك  tلحظة   أيند سوى وز ه عين سرعة الصاروخ ع

 ل تتتتتتتتتتتتتتتتتالح 

الوةود يحترق بمعدل راب  وتنبعتث الغتازات   أنوحيث    صاروخ عند أي لحظة زهنيةهي كتله ال   mب ر  أن  

kمقتدار   بالوب تر  أن هتذا التغيتر يعطت   هتع هترور التزهن    بذلك تتناةل كتلتهو
dt

dm
كتون                    عنتد ذلتك ي    =−

1ctkmdtkdmk
dt

dm
+−=−=−=  

01وهن الشروط الابتدا ية يكون  mc  وبذلك يكون لدينا  =

ktmm o −=                                                             (1) 

 في حالة الكتلة المتغيرة      الثا ية الحركة باستخدام ةا ون  يوتن هعادلوبكتابة 

( )
dt

dm
u

dt

d
mF v

v 


−−=                                              (2) 

vحيث 


−=−=−= ubmgFk
dt

dm
 ( بالصورة  2بذلك تصبح المعادلة ) ,,

)()( kb
dt

d
mmg −−−=−

v
 

g
m

bk

dt

d
bkmg

dt

d
m −=+−=

vv
                              (3) 

 (  حصل عل  3( ف  المعادلة )1هن المعادلة )mوبالتعويض عن  










−
−

=−
−

= dtg
tkm

kb
dg

tkm

kb

dt

d

oo

v
v

 

( ) 2ln ctgtkmb o +








−−−=v  
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0vvفإن t=0)عند  وهن الشروط الابتدا ية 002  لدينا يكون ( = lnmbc += v  

 تصبح السرعة بالصورةوبذلك 

( ) 00 lnln mbtgtkmb o ++








−−−= vv  







 −

−−=
0

0 ln
m

tkm
btg ovv                                                  (4) 

 ( يمكننا إي اد المسافة المقطوعة كدالة ف  الزهن بالصورة  4) هن المعادلة

dt
m

tkm
btgdy

m

tkm
btg

dt

dy oo

 














 −

−−=






 −

−−==
0

0

0

0 lnln vvv   (5) 

 وذلك ب ر  أن    (5هن المعادلة ) الأخير هن الطرف الأيمن تكاهل الحد و حاول إي اد 

( )   d
k

m
dt

k

m
t

m

tkm

m

tkm
eeeoo 00

00

1ln −=−==
−

=






 −

    (6) 

 عل  الصورة      (5معادلة )هن ال تكاهل الحد الأخير هن الطرف الأيمن( يكون لدينا  6وهن ) 









eee

eee

k

bm
d

k

bm

d
k

bm
d

k

bm
d

k

m
bdt

m

tkm
b o









−=








−=

==







−−=







 −

−





1

)(ln

00

000

0

 

00

0

0

1lnln
m

tkm

m

tkm

k

bm
dt

m

tkm
b ooo −









−






 −

=






 −

−    (7) 

 لصورة ( با5وبذلك  يكون تكاهل المعادلة )

3

00

02
0 1ln

2

1
c

m

tkm

m

tkm

k

bm
tgty oo +

−









−






 −

+−= v  

   لدينا يكون ( y=0فإن  t=0)عند  وهن الشروط الابتدا ية
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k

bm
cc

m

m

m

m

k

bm oo 0
33

00

0 1ln =+








−








 

 تصبح المسافة المقطوعة  بالصورة وبذلك 

k

bm

m

tkm

m

tkm

k

bm
tgty oo 0

00

02
0 1ln

2

1
+

−









−






 −

+−= v  

لنات ة  ا لكل را ية وتنبعث الغازات  0Mيشتعل وةوده بمعدل راب  هقداره  0Mصاروخ كتلته الابتدا ية هثال: 

Mبالنسبة للصاروخن إذا كا   لأس ل  0vعن الاحتراق بسرعة  سبية      هي كتلة هعدات الصاروخ وغلافه

وأن  g0vتلة الوةود الموجود داخل الصاروخن أربتي أن الصاروخ يرت ع هباشرا  إذا كان هي ك 1Mالخارجي,

gMMالصاروخ لا ينطلق أبدا إذا كان   00v  ن وإذا ا طلق الصاروخ راسيا  لأعل  فيوجد كل هن السرعة

 هي ع لة ال اذبية الأرضيةن  gوالمسافة المقطوعة كداله في الزهنن حيث 

 ل تتتتتتتتتتتتتتتتتالح 

 ن هي كتله الصاروخ عند أي لحظة زهنيةmب ر  أن 

هتع هترور التزهن و أن هتذا التغيتر   بذلك تتناةل كتلتهبمعدل راب  وتنبعث الغازات والوةود يحترق    أنوحيث  

0mيعط  بالمقدار  
dt

dm
−=  عند ذلك يكون 

1000 ctmmdtmdmm
dt

dm
+−=−=−=    

01وهن الشروط الابتدا ية يكون  mc  وبذلك يكون لدينا  =

( )tmm −= 10                                                                                                (1) 

 أي لحظة زهنيةن خ عند وروه  تمثل كتلته الصا

vهيب ر  أن سرعة الصاروخ 


u هيوسرعة الغازات المنبعثة   


المنبعثتة  وتكون السرعة النسبية  للغازات   

vvسرعة الصاروخ بالنسبة ل


−= u0 ن وتكون هنداvv


+= 0u ن 

 في حالة الكتلة المتغيرة      الثا يركة باستخدام ةا ون  يوتن هعادلة الحوبكتابة 
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( )
dt

dm
u

dt

d
mF v

v 


−−=                                                                                      (2) 

vvأن   حيث و


−=−=−= umgFm
dt

dm
00 ,, ( بالصورة  2عادلة )بذلك تصبح الم 

)()( 00 m
dt

d
mmg −−−=− v

v
 

g
m

m

dt

d
−=

00vv
                                                                                          (3) 

 (  حصل عل   1( ف  )3هن ) mوبالتعويض عن  

( )
g

tdt

d
g

tm

m

dt

d
−

−
=−

−
=









11

0

0

00 vvvv
                                                     (4) 

)0(عند بداية الحركة   =t ( يكون  4كا   ع لته هوجبة وهن المعادلة )  سيرت ع الصاروخ هباشرا  إذا

0
)0(1

0 0

0

−
−

=
=

g
dt

d

t 

vv
 وعند ذلك يكون شرط ارت اع الصاروخ هو   

g0v                                                                                                  (5) 

Mهنية وعند   اذ كل الوةود تكون هتذه الكتلتة هت  روخ عند أي لحظة زتمثل كتلته الصا  m(1هن المعادلة )  

 ( بالصورة1عادلة )فتصبح الم 1tلن اذ كل الوةود هو  وب ر  أن الزهن المستغرق

( ) ( )100 11 tmMtmm  −=−=  

 ويكون عند ذلك الزهن اللازم لن اذ جميع الوةود هو 













 
−=

0

1 1
1

m

M
t


                                                                                         (6) 

0ذ جميع الوةود  أي أن  الصاروخ لا ينطلق أبدا  أذا ظل  ع لته سالبة حت    ا

1


=ttdt

dv
 

 ( يكون 4, 6وهن المعادلتين )  
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0

11

0

1
1

1

0
1

0

0

0

0

0

1

0

1

−


+−

−













 
−−

−
−


=

g

m

M
g

m

M
g

tdt

d

tt










 vvvv
  

 وخ هو  وعند ذلك يكون شرط عدم ارت اع الصار  

gMm 00v                                                                                        (7) 

 الصاروخ ةد تحرك و حسب كل هن السرعة  والمسافة عند أي لحظة ن أن  ر   لآنا

 ( يكون لدينا  4)هن المعادلة 

( ) 20

00

1

11

ctgtLn

dtg
t

dg
tdt

d

+−−=









−
−

=−
−

= 











-vv

v
v

vv

 

)    هن الشروط الابتدا ية                                           ) 0100 02 ==→== Lnct -v  ,v 

 وعند ذلك تكون السرعة بالصورة  

( ) tgt −−= 1ln0-vv                                                                             (8) 

 ( يكون لدينا 8وهن المعادلة )

( ) tgtLn
dt

dy
−−== 10-vv  

( ) dttgtLndy 








−−= 10v-                                                                    (9) 

 التكاهل السابق  ضع لإي اد الحد الأول هن 

( ) 


  ddtttt eee
1

1
1

1)1(ln
−

=−==−=−        (10) 

   عل  الصورة   الثا يالحد  ( يكون لدينا9,  10وهن المعادلتين ) 
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( )

( )tt

d

ddddttLn

eeeee

eee




























−








−−=









−=








−=








−=

==






 −
=−





11)1(ln

1

)(
1

1

0

000

00
00

v

vvv

vv
-vv-

 

 ( بالصورة   9وبذلك يكون لدينا تكاهل المعادلة )

( )
3

20

2

1
1)1(ln

1
ctgt

t
y +−









−−
−

= 


v
 

                                                                      يكون لدينا هن الشروط الابتدا ية  


0
3

v
=c 

( ) ( )





020

2

1
111

vv
+−









−−−= gttLnty  
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 حركة جسيم في ال راغ
 الأسطوا ية  ع لة في الإحداريات هركبات السرعة وال

    ظام الإحداريات  في p النقطة   ر  ا ه لدينا جسيم يتحرك عل  سطح اسطوا ي وب ر   ان هوضعه عند 

)  الأسطوا ية بالثلارية )zr ,, حيث  ن( )r الصادات  هحور بين هو المسافة القطر و  صف z  والنقطة p ن( )  
 عل  pوالنقطة   الإحداريات  هركز بين الواصل المستقيم الخط وهسقط الموجب  x السينات  هحور هو الزاوية  بين

)  المستوي )yox ن( )z المستوي   بين( الموجبة  او السالبة) الإشارة ذات  المسافة هي( )yox  النقطة إل pن   

)وب ر  ان  )XYZ  هي هحاور رابتة وأن( )zyx ال سيم يدور  هي هحاورة دا رة هع ال سيم ن وب ر  ان 

)حول هحور   )z ن 

 
kzir    ن أهما سابق يتضح 


+=      و أنk

 •=  وف  حالة المحاور الدا رة هركبات السرعة بالصورة 

r
dt

rd

dt

rd

rotatingfixed




+







=








 

( ) kzji

z

kji

kzi
dt

d
rotatingfixed






•••• ++=++= 





0

00v   والتي تعط  بالصورة                         

 الأسطوا ية تعط  بالصورة   الإحداريات  فيوهكذا فإن السرعة 

( ) ( )•••••• ==++= zOrkzji zr ,,,,   vvvvv


 

 بينما تعط  هركبات الع لة بالصورة  

v
vv 


+







=









rotatingfixed
dt

d

dt

d
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( )

( ) jikzji

z

kji

kzji
dt

d
rotatingfixed







•••••••••••

•••

••••

+−+++=

+++=







2

00a
  والتي تعط  بالصورة                         

  ية تعط  بالصورة الأسطوا الإحداريات  في لع لةوهكذا فإن ا

( ) ( ) kzji
 ••••••••• +++−=  2

2
a            Or 

( ) ( ) 







−=+−==

••••••••••••••• z
dt

d
zzr ),(

1
,,2,,, 222




 aaaa


 

 

 كروية ال هركبات السرعة والع لة في الإحداريات 

    ظام الإحداريات  في p  النقطة وب ر   ان هوضعه عند   كروي  ر  ا ه لدينا جسيم يتحرك عل  سطح 

)  بالثلارية كرويةال ) ,,rحيث  ن( )r   والنقطةهت ه هوضع ال سيم    ,( )   ه  زاوية هيل هت ه الموضع عل 

)المحور  )oZ ن( )  
 عل  pوالنقطة   الإحداريات  هركز بين الواصل المستقيم طالخ وهسقط الموجب  x السينات  هحور هو الزاوية  بين

)  المستوي )yox ن( )z المستوي   بين( الموجبة  او السالبة) الإشارة ذات  المسافة هي( )yox  النقطة إل pن   

) وب ر  ان )XYZ  هي هحاور رابتة وأن( )zyx  هي هحاورة دا رة هع ال سيم ن وب ر  ان ال سيم يدور 

)حول هحور   )z ن 

 

 
 

irr    ن أهما سابق يتضح 


kjiو أن     =
 ••• +−=  sincos  

 

  رة هركبات السرعة بالصورة     وف  حالة المحاور الدا
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r
dt

rd

dt

rd

rotatingfixed




+







=








                              

)بالصورة      والتي تعط  ) krjrir

r

kji

ir
dt

d
rotatingfixed






 sin

00

sincos •••••• ++=−+=v 

 تعط  بالصورة لكرويةا الإحداريات  فيوهكذا فإن السرعة 

( ) ( ) sin,,,, •••== rrrr vvvv


 

 صورة  بينما تعط  هركبات الع لة بال

v
vv 


+







=









rotatingfixed
dt

d

dt

d
 

      والتي تعط  بالصورة    

( )




sin

sincossin

•••

•••••• −+++=

rrr

kji

krjrir
dt

d
fixed




a  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) krrjrrirr

krrrjrrirfixed









sincoscossinsin

cossinsin

2222 •••••••••

••••••••••••

++−+−−+

+++++=a
 

 

 

( ) ( )
( )krrr

jrrrirrrfixed









cos2sin2sin

cossin2sin
2222

••••••

•••••••••

++

+−++−−=a
 

 تعط  بالصورة   كرويةال الإحداريات  في لع لةوهكذا فإن ا

( ) ( )

( ) kr
dt

d

r

jrr
dt

d

r
irrrfixed










22

22222

sin
sin

1

cossin
1

sin

•

•••••• +







−+−−=a

 

 Or 

( )
( )

( ) 
















−−−

==
•

••••••








22

22222

sin
sin

1

,cossin
1

,sin

,,

r
dt

d

r

rr
dt

d

r
rrr

r aaaa


 

tconsr  وى فان عل  سطح كر ال سيمفي حالة حركة  tan=   0وهندا==
••• rr  وبذلك تصبح هركبات السرعة

 والع لة عل  الترتيب بالصورة

( ) ( ) sin,,0,, ••== rrr vvvv


( )
( ) 














 −−−

==
•

•••••







2

2222

sin
sin

,cossin,sin

,,

dt

dr

rrrr

r aaaa


 

 سيي و  راةذف جسيم في هستوى أفقي عل  السطح الداخلي لنصف ةشرة كروية هلساء هحورها  -( 1) هثال

 هع الراسي ن أرب   أن السرعة لابتدا ية للقذف  س ل وكا    قطة القذف الابتدا ية تصنع زاوية  ال  أرأسدا 
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)بحيث يصعد ال سيم ال  حافة   صف القشرة الكروية هي )2

1

sec2 gL حيثL   صف ةطر القشرة الكروية  

   ؟ الأرضية ال اذبية ع لةgو 

 الحتتتتتتتتتتتتل 
 والقوى التي تيرر عليه هوزعة  كما بالشكلن  mبالشكل المقابل حيث كتلة  بيخذ هوضع اختياري لل سيم  كما

 
 هركبات السرعة  









= •••  sin,, rrrv


 

( )







−







−−= ••••••• 


 2222222
sin

sin

1
,cossin

1
,sin r

dt

d

r
rr

dt

d

r
rrra


 

tconsLrسيم يتحرك عل  السطح الداخلي لنصف كرة هلساء وحيث أن ال  tan==   وهندا 

0==
••• rr   وبذلك تصبح هركبات السرعة والع لة عل  الترتيب بالصورة  









= ••  sin,,0 LLv


 

( )







−−−= •••••• 


 22222

sin
sin

,cossin,sin0
dt

dL
LLLLa


 

 وبذلك تصبح هعادلات الحركة لل سيم بالصورة 

RmgLLm −=







−− ••  cossin222

                                         (1) 

 sincossin
2

mgLLm −=







− •••                                           (2) 

( ) 0sin
sin

2 =






 • 
 dt

dL
m                                                           (3) 

 (  حصل 3وبتكاهل المعادلة )
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(4)                                                                            1

2sin c=•    

فإن   t=0وهن الشروط الابتدا ية وعندها   ••وكذلك    = = 0   وبذلك يكون 2

01 sin•=c  وبالتعويض في

 (  حصل عل  4المعادلة )






2

2

0
sin

sin•• =                                                                            (5) 

هن ( في الات اه الأفقي تعط  0vفإن ال سيم ةد ةذف  بسرعة ابتدا ية )   t=0وهن الشروط الابتدا ية أيضا وعندها  

00 )sin( =

•= tr v  والتي بالصورة 




sin
sin 0

000
L

L
v

v =→= ••                                                (6)   

 (  حصل عل 5(  في المعادلة )6وبالتعويض هن المعادلة )













2

0

2

2

0

sin

sin

sin

sin

sin LL

vv
=→= ••                                     (7) 

 (  حصل عل 2(  في المعادلة )7وبالتعويض هن المعادلة )





 sincossin

sin

sin
2

2

0 g
L

LL −=







−

•• v
 




 sincos
sin

1
sin

3

2

0

L

g

L
−=








−

•• v
 

( ) 



 sincossinsin

3

2

0

L

g

Ld

d
−=








−

−
•

• v
 

( )  −







=

−••  d
L

g
d

L
d sincossinsin

3

2

0v
 

( ) 22

2

0

2

cos
sin

1
sin

2

1

2
c

L

g

L
++








−=

•





 v

                                (8)       

فإن   t=0وهن الشروط الابتدا ية وعندها   cosوبذلك يكون  •=0وكذلك    =
2

1
2

0
2

L

g

L
c −








=

v
  

 (  في  حصل عل  8وبالتعويض هن المعادلة )

( )






cos

2

1
cos

sin

1
sin

2

1

2

2

0

2

2

0

2

L

g

LL

g

L
−








++








−=

• vv
 

      ويمكن اعادة ترتيب المعادلة السابقة بالصورة
( )
( )

( )



coscos1

sin

sin

2

1

2
2

22

0

2

−+













−








−=

•

L

g

L

v
 

( ) ( )
( )

( )



coscos

sin

sinsin

2

1

2
2

222

0

2

−+












 −








−=

•

L

g

L

v
 

( )
( ) ( ) ( )




coscoscos1cos1

sin2

1

2

22

2

0

2

2

−+






 +−−







−=

•

L

g

L

v
 

( )
( ) ( ) ( )




coscoscoscos

sin2

1

2

22

2

0

2

2

−+






 −







−=

•

L

g

L

v
 

( )
( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( )




coscoscoscoscoscos

sin2

1

2

2

0

2

2

−++−







−=

•

L

g

L

v
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( ) 







−













+







+








−=

•





coscoscoscos

sin2

1

2

2

0

2

2

L

g

L

v
 

 في المعادلة السابقة  حصل عل     •=0ولدراسة هستويات الحركة  ضع 

( )
0coscoscoscos

sin2

1
2

0

2
=








−













−







+










 L

g

L

v
 

 =→=→=− coscos0coscos  والمستوى الأول  يعط  هن                                 

)                                 بينما يعط  المستوى الثا ي هن ) 0sincoscos
2

1 2

2

0 =−







+










L

g

L

v
 

( ) 0cos1coscos
2

1 2

2

0 =






 −−








+










L

g

L

v
 

01cos                       ويمكن اعادة ترتيب المعادلة السابقة بالصورة 
2

cos
2

cos
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0

2

02 =−++ 
gLgL

vv
و هي  

 صورة هعادلة هن الدرجة الثا ية في وحلدا يكون بال
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وعندها يصعد ال سيم ال  حافة  صف القشرة الكروية تكون  
2


  (  حصل عل   9وهن المعادلة )  =

 

2

1

2

0

2
2

0

2

0 1cos
2

4
22

1

4
0)

2
(cos























−−








−== 



gLgLgL

vvv
 

 

























−−










=










→

























−−










−= 1cos

2
4

22
1cos

2
4

22
0

2

0

2
2

0

2
2

0

2

1

2

0

2
2

0

2

0 
gLgLgLgLgLgL

vvvvvv
 




 sec2
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01cos
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 صبح السرعة الابتدا ية المطلوبة بالصورة وبذلك ت

2

1

0 sec2 







= gLv                                                                      (10) 

   وكان أكبر وأةل عمق تح  هركزها  هو كرة هلساء  ل عل  السطح الداخلي ةذف جسيم -( 2) هثال
2

,
4

LL
 عل   

تح  المركز فان رد ال عل يصبح   hه عندها يكون ال سيم عل  عمق  أ  ن أرب  الترتيب 
2

1

2

3








+

L
h

L

mg
    Lحيث 

 ؟   الأرضية ال اذبية ع لةgو 

 الحتتتتتتتتتتتتل 
 والقوى التي تيرر عليه هوزعة  كما بالشكلن  mث كتلة بالشكل المقابل حي بيخذ هوضع اختياري لل سيم  كما
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 بالصورة والتي تكون هعادلات الحركة لل سيم  بكاتبة 

RmgLLm −=







−− ••  cossin222

                              (1) 

 sincossin
2

mgLLm −=







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( ) 0sin
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2 =






 • 
 dt

dL
m                                                (3) 

 (  حصل 3وبتكاهل المعادلة )

(4)                                         



2

1
1

2

sin
sin

c
c =→= ••   

 

 (  حصل عل 2(  في المعادلة )4وبالتعويض هن المعادلة )




 sincossin
sin
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
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
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( ) 
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 sincossin

32

1
L

g
c

d

d
−=−

−
•

•  

( )  −=
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g
dcd sincossin

32
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( )
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2
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2

cos
sin

1

2
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2
c

L

g
c ++−=

•





                                (5)       

حيث الحركة هحصورة بين المستويين   وهن الشروط الابتدا ية و
2

,
4

LL
 والذى يظدران كما بالشكل  



31 

 

 
 

 ( •=0لاعتبار أن ) ( هع الأخذ في ا5وبالتعويض في المعادلة )

لمستوى الأول  ل
4

L
  حصل عل  
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للمستوى الأول  
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 بطرح المعادلتين السابقتين  حصل عل   
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 ك ويكون كذل
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   حصل عل عل  الترتيب  (5)( , 4)وبالتعويض في المعادلة  




2
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1

sin

1
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







=•

L

g
                                                                            (6) 
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 (  حصل عل     1(  في المعادلة )7( , )6ولحساا رد ال عل  عو  هن المعادلة  )
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
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
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
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




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mgR                                                                         (8) 

 تح  المركز أي ا نا  ستطيع تكوين الشكل المقايل    hعندها يكون ال سيم عل  عمق 

 
 فان رد ال عل يصبح 









+=→




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h
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   صف ةطرهاهلساء قشرة كروية ستوى أفقي عل  السطح الداخلي لةذف جسيم في ه  -( 3) هثال
2

L
 وبسرعة   

ابتدا ية هقدارها                
3

7 Lg
Lوهن عل  عمق   

3

2
 تح  المركزن أرب  أن النقطة المادية سوف ترت ع فوق   

Lالمركز هسافة هقدارها              
3

1
   )رد فعل القشرة الكروية عل  ال سيم  ( ط عل  القشرة الكرويةو أن الضغ 

   ؟ الأرضية ال اذبية  ع لةgينعدم عند هذا الموضع  حيث             

 الحتتتتتتتتتتتتل 
 عليه هوزعة  كما بالشكلن والقوى التي تيرر  mبالشكل المقابل حيث كتلة  بيخذ هوضع اختياري لل سيم  كما
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 بالصورة والتي تكون هعادلات الحركة لل سيم  بكاتبة 

 

Rmg
LL

m −=







−− ••  cossin

22

222
                                  (1) 

 sincossin
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2
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m −=








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( ) 0sin
sin
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
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







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 dt

d

L

m                                                           (3) 

 (  حصل 3وبتكاهل المعادلة )

(4)                                                                              1

2sin c=•    

ان المستوى الأول للقذف هو   وب ر    t=0وهن الشروط الابتدا ية وعندها   ••وكذلك   = = 0   بذلك يكون

 2

01 sin•=c ( حصل عل  4وبالتعويض في المعادلة  ) 






2

2

0
sin

sin•• =                                                                                 (5) 

 ( في الات اه الأفقي تعط  هن 0vبسرعة ابتدا ية )   فإن ال سيم ةد ةذف  t=0 وهن الشروط الابتدا ية أيضا وعندها 

00 )sin( =

•= tr v  والتي بالصورة 




sin

2
sin

2

0
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L

L v
v =→= ••                                                   (6)   

 (  حصل عل 5في المعادلة ) ( 6وبالتعويض هن المعادلة )
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 (  حصل عل 2(  في المعادلة )7وبالتعويض هن المعادلة )
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فإن   t=0وهن الشروط الابتدا ية وعندها    وبذلك يكون  •=0وكذلك    =
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 (  في  حصل عل  8وبالتعويض هن المعادلة )
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  أو 
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       ويمكن اعادة ترتيب المعادلة السابقة بالصورة
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 في المعادلة السابقة  حصل عل     •=0ولدراسة هستويات الحركة  ضع 
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 =→=→=− coscos0coscos  والمستوى الأول يعط  هن                                 

)                                بينما يعط  المستوى الثا ي هن ) 0sin
2

coscos
2

2

1 2

2

0 =−







+
















L

g

L

v
 

( ) 0cos1
2

coscos
2

2

1 2

2

0 =






 −−








+
















L

g

L

v
 

01cos                 ويمكن اعادة ترتيب المعادلة السابقة بالصورة 
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وحيث أن   
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=   جذر هرفو                                           
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−
=   المستوى الثا ي للحركة                                      

وحيث  dولإي اد المسافة الرأسية التي يرت عدا ال سيم أعل   صف القطر   ر  أن هذه المسافة كما بالشكل هي 

أن المستوى الثا ي وهو    كما بالشكل ن  =

 

هن الشكل واضح أن  
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Ldوهذا يشير ال  أن ال سيم يرت ع فوق المركز هسافة هقدارها  
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••( وذلك بالتعويض عن 1ويعط  رد ال عل هن العلاةة )   عل  الترتيب  ( 9, ) ( 7هن العلاةتين ) ,
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وعندها   تمثل المستوى الأول يعط  رد ال عل بالصورة تمثل المستوى الثا ي  و حيث ان  =
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0=R  

 

 

 بين دا رتين أفقيتين الأولي فوق  L   صف ةطرهاجسيم عل  السطح الداخلي لقشرة كروية هلساء   يتحرك  -( 4) هثال

المركز بمسافة
3

L
والثا ية أس ل المركز بمسافة 

3

2 L
 عندها يقع في المستوى الأفقي  ن أرب  أن هقدار سرعة ال سيم  

20/7tanو ات اهدا يصنع زاوية هع الأفقي تعط  بالصورة  Lg2المار بالمركز تساوي     و أن رد فعل   −1

   ال اذبية   لةعgالقشرة الكروية عل  ال سيم عند أس ل هوضع يساوى ضعف رد ال عل عند أعلي هوضع  حيث 

   ؟  الأرضية
 الحتتتتتتتتتتتتل 

 والقوى التي تيرر عليه هوزعة  كما بالشكلن  mبالشكل المقابل حيث كتلة  بيخذ هوضع اختياري لل سيم  كما

 
 

 بالصورة والتي تكون هعادلات الحركة لل سيم  بكاتبة 
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 (  حصل 3وبتكاهل المعادلة )

(4)                                         
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 (  حصل عل 2(  في المعادلة )4لمعادلة )وبالتعويض هن ا
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بين المستويين   حيث الحركة هحصورة وهن الشروط الابتدا ية و
3

,
3

2 LL
 والذى يظدران كما بالشكل  

 
 

المستوى الأول  
3

L
 أعل  المركز هن ذلك  حصل عل   
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المستوى الثا ي 
3

2 L
 أس ل المركز هن ذلك  حصل عل   

3

2
cos,

3

5
sin ==   

 ( •=0( هع الأخذ في الاعتبار أن ) 5ض في المعادلة )وبالتعوي
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للمستوى الأول  
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 بطرح المعادلتين السابقتين  حصل عل   
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 ويكون كذلك 
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 ( عل  الترتيب  حصل عل  5( , )4وبالتعويض في المعادلة ) 
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 لاح  ان هركبات السرعة تعطي هن العلاةة 









=








= •••••  sin,,0sin,, LLrrrv


 

 والتي تعط  بالصورة  
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ولحساا السرعة عندها يمر ال سيم بالمستوى الأفقي )أي أن  
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ويعط  ات اه السرعة  عند 
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++= ggmmgR 4cos2cos   









+= 4cos3 mgR                                                           (12) 

المركز بمسافة  فوقعندها يكون ال سيم 
3

L
 ( بالصورة 12يعطي رد ال عل هن المعادلة ) 

mgRmgRmgR 34)
3

1
(34)(cos3 111 =→









+−=→








+−=   

أس ل المركز بمسافة بينما عندها يكون ال سيم 
3

2 L
 ( بالصورة 21هن المعادلة ) يعطي رد ال عل 
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mgRmgRmgR 64)
3

2
(34)(cos3 222 =→









+=→








+=   

 

12 26 RmgR ==  أي ان                             

 

 

 

 

 

 

 

 

ةذف جسيم في هستوى أفقي بسرعة ابتدا ية هقدارها (:5)هثال
2

1

3







 hg
 هن  قطة عل  السطح الداخلي لمخروط 

 أرب  أن أد ي  قطة   ن هن رأس المخروط hعل  ارت اع دا ري ةا م أهلس هحوره راسي ورأسه لأس ل وذلك 

  يصل اليدا ال سيم عل  ارت اع
2

h
 ؟  الأرضية  ال اذبية  ع لةgهن رأس المخروط حيث  

 الحتتتتتتتتتتتتل 
)ر المحاور واختيا  بالشكل المقابل بيخذ هوضع اختياري لل سيم  كما )XYZ   بحيث تكون هي المحاور الثابتة وأن

( )zyx   هي المحاورة الدا رة هع ال سيم بحيث يكونx  في ات اه تزايد  صف القطر والمحورz    في الات اه

)عمودي عل  المستوى    yبينما المحور  xالعمودي عل  المحور  )zx   كما  الموترة عل  ال سيمالقوى ن وتكون

   نوه  كل هن الوزن راسيا ال  اس ل ورد ال عل عموديا  عل  سطح المخروط  بالشكل
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 بالصورة  يانالأسطوا ية تعط  ات الإحداري في والع لة  السرعةهن المعروف بين هركبات 

( )•••= z,, v


, ( ) 







−=

•••••• z
dt

d
,

1
, 22




a


 

 بالصورة والتي تكون لل سيم   وبكتابة هعادلات الحركة

 cos
2

Rm −=






 − •••                                                                 (1) 

( ) 02 =•
 dt

dm
                                                                                 (2) 

mgRzm −=
•• sin                                                                          (3) 

  هن هندسة الشكل واضح أن و

 tanz=                                                                                        (4) 

 ( ال  الصورة  3-1لذلك سوف  حول  ظام المعادلات )و

 costan
2

Rzzm −=






 − •••                                                         (5) 

→=





















 • 0tan
tan

2




z
dt

d

z

m
      ( ) 02 =•z

dt

d
                            (6) 

mgRzm −=
•• sin                                                                            (7) 

 (  حصل 6وبتكاهل المعادلة ) 
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(8)                                                                                         1

2 cz =•   

••فإن    t=0وهن الشروط الابتدا ية وعندها   = 0   ,hzz == =•وبذلك يكون   0 0

2

1 hc   وبالتعويض في

 (  حصل عل  8المعادلة )

•• = 02

2


z

h
                                                                                         (9) 

والتي  ( في الات اه الأفقي  0vفإن ال سيم ةد ةذف  بسرعة ابتدا ية )   t=0وهن الشروط الابتدا ية أيضا وعندها  

 تعط  هن 




tan

0

0

0
0000

h

vv
v ==→= ••                                                        (10)   

 (  حصل عل  9(  في المعادلة )10وبالتعويض هن المعادلة )




tantan 2

00

2

2

z

h

hz

h vv
==•                                                                      (11) 

وال مع   cos( في7والمعادلة )  cos( في5( وذلك بضرا المعادلة )7(, )5بحذف رد ال عل بين المعادلتين  ) 

  حصل عل  

    





coscossincos

sincossintan
2

mgRzm

Rzzm

−=

−=






 −

••

•••

 

 coscossintan
2

gzzz −=+






 −
•••••  

 2222
coscossin gzzz −=+







 −
•••••  

( )  22222 cossincossin gzz −=−+ •••
 

 222
cossin gzz −=− •••                                                                      (12) 

 (  حصل عل  12(  في المعادلة )11وبالتعويض هن المعادلة )




22

2

2

0 cossin
tan

g
z

h
zz −=








−

•• v
 




 22

3

2

022

2

2

0 coscos
1

tan
coscos g

z

h
zg

z

h
zz −=








−→−=








−

•••• vv
 

( ) ( )  −=−→−=− −••−
•

• dzgdzzhdzzgzh
dz

dz
z  2322

0

2232

0 coscoscoscos vv  

( ) 2

22

2

2

0

2
coscos

2

1

2

1
czg

z
hz =++• v                                                   (13) 

tconshzفإن )  t=0وهن الشروط الابتدا ية كذلك وعندها   tan==  0( وهندا=•z  2ويعط  بذلكc         بالصورة

( ) 2

22

2

2

0 coscos
2

1
chg

h
h =+ v     

( ) ( )  22

2

2

0

22

2

2

0

2
coscos

2

1
coscos

2

1

2

1
hg

h
hzg

z
hz +=++• vv  

( ) ( ) 0cos2cos
11 22

22

2

0

2
=−+








−+•  hzg

hz
hz v                                          (14) 

 ( لذلك  حصل 14ف  المعادلة ) z•=0تويات الحركة  ضع  لدراسة هس
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( ) ( ) ( )
( )( )

( ) 0202
22

2

022

22
2

0 =−+






 +−
→=−+







 −
hzg

hz

zhzh
hhzg

hz

zh
h vv  

( ) 0,02
22

2

0 =−=−






 +
hzg

hz

zh
h v  وهندا                                                                                

hzحيث تمثل      المستوى الثا ي للحركة بالصورة المستوى الأول  بينما يعط=

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

1

2

1
0

2

1 2

0

2

0

222

0 =−−→=−+ h
g

z
g

zzzh
g

vvv  

( ) ( ) ( )
























+=

2

1

2

0

4

02

2

0
2

4

4

1

2

1

2

1
h

ggg
z vvv  

































































+



















































=

2

1
2

2

1
4

2

1

2

2

2

1

32

4

34

1

32

1

2

1
h

hg

g

hg

g

hg

g
z  























+=




























+








=

2

1
2

1
2

2 3

2

36

1

6

1

232

4

34

1

32

1

2

1 h
h

hg

g

hg

g

hg

g
z  

h
hh

z
h

z
hh

z
3

2

6

4

26

5

6

1

2
,

26

5

6

1

2
241

6

1

6

1

2

2

1

−=







−=









−==→








=
























+=  

ةذف جسيم في هستوى أفقي بسرعة ابتدا ية هقدارها  (:6هثال )
2

1

2

2









+ cc

hg
  هن  قطة عل  السطح الداخلي 

   ع لةgهن رأس المخروط حيث  hوذلك عل  ارت اع    للمخروط دا ري ةا م أهلس هحوره راسي ورأسه لأس 

   الذى والمستوى  الابتدا ي المستوى هما هستويين أرب  أن الحركة هحصورة بين ن راب   c,  الأرضية ال اذبية

   ةدرها هسافة المخروط رأس عن يرت ع
c

h
 ؟ 

 ل تتتتتتتتتتتتتتتتتتتالح 
)واختيار المحاور  بالشكل المقابل بيخذ هوضع اختياري لل سيم  كما )XYZ   بحيث تكون هي المحاور الثابتة وأن

( )zyx بحيث يكون    هي المحاورة الدا رة هع ال سيمx  في ات اه تزايد  صف القطر والمحورz    في الات اه

)عمودي عل  المستوى    yبينما المحور  xالعمودي عل  المحور  )zx   كما   سيمالموترة عل  الالقوى ن وتكون

   نوه  كل هن الوزن راسيا ال  اس ل ورد ال عل عموديا  عل  سطح المخروط  بالشكل
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 بالصورة  يان ية تعط الأسطوا الإحداريات  في والع لة  السرعةهن المعروف بين هركبات 

( )•••= z,, v


, ( ) 







−=

•••••• z
dt

d
,

1
, 22




a


 

 الصورة بوالتي تكون لل سيم   وبكتابة هعادلات الحركة

 cos
2

Rm −=






 − •••                                                                 (1) 

( ) 02 =•
 dt

dm
                                                                                 (2) 

mgRzm −=
•• sin                                                                           (3) 

  هن هندسة الشكل واضح أن و

 tanz=                                                                                         (4) 

 ( ال  الصورة  3-1لذلك سوف  حول  ظام المعادلات )و

 costan
2

Rzzm −=






 − •••                                                          (5) 

→=





















 • 0tan
tan

2




z
dt

d

z

m
      ( ) 02 =•z

dt

d
                             (6) 

mgRzm −=
•• sin                                                                             (7) 

 (  حصل 6وبتكاهل المعادلة ) 
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)8(                                                                                          1

2 cz =•   

••  فإن  t=0وهن الشروط الابتدا ية وعندها   = 0   ,hzz == =•بذلك يكون  و 0 0

2

1 hc   وبالتعويض في

 (  حصل عل  8المعادلة )

•• = 02

2


z

h
                                                                                           (9) 

والتي  ( في الات اه الأفقي  0vم ةد ةذف  بسرعة ابتدا ية ) يفإن ال س  t=0وهن الشروط الابتدا ية أيضا وعندها  

 تعط  هن 




tan

0

0

0
0000

h

vv
v ==→= ••                                                         (10)    

 (  حصل عل  9(  في المعادلة )10وبالتعويض هن المعادلة )




tantan 2

00

2

2

z

h

hz

h vv
==•                                                                       (11) 

وال مع   cos( في7والمعادلة )  cos( في5( وذلك بضرا المعادلة )7(, )5بحذف رد ال عل بين المعادلتين  ) 

  حصل عل  

    





coscossincos

sincossintan
2

mgRzm

Rzzm

−=

−=






 −

••

•••

 

 coscossintan
2

gzzz −=+






 −
•••••  

 2222
coscossin gzzz −=+







 −
•••••  

( )  22222 cossincossin gzz −=−+ •••
 

 222
cossin gzz −=− •••                                                                      (12) 

       (  حصل عل 21(  في المعادلة )11وبالتعويض هن المعادلة )


22

2

2

0 cossin
tan

g
z

h
zz −=








−

•• v
 




 22

3

2

022

2

2

0 coscos
1

tan
coscos g

z

h
zg

z

h
zz −=








−→−=








−

•••• vv
 

( ) ( )  −=−→−=− −••−
•

• dzgdzzhdzzgzh
dz

dz
z  2322

0

2232

0 coscoscoscos vv  

( ) 2

22

2

2

0

2
coscos

2

1

2

1
czg

z
hz =++• v                                                   (13) 

tconshzفإن )  t=0وهن الشروط الابتدا ية كذلك وعندها   tan==  0( وهندا=•z  2ويعط  بذلكc         بالصورة

( ) 2

22

2

2

0 coscos
2

1
chg

h
h =+ v     

( ) ( )  22

2

2

0

22

2

2

0
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coscos
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1
coscos
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2
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hg
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hzg

z
hz +=++• vv  

( ) ( ) 0cos2cos
11 22
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2

0
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=−+








−+•  hzg

hz
hz v                                          (14) 

 ( لذلك  حصل 14ف  المعادلة ) z•=0لدراسة هستويات الحركة  ضع  
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)                                                                           وهندا ) 0,02
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
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
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hzحيث تمثل    المستوى الأول  بينما يعط  المستوى الثا ي للحركة بالصورة =
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


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



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
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
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
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
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+


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
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

+
=

2

1
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2

1

2

2
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2

2

2
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4
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2

1

2

1
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h
h

cc

hg

gcc

hg
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hg

g
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( ) ( ) ( ) ( )cc

ch

cc
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c
cc

h
cc
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h
z

+

++
=

+

















+

=






































+

+
=

























++

+
=
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2

1
2

2

2

1

2

2 2

)12(1(

2

121
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2

1441
2

 

( ) ( ) ( ) c

h
z

c

h

c

ch

cc

ch

cc

ch
z =→=

+

+
=

+

+
=

+

++
=

12

)1(2

2

)22(

2

)12(1(
22

               وهو المستوى الثا ي للحركة               

اذا كا    ليتحرك جسيم عل  السطح الداخلي لمخروط دا ري ةا م أهلس هحوره راسي ورأسه الي أس  –(  7) هثال

,21هما  هستويين الحركة هحصورة بين hh    فوق رأس المخروط أوجد رد ال عل الواةع عل  ال سيم عندها يكون عل

 ؟ المخروط  رأس فوق h  ارت اع

 ل تتتتتتتتتتتتتتتتتتتالح 
 

)واختيار المحاور  بالشكل المقابل بيخذ هوضع اختياري لل سيم  كما )XYZ الثابتة وأن   بحيث تكون هي المحاور

( )zyx   هي المحاورة الدا رة هع ال سيم بحيث يكونx  في ات اه تزايد  صف القطر والمحورz    في الات اه

)ل  المستوى  ععمودي   yبينما المحور  xالعمودي عل  المحور  )zx   كما  الموترة عل  ال سيمالقوى ن وتكون

   نوه  كل هن الوزن راسيا ال  اس ل ورد ال عل عموديا  عل  سطح المخروط  بالشكل
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 بالصورة  يان ية تعط الأسطوا الإحداريات  في والع لة  السرعةهن المعروف بين هركبات 

( )•••= z,, v


, ( ) 







−=

•••••• z
dt

d
,

1
, 22




a


 

 بالصورة والتي تكون لل سيم   وبكتابة هعادلات الحركة

 cos
2

Rm −=






 − •••                                                                  (1) 

( ) 02 =•
 dt

dm
                                                                                  (2) 

mgRzm −=
•• sin                                                                           (3) 

  هن هندسة الشكل واضح أن و

 tanz=                                                                                         (4) 

 ( ال  الصورة  3-1لذلك سوف  حول  ظام المعادلات )و

 costan
2

Rzzm −=






 − •••                                                          (5) 

→=





















 • 0tan
tan

2




z
dt

d

z

m
      ( ) 02 =•z

dt

d
                             (6) 

mgRzm −=
•• sin                                                                            (7) 

 (  حصل 6وبتكاهل المعادلة ) 
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2

1
1

2

z

c
cz =→= ••  2tan هن هقام هذه المعادلة         (8)     لاح  ا نا حذفنا 

وال مع   cos( في7والمعادلة )  cosيف( 5( وذلك بضرا المعادلة )7(, )5بحذف رد ال عل بين المعادلتين  ) 

  حصل عل  

    





coscossincos

sincossintan
2

mgRzm

Rzzm

−=

−=






 −

••

•••

 

 coscossintan
2

gzzz −=+






 −
•••••  

 2222
coscossin gzzz −=+







 −
•••••  

( )  22222 cossincossin gzz −=−+ •••  

 222222
cossincossin gzzgzz −=→−=− ••••••                  (9) 

     (  حصل عل 9المعادلة ) ي(  ف8وبالتعويض هن المعادلة )

 22

2

2

1 cossin g
z

c
zz −=








−

••  

 22

3

2

1 coscos
1

g
z

cz −=−
••  

 −=−→−=− −••−
•

• dzgdzzcdzzgzc
dz

dz
z  2322

1

2232

1 coscoscoscos  

2

22

2

2

1

2
coscos

2

1

2

1
czg

z
cz =++•                                                        (10) 

,21هما  هستويين الحركة هحصورة بين  وحيث أنوهن الشروط الابتدا ية  hh  0 وعند كل هندم=•z  ويعط  بذلك

21, cc ( 10هن المعادلة   )        بالصورة    

2

2

1

2

2

1

2

1 coscos
2

1
chg

h
c =+                                                                (11) 

2

2

2

2

2

2

2

1 coscos
2

1
chg

h
c =+                                                                (12) 

( ) ( ) 0
2

0coscos
11

2
212

2

2

1

2

1

2

2

2

12

21

2

2

2

2

1

2

1 =−+






 −
→=−+








− hhg

hh

hhc
hhg

hh

c
  

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

0
2

2

2

2

112

2

1
21

2

2

2

11212

2

1 =−+→=−+−+ hhghh
c

hhhhghhhh
c

 

12

2

2

2

12

1 2
hh

hh
gc

+
=                                                                                  (13) 

2

2

1

2

2

112

2

2

2

1 coscos
2

1
2 chg

hhh

hh
g =+









+
  

2

12

2

2
12 cos









+
+=

hh

h
hgc                                                                  (14) 
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2

2

1

12

2

2

2

1

1

2

2

z

hh

hh
g

cz









+
=→= ••                                                      (15) 

                               ( 1( في ) 9وبالتعويض هن )  costancossin
2222

Rzgzm −=






 −− •• 

 costancos)1(sin 222
Rgzm −=








−−•  

 costancos)cos( 222
Rgzm −=








−−•  

 sincostan
22









+=→








+= •• gzmRgzmR            (16) 

 ( 16( في ) 15وبالتعويض هن ) 

 sin

2

sin

2

4

12

2

2

2

1

2

2

2

1

12

2

2

2

1



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















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


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=
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





















+
































+
= g

z

hh

hh
g

zmg
z

hh

hh
g

zmR  

sin1
2

11

2

2

2

1

3



















+









+

=

hh

hh

z
gmR  

hzوعل  ارت اع    يعط  الضغط بالصورة   =

sin1
2

3

11

2

2

2

1



















+









+

=

hhh

hh
gmR  

 

 هن  قطة عل  السطح الداخلي  0vدارها ةذف جسيم في هستوى أفقي بسرعة ابتدا ية هق -( 8) هثال

 أرب  أن   نهن رأس المخروط hوذلك هن عل  ارت اع    للمخروط دا ري ةا م أهلس هحوره راسي ورأسه لأس 

 المعادلة الت اضلية لمسقط هسار ال سيم عل  المستوى الأفقي المار براس المخروط  هي 

0cos
2

2

2

2

=−+
u

c
u

d

ud



    حيث 



1
=u  ,  هو  صف ةطر الدا رة الأفقية المارة بال سيم عند أى لحظة كذلك 

g
h

g
c

22

0

2coscot

v


=,g؟  الأرضية ع لة ال اذبية 

 ل تتتتتتتتتتتتتتتتتتتالح 
)واختيار المحاور  بالشكل المقابل ابيخذ هوضع اختياري لل سيم  كم )XYZ   بحيث تكون هي المحاور الثابتة وأن

( )zyx  سيم بحيث يكون  هي المحاورة الدا رة هع الx  في ات اه تزايد  صف القطر والمحورz    في الات اه

)عمودي عل  المستوى    yبينما المحور  xل  المحور العمودي ع )zx   كما  ال سيم الموترة عل القوى ن وتكون

   نوه  كل هن الوزن راسيا ال  اس ل ورد ال عل عموديا  عل  سطح المخروط  بالشكل
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 بالصورة  يان ية تعط الأسطوا الإحداريات  في والع لة  عةالسرهن المعروف بين هركبات 

( )•••= z,, v


, ( ) 







−=

•••••• z
dt

d
,

1
, 22




a


 

 بالصورة ن والتي تكو لل سيم   وبكتابة هعادلات الحركة

 cos
2

Rm −=






 − •••                                                               (1) 

( ) 02 =•
 dt

dm
                                                                                (2) 

mgRzm −=
•• sin                                                                          (3) 

  هن هندسة الشكل واضح أن و

 tanz=                                                                                        (4) 

 ( ال  الصورة  3-1لذلك سوف  حول  ظام المعادلات )و

 costan
2

Rzzm −=






 − •••                                                         (5) 

→=





















 • 0tan
tan

2




z
dt

d

z

m
      ( ) 02 =•z

dt

d
                            (6) 

mgRzm −=
•• sin                                                                            (7) 

 (  حصل 6اهل المعادلة )وبتك  
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)8(                                                                                         1

2 cz =•   

 

1                     لاح  لو أ نا اعتبر ا التكاهل بالصورة

2

22

tan0tan czz
dt

d
=








→=






















 ••                           

0sin                                                                   بالصورة  الندا يحل سوف يكون ال
2

2

2

2

=−+
u

c
u

d

ud



 

 

 

••  فإن  t=0الشروط الابتدا ية وعندها   وهن = 0   ,hzz == =•وبذلك يكون   0 0

2

1 hc   وبالتعويض في

 (  حصل عل  8المعادلة )

•• = 02

2


z

h
                                                                                         (9) 

والتي  ( في الات اه الأفقي  0vفإن ال سيم ةد ةذف  بسرعة ابتدا ية )   t=0وهن الشروط الابتدا ية أيضا وعندها  

 تعط  هن 




tan

0

0

0
0000

h

vv
v ==→= ••                                                        (10)   

 (  حصل عل  9(  في المعادلة )10وبالتعويض هن المعادلة )




tantan 2

00

2

2

z

h

hz

h vv
==•                                                                      (11) 

وال مع   cos( في7والمعادلة )  cos( في5( وذلك بضرا المعادلة )7(, )5بحذف رد ال عل بين المعادلتين  ) 

  حصل عل  

    





coscossincos

sincossintan
2

mgRzm

Rzzm

−=

−=






 −

••

•••

 

 coscossintan
2

gzzz −=+






 −
•••••  

 2222
coscossin gzzz −=+







 −
•••••  

( )  22222 cossincossin gzz −=−+ •••
 

 222
cossin gzz −=− •••                                                                      (12) 

     (  حصل عل 12(  في المعادلة )11وبالتعويض هن المعادلة )


22

2

2

0 cossin
tan

g
z

h
zz −=








−

•• v
 




 22

3

2

022

2

2

0 coscos
1

tan
coscos g

z

h
zg

z

h
zz −=








−→−=








−

•••• vv
           (13) 

 (  حصل عل   13( في )4لة )وبالتعويض هن المعاد 




 22

33

2

0 coscos
cot

1

tan
cot g

h
−=








−

•• v
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









 22

33

2

0 coscos

)
sin

cos
(

1

tansin

cos
g

h
−=








−

•• v
 









 cossincossin

)
sin

cos
(

1

tan 33

2

0 g
h

−=







−

•• v
 







 cossin

cos

sin1

tan 2

4

3

2

0 g
h

−=







−

•• v
 




 cossintansin
1

tan

22

3

2

0 g
h

−=







−

•• v
                                        (14) 

  وحيث أن 


1
=u    وهندا

u

1
= 

dt

du

uudt

d

dt

d
2

1
)

1
( −===• 

  

  تبع التالي   لتحويل المعادلة السابقة بدلالة و













d

du

ud

du

dt

d

ud

d

dt

du

u

•• −=−=−=
222

111
 

    (  حصل عل  11المعادلة ) هن •لتعويض عن  با









d

duh

ud

du

z

h

ud

du

u


















−=







−=−= ••

tan
tan

1

tan
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2

2

0

22

0

22

vv
 















d

du
h

d

du

u

h

ud

duh

u
tan

1

tan1

tan

1
0

2

0

22

0

2
v

vv
−=



















−=


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