
    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



    



 انباب الأول                                          

  مقـــــــذمــــــــت 1-1
اىَؼااات ال اىضلتةااايٞل ٍاااِ اىَ٘ةااا٘ػتل اىٖتٍااال ى٘لٗ ٕااات  اااٜ م ٞااا  اىؼياااً٘ ٍ اااو 

اى ٝتةٞتل اىبحضل ٗ اىضطبٞقٞل ٗ ٜ اىطبٞؼل ٗ اىنَٞٞتء ٗ ٜ م ٞ  ٍاِ اىؼياً٘ اىْٖيةاٞل 

حيٖات ػياٜ اىَؼات ال اىضلتةايٞل ٗماذىل مذ اذ    ن ٞ  ٍاِ ٍاات و ااّحْاتء مؼضَاي  اٜ

ااجااااتً ٗ اىذ اااذ تل اىنٖ  ٞااال ٗاّضقاااته اىحااا الم ٗاّضئاااتل ااجااااتً اىذا بااال ٗةااا ػل 

 . اىضلتػلال اىنَٞٞت ٞل

 تعريف انمعادلاث انتفاضهيت : 1-2

x ُ ٗ   اىاال  ااٜ اىَض ٞاا  y ّلاا أ  ُ 
, ,...,

n
y y y   اىَئااضقتل اىضلتةاايٞل ٍااِ اى مباال

 انُ لٛ ػلاةال ما  ظ  x  تىْاابل لىاٜ y ااٗىٜ ٗ اى تّٞل حضٜ اىَئضقل اىّْ٘ٞل ىيَض ٞا 

ِٞ  ,x y حي اىَئضقتل اىات قل ماَٜ "ٍؼت ىل ملتةيٞل ػت ٝل"  ٍت لذا متّت ٗ y  اىال 

 ٜ ام   ٍِ ٍض ٞ  ٗىٖت ٍئضقتل جز ٞل  نّٖت ماَٜ "ٍؼت ىل ملتةيٞل جز ٞال " ّٗاذم  

 ااُ  ؼض ااٍ يل اىَخضيلل ىيَؼت ال اىضلتةيٞل اىؼت ٝل .
2

2

2

4 2

4 2

0.......................................(1)

5 cos 2 ......................................(2)

d y
w y

dx

d y d y
x x

dx dx

 

  

 

 
3

2 4

3

2 2
2

2 2

2

2 2

( ) 2( ) 2 5......................................(3)

......................................(4)

1
......................................(5)

d y dy
yx

dx dx

y y
a

t x

y y

t a x

  

 


 

 


 

 

 رتبت ودرجت انمعادنت انتفاضهيت : 1-3

درجةت  .ٕٜ لمبل  ػيٜ ٍئضقل ٍ٘ج٘ ٓ  ٜ اىَؼت ىل اىضلتةايٞل رتبت انمعادنت انتفاضهيت

ٕااٜ ااا اىااذٛ ٝ  ااغ اىٞاال  ػيااٜ ٍؼااتٍيٜ ملتةاايٜ اىَحااي  ى مباال  انتفاضةةهيت انمعادنةةت

 .اىَؼت ىل

 اى مبل اى تّٞل ٗاىيلجل ااٗىٜ .( ٕٜ ٍؼت ىل ٍِ 1 َ لاً اىَؼت ىل ) 

 ( ٍِ اى مبل اى ا ؼل ٗاىيلجل الأٗىٜ .2ٗاىَؼت ىل )

 ( ٍؼت ىل ٍِ اى مبل اى تى ل ٗ اىيلجل اى تّٞل .3ٗاىَؼت ىل )

 ( ٍؼت ال ملتةيٞل جز ٞل .5(ٗ)4ٗاىَؼت ىل )



 تكوين انمعادنت انتفاضهيت : 1-4

 تلٝل ّل أ  ُ ىيْٝت اىؼلاةل ٝضٌ منِ٘ٝ اىَؼت ىل اىضلتةيٞل  حذف اى ٘ا ت ااخضٞ
( , , ) 0......................(1)f x y c  

ٕااذٓ اىَؼت ىاال مَ ااو ٍاَ٘ػاال اىَْحْٞااتل اىَاااض٘ٝل ذال اىبااتلاٍض  اى٘احااي ٗ ضلتةااو 

,ّحصو ػيٜ ٍؼت ىل محض٘ٛ ػيٜ  x تىْابل لىٜ 1)اىؼلاةل ) , ,x y y c ِٗىضن 
 , , , 0.............................(2)x y y c   

 ( ّحصو ػيٜ ػلاةل  ٜ اىص٘لم 1( ، )2ٍِ ) cٗ حذف
( , , ) 0......................(3)x y y   

( ٕٜ ٍؼت ىل ملتةيٞل ػت ٝل ٍِ اى مبل ااٗىٜ حصيْت ػيٖٞت ّضٞال ىحذف 3ٗ اىؼلاةل )

اىضلتةايٞل ىَاَ٘ػال اىَْحْٞااتل ٗماااَٜ ٕاذٓ اىَؼت ىال  تىَؼت ىاال  ثت ات اخضٞاتلٛ ٗاحاي

(1. ) 

  ٗىض٘ةٞح  ذىل ّؼضب  اىَ ته اامٜ
 2 4y a x c  

ثت اات ٍطيااذ  ٖااذٓ اىَؼت ىاال مَ ااو ٍاَ٘ػاال ٍااِ  aٕاا٘  ااتلاٍض  اىَاَ٘ػاال cحٞاا 

4aاىقطتػااتل اىَنت  اال اىضااٜ ٍح٘لٕاات اىَحاا٘ل اىاااْٜٞ ٗٗم ٕاات اىباا لٛ اىؼَاا٘ ٛ

  تىضلتةو ّحصو ػيٜ 

2
dy

y a
dx

 

  .ٕٗذٓ ٕٜ اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ىَاَ٘ػل اىقطتػتل اىَنت  ل

  اػضب ّت اىؼلاةلٗ ٜ اىحتىل اىؼتٍل اذا 

1 2( , , , ,...., , ) 0............................(4)nf x y c c c  

ٍاِ اىباتلاٍض ال nٕٗذٓ اىؼلاةال محضا٘ٛ ػياٜ
1 2c ,c ,...cn

ىيحصا٘ه ػياٜ اىَؼت ىال  

 ْحصاو  xٍِ اىَ ال اىَضضتىٞل  تىْابل اىاnٜاىضلتةيٞل اىَْتظ م ّلتةو ٕذٓ اىؼلاةل

  ٍِ اىؼلاةتل  ٜ اىص٘لم nػيٜ

 

1 1 2

2 1

1

( , , ,c ,c ,...c ) 0

( , , , ,c ,...c ) 0 ....................(5)

( , , ,......., , c ,.....,c ) 0

n

n

n

n n

x y y

x y y y

x y y y







 


   


  

 

1n( ٗػااي ٕت5( ، )4ٍااِ اىؼلاةااتل  ) َٝنااِ حااذف اى ٘ا اات
1 2c ,c ,...,cn

ٗمنااُ٘  

  ػيٜ اىص٘لمnاىْضٞال ٕٜ اىحص٘ه ػيٜ ٍؼت ىل ملتةيٞل ػت ٝل ٗلمبضٖت
 

( , , , ,......., ) 0
n

f x y y y y   

  مُ٘ اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ىَاَ٘ػل اىَْحْٞتل -: 1)ٍ ته )



 
2

1 2c 0..............................(1)x y c   
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

ٍاَ٘ػاال اىَْحْٞااتل محضاا٘ٛ ػيااٜ  ااتلا ٍضاا ِٝ  نّْاات ّلتةااو ٍاا مِٞ  حٞاا  اُ ٍؼت ىاال

   تػضبتل اُ
 

 

1 2

2

2

c 2 0............................(2)

2 2 0.......................(3)

y c y

y y c y

  

   
 

 حذف
1c ( ّحصو ػي2ٜ)  ٍِ اىَؼت ىل  

 1 2c 2 ................................(4)y c y    

 ّاي اُ  1)(  ٜ)4ّؼ٘أ ٍِ )
   

2

2 22 0..............(5)xy y c y c     

  ( ّحصو ػي3ٍِٜ اىَؼت ىل ) 2C حذف
2

2c / ................................(6)y y y    

  ( ّحصو ػيٜ اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىَطي٘  5ٜٕٗ(  ٜ )6 تىضؼ٘ٝض ٍِ )
2 0y xy   

 . ٗجي اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ىيقطتػتل اىَنت  ل اى اةٞل اىَح٘ل -:2)ٍ ته)
 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

  اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ىيقطتػتل اىَنت  ل اى اةٞل اىَح٘ل ٕٜ
2x x y c    

,ٗ حٞ  اُ ٕذٓ اىَؼت ىل محض٘ٛ ػيٜ ثلاث ث٘ا ت  ,C  

  ّلتةو ثلاث ٍ ال ٍضضتىٞل 
2 3

2 3
2 , 2 , 0

dy d y d y
x

dx dx dx
       

 اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىَطي٘ ل ٕٜ  
3

3
0

d y

dx
 

 لذا متّت  (3ٍ ته )
2 ............(1)x xy ae be   

  تثبت لُ 
2

2
2 0

d y dy
y

dx dx
   

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

  تىضلتةو ّاي  ُ 



2

2
2

2

2 ................................(2)

4 ..............................(3)

x x

x x

dy
ae be

dx

d y
ae be

dx





 

 

 

 ( ّاي  ُ   2( ، )1 اَغ )
2xdy

y ae
dx

  

         ( ْٝضج  3ُ، ) 2)ٗ اَغ )
2 2

2

2 2

2

2

6 , 2( )

2 0

xd y dy d y dy dy
ae y

dx dx dx dx dx

d y dy
y

dx dx

    

  

 

 ٕٗ٘ اىَطي٘  .

 

 

 

 

 

 

 حم انمعادلاث انتفاضهيت  1-5

حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ٕ٘ ػَيٞل اىحص٘ه ػيٜ الأصو اىنتٍو ىيَؼت ىال اىضلتةايٞل لٛ 

 ػَيٞل ػنس ػَيٞل منِ٘ٝ اىَؼت ىل ٗ اىضٜ  لةْتٕت  

  -َٗٝنِ مقاٌٞ ٕذٓ اىَؼت ال ٍِ حٞ  ط ق حيٖت لىٜ ااّ٘اع اامٞل :

 اىَؼت ال اىضلتةيٞل ذال اىَض ٞ ال اىقت يل ىلاّلصته .  -1
 ىضلتةيٞل اىَضاتّال .اىَؼت ال ا  -2
 اىَؼت ال اىضلتةيٞل ذال اىَؼتٍلال اىخطٞل .  -3
 اىَؼت ال اىضلتةيٞل اىضتٍل .  -4
 اىَؼت ال اىضلتةيٞل اىخطٞل .  -5
 ٍؼت ال   ّ٘ىٜ .  -6
 ٍؼت ال لٝنتمٜ .  -7

  مٗ ة٘ف ّيلا مو ّ٘ع ػيٜ حي

 . انمعادلاث انتفاضهيت راث انمتغيراث انقابهت نلانفصال -: 1-5-1

  -َٝنِ مضت ل اىَؼت ال اىضٜ َٝنِ  ٖٞت  صو اىَض ٞ ال ػيٜ اىئنو اامٜ :



( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

M x dx N y dy

M y dx N x dy

 

 
 

 ػيٜ لٗذىل  تىقاَ 1)ٕٗذٓ َٝنِ مح٘ٝيٖت لىٜ اىَؼت ىل )   N x M y  ُ  ٛ  

   
0

dx dy

N x M y
  

 ٕٗذٓ َٝنِ حيٖت  نج اء اىضنتٍو ٍبتش م 

 اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىؼتً حواى ٗجي  :ٍ ته
2 21 1 0x y dx y x dy    

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

2ػيٜ  ل تىقاَ 21 1x y   ّٜحصو ػي 

2 2
0

1 1

x y
dx dy

x y
 

 
 

 ٗ ضنتٍو ٕذٓ اىَؼت ىل ّحصو ػيٜ

2 2

2 2

1 1

1 1

xdx ydy
c

x y

x y c

 
 

   

 
 

 مَ و اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل ٕٜٗ 

 اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىؼتً حواى ٗجي  (2) ٍ ته
3 2 2 2 21
dy

xy x y x y
dx

    

 لـــــــــــــــــــــــــــــــــــالح

 ّضغ اىَؼت ىل ػيٜ اىص٘لم 
3 2 2 2 3 2 2

3 2 2

(1 ) (1 ), (1 )(1 )

(1 )(1 )

dy dy
xy x y x xy x y

dx dx

xy dy x y dx

      

  

 

1)2  قاٌ ط  ٜ اىَؼت ىل ػيٜ )x y 
3 2

2

1

1

y x
dy dx

y x





 

 ٗ تىضنتٍو ّحصو ػيٜ 
3 2

2 2

2 2
2 2 2 2

1
, ( )

1 1

1
ln( 1) ln , 2ln( 1)

2 2 2

y x y dx
dy dx c y dy xdx c

y x y x

y x
y x c x y x y c


     

 

        

    
 

 ٕٗذا َٝ و حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞل 



  ٗجي اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل  -( :3ٍ ته )

 
2

8 2 1 ...................(1)
dy

x y
dx

   

8   ٘ةغ -اىحو : 2 1u x y   

 ّحصو ػيٜ  xثٌ  تىضلتةو  تىْابل لىٜ

 
1

8 2 , 8
2

u y y u      

y تىضؼ٘ٝض ػِ ةَٞل    ّحصو ػيٜ  (1) ٜ اىَؼت ىل 
2 28 2 , 2 8

du
u u u

dx
     

  تىضنتٍو ّحصو ػيٜ 
1

2

1
2 , tan 2

4 2 2

du u
dx c x c

u

   
  

 اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل ٕٜ  
1 8 2 1

tan 4
2

x y
x c  

  

 انمعادلاث انتفاضهيت انمتجانست  1-5-2

ٝقته ىيياىل   ,f x y  لّٖت ٍضاتّال ٍِ  لجلn  لذا اٍنِ ٗةؼٖت ػيٜ اىص٘لم 

( , ) ( ), ( , ) ( , )n ny
f x y x f f x y x g x y

x
  

y اىل ىيَض ٞ   gحٞ  

x
  

 -ٗٝقته ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل اٟمٞل :
( , ) ( , ) 0f x y dx g x y dy  

)اّٖاات ٍضاتّااال لذا متّاات مااو ٍااِ اىااياىضِٞ  , ), ( , )g x y f x y  ٍضاتّااال ٍااِ ّلااس

 اىيلجل لٛ لُ 

( , ) ( ), ( , ) ( )n ny y
f x y x g x y x

x x
   

 اىَؼت ىل اىات قل منُ٘ ػيٜ اىص٘لم 

( ) ( ) 0...........................(1)
y y

dx dy
x x

   

َٗٝنااِ مح٘ٝااو ٕااذٓ اىَؼت ىاال لىااٜ ٍؼت ىاال ٍااِ اىْاا٘ع الأٗه  ٛ ذال ٍض ٞاا ال ةت ياال 

 ىلاّلصته ٗذىل  ل أ  ُ 

, ,
y dy dz

z y xz x z
x dx dx

    

 ( ػيٜ اىص٘لم 1ٗ ٘ةغ اىَؼت ىل )



( )
( )

,
( )

( )

( )

( )

y
dy dz zx x z

ydx dx z

x

dz z
x z

dx z










    

 
   

 

 

 ٕٗذٓ ٍؼت ىل ةت يل ىلاّلصته َٝنِ حيٖت مَت ةبذ 

 اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىؼتً حواى ٗجي  1)) ٍ ته
2 2

2 2( ) 2 0,
2

dy y x
x y dx xydy

dx xy


    

yٗٝ٘ةغ  xz  ُ  ّاي 
2 2

2

2

2
2

2

2 2

1 1
,

2 2

2
, ln ln ln(1 )

1

(1 ) , (1 )

0

dz z dz z
x z x

dx z dx z

dx z
dz x c z

x z

y
x z c x c

x

x y cx

 
   

     


   

  

  

 .ٕٜٗ ٍؼت ىل ٍاَ٘ػل ٍِ اىيٗا   

 اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىؼتً حواى(  ٗجي 2ٍ ته )

(2 ) 2 0
y

x
dy

ye x x y
dx

    

 َٝنِ مضت ل اىَؼت ىل اىات قل ػيٜ اىص٘لم  -اىحو :
2

2
y

x

dy x y

dx
x ye






 

yّضغ  zx  ُ  ّاي 
2

2 2

2

2
2 2 2

2

2 2(1 )
,

1 2 1 2

1 2 2
, 2ln

2(1 )

2ln ln( ) ln , ( )

( ) ,

z

z z

z z

z z

z z z z

y

x
x

dz z dz z e
z x x

dx ze dx ze

dx ze e z
dz x dz

x z e e z

x z e c x z e c

y y
x c y x e c

x e





 



 
  

 

 
 

 

     

   

   

 اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىؼتً حواى ٗجي  3)ٍ ته )
2 2xy x y y    



 اىحو 
2

2
1

y y
y

x x


    

yّضغ  zx  ُل ٛ  
2

2

2

1

, 1

1 ,
1

sin ln , sin ln

y xz z xz z z z

dz dx
xz z

xz

z cx y x cx

       

   


 

  

 انمعادلاث انتفاضهيت راث انمعاملاث انخطيت . 1-5-3

 اىَؼت ال اىضلتةيٞل ذال اىَؼتٍلال اىخطٞل منُ٘ ػيٜ مص٘لم اٟمٞل 

1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0.....(1)a x b y c dx a x b y c dy      

  ٗ منضب ػيٜ اىص٘لم 
1 1 1

2 2 2

( )
a x b y cdy

f
dx a x b y c

 


 
 

 ٕٗذٓ اىَؼت ال ذال اىَؼتٍلال اىخطٞل َٝنِ مح٘ٝيٖت لىٜ 

 ٍؼت ال ٍضاتّال . -1

 ٍؼت ال ذال ٍض ٞ ال ةت يل ىلاّلصته . -2

اىَؼت ال ذال اىَؼتٍلال اىخطٞل ٗاىضٜ َٝنِ مح٘ٝيٖت لىٜ ٍؼت ال ٍضاتّاال  - ٗا :

. 

  ٜ ٕذٓ اىحتىل اىَاضقَٞتُ 

1 1 1 2 2 20 , 0a x b y c a x b y c      

ٝضلاةٞتُ  ٜ ّقطل ٗىضنِ  , .  ٕٗذا ٝؼْٜ لُ ٍحي  اىَؼتٍلال ا ٝاتٗٛ اىصل 

 ّضغ 
,x u y y     

  ٞنُ٘ 
dy du

dx dv
 

  -: بحمص 1)ٗ اىَؼت ىل )
1 1

2 2

au bvdv

du a u b v





 

 ٕٗذٓ ٍؼت ىل ملتةيٞل ٍضاتّال  َٞنِ حيٖت مَت ةبذ 



ثتّٞاات: ٍؼاات ال َٝنااِ مح٘ٝيٖاات لىااٜ ٍض ٞاا ال ٍْلصاايل  لااٜ ٕااذٓ اىحتىاال ٝنااُ٘ ٍحااي  

اىَؼتٍلال ٝاتٗٛ اىصل   ٛ  ُ 
1 2 2 1ab a b  ُٗاىَاضقَٞت 

1 1 1 2 2 20 , 0a x b y c a x b y c      

 ٝنّ٘تُ ٍض٘ازٝتُ ٗٝنُ٘ 

1 1 2 2( )a x b y a x b y   

 ّضغ 

1 1 1 1 11

1
, , ( )

du dy dy du
u a x b y a b a

dx dx dx b dx
      

 بح( مص1ٗاىَؼت ىل )
1

1

1 2

1
( )

u cdu
a

b dx u c


 

 
 ٕٗذٓ ٍؼت ىل ذال ٍض ٞ ال ةت يل ىلاّلصته  َٞنِ حيٖت .

 (  ٗجي اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل 1ٍ ته )
(2 4) ( 2 5) 0x y dy x y dx      

  -اىحو :

 اىَؼتٍلالّلاحع  ُ ٍحي  
1 1

2 2

0
a b

a b
 

 اىَؼت ىل َٝنِ مح٘ٝيٖت لىٜ ٍؼت ىل ٍضاتّال 

 ّ٘جي ّقطل اىضقتطغ ىيَاضقَِٞٞ  - ٗا :
2 4 0, 2 5 0

2, 1

x y x y

y x

     

  
 

  تةضخياً اىضؼ٘ٝض 
1 , 2

,

x u y v

dx du dy dv

   

 
 

 اىَؼت ىل مصبح ػيٜ اىص٘لم 
   2 2 2 4 1 2 4 5 0u v u v du          

v  تةضخياً اىضؼ٘ٝض  uz 



   

2 2

2

3

, (2 )( ) (1 2 ) 0

2 2 1 2 0, (2 ) 1

2 1 1 3 1
, ( )

1 2 1 2 1

1 3 1
ln( 1) ln( 1) ln ln , ln 2ln

2 2 ( 1)

dv dz dz
z u z z u z

du du du

dz dz dz
z v z uz z u z z

du du du

z
dz du dz du

z u z z u

z
z z u c cu

z

      

        


  

  


     



 

v, تىضؼ٘ٝض ػِ ةٌٞ  u  ّٜحصو ػي 

3

3

( 1)

y x
c

y x

 


 
 

 اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىؼتً حواى ٗجي  2)ٍ ته )

(2 4 5) 2 3 0
dy

x y x y
dx

      

 ّلاحع لُ ٍحي  اىَؼتٍلال ٝاتٗٛ اىصل   -اىحو :

 ّضغ  

2 , 1 2

1
(1 )

2

dy du
x y u

dx dx

dy du

dx dx

   

 

 

 اىَؼت ىل مصبح ػيٜ اىص٘لم  
1 1 3 4 11

,
2 2 2 5 2 5

2 5 1 1
(1 )

4 11 2 4 11

1
2 log(4 11), 8 4 8 (4 8 11)

4 4

4 8 (4 8 11) 0

du u du u

dx u dx u

u
dx du du

u u

c
x u u x c x y log x y

x y log x y c

 
   

 


  

 

         

     

   

 انمعادلاث انتفاضهيت انكامهت ) انتامت ( 1-5-4

  -ٝقته ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل اٟمٞل :
( , ) ( , ) 0....................(1)M x y dx N x y dy  

M, ّٖت متٍيل ) متٍل ( لذا محققت ىيياىضِٞ  N  اىَضصيضِٞ اىؼلاةل 

............................(2)
M N

y x

 


 
 



,حٞاا  مااو ٍااِ 
M N

y x

 

 
 1) اىاال ٍضصاايل ٗ ااذىل ٝنااُ٘ اىطاا ف الأٝااا  ىيَؼت ىاال ) 

)ػْص اً ملتةيٞت متٍت ً ىياىل ٍت  , )f x y  ِٝ ٞ تىْابل ىيَض ,x y  ُ  ٛل 

( , ) ( , ) ( , )df x y M x y dx N x y dy  

 ( ٗة٘ف ّ بت 2ىئ ط اىض ٗلٛ ٗ اىنت ٜ ىذىل ٕ٘ لُ محقذ اىؼلاةل )اٗ

َٝ و ملتةلاً متٍتً ىيياىال    1)اىئ ط اىض ٗلٛ : ّل أ لُ اىط ف الأٝا  ىيَؼت ىل )
 ,f x y 

     , , ,
f f

df x y dx dy M x y dx N x y dy
x y

 
   
 

 

 ٗ  َقتلّل اىَؼتٍلال ّحصو ػيٜ 

( , ) , ( , )............(3)
f f

M x y N x y
x y

 
 

 
 

ّحصاو  xٗ اى تّٞال  تىْاابل لىاٜ  y تىْاابل لىاٜ 3) ٗ ضلتةاو اىؼلاةال الأٗىاٜ ٍاِ )

 ػيٜ 
2 2

,
f M f N

x y y y x x

M N

y x

   
 

     

 


 

 

ٝاااب  ُ  2)) متٍاال  نّاأ اىئاا ط (1)ٗ َؼْااٜ ذىاال  ّاأ لذا متّاات اىَؼت ىاال اىضلتةاايٞل 

 ٝضحقذ لٛ  ُ ٕذا اىئ ط ة ٗلٛ .

صاحٞحل  2)  ) اىئ ط اىنت ٜ : ٗ تىؼنس ا ثبتل لُ اىئ ط مات ٜ ّلا أ لُ اىؼلاةال

مناااُ٘ متٍااال  ٛ  ُ م٘جاااي  اىااال  (1)ٗٝناااُ٘ اىَطيااا٘   ثباااتل  ُ اىَؼت ىااال اىضلتةااايٞل 

( , )f x y . ُ٘حٞ  ٝن ٗ 

( , ) ( , )
f f

M x y N x y
x y

 
 

 
 

  -( محقذ لذا متُ :4ٗ اىؼلاةل الأٗىٜ  ٜ )
   ( , ) , ( ) , ( )......(5)f x y M x y dx y x y y      

)حٞ   )y  ٜاىل اخضٞتلٝل ا محض٘ٛ ػي x  

 ّاي اُ  y تىْابل لىٜ (5)ٗ ضلتةو اىؼلاةل 

N ( ).........................(6)
f

y
y y




 
  

 
 



)ّحصو ػيٜ 6)) ٍِٗ اىؼلاةل )y ٜٗذىل  تىضنتٍو  تىْابل لىy   ٜتىضؼ٘ٝض  ا  ٗ

)ػااِ( 5) اىؼلاةاال )y  ااذىل مضؼااِٞ اىياىاال ٗ( , )f x y   متٍااتً ٕٗااذا ٝ باات  ُ اىئاا ط

 مت ٜ .

 : اثبت  ُ اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اٟمٞل متٍل ٗ  ٗجي  صيٖت اىضتً . (1)ٍ ته 
2 2 2 2(2 4 ) (2 4 ) 0.............(1)y xy x dx x xy y dy      

 اىحو : ّل أ  ُ 
2 2 2 2( , ) 2 4 , ( , ) 2 4

4 4 , 4 4

.......................................(2)

M x y y xy x N x y x xy y

M N
y x x y

y x

M N

y x

     

 
   

 

 


 

 

 اىَؼت ىل متٍل 

 أ  ُ حو اىَؼت ىل ػيٜ اىص٘لم  ّل

2 2

( , )

2 4 .................(3)

f x y c

f
M y xy x

x




   



 

  x(  تىْابل لىٜ 3 ضنتٍو اىَؼت ىل )
2 2 3

( , ) 2 2 ( )......(4)
3

x
f x y y x x y y    

  y تىْابل لىٜ 4)ٗ ضلتةو اىؼلاةل )
2 2 2

3
2

3 3
2 2

2 4 4 2 ( )

( ) ( ), ( )
3

( , ) 2 2
3 3

f
N x xy y xy x y

y

y
y y y y c

x y
f x y y x x y c



 


      



     

    

 

 اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىؼتً حواى:  ٗجي  2ٍ ته 
sin(cos sin cos ) cos sin 0....(1)xxe y x dx y x dy   

  ٘ةغ   -اىحو:



sincos sin cos

sin cos

cos cos ............(2)

cos cos ................(3)

xM xe y x

N x y

M
y x

y

N
x y

x

M N

y x

 













 


 

 

 اىَؼت ىل متٍل  تىضتىٜ 

 ّل أ  ُ حو اىَؼت ىل ػيٜ اىص٘لم  

sin

( , )

cos sin cos .......................(4)

sin cos .......................................(5)

x

F x y c

f
M x e y x

x

f
N x y

y




  




 



 

 ّحصو ػيٜ x(  تىْابل لىٜ 4 ضنتٍو اىؼلاةل )
sin( , ) sin sin ( ).......................(6)xF x y e x y y    

 ّاي  ُ  yاىؼلاةل  تىْابل لىٜ ٗ  ضلتةو ٕذٓ

sin cos ( )...............................(7)
f

x y y
y




 


 

 -( ّحصو ػيٜ :5( ، )7ٍِ )
sin cos ( ) sin cos

( ) 0, ( )

x y y x y

y y c



 

 

  
 

)( ػِ ةٌٞ  6 تىضؼ٘ٝض  ٜ اىَؼت ىل ) )y 
sin( , ) sin sinxF x y e x y c   

 -انمكامهت : واممانع

 لذا متّت اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىضٜ ٍِ اىيلجل الأٗىٚ ٗاى مبل الأٗىٚ 
(1) ( , ) ( , ) 0.......................(1)M x y dx N x y dy  

 غٞ  متٍل  ٛ ٝنُ٘ 
M N

y x

 


 
 

ٗاىؼتٍااو  M اانُ َٝنااِ مح٘ٝيٖاات لىااٜ ٍؼت ىاال متٍاال ٗذىاال  ضاا  ٖت  ااٜ ػتٍااو ٍنتٍااو 

ٝناُ٘ غتىبات  اىال  اٜ  Mاىَنتٍو x, y  ٜٗىناِ اىحصا٘ه ػياٜ اىؼتٍاو اىَنتٍاو  ا



 قظ  y اىل  ٜ Mاىحتىل اىؼتٍل ٕٜ ٍاأىل لٝتةٞل غٞ   اٞظ ىذىل ة٘ف ّؼضب   ُ

ٗ M ٜ  اىل y  . قظ  

(  ٜ اىؼتٍو اىَنتٍو1 ض   اىَؼت ىل ) x, yM  ُ٘ىنٜ مصبح متٍل ٗ ذىل ٝن 

       , , , , 0..........(2)x y M x y dx x y N x y dy   

 ( اصبحت متٍل لذا ٝنُ٘  2اىَؼت ىل ) 

   

0...........(3)

x
M N

y x

M N
M N

y x y x

 

 


 


 

    
    

    

 

,xمياىل  ٜ  اىَنتٍيلٍِٗ ٕذٓ اىَؼت ىل ٝضؼِٞ اىؼتٍو  y  

 فقط . xأولا : شرط وجود عامم مكامم دانت في

( ىٖت ػتٍو ٍنتٍاو 1ّل أ  ُ اىَؼت ىل  ) x  ( 3ٗ اذىل مصابح اىَؼت ىال  )

 ػيٜ اىص٘لم 
1 1

,
M N M N

N
x y x x N y x

 




        
      

        
 

 قظ ٗ ذىل  نُ اىطا ف الأَٝاِ  xٗاةح  ُ اىط ف الأٝا  ىيَؼت ىل الأخٞ م  اىل  ٜ

  قظ .x  اىل  ٜ 

 قاظ ٕا٘  x( ػتٍو ٍنتٍو   اىال  ا1ٜاىئ ط اىض ٗلٛ ٗاىنت ٜ مٜ ٝنُ٘ ىيَؼت ىل )

1  ُ ٝنُ٘ اىَقيال M N

N y x

  
 

  
  قظ . x اىل  ٜ 

1 1 M N
d dx

N y x




  
  

  
 

 ٗ تىضنتٍو ٝنُ٘ 

   
1

1
ln ,

M N
dx

N y xM N
x dx x e

N y x
 

  
 

  
  

   
  

 

 فقط . yثانيا : شرط و جود عامم دانت في

( ػيااٜ  3ٗ ااذىل مصاابح اىَؼت ىاال ) yٍنتٍااو  ااٜ( ىٖاات ػتٍااو 1ّلاا أ  ُ اىَؼت ىاال )

 اىص٘لم 
1 1 N M

y M x y





   
  

   
 

 قااظ ٗ ااذىل  اانُ اىطاا ف الأَٝااِ  yٗاةااح  ُ اىطاا ف الأٝااا  ىيَؼت ىاال ٕاا٘  اىاال  ااٜ

  قظ . yٝنُ٘ مذىل  اىل  ٜ



 قظ ٕ٘ y  ( ػتٍو ٍنتٍو  اىل  ٜ 1ٗاىنت ٜ ىنٜ ٝنُ٘ ىيَؼت ىل ) اىئ ط اىض ٗلٛ

1 ُ ٝنُ٘ اىَقيال M N

M y x

  
 

  
  قظ . y اىل  ٜ  

 ٗ ضنتٍو ٕذٓ اىَؼت ىل 

   
1

1
ln ,

M N
dy

M y xM N
y dy y e

M y x
 

  
  

  
  

    
  

 

 ٕٗذٓ اىؼلاةل مؼطٜ اىؼتٍو اىَنتٍو  ص٘لم  ص ٝحل. 

 :  ٗجي اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل 1 ٍ ته

  -اىحو :
3 2 2

3 2 2

2 2

( 1) 0

( , ) , ( , ) 1

3 , 2 ,

xy dx x y dy

M x y xy N x y x y

M N M N
xy xy

y x y x

  

  

   
  

   

 

 اىَؼت ىل غٞ  متٍل
2

1 1

M N
xy

y x

M N

M y x y

 
 

 

  
  

  

 

  قظ ٝضؼِٞ ٍِ  y اىل  ٜ ٝ٘جي ػتٍو ٍنتٍو 

 
1

dy

yy e
y




  

  ؼي اىض    ٜ اىؼتٍو اىَنتٍو مصبح اىَؼت ىل اىضلتةيٞل متٍل :
2 2 1

0xy dx x y dy
y

 
   
 

 

 ( ّل أ اىحو اىؼتً ىٖت ػيٜ اىص٘لم 1ٗلإٝات  حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞل )
 

2

2

,

..............................(2)

1
......................(3)

f x y c

f
M xy

x

f
N x y

y y




 




  



 

 ( ّحصو ػيٜ  2ٝضنتٍو اىَؼت ىل )
2 21

f (x, y) ( ).................(4)
2

x y y  

 ّحصو ػيٜ  yثٌ ّلتةو اىَؼت ىل  تىْابل لىٜ 



2 21 1
( ), ( )

( ) ln ln

f
N x y x y y y

y y y

y y c

 




      



 

 

 ( ّحصو ػيٜ اىحو اىؼتً  4 تىضؼ٘ٝض  ٜ )
2 21

f (x, y) ln
2

x y cy  

 (  ٗجي اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل  2ٍ ته )
2(1 ) ( ) 0xy dx xy x dy    

 اىحو :
21 ,

, 2 ,

M xy N xy x

M N M N
x y x

y x y x

   

   
    

   

 

 اىَؼت ىل غٞ  متٍل 

 
1 1

,
M N M N x y

x y
y x N y x x y x x

     
       

     
 

  قظ ٝضؼِٞ ٍِ  x اىل  ٜ ٝ٘جي ػتٍو  ٍنتٍو 
11

1
( )

M N dxdx
xN y x

x e e
x



    
  


   

 متٍل . ؼي اىض    ٜ اىؼتٍو اىَنتٍو مصبح اىَؼت ىل اىضلتةيٞل 
21

0
xy xy x

dx dy
x x

   
   

   
 

 ٗاةح  ُ حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىضتٍل اىات قل ٕ٘    
2

ln
2

y
x xy c   

 انمعادلاث انتفاضهيت انخطيت  1-5-6

ٍاِ  xٍٗئاضقتمٖت اىضلتةايٞل  تىْاابل لىاٜ yاىَؼت ىل اىضلتةيٞل منُ٘ خطٞل لذا متّات 

 اىيلجل الأٗىٜ ٗغٞ  ٍض ٗ ل  بؼضٖت ٗمنُ٘ اىص٘لم اىؼتٍل ىٖت 
( ) ( 1)

0 1 1... ( )n n

n na y a y a y a y f x


     

حٞ   ُ  
0 1, ,....., , ( )na a a f x   ٜ  ٗاه x 

 ٗاىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىخطٞل ٍِ اى مبل الأٗىٜ ٗ اىيلجل الأٗىٜ منُ٘ ػيٜ اىص٘لم 



( ) ( )....................(1)

Or

( ) ( )........................(2)

dy
p x y x

dx

dx
p y x y

dy





 

 

 

 ٗىحو ٕذٓ اىَؼت ىل ّقاً٘  ضح٘ٝيٖات لىاٜ صا٘لم ٍؼت ىال متٍال َٗٝناِ  مضت ال اىَؼت ىال )
 ػيٜ اىص٘لم 1)

( ( ) ( )) 0dy p x y x dx     ……….(3) 

)(  ٜ ػتٍو ٍنتٍو  1ض   اىَؼت ىل ) ٗذىل  )x  

 ( منُ٘ متٍل لذا محقذ اىئ ط 3) اىضلتةيٞل ٗ اىَؼت ىل

 ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )x x p x y x x
x y

   
 

 
 

 

 ٍْٖٗت ٝنُ٘ 

 (4.......), ,
pdxd d

p pdx e
dx

 
 


   

 ّحصو ػيٜ اىص٘لم  3)(  ٜ )4ٗ تىضؼ٘ٝض ٍِ )
, ( )dy y d dx d y dx       

 ٗ  ضنتٍو ٕذٓ اىَؼت ىل ّحصو ػيٜ 
1

,
c

y dx c y dx   
 

     

 ( 1ٕ٘ اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل اىخطٞل )

 ( ػيٜ اىص٘لم 2ٗ تىَ و َٝنِ لٝات  حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞل )
1 c

x dy 
 

  

 اىَؼت ىل اىضلتةيٞل  اىؼتً حواى:  ٗجي  1)ٍ ته )

cot sec
dy

y x x
dx

  

 xّ٘جي ػتٍلاً ٍنتٍلاً ٝؼضَي ػيٜ  ىحو ٕذا اىَ ته اٗاً اىحو :
cot

sin
xdx

e x   

 اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل ٝصبح ػيٜ اىص٘لم  تىضتىٚ 

( sin ) tan , ysin tan

cos ln sec cos

d
y x x x xdx c

dx

y ecx x c ecx

  

 

 

 َٗٝ و اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل 



 اىَؼت ىل اىضلتةيٞل: اىؼتً حواى(  ٗجي 2ٍ ته )
2( 1) 3 xdy

x x y x e
dx

   

 اىحو : َٝنِ مضت ل اىَؼت ىل ػيٜ اىص٘لم 
1

(1 )
2

3 2 2 2

3

1
(1 ) 3 ,

( ) 3 , 3

( )e

dx
x xx

x x x x

x

dy
y x e e xe

dx x

d
yxe x e yxe x e dx c

dx

xy x c







    

  

 

 

 ٕ٘ اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل 

 : معادنت برنوني  1-5-7

 منُ٘ ػيٜ اىص٘لم ملتةيٞل ٕٜ ٍؼت ىل 

( ) ( ) .................(1)ndy
yp x Q x y

dx
  

  1امب  ٍِ  ػي  حقٞقٜ nحٞ  

  nyىحو ٕذٓ اىَؼت ىل ٝضٌ مح٘ٝيٖت  ٗاً لىٜ ٍؼت ىل خطٞل ٗذىل  تىقاَل ػيٜ 
1 ( ) ( ).....................(2)n ndy

y y p x Q x
dx

   

 ّضغ 

                                                   ⁿ-¹y  =u 

   تىضتىٚ ٝنُ٘ 

(1 ) ......................(3)ndu dy
n y

dx dx

  

 ّحصو ػيٜ  2)(  ٜ )3ٗ تىضؼ٘ٝض ٍِ )
1

( ) ( ), (1 ) ( ) (1 ) ( )
1

du du
up x Q x n up x n Q x

n dx dx
     


 

 ٕٗذٓ ٍؼت ىل ملتةيٞل خطٞل َٝنِ حيٖت مَت ةبذ .

 اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىؼتً حواىٍ ته :  ٗجي 
2 55

2

dy y
x y

dx x
  

 اىحو : 

 ّاي  ُ  5y تىقاَل ػيٜ
5 4 21

5
2

dy
y y x

dx x

   

 ّل أ  ُ 



4 5 2

2

1
, , 5

4 2

2
20

dy du du u
y u y x

dx dx dx x

du u
x

dx x

      

  

 

 ٕٗذٓ ٍؼت ىل ملتةيٞل خطٞل ّٗ٘جي  ٗاً ػتٍو ٍنتٍو ٕٗ٘ 
2

2 2 4

5
2 5 3 4

2 2

, ( ) 20

4
4 , 4

dx

x
d

e x ux x
dx

c c x
ux x c u x y

x x






   


       

 

 يَؼت ىل ٕ٘ ىاىحو اىؼتً  تىضتىٚ 
2

4

54

x
y

c x



 

 ريكاتي  ت: معادن 1-5-7

 ٍؼت ىل لٝنتمٜ ٕٜ اىَؼت ىل اىضٜ منُ٘ ػيٜ اىص٘لم 
2( ) ( ) ( )...................(1)

dy
p x y Q x y R x

dx
  

 
,حٞاا   ,R Q P  ٜٗاه  اا x  قااظ َٗٝنااِ حااو ٕااذٓ اىَؼت ىاال لىااٜ ػيااٌ  حااي اىحياا٘ه 

اىختصل ىٖت 
1y y   ٞح

1y ٜ  اىل x 

 ٝؼطٜ  تىضؼ٘ٝض 1)ٗ ٜ ٕذٓ اىحتىل  تلأصو اىضتً ىيَؼت ىل )

1

1
y y

z
 

 
 َٝنِ اٝات ٕت ػيٜ اىْح٘ اىضتىٜ . x اىل  ٜ  z حٞ   ُ 

حٞ   ُ 
1y y ( 1حو ىيَؼت ىل ) ( 1ٝحقذ اىَؼت ىل ) 

21
1 1( ) ( ) ( )...................(3)

dy
p x y Q x y R x

dx
   

 ( ْٝضج  ُ 1ٍِ اىَؼت ىل ) 3)ٝط ح اىَؼت ىل )
2 2

1 1 1( ) ( )(y y ) ( )(y y )................(4)
d

y y p x Q x
dx

     

 ( ّحصو ػيٜ 2ٍِ اىَؼت ىل )

1 2

1 1
( ) ( )

d d dz
y y

dx dx z z dx
    

 ( مصبح ػي4ٜاىَؼت ىل )

 

2 2

1 12 2

1

1 1 2 1
( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )

dz y
y y p x Q x

z dx z z z

dz
y p x Q x z p x

dx

     

   

 



 ٕٗذٓ ٍؼت ىل خطٞل َٝنِ حيٖت مَت ةبذ 

1yٍ ته : اثبت  ُ    ًحو ختص ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل اٟمٞل ثٌ  ٗجي حيٖت اىؼت 

( 1)( )
dy

y xy y x
dx

    

 اىحو :

  ٘ةغ اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ػيٜ اىص٘لم 
2( 1) y (1 2 ) y ....................(1)

dy
x x x

dx
     

 ٕٗذٓ ٍؼت ىل مَ و ٍؼت ىل لٝنتمٜ 

1y تىضؼ٘ٝض   ( ّحصو ػيٜ 1 ٜ اىَؼت ىل ) 

1 (1 2 ) 0x x x     

1yٗىذىل  نُ    حو ختص ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل 

 ّل أ  ُ اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل ػيٜ اىص٘لم 

2

1 1
1

dy dz
y

z dx z dx
    

 ّحصو ػيٜ :  1) تىضؼ٘ٝض  ٜ اىَؼت ىل )
2

2

2 2

2

1 1 1
( 1)(1 ) (1 2 )(1 )

( 1)( 1) (1 2 )( ) 0

( 1 2 ) (2 2 1 2 ) 1

1 ...............(2)

z

dz
x x x

z dx z z

dz
x z x z z z x

dx

dz
z x x x z x x x

dx

dz
z x

dx

      

       

         

  

 

 ٕٗذٓ اىَؼت ىل ٍؼت ىل خطٞل 
dx xe e   

 حو ٕذٓ اىَؼت ىل ٕ٘ 

( ) (1 ) , (1 )x x x x x

x

d
e z x e e z x e c xe c

dx

z x ce

      

 

 

 ( ٕ٘ 1لٛ  ُ اىحو اىؼتً ىَؼت ىل )
1

1

xx ce
y

 


 

 ٕٗ٘ اىَطي٘  .

 



 

 

 (1تمارين )

  -مُ٘ اىَؼت ال اىضلتةيٞل ىَاَ٘ػل اىَْحْٞتل اٟمٞل : -1
3

2 2 2

2 3 2

2 2

( ) ( ) ( ) sin(x c)

(iii) x cy 2 y (iv) y c(x 2)

( ) ( )

( ) co(lnx) sin(lnx)

(viii) y a{x 1} { 1}

x

n n

i y x c ii y

iiv y ax be vi y ax bx cx

vii y

x b x x

 

   

   

    

 

     

 

 ثت ت ٍطيذ . nحٞ  
( ) ( )coshix y a bx mx  

 ثت ت ٍطيذ . mحٞ  
1 1 2

1 2

2 2 2

( ) (sin ) (sin )

( ) cos 2 sin 2

( )

( )( ) ( )

x

x y a x b x

xi y c x c x

xii y e

xiii x y



  

  

 



   

 

  ٗجي اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ىيقطتػتل اىَنت  ل اىضٜ ٍح٘لٕت ٕ٘ اىَح٘ل اىاْٜٞ .  -2
ا   اىضٜ ّصف ةط ٕت اى٘احي اىصحٞح ٍٗ مزٕت مقغ ٗمُ٘ اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ىيي -3

2yػيٜ اىَاضقٌٞ  x 

 

 

 
 حو اىَؼت ال اىضلتةيٞل اٟمٞل  لصو اىَض ٞ ال :  -4

2 2

2 2

2

3 2 2 2 2

2 2

2

( ) cos(y ) (ii) tan sin cos cot 0

( ) ( ) 1

( ) 4 2 1 ( )

( ) 1

( ) (1 ) ( 1)

( )( ) ( ) (1 )

dy
i x x ydx x ydy

dx

dy dy
iii x y y iv xy x

dx dx

dy dy
iiv x y v x y a

dx dx

dy
vi xy x y x y

dx

vii x x dy x x ydx

dy dy
viii x y x y xy

dx dx

   

   

    

   

   

   

 



 -حو اىَؼت ال اىضلتةيٞل اىَضاتّال اٟمٞل : -5
/

2 2 2 2

2 2 2 2

( )(x 2 y) 0 ( )

( ) ( ) ln ( ) xy ycos(ln )

(v) xy y x tan ( )( 2 ) 2

( )( ) 2 5 ( ) cos ( )

y xi dx xdy ii xy y xe

x y y
iii xy y x y iv

x x

y dy
vi x xy y x xy y

x dx

dy dy y
vii x y x xy y viii x y x

dx dx x

    


    

      

     

 

 اٟمٞل : ذال اىَؼتٍلال اىخطٞل  و اىَؼت ال اىضلتةيٞلح -6
4 7

( )
2 1

( )(2 x 4 y 6) ( 3) 0

( )(x y 1) (y x 2) y 0

x y
i y

x y

ii dx x y dy

iii

 
 

 

     

     

 

2 2

( )(3y x) y 3x y 4

(v)(x 5 y 5) (5 1) 0

( ) x (2 1)

( )(y ax b)

iv

dy x y dx

dy
vi x y

dx

dy
vii y ax b

dx

   

     

  

    

 

  ِٞ  ُ اىَؼت ال اٟمٞل متٍل ٗاٗحي اىحو اىؼتً  -7
2 2 2 2 3

3 2 3 3

2

2 2

2 2 2

( )2 xy ( ) ( )(2 9 ) x (4 6 ) y 0

( )( 3 ) ( 3 y) 0

( ) ( )

(v)(3x 4 y) (2 3 ) 0

( )(cos cos ) (sin sin ) 0

i dx x y dy ii xy dx y x dy

iii x xy dx y x dy

xdx ydy
iv xdx ydy a

x y

x dx x y dy

vi x x y dy y y x dx

     

   


 



   

   

 



3

2 2 3

2 3

2 2

2

sin

2

( ) (2 ) 0 ( ) ( ln ) 0

2 2 5
( ) 0

( )(1 sin 2 ) 2 cos 0

( 1)cos
( )( 2) 0

sin cos 2 1

( )sin cos cos sin cos 0

( ) 3 2( 2 )

y y

x

y
vii e dx y xe dy viii dx y x dy

x

x y x y
ix dx dy

y y

x y x dx y xdy

x x y
xi dx dy

y y

xii x ydy x ydx xe dx

xiii ax a h xy

      

 
 

  


  



  

   2

2 2

( 2 )

( 2 ) 2( 2 ) 3 0

b h y dx

a h x b h xy by dy

  

       

 

 قظ ىنو ٍاِ اىَؼات ال اىضلتةايٞل اٟمٞال ٍٗاِ  x ٗجي ػتٍو ٍنتٍو ٝؼضَي ػيٜ  -8

 ثٌ  ٗجي احيٖت اىضتً .
3 4 3

2

3 3 2

2 2 2 2

( )( ) 8 0

( )(1 ) (1 )

( )( 2 3 ) 3 ( ) 0

( )(2 ) ( 2 )( ) 0

i x y dx xy dy

ii xy dx x dy c

iii x y xy dx x y x dy

iv x xy a ydx x y x a dy

  

   

    

     

 

 قظ ىنو ٍاِ اىَؼات ال اىضلتةايٞل اٟمٞال ٍٗاِ  y ٗجي ػتٍو ٍنتٍو ٝؼضَي ػيٜ  -9

 ثٌ  ٗجي احيٖت اىضتً .

 

3 2 2

2

2

( ) ( 1) 0

( ) ( 1) 0

( )( 1) ( 1) 0

( ) 1 ( ) tan 0

i xy dx x y dy

ii y dx xy dy

iii y dx xy y y dy

iv dx x y y dy

  

  

     

   

 

  ٗجي اىحو اىؼتً ىنو ٍِ اىَؼت ال اىخطٞل اٟمٞل . -11
4 5

2 2

2 2

( )( 1) 3 4 ( ) 2 1 1 2

( )2(x 1) (2 1) 8 1

( )2(1 ) (1 ) 1

dy dy
i x y x x ii x y x x

dx dx

dy
iii x x y x

dx

dy
iv x x y x

dx

 
        

 

     

    

 



2 2 2

3 2

2

2

2

( )(1 ) (1 )(1 ) 2( ) tan sin 2

( ) sin cos cos 2 cos 0

1
( ) tan 2 1 sec 2 ( ) 2 3cosh

2

( ) 2 cos 2 2cot cos 2 ( ) cot cos 2 cos 2

( )(1 )

dy dy
v x x x y vi y x x

dx dx

dy
vii x x y x x

dx

dy dy
viii y x x ix y x x

dx dx

dy dy
x y ec x x x xi x y ec x x

dx dx

dy
xii x

d

      

 

     

    

 1 2sin (1 ) 1xy x x x x
x

    

ح٘ه  -11

 حيٖت .اىَؼت ال اىضلتةيٞل اٟمٞل لىٜ ٍؼت ال خطٞل ثٌ  مَو 

 

2
2 2

2

2 3 2 2

3
3 2 3

3

2 2

1
( )( ) 1 ( ) ( ) 1

1

( ) (2 1) (1 ) ( ) x 4 4

2 1
( )2 ( ) 2

( ) cos sin 0

( )2(1 ) 2 3 0

dy y dy
i xy y y ii x y

dx ty dx

dy dy
iii y x y y y iv y y

dx dx

dy x dy
v x y vi x x y y

dx y dx

dy
vii x y x y

dx

dy
viii x y x x y

dx

 
     

 

     


   

  

    

 

1y ثبت  ُ  -11  يٖت اىضتً صت ىل اىضلتةيٞل اٟمٞل ثٌ  ٗجي  حو ختص ىيَؼ 

( 1)( )
dy

y xy y x
dx

    

اثباات  ُ  -12
2

1x
y

x


 َيٖت صااؼاات ال اىضلتةاايٞل اٟمٞاال ٗاٗحااي  حااو خااتص ىي

 اىضتً . 
2 1

4

dy
y

dx x
  

y ثبت  ُ  -13 x ىضلتةيٞل اٟمٞل ثٌ  ٗجاي حيٖات حو ختص ىنو ٍِ اىَؼت ال ا

 تً .ؼاى
2

2 2 3

2 2

( ) ( 1) ( ) 2 0

( ) (2 1) 1 0

( )( ) 2 3 0

ndy
i x n ax y x y x

dx

dy
ii xy x y x x

dx

dy
iii x a y xy a

dx

     

      

    

 

 



 انباب انثاني

  انمعادلاث انتفاضهيت من انرتبت الأوني و انذرجاث انعهيا و انحهول انشارة

 لةْت  اٜ اىبات  الأٗه مٞلٞال حاو اىَؼات ال اىضلتةايٞل ٍاِ اى مبال الأٗىاٜ ٗ اىيلجال الأٗىاٜ ٗ اٜ ٕاذا اىبات  

ة٘ف ّيلا مٞلٞل حو اىَؼت ال اىضلتةايٞل ٍاِ اى مبال الأٗىاٜ ٗ اىايلجتل الأػياٚ ٗ اىَؼات ال اىضاٜ ةا٘ف 

 ّيلةٖت ٕٜ 

(iٜ  ٍؼت ال ةت يل ىيحو )p         (ii ٜ  ٍؼت ال ةت يل ىيحو )x 

((iii  ٜ  ٍؼت ال ةت يل ىيحوy 

 ٗمذىل ة٘ف ّيلا اىحي٘ه اىئتذم ىبؼض اىَؼت ال اىضٜ ٍِ  لجل  ػيٜ ٍِ الأٗىٜ .

 pاىَؼت ال اىقت يل ىيحو  ٜ  2-1

 -اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ٍِ اى مبل الأٗىٜ ٗ اىيلجتل اىؼيٞت ٕٜ :ّؼضب  

1

1 1(1)( ) ( ) ..... 0n n

n n

dy dy dy
L L L

dx dx dx



     

حٞ   ُ 
0 1, ,......., nL L L  ٜ  ٗاه ,x y 

ّل أ  ُ 
dy

p
dx

  ٚ( مصبح ػيٜ اىص٘لم .1اىَؼت ىل ) تىضتى 

0... 1

2

2

1

10  
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  nاىط ف الأٝا  ىٖذٓ اىَؼت ىل ػبتلم ػِ م ٞ م حيٗ  ٍِ اىيلجل

 ػيٜ اىص٘لم . p تذا  ٍنِ حيٖت  تىْابل لىٜ 

1 2( )( )......( ) 0np m p m p m    

حٞ  
1 2, ,......., nm m m ٜ  ٗاه ,x y 

 ملتةيٞل ٍِ اى مبل الأٗىٜ ٗ اىيلجل الأٗىٜ .ٕٗذٓ ٍؼت ال 

1 2

1 2

, p ,......., p

. .

(x, y), (x, y),....., (x, y)

n

n

p m m m

i e

dy dy dy
m m m

dx dx dx

  

  

 

 حي٘ه ٕذٓ اىَؼت ال َٝنِ   ةٖت ػيٜ اىص٘لم 

1 2 2( , , ) 0 , ( , , ) 0,...., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c   



 ٗٝنُ٘ اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل ٕ٘ 

1 1 2 2(3) ( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c  

 ( مَ و ٍاَ٘ػتل ٍِ اىَْحْٞتل3اىَؼت ىل )

1 1 2 2( , , ) 0, ( , , ) 0,...., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c   

لذا اةضبيىْت 
1 2, ,..., nc c c  ٛتى ت ت ااخضٞتل c  ٗلةَْت اىَْحْٞتل 

1 2( , , ) 0, ( , , ) 0,...., ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c   

 اىَْحْٞتل . نّْت ّحصو ػيٜ ّلس لىٜ  مض ٞ  ٍِ  cٗجؼيْت 

 -ٕ٘ : 1)اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل )

1 2( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c  

 ٕٗ٘ ٝحض٘ٛ ػيٜ ثت ت اخضٞتلٛ ٗاحي ُٟ اىَؼت ىل ٍِ اى مبل الأٗىٜ .

 حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اٟمٞل  -( :1ٍ ته )

2( ) 2 cosh 1 0
dy dy

x
dx dx

   

 ٘ةغ   -اىحو :
dy

p
dx

 

2 ( ) e e 0

( )( ) 0

,

,

x x x x

x x

x x

x x

p p e e

p e p e

dy dy
e e

dx dx

y e c y e c

   

  

 

   

 

 الأصو اىضتً ىيَؼت ىل ٕ٘ 

( )( ) 0x xy e c y e c     

 ل ٗجي حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞ -( :2ٍ ته )

) حٞ  
dy

p
dx

)                    2 ( ) 0p x y p xy    

  تىضحيٞو  -اىحو :



2

1

2

(p x)( ) 0

1

2

x

p y

dy
p x x

dx

y x c

dy
p y y

dx

y c e

  

  

 

  



 

 ٕ٘ :اىحو اىؼتً  ∴

21
( )( ) 0

2

xy x c y ce    

 xاىَؼت ال اىقت يل ىيحو  ٜ  2-2

 مأخذ اىص٘لم  xاىَؼت ال اىضلتةيٞل اىقت يل ىيحو  ٜ

) حٞ  
dy

p
dx

)                    (1) ( , )x f y p 

 y(  تىْابل لىٜ 1اىَؼت ىل )ٗ َلتةيل 

1dx f y f p

dy p y y p y

   
  

   
 

y,ٕٗذٓ ٍؼت ىل ملتةيٞل  ٜ اىَض ٞ ِٝ  p  نذا  ٍنِ حيٖت ػيٜ اىص٘لم  

(2) ( , )y p c 

 ّحصو ػيٜ  1) ٜ اىَؼت ىل ) y نّٔ  تىضؼ٘ٝض ػِ

( , )x f p c 

ٍاِ اىَؼات ىضِٞ  انُ  p( ٗلذا ىٌ َٝنِ حاذف 2)3),ٍِ اىَؼت ىضِٞ ) p( ْٝضج  حذف 1اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل )

 ( ماَٜ  تىَؼت ال اىبتلا ٍض ٝل ىيحو .  2)3),اىَؼت ىضِٞ)

  لؼت ىل اىضلتةيٞحو اىَ -:1)ٍ ته )

22x y ap ap   

 اىحو : 

2(1) 2x y ap ap   

  ّاي  ُ y تىضلتةو  تىْابل لىٜ



2

1
1 (2 2 )

1
(1 ) 2 (1 )

2

(2)

dp
a ap

p dy

dp
p a p

p dy

dy ap dp

y ap c

  

  



 

 

 ( ّحصو ػيٜ 1 ٜ اىَؼت ىل ) yٗ تىضؼ٘ٝض ػِ ةَٞل 

(3) 2x ap c  

 ( ٗذىل مَت ٝيٜ 3( ، )2) ضٍِِٞ اىَؼت ى pَٝنِ حذف  ٔخظ  ّ لا

2

2

2

,
2

( )

4

( ) 4 ( )

y c x c
p p

a a

x a y c

a a

x c a y c

 
 

 


  

 

 ٕٜٗ ٍاَ٘ػل ٍِ اىقطتػتل اىَنت  ل 

 حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞل  -:(2)ٍ ته 

 حٞ 
dx

dy
p                  

2x yp p  

 y تىضلتةو  تىْابل لىٜ -:اىحو 

2

2

2 1

2

1

2)
1

(

)
1

()2(

1
)2(

2
1

p

p
y

p

p

dp

dy

py
dp

dy
p

p

dp

dy
p

p
py

p
p

py
dy

dp

dy

dp
p

dy

dp
yp

p















 

 

 َنتٍو ٕ٘ اىاىؼتٍو  ٕٗذٓ ٍؼت ىل ملتةيٞل خطٞل ٍِ اى مبل الأٗىٜ .



2 2

2

21

1 12

ln 1 2

2
2 2

2 2

2
2

2

1

2 2
( 1) 1

1 1

2
1

1

p p
dp dp

p p

p

e e

e p

d p p
y p p

dp p p

p
y p dp c

p

  



 
 

  


   

 

  




 

 لإٝات  ٕذا اىضنتٍو ّاضخيً اىضؼ٘ٝض ٗ

2
2

2

2

1 2

1

2

cosh sinh

2 2cosh
. sinh 2cosh

sinh1

1
(1 cosh 2 ) sinh 2

2

sinh cosh

1 sinh cosh

cosh 1

1
(1) (cosh )

1

p dp d

p
dp d d

p

d

y p c

p p p c

y p p c
p

  


   



   

  

  





 

 


   

 

   

   

  


  


 

  ّحصو ػيٚ اىضتىٚ  ٜ اىَؼت ىل الأصيٞل y تىضؼ٘ٝض ػِ

2

2 1 2

2

1

2

(cosh )
1

(2) (cosh )
1

x yp p

p
p p c p

p

p
p c

p





 

   


 


 

 ل .ضلتةيٞ( مَ لاُ اىحو اىبتلا ٍض ٛ ىيَؼت ىل اى1(،)2اىَؼت ىضتُ )

 yاىقت يل ىيحو  ٜ اىضلتةيٞل اىَؼت ال 3- 2

 َٝنِ مضت ضٖت ػيٜ اىص٘لم . yاىَؼت ال اىقت يل ىيحو  ٜ

(1) ( , )y f x p  

 ّحصو ػيٚ xضلتةو  تىْابل لىٜ تى 

f x f p
p

x x p x

   
 
   

 

x,ٕٗذٓ ٍؼت ىل ملتةيٞل  ٜ  p  نذا  ٍنِ حيٖت ػيٜ اىص٘لم  



(2) ( , )x p c 

 ( ّحصو ػيٜ 1 ٜ اىَؼت ىل ) x أّٔ  تىضؼ٘ٝض ػِ ةَٞل

(3) ( , )y p c 

 2)(،)3ٗ لذا م يل اىحذف ماَٜ اىَؼت ىضِٞ ) 2)(،)3ٍِ اىَؼت ىضِٞ )pْٝضج  حذف  1)اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل )

  تىَؼت ال اىبتلا ٍض ٝل ىيحو .

 

 حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اٟمٞل  -: 1)ٍ ته )

3(1)y p p  

  -اىحو :

 ّاي  ُ  x تىضلتةو  تىْابل لىٜ 

2 2

2

2

3 (1 3 )

1 3

3
(2) ln

2

dp dp dp
p p p

dx dx dx

p
dx dp c

p

x p p c

   


 

  

  

 ( مَ و اىَؼت ال اىبتلا ٍض ٝل ىيحو  .1(،)2اىَؼت ىضِٞ )

  ٗجي حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞل : -( :(2ٍ ته 

2(1)y xp p  

 ّحصو ػيٜ xاىحو :  ضلتةو ٕذٓ اىَؼت ىل  تىْابل لىٜ

2 2

(1 ) (2 1)

dy dp dp
p p xp

dx dx dx

dp
p p xp

dx

   

  

 

 اىحي الأٗةظ حيٖت ػْي اىض    تىضؼ٘ٝض ػْٖت

2 1

1 (1 )

dx
x

dp p p p
 

 
 

 ٕٗذٓ ٍؼت ىل خطٞل . 



 اىَنتٍو ىٖت اىؼتٍو

2

2ln(1 ) 21

2

(1 )

1
[ (1 ) ]

dp

ppe e p

d p
x p

dp p





   


 

 

 ٗ تىضنتٍو ّحصو ػيٜ 

2

2

2

1
(1 )

(1 ) ln

ln
(2)

(1 )

p
x p dp c

p

x p p p c

p p c
x p

p


  

   

 
 





 

 ّحصو ػيٜ  x ( ٜ (1( ػِ ةٌٞ 2 تىضؼ٘ٝض ٍِ )

2 3 2

2

2 3 2 2

2

p ln

(1 )

p ln (1 )
(3)

(1 )

p p p c
y p

p

p p p c p p
y

p

 
 



   




 

 ( مَ لاُ اىحو اىؼتً  ٜ اىص٘لم اىبتلا ٍض ٝل .3، ) 2)ٗ اىَؼت ىضِٞ )

 ٍؼت ىل ميٞ ٗل 2-4

 ٍؼت ىل ميٞ ٗل منُ٘ ػيٚ اىص٘لم 

( )y px f p  (1) 

dyحٞ 
p

dx
 ٚتىضلتةو  تىْابل لى x  ٚمحصو ػي 

( )

[ ( )] 0

dp dp
p p x f p

dx dx

dp
x f p

dx

  

 

 

0ٍتا
dp

dx
ٍْٖٗتp c ( ٚ  ػِ 1ٗ تىضؼ٘ٝض )ᵖ   ّٚحصو ػي 

(2) ( )y cx f c  



 ٕٗٚ ٍاَ٘ػل ٍؼت ىل ٍاَ٘ػل ٍِ اىَاض٘ٝتل 

) ٍت اٗ ) 0x f p   ٍْٖٗت 

(3) ( )x f p  

 ّحصو ػيٚ x( ػ1ِٗ تىضؼ٘ٝض  ٜ )

(4) ( ) p f (p)y f p   

)( ّحصو ػيٚ ػلاةل  4( ، )3ٍِِٞ )p  حذف , )x y ػيٚ اىص٘لم 

( , ) 0x y  (5) 

 اىَؼت ىضتُ( َٕت 3( ، )4( ٗمنُ٘ اىَؼت ىضِٞ )1( مَ و حو  خ  ىيَؼت ىل )5اىَؼت ىل )

 اىبتلاٍض ٝضتُ ىٖذا اىحو .

ٖاٚ حاو خاتص ٗػياٚ اىؼَاً٘ ا ٝااضْضج  ( ا محض٘ٙ ػيٚ ثت ت اخضٞاتلٛ 5اىؼلاةل )

 ٕذا اىحو ٍِ اىحو اىؼتً  ٘ةغ ةَٞل ختصل ىي ت ضتُ .

( مَ ااو اىحااو اىؼااتً 2اىَؼت ىاال )ٗ( ٕاا٘ "حااو شااتذ "  ٗ حااو "ٍلاا  " 5اىحااو اىخااتص )

 .cٕٗٚ ٍؼت ىل ٍاَ٘ػل ٍِ اىَاضقَٞتل ذال اىبتلاٍض 

  c( جز ٞت  تىْابل لى2ٚلإٝات  ٍؼت ىل "اى لاف" ىٖذٓ اىَاَ٘ػل ّلتةو )

( )

( )

x ( )

y cx f c

o x f c

f c

 

 

 

 

  ٛ  ُ ط ٝقل لٝات  اىحو اىَل   ٕٜ ّلس ط ٝقل لٝات  اى لاف . 

  ٗجي اىحو اىؼتً ٗاىحو اىَل   ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل الأمٞل : -( : 1ٍ ته) 

(1) y (1 )xp ap p   

 -اىحو : 



 ّاي  ُ  x تىضلتةو  تىْابل لىٚ

( 2 )

( 2 ) 0

0

dp dy
p p x a ap

dx dx

dp
x a ap

dx

dp
p c

dx

   

  

  

 

 اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل ٕ٘

2y cx ac ac   

 ٗ  

(2) 2 0x a ap   

) حذف )p ( ِّٞاي  ُ 2( ، )1ٍِ اىَؼت ىض ) 

2( )

4

x a
y

a


 

 ُ  ٛ  

2( ) 4x a ay  

 ٕٗذا ٕ٘ اىحو اىَل   َٗٝ و غلاف ٍاَ٘ػل اىَاضقَٞتل اىََ يل  تىحو اىؼتً . 

  ٗجي اىحو اىؼتً ٗاىحو اىَل   ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل  -: 2)ٍ ته )

21

ap
y xp

p
 


 

 ّحصو ػيٚ  xلىٚاىحو :  تىضلتةو  تىْابل 

 

dx

dp

p

a

dx

dp
xpp

2
3

)1( 2


 

  ذىل ٝنُ٘ 



3
22

[ ] 0
(1 )

a dp
x

dxp
 


 

0ٍتاٍْٖت ٝنُ٘ 
dp

p c
dx

   

 اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل ٕ٘  تىضتىٚ 

2
(2) y xc

1

ac

c
 


 

 ٕٗٚ مَ و ٍاَ٘ػل ٍِ اىَاضقَٞتل. 

 ٗ  

3
22

(3)
(1 )

a
x

p
 


 

 ّاي  ُ  x( ػِ ةَٞل1(  ٜ )3 تىضؼ٘ٝض ٍِ )

3
2

3

2
(4)

(1 )

ap
y

p



 

p ( ِٞ 3 ، )ىيحو اىَل   ٗ حذف اىبتلاٍض ٝضتُ( َٕت اىَؼت ىضتُ 4( ، )3اىَؼت ىضِٞ )

 ( ّاي  ُ 3ىيحو اىَل   ٍِ )( ّحصو ػيٜ اىَؼت ىل اىنتلمٞزٝل 4)

2
3

2 2 2 2
3 3 3 3

2 2 2 2 2
3 3 3 3 3

2 2 2
3 3 3

2

3

2

( )

( ) ( ) [( ) 1]

( )

a
p

x

y xp

a
y x p x

x

y a x a x

x y a

 

 

     

    

 

 

ٕٗ٘ اىحاو اىَلا   ىيَؼت ىال اىضلتةايٞل ٕٗا٘ غالاف ٍاَ٘ػال اىَااضقَٞتل اىضاٜ َٝ يٖات 

 اىحو اىؼتً . 

 



  ٗجي اىحو اىؼتً ٗاىحو اىَل   ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل  -3) :ٍ ته )

sin cos cos sinpx y px y p  

 ّنضب اىَؼت ىل ػيٚ اىص٘لم  اىحو :

1

1

sin cos cos sin

sin(px y) p

px y sin

(1) sin

px y px y p

p

y xp p





 

 

 

 

 

 ٕٗذٓ ص٘لم ٍؼت ىل ميٞ ٗل .

 ّاي  ُ  x تىضلتةو  تىْابل لىٚ

2

2

1

1

1
[ ] 0

1

0

dp dp
p p x

dx dxp

dp
x

dx p

dp
p c

dx

  


 


  

 

 

 اىحو اىؼتً ٕ٘ 

1

2

2

sin

1

1

1

y cx c

x
p

x
p

x

 







 

 ( ّاي  ُ 1 تىضؼ٘ٝض  ٜ )

2 1 2 1

2

1
1 sin 1 1y x x sx x

x

        

 ٕٗذا ٕ٘ اىحو اىَل   َٗٝ و غلاف اىَاضقَٞتل .

1siny cx c  



 -اىحو اىَل   )اىئتذ( :  2-5

 ٍَت ةبذ ل ْٝت  ّٔ ٝ٘جي حو شتذ ىَؼت ىل ميٞ ٗل

(1) ( )y px f p  

  ِٞ ٕذٓ اىَؼت ىل ٗاىؼلاةل  pَٝنِ اىحص٘ه ػيٞل  حذف

(2) ( ) 0x f p  

  ِٞ اىَؼت ىضِٞ  c( ٕ٘  ٝضتً ّتمج حذف1( ، )2 ِٞ ) pّٗتمج حذف

(3) y ( ),

(4) ( ) 0

cx f c

x f c

 

 
 

ىيَؼت ىاال  c( َٝنااِ اىحصاا٘ه ػيٖٞاات  ااأج اء اىضلتةااو جز ٞاات  تىْااابل لىاا4ٚٗاىؼلاةال )

(3 . ) 

( ٗػيٚ ٕذا  تىَؼت ىل ميٞ ٗل 3ٕ٘ لذُ غلاف ٍاَ٘ػل اىَاضقَٞتل ) cّٗتمج حذف

 حو شتذٓ ٕ٘ غلاف ٍاَ٘ػٔ اىَاضقَٞتل اىضٜ َٝ يٖت اىحو اىؼتً . 

ٗ ص٘لم ػتٍل لذا اػضب ّت ٍاَ٘ػل اّٖت ٞل  حت ٝل ٍِ اىَْحْٞاتل ) محضا٘ٙ ٍؼت ىضٖات 

لاٍض  ٗاحااي  قااظ (  قااي ٝ٘جااي ٍْحْااٚ ثت اات َٝاااٖتً جَٞؼااتً ٗٝاااَٚ غاالاف ػيااٚ  اات

ٍاَ٘ػل اىَْحْٞتل اىَؼيٍ٘ل .  انذا متّات ٕاذٓ اىَْحْٞاتل مَ او الأصاو اىضاتً ىَؼت ىال 

ملتةيٞل ٍِ اى مبل الأٗىٚ  نُ اى لاف ٝحقذ  ٝضتً ٕذٓ اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ٗٝنُ٘ حالاً 

)شااتذاً ىٖاات ٗذىاال لأّاأ ػْااي  ٛ ّقطاال , )x y ػيااٚ اى االاف ٝ٘جااي ٍْحْااٚ ٍااِ ٍاَ٘ػاال

,اىَْحْٞتل اىَؼيً٘ ٝاَٚ اى لاف ػْي ٕذٓ اىْقطل ٗمنُ٘ ةٌٞ ,x y p ػْي ٕاذٓ اىْقطال

ٗاحيٓ ىيَْحْٚ ٗاى لاف ٍؼتً ٗمحقذ اىَؼت ىل اىضلتةايٞل  ٛ  ُ ٍؼت ىال اى الاف ٍؼت ىال 

حالاً شاتذاً ىٖات ٗا ٝحضا٘ٙ ػياٚ ث٘ا ات اخضٞتلٝال ٗا  محقذ اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ٗمناُ٘

 َٝنِ اةضْضتجٔ ٍِ اىحو اىؼتً  نػطتء ةٌٞ ٍؼْٞل ىي ت ت ااخضٞتلٛ .  



 ٗة٘ف ّيلا الأُ ط ق لٝات  اىحو اىئتذ ىَؼت ىل ملتةيٞل ٍِ اى مبل ااٗىٚ . 

  cزَٞاىَ 3-5-1

ّؼضباا  ٍؼت ىاال ملتةاايٞل ٍااِ اى مباال الأٗىااٚ ٍٗااِ  لجاال  ػيااٚ ٍااِ اى مباال الأٗىااٚ ػيااٚ 

 اىص٘لم 

f( , , )x y p 

 ّٗل أ  ُ اىحو اىؼتً ىٖت ٕ٘ : 

(1) ( , , ) 0x y c  

 جز ٞتً ّحصو ػيٚ  c(  تىْابل لى1ٚٗ َلتةيل )

(2) ( , , ) 0x y c
c






 

x,( ّحصو ػيٚ ػلاةل  ا1( ٗ )2ِٞ ِٞ ) cٗ حذف y َزَٞاٗمااَٚ اىc  ىيَؼت ىال

( ٗةااا٘ف ّ ٍاااز ىٖااات  اااتى ٍز1)
c ( مَ اااو ٍاَ٘ػااال ٍاااِ اىَْحْٞاااتل 1ٗاىَؼت ىااال )

 ٗاىَؼت ىضتُ .

( , , ) 0 , ( , , ) 0x y c x y c h    

 ٍقيال ثت ت ص ٞ  مَ لاُ ٍْحِْٞ ٍاتٗلِٝ .h حٞ 

ٗ تةضخياً ّظ ٝل اىقَٞل اىَض٘ةطل ّ ٙ  ّٔ َٝنِ مضت ل ٍؼت ىال اىَْحْاٚ اى اتّٜ ػياٚ  

 اىص٘لم .

( , , ) ( , , ) 0x y c h x y c h
c

   


   


 

 ٗلإٝات  ّقطل مقتطغ اىَْحِْٞ  ط ح اىَؼت ىضِٞ ّحصو ػيٚ 

( , , ) 0x y c h
c
 


 


 

 ( .2م ٗه لىٚ اىصل  ّحصو ػيٚ اىَؼت ىل ) h نذا جؼيْت



ٝحضاا٘ٙ ػيااٚ اىحااو اىْٖيةااٜ ىي٘ةااغ اىْٖاات ٜ ىااْقظ مقااتطغ  cٗ ااٚ اى٘اةااغ  ُ اىَاااز

( ٕٗااذا ٝئااَو اىضؼ ٝااف الأٗه ى االاف ٍاَ٘ػاال 1ٍْحْااِٞ ٍضقاات يِٞ ٍااِ اىَاَ٘ػاال )

 اىَْحْٞتل . 

 ٗمو ٕذٓ ااػضبتلال ٍؼ ٗ ل ٍِ  لاةتل اى لا تل .

( ةاي 2( ٗ )1 اِٞ اىَؼات ىضِٞ ) cحااب اىضؼ ٝاف اىؼاتً مْاتمج حاذف cزَٞاٗىناِ اىَ

 ٝحض٘ٙ ػيٚ ٍحته ْٕيةٞل  خ ٙ غٞ  اى لاف . 

(  اٜ 1 ٜ اىحتال اىؼت ٝل ٝضقاتطغ ماو ٍْحْاِٞ ٍضااتٗلِٝ ٍاِ ٍْحْٞاتل اىَاَ٘ػال )

eeّقطل ٗاحيم ٗمقغ ّقظ اىضقتطغ ػيٚ ٍْحْٚ  . 

مااو ٍْحْاِٞ ٍضضااتىِٞ ٍاِ  ؼضااَٖت اّٖت ٞاتً مقااغ جَٞاغ ّقااظ  ٗ اٚ اىْٖتٝال ػْاايٍت ٝقضا  

EEاىضقتطغ ػيٚ ٍْحْٚ   .ٝاَٚ جَٞغ اىَْحْٞتل ٕٗ٘ غلاف اىَْحْٞتل 

ٝنُ٘ اى لاف حلاً شتذاً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل ىَاَ٘ػل اىَْحْٞتل  ٍت  ذا متُ مو ٍْحْٚ 

تطؼتُ  ٜ ثلاث ّقظ ٗمقغ ّقاظ اىضقاتطغ (  نُ مو ٍْحِْٞ ٍضاتٗلِٝ ٝضقmodeػقيٓ )

aaػيٚ ثلاث ٍْحْٞتل ٍخضيلل ,ee  . مَت  تىئنو 

aaٗػْاايٍت مقضاا   اىَْحْٞااتل اىَضاااتٗلم ٍااِ  ؼضااٖت اّٖت ٞااتً  اانُ اىَْحْااِٞ ,bb  

NNٝقض  تُ ٍِ ٍْحْٚ اىؼقي  ْٚحٞ  ْٝطبقتً ػيٞل  ٍت اىَْحee   ٗه اىٚ اى لاف ٞ 

EEاىَؼضت    ُ  ٛ اىََٞز c  ٕٓ٘ذٓ اىحتىل ٝحض٘ٙ ػيٚ ٍْحْٚ اىؼقي ٍ  ٘ػاتً ىيلا ٜ 

aaاى تّٞل حٞ   ّٔ ْٝاضج  اٜ اىْٖتٝال ٍاِ مطات ذ ٍْحْاِٞ ,bb   ٛ  ٍْٗحْاٚ اىؼقاي ػْاي

x,ّقطل ػيٞٔ ٝئض ك ٍغ ٍْحْٚ اىَاَ٘ػل اىَتل  ٖاذٓ اىْقطال  اٜ ةَٞضاٜ y ٗىنْٖات ا

ٗػيااٚ ٕااذا  َْحْااٚ اىؼقااي ا ٝحقااذ اىَؼت ىاال اىضلتةاايٞل  pمئااض متُ  ااٜ ةَٞاال اىَٞااو

 (cusp)اىَؼيٍ٘ل ٗلذا اّنَئت اىؼقي  اٜ اىحتىال اىاات قل  حٞا  مصابح ّت اتىيَْحْٞتل 



EE نُ اىَْحِْٞ ,NN ْات ٝقض  تُ ٍِ  ؼضَٖتً حضٚ ْٝطبذ ٍاغ ٍْحْاٚ اى cusp 

lecus) ee  ٜ  اىََٞز( اىذٛ ٝظٖ  حْٞ ذc تى  مَت  تىئنو. ٍ  ٘ػتً ىيق٘ٓ اى  

ػْي  ٛ ّقطل ػيٚ ٍْحْٚ اىْت  ا ماتٗٙ ٍٞو اىَْحْاٚ اىَاتل  ٖاذٓ pٗاةح  ُ ةَٞل

 اىْقطل ٕٗ٘ لذا ىٞس حلاً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل ىَاَ٘ػل اىَْحْٞتل.

ىيحاو اىؼاتً  cاىََٞاز: ػْي اىبح  ػاِ اىحاو اىئاتذ ىَؼت ىال ملتةايٞل ّ٘جاي  اىخلاصل

 ٝحض٘ٙ ػيٚ ٗاحي  ٗ  م   ٍِ  cاىََٞزىٖذٓ اىَؼت ىل ٗ

 اىْٖيةٞل اامٞل :  اىَاتال

 اى لاف ) ٍ  ٘ػتً ىيق٘م الأٗىٚ ( -1

 ٍْحْٚ اىؼقي ) ٍ  ٘ػتً ىيق٘م اى تّٞل ( -2

 ٍْحْٚ اىْت  ) ٍ  ٘ػتً ىيق٘م اى تى ل ( -3

 cاىََٞازٍِٗ ٕذٓ اىَْحْٞتل ٝنُ٘ اى لاف  قظ حلاً شتذاً ىيَؼت ىال اىضلتةايٞل  ٛ  ُ 

 َٝنِ اىضؼبٞ  ػْٔ  ٜ اىص٘لم .

3
)ٍْحْٜ اىْت ( 

2
 x )ٍْحْٜ اىؼقي(x 

1
)اى لاف(   =

c 

 ٍيح٘ظل : 

 لذا متُ ىيْٝت ٍؼت ىل ملتةيٞل ٍِ اى مبل ااٗىٚ ٗ لجل  ػيٚ ٍِ الأٗىٚ 

(1) ( , , ) 0f x y p  

 ٗ حو ٕذٓ اىَؼت ىل ّحصو ػيٚ 

(2) ( , , ) 0x y c  

ٍاِ اىيلجال اى تّٞال  ٗ  ػياٚ  انُ  c( ػياٚ  ّٖات ٍؼت ىال جب ٝال  ا2ٜ نذا اػضب ّات  ُ )

 c( جازلاً ٍنا لاً ىيباتلاٍض 1( مَ و اىئ ط اىلازً ىناٚ ٝناُ٘ ىيَؼت ىال )2اىَؼت ىل )



)ٕ٘ اىَحو اىْٖيةٜ ىيقٌٞ cتىََٞزٗػيٚ ٕذا   , )x y( جازلاً 1اىضٜ ماؼو ىيَؼت ىال )

 ػيٚ اىص٘لم  c( ٍِ اىيلجل اى تّٞل  2ٜ نذا متّت اىَؼت ىل ) cٍن لاً ىيبتلاٍض 

2 0lc mc n   

,حٞ  ,l m nٜ  ٗاه ,x y ُن  

2 4 0c m lm    

ً ٕٗذا ٕ٘ اىئ ط ىنٚ منُ٘   ٍضاتِٗٝٞ .  cةَٞضت

 

 ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل  cاىََٞز ٗجي  -:(1)ٍ ته 

2 2(3 4 ) 4(1 )p y y   

 

 

 -اىحو : 



3
2

2

3
2

3
2

2 2

2

4(1 )

(3 4 )

2 1

3 4

3 4

2 1

2
( ) {

1

1
2(1 )

2{
1

1 1
{ 2{ 1

2 1

(1 ) 1
1 2 1 (4 1)

3

1 1
[ 1 (4 1) ( )][ 1 (4 1) ( )] 0
3 3

1
[ 1 (4 1)] ( ) 0
3

1
(1 )(4 1)

9

y
p

y

ydy
t

dx y

y
dx

y

y
x c dy

y

y

dy
y

dy y dy
y

y
y y y

y y x c y y x c

y y x c

y y

















  



  




   



     



        

    

   2( )x c

 

 ٕٗٚ مَ و اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل .

 cٗ َلتةيل اىط  ِٞ  تىْابل لىٚ 

2( ) 0x c  

xٗ تىضؼ٘ٝض ػِ c 

2

2 2

1
(1 )(4 1)

9
c

c

y y

EN C

   

 

 

1اىياىل y  ٚ٘ػل ىيق٘م ااٗى  ٍ 

1yاىَْحْٚ   .   و غلاف اىَاَ٘ػل ٕٗ٘ اىحو اىَل َٝ 

4اىياىل 1y   ٘ػل ىيق٘م اى تّٞل  ٍ 



1اىَْحْٚ

2
y  و ٍْحْٚ اىؼقي َٝ 

 ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل  cاىََٞز ٗجي  -:2)ٍ ته) 

1
,x dy

y p e p
p dx

   

 -اىحو : 

 ّاي  ُ  xّلتةو ٕذٓ اىَؼت ىل  تىْابل اىٚ

2

2 2

2

1 1

1 1
(1 )

ln

(2)

x x

x x

x x

x

dp dp
p e e

dx p dx p

dp
p e e

p dx p

p e p e

p p

dp
dx

p

p x c

p ce

  

  

 




 



 

 ( ّحصو ػيٚ  1(  ٜ )2ٗ تىضؼ٘ٝض ٍِ )

1
(3) xy ce

c
  

 ٕٗ٘ اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل .

 ٗ ٘ةغ 

1
( , , ) 0xx y c y ce

c
     

 ٍْٖٗت ٝنُ٘ 

2

1
0

1
(4)

x

x

e
c c

e
c


   





 



 ٕ٘  cٝنُ٘ ٍاز

2

2
0

4
4

c

x

y
c

y e
c

   

 

 

 ٕٗ٘ اىحو اىئتذ ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل ٕٗ٘ َٝ و ٍؼت ىل اى لاف ٍ  ٘ػتً ىيق٘م الأٗىٚ. 

 -:pاىََٞز 3-5-2

ْٕااتك ط ٝقاال  خاا ٙ ىيحصاا٘ه ػيااٚ اىحااو اىئااتذ ىيَؼت ىاال اىضلتةاايٞل اىضااٜ ٍااِ اى مباال 

 الأٗىٚ ٗ لجل  ػيٚ ٍِ الأٗىٚ ٍبتش م ٍِ اىَؼت ىل ذامٖت  ؼي لٝات  اىحو اىؼتً ىٖت . 

 ّل أ  ُ اىَؼت ىل اىَؼيٍ٘ل ٕٜ 

(1) ( , , ) 0f x y p  

 ّاي  ُ  pّلتةو ٕذٓ اىَؼت ىل جز ٞتً  تىْابل لىٚ

(2) ( , , ) 0
f

x y p
p





 

ىيَؼت ىل اىضلتةايٞل ٕٗاذا  pتىََٞز( ّحصو ػيٚ ٍت ٝاَٚ  1( ، )2 ِٞ ) pٗ حذف

)ٕ٘ اىَحو اىْٖيةٜ ىْقطل اىََٞز , )x y ىيَٞو ٍغ ةَٞضِٞ ٍضاتٗٝضِٞ اىضٜ ٝنُ٘ ػْيٕت

  ٗ  م   .

 -ةي ٝحض٘ٙ ػيٚ اىَْحْٞتل اىْٖيةٞل اامٞل : pاىََٞز

i) )ٚاى لاف )ٍ  ٘ػتً ىيق٘م الأٗى 

ii) )ٍْحْٚ اىضَتا )ٍ  ٘ػتً ىيق٘م اى تّٞل 

iii)  )ٍْٚحْٚ اىْت  )ٍ  ٘ػتً ىيق٘م الأٗى 

 ٗاى لاف  قظ ٕ٘ اىذٙ ٝحقذ اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ٗٝنُ٘  ٜ ٕذٓ اىحتىل حلاً شتذاً. 

  نُ p تى ٍز pٗلذا لٍزّت ىيَاز



1
)اىْت (    

2
)اىضَتا(   

1
 p )اى لاف( =

 ٍيح٘ظل :

 لذا متّت اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ػيٚ اىص٘لم 

2 0Lp MP N   

 ٝنُ٘  pاىََٞز نُ 

2 4 0p M N     

 ٕٗ٘ َٝ و ش ط اّطبتق جزلٛ اىَؼت ىل .

  ٗجي اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل . -( :1ٍ ته)

2(1)4 ( 2) 1p x   

 ثٌ  ٗجي اىحو اىئتذ . pاىََٞزثٌ  ٗجي 

 اىحو : 

 ( َٝنِ مضت ضٖت ػيٚ اىص٘لم .1اىَؼت ىل )

2 1

4( 2)

1

2 ( 2)

1 1
( ) ( ) 0

2 ( 2) 2 ( 2)

1

2 ( 2)

{ {
2 ( 2)

2

( 2 )( 2 ) 0

p
x

p
x

p p
x x

dy

dx x

dx
dy

x

y x c

y x c y x c




 


  
 

 


 


   

      

 

 اىحو اىؼتً ٕ٘ 



2( ) 2y c x   

 .pاى تّٞل  ٜ( ٕٜ ٍؼت ىل ٍِ اىيلجل 1ّلاحع  ُ اىَؼت ىل ) pاىََٞزٗلإٝات  

16( 2) 0p x    

)ّٗلاحع  ُ 2)x   .ٚ٘ػل ىيق٘م الأٗى  ٍ 

2x  

 ٕٗٚ ٍؼت ىل اى لاف ٕٗ٘ اىحو اىَل  . 

  ٗجي اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ىَاَ٘ػل اىيٗا    -(:2ٍ ته )

2 2 2(1) 2 2 1 0x y ex c     

ٗػاِٞ اىحاو اىَلا   ىيَؼت ىال  ُ  pاىََٞازٕ٘ اىبتلاٍض  ىيَاَ٘ػال ثاٌ  ٗجاي  cحٞ 

 ٗجي.

 x(  تىْابل لىٚ 1 ضلتةو اىَؼت ىل ) اىحو :

2 2 2 0

(2) ( )

x yp c

c x py

  

  
 

 ( ّحصو ػيٚ 1(  ٜ )2) اىضؼ٘ٝض ٍِ

2 2 22 ( ) 2(x py) 1 0x y x x py       

 ُ  ٛ  

2 2 2 2(3) 2 2 y 1 0x y xyp p     

ٗمَ او اىَؼت ىال اىضلتةايٞل ىَاَ٘ػال اىايٗا    pٕٗاذٓ ٍؼت ىال ٍاِ اىيلجال اى تّٞال  اٜ

(1 ) 

 ٕ٘  pاىََٞز

2 2 2 2 2

2 2 2

4 8 ( 1)

4 y ( 2 y 2) 0

x y y x y

x

  

  
 



 ٝحض٘ٙ ػيٚ اىَْحْٞتل الأمٞل . pاىََٞزّٗلاحع  ُ 

0y  . ٘ػتً ىيق٘م اى تّٞل  ٍ 

  ٖ٘ َٝ و ٍْحْٚ ااىضحتق )اىضَتا( ىَاَ٘ػل اىَْحْٞتل( ٗاىقطغ اىْتةص .

2 2

1
2 10

x y
  

 ىٖت . َٝ و  ٍت غلاف اىَْحْٞتل  ٗ ٍْحْٚ اىْت 

 اىيٗا   ىٞس ىٖت  ّٞت .

 ٝنُ٘ غلاف اىَْحْٞتل . 

 اىقطغ اىْتةص َٝ و غلاف اىَاَ٘ػل ٗػيٚ ذىل  ٖ٘ اىحو اىَل   .

  -لمبل اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ٍِ اى مبل اىؼيٞت : )مخلٞض( مْزٝو 3-6

 اىص٘لم اىؼتٍل ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل ٍِ اى مبل اىؼيٞت ٕٜ 

( )(1)f(x, y, y , y ,....., y ) 0n   

 ٗا ٝ٘جي حضٚ الأُ ط ٝقل ٍبتش ٓ ىحو ٕذٓ اىَؼت ىل . 

ٗةي ػ ةْت  ٜ الأ ٘ا  اىات قل ط ق ىحو حتىل ختصل ٍِ ٕذٓ اىَؼت ال ٕٗٚ اىضاٜ 

 ( خطٞل . 1منُ٘  ٖٞت اىَؼت ىل )

ّٗلاحع  ّٔ حضٚ  ٜ ٕذٓ اىحتىل اىختصال ىاٌ ّااضطٞغ  ُ ّحصاو ػياٚ ط ٝقال ٍبتشا ٓ 

لا  اٜ اىحاتال اىضاٜ n ملتةايٞل خطٞال ٍاِ اى مبال ّ٘جي  ٖت اىحاو اىؼاتً لأٙ ٍؼت ىال

 منُ٘  ٖٞت اىَؼتٍلال ث٘ا ت .

( اىضاٜ َٝناِ  ٖٞات  تةاضخياً مؼا٘ٝض 1ٗة٘ف ّيلا الأُ  ؼاض اىحاتال ىيَؼت ىال )

 ٍْتةب مح٘ٝيٖت اىٚ ٍؼت ىل ملتةيٞل  خ ٙ ذال لمبل  ةو .



 صا٘لم صا ٝحل اىصا٘لم اىؼتٍال  yاىضٜ ا محض٘ٙ ػيٚ  ٗا : اىَؼت ال اىضلتةيٞل

 ىٖت ٕٜ 

( ) ( 1) ( )(1)f(x, y , y ,....., y ) 0k k n  

nٗ ٚ ٕذٓ اىحتىل  نُ لمبل اىَؼت ىل َٝنِ  ُ م ٗه اىٚ kٗذىل  ٘ةاغ( )ky p 

 ( مأخذ اىص٘لم : 1اىَؼت ىل ). 

( )f(x, , ,....., ) 0n kp p p   

)ٕٗذٓ اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ٍِ اى مبل )n kِٞ   ٞ اىَض ٜ ,x p ٚنذا  ٍنِ حيٖت ػي 

 اىص٘لم .

1 2(x, , ,....., ) 0n kp p c c c   

 ٍِ اىَ ال ىٖذا اىحو ّحصو ػيٚ اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل. kٗ أج اء اىضنتٍو

 حو اىَؼت ىل  (1ٍ ته)

4 3

4 3

1
0

d y d y

dx x dx
  

 اىحو : 

3

3

4

4

d y
let

dx

d y dp

dx dx


 

 مصبح اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ػيٚ اىص٘لم 



1

1

3

3

2
4 21 2

3 42

1
0

ln ln ln

24 2

dp
p

dx x

dp dx
p x c

p x

p c x

d y
cx

dx

c cd y
x x c x c

dx

 

   





   

 

 ٕٗذا ٕ٘ اىحو اىؼتً .

  ٗجي اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل : -(:2ٍ ته) 

2
2

2
2 ( ) 1

dy d y dy
x

dx dx dx
  

 اىحو :

2

2

dy d y dp
let p

dx dx dx
   

 اىَؼت ىل مصبح ػيٚ اىص٘لم 

3
2

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

1 2

1

2 2 3

1 2 1

2 1

1

1 2

1 1 1
ln( 1) ln ln

2 2 2

1

( ) 1

1

{ 1

2
( 1)

3

9 ( ) 4( 1)

dp
xp p

dx

pdp dx

p x

p x c

p xc

dy
c x

dx

dy
c x

dx

y c x dx

y c x c
c

c y c c x

 




  

 

 

  

  

   

  

 



 ٕٗ٘ اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل . 

 صا٘لم صا ٝحل ٕاذٓ اىَؼت ىال مناُ٘ x اىَؼت ال اىضلتةيٞل اىضاٜ ا محضا٘ٙ -ثتّٞت :

 ػيٚ اىص٘لم. 

( )(1)f(y, y , y ,....., y ) 0n   

yٗ تةضخياً اىضؼ٘ٝض  p  : َٚٝنِ مخلٞض لمبل اىَؼت ىل مَت ٝي-  

2

2

3 2
2

3 2

, . ,

( ) ( )

dy d y dp dp dy dp
p p

dx dx dx dy dx dy

dy d dp d p dp
p p p

dx dx dx dy dy

   

  

 

ٗ تىَ اااو  تىْاااابل اىاااٚ  اااتةٜ اىَئاااضقتل ٍاااِ اى ماااب الأػياااٚ ٗ اااتىضؼ٘ٝض ػاااِ ةاااٌٞ

( )y , y ,....., y n ( مصبح ػيٚ اىص٘لم .1 نُ اىَؼت ىل ) 

2 1

2 1
( , , , ,...., ) 0

n

n

dp d p d p
y p

dy dy dy





 

)ٕٗذٓ ٍؼت ىل ملتةيٞل ٍِ اى مبل 1)n ِٝ اىَض ٞا ٜ  ,y p انذا  ٍناِ حاو اىَؼت ىال 

y نّأ  تةاضخياً اىلا ص yمياىال  اpٜ الأخٞ م ٗلٝات  p  ّحصاو ػياٚ ٍؼت ىال

 .yملتةيٞل ٍِ اى مبل الأٗىٚ ٗ حيٖت ّ٘جي 

  ٗجي اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل الأمٞل . -1):ٍ ته )

2
2

2
( 1) ( ) 0

d y dy
y y

dx dx
   

 ّضغ  اىحو :
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2

d y dp
p

dx dy
 

 اىَؼت ىل مصبح ػيٚ اىص٘لم 
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 ٕٗ٘ اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل .

x,لذا متّت اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ختىٞل ٍِ  ٍيح٘ظل : y  نُ َٝناِ حاو اىَؼت ىال  أخاذ 

,ٗىنااِ ّلاحااع  ُ اةااضخياً اىضؼاا٘ٝض   حااي اىضؼ٘ٝضااِٞ اىااات قِٞ.
dp

p y p
dy

 

 ٝنُ٘  ةٖو  ٜ اىحو. 

 حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞل  -(:2ٍ ته)

2
2

2
1 ( )

dy d y
m

dx dx
  

 صا٘لم x ة٘ف ّيلا حاو ٕاذٓ اىَؼت ىال  تػضبتلٕات ٍؼت ىال ا محضا٘ٙ ػياٚ اىحو :

 صاا٘لم صاا ٝحل  y تػضبتلٕاات ٍؼت ىاال ا محضاا٘ٙ ػيااٚصاا ٝحل ) ٗٝضاا ك  لاةااضٖت 

  تةضخياً اىضؼ٘ٝض   مضَ ِٝ ( .

2

2

dy
p

dx

d y dp
p

dx dy





 



 اىَؼت ىل مصبح ػيٚ اىص٘لم 
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 ٕٗ٘ اىحو اىؼتً .

 ثتى ت : اىَؼت ىل اىَضاتّال 

 اىَؼت ىل اىضلتةيٞل منُ٘ ٍضاتّال لذا متّت مو حيٗ ٕت ٍِ ّلس اىبؼي  مؼ ٝف :

x,لذا اػضب ّت y  ُاىبؼي اى٘احي  ن ٍِ 

0
lim

dy y

dx x





 

dy

dx
 ٍِ اىبؼي صل   

2

2 0

1
lim

limx

d y y

dx x 





 

اىَئضقل
2

2

d y

dx
 1ٍِ اىبؼي 



ٕٗنذا ّلاحع  ُ
3

3

d y

dx
 2ٍِ اىبؼي 

n

n

d y

dx
)منُ٘ ٍِ اىبؼي  1)n   

  َ لاً اىَؼت ىل اىضلتةيٞل 

2
2 3 2

2
4 2 0

dy d y
x x y

dx dx
   

  2ٕٜ ٍؼت ىل ٍضاتّال ٍِ اىبؼي 

 ٗاىَؼت ىل اىضلتةيٞل 

2( 4 ) 8 0
dy dy

x xy y
dx dx

   

 . 1ٕٜ ٍؼت ىل ٍضاتّال ٍِ اىبؼي

 ٗىحو اىَؼت ال اىَضاتّال ّؼضب  اىحتال الأمٞل :

 )   ( لذا متّت اىَؼت ىل اىضلتةيٞل َٝنِ مضت ضٖت ػيٚ اىص٘لم الأمٞل :  

2
2

2
( , x ,...., y) 0

dy d y
x

dx dx
  

 َٝنِ حو ٕذٓ اىَؼت ىل  تةضخياً اىضؼ٘ٝض. 
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 ( ػيٚ اىص٘لم 1َٝنِ لٝات   قٞل اىحيٗ  ٗ تىضؼ٘ٝض مصبح اىَؼت ىل )ٕٗنذا 

2

2
( , , ,....) 0

dy d y
y

dt dt
  

  صلل ص ٝحل َٗٝنِ حيٖت  تةضخياً اىضؼ٘ٝض . tٕٗذٓ اىَؼت ىل ا محض٘ٙ ػيٚ

,
dp

y p y p
dy

   

 .ٗ ذىل َٝنِ مخلٞض لمبل اىَؼت ىل  َقيال اى٘احي 

  ٗجي اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىَضاتّال  -(: 1ٍ ته) 

2
2 2

2
( ) ( ) 3 ( )

d y dy dy
y x y x

dx dx dx
  

 ٕذٓ اىَؼت ىل ٍضاتّال ٗمنُ٘ ػيٚ اىص٘لم  اىحو :
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tx تةضخياً اىضؼ٘ٝض  e . ُ  ّاي 

2 2
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dy dy d y d y dy
x x

dx dt dx dt dt
   

 اىَؼت ىل مصبح ػيٚ اىص٘لم 
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 ٕٗذٓ ٍؼت ىل خطٞل ٝنُ٘ ػتٍيٖت اىنتٍو ٕ٘ 
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 ٕٗ٘ اىحو اىؼتً 

 ) ( لذا متّت اىَؼت ىل اىضلتةيٞل ػيٚ اىص٘لم 
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2
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y dy d y

f x
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 اىَؼت ىل ٍضاتّال ٍِ اىبؼي صل  . ٛ منُ٘ ٕذٓ 

 ٗ ٚ ٕذٓ اىحتىل ّضغ 

, ty zx x e  
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 ٗىنِ 
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 ( اىٚ اىص٘لم 1( مضح٘ه اىَؼت ىل )3( ، )2ٗ تىضؼ٘ٝض ػِ )

2

2
( , , ,.....) 0

dz d y
z

dt dt
  

 َٗٝنِ حيٖت مَت ةبذ  tٕٗٚ ٍؼت ىل ختىٞل ٍِ 

  ٗجي اىحو اىؼتً ىيَؼت ىل اىضلتةيٞل اىَضاتّال الأمٞل  -( : 2ٍ ته) 

2 2 2 2( )( ) 0x y y xy x y y     

 ّاي  ُ 3x  تىقاَل ػيٚ -اىحو :

2 2

2 2
(1 )( ) 0

y y y
y xy

x x x
     

  ٘ةغ 

, ty zx x e  

 مضح٘ه اىَؼت ىل اىضلتةيٞل اىٚ اىص٘لم 
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 ٕٗ٘ اىحو اىؼتً 

 ىيَؼت ىل  لا ؼتً: اىط ف الأٝا 

( )f(x, y, y , y ,....., y ) 0n   

)ٕ٘ ػبتلم ػِ ٍئضقل ىَقيال ملتةيٜ ٍت ٍِ اى مبل  1)n   :ًٗىٞنِ ٍ لا 

( )(c, x, y, y ,....., y ) 0n    

0ْٕت َٝنِ مضت ل اىَؼت ىل
d

dx


  ٍْٖٗتc  



 حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞل  ( : 1ٍ ته) 

2 0yy y   

 ٕذٓ اىَؼت ىل َٝنِ مضت ضٖت ػيٚ اىص٘لم  اىحو :

( ) 0d yy   

 ٍْٖٗت ٝنُ٘

2

1 2

yy c

y c x c

 

 
 

 حٞتّت ىيحص٘ه ػيٚ  اىل ٍئضقضٖت ماتٗٙ اىط ف الأٝا  ىيَؼت ىل  نُ ذىال  ٍيح٘ظل :

 ا ٝضحقذ لا  ؼي ة   ط  ٜ اىَؼت ىل  ٜ  اىل ٍت .

 حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞل  : 2)ٍ ته) 

2yy y  

yy تىقاَل ػيٚ اىحو :  ّٚحصو ػي 
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 ٕٗ٘ اىحو اىؼتً 

 حو اىَؼت ىل اىضلتةيٞل  -( :3ٍ ته )



22y y y   

y تىقاَل ػيٚ  اىحو : y   ّٚحصو ػي 
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 ٕٗ٘ اىحو اىؼتً 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 (2تمارين )

p ٗجي اىحو اىؼتً ىنو ٍِ اىَؼت ال اىضلتةيٞل  حيٖت  تىْابل لىٚ  -1 ,
dy

p
dx

 

2 2 2

2 2

2

3 2 2

2

2

( ) 3 2 0

( ) ( 2 ) 2 0

(iii) p p 6 0

(iv) p p(x xy y ) xy(x y) 0

(v) p 2cosx 1 0

(vi) x yp p(1 xy)

i y p xyp x

ii p xy x p x y

  

   

  

     

  

  

 

 

 ٗجي اىحو اىؼتً ىنو ٍِ اىَؼت ال اىضلتةايٞل الأمٞال  تػضبتلٕات ةت يال ىيحاو  اٜ -2

x: 

3

2

2

2
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( ) 4 4

( ) 2 1 0

( )2 2 2 ( 1)

( ) tan( )
1

( ) ( 3) 0

i x p p

ii p xp

iii y p p x p

p
iv p x

p

v p p y x

 

  

   

 


   

 

 

 ٗجي اىحو اىؼتً ىنو ٍِ ىيَؼت ال اىضلتةايٞل الأمٞال  تػضبتلٕات ةت يال ىيحاو  اٜ -3

y : 
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( ) y x p

( ) p p e

( ) y psin p cos p

( ) y p tan p log cos p
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 ٗجي اىحو اىؼتً ٗاىحو اىَل   ىَؼت ىال ميٞا ٗل اىضلتةايٞل ىناو ٍاِ اىَؼات ال  -4

 اٟمٞل : 
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ىيَؼات ال اىضلتةايٞل الأمٞال ٗ اِٞ اىَْحْٞاتل اىضاٜ َٝ يٖات اىحاو  c ٗجي اىََٞاز -5

 اىئتذ )  ُ ٗجي (

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

( )( 1) 2 0

( )2 2 1 0

( ) ( 1) ( 1) 0

i x p xyp x

ii y p xyp x y

iii p x y

   

    

   

 

ىيَؼت ال اىضلتةيٞل الأمٞال ٗ اِٞ اىَْحْٞاتل اىضاٜ َٝ يٖات ٍبْٞات  p ٗجي اىََٞز  -6

 اىحو اىئتذ )  ُ ٗجي ( ثٌ  ٗجي اىحو اىؼتً 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 تطبيقية رياضيات  

 
د مهديأ.  

       

                           

 

 
 

 الفرقة الأولى

 
 

 

 

 

 

ية التربيةــــكل  

 شعبة الرياضيات

 

 

 

 

 



 ة التوافقية البسيطةــالحرك

Simple Harmonic Motion 
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توضيحية أمثلةExamples Illustrative

 ال ــ 1ــ مث
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ائلـــــمسProblems 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 



 الحركة الدفعية وتصادم الاجسام

Motion Impulse and Collision 
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Orbital Motion 
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