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: لا٠غٛص ٔغخ أٚ رص٠ٛش أٞ عضء ِٓ ٘زٖ اٌّزوشح ثذْٚ ئرْ ِٓ اٌمبئُ تُجّٛ ْبو) 
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 
 ِمذِخ: 

انضًذ لله انز٘ عهى ثبنمهى،عهى الإَسبٌ يبنى 

 ٚعهى،ٔانصلاح ٔانسـلاو عهٗ أششف 

ٔعهٗ آنّ ٔصضجّ  الأَجٛبء ٔانًشسهٍٛ َجُٛب محمد 

 000أرًعٍٛ ٔثعذ 
–صٚا٠ب  –أسوبْ  –إٌٙذعـخ ٟ٘ عٍُ دساعخ خصبئص اٌشـىً ) أثعبد 

000.) 

الاغلاق صُ ١ٍ٠ٙب عٍُ  ٚرعُزجش إٌٙذعخ ِٓ ألذَ اٌعٍَٛ اٌش٠بظ١خ عٍٝ

 اٌغجش.

ٚأٚي ِٓ ِبسط إٌٙذعخ ُ٘ لذِبء اٌّصش١٠ٓ صُ اٌشِٚبْ صُ اٌعشة ، 

أٚي ِٓ أعظ عٍُ و( 2211-2001عًش انخٛبو )٠ٚعُزجش اٌعلاِخ 

 إٌٙذعخ ِٓ عٍّبء اٌّغ١ٍّٓ الأٚائً.

ٚاٌّّبسعخ اٌؾم١م١خ ٌٍٕٙذعخ رزّضً ا٢ْ ف١ّب ٠غُّٝ ثبٌٕٙذعخ اٌٛصف١خ ، 

ذعـخ اٌزؾ١ٍ١ٍخ فززّضً فٟ رؾ١ًٍ اٌخصبئص إٌٙذع١خ ثبعزخذاَ عٍُ أِب إٌٙ

اٌغجش. فّضلاً إٌمطخ ٟٚ٘ اٌٍجٕخ اٌصغشٜ فٟ ثٕبء اٌشىً إٌٙذعٟ 

٠غُزعبض عٕٙب ثى١ّبد عذد٠خ رغُّٝ اؽذاص١بد إٌمطخ ، ٚاٌخػ اٌّغزم١ُ 

٠عُجش عٕٗ ثّعبدٌخ عجش٠خ فٟ ِزغ١ش٠ٓ ئرا وبْ اٌخػ اٌّغزم١ُ ٠مع فٟ 

زٜٛ ، ٠ٚعُجش عٕٗ ثّعبدٌز١ٓ فٟ صلاس ِزغـ١شاد ئرا وبْ اٌخػ اٌّغـ

اٌّغـزم١ُ فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ، ٚاٌذائشح ٚاٌمطع اٌّخشٚغٟ ٠غُزعبض 

 000عّٕٙب ثّعبدٌخ عجش٠خ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ فٟ ِزغ١ش٠ٓ ، ٚ٘ىزا 

ٚوّب ٔعٍمُ فماْ ِّبسعمـخ إٌٙذعمـخ ثمبٌع١ٓ اٌّغمشدح )وّمب ومبْ فمٟ اٌممذ٠ُ ( 

١ٕخ ٚشممبلخ ، ٚوّممب ئْ عُممً أٚ ِعكممُ الأشممىبي إٌٙذعممـ١خ فممٟ ع١ٍّممخ ِعمم

اٌىْٛ غ١ش ِغز٠ٛخ ٌزٌه ٌغأ الأغبْ ِٕز اٌمذَ ئٌمٝ صُمٕع أشمىبي ِغمـز٠ٛخ 

 –اٌممذائشح  –اٌّغممـزط١ً  –اٌّشثممع  –اٌّضٍممش  –٠ممم١ظ ثٙممب ِضممً اٌّغممزم١ُ 

   000 –اٌىشح  -الأعطٛأخ  –اٌمطٛع اٌّخشٚغ١خ 

ظعذ اٌمٛا١ٔٓ اٌخبصخ ُٚ  ثٙزٖ الأشىبي إٌٙذع١خ. ِٚٓ صُ 



 

 

ٚٔمذَ ٘زٖ اٌّزوشح ٚاٌزٟ رشـزًّ عٍٝ ِغّٛعخ اٌّؾبظشاد فٟ 

إٌٙذعـخ اٌزؾ١ٍ١ٍخ  فٟ اٌّغزٜٛ ، ٚاٌزٟ لّذ ثزذس٠غـٙب فٟ اٌغبِعبد 

 أسثعخ أثٛاة.  ّخ ئٌٝـٟٚ٘ ِمغٚاٌّعب٘ذ 

رٕبٌٕٚب فٟ اٌجبة الأٚي ٔكبَ الإؽذاص١بد فٟ اٌّغـزٜٛ ) الإؽذاص١بد 

ض٠خ ٚالإؽذاص١بد اٌمطج١خ ٚاٌعلالخ ث١ّٕٙب ( ، ٚاٌّعبدلاد اٌمطج١خ اٌىبسر١ـ

ٌٍخػ اٌّغزم١ُ ٌٍٚذائشح فٟ اٌّغزٜٛ ، ٚفٟ اٌجبة اٌضبٟٔ رٕبٌٕٚب رغ١١ش 

 ) ٔمً ٚدٚساْ اٌّؾبٚس ( ،  اٌّؾبٚس فٟ اٌّغزٜٛ 

ششغ رّض١ً اٌّعبدٌخ اٌعبِخ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ ٚفٟ اٌجبة اٌضبٌش رٕبٌٕٚب 

زم١ُ ٠ّش ثٕمطخ ـخػ ِغ ِٞعبدٌخ أ، ٚ خط١ٓ ِغزم١ّ١ٓ x,y ٓفٟ اٌّزغ١ش٠

ألصش ثعُذ ث١ٓ ِغـزم١ّ١ٓ ِزٛاص١٠ٓ ، ٚ  زم١ّ١ٓ ِع١ٍِٛٓـرمبغع خط١ٓ ِغ

اٌضا٠ٚخ اٌّؾصٛسح ث١ٓ اٌّغـزم١ّ١ٓ اٌٍز٠ٓ رّضٍّٙب اٌّعبدٌخ ،  فٟ اٌّغزٜٛ

02اٌّزغبٔغـخ  22  byhxyax   ِٚعبدٌخ ، 

 ث١ٓ اٌخط١ٓ اٌّّض١ٍٓ ثبٌّعبدٌخ ٠ز١ٓٚاف١ٓ ٌٍضـإٌّصزم١ّ١ٓ ـاٌخط١ٓ اٌّغ

02اٌّزغبٔغـخ 22  byhxyax . 

ٚصفبرٙب ) اٌمطع اٌّىبفئ  ع اٌّخشٚغ١خٛاٌمطٚفٟ اٌجبة اٌشاثع رٕبٌٕٚب 

 ٚاٌمطع إٌبلص ٚاٌمطع اٌضائذ ( .

ٚٔغأي الله عض ٚعً أْ ٠ٕفعٕب ثّب عٍّٕب ٚأْ ٠عٍّٕب ِمب ٠ٕفعٕمب ، ٚأْ 

ّبٌٕممب خبٌصممخ ٌٛعٙممٗ اٌىممش٠ُ ، ٚأخممش دعٛأممب أْ اٌؾّممذ   سة ٠غعممً أع

 اٌعب١ٌّٓ.

 د. ععذ ششلبٚٞ
 عضو هيئة التدريس بقسن الريبضيبت

 كلية العلوم بقنب

 جبهعة جنوة الوادي

 

 
 

 

 

 

 



 ٕٚبدانًضت: 
 )انجبة الأٔل )انُٓذسخ انتضهٛهٛخ فٙ حلاحخ أثعبد: 

غشق رع١١ٓ إٌمطخ فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ )الإؽذاص١بد اٌىشر١ض٠خٚالإؽذاص١بد 

ٔمطخ -اٌجعذ ث١ٓ ٔمطز١ٓ -اٌّغبلػ  –الأعطٛا١ٔخ ٚالإؽذاص١بد اٌىش٠خ( 

ٔغت ارغبٖ اٌعّٛدٞ  -اٌضا٠ٚخ ث١ٓ ِغزم١ّ١ٓ  -صٚا٠ب الارغبٖ  -اٌزمغ١ُ 

 ٝ ِغزم١ّ١ٓ ِع١ٍِٛٓ.عٍ

 َٙ(انفعبء انخلاحٙ )انًستٕٖ ٔانخػ انًستمٛى فٙ انجبة انخب : 

ِعبدٌخ اٌّغـزٜٛ  -اٌضا٠ٚخ ث١ٓ ِغز١٠ٛٓ - اٌفعبء اٌضلاصّٟغـزٜٛ فٟ اٌ

ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ ثّع١ٍِٛخ أغٛاي الأعضاء  -اٌّبس ثضلاس ٔمبغ ِعٍِٛخ 

 -ٛسح اٌعّٛد٠خ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ فٟ اٌصـ -اٌزٟ ٠مطعٙب ِٓ اٌّؾبٚس 

اٌّغز٠ٛبْ  -غٛي اٌعّـٛد إٌبصي عٍٝ ِغـزٜٛ ِعٍَٛ ِٓ ٔمطخ ِعٍِٛخ 

 ِعبدٌخ  -إٌّصفبْ ٌٍضا٠ٚخ اٌضٚع١خ ث١ٓ ِغز١٠ٛٓ ِع١ٍِٛٓ 

ٚظع صلاس ِغز٠ٛبد ثبٌٕغجخ  -أٞ ِغزٜٛ ٠ّش ثخػ رمبغع ِغز١٠ٛٓ 

 -اٌصٛسح اٌعبِخ ٌّعبدلاد اٌخػ اٌّغزم١ُ  - اٌفعبء اٌضلاصٌٟجععٙب فٟ 

ِعبدلاد اٌخػ  -ِعبدلاد اٌخػ اٌّغزم١ُ ثذلاٌخ ٔغـت ارغب٘ٗ ٚٔمطخ ع١ٍٗ 

غٛي اٌعّٛد إٌبصي ِٓ ٔمطخ عٍٝ  -اٌّغـزم١ُ اٌّبس ثٕمطز١ٓ ِعٍِٛز١ٓ 

-اٌعّٛدٞ عٍٝ عطؼ اٌىشح -ِعبدٌخ اٌىشح -رمبغع ِغزم١ّ١ٓ  -ِغزم١ُ

اٌّغزٜٛ  -غٛي اٌّّبط اٌّشعَٛ ٌٍىشح  -اٌّغزٜٛ اٌّّبط ٌٍىشح 

 رمبغع وشر١ٓ.-بعٟ ٌىشر١ٓالأع

 )ٙانجبة انخبنج)َظشٚخ انسطٕس فٙ انفعبء انخلاح:  
 اٌغطٛػ الأعطٛا١ٔخ ٚاٌّخشٚغ١خ ٚاٌذٚسا١ٔخ. –اٌغطٛػ اٌغجش٠خ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 انجبة الأٔل 

 فٙ حلاحخ أثعبدانُٓذسخ انتضهٛهٛخ 
 :عبء انخلاحٙغشق تعٍٛٛ انُمطخ فٙ انف – 2

 ستٕٚخ أٌ يٕظع انُمطخ فٙ انًستٕٖ ٚتضذد تًبيب  سأُٚب فٙ انُٓذسخ انتضهٛهٛخ انً

 ٚخستٕانًثٕاسطخ كًٛتٍٛ عذدٚتٍٛ ْٔزا ْٕ انسجت فٙ أٌ انُٓذسخ انتضهٛهٛخ 

 ثعذٍٚ. فٙسًٗ ثبنُٓذسخ انتضهٛهٛخ ت  

ٔنزنك فإٌ ، كًٛبد عذدٚخ ٚهضيُب حلاث انفعبء انخلاحٙٔنتضذٚذ يٕظع انُمطخ فٙ 

 ثبنُٓذسخ انتضهٛهٛخ فٙ حلاحخ أثعبد.  عب  انُٓذسخ انتضهٛهٛخ انفشاغٛخ تسًٗ أٚ

فٙ انُٓذسخ انتضهٛهٛخ انًستٕٚخ أٌ يٕظع انُمطخ فٙ انًستٕٖ ٚتضذد  سأُٚب أٚعب  

     < x <  , - < y < -صٛج (x, y)ًْب غشٚمخ الإصذاحٛبد انكشتٛضٚخ اصذإثطشٚمتٍٛ 

  o  r < , 0    2 ( ؽ١شr, ٚاٌضب١ٔخ غش٠مخ الإؽذاص١بد اٌمطج١خ )

 : ٟوّب ٠ٍرىْٛ ( r, ) ،( x, yاٌعلالخ ث١ٓ )ٚ
x = r cos . 

y = r sin . 
 تكون: أو

.tan

.

1

22

x

y

yxr






 

 -ٌٚىٕٙب أ٠عب ِشرجطخ –فزٛعذ صلاس غشق ِخزٍفخ  اٌفعبء اٌضلاصٟأِب فٟ 

  عٕٛظؾٙب ف١ّب ٠ٍٟ:



  ٗانطشٚمخ الأٔن( الإصذاحٛبد انكشتٛضٚخ :x, y, z ) 

 ,OX, OYٔشعُ صلاس ِغزم١ّبد  اٌفعبء اٌضلاصٟفٟ  O صًالأِٓ ٔمطخ 

OZ  
 .ثؾ١ش ٠ىْٛ وً اصٕبْ ِّٕٙب ِزعبِذاْ

 ِؾبٚس الإؽذاص١بد فارا رخ١ٍٕب اٌشعُ  OX, OY, OZغّٝ اٌّغزم١ّبد رُ 

ئٌٝ صّب١ٔخ ِٕبغك وّب  اٌفعبء اٌضلاصُٟ فاْ ِؾبٚس الإؽذاص١بد اٌضلاس رمغ  

ٍٟ٠ : 

إٌّطمخ 

 الأٌٚٝ
X > 0, Y > 0, Z > 0 

 

 

 

 

إٌّطمممممممممممممممممخ 

 اٌضب١ٔخ
X > 0, Y > 0, Z < 0 

إٌّطمممممممممممممممممخ 

 اٌضبٌضخ
X > 0, Y < 0, Z > 0 

إٌّطمممممممممممممممممخ 

 اٌشاثعخ
X > 0, Y< 0, Z < 0 

إٌّطمممممممممممممممممخ 

 اٌخبِغخ
X < 0, Y > 0, Z > 0 

إٌّطمممممممممممممممممخ 

 اٌغبدعخ
X < 0, Y > 0, Z < 0 

إٌّطمممممممممممممممممخ 

 اٌغبثعخ
X < 0, Y < 0, Z > 0 

إٌّطمممممممممممممممممخ 

 اٌضبِٕخ
X < 0, Y < 0, Z < 0 

 ٚعٍٝ رٌه فاْ أٞ ٔمطخ فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ٠ّبصٍٙب عجع ٔمبغ.

 ,OXٔٛعذ ِغبلطٙب عٍٝ اٌّؾبٚس ،  اٌفعبء اٌضلاصٟٔمطخ فٟ  Pفشضٚث

OY, OZ  ٌٚزىٓ عٍٝ اٌزشر١تP1, P2, P3  ٚاظؼ أْ إٌمػP1, P2, P3  رزؾذد

  Pرّبِب ثبٌٕمطخ 

 x, y, zغّٝ اٌى١ّبد ٚرُ   x = OP1, y = OP2, z = OP3ٚثبٌزبٌٝ فاْ 

،  P(x,y, z)شِض ٌٙب ثبٌشِض فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ٠ُٚ  Pثاؽذاص١بد إٌمطخ 

 ٚوزٌه اٌعىظ صؾ١ؼ 



ٌٙب  زٟاٌ P( فأٗ ٠ّىٓ رؾذ٠ذ إٌمطخ x, y, zأٞ أٔٗ ئرا عشفٕب الإؽذاص١بد )

رٙب ئؽذاص١ب Pٛعذ ٔمطخ ٚاؽذح فمػ ر٘زٖ الإؽذاص١بد رؾذ٠ذاً ربِبً ثّعٕٝ أٔٗ 

x, y, z . 

 أكش اٌشىً اٌزبٌٟ:



 

 

 

 
                       

                          

 

 

 

              

                                  

            

 

                              

 

 

 ,OX: ٚاظؼ أْ ِؾبٚس الإؽذاص١بد يلاصظخ

OY, OZ   ٛ غّٝ ٘زٖ رُ  XOY, YOZ, ZOXلاس ِغز٠ٛبد ـص ءعبْ فٟ اٌفرى

 اٌّغز٠ٛبد ثّغز٠ٛبد الإؽذاص١بد 

ثبٌّغزٜٛ  YOZ ٚاٌّغزٜٛ z = 0زٜٛ ـثبٌّغ XOYطٍك عٍٝ اٌّغزٜٛ ٠ُٚ 

x = 0  ٜٛٚاٌّغزZOX  ٜٛثبٌّغز y = 0 . 

 ,x = 0 رىْٛ OY اٌّؾٛسٚعٍٝ  y = 0, z = 0 رىْٛ OXاٌّؾٛس عٍٝ ث١ّٕب 

z = 0  ٍٝاٌّؾٛس ٚعOZ ىْٛر  x = 0, y = 0. 

    Z 

 

  P3 

 z                    P(x,y,z) 

 

  O                               P2    Y                               

x 

  P1                  y 

X 



 :أٞ ٔمطخ فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ٠ّبصٍٙب عجع ٔمبغٚوّب روشٔب عبثمب أْ 

  OX, OY, OZ صلاس ٔمبغ ثبٌٕغجخ ٌّؾبٚس الإؽذاص١بد -

  XOY, YOZ, ZOX ٚصلاس ٔمبغ ثبٌٕغجخ ٌّغز٠ٛبد الإؽذاص١بد -

 .O  ٚٔمطخ ٚاؽذح ثبٌٕغجخ ٌٕمطخ الأصً )اٌمطت( -

 ( ثبٌٕغجخ:a, b, cاٌّزّبصٍخ اٌٛظع ِع إٌمطخ )أٚعذ إٌمػ  :(2يخبل)

 ٌّؾبٚس الإؽذاص١بد.  – 1

  ٌّغز٠ٛبد الإؽذاص١بد. -2

 . Oٌٕمطخ الأصً )اٌمطت(  – 3

 : انضم

 ,OX( ثبٌٕغجخ ٌّؾبٚس الإؽذاص١بد a, b, cإٌمػ اٌّزّبصٍخ ِع إٌمطخ) -1

OY, OZ  
 زشر١ت. عٍٝ اٌ  (a, -b, c-) , (a, b, -c-) , (a, -b, -c)رىْٛ

( ثبٌٕغجخ ٌّغز٠ٛبد الإؽذاص١بد a, b, cإٌمػ اٌّزّبصٍخ ِع إٌمطخ) -2
XOY,YOZ,ZOX  

 عٍٝ اٌزشر١ت.  (a, -b, c) , (a, b, c-) , (a, b, -c)رىْٛ

  (a, -b, -c-)رىْٛ  O( ثبٌٕغجخ ٌٍمطت a, b, cإٌمطخ اٌّزّبصٍخ ِع إٌمطخ) -3

 



  َٛخ انطشٚمخ انخبَٛخ: الإصذاحٛبد الأسطٕا, z)(r,   

 ِؾذد ثٗ ِغّٛعخ ئؽذاص١بد لطج١خ  ٔفشض أْ ٌذ٠ٕب ِغزٜٛ ِب ١ٌٚىٓ 

وّب  عٍٝ اٌّغزٜٛ  ٞعّٛد OZ ( ١ٌٚىٓ OXٟ ٚخػ اثزذائ Oلطت ) 

 ثبٌشىً:

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 r, ؽ١ش  r, , zت اٌى١ّبد ـفٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ٔؾغ Pلأٞ ٔمطخ 

 إٌمطخ ثعذ٘ٛ  zٚاٌّمذاس   عٍٝ اٌّغزٜٛ P مػـبد اٌمطج١خ ٌّغـالإؽذاص١

P  ٜٛعـٓ اٌّغز  

     r < ,  0    2 , -  < z <  0ؽ١ش 

شِض ٠ُٚ  Pثبلإؽذاص١بد الأعطٛا١ٔخ ٌٍٕمطخ  r, , zّٝ اٌى١ّبد اٌضلاصخ ـغٚرُ 

 . P(r, , z)ٌٙب ثبٌشِض 

ٟ ٚرٌه فعً الإؽذاص١بد الأعطٛا١ٔخ ٌذساعخ اٌغطٛػ فٟ اٌفعبء اٌضلاصرُ 

عجبسح  اٌّغزٜٛ  ٞز٠ٛبد رٛاصـطٛػ ثّغـعٕذِب رىْٛ ِمبغع ٘زٖ اٌغ

ثبلإؽذاص١بد اٌمطج١خ أٔغت ٌٍذساعخ عّب ٌٛ ِعطبح عٓ ِٕؾ١ٕبد ِعبدلارٙب 

 وبٔذ ٘زٖ اٌّعبدلاد ِعطبح ثبلإؽذاص١بد اٌىبسر١ض٠خ. 

Z 

 

 P(r,,z) 

 

   O                                      Y                               
                                  
                                      r 

                                             

                                              P
`
(r,) 

X 

اٌّغزٜٛ 
 



   ّٚانطشٚمخ انخبنخخ: الإصذاحٛبد انكش(, , ) 

ً رزؾذد ٘زٖ الإؽذاص١بد أ٠ع ارا وبْ فطٛا١ٔخ ـالإؽذاص١بد الأع خفٟ ؽبٌوّب  ب

ٚخػ  Oلطت ) ِؾذد ع١ٍٗ ِغّٛعخ ئؽذاص١بد لطج١خ  ٌذ٠ٕب ِغزٜٛ ِب 

 ( OXاثزذائٝ 

 وّب ثبٌشىً: عٍٝ اٌّغزٜٛ  ٞعّٛد OZ ١ٌٚىٓ

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ً  فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ٠ّىٓ أْ رؾذد رؾذ٠ذاً  Pلأٞ ٔمطخ    , , بد اٌى١ّ ربِب

 ؽ١ش 20,20,0   

٠ٚشِض ٌٙب ثبٌشِض  Pثبلإؽذاص١بد اٌىش٠ٗ ٌٍٕمطخ  ,,غّٝ اٌى١ّبد ٚرُ 

P(, , )  ٚاٌعىظ صؾ١ؼ أٞ أْ اٌى١ّبد,,  ٟرؾذد ٔمطخ ٚؽ١ذح ف

 اٌفعبء اٌضلاصٟ. 

Z 

 

                    P(,,) 

                 

                 
 

                    z 

   O                                      Y                               
                                  
              x                      r 

                                             

                         y                    P(r,) 

X 

اٌّغزٜٛ 
 



  ّٚانعلالخ ثٍٛ الإصذاحٛبد انكشتٛضٚخ ٔالأسطٕاَٛخ ٔانكش: 

 (x,y,zفٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ فاْ ئؽذاص١برٙب اٌىبسر١ض٠خ ) ٔمطخ ِب P ٌزىٓ

( ِٚٓ ,,( ٚئؽذاص١برٙب اٌىش٠ٗ ٟ٘ )r, , zٚئؽذاص١برٙب الأعطٛا١ٔخ ٟ٘ )

 ٠زعؼ أْ: اٌغبثك اٌشعُ 
x = r cos ,  y = r sin    (1). 

r =  sin ,  z =  cos    (2). 

 ؽذاص١بد وشر١ض٠خ. ( رؾٛي الإؽذاص١بد الأعطٛا١ٔخ ئٌٝ ئ1اٌعلالخ )

 .رؾٛي الإؽذاص١بد اٌىش٠ٗ ئٌٝ ئؽذاص١بد أعطٛا١ٔخ (2) اٌعلالخٚ

 ( ٔغزٕزظ أْ:1ِٚٓ اٌعلالخ )

x

y
yxr 122 tan,                               (3). 

 .( رؾٛي الإؽذاص١بد اٌىشر١ض٠خ ئٌٝ ئؽذاص١بد أعطٛا١ٔخ3اٌعلالخ )

 ( ٔغزٕزظ أْ: 2ِٚٓ اٌعلالخ )

z

r
zr 122 tan,                               (4). 

 طٛا١ٔخ ئٌٝ ئؽذاص١بد وش٠ٗ.ـرؾٛي الإؽذاص١بد الأع (4)اٌعلالخ 

 ٔؾصً عٍٝ: (1( فٟ )2ِٓ ) ٚثبٌزع٠ٛط
x =  sin  cos , y =  sin  sin ,    z =  cos . (5). 

 .٠ٗر١ضئٌٝ ئؽذاص١بد وش اٌىش٠ٗرؾٛي الإؽذاص١بد  (5)اٌعلالخ 

 ٔؾصً عٍٝ: (4( فٟ )3ِٓ ) ٚثبٌزع٠ٛط

z

yx

x

y
zyx

22

11222 tan,tan,


            (6). 

 ئٌٝ ئؽذاص١بد وش٠ٗ. اٌىشر١ض٠ٗرؾٛي الإؽذاص١بد  (6)اٌعلالخ 



)2,3,1(وبٔذ ئرا: (1يخبل)   الإؽذاص١بد اٌىشر١ض٠خ ٌٕمطخ فٟ اٌفعبء ٟ٘

  .اٌضلاصٟ

 ٗ.فأٚعذ ئؽذاص١برٙب الأعطٛا١ٔخ ٚاٌىش٠

 : انضم

.
3

)
1

3
(tan

,231

1

22


 








yxr

 

 (. XOYرمع فٟ اٌشثع اٌشاثع ِٓ اٌّغزٜٛ )ؽ١ش 

 2,3,1(الإؽذاص١بد الأعطٛا١ٔخ ٌٍٕمطخ(   ْٛ2(ٟ٘ رى,
3

,2(


. 

.
4

1tan
2

2
tantan

,22431

11

22

1

222















z

yx

zyx

 

 2,3,1(الإؽذاص١بد اٌىش٠ٗ ٌٍٕمطخ(   ْٛرى ٟ٘)
4

,
3

,22(


. 



د اٌىشر١ض٠خ ٌٍٕمطخ اٌّزّبصٍخ ثبٌٕغجخ ٌٍّغزٜٛ ؽذاص١بالإأٚعذ : (1يخبل)
ZOX  

(ِع إٌمطخ
4

,
3

,22(


 . 

 : انضم

(),,(د اٌىشر١ض٠خ ٌٍٕمطخؽذاص١بٔٛعذ الإ
4

,
3

,22( 


 

2)
2

1
)(22(cos

3)
2

3
)(

2

1
)(22(sinsin

1)
2

1
)(

2

1
)(22(cossin













z

y
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 غجخ ٌٍّغزٜٛ اٌّزّبصٍخ ثبٌٕ ٠ٗ ٌٍٕمطخر١ضالإؽذاص١بد اٌىشZOX   

(ِع إٌمطخ 
4

,
3

,22(


)2,3,1(رىْٛ   . 

 4 = (ؽٛي اٌّعبدٌخ  :(0يخبل)
2

cos  
2

(1+3 sin 
2
  ئٌٝ اٌصٛسح

 اٌىبسر١ض٠خ. 

 :  انضم

 
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 ه ــتماري
وً ٌٍمطت ِع  ثبٌٕغـجخاٌّزّبصٍخ ٌٍٕمطخ بد اٌىشر١ض٠خ ـذ الإؽذاص١ـأٚع – 1

 :ا٢ر١خإٌمػ ِٓ 

)1,
4

,3(,)1,
3

,1(,)0,
2

,2( 321


PPP


 

وً ِع   OXٍّؾٛسٌجخ ـاٌّزّبصٍخ ثبٌٕغ خبد اٌىش٠ٗ ٌٍٕمطـأٚعذ الإؽذاص١ – 2

  ا٢ر١خ: إٌمػِٓ 
).2,1,3(,)2,3,1( 21 PP   

ِٓ اٌّعبدلاد ا٢ر١خ ئٌٝ اٌصٛسح الأعطٛا١ٔخ صُ ئٌٝ ِعبدٌخ ؽٛي وً  – 3

 اٌىش٠ٗ حاٌصٛس
(i)   x

2
 + y

2
 = 6.  (ii)   xy = z. 

(iii)   x
2
 + y

2
 + z

2
 = 16. (iv)   x

2
 – y

2
 – 2z

2
 = 4. 

(v)   x
2
 + y

2
 = 8 xy.  (vi)   x

2
 + y

2
 – ½ z

2
 = 0. 

(vii)   x
2
 + y

2
 + z

2
 = 6z. 

 .ؽٛي وً ِعبدٌخ ِٓ اٌّعبدلاد ا٢ر١خ ئٌٝ اٌصٛسح اٌىبسر١ض٠خ – 4
(i)   z sin  = r.   (ii)   z

2
 cos  = r

2
. 

(iii)   r = a (1 – cos ).  (iv)   y = z ( 1 + cos ). 

(v)    = a cot  / cos . (vi)    = z a sin  sin . 

--------------------------- 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  :انًسبلػ – 1
 :فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ِغمػ ٔمطخ –أ 

ٔشعُ  ABزم١ُ  فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ عٍٝ اٌّغ Pلإ٠غبد ِغمػ ٔمطخ ِب  – 1

 (.1أكش )شىً ABٚعّٛد٠ب عٍٝ  Pاٌّبس ثبٌٕمطخ  زٜٛ ـاٌّغ

Pفزىْٛ 
 . ABعٍٝ  P٘ٝ ِغمػ  ABِع  رمبغع اٌّغزٜٛ ٔمطخ  /

  زم١ُ  ـِغ Pٔشعُ ِٓ  عٍٝ اٌّغزٜٛ  Pلإ٠غبد ِغمػ ٔمطخ ٚ – 2

PK ً ِع  PKفزىْٛ ٔمطخ رمبغع اٌعّٛد  عٍٝ اٌّغزٜٛ  عّٛد٠ب

  P٘ٝ ِغمػ  اٌّغزٜٛ 

 (.2شىًأكش )  اٌّغزٜٛ عٍٝ

 

 

 

 

 

 

 

              

 

                 

 (1(                              )شكم2)شكم                 

                                P 

 

 

A                                            B 

                           P
/
 

                  P 

 

 

                                
 

 

 

                

 

                 

                 k 



 : فٙ انفعبء انخلاحٙ يسمػ يستمٛى –ة 

C٘ٛ اٌغضء  ABّغزم١ُ اٌعٍٝ  CDّغزم١ُ اٌِغمػ  -1
/
D

ِٓ اٌّغزم١ُ  /

AB  ؽ١شC
/
, D

عٍٝ اٌزشر١ت  ABعٍٝ اٌّغزم١ُ  C, Dّ٘ب ِغمػ  /

 (.3)شىًأكش 

C اٌّغزم١ُ ٘ٛ عٍٝ اٌّغزٜٛ  CDّغزم١ُ اٌثبٌّضً ِغمػ ٚ -2
/
D

ؽ١ش  /

C
/
,D

عٍٝ اٌزشر١ت أكش  عٍٝ اٌّغزٜٛ  C, Dِغمػ وً ِٓ  ّ٘ب /

 (.4)شىً

 

 

 

 

 

 

 

 

 (0(                                )شكم1)شكم                       

 ,AB٘ٝ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ اٌّغزم١ّ١ٓ اٌغ١ش ِغز٠ٛٓ  ( ئرا وبٔذ 3شىً)فٟ 

CD  ْفا  ٓرمبط ثبٌضا٠ٚخ ث١ٓ ِغزم١ّ١ٓ ِشع١ِٛٓ ِٓ أٞ ٔمطخ ِٛاص١٠

AB // CDِغزم١ُ  Cٌٚزٌه ٔشعُ ِٓ  AB, CDٌـ 
 وّب ثبٌشعُ. //

 CD
//
 = C

/
D

/
 = CD  cos .                    (1) 

أٞ  ٚاٌّغزٜٛ  CD٘ٝ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ اٌّغزم١ُ  ( ئرا وبٔذ 4شىً)فٟ ٚ

Cِٚغمطٗ  CDث١ٓ اٌّغزم١ُ 
/
D

Cصُ سعّٕب  /
/
D

/
 // CD

٠ٚCDمطع  //
Cفٟ  /

// 
 C

/
D

/
 = CD

//
 = CD cos .        (2) 

)عٍٝ  ABعٍٝ اٌّغزم١ُ  ٠CDزعؼ أْ غٛي ِغمػ اٌّغزم١ُ  (2),(1)ِٓ 

ً ـ( ٠ىْٛ ِغاٌّغزٜٛ  َ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ فٟ ع١ت رّب CDؾبصً ظشة ٌ ب٠ٚب

CD زم١ُ ـٚاٌّغAB  (اٌّغزٜٛ  ٚأ.) 

                                                      D 
  

                   C
/
                                D

/
 

    A                                                              B                                       

                                                         

                      

                  C                         D
//
              

                          D
 

         
C      

                          D
//
    

                            

         

 

 

 

 

 

       C
/
  

                          D
/
 



  :فٙ انفعبء انخلاحٙ يسمػ يسبصخ يستٕٚخ عهٗ يستٕٖ –د 

٠شاد ئ٠غبد ِغمطٙب عٍٝ  Hز٠ٛخ ـِغبؽخ ِغ 1زٜٛ ـٔفشض فٟ اٌّغ

رمغُ  1, 2 ٟ٘ ز١٠ٛٓ ـٚٔفشض أْ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ اٌّغ   2 زٜٛ ـاٌّغ

  (5أكش )شىً ١لادئٌٝ عذد وج١ش ِٓ اٌّغزط Hاٌّغبؽخ 

 

 

 

 

 

 

                                         (5)شكم                                     

 

 ؽ١ش ئْ ِغبؽخ اٌّغزط١ً = ؽبصً ظشة غٌٛٝ ظٍع١ٗ. ٚ

ً فاْ  ِغبؽخ ٘زا اٌّغزط١ً  ِغمػ ِغبؽخ وً ِغزط١ً ٠ىْٛ ِغب٠ٚب

 خ فِٟعشٚث

ً  Hٓ صُ ٠ىْٛ ِغمػ اٌّغبؽخ اٌى١ٍخ  ِٚ ع١ت رّبَ اٌضا٠ٚخ   ِغب٠ٚب

 أٞ أْ: ع١ت رّبَ اٌضا٠ٚخ  فٟ Hؽبصً ظشة  
H2= H cos .    

 .2عٍٝ اٌّغزٜٛ  H٘ٝ ِغبؽخ ِغمػ  H2ؽ١ش 

 

                                         1 

 

 

                                      H 

 

 

 

 
                                                          2 



 :فٙ انفعبء انخلاحٙ انجعذ ثٍٛ َمطتٍٛ - 1
ٔمطز١ٓ فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ٚاٌّطٍٛة ئ٠غبد  P1(x1,y1,z1), P2(x2,y2,z2)ٌزىٓ 

ِغز٠ٛبد  ٞصلاس ِغز٠ٛبد رٛاص P1ٌزٌه ٔشعُ ِٓ  P1P2ي اٌطٛ

ً ،الإؽذاص١بد  ِغز٠ٛبد  ٞصلاصخ ِغز٠ٛبد رٛاص P2ِٓ  صُ ٔشعُ أ٠عب

  ٛ  P1P2ِغزط١لاد ف١ٗ  ٞز٠ٛبد اٌغذ ِزٛاصـْ ٘زٖ اٌّغالإؽذاص١بد فزى

 : اٌزبٌٟاٌشعُ ٠زعؼ ِٓ وّب  لطشاً 
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


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 َٔتبئذ يلاصظبد  : 

222 ٠ىْٛ Oعٓ ٔمطخ الأصً  P(x, y, z)عذ إٌمطخ ثُ  -1 zyx . 

 ٞأؽذ اٌّغز٠ٛبد فٍٓ ٔزّىٓ ِٓ سعُ ِزٛاص ٠ٞٛاص P1P2ئرا وبْ ٚ -2

 ً  ٟ:وّب ٠ٍ اٌّغزط١لاد اٌّشبس ئ١ٌٗ ٚسغُ رٌه ٠كً اٌمبْٔٛ صؾ١ؾب

 z1=z2عٕذئز ٠ىْٛ  XOYاٌّغزٜٛ  ٠ٞٛاص P1P2ٔفشض ِضلا أْ 

 :٘ٛ ٠P1P2ىْٛ غٛي  ٌٟٚثبٌزب

    2

12

2

12 yyxx  .  

   y1=y2, z1=z2فاْ  OX // P1P2أؽذ اٌّؾبٚس ِضلا  ٠ٞٛاص P1P2ئرا وبْ  -3

 x2- x1 ٠غبٚٞ P1P2غٛي  ٠ىْٛ ٌٟٚثبٌزب    



 :َمطخ انتمسٛى – 0

 فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ. ْ ِعٍِٛزبْ ٔمطزب P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2) ٌزىٓ

ِٓ اٌذاخً  P1,P2إٌمطز١ٓ  اٌزٝ رمغُ اٌّغبفخ ث١ٓ Pئؽذاص١بد إٌمطخ  فاْ

 :ثؾ١ش

)ٔغجخ اٌزمغ١ُ(                                                              

2

1

2

1






PP

PP
  

  رىْٛ:
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 َٔتبئذ يلاصظبد: 

 رىْٛ P1,P2ِٕزصف اٌّغبفخ ث١ٓ ٔمطخ  – 1






 

2

zz
,

2

yy
,

2

xx 212121. 

وبِزذاد ٌٍّغبفخ رمغُ ِٓ اٌخبسط  P1,P2ث١ٓ  P ئرا وبٔذ ٔمطخ اٌزمغ١ُ – 2

ثؾ١ش )ٔغجخ اٌزمغ١ُ(  P1أٚ ِٓ ٔبؽ١خ P2عٛاء ِٓ ٔبؽ١خ P1,P2ث١ٓ 
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 : رىْٛ Pئؽذاص١بد إٌمطخ  فاْ
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 أيخهخ: 

P-(1, 1P ,(1 ,22 ,3)- ,3- ,(1أْ اٌّضٍش اٌزٜ سؤٚعٗ  رؾمك ِٓ :(2يخبل)

P3(4, 0, 3)  
 لبئُ اٌضا٠ٚخ ٚأٚعذ ِغبؽزٗ. ٠ىْٛ 

  :انضم

      9414zzyyxxPP
2
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2

12

2
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2

21  . 
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zzyyxxPP
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 . P1ٟ لبئُ اٌضا٠ٚخ ف٠ىْٛ  P1P2P3ٌّضٍش أٞ أْ ا

 P1P2P3 = ½ (P1P2 ) ( P3P1 )   
2

173
173

2

1
 . 

ٌٕمطخ رزؾشن فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ثؾ١ش  ٟٚعذ اٌّؾً إٌٙذعأ :(1يخبل)

 ً  . P1(2, -1, 3), P2(1, 0, 2)عٍٝ ثعذ٠ٓ ِزغب١٠ٚٓ ِٓ إٌمطز١ٓ  ركً دائّب

 :انضم

 P(x, y, z) ٟٔفشض أْ إٌمطخ ٘
2

2

2

121 PPPPPPPP  . 

(x – x1)
2
 + (y – y1)

2
 + (z – z1)

2
 = (x – x2)

2
 + (y – y2)

2
 + (z – z2)

2
. 

(x – 2)
2
 + (y + 1)

2
 + (z – 3)

2 
= (x – 1)

2
 + (y – 0)

2
 + (z – 2)

2
. 

   2x – 2y + 2z – 9 = 0. 

 . فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ِعبدٌخ ِغزٜٛرّضً ٚ٘زٖ 



 :سؤٚعٗ ٌٞزاٌّشوض اٌّزٛعػ ٌٍّضٍش ارؾمك ِٓ أْ اؽذاص١بد  :(1يخبل)
)9,8,7(,)1,2,3(,)1,0,1( 321 PPP  . 

 )3,2,1(رىْٛ

 :انضم

ِٕصفبد أظلاع اٌّضٍش )ِٕصفبد صٚا٠ب سؤٚط اٌّضٍش( ٔمطخ رلالٟ 

، ) ٚرغُّٝ أ٠عبً ِشوض صمً اٌّضٍش (  اٌّشوض اٌّزٛعػ ٌٍّضٍشرىْٛ ٟ٘ 

ٚ٘زٖ إٌمطخ رمغُ اٌّغزم١ُ اٌزٞ ثصً ث١ٓ أٞ سأط ِٓ سؤٚط اٌّضٍش 

   1:2ٝ اٌعٍع اٌّمبثً ثٕغجخ رمغ١ُ ئٌ

 أكش اٌشىً:
                                      3P  

                              

 

                                      2 

                                      M  
                                      1 

                  
1P         /       

4P     /         
2P  

رمغُ ٚ٘زٖ إٌمطخ  ٌّشوض اٌّزٛعػ ٌٍّضٍشارىْٛ ٟ٘  Mإٌمطخ أْٚاظؼ 

43PP  

 ثٕغجخ رمغ١ُ اٌذاخًِٓ 
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 :رعُطٝ ِٓ اٌذاخًزمغ١ُ ِٓ اٌئؽذاص١بد ٔمطخ ٚ
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ٚاؽذاص١بد إٌمطخ
4Pٓ21وّٕزصف ِغبفخ ث١ٓ إٌمطز١, PP:ْٛرى 
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ٚ٘ٛ اٌّطٍٛة.



ئرا لغُُ اٌّغزم١ُ :(0يخبل)
21PP ٔبؽ١خ ِٓ

2P 3ثبٌٕمطخP 

3221ثؾ١ش 2 PPPP  

)1,0,1(,)3,2,1(عٍّبً ثأْ  21 PP  3ذ ئؽذاص١بدفأٚعP 

 :انضم

 

  

3),,(إٌمطخ أْٚاظؼ ِٓ اٌّعط١بد  zyxP ُرمغ
21PP  ثٕغجخِٓ اٌخبسط 

1
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31 
PP

PP
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 :رعُطٝ ِٓزمغ١ُ ِٓ اٌخبسط اٌئؽذاص١بد ٔمطخ ٚ
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 3P)4,3,2(ئراً ئؽذاص١بد ٔمطخ اٌزمغ١ُ رىْٛٚ

            P1                     
2

                          P2        
1
       P3 



ٔمطخ رمبغع اٌّغزم١ُاؽذاص١بد أٚعذ  :(5يخبل)
21PP ِٜٛع اٌّغزXOZ 

 :ؽ١ش
 )3,3,1(,)5,1,3( 21  PP . 

 :انضم

  XOZرمع عٍٝ اٌّغزًٜٛ ٔمطخ رمغ١ُ ِٓ اٌذاخ 3Pٟ٘ٚٔمطخ اٌزمبغعٌزىٓ 

3),0,(ِٚٓ صُ رىْٛ zxP. 

,21رمغُ اٌّغبفخ ث١ٓ  3Pٔفشض أْٚ PP  ً21ثٕغجخِٓ اٌذاخ : ْأٞ أ 
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 :اٌزبٌٟاٌشعُ ٠عؼ ِٓ وّب 
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رىْٛٔمطخ اٌزمبغع ٚئراً اؽذاص١بد  3,0,23P. 



43زممم١ٕٓمطاؽمممذاص١بد اٌأٚعمممذ  :(6يخااابل) , PP  ٓاٌٍزممم١ٓ رمغمممّبْ اٌّغمممبفخ ثممم١

 إٌمطز١ٓ:
 )9,2,7(,)3,5,1( 21 PP . 

 ئٌٝ صلاصخ أعضاء ِزغب٠ٚخ.

 :انضم

 

  

 ثٕغجخ رمغ١ُ اٌذاخًِٓ  21PPرمغُ  3Pإٌمطخ أْٚاظؼ 
2
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إٌمطخ أْٚ
4P  ُ21رمغPP  ًِٓثٕغجخ رمغ١ُ اٌذاخ 
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 :ٝ ِٓرعُط اٌذاخًزمغ١ُ ِٓ اٌئؽذاص١بد ٔمطخ ٚ
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٠ّىٓ ؽغبة اؽذاص١بد إٌمطخ 3Pثعذ ؽغبة اؽذاص١بد) يلاصظخ: 
4P 

32وّٕزصف ِغبفخ ث١ٓ إٌمطز١ٓ , PP .) 

            P1                     P3                     P4               P2 



 

 ه ــتماري

 ,OX, OY الاؽذاص١بد عٓ ِؾبٚس P(x, y, z)أْ أثعبد إٌمطخ  ٓرؾمك ِ – 1

OZ  

222222ٟ٘رىْٛ        ,, yxzxzy  عٍٝ اٌزشر١ت. 

 ٞسؤٚط ِضٍش ِزغبٚرىْٛ  (0 ,2 ,2) ,(0 ,6 ,6) ,(1 ,2 ,6)أْ  رؾمك ِٓ – 2

 اٌغبل١ٓ

 ٚأٚعذ ِغبؽزٗ.       

 P1(1, 2, 6), P2(1, 6, 2)الأظلاع ٚوبٔذ  ِٞضٍش ِزغبٚ P1P2P3ئرا وبْ  – 3

ِغبؽخ  اؽغتصُ  2 ٌٞٙب ٠غبٚ y ٟعٍّب ثأْ الإؽذاص P3فأٚعذ ٔمطخ       

 اٌّضٍش.

أٚعـذ ٔمـطخ عٍٝ ِؾـٛس اٌغ١ٕبد رـىْٛ ِزغـب٠ٚخ اٌجـعذ عٓ  – 4

 . (2 ,6- ,2-) ,(1 ,3 ,4)إٌمطز١ٓ  

ٌٕمطخ رزؾشن فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ثؾ١ش رىْٛ  ٟأٚعذ اٌّؾً إٌٙذع – 5

 .(6 ,1 ,8) ,(1 ,5 ,2)إٌمطز١ٓ  غب٠ٚخ اٌجعذ عِٓز

ٌٕمطخ رزؾشن فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ثؾ١ش ٠كً  ـٟأٚعذ اٌّؾً إٌٙذع – 6

ً  (3 ,2- ,1)ثعذ٘ب عٓ إٌمطخ  . OYثعذ٘ب عٓ اٌّؾٛس  ِغب٠ٚب

ٌٕمطخ رزؾشن فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ثؾ١ش ٠كً  ـٟأٚعذ اٌّؾً إٌٙذع – 7

ً دائ (2 ,1- ,1)ثعذ٘ب عٓ إٌمطخ ً  ّب ِبرا ٠ىْٛ ٘زا اٌّؾً ٚ 3 ِغب٠ٚب

 ؟ .ٟإٌٙذع

 :اٌّشوض اٌّزٛعػ ٌٍّضٍش اٌزٜ سؤٚعٗاعزٕزظ اؽذاص١بد  -8
),,(,),,(,),,( 333322221111 zyxPzyxPzyxP . 

 :سؤٚعٗ ٞاٌّشوض اٌّزٛعػ ٌٍّضٍش اٌزاؽغت اؽذاص١بد  -9

 (0,7,-5), (-1,5,-6), (4,0,3). 

 إٌمطز١ٓ: ث١ٓإٌمطز١ٓ اٌٍز١ٓ رمغّبْ اٌّغبفخ اؽذاص١بد أٚعذ  – 10
 P1(3, -5, -2), P2(7, 1, -6)  

 ئٌٝ صلاصخ أعضاء ِزغب٠ٚخ.     

----------------------------------------------- 

 

 

 

 



 :صٔاٚب الاتزبِ – 5

مبط ثبٌضا٠ٚخ ارفمٕب عٍٝ أْ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ ِغزم١ّ١ٓ فٝ اٌفعبء اٌضلاصٟ  رُ 

أٜ ٔمطخ  ث١ٓ أٜ ِغزم١ّ١ٓ فٝ ٔفظ اٌّغزٜٛ ِٚشعِٛبْ ِٓ

 ٠ٚٛاص٠بْ اٌّغزم١ّبْ اٌّعط١بْ 

 فٝ اٌفعبء اٌضلاصٟ.

ِع الارغب٘بد اٌّٛعجخ  P1P2زم١ُ ـٌٚزٌه لإ٠غبد اٌضٚا٠ب اٌزٝ ٠صٕعٙب اٌّغ

 /P1X/, P1Y/, P1Zزم١ّبد ـاٌّغ P1ُ ِٓ ـٔشع OX, OY, OZٌٍّؾبٚس 

اٌّٛظؾخ ثبٌشعُ ٘ٝ   ,,ِؾبٚس الإؽذاص١بد فزىْٛ اٌضٚا٠ب ٞرٛاص

 .ِع الارغب٘بد اٌّٛعجخ ٌّؾبٚس الإؽذاص١بد ٠P1P2صٕعٙب اٌّغزم١ُ  اٌزٝاٌضٚا٠ب 

غّٝ ع١ٛة رّبَ ٘زٖ ٚرُ  P1P2ثضٚا٠ب الارغبٖ ٌٍّغزم١ُ  ,, اٌضٚا٠ب غّٝرُ 

 اٌضٚا٠ب

cos ,cos ,cos   ُثغ١ٛة رّبَ الارغبٖ ٌٍّغزم١P1P2. 

 : أكش اٌشىً
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 P1P2ٔعزجش أْ  P1P2بة صٚا٠ب ارغبٖ اٌّغزم١ُ عٕذ ؽغ ِٓ اٌُّٙ عذاً ٚ

 ً ث١ٓ الارغب٘بد  ,,ت اٌضٚا٠ب ـصُ ٔؾغ  P2ٚٔٙب٠زٗ  P1ثذا٠زٗ  ِزغٙب

ثبعزجبس  P1P2خ ٌّؾبٚس الإؽذاص١بد ٚالارغبٖ اٌّٛعت ٌٍّغزم١ُ ـجاٌّٛع

  P2ئٌٝ  P1٘زا الارغبٖ ِٓ 

الارغبٖ  فاْ صٚا٠ب P1P2صٚا٠ب ارغبٖ اٌّغزم١ُ  ,, ٌٚزٌه ئرا وبٔذ

ع١ٛة  ىْٛرٚعٍٝ اٌزشر١ت ،  -,-,-ٟ٘  رىْٛ P2P1ٌٍّغزم١ُ 

 P2P1ٟ٘ رّبَ ارغبٖ 
  cos (-) = - cos  , cos (-) = - cos  , cos (-) = - cos . 

2 ٟ٘رىْٛ  OXٚاظؼ أْ صٚا٠ب ارغبٖ اٌّؾٛس ٚ
,

2
,0



 ٚع١ت رّبَ ارغبٖ 

ارغبٖ اٌّؾٛس رّبَ ٚثبٌّضً رىْٛ ع١ٛة  (0 ,0 ,1) رىْٛ OX اٌّؾٛس

OY ٟ٘ (0, 1, 0)  ارغبٖ اٌّؾٛس رّبَ ٚع١ٛةOZ ٟ٘ (0, 0, 1)  

ِٓ ِؾبٚس الإؽذاص١بد ٠ىْٛ  ِٞغّٛع ِشثعبد ع١ٛة رّبَ ارغبٖ أٚ

 ً  اٌٛاؽذ اٌصؾ١ؼ.  ِغب٠ٚب

ِغزم١ُ فٝ اٌفعبء  ٞ: ِغّٛع ِشثعبد ع١ٛة رّبَ ارغبٖ أ(1ٔز١غخ)

 اٌضلاصٟ ٠ىْٛ

 ً  اٌصؾ١ؼ.   اٌٛاؽذ ِغب٠ٚب

 ٞٔشعُ ِزٛاص ,, ٟصٚا٠ب ارغب٘ٗ ِ٘غزم١ّب  ١ٌP1P2ىٓ اٌجش٘بْ: 

 ِغزط١لاد 

 :ف١ٗ اً لطش ٠P1P2ىْٛ  ثؾ١ش
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 : ِب ٠ٍِٟٓ اٌشعُ ٠زعؼ 
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 ٌغ١ٛة رّبَ ارغبٖ اٌّغزم١ُ فٝ اٌفعبء اٌضلاصٟ اً ٚعٛف ٔشِض اخزصبس

 أْ :  ٞأ L, M, Nثبٌشِٛص 
L = cos  , M = cos  ,  N = cos .                 

 ٞت ارغبٖ اٌّغزم١ُ اٌزـٔغ ٟ٘ a, b, cٚعٛف ٔمٛي أْ اٌى١ّبد اٌضلاصخ 

 عٕذِب ٚعٕذِب فمػ ٠زؾمك اٌششغ:  L, M, Nع١ٛة رّبَ ارغب٘ٗ 
L : M : N = a : b : c        

ع١ٛة رّبَ  ٞزم١ُ اٌزـٝ ٔغت ارغبٖ اٌّغ٘ a, b, c: ئرا وبٔذ (2ٔز١غخ)

 ٗـارغب٘

ٟ٘ L, M, N  :ْفا 

222222222 cba

c
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cba

b
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cba

a
L



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


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ى:ف١ىْٛ L : M : N = a : b : cىىاٌجش٘بْ: ؽ١ش ئْ
L = a,   M = b,   N = c                 (*) 

 ٠ىْٛ:  ٌٟٚثبٌزب
L

2
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2
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2
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2
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 ٔؾصً عٍٝ (*) فٝ اٌعلالبد ثبٌزع٠ٛط عٓ ٚ

222222222 cba

c
N,

cba

b
M,

cba

a
L








 . 



 ِلاؽكبد: 

ّ٘ب اعط١ٕب ِغّمٛعز١ٓ ِمٓ ع١مٛة رّمبَ الارغمبٖ أؽمذرُ  ٚاظؼ أْ ل١ُ  – 1

L1, M1, N1  ٜٚالأخش–L1, -M1, -N1 ئرا وبٔمذ ٟ ؽ١ش ئٔٚ٘زا أِش غج١ع ٗ

a, b, c  ُٔغت ارغبٖ اٌّغزم١P1P2 ٗع١ٛة رّبَ ارغب٘ ٞاٌز L1, M1, N1   

ً  ىْٛر a, b, cفاْ ٔفظ اٌى١ّبد        ٞاٌمز P2P1ٔغمت ارغمبٖ اٌّغمزم١ُ  أ٠عب

 .  L1, -M1, -N1–ع١ٛة رّبَ ارغب٘ٗ 

ٔمطزمبْ فمٝ اٌفعمبء اٌضلاصمٟ  P2(x2, y2, z2), P1(x1, y1, z1)ئرا وبٔمذ  – 2

 ,P1P2 ٟ٘ x2 – x1ٚٔغت ارغبٖ  x1, y1, z1 ٟ٘رىْٛ  OP1فاْ ٔغت ارغبٖ 

y2 – y1, z2 – z1. 

ىٌٟئرا وبٔذ اٌّغزم١ّبد ِزٛاص٠خ فأٙب رشزشن فٝ صٚا٠ب الارغبٖ ٚثبٌزمب – 3
 .(ع١ٛة رّبَ الارغبٖٔغت الارغبٖ )٠ىْٛ ٌٙب ٔفظ 

آْ ٚاؽمـذ ع١ّمع ع١ممٛة رّمبَ الارغمبٖ ٌٍّغممزم١ُ  فممٟلا ٠ّىمٓ أْ رٕعمـذَ  – 4

 .cos2  + cos2  + cos2  = 1ؽ١ش فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ 

 P1P2فماْ ع١مٛة رّمبَ ارغمبٖ  P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2)ئرا وبٔمذ  – 5

 :ٟ٘رىْٛ 
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ىٟ٘رىْٛ  P2P1ٚوزٌه ع١ٛة رّبَ ارغبٖ ىىىى
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 :فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ ِغزم١ّ١ٓى–ى6

ٚع١ٛة رّبَ  ١L1, M2, N2ٛة رّبَ ارغبٖ أؽذّ٘ب زم١ّ١ٓ عـٔفشض ِغ

 OP1, OP2ِغزم١ّ١ٓ  Oٔشعُ ِٓ اٌمطت  L2, M2, N2خش ا٢ارغبٖ 

  :٠ٛاص٠بْ اٌّغزم١ّبْ اٌّعٍِٛبْ وّب ثبٌشعُ

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ٓث١  اٌضا٠ٚخفاْ 

ى:ز١غخ ا٢ر١خعطٝ ِٓ إٌاٌّغزم١ّ١ٓ رُ 
ى:(3ٔز١غخ)

212121cos NNMMLL ى
ِٓ اٌّضٍش ٔمطزبْ ى P2( x2, y2, z2), P1(x1, y1, z1)أْ ثبعزجبس٘بْ: اٌجش

OP1P2ىىف١ىْٛ:ى
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- 2x1x2 –2y1y2 – 2z1z2 = -2(OP1)(OP2) cos     , 
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 ِلاؽكبد:

ٚع١ٛة  L1, M1, N1عبِذ ِغزم١ّ١ٓ ع١ٛة رّبَ ارغبٖ أؽذّ٘ب ششغ ر – 1

 ٘ٛ:  L2, M2, N2رّبَ ارغبٖ ا٢خش 
L1L2 + M1M2 + N1N2 = 0.      

ٔغت  a2, b2, c2ٚوبٔذ  ٔغت ارغبٖ ِغزم١ُ ِب a1, b1, c1ئرا وبٔذ  – 2

 عطٝ ثبٌعلالخ:رُ  ارغبٖ ِغزم١ُ آخش فاْ اٌضا٠ٚخ ث١ّٕٙب 
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 : ٓٔغت ارغبٖ اٌعّٛدٞ عٍٝ ِغزم١ّ١ٓ ِع١ٍِٛ –ى7

ٚٔغت ارغبٖ  a1, b1, c1ٔفشض ِغزم١ّ١ٓ ِع١ٍِٛٓ ٔغت ارغبٖ أؽذّ٘ب 

  a, b, cشاد ئ٠غبد ٔغت ارغبٖ اٌعّٛدٞ ع١ٍّٙب ٌٚزىٓ ٠ُٚ  a2, b2, c2الأخش 

 اٌّغزم١ّ١ٓ اٌّع١ٍِٛٓ أٜ أْ:  ٞٚاظؼ أٔٗ ٠غت أْ ٔشزشغ عذَ رٛاص
a1 : b1 : c1  ≠ a2 : b2 : c2       

 : ٠ىِْٛٚٓ ششغ اٌزعبِذ 
a1a + b1b + c1c = 0, 

a2a + b2 b + c2c = 0. 

 . a, b, cوبف١زبْ لإ٠غبد إٌغجخ ث١ٓ اٌى١ّبد  ٚ٘بربْ اٌعلالزبْ

  :ٔغزٕزظ أٔٗ عٍٝ الألً أؽذ اٌّؾذدادششغ عذَ اٌزٛاصٞ ِٚٓ 
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 ً ّخزٍف عٓ اٌصفش ٘ٛ اٌاٌّؾذد الأٚي  ١ٌىٓعٓ اٌصفش ٚ ٠ىْٛ ِخزٍفب

 : ٌٟ ٠ىْٛجبٌزبف
a1a + b1b = - c1c. 

a2a + b2b = - c2c. 
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٠ّىٓ ئصجبد أْ  ٚثبٌّضً
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ىىاٌّغزم١ّ١ٓ اٌّع١ٍِٛٓ.ٔغت الارغبٖ اٌعّٛدٞ عٍٝ  ٘زٖ ٟ٘ٚ



ٓ غ١ش ِزمبغع١ٓ فٟ اٌفعبء ِغزم١ّ١ٓ ِع١ٍِٛغٛي ألصش ثعُذ ث١ٓ ى–ى8

 : اٌضلاصٟ

٠غبٚٞ غٛي  P1P2, P3P4 اٌّع١ٍِٛٓ غٛي ألصش ثعذ ث١ٓ اٌّغزم١ّ١ٓ

ِغمػ اٌّغزم١ُ اٌٛاصً ث١ٓ أؽذ عٛأت أغشاف اٌّغزم١ّ١ٓ عٍٝ 

ّغزم١ُ اٌٛاصً اٌعّٛدٞ ع١ٍّٙب ، ِٚٓ صُ ٠غبٚٞ ؽبصً ظشة غٛي اٌ

ث١ٓ أؽذ عٛأت أغشاف اٌّغزم١ّ١ٓ فٟ ع١ت رّبَ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ ٘زا 

ىاٌّغزم١ُ اٌٛاصً ٚث١ٓ اٌّغزم١ُ اٌعّٛدٞ عٍٝ اٌّغزم١ّ١ٓ)أكش اٌشىً(:
ى
ى
ى
ى
ى
ى

 P1P2, P3P4 اٌّع١ٍِٛٓ ألصش ثعذ ث١ٓ اٌّغزم١ّ١ٓ٘ٛ غٛي  Kٚئرا وبْ 

 فاْ:

)(cos 2121213131 NNMMLLPPPPK        

111 ؽ١ش ,, NMLٖ31ع١ٛة رّبَ ارغبPP ٖأٚ ع١ٛة رّبَ ارغب(42PP ، ) 

222ٚؽ١ش ,, NML.ٓع١ٛة رّبَ ارغبٖ اٌعّٛدٞ عٍٝ اٌّغزم١ّ١ 
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 :أِضٍخ 

صٚا٠مب صمٟ فمٟ اٌفعمبء اٌضلار١مخ ٠ٛعمذ ِغمزم١ُ ا٢أٜ اٌؾمبلاد  فٟ (:1ِضبي)

   ؟ ,, ارغب٘ٗ
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ى:الحل
 رىْٛ ٟاٌششغ اٌلاصَ ٌى,,   فٟ صٚا٠ب ارغبٖ ِغزم١ُ عٓ عجبسح

  :٘ٛاٌفعبء اٌضلاصٟ 
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2
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2
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  = 1. 
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 ٚاً ئر ,, ْٛى. فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ٖ ِغزم١ُصٚا٠ب ارغب رى
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 .فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ لا رىْٛ صٚا٠ب ارغبٖ ِغزم١ُ ,, اً ئرٚ

 ,P1(1, -2, 3)ٓأٚعذ ع١ٛة رّبَ ارغبٖ اٌّغزم١ُ اٌّبس ثبٌٕمطز١ (:2ِضبي)

P2(2, -3, 5)  
 اٌؾً:

P1P2 ٟ٘cbaٔغت ارغبٖ اٌّغزم١ُ  ٌزىٓ ,,  
235,1)2(3,112  cba  

 :ٟ٘ P1P2اٌّغزم١ُ  رىْٛ ع١ٛة رّبَ ارغبٖ ٌٟٚثبٌزب
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 أٚعذ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ لطش٠ٓ ِٓ ألطبس اٌّىعت. : (3ِضبي)

  اٌؾً:

أخز صلاصخ أٚعٗ ِزعبِذح ِٓ اٌّىعت ثٚ aٔفشض أْ غٛي ظٍع اٌّىعت 

 ِٕطجمخ عٍٝ

 :عُِغز٠ٛبد الإؽذاص١بد وّب ثبٌش

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     P1P4, P3P6, P2P5, OP7ٟ وبٌزبٌٟرىْٛ ألطبس اٌّىعت ٘ ٌٟٚثبٌزب

 وّب ٠ٍٟ:  OP7, P2P5عذ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ اٌمطش٠ٓ ٚٔٛ

  P2P5 ٟ٘ –a, -a, aٚٔغت ارغبٖ ، OP7 ٘ ٟa, a, aٔغت ارغبٖ 

ىىث١ٓ لطشٞ اٌّىعت رعُطٝ ِٓ: اٌضا٠ٚخ ٌٟٚثبٌزب
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 اٌؾبدح اّ٘ب ٌٍضا٠ٚخؽذٓ)ِٛعجخ ٚعبٌجخ(ئٚٚاظؼ أٔٗ ٔؾصً عٍٝ ل١ّز١

 .ٍّٕفشعخٌٚاٌضب١ٔخ 
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 :ارغبٖ اٌعّٛدٞ عٍٝ اٌّغزٜٛ اٌّبس ثبٌٕمػع١ٛة رّبَ أٚعذ  (:4ِضبي)
      P1(2, 3, -2), P2(1, -1, -1), P3(0, 1, 2) 

 اٌؾً:

اٌعّٛدٞ ىعطبٖ ٠ىْٛ ٘ٛاٌّغزم١ُ اٌعّٛدٞ عٍٝ اٌّغزٜٛ اٌّبس ثبٌٕمػ اٌّ

ىؽ١ش أّٔٙب ٠معب فٟ ٔفظ اٌّغزٜٛ اٌّبس P1P2 , P1P3  عٍٝ اٌّغزم١ّ١ٓ
  P1,P2,P3ثبٌٕمػ 

cbaٌٚممزىٓ ٔغممت ارغممبٖ ٘ممزا اٌعّممٛدٞ ٘ممٟ  ٘ممٟ   P1P2ٚٔغممت ارغممبٖ ,,

111 ,, cba  
P1P3   ٟ٘222ٚٔغت ارغبٖ ,, cba  
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 رىْٛ: ارغبٖ اٌعّٛدٞ عٍٝ اٌّغزٜٛٚئراً ع١ٛة رّبَ 
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أٚعذ غٛي ألصش ثعُذ ث١ٓ ِغزم١ّ١ٓ فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ٔغت  :(5)يخبل

2,6,3ٚٔغت ارغبٖ الأخش)5,4,3(٠ّٚش ثبٌٕمطخ 1,2,3ارغبٖ أؽذّ٘ب  ٠ّٚش 

 )3,6,4(ثبٌٕمطخ

)5,4,3(,)3,6,4(ٌزىٓ اٌؾً: 21 PPى
ى
ى
ى
ى

 اٌّع١ٍِٛٓ ٠عُطٝ ِٓ اٌعلالخ: ث١ٓ اٌّغزمKٓ١ّ١عذألصش ثُ غٛي 

)( 21212121 NNMMLLPPK  . 

111ؽ١ش ,, NMLٖ21ع١ٛة رّبَ ارغبPP222، ٚؽ١ش ,, NML ٖع١ٛة رّبَ ارغب

 اٌعّٛدٞ عٍٝ اٌّغزم١ّ١ٓ.
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cbaٟ٘ اٌّغزم١ّ١ٓ ٔغت ارغبٖ اٌعّٛدٞ عٌٍٝزىٓ ٚ ,,  
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4321 أٚعذ غٛي ألصش ثعذ ث١ٓ اٌّغزم١ّ١ٓ :(6)ِضبي , PPPP ىى:ؽ١ش
)4,4,2(,)5,3,0(,)5,3,2(,)2,1,4( 4321  PPPP . 

 اٌؾً:

21PP ٟ٘111ٔغت ارغبٌٖزىٓ  ,, cba 43ت ارغبٖٚٔغPP ٟ٘222 ,, cba 

4321ٚٔغت ارغبٖ اٌعّٛدٞ عٍٝ , PPPP ٟ٘cba ,, 
325,2)1(3,6)4(2 111  cba    , 

1)5(4,134,202 222  cba       , 
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ى:١ّ١ٓ رىْٛمارغبٖ اٌعّٛدٞ عٍٝ اٌّغزٚئراً ع١ٛة رّبَ 
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ى:رى31PPْٛارغبٖٚع١ٛة رّبَ 
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 ٚئراً غٛي ألصش ثعُذ ث١ٓ اٌّغزم١ّ١ٓ ٠عُطٝ ِٓ اٌعلالخ:
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 انجبة انخبَٗ



 انًستٕٖ ٔانخػ انًستمٛى فٙ انفعبء انخلاحٙ

 :انًستٕٖ فٙ انفعبء انخلاحٙ – ٔلا  أ
 : اٌّغزٜٛ رعش٠ف -1

فإٌ رًٛع َمػ انًستمٛى  P1, P2خزد عهّٛ َمطتبٌ انًستٕٖ ْٕ انسطش انزٖ إرا أ  

P1P2   تكٌٕ ٔالعخ عهٗ انسطش أٚعب. 

،  رذي عٍٝ ِغزٜٛ x, y, zٌٝ فٟ أٞ ِعبدٌخ ِٓ اٌذسعخ الأٚ: َظشٚخ

ِعبدٌخ أٞ ِغزٜٛ رىْٛ ِٓ اٌذسعخ الأٌٚٝ صؾ١ؼ ثّعٕٝ أْ ٚاٌعىظ 

 .x, y, zفٟ  

ثبٌصٛسح  x, y, zٔفشض أْ ِعبدٌخ ِٓ اٌذسعخ الأٌٚٝ فٟ : انجشْبٌ

 :اٌعبِخ
ax + by + cz + d = 0    (1) 

عٟ ٌٍّعبدٌخ ٓ عٍٝ اٌّؾً إٌٙذ١ٔمطز P2(x2, y2, z2), P1(x1, y1, z1)ٌزىٓٚ

 :ئراً  (1)
ax1 + by1 + cz1 + d = 0 

      (2) 
ax2 + by2 + cz2 + d = 0 

ثؾ١ش  P1P2ٔمطخ ِب عٍٝ اٌّغزم١ُ  Pٌٚزىٓ
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رٌه عٍٝ ( 1ٚرؾمك اٌّعبدٌخ ) P( ٔغذ أْ إٌمطخ 2بعزخذاَ اٌعلالخ )ٚث

 ( رّضً ِغزٜٛ. 1دٌخ )اٌّعب فاْ ٍزعش٠فٚغجمب ٌ

 P0Kٚٔفشض أْ  P0(x0, y0, z0)ٚلإصجبد اٌعىظ ٔفشض ِغزٜٛ ٠ّش ثٕمطخ 

  a,b,c ْٟ ٔغت ارغبٖ اٌعّٛدٞ ٘أعّٛدٞ عٍٝ اٌّغزٜٛ ٚ

ٚاظؼ أْ .أٞ ٔمطخ ع١ٍٗ  P(x, y, z)ٚلإ٠غبد ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ ٔفشض 

 P0P  P0Kاٌزٝ رؾمك اٌششغ  Pٍٕمطخ ٌ٘ٛ اٌّؾً إٌٙذعٟ ٠ىْٛ اٌّغزٜٛ 

. 

 .  (z – z0) ,(y – y0) ,(x – x0) رىْٛ P0Pٚؽ١ش ئْ ٔغت ارغبٖ 
a(x – x0) + b(y – y0) + c(z –z0) = 0 .  (3) 

ax + by + cz – (ax0 + by0 + cz0) = 0. 



ٚرزؾمك فمػ ثغ١ّع  x, y, zِعبدٌخ ِٓ اٌذسعخ الأٌٚٝ فٟ  (3)ٚاظؼ أْ ٚ

 ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ.  ٟفٙ ٌٟٔمػ اٌّغزٜٛ ٚثبٌزب

 ٔ َتبئذيلاصظبد: 

ثوابتىومكنىاختزالكاىإلىىثلاثظىىأربطظىملىرلىت(ىتذ1المطادلظى) -1
أنىالمدتوىىسيىالفضاءىالثلاثيىوتحددىىنيوهذاىوطى،ىثوابتىمدتقلظ

ىبثلاثىذروطىمدتقلظ.
اتجاهىالطموديىوندبىىP(x1, y1, z1)ىنقطظالومرىبالذيىمدتوىىالمطادلظى -2

 a(x –x1) + b(y – y1) + c(z – z1) = 0تكونىرلىىالصورةىىa, b, cوهىهيىرل

)جووبىتمامىاتجاههىىa1, b1, c1ذرطىتوازيىالمدتقومىالذيىندبىاتجاههى -3
L,M,N) 

ى(.aL+bM+cN=0)ىaa1+bb1+cc1=0هو:ىىax+by+cz+d=0للمدتوىىىىىىىى
ىa1x+b1y+c1z+d1=0 , a2x+b2y+c2z+d2=0بونىالمدتووونىىالزاووظى -4

 تكون:
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 هو:ىa1x+b1y+c1z+d1=0 , a2x+b2y+c2z+d2=0طىتوازيىالمدتووونىذر -5

 a1:b1:c1=a2:b2:c2ى

ىa1x+b1y+c1z+d1=0 , a2x+b2y+c2z+d2=0والمداسظىبونىالمدتووونى
ىتداوي:
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 هو:ىa1x+b1y+c1z+d1=0 , a2x+b2y+c2z+d2=0ذرطىتطامدىالمدتووونى -6

 a1a2+b1b2+c1c2=0ى

},,{,},,{إذاىكانت -7 222111 cbacbaندبىاتجاهىمدتقومونىمطلومونى،ىى
},,{وكانتى cbaىىندبىاتجاهىالطموديىرلوكماىومنىذرطىالتطامدىوكون:ى
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,,. ووكون:ىىىى
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 :ىأمثلظ
ىكونىرمودواًووى ,1 ,0)-(1توىىالذىىومرىبالنقطظىـوجدىمطادلظىالمدأى:(1مثال)

ى.ىP1(1, -1, 2), P2(3, -4, 1)حوثىىP1P2رلىىالمدتقومى
ى:الحل

 ,aوهىهيىاتجاهىالطموديىرلوندبىى(x1, y1, z1)مدتوىىومرىبالنقطظىالمطادلظى

b, cى:تكونىرلىىالصورةى
a(x –x1) + b(y – y1) + c(z – z1) = 0. 

ى:تكونىP1P2وندبىاتجاهىالطموديى
a = 3 – 1 = 2,  b = -4 + 1 = -3,  c = 1 – 2 = -1. 

ىىظ:المدتوىىالمطلوبستكونىمطادلظى
2(x–0)+(-3)(y–1)+(-1)(z-(-1)) = 0. 

2x-3y-z+2=0. 

وووازيىالمدتقومىىP1P ,2أوجدىمطادلظىالمدتوىىالمارىبالنقطتونى:ى(2مثال)
P3P4ى:حوثى

P1(0, 1, 0), P2(2, 0, 1), P3(3, 0, 0), P4(0, 2, 2).  

ى:ىالحل
سوكونىىP3P4وووازيىالمدتقومىى P1, P2ومرىبالنقطتونىحوثىإنىالمدتوى

ىىP1P2 , P3P4الطموديىرلىىالمدتوىىهوىالطموديىرلىىالمدتقومونى
ى1,1-,2تكونى P1P2 وندبىاتجاهى
ىى2 ,2 ,3–تكونىىP3P4وندبىاتجاهىى

 تكونىندبىاتجاهىالطموديىرلوكماى)الطموديىرلىىالمدتوى(ىهي:ىليوبالتا
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تكونىمطادلظىالمدتوىىالمطلوبىبمطلوموظىندبىاتجاهىالطموديىومنىثمى
ىهي:ىP1(0, 1, 0)وومرىبالنقطظىى1 ,7- , 4 –رلوهى

- 4 (x – 0) – 7(y – 1) + 1(z – 0) = 0. 

4x + 7y – z – 7 = 0. 



٠ٚىْٛ   ,1)-(5 ,1ٚعذ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌزٜ ٠ّش ثبٌٕمطخ أ :(1يخبل)

 ً  . 2x – y + 3z – 1 = 0,   x + 2y + z = 0  عٍٝ اٌّغز١٠ٛٓ عّٛد٠ب

 :انضم

ٚٔغت ارغبٖ اٌعّٛدٞ ع١ٍٗ  (5 ,1- ,1)ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌزٜ ٠ّش ثبٌٕمطخ 

a,b,c ْٛرى:  
a(x – 1) + b(y + 1) + c(z – 5) = 0. 

فٛكٌٕ انعًٕد٘ انًستٕٖ عًٕد٘ عهٗ كم يٍ انًستٍٕٚٛ انًعطٍٛٛ  صٛج إٌٔ

 : نكم يٍ انًستٍٕٚٛ انًعطٍٛٛ ٔششغ رنك ْٕ عهٗ انًستٕٖ انًطهٕة يٕاصٚب  
2a – b + 3c = 0. 

a + 2b + c = 0. 
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ىتكونىمطادلظىالمدتوىىالمطلوبىهي:ىرلىىذلكىو
-7(x – 1) + (y + 1) + 5 (z – 5) = 0. 

-7x + y + 5z – 17 = 0. 



 : صٕس خبصخ نًعبدنخ انًستٕٖ – 1

 : بس ثخلاث َمػ يعهٕيخيعبدنخ انًستٕٖ انً –أ 

  P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2), P3(x3, y3, z3)ٔفشض إٌمػ اٌضلاس 

 رىْٛ ثبٌصٛسح :  P1ِعبدٌخ أٞ ِغزٜٛ ٠ّش ثبٌٕمطخ 
a(x- x1) + b(y – y1) + c(z – z1) = 0   

  :فٕؾصً عٍٝ P2, P3اٌّغزٜٛ ثبٌٕمطز١ٓ ٘زا فارا ِش 
a(x2 – x1) + b(y2 – y1) + c(z2 – z1) = 0. 

a(x3 – x1) + b(y3 – y1) + c(z3 – z1) = 0. 

 ث١ٓ اٌّعبدلاد ٔؾصً عٍٝ:  a, b, cثؾزف اٌّعبِلاد اٌضلاصخ ٚ
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zzyyxx

131313

121212

111




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

.   

ِٓ ِعبدٌخ ٙب )ؽ١ش ئٔ P1, P2, P3ٚ٘زٖ ٟ٘ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌّبس ثبٌٕمػ 

 (. P1, P2, P3 ٙب إٌمػممرؾٚ x, y, zاٌذسعخ الأٌٚٝ فٟ 

 ششغ ٚلٛع إٌمػ: :تٛزخَ
 P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2), P3(x3, y3, z3),  P4(x4, y4, z4)  

 فٟ ِغزٜٛ ٚاؽذ ٘ٛ: 
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ٚمطعٓب يٍ يضبٔس  تٙأغٕال الأرضاء انهٕيٛخ يعبدنخ انًستٕٖ ثًع –ة 

 :الإصذاحٛبد

321ٔفشض أْ الأعضاء اٌّمطٛعخ ِٓ اٌّؾبٚس ٟ٘ ,, aaa  ٜٛأٞ أْ اٌّغز

 :٠ّش ثبٌٕمػ
),0,0(),0,,0(),0,0,( 321 aaa  

ىى:كماىبالردم
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٟ٘:اٌّغزٜٛ  خٚثزٌه رىْٛ ِعبدٌ
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aa
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zyax

 

 :أٞ أْ

 321213132 aaazaayaaxaa   .  

0321فارا وبٔذ aaa  عٍٝ اٌصٛسح رصجؼاٌغبثمخ فاْ اٌّعبدٌخ: 

1
321


a

z

a

y

a

x
.       

                    Z                  

                     

 

                             

                 (0,0,a3) 

                                    

                     

                         

                     O            (0,a2,0)          Y 

 

         (a1,0,0) 

 

 

X 



 َٔتبئذ يلاصظبد: 

321ئرا وبْ أؽذ الأعضاء -1 ,, aaa  ٚوبْ اٌغضءاْ ، لا ٠غبٜٚ اٌصفش

٠ّش اٌّغزٜٛ ثٕمطخ الأصً  ٌٌٟزبٌٍصفش ، ٚثبا٢خشاْ ِغب٠ٚبْ 

 رّش ثٕمطخ الأصً رىْٛ عٍٝ اٌصٛسح:  زِٟٚعبدٌخ اٌّغز٠ٛبد اٌ
0 czbyax .    

 1aفاْ OX اٌّؾٛس ئرا ٚاصٜ اٌّغزٜٛ أؽذ اٌّؾبٚس ١ٌٚىٓ -2

0ٚعٕذئز
1


a

x
رصجؼ اٌّعبدٌخ ، ِٚٓ صُ اٌّؾذٚدح  x ٌغ١ّع ل١ُ  

 عٍٝ اٌصٛسح: اٌغبثمخ

1
32


a

z

a

y
. 

٠ٚمطع اٌّؾبٚس  OXصٞ اٌّؾٛسِغزٜٛ ٠ٛارّضً ّعبدٌخ اٌ ٘زٖٚ     

OY,OZ 32ثأعضاء ,aa 

 : اٌّعبدٌز١ٓىْٛ رٚثبٌّضً ، عٍٝ اٌزشر١ت      

1,1
2131


a

y

a

x

a

z

a

x
. 

 ٠ٚOX,OZمطع اٌّؾبٚس  OYِعبدٌخ ِغزٜٛ ٠ٛاصٞ اٌّؾٛس رّضلاْ      

31 ثأعضاء ,aa   

٠ٚمطع اٌّؾبٚس  OZٜٛ ٠ٛاصٞ اٌّؾٛس ِعبدٌخ ِغز، ٚ عٍٝ اٌزشر١ت     
OX,OY  
ثأعضاء     

21,aa عٍٝ اٌزشر١ت. 

1axاٌّعبدٌخ -3   ٜٛرّضً فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ِغزٜٛ ٠ٛاصٞ اٌّغز

YOZ  ٠ٚمطع اٌّؾٛسOX ٌٗٛفٟ عضء غ
1a. 



 :خيعبدنخ انًستٕٖ فٙ انصٕسح انعًٕدٚ -د 

 ,Lغٛي اٌعّٛد إٌبصي ِٓ ٔمطخ الأصً عٍٝ اٌّغزٜٛ ٚأْ  Rٔفشض أْ 

M, N 321ثفشض أْ، ٚ ع١ٛة رّبَ ارغبٖ ٘زا اٌعّٛد ,, aaa  الأعضاء ٟ٘

)أكش اٌشعُ اٌغبثك(  OX,OY,OZ زٜٛ ِٓ اٌّؾبٚسـاٌزٝ ٠مطعٙب اٌّغ

 ٔغذ أْ:

 
321

,,
a

R
N

a

R
M

a

R
L  . 

1 خٚثبٌزع٠ٛط فٟ اٌّعبدٌ
321


a

z

a

y

a

x
321 عٓ ل١ُ  ,, aaa :ٍٝٔؾصً ع  

1
R

Nz

R

My

R

Lx
 . 

  :أٞ أْ
Lx + My + Nz = R.    

 . R > 0ٟ٘ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ فٟ اٌصٛسح اٌعّٛد٠خ ؽ١ش ٚ٘زٖ 

 َٔتبئذ يلاصظبد: 

ئرا ٚلعذ ٔمطخ الأصً فٟ ِٕزصف اٌجعذ ث١ٓ ِغز١٠ٛٓ ِزٛاص١٠ٓ  -1

فاْ  Lx + My + Nz = Rبدٌخ أؽذّ٘ب فٟ اٌصٛسح اٌعّٛد٠خ ِع بٔذوٚ

 Lx - My - Nz = R عطٝ ثبٌّعبدٌخاٌّغزٜٛ الأخش ٠ُ 

0ٌّغزٌّٜٛعبدٌخ ااٌصٛسح اٌعّٛد٠خ  -2 dczbyax : ْٛرى 

0
222






cba

dczbyax
.    

ى:المدتوىىمداوواًهذاىووكونىطولىالطمودىالنازلىمنىنقطظىالأصلىرلىى

222 cba

d


. 



أٚعذ أغٛاي الأعضاء اٌّمطٛعخ ِٓ اٌّؾبٚس ثّغزٜٛ ٠ّش : (0يخبل)

 . ٠ٚ3x – 4y + 5z + 2 = 0ٛاصٞ اٌّغزٜٛ  ، (1 ,1- ,1)ثبٌٕمطخ 

 :  انضم

ىططىىتكونىبالصورة:مطادلظىالمدتوىىالذىىووازيىالمدتوىىالمُ
3x – 4y – 5z + d = 0. 

   d = - 12فاْ  (1 ,1- ,1)ثبٌٕمطخ ٘زا اٌّغزٜٛ فارا ِش 

  ٟ٘:اٌّغزٜٛ اٌّطٍٛة ِٚٓ صُ رىْٛ ِعبدٌخ 
3x - 4y + 5z – 12 = 0. 

.1

5

1234





zyx
 

رىْٛ أغٛاي الأعضاء اٌّمطٛعخ ِٓ اٌّؾبٚس ٟ٘  ٌٟٚثبٌزب
5

12
,3,4  . 

أٚعذ اٌصٛسح اٌعّٛد٠خ ٌٍّغزٜٛ اٌزٜ ٠مطع ِؾبٚس  :(5يخبل)

  1- ,1 ,2-اء أغٛاٌٙب عٍٝ اٌزشر١ت ٟ٘ ثأعضالاؽذاص١بد 

 :  انضم
 يعبدنخ انًستٕٖ ثًعهٕيٛخ الأرضاء انًمطٕعخ تكٌٕ: 

.222

.1
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







zyx
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ىوبذلكىتكونىالصورةىالطمودوظىللمدتوىىهي:

441

2

441

22








 zyx
. 

ىارىالإذارةىالدالبظىلوكونىالطرفىالأومنىموجب:ىوختوبا
.
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1
 zyx  

قطظىالأصلىناتجاهىوطولىالطمودىالنازلىرلىىالمدتوىىمنىجووبىتمامىيىأنىأ
تكونىهيىرلىىالترتوب:
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2
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2
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2
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1
 RNML.ى



ى:طولىالطمودىالنازلىرلىىمدتوىىمطلومىمنىنقطظىمطلومظى–ى3
عطٝ ثبٌصٛسح ُِ  R > 0ؽ١ش  Lx + My + Nz = Rٔفشض أْ اٌّغزٜٛ 

 إٌمطخ اٌّعٍِٛخ.  P(x1, y1, z1)ٚٔفشض أْ  ، اٌعّٛد٠خ

ئؽذٜ ٔمػ اٌّغزٜٛ فاْ غٛي اٌعّٛد إٌبصي ِٓ  P0(x0, y0, z0)فارا وبٔذ 

ً  R1عٍٝ اٌّغزٜٛ ١ٌٚىٓ  Pإٌمطخ  ٍم١ّخ اٌعذد٠خ ٌّغمػ ٌ ٠ىْٛ ِغب٠ٚب

P0P1 ٜٛأٞ أْ عٍٝ اٌعّٛد عٍٝ اٌّغز : 
        .1110101011 RNzMyLxzzNyyMxxLR   

أؽذ ع إٌمػ اٌٛالعخ عٍٝ رىْٛ ِٛعجخ ٌغ١ّ ax + by + cz + dاٌذاٌخ : َظشٚخ

ٚرىْٛ عبٌجخ ٌغ١ّع إٌمػ فٟ  ax + by + cz + d = 0اٌّغزٜٛ  بٔجٟع

 اٌغبٔت ا٢خش.

رمعبْ عٍٝ عبٔجٝ  P1(x1, y1, z1), P2(x2, y2, z2)ٔفشض إٌمطز١ٓ : انجشْبٌ

 :اٌّغزٜٛ
ax + by + cz + d = 0 . 

 ؾ١شث P ٔمطخ ٠مطع اٌّغزٜٛ فٟ P1P2ٚٔفشض أْ 
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

 zzyyxx
P . 

 رمع عٍٝ اٌّغزٜٛ فأٙب رؾمك ِعبدٌزٗ أٞ أْ:  Pٚؽ١ش ئْ 
a(1x2 + 2x1) +b(1y2 + 2y1) + c(1z2 + 2z1) + d(1 + 2) = 0. 

1(ax2 + by2 + cz2 + d) + 2(ax1 + by1 + cz1 + d) = 0. 
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111
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dczbyax

dczbyax




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


.   

إٌغجخٟ رىْٛ ٌٚى
2

1




 :اٌى١ّزبْ، لاثذ أْ رىْٛ  ِٛعجخ 

dczbyaxdczbyax  222111 ,  

 ِخزٍفبْ فٟ الإشبسح.



 (1,0,2) ,(0,0,0)اٌعّٛد٠ٓ إٌبص١ٌٓ ِٓ إٌمطز١ٓ  ٌٟأٚعذ غٛ :(6يخبل)

ٚٚظؼ أْ ٘بر١ٓ إٌمطز١ٓ رمعبْ فٟ عٙز١ٓ  x–2y+2z– 4=0عٍٝ اٌّغزٜٛ 

 ِخزٍفز١ٓ ِٓ اٌّغزٜٛ. 

 : انضم

 (2 ,0 ,1) ,(0 ,0 ,0) إٌمطزم١ٓ ّ٘مب أغمٛاي اٌعّمٛد٠ٓ ِمٓ R0, R1ٔفمشض أْ

 عٍٝ اٌّغزٜٛ 
     
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4
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4020201
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
 oR , 
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4)2(2)0(2)1(1
1 




 R . 

 (2 ,0 ,1) ,(0 ,0 ,0)ِخزٍفز١ٓ فٟ الإشبسح أٞ أْ إٌمطز١ٓ  Ro, R1ٚٚاظؼ أْ 

 طٝ.فٟ عٙز١ٓ ِخزٍفز١ٓ ِٓ اٌّغزٜٛ اٌّعُ رمعبْ 



 :ٕٚبٌ انًُصفبٌ نهضأٚخ انضٔرٛخ ثٍٛ يستٍٕٚٛ يعهٕيٍٛانًست – 0
0,0 َفشض أٌ 22221111  dzcybxadzcybxa ٍٕٛٚيست

 يعهٕيٍٛ.

ْٕ انًضم ٚكٌٕ انًستٍٕٚٛ ْزٍٚ انًستٕٖ انًُصف نهضأٚخ انضٔرٛخ ثٍٛ 

 ٘انفعبء انخلاحٙ ثضٛج ٚكٌٕ ثعذْب عٍ انًستٕٖ الأٔل ٚسبٔ فٙ  انُٓذسٙ نُمطخ

 َٙ.ثعذْب عٍ انًستٕٖ انخب

  )اَظش انشكم(:

ى
ى

ى
ى
ى
ى
ى

),,(ئرا وبٔذ ٗأٞ أٔ P  :ْٔمطخ عٍٝ اٌّغزٜٛ إٌّصف فا 
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. 

),,(أْ إٌمطخ ٞأ P  ً  رؾمك ئؽذٜ اٌّعبدٌز١ٓ:  دائّب
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ٌٍضا٠ٚخ اٌضٚع١خ ث١ٓ اٌّغز١٠ٛٓ  اٌّغز١٠ٛٓ إٌّزصف١ٓ زّٝٚ٘ب ِعبدٌ

 اٌّع١ٍِٛٓ. 

 : ِٟزعبِذاْ لأْ ٔغت ارغبٖ أؽذّ٘ب ٘ ٠ىٛٔبٓ ١اٌّغز٠ٛ٘ز٠ٓ ٚٚاظؼ أْ 

122112211221 ,, kckckbkbkaka  . 

 : َٙٔست اتزبِ اٜخش ْ

122112211221 ,, kckckbkbkaka  . 
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11 , cbakcbak  . 

 P 



٠ٚخ اٌضٚع١خ ث١ٓ أٚعذ ِعبدٌزٝ اٌّغز١٠ٛٓ إٌّصف١ٓ ٌٍضا :(7يخبل)

 ١ٓ:اٌّغز٠ٛ
x + 2y – 2z + 3 = 0 ,   2x – y + 2z = 4. 

ى:الحل
ط١١ٓ اٌّغز١٠ٛٓ إٌّزصف١ٓ ٌٍضا٠ٚخ اٌضٚع١خ ث١ٓ اٌّغز١٠ٛٓ اٌّع زِٝعبدٌ

 رعُط١بْ ِٓ:

414

422

441

322








 zyxzyx
.  

0743,013تكوناىالمطادلتونىوإذاًى  zyxyxى



ى:مطلومونىقاطعىمدتووونمطادلظىأيىمدتوىىومرىبخطىتى–ى5
0,0ىنفرضىأن 22221111  dzcybxadzcybxaمدتووونى

ىمطلومونىوزورىمتوازوون.
ىتكونىرلىىالصورة:ىىكمامطادلظىالمدتوىىالمارىبخطىتقاطط

0)()( 2222211111  dzcybxadzcybxa  .  

ؽ١ش
21, .صبثزبْ لا ٠غب٠ٚبْ اٌصفش فٟ آْ ٚاؽذ 

 رمبغع اٌّغز١٠ٛٓ:  أٚعذ اٌّغزٜٛ اٌّبس ثخػ :(8يخبل)
x + y + z – 3 = 0 ,    x – 2y + 3z + 4 = 0. 

ى.ىلثانيرلىىالمدتوىىاىووكونىرمودواً
 : انضم

ى:ىرلىىالصورةىمطادلظىالمدتوىىالمارىبخطىتقاطعىالمدتووونىتكون
1(x + y + z – 3) + 2( x – 2y + 3z + 4) = 0.  (*) 

(1 + 2) x + (1 – 2 2) y + (1 + 3 2) z + (-31 + 42) = 0. 

ً  ٌٟٚى   x – 2y + 3z + 4 = 0عٍٝ اٌّغزٜٛ  ٠ىْٛ ٘زا اٌّغزٜٛ عّٛد٠ب

 ٠غت أْ ٠زؾمك اٌششغ: 
(1 + 2) –2 (1 - 22) + 3 (1 + 32) = 0. 

ٔؾصً  (*)ٚثبٌزع٠ٛط فٟ اٌّعبدٌخ ،  1 = - 72ٚثبٌزبٌٟ ٔؾصً عٍٝ 

 عٍٝ:
-72(x + y + z - 3) + 2(x – 2y + 3z + 4) = 0. 

ى:ىيتكونىمطادلظىالمدتوىىالمطلوبىهى2 = 1وبوضعى
6x + 9y + 4z – 25 = 0. 



 ١ٓ:أٚعذ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌّبس ثخػ رمبغع اٌّغز٠ٛ :(9يخبل)
3x + 2y – 5z + 1 = 0 ,   x – 5y – z – 3 = 0. 

 ً  . ٚياٌّغزٜٛ الأ عٍٝ ٠ٚىْٛ عّٛد٠ب

 : انضم

 صٛسح:ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌّطٍٛة رىْٛ عٍٝ اٌ
1(3x + 2y – 5z + 1) + 2(x – 5y – z- 3) = 0. 

(31 + 2) x + (21 - 52) y + (-51 - 2) z + (1 - 32) = 0. 

ى:ىىمنىذرطىالتطامدىنحصلىرلو
 3(31 + 2) + 2(21 - 52) –5 (-51 -2) = 0. 

 381 - 22 = 0  2 = 191. 

ىوبالتطووضىنحصلىرلى:
1[(3 + 18) x + (2 – 72) y + (-5 – 18) z + (1 – 54)] = 0. 

 :ٟرىْٛ اٌّعبدٌخ اٌّطٍٛثخ ٘ 1 = 1ٚثبخز١بس 
21 x – 70 y – 23 z – 53 = 0. 



 :ٔظع حلاحخ يستٕٚبد ثبنُسجخ نجععٓب فٙ انفعبء انخلاحٙ – 6

ىنفرضىأنىلدوناىثلاثظىمدتووات:ى
a1x + b1y + c1z + d1 = 0, 

a2x + b2y + c2z + d2 = 0, 

a3x + b3y + c3z + d3 = 0. 

وجدىخمسىحالاتىمختلفظىممكنظىلوضعىهذهىالمدتوواتىلبطضكماىسيىالفضاءىتُ
ى:ىالثلاثي

 ششغ:ئرا رؾمك اٌأطجبق اٌّغز٠ٛبد اٌضلاصخ عٍٝ ثععٙب  –أ 
a1:b1:c1:d1= a2:b2:c2:d2 = a3:b3:c3:d3. 

 ششغ: ئرا رؾمك اٌرزٛاصٜ اٌّغز٠ٛبد اٌضلاصخ  –ة 
a1:b1:c1= a2:b2:c2 = a3:b3:c3 . 

رزمبغع اٌّغز٠ٛبد اٌضلاصخ فٟ خػ ِغزم١ُ فٟ اٌغضء اٌّؾذد ِٓ  –ط 

رغعً  ششغ اٌزمبغع ٘ٛ ٚعٛد ل١ّخ عذد٠خ ٠ىْٛ اٌفعبء اٌضلاصٟ ٚ

 اٌّغزٜٛ:
a1x + b1y + c1z + d1 +  (a2x + b2y + c2z + d2) = 0. 

ىونطبقىمعىالمدتوىىالثالثىأيىأن:ىىىىىى
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3

21

3
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dd
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cc
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bb
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aa  
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






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 رزمبغع اٌّغز٠ٛبد اٌضلاصخ فٟ ٔمطخ ٚاؽذح ئرا رؾمك اٌششغ:  –د 

0

cba

cba

cba

333

222

111

 . 

١ٌظ ٌٍّغز٠ٛبد اٌضلاصخ أٞ ٔمطخ ِشزشوخ ٠ٚؾذس رٌه ئرا وبْ خػ  –٘ـ 

 رمبغع ِغز٠ٛبْ ِٓ اٌّغز٠ٛبد اٌضلاصخ ٠ٛاصٞ اٌّغزٜٛ اٌضبٌش.



 :أْ اٌّغز٠ٛبد اٌضلاصخ رؾمك ِٓ: (20يخبل)
2x – y + 5 z –1 = 0, 

x + 3y + z – 4 = 0, 

6x + 11 y + 9 z – 17 = 0. 

ىتتقاطعىسيىخطىمدتقوم.ى
 :انضم

 رىْٛ: ٠ّش ثخػ رمبغع اٌّغز١٠ٛٓ الأٚي ٚاٌضبٟٔ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌزٞ  
2x – y + 5z – 1 + (x + 3y + z – 4) = 0  
(2 - ) x + (-1 + 3) y + (5 + ) z + (-1 - 4) = 0.  (*) 

لكىىتتقاطعىالمدتوواتىالثلاثظىسيىخطىمدتقومىوجبىأنىتنطبقىالمطادلظىو
ىأيىوتحقق:ىمعىمطادلظىالمدتوىىالثالثى(*)
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41
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33

6

2 









.   (**) 

  (**)رؾمك اٌعلالخ   = 4ٚٚاظؼ أْ اٌم١ّخ اٌعذد٠خ 

 ٚثبٌزبٌٟ رزمبغع اٌّغز٠ٛبد اٌضلاصخ فٟ خػ ِغزم١ُ. 



 

 ٍــتًبسٚ
ً  P1P2اٌّغزٜٛ اٌعّٛدٞ عٍٝ أٚعذ ِعبدٌخ  -1  ثأْ ِٓ ِٕزصفٗ عٍّب

  P1(-3, -1, 4), P2(1, 5, 6). 

ئرا وبٔذ  -2
3

2
,

4





  ٍٝصا٠ٚز١ٓ ِٓ صٚا٠ب ارغبٖ اٌعّٛدٞ ع

 ٚعذ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ.فب (2 ,1 ,3)اٌّغزٜٛ اٌّبس ثبٌٕمطخ 

 ٠ٚمطع ِٓ 2x – y + z = 0ٌٍّغزٜٛ  ٞأٚعذ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌّٛاص -3

 .ٚؽذاد 3عضء غٌٛٗ  OYاٌّؾٛس 

  (1 ,2- ,3-) ,(3 ,3 ,2-) ,(2- ,1 ,1-) ,(4- ,2 ,0)أْ إٌمػ رؾمك ِٓ  -4

 ٚأٚعذ ِعبدٌزٗ. ، رمع فٟ ِغزٜٛ ٚاؽذ       

  4x + y + 8z + 39 = 0ٌٍّغزٜٛ  ٞأٚعذ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌّٛاص -5

 ٚؽذاد.  ٠ٚ7جعذ عٕٗ        

ٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ثؾ١ش ٠ىْٛ ٟ ٌٕمطخ رزؾشن فـأٚعذ اٌّؾً إٌٙذع -6

ظعف ثعذ٘ب عٓ اٌّغزٜٛ  x + 2y + 2z – 6 = 0زٜٛ ـثعذ٘ب عٓ اٌّغ

4x – 8y + z – 9 = 0. 

 : ف١ّب ٠ٍٟ أٚعذ اٌضا٠ٚخ اٌؾبدح ث١ٓ وً ِٓ اٌّغز١٠ٛٓ -7
(i) 2x – y + 2z – 10 = 0,   4x + y + z – 7 = 0. 

(ii) 5x + 3y – 4z + 14 = 0,   x – 4y – z + 12 = 0. 

(iii) 3x + 4y – 16 = 0,    4y – 2z – 5 = 0.  
  (2 ,4 ,0) ,(1 ,0 ,8)أٚعذ ِعبدلاد اٌّغز٠ٛبد اٌزٝ رّش ثبٌٕمطز١ٓ  -8

ٚرصٕع صا٠ٚخ      
4


 .2x – y + 2z – 7 = 0ِع اٌّغزٜٛ  



 

اٌّبس ثخػ رمبغع ٚ (1 ,2- ,3)أٚعذ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌّبس ثبٌٕمطخ  -9

  :اٌّغز١٠ٛٓ

 3y – 2z – 4 = 0,   x + y + 4z + 6 = 0. 

ٚعّٛدٞ عٍٝ وً ِٓ  (2 ,2- ,1)أٚعذ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌّبس ثبٌٕمطخ   -10

  :اٌّغز١٠ٛٓ

  3x – 3y + z = 0,   2x + 4y – 5z + 1 = 0. 

٠ّٚش  x – y + z = 0زٜٛ ـزٜٛ اٌعّٛدٞ عٍٝ اٌّغـأٚعذ ِعبدٌخ اٌّغ  -11

 ,2)م١ُ اٌّبس ثٕمطخ الأصً ٚإٌمطخ ٠ٚٛاصٞ اٌّغز  (1 ,1- ,2)ثبٌٕمطخ  

3, -1). 

------------------------------------------ 

 

ى



 فٙ انفعبء انخلاحٙ انخػ انًستمٛى - حبَٛب  
 : انصٕسح انعبيخ نًعبدلاد انخػ انًستمٛى -أ

غ١ش ِزٛاص١٠ٓ ٓ ١مبغع ِغز٠ٛفٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ٠ٕزظ ِٓ راٌخػ اٌّغزم١ُ 

 ّضًْ اٌخػ اٌّغزم١ُ فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ ٠ُ فاٚثبٌزبٌٝ ، فٟ اٌفعبء اٌضلاصٟ 

 أْ: ٞأ x, y, zثّعبدٌز١ٓ ِٓ اٌذسعخ الأٌٚٝ فٟ 
a1x + b1y + c1z + d1 = 0. 

     (*) 

a2x + b2y + c2z + d2 = 0. 

رىْٛ ٚالعخ فٟ آْ  (*) وً ٔمػ ٚاٌعىظ صؾ١ؼ a1:b1:c1  a2 :b2:c2ؽ١ش 

ِٓ اٌّغز٠ٛبد  ٠ٟٛعذ عذد لا ٔٙبئؽ١ش ئٔٗ ، ٚٚاؽذ عٍٝ خػ رمبغعّٙب 

ٔٗ ٠ّىٓ اخز١بس أٞ ِغز١٠ٛٓ ِّٕٙب ١ٌذلاْ عٍٝ اف  (*)اٌزٝ رّش ثبٌّغزم١ُ 

 اٌّعبدٌخ:  ضلاً اٌّغزم١ُ ِ
a1x + b1y + c1z + d1 +(a2x + b2y + c2z + d2) = 0.  (1) 

  (*)رّضً ِغزٜٛ ٠ّش ثخػ رمبغع اٌّغز١٠ٛٓ 

ّز١ٓ ِخزٍفز١ٓ ٌٕؾصً عٍٝ ِغز١٠ٛٓ ل١  اٌى١ّخ اٌعذد٠خ عط٠ٚٝىفٟ أْ ُٔ 

 .(*)٠ّشاْ ثبٌّغزم١ُ 

 اٌّغزم١ُ إٌبرظ ِٓ رمبغع اٌّغز١٠ٛٓ: اٌخػ أٚعذ ِعبدٌخ  :(2يخبل)
4x –2y + z + 1 = 0,   2x + 3y – z – 5 = 0. 

 : انضم

 ٓ ٠عُطٝ ِٓ:٠ّش ثخػ رمبغع اٌّغز١٠ٛاٌزٞ ّغزٜٛ اٌ
4x – 2y + z + 1 +  (2x + 3y – z – 5) = 0.  (**) 

 ٕؾصً عٍٝ:ف (**)فٟ  ثبٌصفش xثٛظع ِعبًِ ٚ
4 +2 = 0,   = -2. 

 8y – 3z – 11 = 0 َضصم عهٗ (**) فٙ انًعبدنخ  ٔثبنتعٕٚط عٍ 

 ٔؾصً عٍٝ:  (**)فٟ  ثبٌصفش yثٛظع ِعبًِ ٚ
-2 +3 = 0   = 2/3. 

  15x + z – 7 = 0 ٔؾصً عٍٝ (**) فٟ اٌّعبدٌخ  ٚثبٌزع٠ٛط عٓ 



اٌّعط١١ٓ ىٓ اٌزعج١ش عٓ اٌّغزم١ُ إٌبرظ ِٓ رمبغع اٌّغز١٠ٛٓ ٚثزٌه ٠ّ

 ثبٌّعبدٌز١ٓ: 
8y – 3z – 11 = 0   ,  15x + z – 7 = 0. 



 :يعبدلاد انخػ انًستمٛى ثذلانخ َست اتزبّْ َٔمطخ عهّٛ -ة

  P1(x1, y1, z1)٘ٝ ٔغت ارغبٖ اٌّغزم١ُ ٠ّٚش ثبٌٕمطخ  a, b, cٔفشض أْ 

 :ف١ىْٛأٞ ٔمطخ ع١ٍٗ  P(z, y, z)ػ ٔفشض أْ ٚلإ٠غبد ِعبدٌخ ٘زا اٌخ
a : b : c = x – x1 : y – y1 : z – z1. 

 أٞ أْ:
a = x – x1, b = y – y1,  c = z – z1. 

x = a + x1, y = b + y1, z = c + z1.  (2)  

 و١ّخ عذد٠خ. ؽ١ش 

عٍٝ اٌّغزم١ُ ثذلاٌخ رمع ئؽذاص١بد أٞ ٔمطخ ٔؾصً عٍٝ  (2)اٌعلالخ ِٓ 

ثبٌّعبدلاد  (2)غّٝ ٚرُ  a, b, c, x1, y1, z1ٚاٌم١ُ اٌّعطبح  جبساِزش اٌ

 ساِزش٠خ ٌٍخػ اٌّغزم١ُ. جباٌ

 فٟ آْ ٚاؽذ   a, b, cٗ لا ٠ّىٓ أْ رٕعذَٚؽ١ش ئٔ

 ٔؾصً عٍٝ:    ِٓ(2)فجؾزف اٌجبساِزش 
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  اٌصٛسح اٌم١بع١خ ٌّعبدلاد اٌخػ اٌّغزم١ُ. ٟ٘ٚ٘زٖ 

ِجبششح رىُزت ِعبدلارٗ فاْ عط١ذ ٔغت ارغبٖ اٌّغزم١ُ ٚٔمطخ ع١ٍٗ ئرا أُ ٚ

رإٚي ئٌٝ  (3)عبدٌخ ّفاْ اٌ a = 0, b  0, c  0ئرا وبْ ٚ   (3)ثبٌصٛسح

 اٌّغز١٠ٛٓ:

 ., 11
1

c

zz

b

yy
xx





  

 رإٚي ئٌٝ اٌّغز١٠ٛٓ:  (3) اٌّعبدٌخ فاْ a = 0, b = 0, c  0 ئرا وبْٚ
  ., 11 yyxx   



 :يعبدلاد انخػ انًستمٛى انًبس ثُمطتٍٛ يعهٕيتٍٛ -د

),,(,),,(اٌّغزم١ُ ٠ّش ثبٌٕمطز١ٓئرا وبْ  22221111 zyxPzyxP بٔذ ٔغت ٚو

cbaٟارغب٘ٗ ٘  : ف١ىْٛ ,,

121212 :::: zzyyxxcba   

 فٟ اٌصٛسح:  (3)ٚثزٌه رصجؼ اٌصٛسح اٌم١بع١خ 
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   (4) 

ٚ٘زٖ رّضً ِعبدٌخ اٌخػ اٌّغزم١ُ اٌّبس 

),,(,),,(ثبٌٕمطز١ٓ 22221111 zyxPzyxP. 

 أٚعذ اٌصٛسح اٌم١بع١خ ٌّعبدٌخ اٌخػ اٌّغزم١ُ:  :(1يخبل)
2x – 3y + z + 5 = 0, x + 2y – 3z – 8 = 0. 

 :انضم

بٌصفش فٟ ث xعٍٝ اٌّغزم١ُ ٚرٌه ثٛظع ِعبًِ  P1, P2ٔع١ٓ ٔمطز١ٓ 

 فٕؾصً عٍٝ: ١ز١ٓ اٌّعطاٌّعبدٌز١ٓ 
-3y + z + 5 = 0,  2y – 3z – 8 = 0. 

 . y = 1,  z = -2ٔؾصً عٍٝ  y, z ٟٚثؾً ٘بر١ٓ اٌّعبدٌز١ٓ ف

 . P1(0, 1, -2)رىْٛ  ٌٟٚثبٌزب

 ثبٌصفش ٔؾصً عٍٝ: yصُ ثٛظع ِعبًِ 
2x + z + 5 = 0,   x – 3z – 8 = 0. 

 . x = -1, z = -3ٚثؾً ٘بر١ٓ اٌّعبدٌز١ٓ ٔؾصً عٍٝ 

 . P2(-1, 0, -3)رىْٛ  ٌٟزبٚثبٌ

اٌّبس رىْٛ ِعبدٌخ اٌخػ اٌّغزم١ُ  ٌٟٚثبٌزب

)2,1,0(,)3,0,1(ثبٌٕمطز١ٓ 21  PPٟ٘ : 
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أٚعذ ٔمػ رمـبغع اٌّغزم١ُ : (1يخبل)
2

4
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2 
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 zyx
ِـع  

ٚأٚعذ أ٠عب اٌضا٠ٚخ ث١ٓ اٌّغزم١ُ  3x + 4y + 12z + 19 = 0اٌّغزـٜٛ 

 ٚاٌّغزٜٛ. 

 :انضم

Put .
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 zyx
 

x =  - 2, y = -2 + 4, z = 2 - 4    (*). 

 : ٔؾصً عٍٝ ٚثبٌزع٠ٛط فٟ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ
3( - 2) + 4 (-2 + 4) + 12 (2 - 4) + 19 = 0. 

  = 1. 

اٌّغزم١ُ ِع اٌّغزٜٛ ٟ٘ ٔمطخ رمبغع رىْٛ  (*)ٚثبٌزع٠ٛط فٟ اٌعلالخ 

(-1, 2, -2) . 

عٍٝ  ٞٔغت ارغبٖ اٌعّٛدٚ 2 ,2- ,1 ٟٚؽ١ش ئْ ٔغت ارغبٖ اٌّغزم١ُ ٘

عٍٝ  ٞث١ٓ اٌّغزم١ُ ٚاٌعّٛد   اٌضا٠ٚخ اً ارف 12 ,4 ,3 ٟاٌّغزٜٛ ٘

 عطٝ ِٓ اٌعلالخ: اٌّغزٜٛ رُ 

)13)(3(

19

144169441

)12)(2()4)(2()3)(1(
cos 




 . 

ٟٚثزٌه رىْٛ اٌضا٠ٚخ اٌزٝ ٠صٕعٙب اٌّغزم١ُ ِع اٌّغزٜٛ ٘











2
. 



 : يعهٕو عهٗ يستمٛىيعهٕيخ غٕل انعًٕد انُبصل يٍ َمطخ  -د

),,(إٌبصي ِٓ إٌمطخ Rغٛي اٌعّٛد  0000 zyxP ٍٝاٌّغزم١ُ: ع 

N

zz

M

yy

L

xx 111 






. 

NMLؽ١ش ، ٠ّٚش ثبٌٕمطخ  ع١ٛة رّبَ الارغبٖ اٌفع١ٍخ ٌٍّغزم١ُ ٟ٘ ,,

),,( 111 zyx  ُاٌعلالخعطٝ ِٓ ٠: 
2

R = (x1-x0)
2
+(y1-y0)

2
+(z1-z0)

2
-[ L(x1-x0)+M(y1-y0)+N(z1-z0)]. 

عٍٝ اٌّغزم١ُ   ,P(1-(2 ,1أٚعذ غٛي اٌعّٛد إٌبصي ِٓ إٌمطخ : (0يخبل)

 .2x + y – 2z + 3 = 0عٍٝ اٌّغزٜٛ  ٞٚعّٛد P1(-1, 2, -1)اٌّبس ثبٌٕمطخ 

 :انضم

ٔفظ ٔغت  ٟٚرىْٛ ٘ 2- ,1 ,2 ٟعٍٝ اٌّغزٜٛ ٘ ٞٔغت ارغبٖ اٌعّٛد

 )ؽ١ش ئٔٗ عّٛدٞ عٍٝ اٌّغزٜٛ( ارغبٖ اٌّغزم١ُ 

 : ٟ٘اٌم١بع١خ ٚعٍٝ رٌه رىْٛ ِعبدٌخ اٌّغزم١ُ 

2

1

1

2

2

1









 zyx
. 

عٍٝ اٌّغزم١ُ  P(1, -1, 2)إٌبصي ِٓ إٌمطخ  R غٛي اٌعّٛدِٚٓ صُ فاْ 

 عطٝ ِٓ: ٠ُ 

.
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 :فٙ انفعبء انخلاحٙ تمبغع يستمًٍٛٛ -ْـ
 : )ٚ٘ٛ ششغ ٚلٛعّٙب فٟ ِغزٜٛ ٚاؽذ( ١ٓاٌّغزم١ّششغ رمبغع 

2

2

2
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2
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1

1

1

1
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zz
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xx

c

zz
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 ٠ىْٛ:

0

222

111

121212





cba

cba

zzyyxx

.   

 ِٚعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌزٞ ٠معبْ ف١ٗ رىْٛ:

00

222

111

222

222

111

111




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cba

cba

zzyyxx
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cba

zzyyxx
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 ٓ:أْ اٌّغزم١ّ١رؾمك ِٓ : (5يخبل)
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 ُ أٚعذ ِعبدٌخ ٘زا اٌّغزٜٛ. .ص٠معبْ فٟ ِغزٜٛ ٚاؽذ 

 : انضم

 ششغ رمبغع ِغزم١ّ١ٓ )ٚلٛعّٙب فٟ ِغزٜٛ ٚاؽذ( ٘ٛ: 

0

cba

cba

zzyyxx

222

111

121212




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
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
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

 . 

 .أٞ أْ اٌّغزم١ّ١ٓ ِزمبغعبْ



 : ٌٟخ اٌّغزٜٛ اٌٛالعبْ ف١ٗ ٘ٚرىْٛ ِعبد

0

313

132

1z2y1x









. 

 : رىْٛأٞ 
10x + 3y + 11z –27 = 0. 

  :أْ اٌّغزم١ّ١ٓ رؾمك ِٓ :(6يخبل)

1
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1
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 صُ أٚعذ ِعبدٌزٝ اٌعّٛد اٌّشزشن ث١ّٕٙب. .غ١ش ِزمبغعز١ٓ ٠ىٛٔب 

 : انضم

 : ٠ىْٛ ششغ رمبغع اٌّغزم١ّ١ٓ

046

113

121

355

113

121

211432




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

. 

  .اٌّغزم١ّبْ غ١ش ِزمبغع١ٓ اً ئرٚ

ٔغمت ارغب٘مٗ  ٟ٘م a, b, c٘ٛ اٌعّٛد اٌّشمزشن ث١ّٕٙمب ٚأْ  PQفشض أْ ٚث

 فاْ:
-a + 2b + c = 0,   3a + b + c = 0. 

 :)تضمك يٍ رنك؟( ٍ َضصم عهْٗبتٍٛ انًعبدنتٛ ٔيٍ
   a= 1, b = 4,  c = -7. 

  P1PQ, P2PQعطٝ ثبٌّغز١٠ٛٓ  ٠ُ  PQاٌّغزم١ُ ٚ

 ِعبدٌزٗ ٠ّىٓ وزبثزٙب ثبٌصٛسح:  P1PQاٌّغزٜٛ ٚؽ١ش ئْ 
L(x+3) +M(y+1) + N(z-2) = 0. 

  P1(-3, -1, 2) لأٔٗ ٠ّش ثبٌٕمطخ

  ف١ىْٛ:ٚالعبْ فٟ ٘زا اٌّغزٜٛ  P1P, PQ اٌّغزم١ّبْ ٚ
-L + 2M + N = 0,  L + 4M – 7N = 0. 



خ اٌّغزٜٛ ٔؾصً عٍٝ ِعبدٌِٓ اٌّعبدٌز١ٓ اٌغبثمز١ٓ  L, M, Nثؾزف ٚ

P1PQ  :ثبٌصٛسح 

08zyx3
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2z1y3x









. 

  رىْٛ عٍٝ اٌصٛسح: P2PQاٌّغزٜٛ ٚثٕفظ اٌطش٠مخ ٔغذ أْ ِعبدٌخ 

05zy2x

741

113

1z4y2x






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 ه ــتماري
 3x – y + 2z – 6 = 0,  x + 4y – z + dرغعً اٌّغزم١ُ  زٟاٌ dأٚعذ ل١ّخ  – 1

 .٠OXمطع اٌّؾٛس  0 =

اٌّغزم١ُ ارغبٖ  أٚعذ ع١ٛة رّبَ – 2
3

1

12

3

4

1 







 zyx
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 ؽ١ش:  (ii) ,(i)أٚعذ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ اٌّغزم١ّ١ٓ  – 3
(i) 2x – 2y – z + 8 = 0,   x + 2y – 2z + 1 = 0. 

(ii) 4x + y + 3z - 21 = 0,   2x + 2y - 3z + 15 = 0. 

  ؟فٟ ِغزٜٛ ٚاؽذ (ii) ,(i)٠مع اٌّغزم١ّبْ  ً٘ – 4
(i)  4x + y + 3z = 0, 2x + 3y + 2z – 9 = 0. 

(ii) 3x – 2y + z + 5 = 0,   x – 3y – 2z – 3 = 0. 

أٚعذ ٔمطخ رمبغع اٌّغزم١ُ   – 5
2

1z

1

2y

3

2x 








 :ِع اٌّغزٜٛ  

  2x + 3y + 3z – 8 = 0. 

  :ٚاٌّغزٜٛ 3x – 2y = 24, 3x – y = -4أٚعذ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ اٌّغزم١ُ   – 6

   6x + 15y – 10z + 31 = 0. 

عٍٝ  ٞٚعّٛد (1 ,2- ,3)أٚعذ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌّبس ثبٌٕمطخ  – 7

  :اٌّغزم١ُ

  
3

1

14

12 





 zyx
. 

 – x = y = z ٚاٌّغزم١ُ  x + y – z =1,  2x + z = 3أْ اٌّغزم١ُ رؾمك ِٓ  –8

ٚأٚعذ ِعبدلاد اٌعّٛد  غ١ش ٚالعبْ فٟ ِغزٜٛ ٚاؽذ ،٠ىٛٔب  1

ً ٚأٚعذ أ ،  اٌّشزشن ع١ٍّٙب  عذ ث١ّٕٙب.غٛي ألصش ثُ  ٠عب

 ْ:اٌّغزم١ّب ٠ٚٞٛاص (3 ,2- ,1-)أٚعذ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌّبس ثبٌٕمطخ  – 9

  .
8

3

2

2

1
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6

5
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2
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 zyxzyx
 

  x + y = 0, x – y + z – 2 = 0أٚعذ ِعبدٌخ اٌّغزٜٛ اٌّبس ثبٌّغزم١ُ  –10

ً ٠ىْٛ ٚ         .x = y = zٍّغزم١ُ ٌ ِٛاص٠ب
 

 

 

 

 



  : انكشِ حبنخب  
ٕمطخ رزؾشن فٝ اٌفعبء ثأٔٙب اٌّؾً إٌٙذعٟ ٌاٌىشٖ  رعُشف: تعشٚف -أ

 ً عٍٝ ثعذ صبثذ ِٓ ٔمطخ صبثزخ فٝ اٌفعبء  اٌضلاصٟ ثؾ١ش ركً دائّب

 اٌضلاصٟ. 

غّٝ اٌجعذ اٌضبثذ ٔصف لطش ٠ُٚ ، غّٝ إٌمطخ اٌضبثزخ ِشوض اٌىشٖ ٚرُ 

 اٌىشٖ.

 فٟ رىْٛ:ّعبدٌخ اٌىشٖ ٌ ٚاٌصٛسح اٌىشر١ض٠خ
(x - )

2
 + (y - )

2
 + (z - )

2
 = R

2
 .   (1) 

 ٔصف لطش٘ب. Rِشوض اٌىشٖ ،  M(, , )ؽ١ش 

   ١ٓ:ٚرؾمك اٌششغ x, y, z فٟٚٚاظؼ أٔٙب ِعبدٌخ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ 

x ِٓ ِعبًِ  لاً و (1)
y ِعبًِ ٚ 2

z ِعبًِٚ 2
 لا ٠غبٚٞ اٌصفش. 2

 اٌصفش. ٠غبٚٞ  zx ِعبًِ ٚ zy ِعبًِ ٚ xy ِٓ ِعبًِ  لاً و (2)

رؾمك اٌششغ١ٓ  x, y, z فِٟعبدٌخ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ  ٞأْ ِٚٓ صُ فا

 أْ:  ٞاٌغبثم١ٓ رّضً وشٖ أ
x

2
 + y

2
 + z

2
 + 2ax + 2by + 2cz + d = 0.  (2) 

 رّضً وشٖ فٝ اٌفعبء اٌضلاصٟ. 

 َٔتبئذ يلاصظبد: 

  :صجؼٔمطخ الأصً )اٌمطت( فاْ ِعبدٌزٙب رُ ٘ٛ ئرا وبْ ِشوض اٌىشٖ  – 1
x

2
 + y

2
 + z

2
 = R

2
 .     (3) 

٘ٛ  اٌىشٖ ِشوض٠ٚىْٛ ( 1( ٠ّىٓ رؾ٠ٍٛٙب ئٌٝ اٌّعبدٌخ )2اٌّعبدٌخ ) – 2

(-a, -b, -c)  ٚٔصف لطش٘بdcbaR 222  . 

aئرا وبْ ؽم١مخ اٌىشٖ رىْٛ ٚ
2
 + b

2
 + c

2
 > d  

a ئرا وبْرخ١ٍ١خ ٚرىْٛ اٌىشٖ 
2
 + b

2
 + c

2
 < d  

٠aىْٛ ٔمطخ عٕذِب  اٌىشٖ صجؼٚرُ 
2
 + b

2
 + c

2
 = d . 

ٌٚزٌه فاْ اٌىشح  a, b, c, d( رشًّ عٍٝ أسثعخ صٛاثذ 2اٌّعبدٌخ ) – 3

 رزؾذد ثأسثعخ ششٚغ ِغزمٍخ.



 أيخهخ: 

   :أٚعذ ِشوض ٚٔصف لطش اٌىشٖ :(2يخبل)
4x

2
 + 4y

2
 + 4z

2
 – 8x + 16y + 8z + 15 = 0. 

 :انضم

 اٌصٛسح:  فٟٔىزت اٌّعبدٌخ 

x
2
 + y

2
 + z

2
 - 2x + 4y + 2z + 

4

15
 = 0. 

(x – 1)
2
 + (y + 2)

2
 + ( z + 1)

2
 –1-4-1 + 

4

15
 = 0. 

(x – 1)
2
 + (y + 2)

2
 + ( z + 1)

2 
= 

4

9
. 

 ًْب عهٗ انتشتٛت:يشكض انكشِ َٔصف لطشْب ٚكٌٕ ٔعهٗ رنك 

M(, , ) = (1, -2, -1),  .
2

3
R  

ِعبدٌخ وشٖ ِعٍِٛخ ثبٌٕغجخ ٌٕٙب٠خ أٚعذ ثطش٠مز١ٓ ِخزٍفز١ٓ  :(1)يخبل

 ألطبس٘ب .

 :انضم

 فمٟٔٙب٠زمب اٌمطمش  P1(x1, y1, z1), P1(x2, y2, z2)ٔفمشض أْ : اٌطش٠ممخ الأٌٚمٝ

 اٌىشٖ .

 (:P1,P2 ٕٓزصف اٌّغبفخ ث٠١ىْٛ ٘ٛ )ِ M ِشوض اٌىشح اً ئرٚ

M(, , ) =( 
2

,
2

,
2

212121 zzyyxx 
). 

 ٌٟ رىْٛ ِعبدٌخ اٌىشٖ: ٚثبٌزب
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 :٠ىْٛ ٞعٍٝ عطؼ اٌىشٖ فأٙب رؾمك ِعبدٌزٙب أرمع  P2 ٚؽ١ش ئْ
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 :  ٟ٘اٌّطٍٛثخ ِعبدٌخ اٌىشٖ ِٚٓ صُ رىْٛ 
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 ئٌٝ اٌصٛسح: ٚ٘زٖ رإٚي 
(x – x1)(x – x2) + (y – y1) (y – y2) + (z – z1) (z – z2) = 0. (4) 

عٍٝ  P(x, y, z)ٔمطخ  ٞأخز أ فٟأثغػ ٚرزٍخص  ٟ٘ :اٌطش٠مخ اٌضب١ٔخ

ً  PP1عطؼ اٌىشٖ ف١ىْٛ   )أكش اٌشىً(: PP2عٍٝ  عّٛد٠ب

 

  

 

 

 

 

 

  PP1 ٟ٘ x – x1, y – y1, z – z1ٚؽ١ش ئْ ٔغت ارغبٖ 

  PP2 ٟ٘ x – x2, y – y2, z – z2ت ارغبٖ ٔغٚ

 : ٠ىِْٛٓ اٌزعبِذ  اً ئرٚ
(x – x1) (x – x2) + (y – y1) (y – y2) + (z – z1) (z – z2) = 0. 

ٟٚ٘ رّضً ِعبدٌخ اٌىشٖ  x,y,zٚ٘زٖ ِعبدٌخ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ فٟ 

 اٌّطٍٛثخ.

 P 

 

 

  

 P1                   M                       P2 

 



 :ّش ثبٌٕمػر زٟأٚعذ ِعبدٌخ اٌىشٖ اٌ:(1يخبل)

  P1(1, -1, -1), P2(3, 3, 1), P3(-2, 0, 5), P4(-1, 4, 4,) . 

 :انضم

 : ٟاٌصٛسح اٌعبِخ ٌّعبدٌخ اٌىشٖ ٘
x

2
 + y

2
 + z

2
 + 2ax + 2by + 2cz + d = 0. 

 ثبٌزع٠ٛط ثبٌٕمػ اٌّعطبح ٔؾصً عٍٝ: ٚ
3 + 2a – 2b – 2c + d = 0, 29 – 4a + 10c + d = 0, 

19 + 6a + 6b + 2c + d = 0, 33 – 29 + 8b + 8c + d = 0. 

  ٔؾصً عٍٝ:ثؾً ٘زٖ اٌّعبدلاد ٚ
a = 0, b= -1, c = -2, d = -9. 

 )رؾمك ِٓ رٌه؟(

 : ٟ٘رىْٛ ِعبدٌخ اٌىشٖ فاْ  ٌٟٚثبٌزب
x

2
 + y

2
 + z

2
 – 2y – 4z – 9 = 0. 



 : انعًٕدٖ عهٗ سطش كشِ -ة

 Pعٍٝ عطؼ اٌىشٖ عٕذ  ٞٔمطخ ِب عٍٝ عطؼ وشٖ فاْ اٌعّٛد Pئرا وبٔذ 

 .  Pٍٝ اٌّغزٜٛ اٌّّبط ٌٍىشح عٕذ ع ٞ٘ٛ اٌعّٛد٠ىْٛ 

١ىْٛ ف (2)ِٚعبدٌخ اٌىشٖ فٝ اٌصٛسح اٌعبِخ  P(z1, y1, z1)فشض أْ ٚث

 اٌىشٖ ِشوض

٘ٛM (-a, -b, -c)   ْٛ٠ٚىMP  اٌعّٛدٞ عٍٝ عطؼ اٌىشٖ عٕذ إٌمطخ ٛ٘P 

. 

 )أكش اٌشىً(:

  

 

 

 

 

 

 

 رىْٛ:  Pعٕذ إٌمطخ عٍٝ عطؼ اٌىشٖ  ِٞعبدٌخ اٌعّٛد اً ئرٚ

1

1

1

1

1

1

zc

zz

yb

yy

xa

xx














. 

 :رىْٛأٞ 

1

1

1

1

1

1

zc

zz

yb

yy

xa

xx














.   (5). 

                  

                 P(x,y,z) 

 

 

              M(-a,-b,-c) 



 :انًستٕٖ انًًبط نهكشِ -د

عٕذ  (1ٔغزٕزظ ِجبششح أْ اٌّغزٜٛ اٌّّبط ٌٍىشٖ ) (5)ِٓ اٌّعبدٌخ 

 عطٝ ِجبششح ثبٌّعبدٌخ: ٠ُ  P(x1, y1, z1)إٌمطخ
(x1 + a) (x – x1) + (y1 + b) (y – y1) + (z1 + c) (z – z1) = 0 . 

 أْ:  ٞأ
xx1 + yy1 + zz1 + a( x + x1) + b(y + y1) + c(z + z1) = 0. (6) 

 :غٕل انًًبط انًشسٕو نهكشِ -د

سعُ عذد  Pفأٗ ٠ّىٓ ِٓ  (2)خبسط اٌىشٖ  P(x1, y1, z1)ٔفشض أْ إٌمطخ 

أغٛاي ٘زٖ اٌّّبعبد  رىِْٛٓ اٌّغزم١ّبد اٌّّبعخ ٌٍىشح. ٚ ٟلأٙبئ

 .ِزغب٠ٚخ

ِشثع  ف١ىْٛ N فٟ إٌمطخّظ اٌىشح ٠٘زٖ اٌّّبعبد  ٚثفشض أْ أؽذ

 : ٘ٛ PNغٛي اٌّّبط  
222

RPMPN  = (x1 + a)
2
 + (y1 + b)

2
 + (z1 + c)

2
 – (a

2
 + b

2
 + c

2
 – d).  

dcz2by2ax2zyxPN 111

2

1

2

1

2

1

2

 .         (7) 



 : نكشتٍٛ ٙانًستٕٖ الأسبس -ْـ

 ثبٌصٛسح:ِعبدلارّٙب ِعطبح ٔفشض وشر١ٓ 
F1(x, y, z) =  x

2
 + y

2
 + z

2
 + 2a1x + 2b1y + 2c1z + d1 = 0,  

F2 (x, y, z) =  x
2
 + y

2
 + z

2
 + 2a2x + 2b2y + 2c2z + d2 = 0.  

ٌٕمطخ رزؾشن فٝ اٌفعبء اٌضلاصٟ ثؾ١ش رىْٛ  ـٟٔٛعذ اٌّؾً إٌٙذع

ئٌٝ غٛي  F1(x, y, z)َٛ ِٕٙب ٌٍىشٖ ـجخ ث١ٓ غٛي اٌّّبط اٌّشعـإٌغ

ً  F2(x, y, z)َٛ ِٕٙب ٌٍىشح ـاٌّّبط اٌّشع فزىْٛ  ٌٚزىٓ  ٔغجخ صبثزخ دائّب

 ثبٌصٛسح:  ٟاٌّؾً إٌٙذع٘زا ِعبدٌخ 
2

2

1

),,(

),,(


zyxF

zyxF
. 

 أْ:  ٞأ
F1(x, y, z) - 

2
F2(x, y, z) = 0.    (*) 

 شٖ لأْ: و رّضً زٖ اٌّعبدٌخٚ٘

x =ِعبًِ 
y =ِعبًِ  2

 - 1)ِعبًِ  2
2
) = z

 لا ٠غبٚٞ اٌصفش .  2

 صفش. اzxٌ  = ِعبًِ  yz =ِعبًِ  yx =ِعبًِ ٚ

ٌٕمطخ رزؾشن  ٟأْ اٌّؾً إٌٙذع ٞأ  = 1 ٠ىْٛٚوؾبٌخ خبصخ عٕذِب 

فٝ اٌفعبء اٌضلاصٟ ثؾ١ش ٠ىْٛ غٛي اٌّّبع١ٓ اٌّشع١ِٛٓ ِٕٙب ٌٍىشر١ٓ 

  ٟ٘: ٘زٖ اٌؾبٌخ ِغزٜٛ ِعبدٌزٗ فٟعطٝ رُ  (*)ِزغب١٠ٚٓ فاْ 
2(a1 – a2) x + 2(b1 – b2) y + 2(c1 – c2) z + d1 – d2 = 0. (8) 

 .ٌٍىشر١ٓ  ٟثبٌّغزٜٛ الأعبع (8)اٌّغزٜٛ ٘زا غّٝ ٠ُٚ 

عٍٝ خػ  ٞعّٛد٠ىْٛ ٌٍىشر١ٓ  ٠ٟٚغت أْ ٔلاؽظ أْ اٌّغزٜٛ الأعبع

) اٌّغزم١ُ اٌٛاصً ث١ٓ ِشوضٞ  M1M2اٌىشر١ٓ لأْ ٔغت ارغبٖ  ِٞشوض

 : ٟ٘اٌىشر١ٓ( رىْٛ 
-a1 + a2, -b1 + b2, -c1 + c2. 

 رىْٛ: ٞأ
a1 – a2, b1 – b2, c1 – c2 . 

  ٌٍىشر١ٓ. (8) ٟعٍٝ اٌّغزٜٛ الأعبع ٞٔغت ارغبٖ اٌعّٛد ٟٚ٘زٖ ٘

٠ّش ثبٌٕمػ اٌّشزشوخ ٌٍىشر١ٓ  ٟأْ اٌّغزٜٛ الأعبعوزٌه ٚاظؼ ٚ

ً  ْٟ اٌّغزٜٛ الأعبعاٌٚزٌه ئرا رّبعذ اٌىشربْ ف، ٌٍىشر١ٓ  ٠ىْٛ ِّبعب

 ب. ٌٍّىشر١ٓ عٕذ ٔمطخ رّبعٙ



  :ٌٍىشح  ,1)-(2 ,1ي اٌّّبط اٌّشعَٛ ِٓ إٌمطخ أٚعذ غٛ :(0يخبل)
2x

2
 + 2y

2
 + 2z

2
 + 3x - 4y + 5z – 4 = 0. 

 :انضم

P(x, y, z) = x
2
 + y

2
 + z

2
 + 02z

2

5
y2x

2

3
 . 

 P(1, -1, 2) = 1 + 1+ 4 + 
2

25
2

2

5
2

2

3
 . 

٠ىْٛ  ٌٍىشح (2 ,1- ,1)غٛي اٌّّبط ِٓ إٌمطخ  اً ئرٚ
2

5
PN. 

٠ّش ثبٌّغزم١ُ  ٞأٚعذ اٌّغزٜٛ اٌز: (5يخبل)
32

1 zy
x 


 ٖ٠ّٚظ اٌىش: 

5x
2
 + 5y

2
 + 5z

2
 – 10x – 10y – 30z + 51 = 0. 

ُّ : انضم  عطٝ ثبٌصٛسحٔىزت ِعبدٌخ اٌّغزم١ُ اٌ
32

1

1

zyx



 

 2x = y + 1 = 0,   3x – z = 0. 

ُّ  ِغزٜٛ ِٞعبدٌخ أٚئراً   عطٝ رىْٛ ثبٌصٛسح: ٠ّش ثبٌّغزم١ُ اٌ
1(2x – y + 1) +2(3x – 2) = 0. 

(21 + 32) x - 1y - 2z +1 = 0.  (**) 

  (3 ,1 ,1)ِشوض٘ب إٌمطخ  اٌّعطبٖ ٠ىِْٛٓ ِعبدٌخ اٌىشٖ ٚ

٠ىْٛ ِٚشثع ٔصف لطش٘ب
5

4
R 2 . 

ً  (**) ٠ىْٛ اٌّغزٜٛ ٌٟٚى  زؾمك اٌششغ: ٌٍىشٖ ٠غت أْ ٠ ِّبعب
  
 

.
10125

4

32

1332

5

4
2

221

2

1

2

1

2

2

2

1

2

21

2

2121















 . 

.
5

6
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2

2

2

1

2
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2
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

  

  ٔؾصً عٍٝ: (**)ٚثبٌزع٠ٛط فٟ 

1(2x – y + 1) = 0 , 1(2x – y +1) - 
5

6
1(3x – z) = 0. 

 2x – y + 1 = 0 , 8x – 5y – 6z – 5 = 0 ِٚٓ صُ ٠ىْٛ 

ُّ ٚئراً    .عطٝ ٠ّغبْ اٌىشٖ ٠ٛعذ ِغز٠ٛبْ ٠ّشاْ ثبٌّغزم١ُ اٌ



 ٌٍىشر١ٓ:  ٟأٚعذ اٌّغزٜٛ الأعبع :(6يخبل)
x

2
 + y

2
  z

2
 – 2x + 2y – 4z + 5 = 0, 

4x
2
 + 4y

2
 + 4z

2
 – 8x + 8z – 1 = 0. 

 : انضم

 :  ٌٍٟ٘ىشر١ٓ رىْٛ  ِٟعبدٌخ اٌّغزٜٛ الأعبع
x

2
 + y

2
  + z

2
 – 2x + 2y – 4z + 5 – ¼ (4x

2
 + 4y

2
 + 4z

2
 – 8x + 8z – 1) = 0.  

   : ٘ أٌأ
8x – 16y + 24z – 21 = 0. 



 : تمبغع كشتٍٛ -ٔ

 ثبٌصٛسح:ِعبدلارّٙب ِعطبح ٔفشض وشر١ٓ 
F1(x, y, z) = x

2
 + y

2
 + z

2
  + 2a1x + 2b1y + 2c1z + d1 = 0, 

F2(x, y, z) = x
2
 + y

2
 + z

2
 + 2a2x + 2b2y + 2c2z + d2 = 0. 

 :ِشوضٞ ٚٔصف لطشٞ اٌىشر١ٓ ٠ىٛٔب اً ئرٚ
).,,(,),,( 11121111 cbaMcbaM    

., 2

2

2

2

2

2
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2

1

2

1

2

11 dcbaRdcbaR   

 ٠ىْٛ ٌٍىشر١ٓ ٔمػ ِشزشوخ ، فٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ ف M1M2 > R1 + R2فارا وبْ 

ٔمطخ ٚاؽذح ِشزشوخ  بفاْ اٌىشر١ٓ ٠ىْٛ ٌّٙ M1M2 = R1 + R2أِب ئرا وبْ 

فاْ اٌىشربْ  M1M2 < R1 + R2أِب ئرا وبْ ،  بْزرىْٛ اٌىشربْ ِزّبع ٞأ

٘زٖ  فٟٚ ، ٌٍىشر١ٓ ٟٛا٘ب ٘ٛ اٌّغزٜٛ الأعبعدائشح ِغز فٟرزمبغعبْ 

ٚسعّٕب ِغز١٠ٛٓ ٘زٖ عٍٝ دائشح اٌزمبغع  Pٔمطخ  ٞاٌؾبٌخ ئرا أخزٔب أ

غّٝ صا٠ٚخ فاْ اٌضا٠ٚخ ث١ٓ ٘ز٠ٓ اٌّغز١٠ٛٓ رُ  Pبْ اٌىشر١ٓ عٕذ ـ٠ّغ

 ,PM1رمبغع اٌىشر١ٓ ، ٚؽ١ش ئْ اٌعّٛد٠ٓ عٍٝ اٌّغز١٠ٛٓ اٌّّبع١ٓ ّ٘ب 

PM2 رىْٛ ٟ٘اٌىشر١ٓ صا٠ٚخ رمبغع  اً ئر  =  M1PM2 . 

  :ٔؾصً عٍٝ M1PM2ِٓ اٌّضٍش ٚ

 cosRR2RRMM 21

2

2

2

1

2

21 .  (9) 

 .  ِٚٓ ٘زٖ اٌعلالخ ٠ّىٓ ئ٠غبد صا٠ٚخ اٌزمبغع 

أْ  ٞئرا وبْ اٌزمبغع عٍٝ اٌزعبِذ أٚ
2


 ْرصُجؼ (9)اٌعلالخ  فا : 

2

2

2

1

2

21 RRMM  . 

(a1-a2)
2
+(b1- b2)

2
+(c1- c2)

2
 = (a1)

2
+(b1)

2
+(c1)

2
-d1+(a2)

2
+( b2)

2
+( c2)

2
-d2. 

 2a1a2 + 2b1b2 + 2c1c2 = d1 + d2.  (10) 

 : (ٔكش اٌشىً)ا ششغ رمبغع اٌىشر١ٓ عٍٝ اٌزعبِذ ٟ٘٘زٖ  (10)اٌعلالخ 

 

 

 

 

       P 

                  

               R1           R2   

    M1                                M2 

 



 
 تماريــه

ٌٙب  ٚاٌّغزٜٛ اٌّّبط (0 ,1- ,6)أٚعـذ ِعبدٌخ اٌىشح اٌزٝ رّش ثبٌٕمطخ  – 1

 .4x – 8y – z - 69 = 0٘ٛ  (3 ,8- ,2)عٕذ إٌمطخ 

ٚثذائشح رمبغع  (12 ,4 ,7-)أٚعذ ِعبدٌخ اٌىشح اٌزٝ رّش ثبٌٕمطخ  – 2

 اٌىشر١ٓ:
x2 + y2 + z2 – 2x + 4y – 11 = 0 ,   x2 + y2 + z2 – 4x –6z –151 = 0.             

 ٓ:أٚعذ ِعبدٌخ اٌىشح اٌزٝ رّش ثذائشح رمبغع اٌىشر١ – 3
x2 + y2 + z2 + 2x – 8y + 1 = 0 ,   x2 + y2 + z2 – 16x + 34y – 30z + 37 = 

0.  
  :ٓأٚعذ صا٠ٚخ رمبغع اٌىشر١ – 4

x2 + y2 + z2 = 1,   x2 + 4y2 + 4z2 – 16x + 7 = 0. 

زشن ـرش زٟزٕزظ ِعبدٌخ اٌىشح اٌـاع. ٌّٚٙب  ٟصُ أٚعذ اٌّغزٜٛ الأعبع

 طع اٌىشح الأٌٚٝ عٍٝ اٌزعبِذ.ٚرم ٟاٌّغزٜٛ الأعبع   فِٟعّٙب 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 انجبة انخبنج

 الفضاء الثلاثيوظرية السطوح في 
٠ؾمك خبص١خ ِع١ٕخ ر١ّضٖ عٓ غ١شٖ ِٓ  اٌفعبء اٌضلاصٟعطؼ فٟ  ٞأ

 . اٌفعبء اٌضلاصٟعطٛػ 

،  OXYZفارا ٔغجٕب ٘زا اٌغطؼ ئٌٝ ِغّٛعخ الإؽذاص١بد اٌىبسر١ض٠خ 

 ٔمطخ ِبٚفشظٕب 

P(x, y. z)  ُب عجش٠بً عجش عٕٙعٍٝ اٌغطؼ فاْ اٌخبص١خ اٌّشبس ئ١ٌٙب ٠

 ثبٌّعبدٌخ: 
   F(x, y, z) = 0.  (1) 

ؽ١ش رزؾمك ٘زٖ اٌّعبدٌخ ثىً ٔمطخ ِٓ ٔمػ اٌغطؼ  x,y,zاٌّزغ١شاد  فٟ

 ٚلا رزؾمك ثأٞ ٔمطخ أخشٜ غ١ش ٚالعخ عٍٝ اٌغطؼ.

عٍٝ صٛسح  x, y, zأٞ ِعبدٌخ فٟ اٌّزغ١شاد ثّعٕٝ أْ ٚاٌعىظ صؾ١ؼ 

ِٓ ع١ّع ٔمػ ِىْٛ  ٟاٌفعبء اٌضلاصعطؼ فٟ رعجش عٓ ( 1) اٌّعبدٌخ

 (. 1اٌّؾممخ ٌٍّعبدٌخ ) اٌفعبء اٌضلاصٟ

  :عٍٝ اٌصٛسحٚاٌزٟ  x; y; zفّضلا ِعبدٌخ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ فٟ 
x

2
 + y

2
 + z

2
 + 2ax + 2by + 2cz + d = 0.  (2) 

ً  اٌفعبء اٌضلاصٟرّضً فٟ   .عطؾب

a( ٠ّضً وشٖ عٕذِب 2اٌغطؼ )ٚ
2
 + b

2
 + c

2
 > d ٚ ْئرا وبa

2
 + b

2
 + c

2
 = d  

  ، (a, -b, -c-) ٟ( ٠ىْٛ عجبسح عٓ ٔمطخ ؽم١م١خ ٚاؽذح 2٘ٚفاْ اٌغطؼ )

aأِب ئرا وبْ 
2
 + b

2
 c

2
 < d ( ْ٠ىْٛ عجبسح عٓ وشٖ رخ١ٍ١خ. 2فا ) 



 : انسطٕس انزجشٚخ – 2

ً رّضً F(x, y, z) = 0    اٌّعبدٌخ  ِٓ اٌذسعخ ا١ٌٕٔٛخ ئرا وبٔذ عطؾبً عجش٠ب

F(x,y,z) ؾ١ؾخ ِٓ اٌذسعخ ا١ٌٕٔٛخ.عجبسح عٓ داٌخ عجش٠خ ص 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اٌفعبء فٟ  ٚاٌّغزٜٛ 

 ِٓ اٌذسعخ الأٌٚٝ ،  ٞعطؼ عجش٠عُزجش  اٌضلاصٟ

 ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ. ٞٚاٌىشٖ عطؼ عجش

٠لاؽظ أْ دسعخ اٌغطؼ لا رزٛلف عٍٝ ِغّٛعخ الإؽذاص١بد اٌىبسر١ض٠خ ُٚ 

OXYZ  ُّٛعخ ( فٟ ِغ1عطٝ اٌغطؼ ثبٌّعبدٌخ )ٚرٌه لأٔٗ ئرا أ

O ٌزصُجؼ ِضلاً  ٚؽصً رغ١١ش فٟ اٌّؾبٚس OXYZالإؽذاص١بد 
/
X

/
Y

/
Z

فإٔب  /

xٔؾصً عٍٝ ِعبدٌخ فٟ
/
,y

/
,z

ِٓ ٔفظ صٛسح ٚدسعخ اٌّعبدٌخ اٌغجش٠خ  /

 : ٚاٌّعبدٌز١ٓ (1)
F1(x, y, z) = 0 ,    F2(x, y, z) = 0. (3) 

إٌمػ اٌّشزشوخ ٌٙز٠ٓ اٌغطؾ١ٓ ، ٚ عطؾ١ٓ اٌفعبء اٌضلاصٟفٟ  اْرؾذد

رزؾممبْ فٟ  (3)ِٕؾٕٝ. ٚٚاظؼ أْ اٌّعبدٌز١ٓ  اٌفعبء اٌضلاصٟرؾذد فٟ 

آْ ٚاؽذ ثىً ٔمطخ ِٓ إٌمػ اٌّشزشوخ ٌٍغطؾ١ٓ اٌّزوٛس٠ٓ ٚلا رزؾممبْ 

 .ثأٞ ٔمطخ أخشٜ

ً  (3)اٌّعبدٌز١ٓ فاْ ٌزٌه ٚ ٓ فٟ عٍٝ ِٕؾٕٝ رمبغع عطؾ١ رذلاْ ِعب

٠ّىٓ  ضلاصٟاٌفعبء اٌأٞ ِٕؾٕٝ فٟ صؾ١ؼ ٚاٌعىظ ،  اٌفعبء اٌضلاصٟ

 . اٌفعبء اٌضلاصٟفٟ  اعزجبسٖ ٔبشئ ِٓ رمبغع عطؾ١ٓ

                    Z                  

                     

                                  

                                       

                        

                                    

                     

                     O                                   Y          

                                                        

 

                

 

X 



)ّٚ٘ب ِعبدٌزب   z+1=0-5 = 0,  x+y –y + 3z  –2x اٌّعبدٌزبْ: (2يخبل)

)٠ٚىْٛ عجبسح عٓ  اٌفعبء اٌضلاصِٟغز١٠ٛٓ( رذلاْ عٍٝ ِٕؾٕٝ فٟ 

  ِغزم١ُ(. 

 4 =بْ عبدٌزاٌّ :(1يخبل)
2

+ z 
2

+ y 
2

x = 1,  x ِ غزٜٛ ٚوشٖ( )ّٚ٘ب ِعبدٌزب 

  )٠ٚىْٛ عجبسح عٓ دائشح(.  اٌفعبء اٌضلاصٟرذلاْ عٍٝ ِٕؾٕٝ فٟ 

 – 4x = 0بْ عبدٌزاٌّ :(1يخبل)
2

+ z 
2

+ y 
2

= 4,   x 
2

+ z 
2

+ y 
2

x  

)٠ٚىْٛ  اٌفعبء اٌضلاصٟ)ّٚ٘ب ِعبدٌزب وشر١ٓ( رذلاْ عٍٝ ِٕؾٕٝ فٟ 

  أ٠عبً عجبسح عٓ دائشح(. 



 :  ٔانذٔساَٛخانسطٕس الأسطٕاَٛخ ٔانًخشٔغٛخ  – 1

ىولنُ ىسوما ىوالمخروطوظىىيططى ىالأدطوانوظ ىالدطوح ىرن ىمختصرة سكرة
أنىهذهىالدطوحىمنىالممكنىأنىتكونىدطوحىجبروظىمعىملاحظظىوالدوارنوظى

ىأوىزورىجبروظ.ى
 انسطٕس الأسطٕاَٛخ :لا  أٔ

فٟ  ٠شعّٗ ِغزم١ُ ٠زؾشن ٞعشف اٌغطؼ الأعطٛأٟ ثأٔٗ اٌغطؼ اٌز٠ُ 

ً  ثؾ١ش اٌفعبء اٌضلاصٟ ً  ٠كً دائّب ً  لبغعب ٌّغزم١ُ ِب  ٌّٕؾٕٝ ِع١ٓ ِٚٛاص٠ب

  .اٌفعبء اٌضلاصٟفٟ 

غّٝ إٌّؾٕٝ ٠ُٚ ، طؼ الأعطٛأٟ ـُ اٌغـزم١ُ اٌّزؾشن ساعـّٝ اٌّغـغ٠ُٚ 

 ُّ  عطٝ اٌ

 .الأعطٛأٟ طؼـد١ًٌ اٌغ

  :رٛعذ ؽبٌزبْ ٟئ٠غبد ِعبدٌخ اٌغطؼ الأعطٛأٚ

ٚالع فٟ ئؽذٜ ِغز٠ٛبد  الأعطٛأٟد١ًٌ اٌغطؼ  : ئرا وبْاٌؾبٌخ الأٌٚٝ

 ٠ٞٛاص اٌغطؼ الأعطٛأٟٚساعُ  OXYاٌّغزٜٛ ِضلاً  الإؽذاص١بد ١ٌٚىٓ

ّضً ثبٌّعبدٌخد١ًٌ اٌغطؼ ٚ OZاٌّؾٛس  ُِ  : الأعطٛأٟ 
   F(x,y) = 0.  (4) 

عٍٝ ِب ٔمطخ  P(,,)فلإ٠غبد ِعبدٌخ اٌغطؼ الأعطٛأٟ ٔفشض أْ 

  Q(,,0)رىْٛزبٌٟ ٚثبٌ OXY عٍٝ اٌّغزٜٛ Pِغمػ  ٟ٘ Qاٌغطؼ ٚأْ 

 )أكش اٌشىً(:

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

                    Z                  

                     

                                  

                                       

                                    P(,,) 

                                       

                     

                    O                                 Y          

                                                        

                                    Q(,,0) 

                

   X 

 



 جبٌزع٠ٛط ٠ىْٛ:ف (4)رؾمك ِعبدٌخ اٌذ١ًٌ  Qٚؽ١ش ئْ 
   F(,) = 0.  (5) 

اٌفعبء رّضً فٟ  (4)ٚثزٌه ٔغزٕزظ أْ اٌّعبدٌخ  (4)رؾمك اٌّعبدٌخ  Pأٞ أْ 

ً عطؾ اٌضلاصٟ ً أعطٛا١ٔ ب  ٚ٘ٛ اٌّطٍٛة. ب

اٌفعبء رّضً فٟ   F(y,z) = 0ٛظ١ؼ أْ اٌّعبدٌخ ٚثٕفظ اٌطش٠مخ ٠ّىٓ ر

ً  اٌضلاصٟ ً  عطؾب اٌّعبدٌخ  ، ٚأْ OX اٌّؾٛس ٞسٚاعّٗ رٛاص أعطٛا١ٔب

F(x,z) = 0 طؾـرّضً ع ً ً أعطٛا١ٔ ب  . OY اٌّؾٛس ٞسٚاعّٗ رٛاص ب

1,1,4 اٌّعبدلاد: يخبل
2

2

2

2

2

2

2

2
2 

a

x

b

y

b

y

a

x
axy  رّضً عطؼ

  OZ اٌّؾٛس ٞأعطٛأٟ سٚاعّٗ رٛاص

،  ٔبلص١خ أعطٛأخ لبئّخٚ عطٛأخ لبئّخ ِىبفئخ ،أٌزشر١ت عٍٝ اٚرىْٛ 

 صائذ٠خ )أكش اٌشىً(: ٚأعطٛأخ لبئّخ

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 )أسطٕاَخ لبئًخ يكبلئخ(

                    Z                  

                     

                                  

                                       

                        

                                    

                     

                    O                        Y          

                                                        

 

       X        

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

)أسطٕاَخ لبئًخ  َبلصٛخ(

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 )أسطٕاَخ لبئًخ صائذٚخ(

                   Z                  

                     

                                  

                                       

                        

                                    

                     

                    O                        Y          

                                                        

 

       X        

 

 

                                     Z                  

                     

                                  

                                       

                        

                                    

                     

                                                                                    

                                                        

                                      O                                    Y 

               

                         

                         X 

 



ُِ د١ًٌ اٌغ : ئرا وبْاٌؾبٌخ اٌضب١ٔخ  عطٝ ثبٌّعبدٌز١ٓ: طؼ الأعطٛأٟ 
   F1(x, y, z) = 0,  F2(x, y, z) = 0. (6) 

 . L, M, N ٟٚأْ ٔغت ارغبٖ ساعُ اٌغطؼ ٘

 (6)أٞ ٔمطخ عٍٝ اٌذ١ًٌ  P(, , )لإ٠غبد ِعبدٌخ اٌغطؼ ٔفشض أْ 

 : اٌغطؼ ٟ٘ساعُ  دفزىْٛ ِعبدلا

   
N

z

M

y

L

x 






.  (7) 

 أٞ أْ: (6)رؾمك  ٟٚالعخ عٍٝ اٌذ١ًٌ فٙ (, , )إٌمطخ ٚؽ١ش ئْ
   F1(, , ) = 0,   F2(, , ) = 0. (8) 

ٔؾصً عٍٝ ِعبدٌخ اٌغطؼ  (7) ,(8)ث١ٓ اٌّعبدلاد  , , ٚثؾزف 

 اٌذٚسأٟ.

 أٚعذ ِعبدٌخ اٌغطؼ الأعطٛأٟ اٌزٜ د١ٌٍٗ اٌّغزم١ُ:: يخبل
   x + y – z – 1 = 0 ,   x – y + z = 0. 

 . x = y = z اٌّغزم١ُ ٞٗ رٛاصٚسٚاعّ

عٍٝ اٌذ١ًٌ فزىْٛ ِعبدٌخ اٌشاعُ  (, , )ٔأخز ٔمطخ  :انضم

 :ٟاٌّبس ثٙزٖ إٌمطخ ٘

   
1

z

1

y

1

x 






.  (*) 

 : زؾمك ِعبدلارٗ أٞ أْٚالعخ عٍٝ اٌذ١ًٌ ف (, , ) ؽ١ش ئْٚ
    +  -  - 1 = 0 ,    -  +  = 0. (**)  

 : ٚرٌه ثٛظع (*) , (**)ِٓ اٌعلالبد  , , ثؾزف ٚ

   








1

z

1

y

1

x
. 

ىنحصلىرلى:ى(**)وبالتطووضىسيىى = x -  ,  = y -  ,  = z - أيىأنى
   (x - ) + (y - ) – (z - ) – 1 = 0 ,  (x - ) – (y - ) + (z - ) = 0. 

x + y – z – 1 =  ,   x – y + z = . 

 x + y – z – 1 =  x – y + z. 

2y – 2z – 1 = 0. 

ب رّضً ٚٚاظؼ أٔٙ خ ،ِعبدٌخ اٌغطؼ الأعطٛأٟ اٌّطٍٛث ٟٚ٘زٖ ٘

 .YOZعٍٝ اٌّغزٜٛ  ِٞغزٜٛ عّٛد



  : انسطٕس انًخشٔغٛخحبَٛب  

ّٗ ِغزم١ُ ـ٠شع ٞطؼ اٌزـعشف اٌغطؼ اٌّخشٚغٟ ثأٔٗ اٌغ٠ُ  :تعشٚف

ً  اٌفعبء اٌضلاص٠ٟزؾشن فٟ  ً ، ٕٝ ِع١ٓ ِٕؾ ثؾ١ش ٠مطع دائّب  ٠ّٚش دائّب

 ثٕمطخ صبثزخ غ١ش ٚالعخ عٍٝ إٌّؾٕٝ. 

غّٝ إٌّؾٕٝ ٠ُٚ ،  ٟاٌّخشٚغاٌغطؼ غّٝ إٌمطخ اٌضبثزخ سأط ٚرُ 

 ُّ اٌغطؼ ٚاٌّغزم١ُ اٌّزؾشن ساعُ ٟ ، اٌّخشٚغ اٌغطؼ عطٝ د١ًٌاٌ

 . ٟاٌّخشٚغ

لإ٠غمبد عمبثمبً رجعمذ ٛعذ ِعبدٌخ اٌغطؼ اٌّخشٚغٟ ثٕفظ اٌطش٠مخ اٌزٝ أُ ُٔ ٚ

   :بدٌخ اٌغطؼ الأعطٛأِٟع

 ثبٌصٛسح: اٌغطؼ اٌّخشٚغٟ ٔفشض أْ د١ًٌ ٌزٌه 
   F1(x, y, z) = 0 ,   F2(x, y, z) = 0.  

أخز أٞ ٔمطخ ٚث، (x0, y0, z0)ٟ ٟ٘ إٌمطخ اٌّخشٚغاٌغطؼ ٚأْ سأط 

P(, , ) ًاٌغطؼ ِعبدٌخ ساعُ فزىْٛ  اٌغطؼ اٌّخشٚغٟ عٍٝ د١ٌ

  ٟ٘ Pاٌّبس ثبٌٕمطخ  ٟاٌّخشٚغ

   
0

0

0

0

0

0

z

zz

y

yy

x

xx














.  (*) 

 ٚالعخ عٍٝ اٌذ١ًٌ فٙٝ رؾمك ِعبدلارٗ أٞ أْ:  Pٚؽ١ش ئْ 
   F1(, , ) = 0 ,   F2(, , ) = 0. (**)  

 ٔؾصً عٍٝ ِعبدٌخ اٌغطؼ اٌّخشٚغٟ. (**),(*)ث١ٓ  , , ثؾزف ٚ

رىْٛ  (x0, y0, z0) إٌمطخ سأعٗ ِٞعبدٌخ اٌغطؼ اٌّخشٚغٟ اٌز: َتٛزخ

 . x – x0,  y – y0,  z – z0زغبٔغخ ثبٌٕغجخ ٌٍفشٚق: ِ

  :ٚد١ٌٍٗ إٌّؾٕٝ (2 ,1- ,1)سأعٗ إٌمطخ  ٞأٚعذ ِعبدٌخ اٌّخشٚغ اٌز :يخبل

   1,1
12

22

 zyx
yx

. 

عٍٝ د١ًٌ اٌّخشٚغ فزىْٛ ِعبدلاد اٌشاعُ  (, , )ٔأخز أٞ ٔمطخ  :انضم

 ثٕمطز١ٓ(: )ِعبدٌخ ِغزم١ُ ٠ّش  ٟاٌّبس ثٙزٖ إٌمطخ ٘

   
2

2z

1

1y

1

1x














. (*) 



 :زؾمك ِعبدلارٗ أٞ أْٚالعخ عٍٝ اٌذ١ًٌ ف (, , )ٚؽ١ش ئْ 
   

2
 + 2

2
 = 2 ,    +  +  = 1. (**) 

 ٚرٌه ثٛظع:  (**),(*)ث١ٓ  , , ٚثؾزف  

   

.
22

,
1

,
1

.
2

2

1

1

1

1











































zyx

zyx

 

 :ٔؾصً عٍٝ (**)ٚثبٌزع٠ٛط فٟ 
  (x–1+)

2
+2(y+1-)

2 
= 2

2
 ,   (x–1+)+(y+1-)+(z–2+2) =  . 

[(x–1)+]
2
+2[(y+1)-]

 2 
= 2

2
 ,   x+y+z–2 = - .   

[(x–1)-(x+y+z–2)]
2
+2[(y+1)+( x+y+z–2)]

2 
= 2(x+y+z–2)

2
. 

 : اٌّطٍٛثخ ٟ٘ٚثزٌه رىْٛ ِعبدٌخ اٌّخشٚغ 
   7y

2
 + z

2
 + 4xy + 6yz + 4x – 2y + 2z – 5 = 0. 



  ذٔساَٛخ: انسطٕس انحبنخب  

٠عُشف اٌغطؼ اٌذٚسأٟ ثأٔٗ اٌغطؼ إٌبشئ ِٓ دٚساْ ِٕؾٕٝ : تعشٚف

ِغزٛٞ ؽٛي ِؾٛس فٟ ِغزٛاٖ دٚسح وبٍِخ، ٠ٚغُّٝ ٘زا إٌّؾٕٝ 

ثبٌّٕؾٕٝ اٌشاعُ ٌٍغطؼ ، ٠ٚغُّٝ اٌّغزٜٛ اٌّٛعٛد ف١ٗ إٌّؾٕٝ 

 ثّغزٜٛ اٌضٚاي ٌٍغطؼ اٌذٚسأٟ.

 :ٚلإ٠غبد ِعبدٌخ اٌغطؼ اٌذٚسأٟ

 YOZاٌّغزٜٛ اٌشاعُ ٌٍغطؼ اٌذٚسأٟ ٚالع فٟ ّٕؾٕٝ أٌفشض أْ 

  :عطٝ ثبٌّعبدٌخُِ ٚ
   F(y, z) = 0.  (10) 

 OYِعبدٌخ اٌغطؼ إٌبشئ ِٓ دٚساْ ٘زا إٌّؾٕٝ ؽٛي اٌّؾٛسلإ٠غبد 

صُ ٔشعُ ِغزٜٛ ٠ّش ، أٞ ٔمطخ عٍٝ اٌغطؼ اٌذٚسأٟ  P(x,y z)ٔفشض 

ً   P ثبٌٕمطخ ٔمطزب رمبغع ٘زا  P, Qفارا وبٔذ  OY اٌّؾٛس عٍٝ ٚعّٛد٠ب

عٍٝ اٌزشر١ت فٛاظؼ أْ ِمطع  (10)ٚإٌّؾٕٝ  OYاٌّؾٛس زٜٛ ِعـاٌّغ

 )أكش Qاٌغطؼ ثبٌّغزٜٛ اٌّشبس ئ١ٌٗ ٠ىْٛ دائشح ِشوض٘ب إٌمطخ 

  :(اٌشىً

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

ِٚٓ اٌشىً   ٠زعؼ أْ:
   P1(y,z), Q(0,y,0). 

., 11

22 zQPzxPQ   

                    Z                  

                     

                                  

                                       

                                      P1 

                                       

                     

                    O          Q                    Y          

                            P2                            

                                 P 

                

   X 

 



 ٠ىْٛ:ئراً  (10)رؾمك اٌّعبدٌخ  P1مطخ إٌ ٚؽ١ش ئْ

   .0),( 22  zxyF  (11) 

ِعبدٌخ اٌغطؼ اٌذٚسأٟ ؽ١ش ئٔٙب رزؾمك ثىً إٌمطخ اٌٛالعخ عٍٝ  ٟ٘

 اٌغطؼ. 

ئ ِٓ ـطؼ اٌذٚسأٟ إٌبشـٌٍؾصٛي عٍٝ ِعبدٌخ اٌغِّب عجك ٠زعؼ أٔٗ 

ٔعع  ٠غت أْ OYؽٛي اٌّؾٛس  YOZفٟ اٌّغزٜٛ  (10)دٚساْ إٌّؾٕٝ 

 22 zx   

 . zِٓ لاً ثذ (10)فٟ اٌّعبدٌخ 

yثذٚساْ اٌمطع اٌّىبفئ   :يخبل
2
 = 4ax  ؽٛي اٌّؾٛسOX  ٍٝٔؾصً ع

 اٌغطؼ:
   y

2
 + z

2
 = 4ax.  (12) 

  .غّٝ ٘زا اٌغطؼ ثبٌغطؼ اٌّىبفئ اٌذٚسأٟ ٠ُٚ 

1اٌمطع إٌبلص  ٚثذٚساْ
b

y

a

x
2

2

2

2

  ؽٛي اٌّؾٛسOX  ٍٝٔؾصً ع

  :اٌغطؼ

   1
2

22

2

2





b

zy

a

x
.  (13) 

 ٔؾصً عٍٝ اٌغطؼ:  OYٚثذٚسأٗ ؽٛي اٌّؾٛس 

   1
2

2

2

22




b

y

a

zx
.  (14) 

 دٚسأٟ . ٔبلص غّٝ عطؼ ٠ُ  (14) ,(13)وً ِٓ اٌغطؾ١ٓ ٚ

1 اٌمطع اٌضائذثذٚساْ وزٌه 
c

z

a

x
2

2

2

2

  ؽٛي اٌّؾٛسOX  ٍٝٔؾصً ع

 اٌغطؼ:

   1
c

zy

a

x
2

22

2

2




 .  (15) 

 ٔؾصً عٍٝ اٌغطؼ:  OZٚؽٛي اٌّؾٛس 

   1
c

z

a

yx
2

2

2

22




.  (16) 

 ث١ّٕب، دٚسأٟ رٚ غ١ز١ٓ صائذ عطؼ  (15) اٌذٚسأٟ غّٝ اٌغطؼ٠ُٚ 

 . حٚاؽذ خدٚسأٟ رٚ غ١صائذ غّٝ عطؼ ٠ُ  (16) اٌغطؼ اٌذٚسأٟ

 



   انفعبء انخلاحَٙمم ٔدٔساٌ يضبٔس الإصذاحٛبد فٙ : ساثعب  

 :  َمم َمطخ الأصم دٌٔ تغٛٛش اتزبِ انًضبٔس -أ

صُ  اٌفعبء اٌضلاصِٟغّٛعخ الإؽذاص١بد اٌىبسر١ض٠خ فٟ  OXYZٔفشض أْ 

Oئٌٝ إٌمطخ  Oٔمطخ الأصً  ذمٍُٔ 
دْٚ رغ١١ش ارغبٖ اٌّؾبٚس فٕؾصً  /

O ح ٌٚزىٓذاص١بد عذ٠ذـثزٌه عٍٝ ِغّٛعخ ئؽ
/
X

/
Y

/
Z

ٕفشض أْ ، ٌٚ /

Oئؽذاص١بد 
/ ٟ٘ (a, b, c) ذاص١بد ـثبٌٕغجخ ئٌٝ الإؽOXYZ  ْٚأ،P(x, y, z) 

 اٌغذ٠ذح ئٌٝ الإؽذاص١بد ئؽذاص١برٙب ثبٌٕغجخ اٌفعبء اٌضلاصٟٔمطخ ِب فٟ 

O
/
X

/
Y

/
Z

/ ٘ ٟ(x
/
, y

/
, z

/
) . 

ـذاص١بد ٚالإؽ Pٌٍٕمطخ  (x, y, z)الأص١ٍخ  ذاص١بدـث١ٓ الإؽفزىْٛ اٌعلالخ 

x) اٌغذ٠ذح 
/
, y

/
, z

/
  ٟ٘: Pٌٍٕمطخ  (

   














czz

byy

axx

.  (1) 

 :دٔساٌ انًضبٔس يع ثمبء َمطخ الأصم -ة

 ، OXYZ الأص١ٍخ جخ ئٌٝ الإؽذاص١بدـثبٌٕغ P(x, y, z) إٌمطخٔفشض أْ 

x)ؽذاص١برٙب ئٚ
/
, y

/
, z

/
O ٝ الإؽذاص١بد اٌغذ٠ذحثبٌٕغجخ ئٌ (

/
X

/
Y

/
Z

ٚلإ٠غبد ، /

x) ، (x, y, z)لالخ ث١ٓاٌع
/
, y

/
, z

/
ع١ٛة رّبَ ٟ٘  L1, M1, N1ٔفشض أْ .  (

OX ارغبٖ
ع١ٛة رّبَ ٟ٘  L2, M2, N2 ، ٚأْ OXYZجخ ئٌٝ اٌّؾبٚس ـثبٌٕغ /

OYارغبٖ 
ع١ٛة رّبَ الارغبٖ ٟ٘  L3, M3, N3 أْٚ ، OXYZجخ ئٌٝ ـثبٌٕغ /

OZ
 .OXYZثبٌٕغجخ ئٌٝ  /

ٚالإؽـذاص١بد  Pٌٍٕمطخ  (x, y, z)١خ الأصٍ ذاص١بدـث١ٓ الإؽفزىْٛ اٌعلالخ 

x) اٌغذ٠ذح 
/
, y

/
, z

/
  ٟ٘: Pٌٍٕمطخ  (

   














zNyNxNz

zMyMxMy

zLyLxLx

321

321

321

.  (2) 



 : فزى٠ّْٚٛىٓ اعزٕزبط اٌعلالخ اٌعىغ١خ 

   














zNyMxLz

zNyMxLy

zNyMxLx

333

222

111

.  (3) 

ثٕمً ٔمطخ الأصً ئٌٝ ٔمطخ عذ٠ذح اؽزف ؽذٚد اٌذسعخ الأٌٚٝ ِٓ  :يخبل

  :اٌّعبدٌخ
   x

2
 + 4y

2
 + 9z

2
 – 2x – 16y – 18z + 1 = 0. 

 :انضم

ِٓ  x,y,zٚٔعٛض عٓ  (a, b, c) ٟٔفشض أْ ٔمطخ الأصً اٌغذ٠ذح ٘

عطبح ف (1)اٌعلالخ  ُّ  :ٕؾصً عٍٝفٟ اٌّعبدٌخ اٌ
   (x

/
+a)

2
+4(y

/
+b)

2
+9(z

\
+c)–2(x

/
+a)–16(y

/
+b)–18(z

/
+c)+1= 0. 

 ٚثّمبسٔخ اٌّعبِلاد وّب ٠ٍٟ:

   x
/
  .2a – 2 = 0.      a = 1  ِعبًِ  

   y
/
 .8b – 16 = 0.    b = 2  ِعبًِ  

   z
/
  .18c – 18 = 0.   c = 1  ِعبًِ  

ٚرصجؼ اٌّعبدٌخ فٟ  (1 ,2 ,1) ٟٚثزٌه رىْٛ ٔمطخ الأصً اٌغذ٠ذح ٘

x عٍٝ اٌصٛسحالإؽذاص١بد اٌغذ٠ذح 
/2

 + 4y
/2

 + 9z
/2

ٚٚاظؼ أٔٙب خب١ٌخ  25 = 

 اٌّطٍٛة.ِٓ ؽذٚد اٌذسعخ الأٌٚٝ ٚ٘ٛ 



 

 ٍ ــتًبسٚ

ثٕمً ٔمطخ الأصً ئٌٝ ٔمطخ عذ٠ذح اؽزف ؽذٚد اٌذسعخ الأٌٚٝ فٟ  – 1

 : ٓاٌّعبدٌز١ٓ ا٢ر١ز١وً ِٓ 
   16x

2
 + z

2
 – 4y

2
 – 32x + 24y + 8y – 20 = 0.  

       x
2
 – 2y

2
 + 3z

2
 + 6x + 20y – 6z – 50 = 0.  

داسد اٌّؾبٚس ثؾ١ش  ئرا (4 ,2- ,3)أٚعذ الإؽذاص١بد اٌغذ٠ذح ٌٍٕمطخ  – 2

OXعٍٝ اٌزشر١ت  ٟأصجؾذ ع١ٛة رّبَ ارغبٖ اٌّؾبٚس اٌغذ٠ذح ٘
/
, 

OY
/
, OZ

 ؽ١ش: /

   .
7

2
,

7

6
,

7

3
,

7

6
,

7

3
,

7

2
,

7

3
,

7

2
,

7

6 \\\
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



 








 









 OZOYOX  

xأٚعذ صٛسح اٌّعبدٌخ  – 3
2
+y

2
+z

2
–16xy+8xz+8yz = 0  ْثعذ دٚسا

OXع١ٛة رّبَ ارغبٖ اٌّؾبٚس اٌغذ٠ذح  رصجؼاٌّؾبٚس ثؾ١ش 
/
, OY

/
, 

OZ
  عٍٝ اٌزشر١ت: ٟ٘ /

   .
3

1
,

3

2
,

3

2
,

3

2
,

3

2
,

3

1
,

3

2
,

3

1
,

3

2







 







 







 
 

 أْ: رؾمك ِٓ  – 4
   L1 = M2N3 – M3N2. 

   M1 = N2L3 – N3L2. 

   N1 = L2M3 – L3M2. 

عٍٝ اٌزشر١ت ع١ٛة رّبَ  ٟ٘ L3, M3, N3,  L2, M2, N2,  L1, M1, N1ؽ١ش 

Oاٌّؾبٚس اٌغذ٠ذح 
/
X

/
Y

/
Z

 . OXYZثبٌٕغجخ ئٌٝ اٌّؾبٚس الأص١ٍخ  /



 

  :َٛخسطٕس انذسرخ انخب -1

فٟ ٌٕمطخ  ٟاٌّؾً إٌٙذعثأٔٗ عطؼ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ  ٠عُشف :تعشٚف

  :اٌصٛسح فٟرؾمك ئؽذاص١برٙب اٌىبسر١ض٠خ ِعبدٌخ  اٌفعبء اٌضلاصٟ
   ax

2
+by

2
+cz

2
+2h1xy+2h2xz+2h3yz+2g1x+2g2y+2g3z+d = 0. (1) 

ؽبٌٗ خبصخ ِٓ عطٛػ اٌذسعخ رعُزجش اٌزعش٠ف ٠زعؼ أْ اٌىشٖ ٘زا ِٚٓ 

 : فٟ ِعبدٌخ اٌىشٖ ٠ىْٛ ؽ١ش ئْاٌضب١ٔخ 
   a = b = c  0 ,   h1 = h2 = h3 = 0. (2) 

طع ( لُ 1ِمطع عطؼ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ ثّغزٜٛ ٔفشض أْ اٌغطؼ )ٚلإ٠غبد 

 :ِعبدٌزٗ ثّغزٜٛ
   Lx + My + Nz = d.  (3) 

O ئٌٝ إٌمطخ Oٕمً ٔمطخ الأصً ٚث
بس ١خزٚا (3)عٍٝ اٌّغزٜٛ   \

Oاٌّؾٛس٠ٓ
/
X

/
, O

/
Y

/  

 اٌصٛسح: عٍٝ ( 1اٌّعبدٌخ )رصجؼ عٕذئز  (3)ٟ اٌّغزٜٛ ف
   a

/
x

/2
+b

/
y

/2
+c

/
z

/2
+2h

/
1x

/
y

/
+2h

/
2x

/
z

/
+2h

/
3y

/
z

/
+2g

/
1x

/
+2g

/
2y

/
+2g

/
3z

/
+d

\
 = 0.  

Z( ٘ٛ اٌّغزٜٛ 3صجؼ اٌّغزٜٛ )٠ُٚ 
/
( 1اٌغطؼ ) ٠ىْٛ ِمطع ٚثزٌه  0 = 

 : ٘ٛ عجبسح عٓ ِٕؾٕٝ ِعبدٌزٗ( 3بٌّغزٜٛ )ث
   a

/
x

/2
+b

/
y

/2
+2h

/
1x

/
y

/
+2g

/
1x

/
+2g

/
2y

/
+d

\
 = 0. (4) 

 .ٚ٘زٖ ِعبدٌخ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ

٠ىْٛ ِمطع عطؼ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ ثّغزٜٛ عجبسح عٓ ِٕؾٕٝ  ٌٟٚثبٌزب

-دائشح-صائذ-ٔبلص-ِىبفئ:لطع ِخشٚغٝ ٞأ)ِضً ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ 

 (. خطبْ ِغزم١ّبْ



 

 سطٕس خبصخ يٍ انذسرخ انخبَٛخ: 

رّضٍٙب ِعبدلاد ِٓ اٌذسعخ  زٟاٌاٌخبصخ جعط اٌغطٛػ أِضٍخ ٌ ٟف١ّب ٠ٍ

 : x,y,zاٌضب١ٔخ فٟ 

 . ٟد١ٌٍٗ لطع ِخشٚغ ٟعطؼ ِخشٚغ٘ٛ :  انًخشٔغ – 2

رىْٛ ِزغبٔغخ ِٓ  (x0, y0, z0)إٌمطخ سأعٗ  ِٞعبدٌخ اٌّخشٚغ اٌزٚ

 ٟسأط اٌّخشٚغ ٘ ذأِب ئرا وبٔ  x –x0, y – y0, z – z0اٌذسعخ اٌضب١ٔخ فٟ 

ِٓ اٌذسعخ  x, y, zاْ ِعبدٌزٗ رىْٛ ِزغبٔغخ فٟ ف (0 ,0 ,0)ٔمطخ الأصً 

 . اٌضب١ٔخ 

رّضً  x, y, zِعبدٌخ ِزغبٔغخ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ فٟ  ٞٚاٌعىظ صؾ١ؼ أ

 ً  ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ سأعٗ ٔمطخ الأصً.  ِخشٚغب

ٚد١ٌٍٗ اٌمطع  (x0, y0, z0)سأعٗ  ٞأٚعذ ِعبدٌخ اٌّخشٚغ اٌز :يخبل

 ٟ:اٌّخشٚغ
   ax

2
 + by

2
 + 2hxy + 2gx + 2fy + d = 0. 

ٚئراً رؾمك ِعبدٌزٗ اٌّخشٚغ ٔمطخ عٍٝ د١ًٌ  P(, , )ٔفشض أْ  :انضم

 أْ: ٞأ
a

2
 + b

2
 + 2h + 2g + 2f + d = 0 ,       = 0. (1) 

 : ٟ٘ Pٚرىْٛ ِعبدٌخ اٌشاعُ اٌّبس ثبٌٕمطخ 

   .
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0

0
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zz
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yy

x

xx










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      (2) 

 : ٠ىْٛ (1) ,(2)ث١ٓ اٌّعبدٌز١ٓ  , , ثؾزف  ٚ
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 ٠ىْٛ:  (1)ٚثبٌزع٠ٛط فٟ اٌّعبدٌخ 
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 اٌّطٍٛثخ.اٌّخشٚغ ٔؾصً عٍٝ ِعبدٌخ  (z –z0) ٟثبٌعشة فٚ



 :انسطش انُبلص – 1

 أْ اٌّعبدٌخ: ارعؼ ِّب عجك 

   .1
2

2

2

22




c

z

a

yx
  (1) 

  :٠ٕشأ ِٓ دٚساْ اٌمطع إٌبلص ٟٔعطؼ ٔبلص دٚسارّضً 

   1
2

2

2

2


c

z

a

x
. 

 .OZؽٛي اٌّؾٛس 

  :٘ٛ إٌّؾ٠ٕٝىْٛ  z  = kِمطع ٘زا اٌغطؼ ثبٌّغزٜٛ ٚ

   kz
c

k

a

yx



,1

2

2

2

22

             (2) 

ف لطش٘ب ـِعبدٌخ دائشح ٔصرّضً  (2)اٌعلالخ ٚ٘زٖ 
2

2

1
c

k
a   ،ٚزغ١ش ث

ارغبٖ اٌّؾٛس  ٟ)فاْ اٌذائشح رزؾشن فٟ ارغبٖ سأع c +ئٌٝ  k  ِٓ– cل١ّخ

OZ  )  .ثؾزف (1)ِعبدٌخ اٌغطؼ ٚٔؾصً عٍٝ ٚ٘ٛ ساعُ اٌغطؼk  ٓث١

  (2) ٌز١ٓ فّٟعبداٌ

 ثّعبدٌخ لطع ٔبلص عٍٝ اٌصٛسح: (2)فٟ ئرا ثذٌٕب اٌذائشح ٚ

   kz
c

k

b

y

a

x
 ,1

2

2

2

2

2

2

  (3) 

ً ٚعّؾٕب ٌٙزا اٌمطع ثبٌزؾشن سأع١ فإٔب  c+ئٌٝ  k  ِٓ-cئٌٝ أعٍٝ ثزغ١ش ب

 (3)ِٓ ِعبدٌزٝ اٌمطع إٌبلص  kٔؾصً عٍٝ عطؼ ِعبدٌزٗ رٕزظ ثؾزف

 رىْٛ عٍٝ اٌصٛسح:ٚ

   1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
.   (4) 

cbaغّٝٚرُ  ، غّٝ ٘زٖ اٌّعبدٌخ ثّعبدٌخ اٌغطؼ إٌبلصٚرُ  أٔصبف  ,,

 ِؾبٚسٖ.

zyxرشًّ عٍٝ ِشثعبد (4)ٚاظؼ أْ اٌّعبدٌخ ٚ ٌٚزٌه فاْ ،فمػ  ,,

ٚثبٌٕغجخ ،اٌغطؼ إٌبلص ٠ىْٛ ِزّبصً ثبٌٕغجخ ئٌٝ ِغز٠ٛبد الإؽذاص١بد 

صجؼ اٌغطؼ إٌبلص ٠ُ ٚ) الأصً أ٠عبً. ٚٔمطخ الإؽذاص١بد ئٌٝ ِؾبٚس 

cbaىْٛوشٖ عٕذِب ٠  .) 



 :انسطش انضائذ رٔ انطٛخ انٕاصذح – 1

 أْ اٌّعبدٌخ:ارعؼ ِّب عجك 

   1
2

2

2

22




c

z

a

yx
.   (5) 

  :ٕزظ ِٓ دٚساْ اٌمطع اٌضائذ٠رٚ غ١خ ٚاؽذح  عطؼ صائذرّضً 

   1
2

2

2

2


c

z

a

x
. 

kzاٌّغزٜٛٚ OZؽٛي اٌّؾٛس   ٗ٠مطع اٌغطؼ فٟ ِٕؾٕٝ ِعبدٌز:  

   kz
c

k

a

yx



,1

2

2

2

22

.  (6) 

 ِعبدٌخ دائشح.رّضً ٚ٘زٖ 

ً  (6)فاْ اٌذائشح  t+ئٌٝ  k  ِٓ-tفارا رغ١شد فٟ ئٌٝ أعٍٝ  رزؾشن سأع١ب

 ز١ٓ فِٟٓ ث١ٓ اٌّعبدٌ kرٕشأ ثؾزف (5). ٚاٌّعبدٌخ (5)ساعُ اٌغطؼ ارغبٖ 

 ٚثٕفظ اٌطش٠مخ  (6)

 : ٕبلصثبٌمطع اٌ (6)ئرا اعزجذٌٕب اٌذائشح وّب عجك 

   kz
b

y

a

x
 ,1

2

2

2

2

.              (7) 

ً  (7) ٕبلصفاْ اٌمطع اٌ ِٓ  kثؾزفٚغطؼ اٌ ُساعفٟ ارغبٖ  ٠زؾشن سأع١ب

 ثبٌصٛسح:  ٔؾصً عٍٝ ِعبدٌخ (7) ز١ٓ فٟٓ اٌّعبدٌث١

   1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
.   (8) 

 ٚ٘زٖ ٘ٝ ِعبدٌخ اٌغطؼ اٌضائذ رٚ اٌط١خ اٌٛاؽذح. 

ِزّبصٍخ رىْٛ  (8)طؼ اٌضائذ رٚ اٌط١خ اٌٛاؽذح ـٚاظؼ أْ ِعبدٌخ اٌغٚ

 ،ٚٔمطخ الأصًالإؽذاص١بد ِٚؾبٚس ،جخ ئٌٝ ِغز٠ٛبد الإؽذاص١بدـثبٌٕغ

ٟ ٘زٖ اٌؾبٌخ رىْٛ ٔمطخ الأصً ٘ٝ ِشوض اٌمطع ؽ١ش ئٔٙب رٕصف ٚف

 ع١ّع أٚربس اٌغطؼ اٌّبسح ثٙب.



 :انسطش انضائذ رٔ انطٛتٍٛ – 0

 أْ اٌّعبدٌخ:ارعؼ ِّب عجك 

   1
2

22

2

2





a

yx

c

z
.   (9) 

 عطؼ صائذ دٚسأٝ رٚ غ١ز١ٓ ٠ٕزظ ِٓ دٚساْ اٌمطع اٌضائذ: رّضً

   1
2

2

2

2


a

x

c

z
. 

kzاٌّغزٜٛٚ OZ ؽٛي اٌّؾٛس  ؽ١شck   فٟ  (9)٠مطع اٌغطؼ

 :اٌذائشح

   kz
c

k

a

yx



,1

2

22

.  (10) 

،  رشعُ اٌط١خ اٌع١ٍب ِٓ اٌغطؼ (10)فاْ اٌذائشح   tئٌٝ k  ِٓcفارا رغ١شد

 رشعُ اٌط١خ اٌغفٍٝ ٌٍغطؼ.  (10)فاْ اٌذائشح c-  ٝئٌ k  ِٓ-tٚعٕذِب رزغ١ش

 اٌمطع إٌبلص:  (10)ِٓ اٌذائشح  لاً فارا أخزٔب ثذ

   kz
c

k

b

y

a

x
 ,1

2

2

2

2

2

2

.  (11) 

kzفٟ اٌّغزٜٛٚاٌزٞ ٠مع   درغ١شرا فاk  ِٓ-t  ٌٝئ - c  ِٓ ُصc  ٌٝئt 

 ث١ٓ اٌّعبدٌز١ٓ kِعبدٌزٗ ثؾزفرٕزظ ٠شعُ عطؼ  (11)إٌبلص  فاْ اٌمطع

 : ٚرىْٛ (11) فٟ
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2

2

2

2

2

2


b

y

a

x

c

x
.   (12) 

 ِعبدٌخ اٌغطؼ اٌضائذ رٚ اٌط١ز١ٓ.  ٟ٘

cbaغّٝٚرُ   ِشوضٖ.  ٟٚٔمطخ  الأصً ٘،  أٔصبف ِؾبٚسٖ ,,



 : انُبلصٙ ًكبفئانسطش ان – 5

 أْ اٌّعبدٌخ:ارعؼ ِّب عجك 
   x

2
 + y

2
 = 4kz.   (13) 

 :٠ٕشأ ِٓ دٚساْ اٌمطع اٌّىبفئ ٟٔرّضً عطؼ ِىبفئ دٚسا
   y

2
 = 4kz.     ; k > o 

 H > oؽ١ش  z = Hثبٌّغزٜٛ  (13)ٚأْ ِمطع اٌغطؼ  OZ ؽٛي اٌّؾٛس

xٟ  دائشح ِعبدٌزٙب ٘ ٠ىْٛ
2
 + y

2
 = 4 kH ,   z = H . 

 .(13)+ فاْ اٌذائشح رشعُ اٌغطؼ ∞ٝ ئٌ 0اٌم١ُ ِٓ  Hذِب رأخز ٚعٕ

 ِٓ اٌذائشح اٌمطع إٌبلص: لاً ثذ ٔبفارا أخز

   .,4
2

2

2

2

HzkH
b

y

a

x
    (14) 

 (14)+ فاْ اٌمطع إٌبلص ∞ؽزٝ  0أْ رأخز اٌم١ُ ِٓ  Hٚعّؾٕب ٌٍى١ّخ 

 :٠ٟشعُ عطؼ رىْٛ ِعبدٌزٗ ٘

   kH
b

y

a

x
4

2

2

2

2

 .    (15) 

 = Xِٚمطعٗ ِع اٌّغز٠ٛبد ِٟعبدٌخ اٌغطؼ اٌّىبفئ إٌبلصٟ رّضً ٚ٘

0,Y = 0, Z = 0 ٓاٌمطع١ٓ اٌّىبفئ١ٓ ٚٔمطخ الأصً عٍٝ  ٠ىْٛ عجبسح ع

 اٌزشر١ت:
   y

2
 = 4a

2
kz ,  x

2
 = 4a

2
kz ,  z = 0.                                               

 = X = 0  , Yٓ بٌٕغجخ ئٌٝ اٌّغز١٠ٛث ِزّبصلاً ٠ىْٛ  (15)ٚٚاظؼ أْ اٌغطؼ 

0 .   



 : ٘انسطش انًكبفئ انضائذ – 6

 :ِٟعبدٌزٗ فٟ أثغػ صٛسح ٘

   kz4
b

y

a

x
2

2

2

2

 . 

y فٟ ئشبسح ٟرخزٍف عٓ ِعبدٌخ اٌغطؼ اٌّىبفئ إٌبلص ٟٚ٘
 فمػ. 2



 

 ٍــتًبسٚ

 :اعزٕزظ ِعبدٌخ اٌىشح وغطؼ دٚسأٝ ٔبرظ ِٓ دٚساْ اٌذائشح –1
   x

2
 + y

2
 = R

2
,   z = 0.   

 .OXؽٛي اٌّؾٛس       

ُّ  ٟٔأٚعذ ِعبدٌخ اٌغطؼ اٌذٚسا –2  عطٝإٌبرظ ِٓ دٚساْ إٌّؾٕٝ اٌ

 اٌّزوٛس ؽٛي اٌّؾٛس

   (i)   x
2 
= 2ax ,   z = 0.         ( OX ؽٛي اٌّؾٛس ) 

   (ii)   x
2
 – y

2
 = 1 ,   z = 0.    ( OX ؽٛي اٌّؾٛس ) 

   (iii)  x
2
 – y

2
 = 1 ,   z = 0.    ( OY ؽٛي اٌّؾٛس ) 

   (iv)  4x + y
2
 = 8 ,   z = 0.    ( OX ؽٛي اٌّؾٛس ) 

   (v)   xy = 1 ,           z = 0.    ( OY ؽٛي اٌّؾٛس ) 

 :ثّعشفخ د١ٌٍٗ ٚٔغت ارغبٖ ساعّٗ ٟٔأٚعذ ِعبدٌخ اٌغطؼ الأعطٛا –3

   (i)   8y - x
2 

= 0 ,   z = 0.          ( 1,1,1 غبٖ اٌشاعُ ٔغت ار  ) 

   (ii)   y
2
 + z

2
 = 4 ,   x = 0.        ( 1,2,3 ُٔغت ارغبٖ اٌشاع ) 

   (iii)  4y
2
 + z

2
 = 16 ,   y = 0.    ( 1,-1,0 ُٔغت ارغبٖ اٌشاع ) 

   (iv)  y
2
 + 4z = 8 ,   x = 0.        ( 2,3,-2 ُٔغت ارغبٖ اٌشاع ) 

   (v)   4x
2
 – y

2
 = 12 ,    z = 0.    ( 3,0,-1 ُٔغت ارغبٖ اٌشاع ) 

 ذاٌخرّضً ِخشٚغ عٕذِب رىْٛ اٌ F(x,y,z) = 0عٍّذ أْ اٌّعبدٌخئرا  –4

F(x,y,z) ئٌِٝزغبٔغخ ِٓ اٌذسعخ اٌضب١ٔخ ثبٌٕغجخ  داٌخ x,y,z  ْفارا وب

N

z

M

y

L

x
 أْزؾمك ِٓ ف ساعُ ٌٙزا اٌّخشٚغF(L,M,N) = 0   .   

------------------------------------------------ 

 
 


