
                                 الباب الاول  )المعادلات التفاضلية ذات الرتبة الاولي و الدرجة الاولي(

1 

 الأولالباب                                          

 المعادلات التفاضلية ذات الرتبة الاولي و الدرجة الاولي

 مؼدمة 

الدعادلاتًاؾمػاضؾقةًؿنًالدوضوعاتًالهاؿةًؾورودفاًفيًؽنيرًاؾعؾومًؿنلًاؾرقاضقاتًاؾلومةًوًاؾمطلقؼقةًوفيً

ددقةًػؽنيرًؿنًؿيائلًالانحـاءًتعمؿدًفيًحؾفاًعؾيًالدعادلاتًاؾطلقعةًوًاؾؽقؿقاءًوفيًؽنيرًؿنًاؾعؾومًالهـ

ائلةًودرعةًاؾمػاضؾقةًوؽذؾكًتذبذبًالاجيامًوًاؾذبذباتًاؾؽفربقةًواـمؼالًالحرارةًواـمشارًالاجيامًاؾذ

ً.اؾمػاعلاتًاؾؽقؿقائقة

 تعروف الدعادلات التػاضؾقة  1.1

وأنxًًًداؾةًفيًالدمغيرyًـػرضًأنً , ,...,
n

y y y ًًالدشمؼاتًاؾمػاضؾقةًؿنًاؾرتلةًالاوؾيًو

x,ػإنًإيًعلاؼةًتربطًبينxًًباؾـيلةًإؾيyًًاؾناـقةًحتيًالدشمؼةًاؾـوـقةًؾؾؿمغيرً yًحدًوأ

داؾةًفيًاؽنرًؿنًؿمغيرًولهاًؿشمؼاتyًًالدشمؼاتًاؾيابؼةًتيؿيً"ؿعادؾةًتػاضؾقةًعادقة"ًأؿاًإذاًؽاـتً

جزئقةًػإـفاًتيؿيً"ؿعادؾةًتػاضؾقةًجزئقةً"ًوـذؽرًالانًبعضًالاؿنؾةًالدىمؾػةًؾؾؿعادلاتًاؾمػاضؾقةً

ًاؾعادقةً.
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 درجة الدعادلة التػاضؾقة  و رتبة  1.1

فيًاؾمػاضؾقةًدرجةًالدعادؾةًً.رتلةًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًفيًرتلةًأعؾيًؿشمؼةًؿوجودهًفيًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة

ؿنًً(ًفيًؿعادؾة1ػؿنلًاًالدعادؾةً)ً.الاسًاؾذيًقرػعًاؾقةًأعؾيًؿعاؿؾيًتػاضؾيًالمحددًؾرتلةًالدعادؾة

(ًؿعادؾةًؿن3ًوالدعادؾةً)ً.(ًؿنًاؾرتلةًاؾرابعةًواؾدرجةًالأوؾي2والدعادؾةً)ًاؾرتلةًاؾناـقةًواؾدرجةًالاوؾيً.

ً.(ًؿعادلاتًتػاضؾقةًجزئقة5)،ً(4)ًتًاؾنةًوًاؾدرجةًاؾناـقةً.والدعادلااؾرتلةًاؾن

 تؽوون الدعادلة التػاضؾقة   1.1

ًتًالاخمقارقةًـػرضًأنًؾدقـاًاؾعلاؼةًقممًتؽوقنًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًبحذفًاؾنواب

( , , ) 0 (1)f x y c ً

باؾـيلة1ًً)فذهًالدعادؾةًتمنلًمجؿوعةًالدـوـقاتًالديموقةًذاتًاؾلاراؿترًاؾواحدًوبمػاضلًاؾعلاؼةً)

,نحصلًعؾيًؿعادؾةًٍمويًعؾيxًًإؾي , ,x y y cًًوؾمؽن

 , , , 0 (2)x y y c  ً

ً(ًنحصلًعؾيًعلاؼةًفيًاؾصورة2ً(ً،ً)1ؿنً)cًوبحذف

( , , ) 0 (3)x y y  ً

(ًفيًؿعادؾةًتػاضؾقةًعادقةًؿنًاؾرتلةًالاوؾيًحصؾـاًعؾقفاًـمقهةًلحذفًثابتًاخمقاري3ًوًاؾعلاؼةً)

ً(ً.1ؿوعةًالدـوـقاتً)واحدًوتيؿيًفذهًالدعادؾةًبالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًلمج

ًوؾموضقحًًذؾكًـعمبرًالدنالًالاتيً

 2 4 y a x c
 
ًًاؾعؿوديًوترفاًاؾلؤريًػفذهًالدعادؾةًتمنلًمجؿوعةًؿنًاؾؼطاعاتًالدؽاػكةًاؾتيًمحورفاًالمحورًاؾيقنيًو

4aً.ًًباؾمػاضلًنحصلًعؾي

2
dy

y a
dx

  

 وفذهًفيًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًلمجؿوعةًاؾؼطاعاتًالدؽاػكة.ً
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 في الحالة العامة اذا اعتبرنا العلاقة  و

1 2( , , , ,..., ) 0 (4)nf x y c c c  
 

1 منن البنارامتات   n وهذه العلاقة تحتوي عؾي 2, ,..., nc c c.       لؾحصنو  عؾني الدعادلنة التػاضنؾقة

منن العلاقنات     n فـحصل عؾي  x من الدرات الدتتالقة بالـسبة الي n ظرة نػاضل هذه العلاقةالدـا

 في الصورة 

1 1 2

2 1 2

( )

1 2

( , , , , , ..., ) 0

( , , , , , ,..., ) 0

...............................................
(5)

( , , ,..., , , ,..., ) 0

n

n

n

n n

x y y c c c

x y y y c c c

x y y y c c c







 

  






  

 

1nً(ًوعددفا5،ً)(4ؿنًاؾعلاؼاتًً) ًًً1ًيمؽنًحذذفًاؾنوابذت 2, ,..., nc c cًًًًًوتؽذونًاؾـمقهذةًفذي

ًعؾيًاؾصورةnًًاًرتلمفًالحصولًعؾيًؿعادؾةًتػاضؾقةًعادقةًو

( )( , , , ,..., ) 0nf x y y y y   
 ؽونًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًلمجؿوعةًالدـوـقات1ًً)ؿنالً)

2

1 2c ( ) 0 (1)x y c   
 الحل

ًػإــاًـػاضلًؿرتينًباعملارًانًًنباراًؿترقمجؿوعةًالدـوـقاتًٍمويًعؾيًثًانًؿعادؾةًحق

 

 

1 2

2

2

c 2 0 (2)

2 2 0 (3)

y c y

y y c y

  

   
 

ًنحصلًعؾي2ً)  ؿنًالدعادؾةً)1cًبحذف

 1 22 (4)c y c y    
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ًٌدًان1ًً)(ًفي)4ـعوضًؿنً)

   
2

2 22 0 (5)xy y c y c     
بحذف

2
Cً(ًًنحصلًعؾي3ًؿنًالدعادؾة)ً

2

2c / (6)y y y    
ً(ًنحصلًعؾيًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًالدطؾوبًوفي5ً(ًفيً)6باؾمعوقضًؿنً)

2 0y xy   
ًأوجدًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًؾؾؼطاعاتًالدؽاػكةًاؾرادقةًالمحور.ً:2)ؿنال)

 الحل

ًاضؾقةًؾؾؼطاعاتًالدؽاػكةًاؾرادقةًالمحورًفيًالدعادؾةًاؾمػ

2x x y c    
,وًحقثًانًفذهًالدعادؾةًٍمويًعؾيًثلاثًثوابتً ,C ًًـػاضلًثلاثًؿراتًؿمماؾقةً.باؾماؾي

2 3

2 3
2 , 2 , 0      

dy d y d y
x

dx dx dx
 

ًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًالدطؾوبةًفيً 

3

3
0

d y

dx
 

ً(ًًإذاًؽاـت3ؿنالً)

2 (1)x xy ae be   
ًػاثلتًإنً

2

2
2 0  

d y dy
y

dx dx 
ًلالح

ًباؾمػاضلًٌدًأنً
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2

2
2

2

2 (2)

4 (3)

x x

x x

dy
ae be

dx

d y
ae be

dx





 

 

 

 ( نجد أن   1( ، )1بجؿع )
2  xdy

y ae
dx 

 ( وـتج أن        1، ) 1)وبجؿع )
2 2

2

2 2

2

2

6 , 2( )

2 0

    

  

xd y dy d y dy dy
ae y

dx dx dx dx dx

d y dy
y

dx dx 
ً.وفوًالدطؾوب

 حل الدعادلات التػاضؾقة  1.1

ةًحلًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًفوًعؿؾقةًالحصولًعؾيًالأصلًاؾؽاؿلًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًإيًعؿؾقةًعؽذسًعؿؾقذًً

ًررقًحؾفاًإؾيًالاـواعًالاتقةًًويمؽنًتؼيقمًفذهًالدعادلاتًؿنًحقثتؽوقنًالدعادؾةًوًاؾتيًدردـافا.ً

 .يراتًاؾؼابؾةًؾلاـػصالذاتًالدمغًالدعادلاتًاؾمػاضؾقة .1
 .الدعادلاتًاؾمػاضؾقةًالدمهاـية  .2
 .اؾمػاضؾقةًذاتًالدعاؿلاتًالخطقةًالدعادلات  .3
 .الدعادلاتًاؾمػاضؾقةًاؾماؿةً .4
 .اؾمػاضؾقةًالخطقةالدعادلاتً  .5
 .ؿعادلاتًبرـوؾي  .6
 .ؿعادلاتًرقؽاتي  .7
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ًوًدوفًـدرسًؽلًـوعًعؾيًحدةً

 الؼابؾة للانػصا   ذات الدتغيراتالدعادلات التػاضؾقة  1.1.1

ًًػصلًالدمغيراتًعؾيًاؾشؽلًالاتيًيمؽنًؽمابةًالدعادلاتًاؾتيًيمؽنًػقفاً

( ) ( ) 0 (1)

( ) ( ) 0 (2)

M x dx N y dy

M y dx N x dy

 

 
 

) عؾيًةوذؾكًباؾؼيؿً(1)الدعادؾةًصورةًيمؽنًٍوقؾفاًإؾيً(2ًالدعادؾةًً) و ) ( )N x M y   أي  

   
0 

dx dy

N x M y
 

ًً.يمؽنًحؾفاًبإجراءًاؾمؽاؿلًؿلاذرةالدعادلاتًًؿناؾـوعًًفذًو

 أوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةً(1)ًؿنال
2 21 1 0 (1)x y dx y x dy    

ًلالح

2باؾؼيؿةًعؾيً 21 1x y ًًًنحصلًعؾي

2 2
0

1 1
 

 

x y
dx dy

x y
 

ًوبمؽاؿلًفذهًالدعادؾةًنحصلًعؾي

2 2

2 2

1 1

1 1

  
 

   

xdx ydy
c

x y

x y c

 

ً(.1)ًوفيًتمنلًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقة

ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةً(2ؿنالً)

3 2 2 2 21 (1)
dy

xy x y x y
dx
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ًلالح

ًـضعًالدعادؾةًعؾيًاؾصورةً

3 2 2 2 3 2 2

3 2 2

(1 ) (1 ) (1 )(1 )

(1 )(1 )

dy dy
xy x y x xy x y

dx dx

xy dy x y dx

       

  

 

1)2 ررفيًالدعادؾةًعؾيًةبؼيؿ )x y  
3 2

2

1

1






y x
dy dx

y x  
ًوباؾمؽاؿلًنحصلًعؾيً

3 2

2 2

2 2

2 2 2 2

1
, ( )

1 1

1
ln( 1) ln , 2ln( 1)

2 2 2


         

 

        

y x y dx
dy dx c y dy xdx c

y x y x

y x
y x c x y x y c

 
ًً(1)ًؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةاؾعامًؾلًالحوفذاًيمنلً

ًأوجدًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًً(3ؿنالً)

 
2

8 2 1 (1)
dy

x y
dx

    

8 بوضع : الحل 2 1u x y    
ًنحصلًعؾيxًًًثمًباؾمػاضلًباؾـيلةًإؾي

 
1

8 2 , 8
2

     u y y u
 

yًباؾمعوقضًعنًؼقؿة ًًًًنحصلًعؾيًً(1)فيًالدعادؾة

2 28 2 , 2 8    
du

u u u
dx  

ًباؾمؽاؿلًنحصلًعؾيً
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1

2

1
2 , tan 2

4 2 2

    


du u
dx c x c

u  
ًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًفيًً

1 8 2 1
tan 4

2

  
 

x y
x c

 
 الدعادلات التػاضؾقة الدتجانسة  1.1.1

)ًقؼالًؾؾداؾة  , )f x yًًًإـفاًؿمهاـيةًؿنًدرجةnًًًًًإذاًاؿؽنًوضعفاًعؾيًاؾصورة

( , ) ( ), ( , ) ( , )n ny
f x y x f f x y x g x y

x
   

داؾةًؾؾؿمغيرgًًحقث
y

x
.ً

ًؼالًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًالآتقةًوق

( , ) ( , ) 0 f x y dx g x y dy  
)ًاـفاًؿمهاـيةًإذاًؽاـتًؽلًؿنًاؾداؾمين , ), ( , )g x y f x yًًًًؿمهاـيةًؿنًـػسًاؾدرجةًإيًإن

( , ) ( ), ( , ) ( )  n ny y
f x y x g x y x

x x  
ًالدعادؾةًاؾيابؼةًتؽونًعؾيًاؾصورةً

( ) ( ) 0 (1)
y y

dx dy
x x

    

ًلًفذهًالدعادؾةًإؾيًؿعادؾةًؿنًاؾـوعًالأولًأيًذاتًؿمغيراتًؼابؾةًؾلاـػصالًوذؾكًبػرضًأنًويمؽنًٍوق

, ,   
y dy dz

z y xz x z
x dx dx  

ً(ًعؾيًاؾصورة1ًوبوضعًالدعادؾةً)
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( )
( )

,
( )

( )

( )

( )










    

 
   

 

y
dy dz zx x z

ydx dx z

x

dz z
x z

dx z  
ًوفذهًؿعادؾةًؼابؾةًؾلاـػصالًيمؽنًحؾفاًؽؿاًدلقً

ًاضؾقةأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػ1ً)ؿنالً)
2 2

2 2( ) 2 0,
2


   

dy y x
x y dx xydy

dx xy  
yوقوضعً xzًًًًٌدًأن

2 2

2

2

2

2

2

2 2

1 1
,

2 2

2
, ln ln ln(1 )

1

(1 ) , (1 )

0

 
   

      


   

  

dz z dz z
x z x

dx z dx z

dx z
dz x c z

x z

y
x z c x c

x

x y cx  
ً.cًـصفًؼطرفاًًوفيًؿعادؾةًمجؿوعةًؿنًاؾدوائر

ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة(2ًؿنالً)

(2 ) 2 0
y

x
dy

ye x x y
dx

     

ًنًؽمابةًالدعادؾةًاؾيابؼةًعؾيًاؾصورةًيمؽًالحلً:

2

2





y

x

dy x y

dx x ye  

lab
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil



                                 الباب الاول  )المعادلات التفاضلية ذات الرتبة الاولي و الدرجة الاولي(

11 

yـضعً zxًًًًٌدًأن
2

2 2

2

2

2 2 2

2

2 2(1 )
,

1 2 1 2

1 2 2
, 2ln

2(1 )

2ln ln( ) ln , ( )

( ) ,





 



 
  

 

 
   

 

     

   

z

z z

z z

z z

z z z z

y

x

x

dz z dz z e
z x x

dx ze dx ze

dx ze e z
dz x dz

x z e e z

x z e c x z e c

y y
x c y x e c

x e  
ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة(3ً)ؿنال

2 2   xy x y y  
ًالحلً

2

2
1


   

y y
y

x x  
yـضعً zxًًًًأيًإن

2

2

2

1

, 1

1 ,
1

sin ln , sin ln

       

    


 

y xz z xz z z z

dz dx
xz z

xz

z cx y x cx  
 .التػاضؾقة ذات الدعاملات الخطقة الدعادلات 1.1.1

ًالدعادلاتًاؾمػاضؾقةًذاتًالدعاؿلاتًالخطقةًتؽونًعؾيًؽصورةًالآتقةً

1 1 1 2 2 2
( ) ( ) 0 (1)ax b y c dx a x b y c dy       

ًأوًتؽمبًعؾيًاؾصورةً

1 1 1

2 2 2

dy a x b y c

dx a x b y c
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  تًالدعاؿلاتًالخطقةًيمؽنًٍوقؾفاًإؾيوفذهًالدعادلاتًذا
ً.ؿعادلاتًؿمهاـية (1)

ً.دلاتًذاتًؿمغيراتًؼابؾةًؾلاـػصالؿعا (2)

 الدعادلات ذات الدعاملات الخطقة والتي يمؽن تحووؾفا إلي معادلات متجانسة. :أولا

ًفيًفذهًالحاؾةًالديمؼقؿانً

1 1 1 2 2 2
0 , 0     ax b y c a x b y c 

قملاؼقانًفيًـؼطةًوؾمؽنً , ًددًالدعاؿلاتًلاًقياويًاؾصػروفذاًقعنيًإنًمح.ً

x,ًـضعً u y y    .ًًػقؽون
dy du

dx dv
ًً.(ًًتصلح1ًً)وًالدعادؾة

1 1

2 2






dv au bv

du a u bv  
ًً.وفذهًؿعادؾةًتػاضؾقةًؿمهاـيةًػقؿؽنًحؾفاًؽؿاًدلق

 إلي متغيرات مـػصؾةثانقا: معادلات يمؽن تحووؾفا 

قياويًاؾصػرًأيًأنػػيًفذهًالحاؾةًقؽونًمحددًالدعاؿلاتً
1 2 2 1

ab a bًًًًوالديمؼقؿان

1 1 1 2 2 2
0 , 0     ax b y c a x b y c  

ًقؽوـانًؿموازقانًوقؽونً

1 1 2 2
( )  ax b y a x b y  

ًـضعً

1 1 1 1 1

1

1
, , ( )

du dy dy du
u a x b y a b a

dx dx dx b dx
       

ً(ًتصلح1والدعادؾةً)

1

1

1 2

1
( )




 



du u c
a

b dx u c  
ً.فاًؽؿاًدلقغيراتًؼابؾةًؾلاـػصالًػقؿؽنًحؾوفذهًؿعادؾةًذاتًؿم
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ً(ًأوجدًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقة1ًؿنالً)

(2 4) ( 2 5) 0     x y dy x y dx  
ًًالحلً

ًـلاحظًأنًمحددًالدعاؿلات
1 1

2 2

0
a b

a b
ًً

ًً.ةالدعادؾةًيمؽنًٍوقؾفاًإؾيًؿعادؾةًؿمهاـيوباؾماؾيً

ًـوجدًـؼطةًاؾمؼارعًؾؾؿيمؼقؿينًً:أولا

2 4 0, 2 5 0x y x y       

)وفيًً 1,2)ًًًبادمىدامًاؾمعوقض

1 , 2

,

   

 

x u y v

dx du dy dv  
ًالدعادؾةًتصلحًعؾيًاؾصورةً

   2 2 2 4 1 2 4 5 0         u v u v du
 

vًبادمىدامًاؾمعوقض uzًً

   

2 2

2

3

, (2 )( ) (1 2 ) 0

2 2 1 2 0, (2 ) 1

2 1 1 3 1
, ( )

1 2 1 2 1

1 3 1
ln( 1) ln( 1) ln ln , ln 2ln

2 2 ( 1)

      

         


  

  


     



dv dz dz
z u z z u z

du du du

dz dz dz
z v z uz z u z z

du du du

z
dz du dz du

z u z z u

z
z z u c cu

z  
v,ًباؾمعوقضًعنًؼقم uًًًًنحصلًعؾي

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil
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3

3

( 1)

 


 

y x
c

y x  
ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة2ً)ؿنالً)

(2 4 5) 2 3 0     
dy

x y x y
dx  

ًـلاحظًإنًمحددًالدعاؿلاتًقياويًاؾصػرًًالحلً:

ًـضعًً

2 , 1 2

1
(1 )

2

   

 

dy du
x y u

dx dx

dy du

dx dx  
ًعادؾةًتصلحًعؾيًاؾصورةًالدً

1 1 3 4 11
,

2 2 2 5 2 5

2 5 1 1
(1 )

4 11 2 4 11

1
2 ln(4 11), 8 4 8 ln(4 8 11)

4 4

4 8 ln(4 8 11) 0

du u du u

dx u dx u

u
dx du du

u u

c
x u u x c x y x y

x y x y c

 
   

 


    

 

         

     

 (ة الؽامؾة )التامةالدعادلات التػاضؾق 1.1.1
ً:الًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًالآتقةقؼ

( , ) ( , ) 0 (1)M x y dx N x y dy   

M,ؾؾداؾمينًًأـفاًؽاؿؾةً)تاؿة(ًإذاًٍؼق Nًًالدمصؾمينًاؾعلاؼة

(2)
M N

y x

 


 
 

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil
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,ًحقثًؽلًؿن
M N

y x

 

 
عـصراًًتػاضؾقاًتاؿا1ًً)داؾةًؿمصؾةًوبذؾكًقؽونًاؾطرفًالأقيرًؾؾؿعادؾةً)ًً

)ًؾداؾةًؿا , )f x yًًباؾـيلةًؾؾؿمغيرقن,x yًًًًإيًأن

( , ) ( , ) ( , ) df x y M x y dx N x y dy  
ً.(2ؾذؾكًفوًإنًٍؼقًاؾعلاؼةً)ًواؾشرطًاؾضروريًوًاؾؽافي

ًاؾشرطًاؾضروريلإثلاتًانًاولا:ًً

يمنلًتػاضلًاًتاؿاًًؾؾداؾة1ًً)ـػرضًإنًاؾطرفًالأقيرًؾؾؿعادؾةً)ً ,f x yًً

     , , ,
 

   
 

f f
df x y dx dy M x y dx N x y dy

x y  
ًوًبمؼارـةًالدعاؿلاتًنحصلًعؾيً

( , ) , ( , ) (3)
f f

M x y N x y
x y

 
 

 
 

ًنحصلًعؾيxًًًوًاؾناـقةًباؾـيلةًإؾيyًًباؾـيلةًإؾي3) وؾيًؿنً)وبمػاضلًاؾعلاؼةًالأ
2 2

,
   

 
     

 


 

f M f N

x y y y x x

M N

y x  
أنًقموؼذقًإيًأنًفذذاًًًًيجذبً(2ً)(ًتاؿذةًػإـذهًاؾشذرط1ًًًًوبمعنيًذؾكًأـهًإذاًؽاـتًالدعادؾةًاؾمػاضذؾقةًً)

ً.اؾشرطًضروري

ًاؾشرطًاؾؽافيًانًثاـقا:ًلإثلاتً

(ًتؽونًتاؿةًأيًأنًتوجد1ًصوقوةًوقؽونًالدطؾوبًأثلاتًأنًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةً)(2ً)ًـػرضًإنًاؾعلاؼةً

)داؾة , )f x yًًًوبحقثًقؽون

( , ), ( , ) (4)
f f

M x y N x y
x y
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ًً(ًٍؼقًإذاًؽان4وًاؾعلاؼةًالأوؾيًفيً)

   ( , ) , ( ) , ( ) (5)f x y M x y dx y x y y       

)حقث )yًداؾةًاخمقارقةًلاًٍمويًعؾيxًً

ًٌدًانyًًً(ًباؾـيلةًإؾي5وبمػاضلًاؾعلاؼةً)

( ) (6)
f

N y
y y




 
  

 
 

)ًنحصلًعؾي6ً)وؿنًاؾعلاؼةً) )yًًًوذؾكًباؾمؽاؿلًباؾـيلةًإؾذيyًًًًً(ً5ًوًبذاؾمعوقضًفيًاؾعلاؼذة)

)ًعن )yًًوبذؾكًتمعينًاؾداؾة( , )f x yًتاؿاًًوفذاًقنلتًأنًاؾشرطًؽافي.ً

ً.الآتقةًتاؿةًوًأوجدًأصؾفاًاؾمامًاثلتًأنًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةً(1)ؿنالً

2 2 2 2(2 4 ) (2 4 ) 0 (1)y xy x dx x xy y dy       

ًالحلً:ًـػرضًأنً
2 2 2 2( , ) 2 4 , ( , ) 2 4

4 4 , 4 4

(2)

M x y y xy x N x y x xy y

M N
y x x y

y x

M N

y x

     

 
   

 

 
 

 

 

ًالدعادؾةًتاؿةً

ًـػرضًأنًحلًالدعادؾةًعؾيًاؾصورةً

2 2

( , )

2 4 (3)

f x y c

f
M y xy x

x




   



 

xًً(ًباؾـيلةًإؾي3بمؽاؿلًالدعادؾةً)

2 2 3
( , ) 2 2 ( ) (4)

3

x
f x y y x x y y     
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yًًًًباؾـيلةًإؾي(4ً)وبمػاضلًاؾعلاؼةً

2 2 2

3

2

3 3

2 2

2 4 4 2 ( )

( ) ( ), ( )
3

( , ) 2 2
3 3



 


      



     

    

f
N x xy y xy x y

y

y
y y y y c

x y
f x y y x x y c

 
ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة(2ً)ؿنال

sin(cos sin cos ) cos sin 0 (1)xxe y x dx y x dy    

ًبوضعًًالحل
sincos sin cos

sin cos

cos cos (2)

cos cos (3)

xM xe y x

N x y

M
y x

y

N
x y

x

M N

y x

 













 


 

 

ًالدعادؾةًتاؿةباؾماؾيً

ًـػرضًأنًحلًالدعادؾةًعؾيًاؾصورةًً

sin

( , )

cos sin cos (4)

sin cos (5)

x

f x y c

f
M x e y x

x

f
N x y

y
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ًنحصلًعؾيxًًباؾـيلةًإؾي(4ًبمؽاؿلًاؾعلاؼةً)

sin( , ) sin sin ( ) (6)xf x y e x y y     

ًٌدًأنyًًًًوًبمػاضلًفذهًاؾعلاؼةًباؾـيلةًإؾي

sin cos ( ) (7)
f

x y y
y




 


 

ً(ًنحصلًعؾي7،ً)(5ؿنً)

sin cos ( ) sin cos

( ) 0, ( )



 

 

  

x y y x y

y y c  
)(ًعنًؼقم6ًباؾمعوقضًفيًالدعادؾةً) )yًً

sin( , ) sin sinxf x y e x y c    

 العوامل الدؽامؾة 

ًإذاًؽاـتًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًاؾتيًؿنًاؾدرجةًالأولىًواؾرتلةًالأولىً

( , ) ( , ) 0 (1)M x y dx N x y dy   

 غيرًتاؿةًأيًقؽونً
 


 

M N

y x  
قؽذونMًًًواؾعاؿذلًالدؽاؿذلMًًًًبفاًفيًعاؿذلًؿؽاؿذلًًػإنًيمؽنًٍوقؾفاًإؾيًؿعادؾةًتاؿةًوذؾكًبضر

)غاؾلاًداؾةًفيً , )x yًًًًًًًًوؾؽنًالحصولًعؾيًاؾعاؿلًالدؽاؿلًفيًالحاؾذةًاؾعاؿذةًفذيًؿيذرؾةًرقاضذقةًغذير

ً.ًػؼطyًًًداؾةًفيMًًًػؼطًأوyًًًؾةًفيداMًبيقطًؾذؾكًدوفًـعمبرًأن

)ً(ًفيًاؾعاؿلًالدؽاؿل1بضربًالدعادؾةً) , )M x yًًًًؾؽيًتصلحًتاؿةًوبذؾكًقؽون

       , , , , 0. (2)x y M x y dx x y N x y dy    

ًإذاًقؽونًًاصلوتًتاؿة(2ً)الدعادؾةً
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0 (3)

x
M N

y x

M N
M N

y x y x

 

 


 


 

    
    

    

 

x,ًؽداؾةًفيًًوؿنًفذهًالدعادؾةًقمعينًاؾعاؿلًالدؽاؿؾة yًًً

ً.ػؼطxًًًأولاً:ًذرطًوجودًعاؿلًؿؽاؿلًداؾةًفي

)ًلهاًعاؿلًؿؽاؿل(1ً)ـػرضًأنًالدعادؾةًً )x ً(ًًعؾيًاؾصورة3ًوبذؾكًتصلحًالدعادؾة)ً

1 1
,

 




        
      

        

M N M N
N

x y x x N y x
 

ًػؼطً.xً ػؼطًوبذؾكًػإنًاؾطرفًالأيمنًداؾةًفيxًًًًواضحًأنًاؾطرفًالأقيرًؾؾؿعادؾةًالأخيرةًداؾةًفي

ًػؼذطًفذوًأنًقؽذونًالدؼذدارxًًًًًًًً(ًعاؿذلًؿؽاؿذلًًداؾذةًفي1ًًًقؽونًؾؾؿعادؾةً)ًاؾشرطًاؾضروريًواؾؽافيًؽي

1
( )

M N

N y x

 


 
ًػؼطً.xًًًداؾةًفيًً

1 1




  
  

  

M N
d dx

N y x
 

ًوباؾمؽاؿلًقؽونً

1
1

ln ( ) , ( )

M N
dx

N y xM N
x dx x e

N y x
 

  
 

  
   

    
  

  

ًػؼطً.yًًًلًداؾةًفي:ًذرطًوًجودًعاؿثاـقا

ً(ًعؾيًاؾصورة3ًوبذؾكًتصلحًالدعادؾةً)yًًً(ًلهاًعاؿلًؿؽاؿلًفي1ـػرضًأنًالدعادؾةً)

1 1



   
  

   

N M

y M x y
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yًًػإنًاؾطرفًالأيمنًقؽونًؽذؾكًداؾةًفيًػؼطًوبذؾكyًًًواضحًأنًاؾطرفًالأقيرًؾؾؿعادؾةًفوًداؾةًفي

ً.ػؼط

ًػؼذطًفذوًأنًقؽذونًالدؼذدارyًًًًًً(ًعاؿذلًؿؽاؿذلًداؾذةًفي1ًًًاؾشرطًاؾضروريًواؾؽافيًؾؽيًقؽونًؾؾؿعادؾذةًً)

1 M N

M y x

  
 

  
ًػؼطً.yًًداؾةًفيًًً

ًبمؽاؿلًفذهًالدعادؾةًو

   
1

1
ln

M N
dy

M y xM N
y dy y e

M y x
 

  
  

  
   

     
  



 
 وفذهًاؾعلاؼةًتعطيًاؾعاؿلًالدؽاؿلًبصورةًًصريحة.

ًًأوجدًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقة(1ً)ؿنالً

ًالحلً
3 2 2

3 2 2

2 2

( 1) 0

( , ) , ( , ) 1

3 , 2 ,

xy dx x y dy

M x y xy N x y x y

M N M N
xy xy

y x y x

  

  

   
   

   

 

ًالدعادؾةًغيرًتاؿة

2

1 1

 
 

 

  
  

  

M N
xy

y x

M N

M y x y
 

ًػؼطًقمعينًؿنyًًًداؾةًفيًًًقوجدًعاؿلًؿؽاؿلً
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1




 
dy

yy e
y  

ً.لًتصلحًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًتاؿةبعدًاؾضربًفيًاؾعاؿلًالدؽاؿ

2 2 1
0

 
   
 

xy dx x y dy
y

 
ً(ًـػرضًالحلًاؾعامًلهاًعؾيًاؾصورة1ولإيجادًحلًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةً)

 

2

2

,

(2)

1
(3)

f x y c

f
M xy

x

f
N x y

y y




 




  



 

ً(ًنحصلًعؾي2ًقمؽاؿلًالدعادؾةً)

2 21
( , ) ( ) (4)

2
f x y x y y   

ًنحصلًعؾيyًًًثمًـػاضلًالدعادؾةًباؾـيلةًإؾي

2 21 1
( ), ( )

( ) ln ln

 




      



 

f
N x y x y y y

y y y

y y c  
ً(ًنحصلًعؾيًالحلًاؾعام4ًباؾمعوقضًفيً)

2 21
( , ) ln

2
f x y x y cy   

ًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةً(ًأوجدًالحلًاؾعام2ًؿنالً)

2(1 ) ( ) 0   xy dx xy x dy  
ًالحل
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21 ,

, 2 ,

M xy N xy x

M N M N
x y x

y x y x

   

   
    

   

 

ًالدعادؾةًغيرًتاؿةً

 
1 1

,
     

       
     

M N M N x y
x y

y x N y x x y x x
 

ًػؼطًقمعينًؿنxًًًداؾةًفيًًقوجدًعاؿلًًؿؽاؿل

11
1

( )

M N dxdx
xN y x

x e e
x



    
  


    

ً.ؿلًتصلحًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًتاؿةؾضربًفيًاؾعاؿلًالدؽابعدًا
21

0
    

    
   

xy xy x
dx dy

x x  
ًواضحًأنًحلًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًاؾماؿةًاؾيابؼةًفوًًًً

2

ln
2

  
y

x xy c
 

 الدعادلات التػاضؾقة الخطقة  1.1.1

الأوؾذيًًؿنًاؾدرجةxًًًوؿشمؼاتفاًاؾمػاضؾقةًباؾـيلةًإؾيyًًًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًتؽونًخطقةًإذاًؽاـت

ًاؾصورةًاؾعاؿةًلهاًًوغيرًؿضروبةًبلعضفاًو

( ) ( 1)

0 1 1... ( )n n

n na y a y a y a y f x


      

حقثًأن
0 1
, ,....., , ( )

n
a a a f xدوالًفيx.ًً

ًةًالأوؾيًوًاؾدرجةًالأوؾيًتؽونًعؾيًاؾصورةًوالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًالخطقةًؿنًاؾرتل

lab
Line

ismail.masci
Pencil
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( ) ( ) (1)

Or

( ) ( ) (2)

dy
p x y x

dx

dx
p y x y

dy





 

 

 

ً(ًفيًعاؿذلًؿؽاؿذل1ًًوذؾذكًقضذربًالدعادؾذةً)ًًًًدؾذةًتاؿذةًًولحلًفذهًالدعادؾةًـؼومًبمووقؾفاًإؾيًصورةًؿعا

( )x ًًًعؾيًاؾصورةً(1ً)الدعادؾةًػمصلح

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] 0 (3)x dy x p x y x x dx       

ً(ًتؽونًتاؿةًإذاًٍؼقًاؾشرط3ًةً)وًالدعادؾ

 [ ( )] ( ) ( ) ( ) ( )x x p x y x x
x y

   
 

 
 

 

ًوؿـفاًقؽونً

( )

( ) ( ) (4)

( ) ( )
( )

p x dx

d
x p x

dx

d
p x dx x e

x












   

 

ًنحصلًعؾيًاؾصورةًً(3)(ًفي4ًوباؾمعوقضًؿنً)

( ) ( ) ( )

[ ( ) ] ( ) ( )

x dy y d x x dx

d x y x x dx

   

  

 


 

ًوًبمؽاؿلًفذهًالدعادؾةًنحصلًعؾيً

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

c
x y x x dx c y x x dx

x x
    

 
       

ًً.(1اضؾقةًالخطقةً)فوًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػ

ً(ًعؾيًاؾصورة2ًوبالدنلًيمؽنًإيجادًحلًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةً)
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1
( ) ( ) ( )

( ) ( )

c
x y y y dy

y y
 

 
   

ًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًًاؾعامًلالح:ًأوجدًً(1)ؿنالً

cot sec 
dy

y x x
dx  

xًً:ًـوجدًأولاًعاؿلًاًؿؽاؿلًاًقعمؿدًعؾيالحل
cot

( ) sin
x dx

x e x    

ًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًقصلحًعؾيًاؾصورةً

( sin ) tan , ysin tan

cos lnsec cos

  

 

d
y x x x xdx c

dx

y ecx x c ecx  
ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة(2ًؿنالً)

2( 1) 3   xdy
x x y x e

dx  
ًيمؽنًؽمابةًالدعادؾةًعؾيًاؾصورةً:ًالحل

1
(1 )

2

3 2 3 2

3

1
(1 ) 3 ,

( ) 3 , 3

( )e

dx
x xx

x x x x

x

dy
y x e e xe

dx x

d
yxe x e yxe x e dx c

dx

xy x c







    

  

 

 

ًفوًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةً

 معادلة برنولي  1.4.6

ًفيًالدعادؾةًتؽونًعؾيًاؾصورةً

( ) ( ) (1)ndy
yp x Q x y

dx
   

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil

ismail.masci
Pencil
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1ًًًلاًقياويًًعددًحؼقؼيnًًحقث

nyًًلحلًفذهًالدعادؾةًقممًٍوقؾفاًأولًاًإؾيًؿعادؾةًخطقةًوذؾكًباؾؼيؿةًعؾي

1 ( ) ( ) (2)n ndy
y y p x Q x

dx

    

ثمًـػرضًأنً
1 nu y ًًًػقؽون.ً

(1 ) (3)ndu dy
n y

dx dx

   

ًنحصلًعؾي2ًً)(ًفيً)3وباؾمعوقضًؿنً)

1
( ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )

1

du du
p x u Q x n p x u n Q x

n dx dx
      


 

ً.تػاضؾقةًخطقةًيمؽنًحؾفاًؽؿاًدلقًوفذهًؿعادؾة

ًأوجدًالحلًاؾعامًالدعادؾةًاؾمػاضؾقة:ًً(1)ًؿنال

2 55 (1)
2

dy y
x y

dx x
   

ًالحلً

ًٌدًأن5yًًًعؾي(1ًالدعادؾةً)ؼيؿةًب

5 4 21
5 (2)

2

dy
y y x

dx x

    

4uـػرضًأن y ًًً54ػقؽون
dy du

y
dx dx

 ً(ً2وًباؾمعوقضًفي)ًً

2 21 2
5 20

4 2

du u du u
x x

dx x dx x
        

ًقمكًحؾفاًؽاؾماؾيً.ةًخطقةوفذهًؿعادؾةًتػاضؾق

ismail.masci
Pencil
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2

2 2 4

5

2 5 3 4

2 2

( ) 20

4
4 4

dx

x
d

e x ux x
dx

c c x
ux x c u x y

x x






    


        

 

ًفوً(1ً)الحلًاؾعامًالدعادؾةً
2

4

54




x
y

c x  
 معادلة روؽاتي  1.4.6

ًؿعادؾةًرقؽاتيًفيًالدعادؾةًاؾتيًتؽونًعؾيًاؾصورةً

2( ) ( ) ( ) (1)
dy

p x y Q x y R x
dx

    

,حقذذث ,R Q Pًًدوالًفيxًًًًًًًػؼذذطًويمؽذذنًحذذلًفذذذهًالدعادؾذذةًإؾذذيًعؾذذمًأحذذدًالحؾذذولًالخاصذذة

لها
1

y yًًحقث
1

yًداؾةًفيxًً.ًقعطيًباؾمعوقض(1ً)هًالحاؾةًػالأصلًاؾمامًؾؾؿعادؾةوفيًفذ

1

1
(2)y y

z
   

ً:يمؽنًايجادفاًعؾيًاؾـووًاؾماؾيxًداؾةًفيzًًأنحقثً

حقثًأن
1

y yً(ً1حلًؾؾؿعادؾة)ًًػلاؾماؾيًفوًيحؼؼفا

21

1 1
( ) ( ) ( ) (3)

dy
p x y Q x y R x

dx
    

ً(ًقـمجًأن1ًؿنًالدعادؾةً)3ً)طرحًالدعادؾةً)ب

2 2

1 1 1
( ) ( )( ) ( )( ) (4)

d
y y p x y y Q x y y

dx
      

ً(ًنحصلًعؾي2ًؿنًالدعادؾةً)

1 2

1 1
( ) ( )   

d d dz
y y

dx dx z z dx  
ً(ًتصلحًعؾي4الدعادؾةً)
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2 2

1 12 2

1

1 1 2 1
( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )

     

   

dz y
y y p x Q x

z dx z z z

dz
y p x Q x z p x

dx  
ًً.وفذهًؿعادؾةًخطقةًيمؽنًحؾفاًؽؿاًدلق

1yًاثلتًأنً(1)ًؿنال ًحلًخاصًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًالآتقةًثمًأوجدًحؾفاًاؾعام.ًً

( 1)( )   
dy

y xy y x
dx  

ًالحل

ًبوضعًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًعؾيًاؾصورةً

2( 1) (1 2 ) (1)
dy

x y x y x
dx

      

ًوفذهًؿعادؾةًتمنلًؿعادؾةًرقؽاتيً

ً(ًنحصلًعؾي1ًفيًالدعادؾةً)ًًباؾمعوقض

1 (1 2 ) 0    x x x  
1yوؾذؾكًػإنً ً(.1)ًحلًخاصًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًً

ـػرضًأنًالحلًاؾعامًؾؾؿعادؾةًاؾمػاضؾقةًعؾيًاؾصورةً
1

1y
z

 ًوًباؾماؾي
2

1dy dz

dx z dx
 ًًً

ًنحصلًعؾي1ً)باؾمعوقضًفيًالدعادؾةً)

2

2

2 2 2

1 1 1
( 1)(1 ) (1 2 )(1 )

( 1)( 1) (1 2 )( ) 0

dz
x x x

z dx z z

dz
x z x z z z x

dx

       

       

 

lab
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lab
Rectangle
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Pencil
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2 ( 1 2 ) (2 2 1 2 ) 1

1 (2)

dz
z x x x z x x x

dx

dz
z x

dx

         

  

 

)عاؿؾفاًالدؽاؿلًفوًًوفذهًؿعادؾةًخطقة )
dx xx e e

  ًً

ًؽؿاًقؾيحلًفذهًالدعادؾةًوًيمؽنً

( ) (1 ) (1 )x x x x x

x

d
e z x e e z x e c xe c

dx

z x ce

           

 

 

ً(ًفو1ًإيًأنًالحلًاؾعامًلدعادؾةً)

1

1
 



xx ce
y  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

lab
Rectangle
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 (1تمارون )

 ؽونًالدعادلاتًاؾمػاضؾقةًلمجؿوعةًالدـوـقاتًالآتقةً (1)
3

2 2 2

2 3 2

2 2

( ) ( ) ( ) sin( )

( ) 2 ( ) ( 2)

( ) ( )

( ) cos(ln ) sin(ln )

( ) { 1} { 1}

x

n n

i y x c ii y x c

iii x cy y iv y c x

iiv y ax be vi y ax bx cx

vii y x x

viii y a x x b x x

 

   

   

    

 

     

 

 .ثابت مطؾق  nحقث 

( ) ( )cosh ix y a bx mx  
 .ثابت مطؾق  mحقث 

1 1 2

1 2

2 2 2

( ) (sin ) (sin )

( ) cos2 sin 2

( )

( )( ) ( )

x

x y a x b x

xi y c x c x

xii y e

xiii x y r



 

  

 



   

 

 .ًكةًاؾتيًمحورفاًفوًالمحورًاؾيقنيأوجدًالدعادؾةًاؾمػاضؾقةًؾؾؼطاعاتًالدؽاػ (2)
وؿرؽزفذذاًتؼذذعًعؾذذيًؽذذونًالدعادؾذذةًاؾمػاضذذؾقةًؾؾذذدوائرًاؾذذتيًـصذذفًؼطرفذذاًاؾواحذذدًاؾصذذوقحًً (3)

2yالديمؼقم xً 
 ػصلًالدمغيراتطرقؼةًتقةًبالدعادلاتًاؾمػاضؾقةًالاًاؾعامًلاوجدًالح (4)

2 2

2 2

( ) cos(y ) (ii) tan sin cos cot 0

( ) ( ) 1

dy
i x x ydx x ydy

dx

dy dy
iii x y y iv xy x

dx dx

   

   

 ً 

lab
Pencil
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2

3 2 2 2 2

2 2

2

( ) 4 2 1 ( )

( ) 1

( ) (1 ) ( 1)

( )( ) ( ) (1 )

dy dy
iiv x y v x y a

dx dx

dy
vi xy x y x y

dx

vii x x dy x x ydx

dy dy
viii x y x y xy

dx dx

    

   

   

   

 

 اضؾقةًالدمهاـيةًالآتقةؾؿعادلاتًاؾمػاؾعامًؾًلاوجدًالح (5)
/

2 2 2 2

2 2 2 2

( )( 2 ) 0 ( )

( ) ( )ln ( ) cos(ln )

( ) tan ( )( 2 ) 2

( )( ) 2 5 ( ) cos ( )

y xi x y dx xdy ii xy y xe

x y y
iii xy y x y iv xy y

x x

y dy
v xy y x vi x xy y x xy y

x dx

dy dy y
vii x y x xy y viii x y x

dx dx x

    


    

       

     

 

ًتقةالاذاتًالدعاؿلاتًالخطقةًًؾؿعادلاتًاؾمػاضؾقةؾًاؾعامًلالحاوجدً (6)

4 7
( ) ( )(2 4 6) ( 3) 0

2 1

( ) ( 1) ( 2) 0

x y
i y ii x y dx x y dy

x y

iii x y y x y

 
       

 

     

 

2 2

( )(3 ) 3 4

( )( 5 5) (5 1) 0

( ) (2 1) ( )( )

iv y x y x y

v x y dy x y dx

dy dy
vi x x y vii y ax b y ax b

dx dx

   

     

       

 

 
 
 لهاتقةًتاؿةًواوحدًالحلًاؾعامًتًالابينًأنًالدعادلا (7)

lab
Pencil

lab
Pencil

ismail.masci
Highlight
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2 2 2 2 3( )2 ( ) ( )(2 9 ) (4 6 ) 0i xydx x y dy ii xy xdx y x ydy     
3 2 3 3

2

2 2

2 2 2

( ) ( 3 ) ( 3 ) 0

( ) ( )

( )(3 4 ) (2 3 ) 0

( ) (cos cos ) (sin sin ) 0

iii x xy dx y x y dy

xdx ydy
iv xdx ydy a

x y

v x xy dx x y dy

vi x x y dy y y x dx

   


 



   

   

 

3

2 2 3

2 3

2 2

2

sin

2

( ) (2 ) 0 ( ) ( ln ) 0

2 2 5
( ) 0

( )(1 sin 2 ) 2 cos 0

( 1)cos
( )( 2) 0

sin cos2 1

( )sin cos cos sin cos 0

( ) 3 2( 2 )

      

 
 

  


  



  

  

y y

x

y
vii e dx y xe dy viii dx y x dy

x

x y x y
ix dx dy

y y

x y x dx y xdy

x x y
xi dx dy

y y

xii x ydy x ydx xe dx

xiii ax a h xy 

 

2

2 2

( 2 )

( 2 ) 2( 2 ) 3 0



     

b h y dx

a h x b h xy by dy  
اؾمػاضذؾقةًالآتقذةًوؿذنًثذمًأوجذدًًًًًًًػؼطًؾؽلًؿذنًالدعذادلاتxًًًًأوجدًعاؿلًؿؽاؿلًقعمؿدًعؾي (8)

 ؾفاًاؾمامصا
3 4 3

2

3 3 2

2 2 2 2

( )( ) 8 0

( )(1 ) (1 )

( )( 2 3 ) 3 ( ) 0

( )(2 ) ( 2 )( ) 0

  

   

    

     

i x y dx xy dy

ii xy dx x dy c

iii x y xy dx x y x dy

iv x xy a ydx x y x a dy  
اؾمػاضذؾقةًالآتقذةًوؿذنًثذمًأوجذدًًًًًًًػؼطًؾؽلًؿذنًالدعذادلاتyًًًًأوجدًعاؿلًؿؽاؿلًقعمؿدًعؾي (9)

 ؾفاًاؾمامًصا
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3 2 2

2

2

( ) ( 1) 0

( ) ( 1) 0

( )( 1) ( 1) 0

( ) 1 ( ) tan 0

  

  

     

   

i xy dx x y dy

ii y dx xy dy

iii y dx xy y y dy

iv dx x y y dy
 

 ًؾؽلًؿنًالدعادلاتًالخطقةًالآتقةاؾعامًًأوجدًالحل (11)
4 5

2 2

2 2

( )( 1) 3 4 ( ) 2 1 1 2

( )2(x 1) (2 1) 8 1

( )2(1 ) (1 ) 1

 
        

 

     

    

dy dy
i x y x x ii x y x x

dx dx

dy
iii x x y x

dx

dy
iv x x y x

dx  
2 2 2

3 2

( )(1 ) (1 )(1 ) 2( ) tan sin2

( ) sin cos cos2 cos 0

dy dy
v x x x y vi y x x

dx dx

dy
vii x x y x x

dx

      

 

 

2

2

1
( ) tan2 1 sec2 ( ) 2 3cosh

2

( ) 2 cos 2 2cot cos2

dy dy
viii y x x ix y x x

dx dx

dy
x y ec x x x

dx

     

 

 

2 1 2

( ) cot cos 2 cos2

( )(1 ) sin (1 ) 1

dy
xi x y ec x x

dx

dy
xii x xy x x x x

dx



  

     

 

 ةًإؾيًؿعادلاتًخطقةًثمًأؽؿلًحؾفاتقحولًالدعادلاتًاؾمػاضؾقةًالا (11)
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2

2 2

2

2 3 2 2

3

3 2 3

3

2 2

1
( )( ) 1 ( ) ( ) 1

1

( ) (2 1) (1 ) ( )x 4 4

2 1
( )2 ( ) 2

( ) cos sin 0

( )2(1 ) 2 3 0

dy y dy
i xy y y ii x y

dx ty dx

dy dy
iii y x y y y iv y y

dx dx

dy x dy
v x y vi x x y y

dx y dx

dy
vii x y x y

dx

dy
viii x y x x y

dx

 
     

 

     


   

  

    

 

1yأثلتًأن (12) ًًؾفاًاؾمامًقةًثمًأوجدًأصادؾةًاؾمػاضؾقةًالآتحلًخاصًؾؾؿع 

( 1)( )   
dy

y xy y x
dx  

اثلتًأن (13)
2

1x
y

x


ًًًحلًخاصًؾؾؿعادلاتًاؾمػاضؾقةًالآتقةًواوحدًأصؾفاًاؾمام 

2 1

4
 

dy
y

dx x  
yأثلتًأن (14) xًًامًحؾفاًاؾعؾمػاضؾقةًالآتقةًثمًأوجدًحلًخاصًؾؽلًؿنًالدعادلاتًا 

2

2 2 3

2 2

( ) ( 1) ( ) 2 0

( ) (2 1) 1 0

( )( ) 2 3 0

     

      

    

ndy
i x n ax y x y x

dx

dy
ii xy x y x x

dx

dy
iii x a y xy a

dx  
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 فصل الاولال

 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولي و الدرجات العليا
دردـاذفيذاؾلابذالأولذؽقػقةذحلذالدعادلاتذاؾمػاضؾقةذؿنذاؾرتلةذالأوؾيذوذاؾدرجةذالأوؾيذوفيذفذاذاؾلاابذداونذـادر ذذذذ

يمؽانذتؼداقؿفاذذذـدردافاذذذؽقػقةذحلذالدعادلاتذاؾمػاضؾقةذؿنذاؾرتلةذالأوؾيذوذاؾدرجاتذالأعؾىذوذالدعادلاتذاؾتيذداونذ

ذذاؾيذ

 xمعادلات قابلة للحل في p                 (2 )معادلات قابلة للحل في (1)

ذyذمعادلات قابلة للحل في (3)

ذ.يأعؾيذؿنذالأوؾذوؽذؾكذدونذـدر ذالحؾولذاؾشاذةذؾلعضذالدعادلاتذاؾتيذؿنذدرجة

ذp المعادلات القابلة للحل في( 1)

ذلةذالأوؾيذوذاؾدرجاتذاؾعؾقاذفي:ـعمبرذالدعادؾةذاؾمػاضؾقةذؿنذاؾرت

1

0 1 1( ) ( ) ..... 0 (1)
n n

n nL L L L
dy dy dy

dx dx dx



      

0حقثذأن 1, ,..., nL L Lدوالذفيذذ,x yذذ

ذـػرضذأن
dy

p
dx

ذذتصلحذعؾيذاؾصورةذ(1)الدعادؾةذذ

1

1 1..... 0 (2)n n

n np L p L p L

    ذ
ذ.عؾيذاؾصورةذذpػاذاذأؿؽنذحؾفاذباؾـدلةذإؾيذذnاؾطرنذالأقدرذلهذهذالدعادؾةذعلارةذعنذؽنيرةذحدودذؿنذاؾدرجة

1 2( )( )......( ) 0np p p     ذ
1حقث 2, ,..., n  دوالذفيذذ,x yذذ

ذ.نذاؾرتلةذالأوؾيذوذاؾدرجةذالأوؾيفذهذؿعادلاتذتػاضؾقةذؿذو

1 2, ,......., np p p    ذ

1 2( , ), ( , ), ....., ( , )n

dy dy dy
x y x y x y

dx dx dx
    ذ

ذحؾولذفذهذالدعادلاتذيمؽنذػرضفاذعؾيذاؾصورةذ

1 2 2( , , ) 0, ( , , ) 0, ..., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c  ذ
ذؾعامذؾؾؿعادؾةذفوذوقؽونذالحلذا

1 1 2 2( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0 (3)n nf x y c f x y c f x y c ذ
ذتمنلذمجؿوعاتذؿنذالدـحـقاتذ(3)الدعادؾةذ

1 1 2 2( , , ) 0, ( , , ) 0,...., ( , , ) 0n nf x y c f x y c f x y c    

lab
Pencil
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1إذاذادملدؾـاذ 2, ,..., nc c c باؾنابتذالاخمقاريذcذذورسمـاذالدـحـقاتذ

1 2( , , ) 0, ( , , ) 0,...., ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c    
ذ.ػإــاذنحصلذعؾيذـػسذالدـحـقاتذإؾيتمغيرذؿنذcوجعؾـا

ذ:فوذذ(1)الحلذاؾعامذؾؾؿعادؾةذ

1 2( , , ) ( , , ).... ( , , ) 0nf x y c f x y c f x y c ذ
ذ.دذلآنذالدعادؾةذؿنذاؾرتلةذالأوؾيوفوذيحمويذعؾيذثابتذاخمقاريذواح

ذذؾؿعادؾةذاؾمػاضؾقةذالآتقةؾذاؾعامذلاوجدذالحذ(1ؿنالذ)

2( ) 2 cosh 1 0
dy dy

x
dx dx

  ذ

ذبوضعذذالحلذ:
dy

p
dx

ذ

2 ( ) e e 0x x x xp p e e       
ذباؾمحؾقل

( )( ) 0

,

,

x x

x x

x x

p e p e

dy dy
e e

dx dx

y e c y e c







  

 

   

ذ

ذالأصلذاؾمامذؾؾؿعادؾةذفوذفوذ

( )( ) 0x xy e c y e c    ذ

ذةػاضؾقلذالدعادؾةذاؾمالحأوجدذذ(2ؿنالذ)

2 ( ) 0p x y p xy   ذ

ثذ)ذحق
dy

p
dx

ذ(

ذباؾمحؾقلذذالحلذ:

2

1

2

1
( )( ) 0

2

x

dy
p x p y p x x y x c

dx

dy
p y y y c e

dx

       

   

ذ

ذالحلذاؾعامذفوذقؽونذ

21
( )( ) 0

2

xy x c y ce   ذ
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ذx المعادلات القابلة للحل في ( 2)

ذتأخذذاؾصورةذذxالدعادلاتذاؾمػاضؾقةذاؾؼابؾةذؾؾحلذفي

( , ) (1)x f y pذ

dyحقثذ
p

dx
ذ

ذنحصلذعؾيyباؾـدلةذإؾيذذ(1)وبمػاضؾةذالدعادؾةذ

1dx f f p

dy p y p y

  
  

  
ذ

y,وفذهذؿعادؾةذتػاضؾقةذفيذالدمغيرقنذ pذػإذاذأؿؽنذحؾفاذعؾيذاؾصورةذذ

( , ) (2)y p cذ

ذنحصلذعؾيذ(ذ2)ذفيذالدعادؾة yػإـهذباؾمعوقضذعن

( , ) (3)x f p cذ

ؿانذالدعاادؾم ذػاإنذذذذذpوإذاذلمذيمؽانذحاذنذذذ( 3(، )2) ؿنذالدعاادؾم ذذpقـمجذبحذنذ(1)الحلذاؾعامذؾؾؿعادؾةذ

ذ.ذذبالدعادلاتذاؾلاراذؿترقةذؾؾحلذانتدؿق( 3(، )2)  الدعادؾم

ذذةحلذالدعادؾةذاؾمػاضؾق(ذ1)ذؿنال

22x y ap ap  ذ

ذ:ذالحل

22 (1)x y ap ap  ذ

ذردذأنذذyباؾمػاضلذباؾـدلةذإؾي

1 1
1 (2 2 ) (1 ) 2 (1 )

2

dp dp
a ap p a p

p dy p dy

dy ap dp

      



ذ

ذوذؿـفاذنحصلذعؾيذ

2 (2)y ap c   

ذنحصلذعؾيذ(ذ1)فيذالدعادؾةذذyوباؾمعوقضذعنذؼقؿةذ

2 (3)x ap c ذ

ذوذؾكذؽؿاذقؾيذ:ذ(3،ذ)(2ةذ)ؿنذالدعادؾذpػلأخطذأنذيمؽنذحذنذ

2

2

2

,
2

( )

4

y c x c
p p

a a

x a y c

a a
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2( ) 4 ( )x c a y c  ذ

ذوفيذمجؿوعةذؿنذاؾؼطاعاتذالدؽاػكةذ

ذحلذالدعادؾةذاؾمػاضؾقةذ(ذ2)ذمثال

2x yp p   

dyحقثذ
p

dx
ذ

ذyالحلذ:ذباؾمػاضلذباؾـدلةذإؾي

2

2 2

1 1
2 ( 2 )

1 1
2 ( ) ( ) 2

2

1 1

dp dp dp
p y p y p p

p dy dy dy p

dy dy
y p p p y p

p dp p dp

dy p p
y

dp p p

      

       

  
 

ذ

ذلهاؽاؿلذالداؾعاؿلذ،ذاؾرتلةذالأوؾيتػاضؾقةذخطقةذؿنذذوفذهذؿعادؾة

22 2

21
ln 1 21 12

2 2
2 2

2 2

2
2

2

( ) 1

2 2
( 1) 1

1 1

2
1

1

p p
dp dp

pp pp e e e p

d p p
y p p

dp p p

p
y p dp c

p

   
    


   

 

  




ذ

ذلإيجادذفذاذاؾمؽاؿلذـدمخدمذاؾمعوقضوذ

2 2
2

2

2

1 2

cosh sinh

2 2cosh
. sinh 2cosh

sinh1

1
(1 cosh 2 ) sinh 2

2

sinh cosh

1 sinh cosh

cosh 1

p dp d

p
dp d d

p

d

y p c

p p p c

  


   



   

  

  



 

 


   

 

   

   

  

ذ

ذوؿـفاذردذ
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1

2

1
(cosh ) (1)

1
y p p c

p

  


 

ذفيذالدعادؾةذالأصؾقةذذyباؾمعوقضذعن

2

2 1 2

2
(cosh )

1

x yp p

p
p p c p

p



 

   


ذ

ذنذوتؽو

1

2
(cosh ) (2)

1

p
x p c

p

 


 

ذ.لذاؾلاراذؿتريذؾؾؿعادؾةذالدطؾوبةتمنلانذالحذ(2(،)1)الدعادؾمانذ

ذy المعادلات القابلة للحل في( 3)

ذيمؽنذؽمابمفاذعؾيذاؾصورةذذyالدعادلاتذاؾؼابؾةذؾؾحلذفي

( , ) (1)y f x pذ

ذxبمػاضلذباؾـدلةذإؾيذ

f f p
p

x p x

  
 
  

ذ

x,وفذهذؿعادؾةذتػاضؾقةذفيذ pذػإذاذأؿؽنذحؾفاذعؾيذاؾصورةذذ

( , ) (2)x p cذ

ذنحصلذعؾيذذ(1)فيذالدعادؾةذذxػأـهذباؾمعوقضذعنذؼقؿة

( , ) (3)y p cذ

(ذ3(،ذ)2)ذذوذإذاذتغادرذالحاذنذتداؿيذالدعاادؾم ذذذذ(ذ3(،ذ)2)ذؿنذالدعادؾم pقـمجذبحذنذ(ذ1)ذالحلذاؾعامذؾؾؿعادؾة

ذ.الدعادلاتذاؾلاراذؿترقةذؾؾحلب

ذحلذالدعادؾةذاؾمػاضؾقةذالآتقةذ(ذ1)ذؿنال

3 (1)y p p ذ

ذالحلذ

ذردذأنذذxؾمػاضلذباؾـدلةذإؾيذبا

2 2

2

3 (1 3 )

1 3

dp dp dp
p p p

dx dx dx

p
dx dp c

p

   


  

ذ

lab
Pencil

lab
Pencil
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ذؾذؾكذقؽونذ

23
ln (2)

2
x p p c    

ذتمنلذالدعادلاتذاؾلاراذؿترقةذؾؾحل.ذ(2(،)1)الدعادؾم ذ

ذأوجدذحلذالدعادؾةذاؾمػاضؾقة(ذ2)ذؿنال

2 (1)y xp p ذ

ذالحل

ذنحصلذعؾيذذxعادؾةذباؾـدلةذإؾيبمػاضلذفذهذالد

2 2

(1 ) (2 1)

dy dp dp
p p xp

dx dx dx

dp
p p xp

dx

   

  

ذ

2 1

1 (1 )

dx
x

dp p p p
 

 
 

ذوفذهذؿعادؾةذخطقةذ.ذ

2

2ln(1 ) 21

2

( ) (1 )

1
[ (1 ) ]

dp

ppp e e p

d p
x p

dp p





   


 

ذ

ذوباؾمؽاؿلذنحصلذعؾيذ

2

2

1
(1 )

(1 ) ln

p
x p dp c

p

x p p p c


  

   


ذ

ذوقؽون

2

ln
(2)

(1 )

p p c
x p

p

 
 


 

ذنحصلذعؾي(ذ1ذ)فيذذxعنذؼقمذ(2)باؾمعوقضذؿنذ

2 3 2

2

p ln
(3)

(1 )

p p p c
y p

p

 
 


ذ

ذ.لذاؾعامذفيذاؾصورةذاؾلاراذؿترقةتمنلانذالحذ(3)،ذ(2)ذوذالدعادؾم 

 معادلة كليروت( 4)

lab
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ذؿعادؾةذؽؾيروتذتؽونذعؾىذاؾصورة

( ) (1)y xp f p ذ

حقث
dy

p
dx

 باؾمػاضلذباؾـدلةذإلىx ذزصلذعؾى

( )

[ ( )] 0

dp dp
p p x f p

dx dx

dp
x f p

dx

  

 

ذ

0أؿا
dp

dx
 وؿـفاp cذ(ذنحصلذعؾي1وباؾمعوقضذفيذ)ذ

( ) (2)y cx f c  

ذذطوطذالددمؼقؿةلخؿعادؾةذمجؿوعةذؿنذافىذو

ذوأؿاذ

( ) 0x f p ذ
ذوؿـفاذ

( ) (3)x f p ذ

ذxعنذ(1فيذ)وباؾمعوقضذ

- ( ) ( ) (4)y f p p f p  

)نحصلذعؾىذعلاؼةذب ذ(4)،ذذ(3)ذب p بحذن , )x yذالاتقةورةذعؾىذاؾص

( , ) 0 (5)x y ذ

ذفؿاذالدعادؾم ذذ(4)،ذ(3)وتؽونذالدعادؾم ذذ(1)تمنلذحلذأخرذؾؾؿعادؾةذذ(5)الدعادؾةذ

ذاجدامـمذيمؽانذاذحلذخاصذوعؾىذاؾعؿومذلاذذفيػلاذزموىذعؾىذثابتذاخمقاريذذ(5)ذعادؾةالدذ.لهذاذالحلذقم ؿتراؾلارا

ذ.ذcذاصةذؾؾنابتامذبوضعذؼقؿةذخفذاذالحلذؿنذالحلذاؾع

ذ.ؾؿعادؾةذاؾمػاضؾقةؾفوذ"حلذذاذذ"ذأوذحلذ"ؿػرد"ذذ(5)الحلذالخاصذ

ذ.cتمنلذالحلذاؾعامذوفىذؿعادؾةذمجؿوعةذؿنذالددمؼقؿاتذذاتذاؾلاراؿترذ(2الدعادؾةذ)

ذضؾقةذالأتقةأوجدذالحلذاؾعامذوالحلذالدػردذؾؾؿعادؾةذاؾمػا(ذ:1ؿنال)

(1 ) (1)y xp ap p  ذ

 الحل : 

ذردذأن xباؾمػاضلذباؾـدلةذإلى

lab
Pencil

lab
Pencil

lab
Pencil
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( 2 )

( 2 ) 0

0

dp dy
p p x a ap

dx dx

dp
x a ap

dx

dp
p c

dx

   

  

  

ذ

ذالحلذاؾعامذؾؾؿعادؾةذفو
2y cx ac ac  ذ

ذأو

2 0 (2)x a ap  ذ

ذردذأنذ(2(ذ،ذ)1)ذؿنذالدعادؾم ذpبحذن

2( )

4

x a
y

a


ذ

ذأيذأن

2( ) 4x a ay ذ

ذ.ذالددمؼقؿاتذالدؿنؾةذبالحلذاؾعامذوفذاذفوذالحلذالدػردذويمنلذغلانذمجؿوعة

ذأوجدذالحلذاؾعامذوالحلذالدػردذؾؾؿعادؾةذاؾمػاضؾقةذذ(2)ؿنالذ

21

ap
y xp

p
 


ذ

ذنحصلذعؾىذxدلةذإلىباؾـذلباؾمػاضذالحل:

3

2 2(1 )

dp a dp
p x

dx dx
p

 



ذ

ذبذؾكذقؽون

3
22

[ ] 0
(1 )

a dp
x

dxp
 


ذ

0اذؿـفاذقؽونذأؿ
dp

p c
dx

  ذذ

ذالحلذاؾعامذؾؾؿعادؾةذاؾمػاضؾقةذفو

2
(2)

1

ac
y xc

c
 


ذ

ذ.ذوفىذتمنلذمجؿوعةذؿنذالددمؼقؿات
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ذأو

3
22

(3)
(1 )

a
x

p
 


ذ

ذردذأنذxعنذؼقؿةذ(1)فيذذ(3)باؾمعوقضذؿنذ

3
2

3

2
(4)

(1 )

ap
y

p



ذ

نحصاالذعؾاايذالدعادؾااةذذ(4،ذ)(3)باا ذذpؾؾحاالذالدػااردذوبحااذنذمااانفؿاااذالدعادؾمااانذاؾلاراؿترقذ(4)،ذ(3)ذانالدعادؾماا

ذردذأنذ(3)ردذؿنذاؾؽارتقزقةذؾؾحلذالدػ

2
3

2 2 2 2
3 3 3 3

2 2 2 2 2
3 3 3 3 3

2 3

2

( ) ,

( ) ( ) [( ) 1]

( )

a
p y xp

x

a
y x p x

x

y a x a x

   

     

    

  

ذالحلذالدػردذؾؾؿعادؾةذاؾمػاضؾقةذقؽونذذو
2 2 2

3 3 3x y a    

ذوفوذغلانذمجؿوعةذالددمؼقؿاتذاؾتيذيمنؾفاذالحلذاؾعامذ.ذذ

ذأوجدذالحلذاؾعامذوالحلذالدػردذؾؾؿعادؾةذاؾمػاضؾقة(ذذ3)ذؿنال

sin cos cos sinpx y px y p  

ذ:ذـؽمبذالدعادؾةذعؾىذاؾصورةلالح

1

sin cos cos sin

sin( )

sin

px y px y p

px y p

px y p

 

 

 

 

ذوذباؾماؾيذقؽونذ

1sin (1)y xp p    

ذ.وفذهذصورةذؿعادؾةذؽؾيروت

ذردذأنذxباؾمػاضلذباؾـدلةذإلى

2

2

1

1

1
[ ] 0 0

1

dp dp
p p x

dx dxp

dp dp
x p c

dx dxp

  


     


ذ

ذالحلذاؾعامذفو
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1siny cx c ذ

ذالأخرىؾـاحقةذوؿنذا

2

2

1

1

1

x
p

x
p

x







  

ذردذأنذ(1)باؾمعوقضذفيذ

2
2 1 2 1 1 21

1 sin 1 sin 1
x

y x x x x
x

  
      ذ

ذذ.وفذاذفوذالحلذالدػردذويمنلذغلانذالددمؼقؿات
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 الفصل الثاني

 التفاضلية من الرتب العليا تالمعادلا
ذالعؾقاذهيذالتػاضؾقةذمنذالرتبذتالصورةذالعامةذلؾؿعادلا

( )( , , , ,....., ) 0 (1)nf x y y y y     

ذولاذووجدذحتىذالأنذرروؼةذمباذرهذلحلذهذهذالدعادلةذ.ذ

ذ(1تؽذونذيقفذاذالدعادلذةذ ذذذذخاصةذمنذهذذهذالدعذادلاتذوهذىذالذ ذذذذذتررقذلحلذحالاذؼادمةفيذالأبوابذالذدوفذندرسذو

نوجدذبفاذالحذلذالعذامذذذذةندتطقعذأنذنحصلذعؾىذرروؼةذمباذرذنالخاصةذلذتهذهذالحالامثلذحتىذفيذذاوضاذوذ.ذخطقة

ذ.مؼادورذثابتةال ذتؽونذيقفاذالدعاملاتذذإلاذفيذالحالاتذnذ لأىذمعادلةذتػاضؾقةذخطقةذمنذالرتبة

عادلذةذذ(ذالذ ذكؽذنذيقفذاذبادذتخدامذتعذووضذمـادذبذزووؾذفاذا ذمذذذذذذذ1عضذالحالاتذلؾؿعادلذةذ ذودوفذندرسذالأنذب

ذ.تػاضؾقةذأخرىذذاتذرتبةذأقل

 بصورة صريحة  y : المعادلات التفاضلوة التي لا تحتوى علىأولا

ذالصورةذالعامةذلهاذهي 

( ) ( 1) ( )( , , ,....., ) 0 (1)k k nf x y y y ذ

nيذيإنذرتبةذالدعادلةذكؽنذأنذتؤولذالويىذهذهذالحالةذ kذوذلكذبوضعذ
( )ky pذذ

ذتأخذذالصورةذذ(1الدعادلةذ 

( )( , , ,..., ) 0 (2)n kf x p p p     

)ذوهذهذالدعادلةذالتػاضؾقةذمنذالرتبة )n kذونفيذالدتغيرذ,x pذيإذاذأمؽنذحؾفاذعؾىذالصورةذذ

1 2( , , ,....., ) 0 (3)n kp x c c c     

ذ.ذ(1 ذنحصلذعؾىذالحلذالعامذلؾؿعادلةذ(3ؾؿعادلةذ منذالدراتذلذkذوبأجراءذالتؽامل

ذ(ذحلذالدعادلة1مثال 

4 3

4 3

1
0 (1)

d y d y

dx x dx
    

ذلالح

3 4

3 4
let

d y d y dp

dx dx dx
 ذ

ذعؾىذالصورةذ(ذ1 الدعادلةذالتػاضؾقةذتصبحذوذبذلكذ
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Pencil
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Pencil
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1 1

3 2
4 21 2

3 43 2

1
0

ln ln ln

24 2

dp
p

dx x

dp dx
p x c p c x

p x

c cd y d y
cx x x c x c

dx dx

 

     

     

  

ذ.وهذاذهوذالحلذالعام

ذالحلذالعامذلؾؿعادلةذالتػاضؾقةذذأوجدذ(2مثال ذ

2
2
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1 
 

 الفصل الاول

  وبيتـا اماـج والد

 Gamma and Beta Functions 

 :مقـدمة
الأرضامماظلاظؾةمموضعسـدم(مسـموجقدمعشؽؾةم7171-7171)هدثماظعالممالألداغلمأوؼؾرمم،فيماظؼرنماظـاعـمسشر

مفيماظصقرةاظذيمسرصفامم factorial function باظـلؾةمظداظةمالدضروب

! ; 0,1,2,... (1.1)

0

t nn e t dt n


 م

م!xػمداظةمجاعامطؿعؿقؿمظداظةمالدضروبمظقعطلمؼمماظلمتعر7171"مساممم"Eulerهمالدشؽؾةمأدتمباظعالممأوؼؾرمػذ

ودعمػذاماظـطاقمظداظةمجاعاممؿثايمرضؿمعقجبمويمؽـمتمدؼدمذظؽماظـؿقفةممبؾعضمالأرضامماظلاظؾة،ممؼؽقنx سـدعام

مالأسدادممبحقثمتؽقن مبادؿــاء مالدرطؾة ماظلاظؾةععرصةمسـدمجمقعمالأسداد مم7771وذظؽمتممتؼديمفمفيمماظصقققة

أؼضامسـمتعرؼػمصقغةمؤلًامعل (،ماظذيمطان7711-7177)م""Legendreممجـدرملااظػرغللمبقادطةماظعالمم

متؼرؼؾم777وبعد  Legendre Duplication Formula اظؿضعقػمظداظةمجاعا أوؼؾر،مماطؿشافعـمماًساعا

م ماظعالممصيرذتراسم م"Weierstrassضدم مخلالم7777-7711)" موذظؽم مجاعا مبداظة متؿعؾؼ مغظرؼة مدرادؿف(

مبصقغةمصيرذتراس.مسمقتصقغةمجدؼدةمظداظةمجاعاممتطب،موعـمثؿمسرصظؾدوالماظشاعؾةمذاتمالدؿغيرمالدر

ؾةمظؿعؿقؿمدوالمععقـةمطانمؼؿؿمتعرؼػفامعـمخلالمداظةمقولأنمداظةمجاعامػلمتعؿقؿمظداظةمالدضروبمظذظؽمتظفرمطقد

مفيمالدضروب،مو متلؿكدم مداظةمجاعا متظفر معـمضؾؾ،مطؿا ماظؿؽاعلاتماظتيمطانمؼصعبمايجادػا معـ فيمحؾقلمسدؼد

مفيممجالاتم معفؿة ميجعؾفا ماظؿقزؼعاتمالاحؿؿاظقة،ممما مدوال معـ ماظعؾقمممو لإحصاءوا الاحؿؿالاظعدؼد طـيرمعـ

م مأوؼؾر ماظتيمسرصفا مبقؿا مداظة مسؾل مغػسمالأػؿؿام موؼـطؾؼ مالهـددقة. مو معـماظطؾقعقة مساعا موأربعين مثلاثة بعد

ثؿمسرصتمدوالماخريمعرتؾطةمبداظةمجاعامعـمأذفرػامسؾلممأطؿشاصفمظداظةمجاعامبأغفاممعزؼجمععينمعـمداظةمجاعا.

 داظةمجاعاـارتملمظــقشـػاضؾماظؾــوداظةماظؿمIncomplete Gamma functionsدؾقؾمدوالمعؽؿؾةمجاعام

logarithmic derivative of the gamma functionمم مزؼؿا مريمان  Riemann zeta وداظة

function.م

وفيمػذاماظؾابمدقفمغعرفماظصقغمالدكؿؾػةمظداظةمجاعاموغقضحمسدؼدمعـمخصائصفامباظبراػين،موطذظؽمدقفم

طـيرمعـمالأعـؾةماظتيممالهاعةملها،مثؿمغعطلمرتؾارفامبداظةمجاعامععمذطرمبعضمالخصائصاموعديمافمداظةمبقؿغعر

متقضحمأػؿقةمتؾؽماظدوالموعديمالأدؿػادةمعـفامفيمأيجادمحؾقلملدلائؾمطانمؼصعبمحؾفامعـمضؾؾ.

م

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A3%D8%AF%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D9%86_%D9%85%D8%A7%D8%B1%D9%8A_%D9%84%D9%8A%D8%AC%D8%A7%D9%86%D8%AF%D8%B1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A5%D8%AD%D8%B5%D8%A7%D8%A1
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A5%D8%AD%D8%B5%D8%A7%D8%A1
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2 
 

م Gamma Function مداظةمجاعا

طؿاممذظؽودقفمغقضحم رؼاضقة ؾاتاتبإث عـفا عـمذؽؾمإلىمآخر الاغؿؼال بعدةمأذؽالميمؽـ تؿؿقزمداظةمجاعا

م:ؼؾل

م Euler Form of The first Kindممالأولمصقغةمأوؼؾرمعـماظـقع

) موؼرعزملهامباظرعزموتعرفمػذهماظصقغةممبداظةمجاعامطـفاؼةمحاصؾمضربممم )tم-وتعطلمفيماظصقرةمالأتقة:م

1.2.3...
( ) . (1.2)lim lim

( 1)( 2)...( )
( )

0

tn n ntt n
nt t t t nn n

t k
k


  

   
 


 

اظـؼاطماظشاذةمظداظةمجاعامحقثممموتقضحمػذهماظصقغة
0, 1, 2, 3,...t    

م.

ماظؿاظل:م(مظؿصؾحمفيماظشؽؾ7777-7111)Gauss وضدمسدظتمػذهماظصقغةمبقادطةماظعالممجاوسمم

1
1 1

( ) 1 1 (1.3)

1

t
t

t
t n nn

     
        
      

 

م Euler Form of The Second Kindماظـاغلأوؼؾرمعـماظـقعممصقغة

مػـامداظةمجاعامتعرفمغممظداظةمجاعامواظتيمتػقدممطـيراًمفيمادؿـؿاجمخقاصفامموتعؿبرمػذهماظصقغةمعـمأذفرماظصق

)باظرعزم )xم:الاتلالدعطلمفيماظشؽؾمم)تؽاعؾمأوؼؾر(مسؾلمأغفاماظؿؽاعؾمالدعؿؾم

1 1( ) ; 0. (1.4)lim
0 0

b
t x t xx e t dt e t dt x

b


       



 

0x(مظؽؾمضقؿمConvergent Integralوػذاماظؿؽاعؾمتؼاربلم) مبمعنيمأغفمؼعطلمضقؿمحؼقؼقةم،

0xوظقسمعالاغفاؼةمظؽؾم بشرطموجقدماظـفاؼةمفيمالدعادظةماظلابؼة.مأذنمصأنمداظةمجاعامتؽقنماؼضاًمتؼاربقةمم

0xظؽؾم 0ظؽؾمموتؾاسدؼفمx م

 Weierstrass Infinite Product Formداظةمجاعامظصيرذتراسمصقغةم

م-بقادطةماظعالممصيرذتراسمفيماظصقرةمالأتقة:قاصؾماظضربماظلاغفائلمطداظةمجاعامممتسرص      

1

( ) 1 ; 0. (1.5)

1

x x nx
x x e e x

nn




   
     

   
 

وؼعرفمفيماظصقرةمم  Euler-Mascheroni  constant . عادؽيروغل-أوؼؾربـابتممؼلؿلمحقثم

م-الأتقة:

م

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%AB%D8%A7%D8%A8%D8%AA%D8%A9_%D8%A3%D9%88%D9%8A%D9%84%D8%B1-%D9%85%D8%A7%D8%B3%D9%83%D9%8A%D8%B1%D9%88%D9%86%D9%8A


ممممممممممممممممممممممممممممممممممممماظػصؾمالاولممم

3 
 

1
ln 0.577lim

1

n
n

kn k


 

  
   

 

م

الأسدادماظصقققةماظلاظؾةمسـدمعاسداممxلجؿقعمضقؿماظـلاثةماظلابؼةمعؿؽاصؽةمداظةمجاعاممصقغموالأنمدقفمغـقتمأنم

م:واظصػر

مممممممممممممممممم-:اظبرػان

مأنمحقثمسـمررؼؼمتؽاعؾمأوؼؾرممظداظةمجاعاموالأنمدقفمغـؾتمصقغةمأوؼؾرمعـماظـقعمالأولم

1 1( ) ; 0 (1.6)lim
0 0

b
t x t xx e t dt e t dt x

b


       



ماظـفاؼةمالأتقةوباظؿعؾيرمسـماظداظةمالأدقةمب

lim 1 (1.7)
n

tte
nn

    
 

 

م(منحصؾمسؾل1.6(مفيممم)1.7باظؿعقؼضمعـم)

م
1 1( ) 1lim

0 0

nn tt x xx e t dt t dt
nn

          
 

 

مقضعمب
t

z dt n dz
n

  مؼـؿجمم

   

 

 

1
1

( ) 1lim
0

1
1 11 (1.8)lim

0

1
11lim lim

0

n x
x z nz n dz

n

n x xz n z n dz
n

nx x xn z z dz n
n

n n


  



  


   
 

 

م

ؾمباظؿفزئمسدةمعراتمنحصؾمعـماظؿؽاعلاتمصؾأدؿكدامماظؿؽاعم nوحقثمانمػذاماظؿؽاعؾمفيمالدعادظةمالأخيرةميمـؾم

مسؾل
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1 1

1

0 0

1
1

0
0

1

1

1

0

1
1 1

1 1
1 (1 )

(1 )

n nx x

n

n x x n

n x

n

z z dz z dz
x

z z z d z
x x

n n
z z dz

x x







    

    
 

   

 





 

1

2 1

2

0

1

1

0

1

0

( 1) ( 1)
(1 )

( 1) ( 1)

( 1)( 2)...3.2.1

( 1)( 2)...( 1)

( 1)( 2)...3.2.1
(1.9)

( 1)( 2)...( 1)

( 1)( 2)...( )

n x

n n

x n

x n

n n n n
z z dz

x x x x

n n n
z dz

x x x x n

n n n z

x x x x n x n

n

x x x x n

 



 



 
    

 

 


   

  
  

     




  




 

م(منحصؾمسؾلم1.8(مفيم)1.9باظؿعقؼضمعـم)

( ) lim lim
( 1)...( )

( )
0

1
1 1

1 1 ; 0.

1

x xn n n n
x

nx x x nn n
x k

k

x
x

x
x n nn

 
  

  
 


     
        
      

 

معاسدم xصقققةملجؿقعمضقؿمممػلصقغةممأوؼؾرمعـماظـقعمالأولمظداظةمجاعامبعدمتعدؼؾمجاوسملهامومتلؿلموػذهم

,0مسـدم 1, 2, 3,...x    م

مأنموالأنمدقفمغـؾتمصقغةمصيرذتراسمظداظةممجاعامعـمخلالمصقغةمأوؼؾرمعـماظـقعمالأولممحقث
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1.2.3.... .
( ) lim

( 1)( 2)( 3)...( )

1 2 1
1 1 1 .... 1lim

1 2

xn n
x

x x x x x nn

x x x xx n
nn

 
   

   
              

       

 

ln
(1 ) .lim

1

1 ln1 1 ..... 1 .lim
( ) 1 2

n x x n
x e

kkn

x x x x nx e
x nn


  



                     

 

ممالدؼدارملدعادظةماظلابؼةمبقادطةاموبضربموضلؿة

1 1 1
exp 1 ...

2 3 1

xn
kx e

n k

  
       

   
 

م:ؿامؼؾلؾقبةمطنحصؾمسؾلماظـؿقفةمالدط

1 1 1
1 ... ln .

2 32[ 1 . 1 . ... 1 . . ]
1 2

1 ln(1 ) .lim
( ) 1

lim
n x

nx x x nx x x
x e e e e

n

n x x nx e
x kkn

n

 
 
 
    

       
     
     
  

  
 




 

1

( ) 1 ; 0. (1.10)

1

x x nx
x x e e x

nn




   
     

   
 

عاسدمم xوػذهمػلمصقغةممداظةمجاعاملحاصؾماظضربماظلاغفائلمظؾعالممصرذتراسموػلماؼضامصقققةملجؿقعمضقؿم

,0سـدمم 1, 2, 3,...x    .م

مسـمررؼؼمالأثؾاتاتلأخرممتعرؼػصقلمعـموطقػقةماظقمالدكؿؾػةمظداظةمجاعاماظصقغتؽاصئمامظـامفذامؼؿضحوب

م.اظرؼاضقة

وذظؽمعـممالأخرىمسـمشيرػامعـماظدوالالأنمسؾقـامتقضقحماظصػاتماظـقسقةموالخصائصماظتيمتؿؿقزمبفامداظةمجاعامو

م:ةاظؿاظقمالخصائصمخلال
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ممم iontGamma FuncProperties ofخصائصمداظةمجاعام

ممم:7الخاصقة

مممم

1xاظـاغقةمظداظةمجاعامبقضعممعـماظصقغةمممماظبرػان:مم منحصؾمسؾلمم

1 1(1)

0

1
00

x
e x dx

x x
e dx e


   


  

      

 

م Recurrence Formulaمخاصقةمالأخؿزالممظداظةمجاعامممم:7الخاصقة

( 1) ( ); 0.x x x x      

مبأدؿكداممتؽاعؾمأوؼؾرمظداظةمجاعاممنحصؾمسؾلممماظبرػان:مم

0 0

( 1) t x n tx e t dt t d e

 

        

ممؼـؿجمالأتلبؿطؾقؼماظؿؽاعؾمباظؿفزئم

1

0
0

1

0

( 1)

( )

t x t x

t x

x e t x e t dt

x e t dt x x




  



 

      

  




 

0xتعؿبرمػذهمالخاصقةمعـمالخصائصمالهاعةمظداظةمجاعامحقثمتػقدمفيمإيجادمضقؿمداظةمجاعامسـدعام بشرطمأنمم

1, 2, 3,...x    موذظؽمبقضعفامفيماظصقرةمالأتقة:م

م

م

(1) 1 
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( 1)
( ) ; 0, 1, 2, 3,... (1.11)

x
x x x

x

 
       

موبذظؽمؼؽقنمظدؼـامسؾلمدؾقؾمالدـالم

1
21

2

1 1 1
( ) ( 1) 2 ( )

2 ( ) 2



        

مأؼضاًمغريمأنم

5
25

2

3
23

2

5 1 2 3
( ) ( 1) ( )

2 ( ) 5 2

2 1 4 1
( ) ( 1) ( )

5 15 2










      

      

 

)وطذظؽمندمأنمم )x 0سـدعاممx محقثمأنمم

(1) (0)
0 : (0) , 1: ( 1) ,

0 1

( 1) ( 2)
2 : ( 2) , 3: ( 3)

2 3

x x

x x

 
           



   
             

 

 

م:عؾققزة

 ظداظةمجاعاموهلبمضقؿممؿؽاعؾقةاظمةماظلاظؾةملاتلؿـؿجمعـماظصقغمxأنمضقؿمداظةمجاعامظؼقؿمملسؾماظؿأطقديجبم

( )x(ممظؼقؿم1.11عـماظعلاضةم)مxرسماًمبقاغقاًمؼقضحمضقؿممأسطاءاظؽلرؼةماظلاظؾة.موبصقرةمساعةميمؽـمم

( )xظؼقؿممxمطؿامؼؾل:ةمالدقجؾةمواظلاظؾم

م

م

م

م

م

م

م

م

م

م
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ممFactorial Functionخاصقةممداظةمالدضروبمممم:1الخاصقة

 

( 1)x x x       

مععماظؿؽرارمنحصؾمسؾلم7بأدؿكداممالخاصقةممماظبرػان:مم

( 1) ( ) ( 1) ( 1)

( 1)( 2)......3.2.1. (1)

x x x x x x

x x x

       

     

( 1) ! (1.12)x x    

وداظةمجاعامم(the factorial function for all x>-1)(متعرفمبداظةمالدضروبم1.12اظعلاضةم)

ممفؿتعؿبرمػـامطؿعؿقؿملدػفقممداظةمالدضروبماظـقغلمواظشؽؾمالأتلمؼؾينماظػرقمبقـ

م
م

مصأنمممممممم x=0مسـدعا صاغف (1.12) اظعلاضة سؾك وبـاءا

(0 1) 0! (1) 1      

م:ؼؾل طؿام Gauss’s pi functionملجاوس باي داظة ػـا وغعرف

( ) ( 1) ( )

.( 1)! !

x x x x

x x x

     

  
 

ميمؽـمأثؾاتمالخصائصماظلابؼةمبأدؿكداممصقغةمأوؼؾرمعـماظـقعمالأولم-عؾققزة:

 مم:م4الخاصقة

2 2 1( ) 2

0

t xx e t dt
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2بقضعممماظبرػان:مم 2t u dt udu  م(منحصؾمسؾلم1.4فيماظعلاضةم)م

2 22 1 2 1

0 0

( ) ( ) .2 2 (1.13)u x u xx e u u du e u du

 

      

ممم:م7الخاصقة

 

1
( )
2

   

منحصؾمسؾلمم(1.13) عـماظعلاضةمماظبرػان:مم

2

0

1
( ) 2
2

ue du



    

،موسؾلمذظؽمv(،مأذنميمؽـمادؿؾداظفمبالدؿغيرمDummy Variableػقمعؿغيرمحرم)مuولأنمعؿغيرماظؿؽاعؾم

ميمؽـمأسؿؾارمأنم

2

0

1
( ) 2
2

ve dv



    

موباظؿاظلمندمأنمم

2 2

2

( )

0 0

1
( ) 4
2

u ve du dv

 

  
  
 

   

مالإحداثقاتماظؼطؾقةموبادؿكدام

cos , sin ;u r v r dudv rdr d    م

منحصؾمسؾلم

2

2
2

2 2

0 0

2

2

0 0 0

1
( ) 4 .
2

2 2

r

r

e r dr d

e dr d d









  









 
  
 

 
   

 

 

  
 

موػؽذامندمأنممممم

1
( ) (1.14)
2

 م
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موعـمذظؽمغلؿـؿجمانم

2 2

0

2 (1.15)t te dt e dt 
 

 



  م

ممم:م6الخاصقةم

   

 

2 2 12 1cos sin , 0, 0.
2

0

x y yx d x y
x y



  
    
 

م

م(منحصؾمسؾلم1.13اظعلاضةم)عـمماظبرػان:مم

   
 

2 2

2 2

2 1 2 1

0 0

2 1 2 1

0 0

( ) 2 , ( ) 2

4

u x v y

u vx y

x e u du y e v dv

x y u v e du dv

 

   

 
  

   

  

 

 

 

مالإحداثقاتماظؼطؾقةموبادؿكدام

cos , sin ;u r v r dudv rdr d    م

منحصؾمسؾلم

   

 

 

2

2

2

2
2 1 2 1 2 1 2 1

0 0

2
2 1 2 1 2 1

0 0

2
2 1 2 1 2 1

0 0

4 cos sin

4 cos sin

2 2 cos sin

x x y y r

x y r x y

x y r x y

x y r r e rdrd

r e dr d

r e dr d







  

  

  



    


    


    

  



 
  

 

 

 

 

 

     

   

 

2
2 1 2 1

0

2
2 1 2 1

0

2 cos sin

cos sin ; 0, 0.
2

x y

x y

x y x y d

x y
d x y

x y
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مضاسدةماظؿضعقػمظداظةمجاعاممممم:م1الخاصقة

Duplication formula of gamma functionم
 م

   2 1 1
2 2

2

x x x x  
     

 
 

xبقضعمم6عـمالخاصقةمماظبرػان:مم yمنحصؾمسؾلممم

   

 

   

 

2
2 1 2 1

0

2
1 2 2 1

0

cos sin
2

2 sin 2
2 2

x x

x x

x x
d

x x

x x
d

x





  

 

 

 

 
 

 

 








 

2=ضعممبق 2d d    مندمأنمم

   

 

 

   

 

 

2 2 1

0

1 2

2
1 2 2 1

0

1 2

2 sin
2 2

1
2

2
2 sin

1
2

2

1
2

2

12 2
2

2

x x

x

x x

x

x x
d

x

x

d

x

x
x x

x
x





 



 



 
  



 
  
 

  
 

  
 

 
     

 
  

  
 



  

وحقثمأنم
1

2


 
  
 

مصأنمم

   
2 12 1

2 (1.16)
2

x
x x x




 

     
 

 

م(مفيماظصقرةم1.16صقؿؽـمطؿابةماظعلاضةم)سددمصققحمشيرمداظبممxوحقثمأنم
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2 12 1
2 1 ! 1 !

2

2 12 2 1
2 2 1 ! 1 !

2

22 1
(2 )! !

2

x
x x x

x
x x x x x

x
x x x








 

     
 


 

     
 

 
   

 

 

 

1 (2 )!
. (1.17)

22 ! 2

x
x

xx

 
   

 
 

م

مالأغعؽاسمظداظةمجاعامخاصقةمم:م7مالخاصقة

مReflection property of gamma functionم

( ) (1 )
sin

x x
x




   

 

منمتعرؼػماظعالممصيرذترسمظداظةمجاعامندمأمبأدؿكدامماظبرػان:مم

2
2 2

2
1 1

1 1
. 1 1

( ) ( ) 1 1

1 1 1x x x n x n

n n

x xx n x nx x
x e e x e e

x x n nn n

x x x
x e e e e x

n n n

 

 

 
 

 

        
          

             

    
         

     
 

ميمؽــامطؿابةممم7عـمالخاصقةموم

(1 )
( )

x
x

x
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21 2. 1
2( ) (1 ) 1

21 1
. 1

2( ) (1 ) 1

x x
x

x x nn

x
x

x x nn

 
    
      

 
  
      

 

موحقثمأن

2
sin ( ) 1

2
1

n
n n

kk

 
 
  
 

  
 

منحصؾمسؾلم

1 1 sin
.

( ) (1 )

( ) (1 ) ; 0, 1, 2,...
sin

x

x x

x x x
x










  

      
 

م

مformula Sterling'sظداظةمجاعامٍاظؿؼرؼبمخاصقةممم:م1الخاصقةم

)طؾيرةمصأنماظصعقبةمالحلابقةماظؽاعـةمفيمالحلابمالدؾاذرمظؾؼقؿةممxإذامطاغتم )xتؽقنمزاػرة،موطـؿقفةمم

معػقدةمفيمعـؾمػذهمالحاظةمغعطلماظعلاضةالأتقة:

12( 1)
( 1) 2 ; 0 1,

xx xx x x e e



 
      

اظؽؾيرةمبدرجةمطاصقةمؼؽقنمممxوظؼقؿم
12( 1)

1
x

e




موبذظؽمنحصؾمسؾلممم

( 1) ! 2 x xx x x x e     

 

 Sterling's formمموػذهماظصقغةمتلؿلمصقغةمدتراظـج
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مماظبرػان:مم

ln
( 1)

0 0

x t tx tx t e dt e dt
 

      

lnxوحقثمأنماظداظةم t tلهامضقؿةمسظؿلمغلؾقةمسـدعاممx tمباظؿعقؼضمم،t x u منحصؾمسؾلممم

ln( )
( 1)

ln( )

ln ln(1 )

ln(1 )

x x u uxx e e du

x

x x u uxe e du

x

ux x x u
x xe e du

x

ux u
x x xx e e du

x


    




  



   
 



  
 



 

موحقثمأنم

2 31 1
ln(1 ) ( ) ( ) ...

2 3

u u u u

x x x x
      

مصأغـامندمأنم

2 3
...

2 3( 1)

2 3
...

2 3

u u
x x x xx x e e du

x

v u
x x xx e x e dv

x

     


  
 



 

م:الاتلاظؽؾيرةمبدرجةمطاصقةمؼؽقنمظدؼـاممxوظؼقؿم

 

2

2( 1)
v

x xx x e x e dv


   


 

مصؾمسؾلم(منح1.15وعـماظعلاضةم)

م
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2

2( 1)

2

v
x xx x e x e dv

x xx x e


   





 

! 2

1
2! 2

! 2 ( )

1
2! 2 ( )

! ( 1)( 2)...3.2.1

ln ! ln ln( 1) ln( 2) ...

ln ! ln (ln )

x xx x x e

x
xx x e

x xx x
e

xx
x e

e

Or

x x x x

x x x x

x x x x O x









 









  

     

  

 

مأعــؾـة:

م-الأتقة:ممؼقؿاظأوجدم

5 3 3 3 1 1
( ) ( ) . ( )

32 2 2 2 2 2( )
1 1 1 4

( ) ( ) ( )
2 2 2

7 5 5 5 3 3 5 3 1 1 15
( ) ( ) ( ) . ( ) . . ( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 8

i

ii 

  

  

  

       

 

3

7 5 4 1 1 2 2 4 2 1 2
( ) ( ) ( ) . ( ) . ( ) . . ( ). ( )

3 3 3 3 3 3 3 9 3 3 3

1 2 2
( ) (1 ) ( ). ( )

sin 3 3 sin 3

7 5 16 3
( ) ( )
3 3 81

iii

x x
x 

  





   
          

   

       

  

 

م
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2
5 1

( ) ( ) ( )
6 3

iv
 

  
 

 

بقضعمم1الخاصقةممبادؿكدام
1

3
x منحصؾمسؾلمم

1
32 2 1 5

3 3 6

1
231 2 2 1 5

3 3 3 6

1 2
1 532
3 6sin

3












     
        
     



        
            
        


    

      
    

 

1 2
2 1 532

3 63

2 35 1 32 2
6 3 3







    

      
    

    
       

    
 

مأحلبمضقؿماظؿؽاعلاتمالأتقة:

23 3

2
13
2

4 3 2

0 0 0 0

31 1

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) 2

1
( ) ( ) ln ( ) ( ) tan

ln

tt t t

y

i t e dt ii t e dt iii t e dt iv dt

dt
v vi dt vii e dy viii d

tt



 





   

  


 
 

  

   

   

 

م

(م1.4(مبأدؿكدامماظعلاضةم)i)م-الحـؾ:

منحصؾمسؾلمم7والخاصقة

م

م

م

4

0

(5) 4 24tt e dt
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(ii(مبأدؿكدامماظعلاضةم)موبقضعم1.14)2t xمنحصؾمسؾلم

 
3 2

4

0

1 1 6 3
(4) 3

2 16 16 8

tt e dt



      
 

(iii(مبأدؿكدامماظعلاضةم)موبقضعم1.4)
3t uمصأنمم

2 2 2 31 1
3

3 3
t dt du dt t du dt u du       

3 1 6 2 3

0 0

1 2

0

1

3

1 1 1 1
( )

3 3 2 3 3

t u

u

t e dt u e u du

u e du




 

  



 



    

 



 

(iv)م

 
223 23

ln 2 (3ln 2)

0 0 0

2
t t

tdt e dt e dt


  


     

بقضعم
23ln 2 ,a at z 2صأنمممat dt dzمؼصؾحماظؿؽاعؾمفيماظصقرةم

1 2

0

1 1 1
. ( )

22 2

1 1

22

zz e dz
a a

aa






   

 



 

23

0

1 1
2

2 2 3ln 2

t

dt
a

 


    

(vمبػرضم)ln , ut u t e    منحصؾمسؾلم

1

1 2

0 0ln

udt
u e du

t
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(viمب)مقضع
1

lnt du
u e t dt

u u

     منحصؾمسؾلم(مم1.4فيماظؿؽاعؾم)م

10 1

1

1 0

1 1
( ) (ln ) ln

x

x du
x u du

u u u



  
     

 
   

موبؿطؾقؼماظعلاضةماظلابؼةمندمأنم

م

مم

(viiمبقضعم)

1 11 1 x
xxt y t y dt y dy

x

 

    عـماظـقعماظـاغلمندممتؽاعؾمأوؼؾرفيمم

مأن

 
1 1 1 1

1

1
1

0 0

0

1
( ) .

1

x x x

x

x
t x y

y

x e t dt e y y dy
x

e dy
x

 
 


  





  



 


 

1

0

( 1) ( )
xyx x x e dy



        

موبؿطؾقؼماظعلاضةماظلابؼةمندمأنم

3

0

3 (3) 6
y

e dy




    

(viiiمبأدؿكداممالخاصقةم)منحصؾمسؾلمم7والخاصقةمم6

31

0

1
ln (4) 3 6dt

t
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2 2
1 1 1
2 2 2

0 0

tan sin cos

1 1
( ) ( )

12 2

2 (1) 2 2sin( )
4

d d

 

    

 





 

  


 

 م

م Beta Function بقؿامداظةم

)تعرفمداظةمبقؿا،موؼرعزملهامباظرعزم , )B x yسؾلمأغفاماظؿؽاعؾمالدعؿؾممم

1
11( , ) (1 ) ; 0, 0 (1.18)

0

yxB x y t t dt x y
   

م(Euler integral of the first kind)ؽاعؾمأوؼؾرمعـماظـقعمالأولمتم–واظذيمؼعرفمأؼضاًم

مممProperties of Beta Functionخصائصمداظةمبقؿام

ممخاصقةماظؿؿاثؾم:7الخاصقة

( , ) ( , )B x y B y x  

1بقضعمماظبرػان:مم t z م(منحصؾمسؾلم1.18فيم)م

م

0

1 1

1

1

1 1

0

( , ) (1 )

(1 ) ( , )

x y

y x

B x y z z dz

z z dy B y x

 

 

  

  




 

متعرفمداظةمبقؿامعـمخلالماظدوالمالدـؾـقةمفيماظشؽؾمم:7الخاصقة

2

2 1 2 1

0

( , ) 2 sin cosx yB x y d



      

2sintاظؿعقؼضممغلؿكدممػان:مماظبر مصـفدمأنممم

 م

2
2sin cos , : 0dt d        
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مالأتل:م(مإظل1.18وتؿققلمداظةمبقؿامفيم)

   
2

1 1
2 2

0

( , ) sin cos .2sin cos
x y

B x y d



    
 

   

2

2 1 2 1

0

( , ) 2 sin cos (1.19)x yB x y d



      

ماظعلاضةمبينمداظةمجاعاموداظةمبقؿاميمؽـموضعفامفيماظشؽؾم:1الخاصقة

( ) ( )
( , ) ; 0, 0.

( )

x y
B x y x y

x y

 
  
   

م(مندمأنم1.19ظداظةمجاعامواظعلاضةم)م6بأدؿكداممالخاصقةمماظبرػان:مم

   

 

2 2 12 1cos sin ; 0, 0.
2

0

2
2 12 12 sin cos ( , )

0

x yyx d x y
x y

yx d B x y



  


  

     
 

 

 

 

( ) ( )
( , ) ; 0, 0. (1.20)

( )

x y
B x y x y

x y

 
   

 
 

معـمػذهمالخاصقةمغلؿـؿجمأنم

1 1
( ) (1,1) 1, ( ) ( , )

2 2
i B ii B    

متعرفمداظةمبقؿامفيمذؽؾمآخرمػقم:4الخاصقة

1

0

( , )
(1 )

x

x y

u
B x y du

u

 




  

اظؿعقؼضاتمممبادؿكدامماظبرػان:مم
1

, :0
21 (1 )

du
t dt u

u u
    

 
م
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مظلإفيمداظةمبقؿامصؿؿققلم

م

م

م

م

م

م

مم:7الخاصقة

( , 1) ( 1, ) ( , )
( )

( ) ( , 1) ( 1, ) ( , )

( 1)!
( ) ( , ) ; 0

( 1)( 2)...( 1)

( ) ( , 1) ( , ) ( 1, ) ( 2, ) ...

B x y B x y B x y
i

y x x y

ii B x y B x y B x y

n
iii B p n n

p p p p n

iv B x y B x y B x y B x y

 
 



   


 

   

      

 

مندمأنم1بأدؿكداممالخاصقةمم(مi)اظبرػان:مم

م

( , 1) ( 1) ( )

( 1)

( ) ( )

( ) ( )

B x y y x

y y x y

y y x

y x y x y

   


  

 


  

 

م

( , 1) ( , )
(1.21)

B x y B x y

y x y


 


 

مبالدـؾمنحصؾمسؾلم

   

 

10 1
( , ) .

1 211 1

1

10

y
u du

B x y
x uu u

y
u du

x y
u
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( 1, ) ( ) ( 1)

( 1)

( ) ( )

( ) ( )

B x y x x

x x x y

x x y

x x y x y

   


  

 


  

 

م

( 1, ) ( , )
(1.22)

B x y B x y

x x y


 


 

م(مؼـؿجمالدطؾقب1.22(موم)1.21عـماظعلاضةم)

(iiممبأدؿكدامماظعلاضاتم)مندمأنم(1.22(موم)1.21)م

( , ) ( , )
( 1, ) ( , 1) ( , )

y B x y x B x y
B x y B x y B x y

x y x y
     

 
 

(iiiممبؿطؾقؼماظعلاضةم)مندمأنم(1.20)م

( ) ( )
( , ) ; 0

( )

( ) ( 1)!

( 1) ( 1)

( ) ( 1)!

( 1) ( 2)...( 1) ( )

p n
B p n n

p n

p n

p n p n

p n

p n p n p p p

 
 

 

 


    

 


     

 

( 1)!
( , )

( 1)...( 2) ( 1)

n
B p n

p p p n p n


 

    
 

(ivمم)م

1
21( , 1) (1 ) (1.23)

0

yxB x y t t dt
    

مغظرؼةمذاتمالحدؼـمغلاحظمالأتلموبادؿكدام

مم

م

م

م

1 2(1 ) 1 .... (1.24)t t t    



ممممممممممممممممممممممممممممممممممممماظػصؾمالاولممم

23 
 

م(منحصؾمسؾل1.23(مفيم)1.24عـم)

2

1
11 1( , 1) (1 ) (1 )

0

1
11(1 ) (1 ...)

0

1 1
1 11(1 ) (1 ) ...

0 0

( , ) ( 1, ) ( 2, ) ...

yxB x y t t t dt

yxt t t t dt

y yx xt t dt t t dt

B x y B x y B x y

    

    

      

     

مأعــؾــةمم

مأحلبمضقؿماظؿؽاعلاتمالأتقة:

3
2

2 21

4 3 6 7 8

0 0 0

1 2 2
4 2 2

4
0 0 0

2

7
20 0

( ) (1 ) ( ) sin cos ( ) cos

( ) ( ) ( )
21

2
2 1(sin )

0( ) sin ( ) ( )
2(1 )

2 1(sin )

0

a

i x x dx ii d iii d

dt t
iv v dt vi y a y dy

tt

d
x

vii d viii dx ix
x

d

 



    


 

 


 
















  

  

 

 

مالحـؾ:

م

م

م

1

4 3

0

(5) (4) 4 3 1
( ) (1 ) (5,4)

(9) 8 280
i x x dx B
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2

6 7

0

1 7
( ) sin cos ( , 4)

2 2

7
( ). (4)

1 162
152 3003

( )
2

ii d B



   

 

 





 

2

8

0

1 9
( ) ( )

1 1052 2( ) cos
2 (5) 768

iii d




 
 

 
  

3
1 1 41 1 1 1 4( ) ( , );

4 4 4 24 10 01

1 1 1
( ) ( ) ( )

1 4 2 4
3 34 4

( ) ( )
4 4

dt u du
iv B t u

ut





   


  

 

 

 

2 12 2

0 0

( ) 4 2 ; 2
2 1

1
(3) ( )

1 64 224 2 (3, ) 4 2
72 15

( )
2

t u
v dt du t u

t u

B

 
 

 

  



 

 

3 1
2 2

6
4 2 2 2 2

0 0

6 6 6

( ) (1 ) ;
2

5 3( ) ( )
2 25 3( , ) .

2 22 2 (4) 32

a a
a

vi y a y dy z z dz y a z

a a a
B
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1
2 1 41 2( ) sin ; sin

2 10 0

3 31( ) ( ) ( )1 4 2 43 1( , ) 2 1.198
4 2 5 12 ( )2 ( )

44

u du
vii d u

u

B


  





  


  
   



 

3
2

1

0

7
20

( ) ( , )
(1 )

5 (2.5) (1) 1
( ,1) 0.4

(1 ) 2 (3.5) 2.5

p

p q

u
viii B p q du

u

x
dx B

x

 








 
    

 



  

sinغػرضمأنم(مix)م z مصأنم

1
2

2 2

2

2

cos 1 sin 1

(1 ) , 0 0, 1

dz d d z d

d z dz z z

    

  


    

        
 

م

1
2

1
2

2

2

2 1
2 1 2 1(sin ) (1 )

0 0
2 1

2 12 1 (1 )(sin )

00

d z z dz

z z dzd


 


 





   

 

 

 

بقضعم
1

22 1

2
z t z t dz t dt


    مندمأنم

1 1 1 11 1 12 1 2 2 12 2 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( )
2

0 0
1 1 1 11 1 12 1 2 2 12 2 2 2(1 ) ( ) (1 ) ( )

2
0 0

2 21 1 11 1 1
22 2 2 2(1 ) (1 )

0 0
1 1 21 11 1 1( 2 2)2 2 2 2(1 ) (1 )

0 0

z z dz t t t dt

z z dz t t t dt

t t dt t t dt

t t dt t t dt
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مأنحقثممععمداظةمبقؿاوذظؽمبمؼارغةمالأدسم

1

1 1
1 1 1

12 2

2 21 1
2 1 12 2

(1 ) (1 ) (1 )
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y

t t t

t t t
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2 21 11 1 1 ( , )
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0

2 2 2 1 2 2 2 11( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2. .

2 3 2 2 3 21( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

2 2 22 1 2 1( 1) ( )( ) ( ) 22 2 2 2 2. .
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2 2 2 2 2

t t dt
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م(7)مارؼــتم

 أحلبماظؿؽاعلاتمالأتقة: .1

 

2 21

7 8 4 4

0 0 0

1 1

3

43
0 0 0

3 2 1

3 3 8

0 0 0

( ) (1 ) ( ) sin cos ( )
cos

( ) ( ) (1 ) ( )
11

( ) 27 ( )  sin          ( )
ln 1

d
i x x dx ii d iii

dx dt
iv v x x dx vi

tx

dx
vii x x dx viii d ix

x x

 




  



 










  

  

  

 

 ظؿؽاعلاتمالأتقة:صقةمامهؼؼمعـ .2

2

21

0 0

1 21.3.5.............( 1)
.

32.4.6........ 2
2.4.6..........( 1)

2
1.3.5.........0 0

0

1
( )

( ) ( ) tan sec , 1
1 1 2 21 ( )

2

16 3
( ) ( ) (8 )
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1
( ) sec 2

4 2

n

nn
n even

n
n

n odd
n

n dx nni ii x dx n
x

n

x dx
iii iv x x dx

x

v d







 





 







  
  


  

 



 

 


1

2

0

1
( ) ( )
4 1 sin

nx
vii dx
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بأدؿكداممصقغةمأوؼؾرمعـماظـقعمم7ومالخاصقةمم6ظداظةمجاعامبأدؿكداممالخاصقةممم7أثؾتمالخاصقةم .3

مالأولمظداظةمجاعامأثؾتمضاسدةماظؿضعقػمظداظةمجاعام

مسبرمسـماظؿؽاعلاتمالأتقةمبدلاظةمداظةمبقؿا .4

1 1 1 1(i) (b x) (x a) ; b a, m 0, n 0. (ii) (a x) (a x)

b a

m n m n

a a

dx dx   



         

مأثؾتمان .5
2{ ( )}

( , 1)
2 (2 )

n
B n n

n


 


 ثؿمادؿـؿجمأنم

2
1
4

2

3 2

0

1
{ ( )}

1 1 4( ) cos
sin sin 2
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1 2

1 2

... n

n

dx dx dx dz

x x x k z
     

ذيمؽنذحؾفاذسؾيذاظصورةذ

1 2 1
1 2 1, ,..., ,n

n nk

n n n n

x x x z
c c c c

x x x x


     

اظعاموباظتاظيذصإنذالحلذ
 
zذةذنذددذعنذالدعادظةذعادظةذالأصؾقؾؿظ

1 2 1, ,..., , 0n

k

n n n n

x x x z

x x x x
 
 

 
 

 

ذوعـفاذردذأنذ

1 2 1, ,...,k n
n

n n n

x x x
z x

x x x
 
 

  
 

 

ذ.kداظةذعتجاغدةذعنذدرجةذوػذه

ذ(ذ:ذأوجدذالحلذاظعامذظؾؿعادظةذ9عثالذ)

1 2 3

1
z z z

x x x

  
  

  
 

2ثمذأوجدذالحلذالخاصذإذاذطانذذ

2 1 2 0x x x 0سـدعاذذذz .ذ

ذالحلذ:ذالدعادلاتذالدداسدةذلهذهذالدعادظةذػيذ

31 2

1 1 1 1

dxdx dx dz
  


 

ذواضحذأغهذعنذاظـدبةذاظرابعةذوطلاذعنذاظـدبذاظثلاثذالأولىذيمؽنذالحصولذسؾيذذ

1إحدىذاظـدبذ

0

dx dz
ذ

1

1 1

0

(1)

dx dz

x z c

 

 
 

ذبالدثلذ:

2 2

3 3

(2)

(3)

z x c

z x c

 

 
 

ذظؾؿعادظةذنذددذعنذالدعادظةذذzذالحلذاظعام

 1 2 3, , 0F x z z x z x     

ذ

Fحقثذ
ذ

ذذ.داظةذاختقارؼة

1لإندادذالحلذالخاصذنختارذاظثوابتذ 2 3, ,c c c2ذبحقثذزؼقذاظشرطذذ

2 1 30, 0z x x x  ذ.ذ

0zسـدعاذ ذردذأنذذذ

1 1 2 2 3 3, ,c x c x c x      

2اظتعوؼضذفيذالدعادظةذب

2 1 3 0x x x 2ردذأنذذذذ

2 1 3 0c c c ذ

1ذباظتعوؼضذسنذ 2 3, ,c c cذصلذسؾيذالحلذاظـفائيذنحذ(3(،ذ)2(،ذ)1)ذعنذاظعلاضاتذذ
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2

2 1 3 0z x x z z x      

ذحلذالدعادظةذاظتػاضؾقةذذ(ذ11عثالذ)

1 1 2 2 3 3 1 2 3x p x p x p x x x    

ذالحلذ:

ذالدعادلاتذالدداسدةذػيذ

31 2

1 2 3 1 2 3

dxdx dx dz

x x x x x x
    

1عنذاظـدبتينذالأوظيذوذاظثاغقةذنحصلذسؾيذ
1

2

x
c

x
2ذطذظكذعنذاظـدبتينذاظثاغقةذوذاظثاظثةذؼؽونذ،ذ

2

3

x
c

x
ذ

2وذبضربذاظـدبةذالأوظيذفيذ 3x x1اظثاغقةذفيذوذ 3x x1وذاظثاظثةذفيذذ 2x x3وذاظرابعةذفيذذذوذالجؿعذنحصلذسؾيذذ

2إحدىذاظـدبذ 3 1 1 3 2 1 2 3 3

0

x x dx x x dx x x dx dz  
ذ

ذوذعـفاذؼؽون

ذ 1 2 3 33x x x z c   

ذيمؽنذأنذنذددذعنذالدعادظةذذظؾؿعادظةذالأصؾقةذذذzذذالحلذاظعاموذ

1 2
1 2 3

2 3

, , 0
x x

x x x z
x x


 

  
 

 

ذاظصورةذذذذسؾيعـفاذؼؽونذالحلذاظعامذذوتقارؼةذداظةذاخذحقثذ

ذ 1 2
1 2 3

2 3

,
x x

z x x x
x x


 

   
 

 

ذالحلذاظعامذظؾؿعادظةذاظتػاضؾقةذذأوجد(ذذ11عثالذ)

     2 3 1 3 1 2 1 2 3

1 2 3

z z z
x x z x x z x x z x x x

x x x

  
          

  
 

3ثمذأوجدذالحلذالخاصذإذاذطانذ 3 3

1 2 3 1x x x  0سـدعاذذذz ذ

ذالحلذ:

ذذداسدةالدعادلاتذالد

ذ 31 2

2 3 1 3 1 2 1 2 3

dxdx dx dz

x x z x x z x x z x x x
  

       
 

ذبالجؿعذنحصلذسؾيذ

إحدىذاظـدبذ
 
1 2 3

1 2 33

dx dx dx dz

x x x z

  


  
ذ

ذوجمعفاذععذاظـدبةذاظرابعةذنحصلذسؾيذذ1ذوبضربذاظـدبةذالأولذفيذ

1إحدىذاظـدبذ

1( )

dz dx

z x
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1 2 3 1

1 2 3 13 ( )

dx dx dx dz dz dx

x x x z z x
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ذبـػسذاظطرؼؼةذنحصلذسؾيذ

  

  

1/3

2 1 2 3 2

1/3

3 1 2 3 3

(2)

(3)

z x x x x z c

z x x x x z c

    

    
 

ذاظضؿـقةذذظداظةؽنذإندادذالحلذاظعامذعنذايم(ذ3(،ذ)2(،ذ)1)ذعن

         1/3 1/3 1/3

1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3, , 0F z x x x x z z x x x x z z x x x x z            

ذ.داظةذاختقارؼةذFحقث

1ذلإندادذالحلذالخاصذنختارذاظثوابت 2 3, ,c c c 3حؼقذاظشرطذذتبحقثذؼ 3 3

1 2 3 1x x x  0سـدعاذذz ذ.ذ

0zسـدعاذذ ذردذأنذذ

 

 

 

1/3

1 1 1 2 3

1/3

2 2 1 2 3

1/3

3 3 1 2 3

c x x x x

c x x x x

c x x x x

   

   

   

 

ذعـفاذؼؽونذذ

 
4/3

1 2 3 1 2 3 (4)c c c x x x       

1ذوبجؿعذعؽعباتذاظثوابتذ 2 3, ,c c c
ذ

ذردذأنذ

    3 3 3 3 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 (5)c c c x x x x x x x x x             

ذؼـتجذأنذذذ(5(،ذ)4)ذعن

   
43 3 3 3

1 2 3 1 2 3c c c c c c       

1ذباظتعوؼضذفيذػذهذاظعلاضةذسن 2 3, ,c c cذردذأنذذذ(3(،ذ)2(،ذ)1)ذعنذاظعلاضاتذذذ

  

       

3
1/3

1 2 3 1 2 3

4
3 3 3

1 2 3 1 2 3

3z x x x x x x z

z x z x z x x x x z

      
 

          
 

 

ذلدعادظةذوعـفاذردذأنذالحلذالخاصذالدطؾوبذؼتحددذعنذا

         
4

3 3 3 3 3

1 2 3 1 2 3 1 2 33x x x z x x x z z x z x z x            
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ذ
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ذ(2) جمارين

0pzأوجدذالحلذاظعامذظؾؿعادظةذاظتػاضؾقةذ .1 x ذ 

ثمذأوجدذالحلذالخاصذاظذيذيمرذبالدـحنيذ
2 2

1, 0
x y

z
a b

   حقثذ,a bذ.ثوابتذعطؾؼةذ

1pأوجدذالحلذاظعامذظؾؿعادظةذاظتػاضؾقةذذذذ .2 q ذ 

2إذاذطاغتذاظعلاضةذذثمذأوجدذالحلذالخاصذ 2 4x y 0تتحؼقذسـدعاذذذz .ذ

xpحلذالدعادظةذاظتػاضؾقةذذ .3 yq z ذذذ 

2وسـدعاذؼؽونذذذ 2 23 , 1x y x y z  ذذ.أوجدذالحلذالخاصذ

ذأوجدذحلذالدعادظةذذذ .4   y z p x z q x y    ذ

ذأوجدذالحلذاظعامذظؾؿعادظةذ .5   
22p q z z x y   ذ

xpذجراغجذدظةذالدخروطذاظتيذزؼقذععادظةذلاأوجدذععاذ .6 yq z ويمرذبالدـحنيذ 

2 2 21, 1x y z x y z       

 :ذأوجدذالحلذاظعامذظؽلذعنذالدعادلاتذاظتػاضؾقةذالآتقةذ .7

 

1 1 2 2 3 3 4 4

2 3 1 1 3 2 1 2 3 1 2 3

1/2

1 2 3 1 2 3

1 1 2 1 2 3 1 2 3

( ) 2 3 4 0

( ) 0

( ) 1 3

( )

i x p x p x p x p

ii x x p x x p x x p x x x

iii p p p z x x x

iv p x p x x p x x x z

   

   

       
 

  

 


