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 ثىذجح ثلأٗه

 رؾ١ًٍ اٌّزغٙبد
 

 ٍقدٍز عِ ثىَضؾٖجس :
 

فييٜ مغٞييس ٍييِ فييسٗة ثىسٝجػييز ثىضاذٞقٞييز اٗ ثىاذٞعٞييز ثىْسسٝييز عْييدٍج ّييدزض  ييجٕسر ؽذٞعٞييز ٍييج 

ٔ ٍييِ ثلأّعييخ ثظييضفدثً ٍلٖييً٘ ثىَضؾٖييجس عْييد ثىظييٞج ز ثىسٝجػييٞز دزثظييز زٝجػييٞز ّؾييد اّيي

قذيو ثىدزثظيز ثىسٝجػيٞز لأٛ  يجٕسر اُ ىيْسسٝجس ثىضيٜ صيضقنٌ فيٜ ثىسيجٕسرل ىيرىل ٝؾيدز دْيج اٗ  

ضْج فييٜ ثىَعييضقذول ٗظيي٘  ّؼييٞب دعييغ ثىَعيٍ٘ييجس ثىَضعيقييز دجىَضؾٖييجس ثىضييٜ صلٞييد فييٜ دزثظيي

ٌ دؾذس ثىَضؾٖجس ٍغو ثىؾَع ٗثىاسؿ ٗفجطو ثىؼسح ثىقٞجظٜ ٗث صؾجٕٜ ىَضؾِٖٞ ّلضسع ثىعي

  ٗفجطو ثىؼسح ثىغلاعٜ ثىقٞجظٜ ٗث صؾجٕٜ ثىغلاعٜ ىغلاط ٍضؾٖجسل

 

 َشضقز ثىضلجػيٞز ثىعجدٝز ىَضؾٔ دثىز فٜ ٍضغٞس قٞجظٜ :ثى
 

ّلييسع اُ  uRR


  ٍٜضؾيئ دثىييز فييٜ ثىَضغٞييس ثىقٞجظييu  ُٗثkRjRiRR

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  ُ٘فضنيي

 ل uٍسمذجصٔ اٝؼج دٗثه فٜ 
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 ق٘ثعد ثىضلجػو ثىعجدٛ دفظ٘ص صلجػو ٍؾَ٘ة اٗ ػسح امغس ٍِ دثىز ٍضؾٖٔلٗصْاذق ْٕج 
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 ثىَشضقز ثىضلجػيٞز ثىؾصةٞز ىَضؾٔ دثىز فٜ امغس ٍِ ٍضغٞس قٞجظٜ :

 

إذث مجُ  zyxAA ,,


  دثىز ٍضؾٖٔ فٜ ثىَضغٞسثس ثىقٞجظٞز zyx  فجُ : ,,
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 ٗدجىَغو ىذقٞز ثىَضغٞسثس ثىقٞجظٞزل ٗصْاذق ْٕج اٝؼج ق٘ثعد ثىضلجػو ثىَعسٗفزل
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إذث صغٞسس  مرىل zyx دجىَقجدٝس  ,, dzdydx عيٜ ثىضسصٞخ فيجُ ثىضغٞيس ثىيرٛ ْٝشي  فيٜ ثىدثىيز  ,,

Aثىَضؾٖٔ 


 ٝضعِٞ ٍِ : 
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( اٗ ) ّيجدلا  ) ّجدلا ( ٍٗٞيو ثىدثىيز ثىقٞجظيٞز   ٜثىَؤعس ثىضلجػيٜ ث صؾجٕ -1

 : اٗ ثّقدثز  صدزػ 
 

دثىز فٜ  إّٖجدثىز قٞجظٞز فٜ ثىَ٘ػع دَعْٜ  إذث مجّش  zyx ّقايز فيٜ ٕيرث  إفدثعٞجسٌٕٗ  ,,

 اُثىلسثغ اٛ  zyx ,, فئذث صغٞسس إفدثعٞجس ثىْقاز دجىَقجدٝس dzdydx  فجُ : ,,
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 : جد ٍلن٘ك ثىاس  ثلأٝعس دجظضفدثً ٍلن٘ك صٞي٘زدئٝؾ
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 ٗدئَٕجه ثىنَٞجس ثىظغٞسر ٍِ ثىدزؽز ثىغجّٞز :

 

)2.........(..............................,.........dz
z

dy
y

dx
x

d
















 

 

 َٝنِ مضجدضٖج مقجطو ػسح قٞجظٜ ىَضؾِٖٞ : )2(ثىَعجدىز 
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kثىَضؾٔ ثلأٗه 
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 اٛ : ) ّجدلا (ثىنَٞز دثخو ثىق٘ض ٕٜ ٍؤعس صلجػيٜ ثصؾجٕٜ ّسٍص ىٔ دجىسٍص 
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 ٗدجىضع٘ٝغ عِ ثىق٘ض ثىعجدق ّعضاٞع مضجدضٔ فٜ ثىظ٘زر :
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  gradاٗ اٗ صييدزػ  ٗصعييَٜ اٝؼييج ٍٞييو  ٕٗييٜ دثىييز ٍضؾٖيئ فييٜ ثىَ٘ػييع ٗصقييسا ّييجدلا 

kdzjdyidxل ثىَضؾٔ ثىغجّٜ gradientثخضظجز ىنيَز 
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 ٞقز ثىضغٞس ثىرٛ ّشي  فيٜ ٕ٘ فٜ ثىقق
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 فٜ ط٘زر دعٞاز مجٟصٜ : ّعضاٞع درىل مضجدز ثىضغٞس فٜ ثىدثىز ثىقٞجظٞز 
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 ٍيق٘ ز :
 

ٗفٞيظ اُ ثمذيس قَٞييز ىَسمذيز ) اٗ ٍعيقؾ ( ٍضؾيئ ٍيج ٕيي٘ ٍقيدثز ثىَضؾئ ّلعيئ فيَٞنِ ثىقيي٘ه اُ 

، اٛ اُ  ٕيي٘ ثصؾييجٓ ثمذيس ٍعييده صغٞييس ىيدثىييز ثصؾيجٓ ثىَضؾيئ 
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d
ٝنيُ٘ ثمذييس ٍييج َٝنييِ إذث   

eّش مج

 لفٜ ثصؾجٓ  

 

 (:1ٍغجه)
 

ٝنُ٘ ٍضؾٔ عَ٘دٛ عيٜ ثىعاـ  ثعذش اُ    Czyx ,,  فٞظC عجدشل 
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 اٛ اُ :
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 َٝنِ ثخر ّضٞؾز ٕرث ثىَغجه مقجعدر فٜ فو ثىضَجزِٝل 
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Aعد ثىدثىز ث صؾجٕٞز صذج -2
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 ثىذجح ثىغجّٚ

 
 

 

 : Cثىضنجٍو ثىفاٜ ف٘ه ٍْقْٜ  -1
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Aٝعَٜ دجىضنجٍو ثىفاٜ ىيَضؾٔ 


ٍِ ثىْقاز  
1

p از إىٜ ثىْق

2
p  ٜعيييييٜ ثىَْقْييييC ُل إذث مييييجC  ٍُْقْييييٜ ٍقلييييو فييييج

 

C
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، ثىضنجٍييو  Cٕيي٘ ثىضنجٍييو ثىفاييٜ فيي٘ه ثىَْقْييٜ  

Aف٘ه ثىَْقْٜ ثىَقلو ٝعَٜ دجىيب ىيَضؾٔ 


 ل
 

 

 : Sثىضنجٍو ثىعاقٜ عيٜ ظاـ  -2
 

ىيئ ؽجّذييجُ ) مَييج دجىشيينو (  Sإذث مييجُ ىييدْٝج ظيياـ ٍقلييو 

ّٗ خييير ثىؾجّيييخ ثىيييرٛ ٝنيييُ٘ ّقييي٘ ثىفيييجزػ ٕييي٘ ثىؾجّيييخ 

ثىَ٘ؽيييخ ٗثىؾجّيييخ ثٟخيييس ٕييي٘ ثىؾجّيييخ ثىعيييجىخل إذث ميييجُ 

nثىَضؾٔ 

ٍضؾٔ ٗفدر عَ٘دٛ عييٜ ثىؾجّيخ ثىَ٘ؽيخ  ٕ٘ 
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دٗثه ٍعسفييز ٍٗضظيييز عْييد ؽَٞييع ّقييؾ  A  ،ٗإذث مييجُ 

ٜ عييٜ ثىعياـ فيجُ طي٘ز ٍيِ ثىضنجٍيو ثىعياق Sثىعاـ 

: ٜٕ 
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 : Vثىضنجٍو ثىقؾَٜ عيٜ فؾٌ  -3
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
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                             

s

dsnA

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 : دِٞ اُ xyعيٜ ثىَعض٘ٛ  Rىٔ ثلإظقجؽ  Sعاـ ٗدجفضسثع اُ ثى
 






Rs kn

dxdy
nAdsnA 


 

 

 ٍِ ثىضعسٝب ثىعجدق ل ٝنُ٘ ثىضنجٍو ثىعاقٜ ٕ٘ ّٖجٝز ثىَؾَ٘ة

 

)1.(,.........

1






M

P

Pp
SnA


 

 ٍعييييقؾ
p

S ٛ٘عيييييٜ ثىَعييييض xy  ُ٘ٝنيييي  kSn
Pp


  ٗا 

Pp
Skn 


ٗثىييييرٛ ٝعييييجٗٛ  

pp
yx   ُفٞظ ا

kn

yx
S

p

pp

P 



  فٜ ثىظ٘زر : )1(ىرث صظذـ ثىَعجدىز 


 




M

P
p

pp

p

kn

yx
nA

1

)2.(,.........


 

 

M  ،0ّٖجٝييز ٕييرث ثىَؾَيي٘ة ثىييرٛ فٞيئ ٍييِ ٍذييجدا ّسسٝييجس فعييجح ثىضنجٍييو 
P

x     ،

0
P

y : ُ٘فٞن 

 






R kn

dxdy
nA 


 

 

 ٗدجىضجىٜ ٝنُ٘ :
 






Rs kn

dxdy
nAdsnA 


 

 

 لٕٜٗ ثىْضٞؾز ثىَاي٘دز

 

   ّسسٝز ؽجٗض ) ّسسٝز ثىضذجعد ( :
  

Aٗصيْض عييٜ ثّئ إذث مجّيش  ٗديجىعنط ل آخيس فؾَيٜ إىيٜضنجٍو ثىعاقٜ ّسسٝز صق٘ه ثىٕٜٗ 


 
 دثىييز ٍضؾٖيئ فييٜ ثىَ٘ػييع zyx ّقييؾ ظيييز ٕييٜ ٍٗشييضقجصٖج ثىضلجػيييٞز عْييد مييو ٍعسفييز ٍٗض ,,

 ثىَقظ٘ز ددثخئ فجُ : Vٗثىقؾٌ  Sثىعاـ 

 

  

V s

sdnAdVA


 

 

 ثىذسٕجُ :
 

دقٞظ اُ خؾ ٍ٘ثش ىَقيجٗز  Sّلسع ظاـ ٍقلو 

فٜ امغس ٍِ ّقاضِٞ ٗٝقعيَٖج  Sثلإفدثعٞجس ٝقاع 

إىييٜ ؽييصاِٝ 
21

, SS  ٛ٘ؽييصع عييي
2

S  ُّٗلييسع ا

ٍعجدىضٔ  yxfz ,
2

 ٜٗؽصع ظلي
1

S  ُّٗلسع ا

ٍعجدىضيئ  yxfz ,
1

  ّٗسٍييص ىَعييقؾ ثىعيياـS 
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،  Rديجىسٍص  xyعيٜ ثىَعض٘ٛ 
2

n  ٍٜضؾئ ٗفيدر عَي٘دٛ عيي
2

S  ٝظيْع شثٗٝيز فيجدر
2

  ٍيع

kاٛ ٍيع ٍضؾئ ثى٘فيدر  zثىَق٘ز 


 ل 
1

n  ٍٜضؾئ ٗفيدر عَي٘دٛ عيي
1

S  ٝظيْع شثٗٝيز ٍْلسؽيز

فجدر 
1

  ٍعk


 دجعضذجز اُ : 

 

dxdydz
z

A

y

A

x

A
dVA

V V




























 

321


 

 ّعضذس ثىضنجٍو ثلأخٞس فٜ ثىؾجّخ ثلأَِٝ :

 

 

 

 
 

 

    

  
































 







RV

yxfz

yxfz

RV R

yxfz

yxfz

dxdyfyxAfyxAdxdydz
z

A

dydxzyxAdxdydz
z

A
dxdydz

z

A

1323

3

,

,3

,

,

33

,,,,

,,
2

1

2

1 

 

 

دجىْعذز ىيؾصع ثىعي٘ٛ 
2

S: 
 

ٍعقؾ عْظس ثىَعجفز 
2

ds  ٛ٘عيٜ ثىَعضxy ٗٝج :ٝنُ٘ ٍعج 

 

2222
dsnkdsCosdxdy


  

دجىْعذز ىيؾصع ثىعليٜ 
1

S: 
 

ٍعقؾ عْظس ثىَعجفز 
1

ds  ٛ٘عيٜ ثىَعضxy : ٝنُ٘ ٍعجٗٝج 

 

1111
dsnkdsCosdxdy


  

 

 

 

   
1132231323

11313

22323

12

1

2

,,,,

,,

,,

dsnkAdsnkAdydxfyxAdydxfyxA

dsnkAdydxfyxA

dsnkAdydxfyxA

ssRR

sR

sR



















 

 

 ٍِٗ عٌ :

 

 

SV

dsnkAdV
dz

dA
)1.(,.........

3

3


 

 

 لثٟخسٛعيٜ ٍقجٗز ثىَعض٘ٝجس  Sٗدجىَغو دئظقجؽ 
 









SV

SV

dsnjAdV
dy

dA

dsniAdV
dx

dA

)3.(,.........

)2.(,.........

2

2

1

1





 

 

 ّؾد اُ : )3,()2,()1(دؾَع ثىَعجد س 
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 

 




















V s

SV

sdnAdVA

dsnkAjAiAdV
dz

dA

dy

dA

dx

dA





321

321

 

 

 

 ّضجةؼ :
 

SVْقؾ دثىز قٞجظٞز فٜ ثىَ٘ػع ٍعسفز ٍٗضظيز عْد ثى إذث مجّش ( 1)  ثىعجدقز فجُ : ,

 

 

V s

sddV


 

 

 

 

 : ثلإعذجس
 

CAّلسع اُ  


   فٞظC


 ٍضؾٔ عجدش 

 

   

V s

dsnCdVC


 

 

 ٗىنِ

 

      0 CCCC


 

 

Cفٞظ 


 ٍضؾٔ عجدش 

 

 

 

C د خر


 خجزػ ثىضنجٍلاس 

 

  

V s

dsnCdVC


 

 

Cفٞظ اُ 


 ٍضؾٔ عجدش ثخضٞجزٛ  

 

 

V s

sddV


 

 

B( إذث مجّش 2)


SVدثىز ٍضؾٖٔ فٜ ثىَ٘ػع ٍعسفز ٍٗضظيز عْد ؽَٞع ّقؾ    ز فجُ :ثىعجدق ,

 

    

sV s

BsddsBndVB


 

 

 ثلإعذجس :

 

CBAّلسع اُ 


 فٞظ ِِC


 ٍضؾٔ عجدش ثخضٞجزٛ  

   

V s

dsnCdVC



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   

       

 

 

   

   BCCB

k
y

B

x

B
j

y

B

z

B
i

z

B

y

B
kCjCiCCB

y

B

x

B
C

y

B

z

B
C

z

B

y

B
CCB

z

B
C

z

B
C

y

B
C

y

B
C

x

B
C

x

B
CCB

CBCB
z

CBCB
y

CBCB
x

CCC

BBB

kji

CB

dsnCBdVCB

V s





















































































































































































































  

123123

321

12

3

31

2

23

1

2

1

1

2

1

3

3

1

3

2

2

3

122131132332

321

321
.

 

 ٗمرىل

 

   BnCCBn


 

   dsBnCdVBC

V s

  


 

 

Cٗد خر 


 خجزػ ثىضنجٍلاس  

 

   dsBnCdVBC

V s

  


 

 

C اُ فٞظٗ


 ٍضؾٔ عجدش ثخضٞجزٛ 

 

 dsBndVB

V s

  


 

  

 ّسسٝز ؽسِٝ : 
 

لأٛ دثىضِٞ قٞجظٞضِٞ فٜ ثىَ٘ػع  zyx vuَٕج  ,, SVٍعسفضِٞ ٍٗضظيضِٞ عْد ؽَٞع ّقؾ  , , 

 فجُ :

    

sV

sduvvudVuvvu
22 

 

 ثىذسٕجُ :

 

vuA  ّؼع فٜ ّسسٝز ؽجٗض 


 
 

   

 

    )1.(,.........

.,.........

2

2

 

 







V s

V s

sdvudVvuvu

vuvuvu

sdvudVvu






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uvAٗدجىَغو ّؼع فٜ ّسسٝز ؽجٗض   


 

 

   

 

    )2.(,.........

.,.........

2

2

 

 







V s

V s

sduvdVuvuv

uvuvuv

sduvdVuv







 

 

 ّؾد اُ : )1(ٍِ  )2(ٗداسؿ ٍعجدىز 
 

    

sV

sduvvudVuvvu
22  

 

 مضجدز ّسسٝز ؽسِٝ ثىعجدقز فٜ ثىظ٘زر :َٝنِ 

 

    

sV

sdnuvnvudVuvvu
22

 

 

 ٗاٝؼج َٝنِ مضجدضٖج فٜ ثىظ٘زر :

 

   


















sV

sd
n

u
v

n

v
udVuvvu

22
 

 

فٞظ اُ 
n

v

n

u








صسٍص ىيَشضقجس ثىضلجػيٞز ثىؾصةٞز فٜ ث صؾجٓ ثىعَ٘دٛ ّق٘ ثىفجزػ ىيعاـ  ,

S ثىَقلول 
 

 : ٍيق٘ ز
 

َٝنِ اُ صلٞد فٜ فجىز طع٘دز إؽسثع ثفد ثىضنجٍيِٞ ثىعاقٜ اٗ ثىقؾَٜ فَٞنِ  ّسسٝز ؽجٗض
 ظٖو فٜ إؽسثةٔلثلأد٘ثظاضٖج صق٘ٝو ثىضنجٍو ثىظعخ إىٜ آخس 

 

 ّسسٝز ؽسِٝ فٜ ثىَعض٘ٛ :
 

NMٗإذث مجّش  Cٍقددر دَْقْٜ ٍغيق دعٞؾ  xyٍْاقز فٜ ثىَعض٘ٛ  Rإذث مجّش  دٗثه  ,

 Rٍعسفز ٍٗضظيز ٕٜ ٍٗشضقجصٖج ثىضلجػيٞز فٜ ثىَْاقز 
 فجُ :

 dxdy
y

M

x

N
NdyMdx

C R

  





















 

 عقجزح ثىعجعز (لفٜ ث صؾجٓ ثىَ٘ؽخ ) عنط  Cفٞظ 

 

 ثىذسٕجُ :

 

ٍْقْييٜ ٍغيييق ىيئ ثىفجطييٞز اُ اٛ خييؾ ٍعييضقٌٞ  Cإذث مييجُ  

  فٜ ّقاضيِٞ عييٜ ثلأمغيسل Cٝ٘ثشٛ ٍقجٗز ثلإفدثعٞجس ٝقاع 

AEBBFAىييييييييييييضنِ ٍعييييييييييييجد س ثىَْقْٞييييييييييييجس  ٕييييييييييييٜ  ,

   xYyxYy
12

,  صٞخل إذث مجّش عيٜ ثىضسR  ٜٕ
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 ٝنُ٘ ىدْٝج : Cٍْاقز ٍقددر ح 

 

 

 

 
 

 

    

       

)1.(,.........

,,,,

,,,

2121

12

2

1

2

1



  

 













































CR

b

a

a

b

b

a

b

aR

b

a

xY

xY

b

ax

b

ax

xYy

xYyR

Mdxdxdy
y

M

dxYxMdxYxMdxYxMdxYxMdxdy
y

M

dxYxMYxMdxyxMdxdy
y

M
dxdy

y

M

 

 

FAEEBFٗدجىَغو ىضنِ ٍعجد س ثىَْقْٞجس  ,  ٜٕ   yXxyXx
12

,   عيٜ ثىضسصٞخل 

 

 

 

        

)2.(,.........

,,,,
2112

2

1



  













































CR

e

f

f

e

fy

ey

fy

ey

yXx

yXxR

Ndydxdy
x

N

dyyXNdyyXNdyyXNyXNdydx
x

N
dxdy

x

N

 

 ّقظو عيٜ : )2,()1(دؾَع ثىَعجدىضِٞ 

 

dxdy
y

M

x

N
NdyMdx

C R

  





















 

 
 

 ّسسٝز ظض٘مط:

 

Aمجّش  إذثآخس خاٜ ٗدجىعنط ل ٗصْض عيٜ ثّٔ  إىٜٕٜ ّسسٝز صق٘ه ثىضنجٍو ثىعاقٜ 


دثىز  
ٍضؾٖٔ فٜ ثىَ٘ػع  zyx ؽَٞع ّقؾ ثىعاـ  ٍعسفز ٍٗضظيز ٕٜ ٍٗشضقجصٖج ثىضلجػيٞز عْد ,,

 ثىرٛ ٝقد ) اٗ ٝقظس ( ٕرث ثىعاـ فجُ : Cٗثىَْقْٜ ثىَقلو   S ٞس ثىَقلو ) ثىَلض٘ؿ ( 

 

    dsnAsdArdA

sC s


   

 ثىذسٕجُ :

 

xyyzxzظاـ فٞظ اُ إظقجؽٔ عيٜ ثىَعيض٘ٝجس  Sّلسع  ,, 

 Sصنُ٘ ٍْجؽق ٍقدٗدر دَْقْٞجس دعيٞاز ٍغيقيز ّٗليسع اُ 

َٝنيييييِ صَغٞيٖيييييج دجىَعيييييجد س  yxfz ,  ٗا zygx ,  ٗا

 zxhy ,  فٞظhgf دٗثه ٍضظيز قجديز ىيضلجػو  دد اُ   ,,

 ّذِٞ اُ :

 

      

Css

rdAdsnkAjAiAdsnA


321

 

Cفٞظ 


 ل  ّعضذس اٗ  :Sٕٜ فدٗد ثىعاـ  
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  dsniA

s


 1

 

 فٞظ 

y

F

y

z

z

A

y

A

hence

k
y

A
j

z

A

A

zyx

kji

iA










































11

11

1

1
)3.(,.........

00







 

 

 صظذـ فٜ ثىظ٘زر : )3(ثىَعجدىز 

 

 

  










Rs

dxdy
y

F
dsniA

dxdy
y

F
dsniA





1

1

 

 

ل ٍِ ّسسٝز ؽسِٝ ىيَعض٘ٛ فجُ ثىضنجٍو ثلأخٞس  xyعيٜ ثىَعض٘ٛ  S إظقجؽ ٕٜ Rفٞظ 

ٝعجٗٛ 


Fdx  فٞظ   فدٗدR  ل فٞظ ثّٔ عْد مو ّقاز yx ٕٜ ّلط  Fقَٞز  دٗد ىيق  ,

قَٞز 
1

A عْد مو ّقاز zyx ,,  ٍِC  ٗفٞظdx  ىٖج ّلط ثىقَٞز ىنو ٍِ ثىَْقِْٞٞ ٗدرىل

 ٝؾخ اُ ٝنُ٘ :

 

dxAFdx

C

 



1
 

  )4.(,.........
11
dxAdsniA

Cs

 


 

 

 ٗدجىَغو ٗدجلإظقجؽ عيٜ ٍقجٗز ثىَعض٘ٝجس ثٟخسٛ :

 

 

  )6..(,.........

)5..(,.........

33

22

dzAdsnkA

dyAdsnjA

Cs

Cs













 

 ّقظو عيٜ : )6,()5,()4(دجىؾَع 

 

      

Css

rdAdsnkAjAiAdsnA


321
 

 

 ّضجةؼ :
 

 )ا( دجظضفدثً ّسسٝز ظض٘مط اعذش اُ :

 

  dsBnBrd

s


  
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 ثلإعذجس :
 

CBAّسسٝز ظض٘مط  ّؼع فٜ


  فٞظC


 ٍضؾٔ عجدش ثخضٞجزٛ ل 

 

    

            

           

         

  dsBnBrd

dsBnCdsBnnBCBrdC

dsBnCdsnBCdsBnCdsnBCBrdC

dsnBCdsnBCdsnBCBCBrdC

dsnCBCBrd

s

ss

ssss

sss

s





















 









 

 

 دجظضفدثً ّسسٝز ظض٘مط اعذش اُ : )ح(

  

C s

sdrd 


 

 

 ثلإعذجس :
 

CAّؼع فٜ ّسسٝز ظض٘مط 


  فٞظC


 دثىز قٞجظٞز ل ٔ عجدش ثخضٞجزٛ ، ٍضؾ 

 

     )1.(,.........dsnCrdC

sC


   

)2.(,.........  

C CC

rdCrdCrdC


  

 

 C


 ٍضؾٔ عجدش 

 

       

      )3.(,.........dsnCdsnC

CCCC

ss









 



 

 

ٗدجظضفدثً ثىققٞقز      baccba


   َٝنِ مضجدضٖج فٜ ثىظ٘زر : )3(فجُ ثىَعجدىز 

 

         

sss

dsnCdsnCdsnC )4.(,.........


 

 

 ّقظو عيٜ : )1(فٜ ثىَعجدىز  )2,()4(ٗدجىضع٘ٝغ ٍِ ثىَعجدىضِٞ 
 

      
ssC

sdCdsnCrdC


 

 

فٞظ اُ  nsd


Cٗفٞظ اُ ،  


 عجدش ثخضٞجزٛل ٍضؾٔ 

 

  

C s

sdrd 

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 )ػ( دجظضفدثً ّسسٝز ظض٘مط اعذش اُ :

 

   dsnrd

C s


   

 

 ثلإعذجس :
 

Aّؼع فٜ ّسسٝز ظض٘مط  


 

 

     )1.(,.........dsnrd

sC


   

 

 ثىعلاقز : ٗدجظضفدثً

 

  FFF


  

 

 ّعضاٞع مضجدز :

 

  )2.(,.........  

 

 ٗفٞظ اُ :

 

0gradCurl  

  )3.(,.........  

 

 ّؾد اُ : )1(فٜ  )3(ٗدجىضع٘ٝغ ٍِ 

 

   dsnrd

C s


   

 

 مجٟصٜ :)د( َٝنِ ٍِ ّسسٝز ظض٘مط ثىعجدقز ثظضْضجػ طٞغز صنجٍيٞز ىيدٗزثُ 
 

ّقايز عييٜ ٕيرث ثىعياـ   صقيع عييٜ  pٗمجّيش  Cصَغو ظاقج ٍقدد دَْقْٜ ٍقلو  sإذث مجُ 

C  ُٗمجn

 ٝنُ٘ : pفجّٔ عْد  pعْد  sٍضؾٔ ٗفدر عَ٘دٛ عيٜ  

 






















 


 s

rdA

nA
C

s





lim
0

 

 عْدٍج ْٝنَش ثىعاـ إىٜ ثىظلسل sعيٜ ثىعاـ  pٗثىْٖجٝز ٍ خ٘ذر دقٞظ صسو 

 

 ثلإعذجس :

 

 :ٍِ ّسسٝز ظض٘مط 
 

  dsnArdA

sC


  

 

 ظضفدثً ثىقَٞز ثىَض٘ظاز ىيضنجٍو :ٗدج
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  srdAnA
C

 


 

 

 عيٖٞج ّقظو عيٜ : pإىٜ ثىظلس ٍع دقجع ثه sٗد خر ثىْٖجٝز عْدٍج صؤٗه 

 

 






















 


 s

rdA

nA
C

s





lim
0

 

 

ثىدٗزثُ عْد ّقاز ٍج فٜ  َٗٝنِ ثعضذجز ٕرٓ ثىظٞغز مضعسٝب ىيدٗزثُل ٍْٖٗج ّعضْضؼ اُ ٍسمذز
ثصؾجٓ عَ٘دٛ عييٜ ظياـ طيغٞس في٘ه ثىْقايز ٕي٘ ّٖجٝيز ثىييب ى٘فيدر ثىَعيجفجس عْيدٍج ٝيؤٗه 

 ثىعاـ إىٜ ثىظلسل
 

 ٍيق٘ ز :
 

ثىعياقٜ فيَٞنِ  اّٗسسٝز ظض٘مط َٝنِ اُ صغٞس فٜ فجىز طع٘دز إؽسثع ثفد ثىضنجٍيِٞ ثىفاٜ 
 لإؽسثةٔفٜ  ظٖوثلأآخس  إىٜد٘ثظاضٖج صق٘ٝو ثىضنجٍو ثىظعخ 
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إذث ميييجُ   -1  kxzjyiyxA


22
201463   ثفعيييخ 

C

rdA


ٍيييِ ثىْقايييز   0,0,0  ٜإىييي

 1,1,1 : عيٜ ثىَعجزثس ثٟصٞز 

3   -ا
tz  ، 2

ty   ،tx ل 

ثىفا٘ؽ ثىَعضقَٞز ٍِ  -ح 0,0,0  ٜإى 0,0,1  ٌإىٜع  0,1,1  ٜإى 1,1,1ل 

ثىفؾ ثىَعضقٌٞ ثىرٛ ٝسدؾ  -ػ 0,0,0  ، 1,1,1ل 

 

ل إذث ميجُ xyفيٜ ثىَعيض٘ٛ  Cعٌٞ ٍسر ٗثفيدر في٘ه ثىيدثةسر ثىشغو ثىَذرٗه ىضقسٝل ؽ ثٗؽد -2

ٗإذث مجّيييش قييي٘ر ثىَؾيييجه ثىَعايييجٓ ٕيييٜ  3ٍسميييص ثىيييدثةسر عْيييد ّقايييز ثلأطيييو ّٗظيييب قاسٕيييج 

     kzyxjzyxizyxF


4232
2

ل 

 

Fثفعخ ثىضنجٍو ثىعاقٜ ىيدثىز  -3


kyzjyixzFفٞظ  



2

عيٜ ثىعاـ ثىَنعخ ثىيرٛ  4

1,0اٗؽٖٔ ٕٜ ثىَعض٘ٝجس   xx  ،1,0  yy  ،1,0  zzل 

 

ثفعخ ثىضنجٍو  -4 

S

Sdr


 ل Vظاـ ٍقلو ٝق٘ٛ ددثخئ فؾَج  Sفٞظ  

 

kxjzixyFإذث مجّش  -5


2
  ،2

2 xyz  ،C  ٜ32ٕيٜ ثىَْقْي
,2, tztytx   ٍِي

0t  ٜ1إىt  : ثفعخ ثىضنجٍلاس ثىفاٞز ثٟصٞز 

 -ا
C

rd


           ح          ،-  

C

rdF


 

 

ثىعياقٜ ثفعخ ثىضنجٍيو  -6 

s

sdA


kyjizAفٞيظ  

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 ثلإفدثعٞجس ثىَْقْٞز :
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صعييَٜ دعييا٘ؿ ثلإظييْجد ٗاٛ ثعْييِٞ ٍييِ ٕييرٓ ثىعييا٘ؿ 
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 ثىَضعجٍدرل
 

 ٍضؾٖجس ثى٘فدر فٜ ثىَؾَ٘عجس ثىَْقْٞز ثىَضعجٍدر :
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  ٍضؾيئ ثىََييجض
2

u  عْييدp   ٔعيٞيي (
31

, uu  ٘ع٘ثدييش ( ٕيي
2

u

r





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ٍؤعس  دلاض 
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: فٜ ثلإفدثعٞجس ثىَْقْٞز ثىَضعجٍدر 
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 فج س خجطز ٍِ ثلإفدثعٞجس ثىَْقْٞز ثىَضعجٍدر :
 

 ثلإفدثعٞجس ثىنسصٞصٝز : -1
 

 صعضذس اّسَز ثلإفدثعٞجس ثىنسصٞصٝز ٕٜ ثدعؾ اّسَز ثلإفدثعٞجس ٗفٜ ٕرٓ ثىقجىز : 

 

zuyuxu 
321

,, 

 

 ظا٘ؿ ثلإظْجد ٕٜ عذجزر عِ ٍعض٘ٝجس :

 yzٕٗ٘ ثىَعض٘ٛ  0xثىَعض٘ٛ  -ا

 xzٕٗ٘ ثىَعض٘ٛ  0yثىَعض٘ٛ  -ح

 xyٕٗ٘ ثىَعض٘ٛ  0zثىَعض٘ٛ  -ػ

 ٍْقْٞجس ثلإظْجد ٕٜ عذجزر عِ خا٘ؽ ٍعضقَٞز :

0اٛ   xثىَق٘ز  -ا zy ل 



27 

 

0اٛ   yثىَق٘ز  -ح zx  ل 

0اٛ   zثىَق٘ز  -ػ yx ل 

 ْظس ثىا٘ه فٜ ثلإفدثعٞجس ثىنسصٞصٝز :ع

 

       
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dzdydxds  

 

 دجىَقجزّز دجلإفدثعٞجس ثىَْقْٞز ثىَضعجٍدر :
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1اٛ اُ 
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 hhh  ِاٛ ّسييجً ثلإفييدثعٞجس ثىنسصٞصٝييز ْٝلييسد ديي ُ مييو ٍيي ،

321
,, hhh  ع٘ثدييش

فٞظ اُ  ٕٜٗ ٍٞصر ذثس إَٞز
321

,, eee


kjiصْج س ٍضؾٖجس ثى٘فدر  


عيٜ ثىضسصٞخ ٗثىضٜ ىٖج  ,,

 ثصؾجٕجس عجدضز ل

 

 عْظس ثىَعجفز فٜ ثلإفدثعٞجس ثىنسصٞصٝز :
 

dxdyds
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dydzds
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 فٜ ثلإفدثعٞجس ثىنسصٞصٝز : قؾٌعْظس ثى
 

dxdydzdV  

 

Aدثىز قٞجظٞز فٜ ثىَ٘ػع ٗدلسع اُ  ٗدلسع اُ 


دثىيز ثصؾجٕٞيز فيٜ ثىَ٘ػيع ٍَٗيج ظيذق  

 ّؾد اُ :
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 ث ظا٘ثّٞز :ثلإفدثعٞجس  -2
 

فييٜ ّسييجً ثلإفييدثعٞجس ث ظييا٘ثّٞز ّؾييد اُ ثىَعييجد س ثىفاٞييز ثىَْقْٞييز ثىييغلاط 
321

,, uuu  صْييج س

z,,  عيييييييييييٜ ثىضسصٞييييييييييخzuuu 
321

,,   فٞييييييييييظ z  ، 20   ،

 0ل 

 ٗظا٘ؿ ثلإظْجد فٜ ثلإفدثعٞجس ث ظا٘ثّٞز ) اظاـ ثلإفدثعٞجس (
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1
Cconst  ا٘ثّجس ثىدثةسٝز ثىضٜ ىٖج ٍق٘ز ٕٜٗ صَغو ؽَٞع ث ظz  ٍشضسك اٗ ٍقي٘زz 

 ل 0إذث مجُ 

2
Cconst  َٝغو ؽَٞع ثىَعض٘ٝجس ثىساظٞز ثىضٜ صَس دَق٘ز ٕ٘ٗz ل 

3
Cconstz    ؽَٞيييع ثىَعيييض٘ٝجس ثىَض٘ثشٝيييز ثىضيييٜ صييي٘ثشٛ ٕٗيييٜ صَغيييوxy  ثىَعيييض٘ٝجس (

 (ل zثىعَ٘دٝز عيٜ 

 
 

 ( ثىعلاقز دِٞ ثلإفدثعٞجس ثىنسصٞصٝز ٗث ظا٘ثّٞز :1)
 

ppz

po

pox









 ˆ

 

p فٞظ   ثىَعقؾ ثىعَ٘دٛ ىيْقاز ٜٕp  ٛ٘عيٜ ثىَعض

oxyل 

 

 ٍعجد س ثىضق٘ٝو ٍع ثلإفدثعٞجس ثىنسصٞصٝز ٕٜ :
 

)1.(,.........















zz

Siny

Cosx





 

 

 ٗثىؾَع : )2,()1(ٗثىضق٘ٝلاس ثىعنعٞز ٗذىل دضسدٞع ٍعجدىز 
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x

y
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yx















1

22





 

 

 ٍْقْٞجس ثلإظْجد ٕٜ :

 

ثّز صقجؽع ث ظا٘ -1
1

C  ٍٛ٘ع ثىَعض
2

C  ْٜثىَْق ٕ٘z عذجزر عِ خؾ ٍعضقٌٞل ٕ٘ 

صقجؽع ث ظا٘ثّز  -2
1

C  ٍٛ٘ع ثىَعض
3

Cz   ٜدثةسر افقٞز اٛ ٍْقْي ٕ٘ غٞيس ) ثىيرٛ صض

 فقؾ (ل عيٞٔ 

صقجؽع ثىَعض٘ٛ  -3
2

C  ٍٛ٘ع ثىَعض
3

Cz   ٜعذجزر عِ خؾ ٍعضقٌٞ افقيٜ اٛ ٍْقْي ٕ٘

  ٔٞثىرٛ صضغٞس عي ( ل) فقؾ 

 

 ظا٘ثّٞز :ٍضؾٖجس ثى٘فدر فٜ ثلإفدثعٞجس ث 
 

kzjSiniCosr

kzjyixr









 

 

  -صعاٜ ٍِ : z,,ٍضؾٖجس ثىََجض ىيَْقْٞجس 

o 
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 فٞظ اُ :
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 ٍضؾٔ ثى٘فدر فٜ ثصؾجٓ ٍضؾٖجس ثىََجض ىيَْقْٞجس

 

2 2
.

r

Cos i S in j
e Cos i S in j

r Cos S in


 
 

 






   

 



 

 

 لفٜ ثصؾجٓ ّظب ثىقاس 
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 لفٜ ثصؾجٓ صصثٝد  
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ٗدجىضجىٜ صنُ٘ 
z
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

 ٍؾَ٘عز َْٝٞٞز ٍضعجٍدر ٍِ ثىَضؾٖجسل 

 

 ىا٘ه فٜ ثلإفدثعٞجس ث ظا٘ثّٞز :عْظس ث
 

kzjSiniCosr

zzSinyCosx








 ,,
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 دجىَقجزّز دجلإفدثعٞجس ثىَْقْٞز ثىَضعجٍدر  
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 (:1ٍغجه )
 

 ثّٞز :عذس عِ ثىنَٞز ثٟصٞز فٜ ثلإفدثعٞجس ث ظا٘
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 ثىقو:
 

فٜ ثلإفدثعٞجس ث ظا٘ثّٞز   -ا z,, 
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 : فٜ ثلإفدثعٞجس ثىَْقْٞز ثىَضعجٍدر 
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   فدثعٞجس ث ظا٘ثّٞز :فٜ ثلإ 
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 : فٜ ثلإفدثعٞجس ثىَْقْٞز ثىَضعجٍدر 
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 A


 : فٜ ثلإفدثعٞجس ث ظا٘ثّٞز 
 

 فٜ ثلإفدثعٞجس ثىَْقْٞز ثىَضعجٍدر "" 

 فٜ ثلإفدثعٞجس ث ظا٘ثّٞز ""  
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 فٞظ اُ
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 : فٜ ثلإفدثعٞجس ثىَْقْٞز ثىَضعجٍدر 
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 : فٜ ثلإفدثعٞجس ث ظا٘ثّٞز 
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 -د
2

 ثىَضعجٍدر : فٜ ثلإفدثعٞجس ثىَْقْٞز 
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kyjxizAٍغو ثىَضؾٔ  -1


 فٜ ثلإفدثعٞجس ث ظا٘ثّٞز عٌ ثٗؽد ِ 2
z

AAA ,,


 ل

 

ثعذش اُ ٍؾَ٘عز ثلإفدثعٞجس  -2
321

,, uuu : ثىضٜ صسصذؾ دجلإفدثعٞجس ثىنسصٞصٝز دجىعلاقجس 

3
uz    ،

21
uuy      ، 2

2

2

1
2

1
uux  

 ٕٜ ٍؾَ٘عز ٍضعجٍدر ٗثٗؽد اٝؼج :

 عْظس ثىقؾٌ ٗعْظس ثىَعجفزل -ا

 -ح
321

,, uuu دد ىز ثلإفدثعٞجس ث ظا٘ثّٞزل 

 

إذث مجّييش  -3 kzxjyziyxF


 2
FFفجفعييخ قَٞييز مييلا ٍييِ  2


 فييٜ مييلا ٍييِ  ,

 ثلإفدثعٞجس ثىنسصٞصٝز ٗثلإفدثعٞجس ث ظا٘ثّٞزل
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 سثدعثىذجح ثى

 إظضجصٞنج ثىَ٘ثةع )ثىٖٞدزٗثظضجصٞنج( 
 

 ٍقدٍز 
رؾذ ربص١ش اٌمٜٛ اٌخبسع١خ ٚ٘زا  (deformation)ِٓ اٌّؼشٚف اْ ع١ّغ اٌّٛاد رزؾًّ رش٠ٛٙبد 

خ ثؼذ ارا اؽزفع ثٕفغ (plastic)ارا اخزفٝ ثؼذ اصاٌخ ربص١ش اٌمٜٛ ٠ٚغّٝ طٍت  (Elastic)اٌزش٠ٛٗ ٠غّٝ ِشْ 

 ارا اعزّش اٌزش٠ٛخ ٠ضداد ثذْٚ ؽذ رؾذ ربص١ش اٌمٜٛ ِّٙب وبٔذ طغ١شح.  Flowاصاٌخ اٌمٜٛ ٠ٚغّٝ أغ١بة 

ثبٔٙب ِٛاد لبثٍخ ٌلأغ١بة ٚػٍٝ اٌزشىً ثشىً الاٚػ١خ اٌّؾز٠ٛخ ٌٙب ٚلا رظً اٌّٛائغ  Fluidsٚرؼشف اٌّٛائغ 

 عبوٕخ ارا اصشد ػ١ٍٙب لٛح ِّبع١خ. 

 عٛائً ٚغبصاد: ٚرٕمغُ اٌّٛائغ اٌٝ 

 

 ثىع٘ثةو:  
ارا ػغطذ فٝ ؽ١ض فبٔٙب رزؾًّ ػغٛؽب ػب١ٌخ دْٚ رغ١١ش ٠زوش فٝ ؽغّٙب ٚوضبفزٙب )اٜ أٙب غ١ش لبثٍخ 

 ٌلأؼغبؽ( ثؼىظ اٌغبصاد فبٔٙب لبثٍخ ٌلأؼغبؽ ٠ٚزغ١ش ؽغّٙب ٚوضبفزٙب. 

ّغبفخ ث١ّٕٙب فٝ اٌغٛائً اطغش وض١شا ٚاٌّٛائغ ؽم١م١خ لا رّلا رّبِب اٌؾ١ض اٌزٜ ٠شغٍخ فٙٝ ػجبسح ػٓ عضئ١بد اٌ

 ِٕٙب فٝ اٌغبصاد ٚأؼغبؽ اٌّٛائغ ِب ٘ٛ إلا ٔمظبْ فٝ ؽغُ اٌفشغبد اٌّٛعٛدح ث١ٓ اٌغض٠ئبد . 

ٚدساعخ اٌّٛائغ ثٙزٖ اٌظٛسٖ خبسعخ ػٓ ٔطبق ٘زا اٌجبة ٚفٟ ٚالغ الأِش ١ٌظ ٕ٘بن ِب٠ذػٛ لإػزجبس اٌّبئغ 

ٝ اٌغٛائً أٚؽزٟ اٌغبصاد ِب داِذ غ١ش ِخٍخٍٗ طغ١شح اٌىضبفخ ٌٚٙزا  ثٙزحاٌظٛسح إرا الزظشٔب فٝ دساعزٕب ػٍ

 اٌٙذف ٠ّىٓ أْ ٔفزشع أْ اٌّبئغ ِٕزشش أزشبسا ِزظلا فٝ اٌؾ١ضاٌزٜ ٠شغٍخ ثّؼٕٝ أْ أ٠خ ػٕظش ؽغّخ 

 ِٓ ٘زا اٌؾ١ض ٠شغٍخ رّبِب عضء ِٓ ٘زا اٌّبئغ . 

 

 ثىق٘ٙ فٚ ثىَ٘ثةع:  
 اٌزٝ رؤصش فٝ اٌّٛائغ عٛاء ػٕذ إرضأٙب أٚ ؽشوزٙب ٠ّىٓ رمغ١ّٙب إٌٝ ٔٛػ١ٓ : اٌمٜٛ    

 :Body or Valume Forces)) ق٘ٙ فؾَٞز-1 

 ٚ٘زٖ ٔبرغخ ِٓ ِؤصشاد خبسع١خ ػٓ اٌّبئغ ٚرؤصش ػٍٝ ع١ّغ عض٠ئبرخ ِضً لٜٛ اٌغبرث١خ . 

F٘زا إٌٛع رؤصش ػ١ٍخ ٠ّىٓ وزبثزٙب ػٍٝ اٌظٛسٖ ِٓ اٌّبئغ ػٕذ ٔمطخ ِب فئْ لٛح ِٓ ٌٚؼٕظش 


ٚف١ٙب 

F  .ٗاٌمٛح ٌىً ٚؽذح وزً ِٓ اٌّٛائغ ػٕذ ٘زٖ إٌمط ٝ٘ 

 :surface forces  ق٘ٙ ظاقٞز-2

فؼً ٚسد ٚ٘ٝ رّضً ربص١ش عضء ِٓ اٌّبئغ الاخش )اٚ ػٍٝ عذاس اٌغطؼ اٌّؾزٜٛ( فٙٝ ٔٛع ِٓ لٜٛ اٌ 

 اٌفؼً. 

رؤصش ػٍٝ عضئ١برٗ ػٍٝ Sداخً اٌّبئغ. عضئ١بد اٌّبئغ ػٍٝ اؽذ عبٔجAٝػٕذ ٔمطخ Sثفشع اْ عطؾب 

ػٍٝ الاٌٚٝ ثٕفظ اٌمٛح ٌٚىٓ فٝ ٚاٌغض٠ئبد الاخ١شح رؤصش  SFاٌغبٔت الاخش ثمٛح ٠ّىٓ وزبثزٙب ػٍٝ اٌظٛسح 

 .Aاٜ الاعٙبد ػٕذ  Aارْ ٘ٝ اٌمٛح ٌىً ٚؽذح ِغبؽبد ػٕذ  Fالارغبٖ اٌّؼبد 
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BAارا لغّٕب اٌّبئغ اٌٝ عضئ١ٓ  ٚثفشع اْ ,


Fٛح اٌّؾظٍخ اٌزٝ ٠ؤصش ثٙب اٌغضء ٘ٝ اٌمB  ػٍٝ ِغبؽخ

S ؽٛي إٌمطخc  فبْ الاعٙبد ػٕذc  ٔٙب٠خ ٛ٘
S

F


عٙبد ػٕذ اٌٝ اٌظفش ٠ّٚىٓ رؾ١ًٍ الا Sػٕذِب رؤٚي  

 ا٠خ ٔمطخ 

 
٠ٚغّٝ الاعٙبد اٌمبص ٠ٚمبَٚ  Sثبٌٕغجخ اٌٝ ِغزٜٛ ِؼٍَٛ اٌٝ ِشوجز١ٓ ِشوجخ فٝ ارغبٖ اٌّّبط ٌٍغطؼ 

اٌّغز٠ٛبد اٌّخزٍفخ ِٓ الأضلاق ثغٌٙٛخ ػٍٝ ثؼؼٙب ؽزٝ ٠ّٕغ رغ١ش اٌشىً ِٚشوجخ اخشٜ ػّٛد٠خ ٚرغّٝ 

 اٌّشوجخ الاٌٚٝ رىْٛ وج١شح ٔغج١ب ٌٍغٛائً اٌٍضعخ.ثبلاعٙبد اٌؼّٛدٜ. ٔلاؽع اْ 

 

 

 

  

 ثىؼغؾ فٚ ثىَجةع  
ػٕذِب ٠ىْٛ اٌغبئً فٝ ؽبٌخ عىْٛ )ؽبٌخ ارضاْ(٠زلاشٝ الاعٙبد اٌمبص ػٕذ اٜ ٔمطخ ثبٌٕغجخ لاٜ 

ِغزٜٛ ِبس ثٙب ٚارا رؾشن اٌّبئغ فبْ الاعٙبد اٌمبص ٠جذا ثبٌظٙٛس ٠ٚؼزّذ ػٍٝ عشػخ اٌؾشوخ. ٚفٝ ؽبٌخ 

غٛائً اٌّزضٔخ ٚ٘ٝ ِٛػٛع دساعزٕب فبْ عٕؼزجش فمؾ الاعٙبد اٌؼّٛدٜ ػٍٝ اٌّغزٜٛ اٌفبطً . ٚػٍٝ ٘زا فبْ اٌ

 اٌؼغؾ ٌّبئغ فٝ ؽبٌخ عىْٛ اٌٛالغ ػٍٝ اٜ عطؼ ِبس ثٕمطخ ِؼ١ٕخ رىْٛ ػّٛد٠ب ػٍٝ رٌه اٌغطؼ . 

 Pشدر ثىؼغؾ 
 فبْ اٌؼلالخ Aػٕذ  Sذاس اٌمٛح إٌبرغخ ِٓ ػغؾ اٌّبئغ ػٍٝ اٌّغبؽخ ٘ٝ ِم Nارا وبٔذ 

S

N
P




                                                                                                                    (4.1)  

 اٌٝ اٌظفش فبْ اٌؼلالخ  Sٚثبخز إٌٙب٠خ ػٕذِب رؤي  Sػٍٝ اٌّغبؽخ Pِزٛعؾ شذح اٌؼغؾ  رؼطٝ

S

N
P

S 






lim
0

                                                                                                           (4.2)  

 .  Aرؼطٝ شذح ػغؾ اٌّبئغ ػٕذ إٌمؾ 

فٝ اٌّبئغ Sثً ا٠ؼب ػٍٝ ارغبٖ  Aرزٛلف ١ٌظ فمؾ ػٍٝ ِٛػغ P( اْ 2.4(اٚ )1.4ٔلاؽع ِٓ اٌؼلالخ )

 ٝ اٌّٛائغ اٌّزضٔخ ػِّٛب. ٠ّٚىٓ اصجبد رٌه وّب ٠ٌٍٝٚىٓ ٘زا غ١ش طؾ١ؼ ف
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ػّٛد٠خ ػٍٝ ِؾٛس  Aػٕذ إٌمطخ Sٚلبػذرٙب  lاػزجش إرضاْ عضء ِٓ اٌّبئغ ػٍٝ شىً اعطٛأخ ؽٌٛٙب 

 .  فز١ًّ ػٍٝ اٌّؾٛس ثضا٠ٚخ  Sالاعطٛأخ اِب اٌمبػذح الاخشٜ 

 اٜ اْ  

cos'SS    

 
 ٘زٖ الاعطٛأخ ِزضٔخ رؾذ ربص١ش 

SlXاٌمٜٛ اٌخبسع١خ. ثفشع اْ ِشوجزٙب فٝ ارغبٖ اٌّؾٛس ٘ٝ -1   . 

 ٛأت ١ٌظ ٌٙب ِشوجخ فٝ ارغبٖ اٌّؾٛس. ػغؾ اٌّبئغ ػٍٝ اٌغٛأت إٌّؾ١ٕخ ٚ٘زٖ ٌزؼبِذ٘ب ػٍٝ ٘زٖ اٌغ-2

SPSPػغؾ اٌّبئغ ػٍٝ اٌمبػذر١ٓ ِمذاسح -3  ,'' . 

  ِٝؼبدٌخ الارضاْ فٝ ارغبٖ ِؾٛس الاعطٛأخ رؼط 

0cos''  SPSPSlX    

lXPP '                                                                                                             (4.3)  

ارا أىّش اٌؼٕظش ؽزٝ أطجمذ اٌمبػذربْ ػٕذ  Al 0   ْ٠ٕزظ ا 

PP '   
 اٜ اْ شذح اٌؼغؾ لارزٛلف ػٍٝ ارغبح اٌّغبؽخ. 

 ١بع١خ رزٛلف ػٍٝ اٌّٛػغ فمؾ داٌخ لPارْ شذح اٌؼغؾ 

 

 ثىَعجد س ثىعجٍز  صصثُ ٍجةع: 
فٝ ا٠خ ارغبٖ ١ٌٚىْٛ فٝ ارغبٖ ABٔؼزجش إرضاْ عضء ِٓ اٌّبئغ ػٍٝ شىً اعطٛأخ لبئّخ ِؾٛس٘ب 

 .xِؾٛس٘ب  ٚؽٛي Sٔفشع اْ ِغبؽخ لبػذح الاعطٛأخ  xاٌّؾٛس 

  
 وّب فٝ اٌجٕذ اٌغبثك ٠ّىٕٕب وزبثخ ِؼبدٌخ الارضاْ فٝ ارغبٖ اٌّؾٛس ػٍٝ اٌظٛسح 

xXPP  .'                                                                                                            (4.4)  

, ٚإٌّطمخ Aذح اٌؼغؾ داٌخ فٝ اٌّٛػغ فمؾ ٚارا إفزشػٕب اْ ِفىٛن ر١ٍٛس ٌٙزٖ اٌذاٌخ طؾ١ؼ ػٕذ ٚؽ١ش اْ ش

 ؽٌٛٙب فئْ 

x
x

P
PPPP 




'                                                                                           (4.5)  

 ٠ٕزظ اْ  0xؼبدٌخ الارضاْ ٚاخز إٌٙب٠خ ػٕذِب ثبٌزؼ٠ٛغ فٝ اٌّ

   X
x

P





                                                                                                               (4.6)  
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zyٚثبٌّضً فٝ الارغب١٘ٓ   ظً ػٍٝ  ٔؾ ,

Y
y

P





                                                                                                                (4.7)  

  Z
z

P





                                                                                                                 (4.8)  

 اٜ اْ ِؼبدلاد الارضاْ ٌّبٔغ ٠ّىٓ وزبثزٙب فٝ اٌظٛسٖ الارغب١٘خ 

FP


                                                                                                                   (4.9)  

 إصصثُ ظجةو ٍضؾجّط:
   

فٝ اٌغبئً ِٓ ِؼبدلاد Aػٕذ ا٠خ ِٛػغ  pِمذاس صبثذ ٠ٚزؼ١ٓ شذح اٌؼغؾ  فٝ اٌؾبٌخ رىْٛ 

 بْ داٌخ ٌٍّٛػغ ٚٚؽ١ذح اٌم١ّخ ِٚزظٍخ ف pالارضاْ ٌّٚب وبٔذ 

 ZdzYdyXdx

dz
z

p
dy

y

p
dx

x

p
dp




















                                                                                    (4.10)  

 إرْ اٌى١ّخ ث١ٓ اٌمٛع١ٓ ٠غت اْ رىْٛ رفبػً ربَ ٚوّب ٘ٛ ِؼٍِٛخ فبْ ٘زا ٠زؾمك ارا وبٔذ 

z

X

x

Z

y

Z

z

Y

x

Y

y

X



























,,  

 اٜ اْ  

0 F


                                                                                                               (4.11)  

F٘زٖ اٌّؼبدٌخ رؼطٝ اٌششؽ الاصَ رؾممٗ ؽزٝ ٠ّىٓ ٌٍغبئً أْ ٠زضْ رؾذ ربص١ش ِغبي اٌمٜٛ  


 

 ( ٔؾظً ػٍٝ 4.14ثزىبًِ اٌّؼبدٌخ )

 

A

o

o
ZdzdyYXdxPP )(                                                                               (4.12) 

ؽ١ش 
o

p   شذح اٌؼغؾ ػٕذ ٔمطخ ِب ٝ٘o   . 

٠ٚoAؾغت اٌزىبًِ ػٍٝ  اٜ ِٕؾٕٝ ٠ظً ث١ٓ  ( فبٕٔب ٔؾظً ػٍٝ ٔفظ اٌذاٌخ ٌشذح  4.11.ٌٍششؽ ) ٚٔز١غخ ,

 اٌؼغؾ ِّٙب وبْ اخز١بسٔب ٌّٕؾٕٝ اٌزىبًِ . 

),,(ػٕذِب ٠ىْٛ اٌّبئغ ِزضٔب رؾذ ربص١ش اٌغبرث١خ فبْ  gooF   ٚرٌه ػٕذ إرخبر اٌّؾٛسz . ًساع١ب اٌٝ اعف 

 ( رؼطٝ 4.12فبْ اٌّؼبدٌخ ) oٚارا وبٔذ ٔمطخ الاطً ػٕذ 

zg

dzgpp

z

o

o







   

zgpp
o

                                                                                                     (4.13)  

ؾش ٌٍغبئً فبْ ػٕذ اٌغطؼ اٌ oِٓ اٌٛاػؼ أٗ ارا وبٔذ 
o

p  . ٜٛرىْٛ ِغب٠ٚخ ٌٍؼغؾ اٌغ 

( ٔشٜ اْ اٌغطٛػ ِزغب٠ٚخ اٌؼغؾ  )اٜ اْ اٌغطٛػ اٌزٝ ٠زغبٜٚ ػ١ٍٙب شذح اٌؼغؾ ػٕذ وً 4.13ِٓ اٌؼلالخ )

 ٔمطخ ِٕٙب( ٘ٝ اٌّغز٠ٛبد الافم١خ 

tZ tancos   

ٌغطؼ اٌؾش ٌٍغبئً ٘ٛ الأخش افمٝ ارْ ٘ٛ اؽذ ٘زٖ اٌّغز٠ٛبد شذح اٌؼغؾ ػ١ٍٙب ِغب٠ٚخ ٌٍؼغؾ ٚػٍٝ رٌه فبْ ا

 اٌغٜٛ. 

 ٍغجه:  
دٖج مَٞز ٍِ ظجةو ٍضؾجّط ، ٗػعش ث ظا٘ثّز  hٗثزصلجعٖج  aإظا٘ثّز دثةسٝز ّظب قاسٕج 

عيٚ ثىعجةو دق٘ر ؽجزدر عَ٘دٝز عيٚ ٍق٘ز ث ظا٘ثّز ٍٗقدثزٕج ٍٗق٘زٕج زثظٚ فٚ ٍؾجه ىيق٘ٙ ثعس 
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ٕٚ ثىذعد عِ ٍق٘ز ث ظا٘ثّز ل ثٗؽد شدر ثىؼغؾ عْد ثٝز ّقؾ ٍِ ثىعجةو ثذث  rىنو ٗفدر مضو ،    

مجّش 
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p  مَٞز ٍِ ثىعجةو َٝنِ ثُ صقضٖ٘ٝج ث ظا٘ثّزل ٕ٘ ثىؼغؾ ثىؾ٘ٙل ثٗؽد ثٝؼج فؾٌ ثمذس 

 

 ثىقو
ساع١ب اٌٝ اعفً ِٕطجمب ػٍٝ ِؾٛس الاعطٛأخ فبْ اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػٍٝ اٌغبئً فٝ ارغبٖ  ozثبرخبر اٌّؾٛس 
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 ِٚٓ ِؼبدٌخ الارضاْ ٌٍغبئً 
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ػٕذ ِشوض ؽبفخ الاعطٛأخ فبْ  oٔمطخ الاطً فبرا ارخزٔب 
o

pp   0ػٕذ,  zar  ْاٜ ا 
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
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ػٕذ اٌغطؼ اٌؾش ٌٍغبئً 
o

pp  فزىْٛ ِؼبدٌزخ 

 22

2
ra

c

h
z    

ٚ٘ٛ لطغ ِىبفئ دٚسأٝ ؽٛي ِؾٛس الاعطٛأخ اوجش و١ّخ ِٓ اٌغبئً ٠ّىٓ اْ رؾز٠ٛٙب الاعطٛأخ ػٕذِب ٠ّش 

 ٘زا اٌمطغ ثؾبفخ الاعطٛأخ. 

 ٠ىْٛ اسرفبع اٌمطغ  0rثٛػغ 

h
c

a
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2

2

   
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 ػٕذ إ٠غبد ؽغُ اٌغبئً ٕ٘بن ؽبٌزبْ ٠ٕجغٝ اٌزؼ٠ٛغ ٌٙب. 

cahoAأ( )    Vوّب ثبٌشىً )أ( اٚ)ة(اٌؾغُ اٌّطٍٛة ,
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 إصصثُ  جش: 
٠ٍضِٕب ِؼبدٌخ أخشٜ ثبلاػبفخ  pو١ّخ ِزغ١شح فبْ ٌؾغبة  ٌّب وبْ اٌغبص لبثلا ٌلأؼغبؽ اٜ اْ 

اٌؾشاس٠خ اٌّؼشٚف  اٌٝ ِؼبدٌخ الارضاْ . ٘زٖ اٌّؼبدٌخ ٔغزّذ٘ب فٝ وض١ش ِٓ الاؽ١بْ ِٓ ِؼبدلاد ػٍُ اٌذ٠ٕب١ِىب

 ثّؼبدلاد ؽبٌخ اٌغبص ِضً 

kp                                                                                              (4.13)                       

                                                                   

 ذِب رظً دسعخ اٌؾشاسح صبثزخ ٌٍغبصػٕ

 اٚ  


kp   

 ِؼٍِٛخ وذاٌخ فٝ اٌّٛػغ .  ِمذاس صبثذ ( ػٕذِب رظً و١ّخ اٌؾشاسح صبثزخ ٚفٝ أؽ١بْ اخشٜ رىْٛ )ؽ١ش 

 ظً ػٍٝ ٔؾ ثؼشة ؽشفٝ ِؼبدٌخ الارضاْ فٝ 

Fp    

Fo                                                                                                              (4.14)  

AAA     

 ( فٝ اٌظٛسح 5.14و١ّخ ِزغٙخ ٚثزٌه ٠ّىٓ وزبثخ اٌّؼبدٌخ )Aو١ّخ ل١بع١خ ٚؽ١ش 

FFo                                                                                               (4.15)  

  Fٚثؼشة ٘زٖ اٌّؼبدٌخ ل١بع١ب فٝ 

FFFFo  .  

  بٌمغّخ ػٍٝ ٚث

0.  FF                                                                                                         (4.16)  

 .  Fٚ٘زا ٘ٛ اٌششؽ اٌلاصَ رؾممٗ ؽزٝ ٠ّىٓ ٌٍغبص اْ ٠زضْ رؾذ ربص١ش ِغبي اٌمٜٛ 

 ِضلا رزؼ١ٓ ثزىبًِ اٌّؼبدٌخ Aػٕذ ا٠خ ٔمطخ pوّب اصجزٕب فٝ اٌغٛائً فئْ شذح اٌؼغؾ 

 

)( ZdzYdyXdxdp                                                                                          (4.17)  

 

 ا إرضْ اٌغبص رؾذ ربص١ش اٌغبرث١خ الاسػ١خ فئْ ار
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p















,0,0                                                                                 (4.18)  

   zاٌخ ٌٍّزغ١ش د pسأع١ب اٌٝ أػٍٝ ارْ ozٚفٝ ٘زٖ اٌّؼبدلاد ارخزٔب اٌّؾٛس 

 ِؼطبٖ فٝ اٌظٛسٖ   p,ٚثفشع اْ اٌؼلالخ ث١ٓ 
n

kp                                                                                                                    (4.19)  

 صبثذ . إرْ  kؽ١ش 

n

k

p
g

dz

dp

1









                                                                                                         (4.20)  

 ثفؼً اٌّزغ١شاد ٚاٌزىبًِ ٔؾظً ػٍٝ 

1
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ٚارا وبٔذ 
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Pp   ػٕذِبoz   ْفب 
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

















                                                                                 (4.21)  

 ػٕذِب  k( ٠ّىٓ ا٠غبد اٌضبثذ 5.15ِٚٓ ِؼبدٌخ )
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 5   

ارا اْ 
ooo

RTp  1وّب ٘ٛ ِؼشٚف ِٓ اٌمبْٔٛ اٌؼبَ ٌٍغبصاد ٌٍٚم١ّخ اٌخبطخn  

o
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 ٚرؼطٝ ِؼبدلاد الارضاْ اٌؼلالخ 
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 ٌزظجؾب ػٍٝ اٌظٛسح    4.24) (,)4.23اٌظغ١شح فبٔٗ ثبعزخذاَ ِفىٛن ر١ٍٛس ٠ّىٓ رمش٠ت اٌّؼبدٌز١ٓ )zٌٚم١ُ 

gzpp
oo

                                                                                                         (4.25)  

اٌظغ١شح اٜ فٝ إٌّطمخ  zفٝ اٌجٕذ اٌغبثك ٌٍغٛائً ٠ّٕٕب اٌمٛي أخ ٌم١ُ  4.13) ٚثمبسٔخ ٘زٖ اٌؼلالخ ثبٌؼلالخ )

 . خ ٠ّىٓ ِؼبٍِخ اٌغبص وّب ٌٛ وبْ ِبئؼب راد وضبفخ صبثز oاٌّؾ١طخ ثبٌٕمطخ 
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n٘زٖ إٌزبئظ ٌٙب ا١ّ٘خ خبطخ ػٕذ دساعخ اٌغلاف اٌغٜٛ فبٌؼلالخ 
kp   طؾ١ؾخ ٌٍٙٛاء ٚربخزn  ف١ّب

ؽزٝ  1خز اٌم١ّخ و١ٍٛ ِزش صُ ٔب 11ؽزٝ اسرفبع 238.1رخزٍف ثبخزلاف الاسرفبع ػٓ عطؼ الاسع فٙٝ رغبٜٚ 

 و١ٍٛ ِزش ػٓ عطؼ الاسع.     32اسرفبع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ٍغجه:  
ٗعْد ظاـ ث زع مجّش  pٗشدر ػغأ  ٍِ ظاـ ث زع مجّش مغجفز ثىٖ٘ثع  zعيٚ ثزصلجة 

قَٞضٖج 
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p,ثذث مجّش
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
0

عْد ثٝٔ ثزصلجة  pعجدش ٗثعضذسس ثىؾجذدٞز ث زػٞز عجدضز ثٗؽد فٞظ  

z ل 

 hعْدٍج مجُ ثزصلجة ٍسمصٓ عِ ظاـ ث زع   aثذث ثصصُ فٚ ٕرث ثىؾ٘ دجىُ٘ مسدٙ ّظب قاسر 

 اٗؽد ٗشُ ثىذجىُ٘ل

  

 ثىقو

yxِؼبدٌزب ارضاْ اٌٙٛاء فٝ الارغب١٘ٓ الافم١١ٓ   ّ٘ب ,
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 . yاٚ xلا ٠زٛلف ػٍٝ  pاٜ اْ 
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 .  Spِٓ عطؼ اٌجبٌْٛ ػّٛدٜ ػ١ٍخ ٠ٚغبٜٚ  S ػغؾ اٌٙٛاء ػٍٝ اٌؼٕظش

 ِٓ اٌزّبصً ِؾظٍخ اٌمٜٛ إٌبرغٗ ِٓ  ػغؾ اٌغبص ػٍٝ عطؼ اٌجبٌْٛ وٍٗ ساع١ب ِٚمذاس٘ب 
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


   

 aaae
ho




 
sinhcosh

4

3



  

 

  Pِٚؾظٍخ ػغؾ اٌٙٛاء  Wاٌجبٌْٛ ِزضْ رؾذ ربص١ش ٚصٔخ 

 
0 PW   

 aaaeW
ho




 
sinhcosh

4

3


  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. 
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 ّسسٝجس: 

 (:1ّسسٝز )
 ثىؼغؾ عْد ثٙ ّقاز عجدش دجىْعذز ىؾَٞع ثىَعض٘ٝجس ثىَجزر دٖج ل 

 

اٌزٜ ABCِٚمبؽؼخ وّب ثبٌشىً ِّضً ثبٌّضٍش  lّبٔغ ؽٌٛخ لاصجبد ٘زٖ إٌظش٠خ . ٔؼزجش ِٕشٛس صلاصٝ ِٓ اٌ

cbaاؽٛاٌٗ   فٝ ؽبٌخ الارضاْ.  ,,

 
ٔفشع اْ اٌؼغؾ اٌّؤصش ػٍٝ الاػلاع إٌّشٛس ٘ٝ 

321
,, ppp  اعٙبداد ػّٛد٠خ ٚرؤصش ػٍٝ الاٚعٗ اٌضلاصخ 

bl

F
p

1

2
    الاعٙبد اٌؼّٛدٜ اٌّؤصش ػٍٝ اٌؼٍغ(Ac ) 

al

F
p

2

1
    الاعٙبد اٌؼّٛدٜ اٌّؤصش ػٍٝ اٌٛعٗ اٌّّضً  ثبٌؼٍغ(Ac ) 

 

cl

F
p

3

3
    الاعٙبد اٌّؤصش ػٍٝ اٌٛعٗ اٌّّضً  ثبٌؼٍغ(AB ) 

blpFalpFclpFارْ 
221133

,,   

  

 ٘زا إٌّشٛس ِٓ اٌّبٔغ ِزضْ رؾذ ربص١ش ٚصٔخ ساع١ب لاعفً ٚ٘زٖ اٌمٜٛ اٌضلاصخ. 

 

 ثزؾ١ًٍ اٌمٜٛ فٝ الارغب١٘ٓ الافمٝ ٚاٌشاعٝ فبْ ِؼبدٌزٝ الارضاْ ّ٘ب 

 cos
23
lbplcp                                                                                                    (4.26)  

 

acllbplap
2

1
sin

21
                                                                                     (4.27)  

 ٚؽذح اٌؾغُ. ٘ٝ اٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍّبئغ ٚٚؽذارٙب ٘ٝ لٛح ػٍٝ ؽ١ش 

 ِٓ ٕ٘ذعخ اٌشىً ٔلاؽع اْ 

b

a

b

c
 sin,cos                                                                                              (4.28)  

 ( ٔؾظً ػٍٝ .224(,)4.26( فٝ )4.28ثبٌزؼ٠ٛغ ِٓ )

,
23

pp                                                                                                                   (4.29)  
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cpp
2

1
21
                                                                                                       (4.30)  

 ؼبد ٌٍّٕشٛس. ( طؾ١ؾخ لاٜ اث4.30اٌؼلالخ )

 ( رؼطٝ 4.30ارا وبٔذ أثؼبد إٌّشٛس طغ١شح عذا رؤٚي اٌٝ اٌظفش فبْ اٌّؼبدٌخ )

21
pp                                                                                                              (4.31)  

 ظً ػٍٝ ٔؾ 4.31),)4.29)ِٓ اٌّؼبدلاد )

321
ppp    

 

 إّضقجه ثىؼغؾ:
  

ثذث ثعس ػغؾ ثػجفٚ عْد ثٙ ؽصع ٍِ ٍجةع فٚ فجىز ظنُ٘ فجُ ٕرث ثىؼغؾ ْٝضقو ثىٚ 
 . ثؽصثع ثىَجةع دْلط ثىقَٞزؽَٞع 

 

 ٚلاصجبد رٌه ٔؼزجش اعطٛأخ ِٓ اٌّبئغ وّب ثبٌشىً  

BAٚاٌمٜٛ إٌبرغخ ِٓ اٌؼغط١ٓ ػٍٝ اٌّمطؼ١ٓ ػٕذ  lSالاعطٛأخ فٝ ؽبٌخ ارضاْ رؾذ ربص١ش ٚصٔٙب  , 

SpSpّٚ٘ب 
21

 اٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍّبئغ. ؽٌٛٙب ,  lِغبؽخ ِمطغ الاعطٛأخ,  Sػٍٝ اٌزشر١ت. ؽ١ش  ,

  

 فبْ ABشٚؽ الارضاْ ٔغذ أٗ ثبٌزؾ١ًٍ فٝ ارغبٖ ِؾٛس الاعطٛأخ ِٓ ش

0sin
21

 SpSlSp                                                                                       (4.36) 

 

 
1ِمذاسٖ  فٝ اٌؼغؾ ١ٌٚىAٓثفشع ؽذٚس إػبفخ ػٕذ 

1
p  ٚاْ اٌؼغؾ الاػبفٝ إٌبرظB ٛ٘1

2
p  ششٚؽ ِٓ

 ٔغذ اْ  ABالارضاْ ٚاٌزؾ١ًٍ فٝ ارغبٖ 

    0sin
1

22

1

11
 slSppSpp                                                                   (4.37)  

 ( ٔؾظً ػٍٝ 4.37(ِٓ)4.36ثطشػ )
1

2

1

1
PP                                                                                                                     (4.38)  

( رؼٕٝ اْ اٌؼغؾ الاػبفٝ  4.38إٌز١غخ )
1

1
p ػٕذA ٠ٕزمً وّب ٘ٛ ػٕذB ٚؽ١ش اْ إٌز١غخ اٌغبثمخ لا رؼزّذ .

ػٍٝ ؽٛي الاعطٛأخ فبْ اٌؼغؾ الاػبفٝ 
1

1
p ػٕذA  . ً٠ٕزمً ػٍٝ اٌفٛس اٌٝ ع١ّغ ٔمؾ اٌغبئ 

 

 :  ٍيق٘ ز

 ( ٔؾظً ػٍٝ 1فبْ ِٓ ِؼبدٌخ ) 0لاعطٛأخ افم١خ , اٜ اْ ٔلاؽع أخ ارا اػزجشٔب ا
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21
pp   

 اٜ اْ اٌؼغؾ ػٕذ ٔمطز١ٓ فٝ ِغزٜٛ افمٝ ٚاؽذ ٠ىْٛ  ِزغبٜٚ. 

 

 

 

 

 

 ثىؼغؾ عيٚ ثىعا٘ؿ ثىَعض٘ٝز: 
ؾ اٌّؾظً ػٍٝ ٘زا ٔفشع عطؼ ِغزٜٛ ِغّٛس فٝ عبئً. ٚاٌّطٍٛة إ٠غبد اٌمٜٛ إٌبرغخ ِٓ اٌؼغ

 اٌغطؼ اٌّغزٜٛ.  

إٌظش٠خ اٌزب١ٌخ رٛػؼ ٌٕب و١ف١خ ؽغبة اٌمٜٛ إٌبرغخ ِٓ اٌؼغؾ اٌّؾظً ػٍٝ اٌظفبئؼ اٌّغز٠ٛخ اٌّغّٛسح فٝ 

 عٛائً. 

 (: 2ّسسٝز)

 
ثىق٘ٙ ثىْجصؾز ٍِ ثىؼغؾ ثىَقظو عيٚ طلٞقز ٍعض٘ٝز ٍغَ٘زر فٚ ظجةو ٝعجٗٙ 

 ٍعجفز ثىظقٞلزل xز فجطو ػسح ثىؼغؾ عْد ٍسمص مضيٚ ثىظقٞل

ػٍٝ Aػٕذ  Sلاصجبد ٘زح إٌظش٠خ ٔفشع إٔب لغّٕب اٌظؾ١فخ اٌٝ ػٕبطش طغ١شح ٚرؼزجش ػٕظش ِغبؽخ 

 ِٓ عطؼ اٌغبئً.  zػّك 

  

Spاٌمٜٛ اٌٛالؼخ ػٍٝ ٘زا اٌؼٕظش إٌبرغخ ِٓ اٌؼغؾ ٘ٝ  A  ٛ٘pشذح اٌؼغؾ ػٕذ    ٚرىْٛ ػّٛد٠خ

ػٍٝ اٌؼٕظش ٚؽ١ش اْ اٌمٜٛ ػٍٝ اٌؼٕبطش اٌّخزٍفخ اٌّىٛٔخ ٌٍغطؼ ِزٛاص٠خ , فّؾظٍزٙب ارْ رٛاص٠ٙب اٜ 

 ػّٛد٠خ ػٍٝ ِغزٜٛ اٌغطؼ ِٚمذاس٘ب 

 







0

lim

S

S

SdpSpP



                                                                                      (4.39)  

 ٌّٚب وبْ اٌغبئً ِزضٔب رؾذ ربص١ش اٌغبرث١خ فبْ 

gzpP
o

   
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zp
o

                                                                                                            (4.40)  

gؽ١ش    ًاٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍغبئ 

  

S

o
dSzpP    



S

o
zdSSp                                                                                                 (4.41)  

 ِغبؽخ اٌظؾ١فخ اٌّغز٠ٛخ Sؽ١ش 

 ِشوض وزٍخ اٌظؾ١فخ فبْ Bؽ١ش اْ 






dS

zdS
Z   

SZzdS                                                                                                               (4.42)  

 ٠ٕزظ اْ  (.4.41( فٝ )4.42ثبٌزؼ٠ٛغ ِٓ )

SZSpP
o

   

 SZpP
o

                                                                                                       (5.43)  

٠Zpىْٛ ِغب٠ٚب  Bاٌؼغؾ ػٕذ  Bٚؽ١ش اْ ِشوض وزٍخ اٌظؾ١فخ ػٕذ 
o

 ( رؼٕٝ اْ 4.43فبْ اٌّؼبدٌخ )

اٌمٜٛ إٌبرغخ ِٓ اٌؼغؾ اٌّؾظً ٌغبئً ػٍٝ طؾ١فخ ِغز٠ٛخ ٠غبٜٚ ؽبطً ػشة اٌؼغؾ ػٕذ ِشوض وزٍخ 

 اٌظؾ١فخ فٝ ِغبؽخ اٌظؾ١فخ .

 ػٕذ اّ٘بي اٌؼغؾ اٌغٜٛ فبْ 

SZP   

SZgP                                                                                                               (4.44)  

 (: 1ٍغجه )
ػعب ٗشُ مسر  ٝعجٗٙ aثذث مجُ ثىؼغؾ ثىَقظو ىعجةو عيٚ طلٞقز دثةسٝز زثظٞز ّظب قاسٕج 

زثظٞجل فجعذش ثُ ػغؾ ثىعجةو a2ل فجدث خلؼش ثىدثةسر فٚ ثىعجةو ٍعجفز  aٍِ ّلط ثىعجةو ّظب قاسٕج 

ثىؾدٝد عيٚ ثىظلٞقز ٝعجٗٙ 
4

7
 ٍِ ثىؼغؾ ث ٗه ٍع ثَٕجه ثىؼغؾ ثىؾ٘ٙل  

 ثىقو
الغ ػٍٝ اٌظف١ؾخ اٌذائش٠خ فٝ اٌٛاػغ الاٚي ٠غبٜٚ ٔفشع اْ اٌؼغؾ اٌٛ

1
p  ْٚا

2
P  اٌؼغؾ اٌغذ٠ذ اٌٛالغ ٛ٘

 . a2ػٍٝ اٌظف١ؾخ ثؼذ اْ خفؼذ ِغبفخ ساع١خ 

 ٠غبٜٚ  aٚصْ وشح ِٓ اٌغبئً ٔظف لطش٘ب 


3

3

4
aW    

 اٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍغبئً اٚ ٚصْ ٚؽذح اٌؾغَٛ ِٓ اٌغبئً   ؽ١ش 

zap 
2

1
                                                                                                                (1)  

 ثؼذ ِشوض صمً اٌظف١ؾخ اٌذائش٠خ ػٓ عطؼ اٌغبئً ٚؽ١ش اْ  zؽ١ش 

WP 2
1
   
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
33

3

8
aza    

aZ
3

8
                                                                                                                      (2)  

 اْ  ٚؽ١ش

)2(
2

2
azaP                                                                                                        (3)  

 ٔغذ اْ zثبٌزؼ٠ٛغ ػٓ 


3

2
3

14
ap                                                                                                               (4)  


3

1
3

8
ap                                                                                                                 (5)  

 ( ٔغذ ا4ْ( ػٍٝ )5ثمغّخ )

7

4

3

14

3

8

3

3

2

1






a

a

P

p
   

 اٜ اْ 

12
4

7
pp   
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 ( 2ٍغجه)
 َسس ثىظلٞقز زثظٞج فٚ ظجةو دقٞظ مجُ  lطلٞقز عيٚ شنو ٍغيظ ٍضعجٗٙ ث ػلاة ؽ٘ه ػيعز 

زثض ثىَغيظ عْد ظاـ ثىعجةو ٗقجعدصز ثىَْج سر ىٖرث ثىسثض ثفقٞز ل فجذث قعَش ثىظلٞقز دَعضقٌٞ ٝ٘ثشٙ 

ظ مجّش ّعذز ثىؼغؾ عيٚ ثىؾصع ثىعي٘ٙ ثىٚ ثىؼغؾ عيٚ ثىؾصع ثىعليٚ مْعذز ثىقجعدر ثىٚ ؽصةِٞٞ دقٞ : 

3فجعذش ثُ ثىَعضقٌٞ ٝذعد عِ ظاـ ثىعجةو ٍعجفز 

2

3






l  ٍع إَٕجه ثىؼغؾ ثىؾ٘ٙ ل 

 ثىقو
ٔفشع اْ 

123
,, ppp اٌؼغٛؽ ػٍٝ اٌّضٍش ٝ٘ADE ٚشجخ إٌّؾشف ,BECB اٌّضٍش ,ABC  ٍٝػ

 اٌزشر١ت )أظش اٌشىً( ٚؽ١ش اْ 






2

1

p

p
                                                                                                                       (1)  











21

1

pp

p
  

 اٜ اْ








3

1

p

p
                                                                                                              (2)  

 
ؽ١ش اْ 

13
, pp  ِٓ ْ٠زؼ١ٕب 

















 hDEhp

3

2

2

1
1

                                                                                                 (3)  




























 lllp

2

3

3

2

2

3

2

1
3                                                                                           (4)  

 DEإٌّبظش ٌٍمبػذح DEٛ اسرفبع اٌّضٍش ٘ hؽ١ش 

 ( ٔغذ اْ 4(ػٍٝ )3ثمغّخ )

3

2

3

1

3

.4

l

hDE

p

p
                                                                                                               (5)  

 ٔغذ اْ  ِٓ ٕ٘ذعخ اٌشىً

3

2
30tan2

h
hDE                                                                                                    (6)  



50 

 

   
3

3

3

1

33

8

l

h

p

p
                                                                                                                (7)  

 ( ٔؾظً ػ2ٍٝ(, )2ِٓ )

 

 

 ٍسمص ثىؼغؾ:  
اٌؼغؾ ػٍٝ اٜ طف١ؾخ ِغز٠ٛخ ِغّٛسح فٝ عبئً ٘ٛ ِؾظٍخ ػغٛؽ ػّٛد٠خ ِزٛاص٠خ ػٕذ وً ٔمطخ 

 .  صعس  دَسمص ثىؼغؾِٓ اٌظف١ؾخ  ٚرؤصش ٘زٖ اٌّؾظٍخ فٝ ٔمطٗ 

 

 ىضعِٞ ٍسمص ثىؼغؾ:  
ٚاْ اٌؼّٛدٜ  oxفٝ عبئً ِغ عطؼ اٌغبئً ٘ٛ اٌّؾٛس ٔفشع اْ خؾ رمبؽغ طف١ؾخ ِغز٠ٛخ ِغّٛسح 

 ٠زؼ١ٓ ِٓ  dSػٍٝ ػٕظش ِٓ اٌظف١ؾخ  dpاٌؼغؾ oyػ١ٍخ فٝ ِغزٜٛ اٌظف١ؾخ ٘ٛ اٌّؾٛس 

 

dsydp  cos                                                                                                    (4.45)  

 صا٠ٚخ ١ًِ اٌظف١ؾخ ػٍٟ اٌشأعٟ .   ِغ إّ٘بي اٌؼغؾ اٌغٛٞ ٚؽ١ش 

 
 ٠غبٚٞ    Pاٌؼغؾ اٌىٍٟ ػٍٟ اٌظف١ؾخ 

 

s

ydSdpP cos                                                                                             (4.46)  

 فئْ    oxثأخز اٌؼضَٚ ؽٛي اٌّؾٛس 

 ydpPy
p

                                                                                                            (4.47)  

ؽ١ش 
p

y ٟالأؽذاص ٛ٘y    ٌّشوض اٌؼغؾ 

 ( فئْ  4.47( فٟ )4.54ثبٌزؼ٠ٛغ ِٓ )
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  dSyyPy
p

cos    

 dSy
z

cos    

x
I cos                                                                                                     (4.48)  

ؽ١ش 
x

I  ػضَٚ اٌمظٛس اٌزارٟ ٌٍظف١ؾخ ؽٛي اٌّؾٛسox  




ydS

I
y

x

p

cos

cos




   




ydS

I
y

x

p
                                                                                                             (4.49)  

 

yxثفشع أْ ِشوض وزٍخ اٌظف١ؾخ ػٕذ   فئْ    ,

S

ydS

dS

ydS
y






                                                                                                  (4.50)  

 ِغبؽخ اٌظف١ؾخ   Sؽ١ش 

   (4.49)فٟ  (4.50)ثبٌزؼ٠ٛغ ِٓ

Sy

I
y

x

p
                                                                                                                  (4.51)  

٠ّىٓ وزبثخ ػضَ اٌمظٛس اٌزارٟ 
x

I   ٖفٟ اٌظٛس 

SkI
xx

2
                                                                                                                  (4.52)  

ؽ١ش 
x

k  ٔظف لطش اٌمظٛس اٌزارٟ ٌٍظف١ؾخ ؽٛي اٌّؾٛسox   

 ٔؾظً ػٍٟ   (4.51),(4.52)ِٓ 

y

k
y

x

p

2

                                                                                                                   (4.53) 

 ثئعزخذاَ ٔظش٠خ اٌّؾبٚس اٌّزٛاص٠خ ٌؼضَ اٌمظٛس اٌزارٝ فبْ 
222

dkk
xx
                                                                                                            (4.54)  

ؽ١ش 
x

k ٔظف لطش اٌمظٛس اٌزارٝ ؽٛي ِؾٛس ِٛاصٜ ٌٍّؾٛسox , ِٚبس ثّشوض اٌىزٍخd  ٓاٌّغبفخ ث١

ydاٌّؾٛس٠ٓ اٌّزٛاص١٠ٓ فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ    ْٚٔغذ ا 

y

yk
y

x

p

2
2



  

y

k
yy

x

p

2


                                                                                                            (4.55)  

 اٜ اْ 

y

k
yy

x

p

2


   

 اٜ اْ ِشوض اٌؼغؾ ٠مغ اعفً ِشوض اٌىزٍخ ٚ ٔلاؽع ِب ٠ٍٝ 

ٚ٘زا ٠ؼٕٝ اْ ٘زا اٌّشوض ٌٓ ٠زغ١ش ارا داس اٌغطؼ ؽٛي  ِشوض اٌؼغؾ لا ٠زٛلف ِىبٔٗ ػٍٝ اٌضا٠ٚخ  -1

 خؾ رمبؽؼخ ِغ اٌغطؼ اٌؾش 

ٌغطؼ اٌّغّٛس اٌؼّٛدٜ ػٍٝ خؾ اٌزمبؽغ اعفً ِشوض اٌؼغؾ ٠مغ ػٍٝ اٌّؾٛس اٌشئ١غٝ ٌمظٛس ا -2

ِشوض اٌضمً ثّغبفخ 
y

k
2

1 . 
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ثؾ١ش ٠ىْٛ اٌغطؼ اٌّغّٛس ِٛاص ٌٍغطؼ اٌؾش فبْ ِشوض اٌؼغؾ ٠ٕطجك ػٍٝ ِشوض  0ارا وبٔذ  -3

 خ اٌّغّٛسح. اٌضمً ار اْ شذح اٌؼغؾ فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ رىْٛ ٚاؽذح ػٕذ ع١ّغ إٌمؾ اٌّغبؽ

 

    -اٍغيز:

  -(:1ٍغجه) 
طلٞقز عيٚ شنو قاع ّجقض ٍغَ٘زر فٚ ظجةو ٍٗق٘زٕج ث مذس زثظٞج ّٖٗجٝز ثىَق٘ز ث مذس عِ   

ثىعاـ ثىعجةو فجذث ثّاذق ٍسمص ثىؼغؾ عيٚ ثىذؤزرل ثعذش ثُ ث خضلا  ثىَسمصٙ ىيقاع ٝعجٗٙ 
4

1
 ل 

 ثىقو
 ٔفشع اْ 

MM ,
1

  

 ّ٘ب ِشوض اٌىزٍخ ِٚشوض اٌؼغؾ ػٍٝ اٌزشر١ت ؽ١ش اْ 

y

k
MM

2

1

1
                                                                                                                   (1)  

 مطغ إٌبلض ٚؽ١ش اْ ػضَ اٌمظٛس اٌزارٝ ؽٛي ِؾٛس ٠ّش ثّشوض صمً اٌ

 

SaI
x

2

4

1
   

22

1
4

1
ak                                                                                                                    (2)  

 

 

 

  

ay                                                                                                                             (3)  

 
4

2

4

1

1

a

a

a
MM                                                       

 ٌىٓ ِٓ خٛاص اٌمطغ إٌبلض ٔؼٍُ اْ 

aeMM 
1

  

 ّشوضٜ إٌبلض الاخزلاف اٌ eؽ١ش 

aae
4

1
   

4

1
 e   
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 (:2ٍغجه )
ٍعاٞو ٍغَ٘ز فٚ ظجةو ٗثفد ثػلاعز عْد ظاـ ثىعجةول إعذش ثُ ثىفؾ ث فقٚ ثىَجز دَسمص ثىؼغؾ 

 ٍع إَٕجه ثىؼغؾ ثىؾ٘ٙل  5:4ٝقعٌ ثىَعضاٞو ثىٚ ؽصةِٞٞ ثىؼغؾ عيَٖٞج ٝنُ٘ دْعذز 

 

 ثىقو
lbٔفشع اْ اٌّغزط١ً اثؼبدح ّ٘ب  lABbBcاٜ اْ  2,  ,2 . 

 
ثفشع اْ ِشوض اٌؼغؾ ػٕذ 

1
M  ِٚشوض اٌىزٍخ ػٕذM ْٚثفشع ا  .FE اٌخؾ الافمٝ اٌّبس ثّشوض ٛ٘

اٌؼغؾ 
1

M . 

٠غبٜٚ  ٠ٚMّش ثّشوض وزٍزخ  oxؽٛي ِؾٛس ٠ٛاصٜ اٌّؾٛس  ABCDػضَ اٌمظٛس اٌزارٝ ٌٍّغزط١ً 

2

3

1
mb  ؽ١شm  ًوزٍخ اٌّغزط١ 

b
b

b

y

k
MM

bk

c
3

13

1

3

1

2
2

1

1

22

1





   

١ش اْ ٚؽ
21

, pp  )ّٓ٘ب اٌؼغط١ٓ ػٍٝ اٌغضئ١١ٓ )اٌّغزط١ٍ١FECDABEF  ػٍٝ اٌزشر١ت  ,

Szp 
1

  

















 bblp

3

2

3

4
.

1
                                                                                                     (1)  

















 bblp

3

5

3

2
.

2
                                                                                                     (2)  

 ( ٔؾظً ػٍٝ 2( ػٍٝ )1ثمغّخ )

5

4

2

1


p

p
   

 

 

 

 

 

 



54 

 

 (:3ٍغجه )
د ثىؼيعِٞ ثىَض٘ثشِٝٞ ثىرٙ  َسس طلٞقز زثظٞج عيٚ شنو شذز ٍْقس  فٚ ظجةو دقٞظ مجُ ثف

 ل hٗثىَعجفز دَْٖٞج  bعْد ظاـ ثىعجةو ٗمجُ ؽ٘ه ثىؼيع ث خس  aؽ٘ىٔ 

إعذش ثُ ٍسمص ثىؼغؾ ٝقع عيٚ عَق ٝعجٗٙ 
 

h
ba

ba

22

3




 ٍِ ظاـ ثىعجةول  

 ثىقو
ٝ ػّك ِشوض اٌؼغؾ ٠مغ ػٍ

p
y  عطؼ اٌغبئً ؽ١ش ِٓ 

 






ydS

dSy
y

p

2

  

axxِٓ عطؼ اٌغبئً ٠غبٜٚ  yؽٛي اٌؼٕظش اٌزٜ ػٍٝ ػّك  
21

 ٚاػؼ ِٓ اٌشىً اْ  dyٚعّىخ 

h

y

x

x

h

y

x

x


4

2

3

1
,   

   

 ab
h

y

xx
h

y
xx




4321

  

 رغبٜٚ   dsٚرىْٛ ِغبؽخ اٌؼٕظش

  dyab
h

y
a










   

 

 
dyy

h

ab
ay

dyab
h

y
ay

y
h

o

h

o

p









 


















2
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 

h

o

h

o

y

h

abay

ab
h

yay









 















32

43

32

43

  

32

43
32

43

h

h

abah

h

h

abah







   

 
.

22

3
h

ba

ba
y

p



   

 

 (:4ٍغجه )
ACABفٞز  ABCطلٞقز ٍعض٘ٝز عيٚ شنو ٍغيظ    ٍِ ٗثزصلجعزA  ٕ٘h ٓل فجذث  َسس ٕر

ٍِ ظاـ ثىعجةو فجعذش ثُ ثىلسق دِٞ دعدٙ ٍسمصٙ h2عيٚ عَق  Aثىظلٞقز زثظٞج فٚ ظجةو دقٞظ مجُ 

ٝعجٗٙ  Aثٗ ثفقٞج ثظلو  Aثفقٞج ف٘ق  BCفٚ ثىقجىضِٞ ثىضٚ ٝنُ٘ فٖٞج  Aثىؼغؾ عْد 
16

h
 ل 

 ثىقو
oyoxثبخز اٌّؾٛس٠ٓ  فٝ ولا اٌؾبٌز١ٓ ٠ّش ثّشوض صمً  oyوّب ثبٌشى١ٍٓ, فبْ ِٓ اٌٛاػؼ اْ ِؾٛس  ,

oxاٌظف١ؾخ. ٌزا فبٔٗ فٝ ولا اٌؾبٌز١ٓ 
p
  

ٔٛعذ الاْ 
p

y  ٓفٝ ولا اٌؾبٌز١ 

 
 فبْ  Aفٛق  BCػٕذِب ٠ىْٛ  ( أ)

Sy

I
y

x

p
                                                                                                                      (1)  

 ِٓ اٌٛاػؼ اْ 

hy
3

4
                                                                                                                         (2)  
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 وّب أٗ ثبعزخذاَ ٔظش٠خ اٌّؾبٚس اٌّزٛاص٠خ ٔغذ اْ 
2

3








  h

h
SII

xx
  

2

22

6

11

9

16

18

1

Sh

hSSh













  

 ( ٔؾظً ػٍٝ 1(فٝ )3(,)2ثبٌزؼ٠ٛغ ِٓ )

 

h

Sh

Sh

y
p

4

3

6

11

3

4

6

11 2

    

hy
p

8

11
                                                                                                                      (4)  

 ؽ١ش  lِغبفخ Aٚثبٌزبٌٟ فئْ ِشوض اٌؼغؾ ٠جؼذ ػٓ 

hhhl
8

5

8

11
2                                                                                                         (5)  

 فئُ  Aاظلو BC)ح(عْدٍج ٝنُ٘  
 

 

 

          

                                                                                

         
yS

I
y

x

p



                                                                                           (6) 

 ٌٚىٓ ِٓ اٌٛاػؼ اْ 

hhy
3

2
2    

hy
3

8
                                                                                                                         (7)  

 ثبعزخذاَ ٔظش٠خ اٌّؾبٚس اٌّزٛاص٠خ ٔغذ اْ ٚ
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2

2

21

6

43

3

8

18

1

Sh

ShShI
x













                                                                                                (8)  

 ( ٔغذ اْ 6( فٝ )8(, )2ثبٌزؼ٠ٛغ ِٓ )

hy
p

16

43
                                                                                                                     (9)  

lِغبفخ  Aٚثبٌزبٌٝ فبْ اٌؼغؾ ٠جؼذػٓ   ؽ١ش 

hhhl
16

11
2

16

43
                                                                                                   (10)  

  ٓاٌفشق ث١ٓ ثؼذٜ ِشوضٜ اٌؼغؾ ػA فٝ اٌؾبٌز١ٓ ٠ىْٛ ِغب٠ٚب 

.
168

5

16

11 h
hhll                                                                                               (11) 

 

 

 

  

 (:5ٍغجه )
عْد ظاـ  Aفٚ ظجةو دقٞظ مجُ ثىسثض  ABCDثذث  َسس طلٞقز ٍعض٘ٝز عيٚ شنو ٍسدع 

 ل 7:5ٗدقعَز دْعذز ACافقٞج ، فجعذش ثُ ٍسمص ثىؼغؾ ٝقع عيٚ ثىقاس BDثىعجةو ٗثىقاس 

 ثىقو
٠ّش ثّشوض صمً اٌظؾ١فخ, ٌزا فبْ إؽذاص١بد ِشوض  oyثبخز اٌّؾبٚس وّب ثبٌشىً فبٔخ ِٓ اٌٛاػؼ اْ اٌّؾٛس 

?0اٌضمً   xy ْٚاػؼ ا 

ly 2                                                                                                                        (1)  

 ؽٛي ػٍغ اٌّشثغ .  lؽ١ش 

yS

I
y

x

p
                                                                                                                       (2)  
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ٔٛعذ 
x

I  ٌٓزٌه عٛف ٔؼزجش اٌظف١ؾخ ِىٛٔخ ِٓ اٌّضٍض١BDCABD , . 

 ٔؼٍُ اْ  ABDثبٌٕغجخ ٌٍّضٍش 
2

)1(

222

1




















lS
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8

1
SlI

x
                                                                                                                    (3)  

 ِغبؽخ اٌّشثغ .  Sؽ١ش 

 

 فبٔٗ ِٓ ٔظش٠خ اٌّؾبٚس اٌّزٛاص٠خ  BDEٚثبٌٕغجخ ٌٍّضٍش 
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)2(

23
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2
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2218
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
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
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
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

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 ٚؽ١ش اْ 
2)1(
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III    
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SlSlSl                                                                                          (5)  

 ( ٠ٕزظ اْ 2( فٝ )5( ,)1زؼ٠ٛغ ِٓ )ٚالاْ ثبٌ

ly
p
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7
                                                                                                                   (6)  

 ٚثبٌزبٌٝ ٠ىْٛ 

26

5
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7
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2 l
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l
yAC

p
                                                                                    (7)  

 ٌزا فبْ 
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7
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
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 ثىؼغؾ ثىنيٚ عيٚ ثىعا٘ؿ ثىَْقْٞٞز ثىَغَ٘زر فٚ ظجةو ٍج: 
ارا ٌُ ٠ىٓ اٌغطؼ اٌّغّٛس فٝ اٌغبئً ِغز٠ٛب فبْ اٌؼغٛؽ ػٕذ ٔمبؽخ اٌّخزٍفخ ٌٓ رىْٛ ِزٛاص٠خ , 

اٌؼغؾ اٌّؾظً ع١ىْٛ ِؾظٍخ اٌمٜٛ غ١ش ِزٛاص٠خ . ٌزا فبٕٔب ٔٛعذ ِشوجبد ٘زا اٌؼغؾ اٌّؾظً ٚثبٌزبٌٝ فبْ 

فٝ إرغبٖ صلاس ِؾبٚس ِزؼبِذح اؽذّ٘ب ساعٝ . اٜ اْ اٌؼغؾ اٌّؾظً ٘ٛ ِؾظٍخ ٌٍمٜٛ اٌضلاس اٌّزؼبِذح الار١خ 

 : 

 ػغؾ ٍقظو زاظٚ :  -1
ػٍٝ ِغزٜٛ عطؼ اٌغبئً فزشعُ ٘زٖ  ABCDلا٠غبدح ٔغمؾ اػّذح ِٓ ٔمبؽ اٌغطؼ إٌّؾٕٝ اٌّغّٛسح 

DCBAالاػّذح ِٕؾٕٝ  ٜػٍٝ عطؼ اٌغبئً .ِٓ دساعخ إرضاْ اعطٛأخ راد اٌّمطغ اٌؼّٛدDCBA   

غت اْ ٠زؼبدي ٚاٌزٝ ٠ؾذ٘ب ِٓ اػٍٝ عطؼ اٌغبئً ِٚٓ اعفً اٌغطؼ اٌّؼطٝ ٔغذ اْ ٚصْ اعطٛأخ اٌغبئً ٘ذٖ ٠

 ِغ ِؾظٍخ اٌؼغؾ ػٍٝ اٌغطؼ إٌّؾٕٝ فٝ الارغبٖ اٌشأعٝ . 

 اٜ اْ 

اٌّشوجخ اٌشاع١خ ٌٍؼغؾ اٌّؾظً = ٚصْ ػّٛد اٌغبئً اٌّمبَ ػٍٝ ٘زا اٌغطؼ ٠ّٚش ثّشوض صمً ٘زا اٌؼّٛد 

 ِٓ اٌغبئً

 
 

 . 

 ػغؾ ٍقظو فٚ ثصؾجٓ ثفقٚ:   -2
 

ٞ ساعٟ ثٛاعطخ خطٛؽ افم١خ فٕؾظً ػٍٟ ِٕؾٕٟ لا٠غبدٖ ٔغمؾ اٌغطؼ إٌّؾٕٟ اٌّؼطٟ ػٍٟ ِغزٛ

DCBAِب    ٟارضاْ اعطٛأخ اٌّشىٍخ ِٓ اٌخطٛؽ الافم١خ ٔغذ اْ ِؾظٍخ اٌؼغؾ ػٍٟ اٌغطؼ إٌّؾٕٟ ف ِٓ

DCBAارغبٖ اٌخطٛؽ الافم١خ ٠غت اْ ٠زؼبدي ِغ اٌؼغؾ الافمٟ ػٍٟ اٌّغبؽخ اٌّغز٠ٛخ اٌشاع١خ   . 

أٞ اْ ِشوجخ اٌؼغؾ اٌّؾظً فٟ ارغبٖ افمٟ ِب =ِؾظٍخ اٌؼغؾ ػٍٟ ِغمؾ اٌغطؼ إٌّؾٕٟ اٌّؼطٝ ػٍٟ 

 ِغزٜٛ ساعٝ ػّٛدٞ ػٍٟ ٘زا الارغبٖ الافمٟ ٚرؤصش فٟ ِشوض ػغؾ ٘زا اٌّغمؾ .

  

 ل ػغؾ ٍقظو فٜ ثصؾجٓ ثفقٜ عَ٘دٛ عيٜ ث صؾجٓ ثىعجدق :   4
 ثٙب اٌؼغؾ الافمٟ اٌّؾظً اٌغبثك . ٠ّٚىٓ ا٠غبدٖ ٠ٕفظ اٌطش٠مخ اٌزٟ اٚعذٔب

   ثىؼغؾ ثىَقظو عيٜ ثىعا٘ؿ ثىَقلئ ) قجعدر ثزشَٞدض ( ل ٍسمص ثىال٘   
صْض قجعدر ثزشَٞدض عيٜ ثّز ثذث  َس ؽعٌ فٜ ظجةو ظجمِ فجّز ٝعجّٜ ػغاج ٍِ 
 ثظلو ثىٜ ثعيٜ ٍقدثزٓ ٝعجٗٛ ٗشُ ثىعجةو ثىَصثؿ ٗخؾ عَيز َٝس دَسمص عقو ثىعجةو ثىَصثؿ ل 
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ٚلاصجبد رٌه ٔفزشع اْ اٌؾ١ض اٌزٞ ٠شغٍخ اٌغغُ لذ شغً ثؾغُ ِّبصً ِٓ اٌغبئً . ٘زا اٌؾغُ ِٓ اٌغبئً ٠ىْٛ 

ِزضٔب رؾذ  ربص١ش ٚصٔخ لاعفً ِٚؾظٍخ اٌؼغٛؽ ِٓ اٌغبئً اٌخبسعٝ . اٜ اْ اٌّشوجخ اٌشاع١خ ٌّؾظٍخ 

اعفً لاػٍٝ )ػىظ ارغبٖ  ٚصْ اٌغبئً اٌؼغٛؽ رغبٜٚ فٝ اٌّمذاس ٚصْ اٌغبئً اٌّضاػ ٚرؤصش فٝ الارغبٖ ِٓ 

 اٌّضاػ ( .  

ِٓ ٘زا ٔغزٕزظ أخ ارا ؽفب اٌغغُ فٛق عبئً ٚوبْ اٌغغُ فٟ ؽبٌخ عىْٛ فبٔخ ٚصْ اٌغبئً اٌّضاػ ٠غبٜٚ اٌٛصْ 

 اٌىٍٝ ٌٍغغُ ٠ٚمغ ِشوض اٌغبئً اٌّضاػ ) اٌزٞ ٠غّٝ ِشوض اٌطفٛ ( ػٍٟ اٌخؾ اٌشاعٟ اٌّبس ثّشوض صمً اٌغغُ . 

 

   -:ثٍغيز 

 -( :1ٍغجه )
ثذث مجُ عَق ثىَجع عيٚ ؽجّذٚ د٘ثدز ٕجٗٝط ٕ٘  

12
, hh  فٞظ

21
hh   فجعذش ثُ ثىؼغؾ ثىَقظو

عيٚ ؽجّذٜ ٕرٓ ثىذ٘ثدز ٝعجٗٙ  2

2

2

1
2

1
hha  ل فٞظ  ثى٘شُ ثىْ٘عٚ ىيَجع ٕ٘,a عسع ثىذ٘ثدز ل 

 ٍِ ثىعاـ ثىَض٘ظؾ فٞظ  cثعذش مرىل ثُ ّقاز صجعٞس ثىؼغؾ ثىَقظو صقع عيٚ عَق 

)(6

4

21

21

2

2

1

2

hh

hhhh
c




   

 ثىقو
اثخ , اٌجٛ ABثبخز ِمطغ ساعٝ ػّٛدٜ ػٍٝ اٌجٛاثخ ِٚبس ثّشوض صمٍٙب , فٕٕب ٔؾظً ػٍٝ اٌشىً اٌّج١ٓ ؽ١ش 

ED  عطؼ اٌّبء ػٍٝ عبٔج١ٙب .  ,

٘ٛ  BDفبرا فشع اْ اٌؼغؾ ػٍٝ 
1

p  ٍٝٚاٌؼغؾ ػBE ٛ٘
2

p 

SZp 
1

  

 ٚثبّ٘بي اٌؼغؾ اٌغٜٛ 

1

1
2

1

ahS

hZ




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









111
2

1
hahp   

2

11
2

1
hap                                                                                                                 (1)  

 ٚثبٌّضً 

2

22
2

1
hap                                                                                                                 (2)  

 ٠ٚىْٛ اٌؼغؾ اٌّؾظً 

21
ppp    

 2

2

2

1
2

1
hha                                                                                                          (3)  

ثفشع اْ 
21

, ff  ّ٘ب ٔمطزٝ ربص١ش
21

, pp  ػٍٝ اٌزشر١ت 

ys

Sk

Sy

Ix
DF

x

2

1
   

1

1

2

1

3

2

2

1

2

1

3

4

h

h

h












                                                                                               (4)  

 ٚثبٌّضً 

2

2

2

2

2
3

2

2

1

2

1

3

4

h

h

h

DF 










  

 بْ ٚثبٌزبٌٝ ف
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3
,

3

2

2

1

1

h
BF

h
BF                                                                                                       

(5)  

  ف١ىBْٛٔبخز اٌؼضَٚ ؽٛي  pٌٍؼغؾ اٌّؾظً  Fلا٠غبد ٔمطخ ربص١ش 

2211
xBFpxBFppxBF    

 2

2

2

1

2

2

21

2

1

2

1

3

1

2

1

3

1

2

1

hha

hxahhxah

BF











  

 
  

  
2121

2

221

2

121

2

2

2

1

3

2

3

1

33 hhhh

hhhhhh

hh

hh









   

 
21

2

221

2

1

3 hh

hhhh




   

 
21

2

221

2

121

3

2

2 hh

hhhhhh
C







   

 
 

21

2

221

2

1

2

221

2

1

6

2223

hh

hhhhhhhh




   

 
21

2

221

2

1

6

2

hh

hhhh
C




   

 (: 2ٍغجه )
ٍِ ثىَق٘ز ٍغَ٘ز hٝال٘ ثّجع ٍفسٗؽٚ فٚ ثىَجع دقٞظ مجُ ٍق٘زٓ زثظٞج ٗزثظٔ ثىٚ ثظلو ٗؽصع 

فجُ ث ّجع ٝغ٘ص فضٚ صظذـ فٕ٘ضٔ عْد ظاـ  hفٚ ثىَجعل ثذث ظنخ ٍجع دثخو ثىَفسٗؽ فضٚ ثطذـ ثزصلجعز 

ثىعجةو ل ثعذش ثُ 
3

2

l
h   فٞظl  ثزصلجة ثىَفسٗؽ ل 

 ثىقو
 لاٌٟٚ :فٟ اٌؾبٌخ ا

سأع١ب أٌٟ اعفً ٚدفغ اٌغبئً سأع١ب إٌٟ اػٍٟ ٚاٌزٞ ٠غبٚٞ ٚصْ  اٌّخشٚؽ ٠زضْ رؾذ رأص١ش ٚصٔخ  

 اٌغبئً اٌّضاػ ؽغت لبػذح اسش١ّذط .

 
    


1

vW                                                                                                                     (1)  

وضبفخ اٌّبء ,ؽ١ش 
1

v ؽغُ اٌّخشٚؽ )اٌغضء اٌّغّٛس( اٌزٞ اسرفبػخh  

 

 فٟ اٌؾبٌخ اٌضب١ٔخ: 

( فئْ ِٓ الارضاْ ٠ىْٛ ِغّٛع hداخً الأبء اسرفبػخ )لاْ اسرفبع اٌّبء  Wػٕذ إػبفخ ِبء ٚصٔخ 

 ٚصٟٔ اٌّخشٚؽ ٚاٌّبء اٌّغىٛة داخٍخ ٚاٌّؤصش سأع١ب لاعفً ِغب٠ٚب دفغ اٌّبء لاػٍٟ ٚاٌّؤصش سأع١ب لاػٍٟ  
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 
2

vWW                                                                                                                (2)  

ؽ١ش 
2

V ؽغُ اٌّخشٚؽ اٌزٞ اسرفبع ٛ٘l. 

 ٔؾظً ػٍٟ   (2)ػٍٟ  (1)ثمغّخ 

2

1

2

1

V

V
                                                                                                                          (3)  

 ؽ١ش أْ 

3

3

2

1

l

h

V

V
                                                                                                                        (4)  

 

 

 
 

 ٔغذ أْ  (4),(3)ِٓ

3

3

3

2

2

1

l
h

l

h





   

   (:3ٍغجه )
 aاٗؽد ٍقدثز ٗثصؾجٓ ثىؼغؾ ثىَقظو عيٜ ثىعاـ ثىَْقْٜ ىْظب مسٓ ٍظَضٔ ّظب قاسٕج 

ٍِ aدقٞظ صنُ٘ قجعدصٖج ثىَعض٘ٝز زاظٞج ٍٗسمص ٕرٓ ثىقجعدر عيٜ عَق ٍغَ٘زٓ فٜ ظجةو ٗشّز ثىْ٘عٜ 

 ةول ظاـ ثىعج

 ثىقو
 ٌٕبخز ِمطؼب ساع١ب فٝ ِغزٜٛ ػّٛدٜ ػٍٝ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ ِٚبسا ثّشوض٘ب فٕؾظً ػٍٝ اٌشىً اٌّج١ٓ . 

 
 ػٍٝ اٌغطؼ إٌّؾٕٝ ٠ٕشب ِٓ  pاٌؼغؾ اٌّؾظً 



64 

 

ػغؾ ِؾظً افمٝ  -1
1

p ٌّغز٠ٛخ , ِٓ ٘زا ٠زؼؼ اْ ٠زؼبدي ِغ اٌؼغؾ الافمٝ اٌٛالغ ػٍٝ اٌمبػذح ا 

szp 
1

  

 ٚرٌه ثبّ٘بي اٌؼغؾ اٌغٜٛ 

)(1
2

aap    

     3
a                                                                                                                   (1)  

ٚخؾ ػًّ 
1

p  افمٝ ٠مطغ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ فٝ ِشوض اٌؼغؾ ٌٙبc ْاٜ ا , 

.
4

14

1 2

a
a

a

oc                                                                                                            (2)  

ػغؾ ِؾظً سأعٝ  -2
2

p   :ْثزؼبدي ِغ ٚصْ اٌغبئً اٌّضاػ ثٕظف اٌىشح اٜ ا 

 


3

2
3

2
ap                                                                                                                 (3)  

 اٜ اْ  Gٚخؾ ػًّ سأعٝ ٠ّش ثّشوض صمً ٔظف اٌىشح 

.
3

a
g

oG    

 ِٚٓ ٘زا ٠زؼؼ اْ 

 
2

323

2

2

2

1

3

2












 aa

ppp

  


33

39

4
1 a

B
ap                                                                                      (5)  

١ّ٠ًٚ ػٍٝ 
2

p  ثضا٠ٚخ  ؽ١ش 

2

1
tan

p

p
   

oc

Go

a

a


2

3

3

2 3

3




  

 . ٠oّش ثّشوض اٌىشح  pاٜ اْ 

 

 (: 4ٍغجه )
دقٞظ مجُ ثظلو زاظٚ ثفقٞج فجذث مجُ ثىَفسٗؽ ٍلس ج  2ٗػع ٍفسٗؽ دثةسٙ قجةٌ شثٗٝز زاظٔ 

ى٘شُ ٍَٗي٘ع دعجةو فجعذش ثُ ثىؼغؾ ثىَقظو عيٚ ظاقز ثىَْقْٚ ٝعجٗٙ ٍَٖٗو ث
2

sin151  ٍِ

 .  ثىَسثس ٍِ ٗشُ ثىعجةو

 ثىقو

 
 فٕؾظً ػٍٝ اٌشىً اٌّج١ٓ .  oٌٕبخز ِمطؼب ساع١ب ِبسا ثّشوض اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ 

 o٘ٛ اٌٛصْ إٌٛػٝ ٌٍغبئً . ٔغذ اْ ػّك  ٚاْ  hٚاسرفبػخ  aثفشع اْ ٔظف لطش لبػذح اٌّخشٚؽ ٘ٛ 

 ؽ١ش  pٚثبٌزبٌٝ فبْ اٌؼغؾ اٌّؾظً ػٍٝ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ ٘ٛ ٠cosaغبٜٚ  cاعفً 

 coscos.
22
 aaap  (1                                                                               )
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 ٠ٚؤصش ػّٛد٠ب ػٍٝ ٘زٖ اٌمبػذح . 

 

 
1اٌؼغؾ اٌّؾظً 

p  1ػٍٝ اٌغطؼ إٌّؾٕٝ ٌٗ ِشوجزبْ اؽذّ٘ب افم١خ

1
p ٚرزؼبدي ِغ اٌّشوجخ الافم١خ يp  ٜا ,

 اْ 


231

1
coscos  app                                                                                        (2)  

1ٚالاخشٜ 

2
p جخ اٌشاع١خ يساع١خ ٚرزؼبدي ِغ ٚصْ اٌغبئً ٚاٌّشوp ْاٜ ا , 

 sincos
13

1 321

2
 ahap                                                                            (3)  

1ٚثبٌزبٌٝ فبْ اٌؼغؾ اٌّؾظً 
p  ٜٚػٍٝ اٌغطؼ إٌّؾٕٝ ٠غب 

2
1

2

21

1

1
ppp    

2

1

2

43
cossincot

3

1
cos






















  ap   

 2

1

22223
)sin31(cossin9

3

1
cot   a   

 2

1

42223
sin9sin61cossin9cot

3

1
  a   


23

sin151cot
3

1
 a   


2

sin151Wp                                                                                                   (4)  

 ؽ١ش 

 cot
3

1 3
 aW    

.
3

1 3
 ha                                                                                                               (5)  

w ًٚصْ اٌغبئ ٛ٘ 
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 إصصثُ ث ؽعجً فٚ ثىع٘ثةو: 

 
فبْ اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػ١ٍخ ٘ٝ ٚصْ اٌغغُ ٚرؤصش ػٕذ  ػٕذِب ٠زضْ عغُ فٝ عبئً عٛاء وبْ ِغّٛسا ف١ٗ اٚ ؽبف١ب 

ِٚؾظٍخ اٌؼغؾ اٌغبئً ػ١ٍخ ٚرؤصش ػٕذ ِشوض صمً اٌغبئً اٌّضاػ ثبلاػبفخ اٌٝ ا٠ٗ لٛح خبسع١خ  Gِشوض صمٍٗ 

 اخشٜ رىْٛ ِٛعٛدح . 

ساع١خ  Fْٛ ِؾظٍخ اٌمٜٛ اٌخبسع١خ ٌّٚب وبٔذ اٌمٛح الاٌٚٝ ٚاٌضب١ٔخ سأع١ز١ٓ فبْ ٔز١غخ ٌلارضاْ ٠زؾزُ اْ رى

٘ٝ الاخشٜ ٚ٘زا ػبدح ٠ٕزظ ٌٍغغُ ٚػؼ١ٓ ٌلارضاْ.  فٝ اؽذّ٘ب رىْٛ اٌمٜٛ اٌضلاصخ ػٍٝ خؾ سأعٝ ٚاؽذ اٜ 

GGاْ   ( ً( ٚفٝ الاخش رىْٛ اٌمٜٛ اٌضلاس غ١ش ِٕطجمخ اٜ ا1ْسأعٝ )شى)GG   ًِبئً ػٍٝ اٌشاعٝ )شى

)0(( ِٚٓ اٌٛاػؼ إٔٗ فٝ ؽبٌخ ػذَ ٚعٛد لٜٛ خبسع١خ غ١ش اٌٛصْ 2 F  لا ٠زضْ اٌغغُ الا فٝ اٌٛاػؼ

 (3الاٚي )شىً

 

 -ثٍغيز :

 

 -(:1ٍغجه)

ftمسر ّظب قاسٕج 
2

1
ٗمغجفضٖج ثىْ٘عٞز  

2

3
خلٞب ثىٚ مسر ثخسٙ ّظب قاسٕج   ٝسداٖج خٞؾ 

ft
2

1
ٗمغجفضٖج ثىْ٘عٞز   

3

2
ل صسمش ثىنسصجُ َٕٗج ٍغَ٘زصجُ فٚ خصثُ عَٞق ىيَٞجٓ ل ثعذش ثّٔ فٚ ٗػع  

 ث صصثُ صسصنص ثىنسر ث ٗىٚ عيٚ قجة ثىفصثُل عٌ ثفعخ ثىشد فٚ ثىفٞؾ فٚ ٕرث ثىَ٘ػعل 

 

 ثىقو

 أٚلا اٌىشر١ٓ ِؼب . اٌمٜٛ اٌّؤصشح ػ١ٍّٙب ٘ٝ ٔؼزجش 
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 ٚصْ اٌىشح الاٌٚٝ  ( أ)

gaW 
2

3

3

4 3

1
                                                                                                       (1)  

  وضبفخ اٌّبءgl ٍخ اٌغبرث١خ الاسػ١خ .ػغ 

 

 ٚصْ اٌىشح اٌضب١ٔخ  ( ة)

gaW 
2

3

3

4 3

2
                                                                                                       (2)  

 

 ٚ٘ٛ ٚاؽذ ػٍٝ اٌىشر١ٓ ٌزغبٜٚ ؽغّٙب .  W)ط( ِؾظٍخ ػغؾ اٌّبء 

 

gaW 
3

3

4
                                                                                                              (3)  

gaWW 
6

13
.

3

4 3

21
   

WWW 2
21
                                                                                                              (4)  

  رٙجؾ اٌىشربْ ؽزٝ رشرىض الاٌٚٝ ػٍٝ لبع اٌخضاْ ٚػٕذ الارضاْ رىْٛ اٌىشح اٌضب١ٔخ فٛلٙب. ٔؼزجش ارضاْ اٌىشح

اٌؼ١ٍب . اٌّؤصشح ػ١ٍٙب 
12

,WW  ٚرّشاْ ثّشوض اٌىشح ٚاٌشذ فٝ اٌخ١ؾT . 

  .ٓاٌخ١ؾ فٝ ٚػغ الارضاْ ساعٝ ِبسا ثّشوض اٌىشر١ 

 ِؼبدٌخ الارضاْ رؼطٝ ِٓ 

gaWWT 
3

1

3

4 3

2
                                                                                            (5)  

poundalsgT
2

125
.

3

1
.

8

1
.

3

4
  

wtIbT .
36

125
   

 ٍغجه )2(:- 
َٝنْٖج ثىضقسك دعٖ٘ىز فٚ ٍعض٘ٙ زثظٚ ٍق٘ز ثفقٚ  ABCDطلٞقز ٍْضسَز ظَٞنز عيٚ شنو ٍعضاٞو 

ثُ مغجفضٖج ثىْ٘عٞز  ٍغَ٘ز فٚ ٍجع ل ثعذش BCDل ثذث ثصصّش ثىظلٞقز ّٗظلٖج ث ظلو Aٍغذش عْد ثىسثض 
3

2
 ل 

 

 ثىقو
 ٚاٌمٜٛ اٌّؤصشح ػٍٝ اٌظف١ؾخ ٘ٝ  Vٚؽغّٙب  Sٚاٌىضبفخ إٌٛػ١خ ٌٍظف١ؾخ  pٔفشع اْ وضبفخ اٌّبء إٌٛػ١خ 

 سأع١ب اٌٝ اعفً .  Gوض صمً اٌظف١ؾخ ٚرؤصش ػٕذ ِشVSpgٚصٔٙب  ( أ)

Vpgِؾظٍخ اٌؼغؾ اٌّبء  ( ة)
2

1
GcGEساع١ب اٌٝ اػٍٝ ؽ١ش  ٠ٚEؤصش ػٕذ  

3

1
 . 

 ٠ٕزظ اْ  Aؼضَٚ ؽٛي ٚ٘زا ِٓ ششؽ الارضاْ ساعٝ اٌٝ اػٍٝ ثبخز اٌ Aسد اٌفؼً ػٕذ  ( د)

32

3

4

2

1
.

2

1
.





S

AGpgAEVpgAGVSpg
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 ثظضقسثز ث ؽعجً ثىاجفٞز :  
 ارا ؽفب عغُ فٝ عبئً فبٔٗ ٠مغ رؾذ ربص١ش 

 . Gٚصٔٗ ٠ّٚش ثّشوض صمٍخ  ( أ)

.  Hّشوض صمٍخ  ِؾظٍخ ػغؾ اٌغبئً ٚ٘ٝ لٛح سأع١خ اٌٝ اػٍٝ رغبٜٚ ٚصْ اٌغبئً اٌّضاػ ٚرّش ث ( ة)

ػٍٝ خؾ ساعٝ ٚاؽذ . ٔؼشف  G,Hٚاٌغغُ ٠زضْ فٝ ٚػغ رىْٛ ف١ٗ ٘بربْ اٌمٛربْ ِزغب٠ٚز١ٓ ٚرمغ 

H ثّغزٜٛ اٌطفٛ . ثّشوض اٌطفٛ )اٌزؼ٠ُٛ( أِب ِمطغ اٌغغُ ثٛاعطخ ِغزٜٛ عطؼ اٌغبئً ف١ؼشف 

 

 
 

 

  

ٚف١ّب ٠ٍٝ عٛف ٔزؼشع ٌذساعخ اعزمشاس ٘زا الارضاْ ٚاٌّمظٛد ثبلاعزمشاس اْ اٌغغُ ٠ؼٛد ٔؾٛ ِٛػغ ارضأخ 

 ارا اػطٝ اصاؽخ طغ١شح ِٓ ٘زا اٌّٛػغ . 
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س٘ب ِىٛٔخ ِٓ اصاؽز١ٓ وٕمطخ اعبط فبْ ا٠خ اصاؽخ رؼطٝ ٌٍغغُ ٠ّىٓ اػزجب oثبرخبر ِشوض صمً ِغزٜٛ اٌطفٛ 

ٌّٚب وبٔذ ٘زٖ الاصاؽبد طغ١شح فبٔخ ٠ّىٓ دساعخ  oٚالاخشٜ دٚسا١ٔخ ؽٛي ِؾٛس ػٕذ  oاؽذاّ٘ب أزمب١ٌخ ِغ 

 الاعزمشاس ٌىً اصاؽخ ػٍٝ ؽذٖ. 

 

 -إظضقسثز ث صصثُ ىلاشثفجس ث ّضقجىٞٔ:
 

 رؾ١ٍٍٙب اٌٝ اصاؽز١ٓ اؽذاّ٘ب أفم١خ ٚالاخشٜ ساع١خ   ا٠خ اصاؽخ أزمب١ٌخ ٠ّىٓ

 ىلاشثفز ث فقٞز :  ( ا)
ؽ١ش اْ ِشوجخ ػغؾ اٌّبء فٝ الارغبٖ الافمٝ ثؼذ الاصاؽخ رغبٜٚ طفش فبْ اٌغغُ ٠زضْ فٝ ٚػؼٗ اٌغذ٠ذ 

 اٜ اْ الارضاْ ثبٌٕغجخ ٌلاصاؽبد الافم١خ ٌٍغغُ اٌطبفٝ ٠ىْٛ ارضأب ِزؼبدلا 

 ث شثفز ثىسثظٞز:   ( ح)
را وبٔذ الاصاؽخ اٌٝ اعفً فبْ ِؾظٍخ ػغؾ اٌّبء رضداد ٚثزٌه رىْٛ ِؾظٍخ اٌٛصْ ٚػغؾ اٌّبء لٛح ا

ساع١خ اٌٝ اػٍٝ رؼًّ ػٍٝ اػبدح اٌغغُ اٌٝ ٚػغ الارضاْ ِشح اخشٜ . ٚارا وبٔذ الاصاؽخ اٌٝ اػٍٝ فبْ ػغؾ 

ًّ ػٍٝ اػبدح  اٌغغُ اٌٝ ٚػغ اٌّبء ٠مً ٚثزٌه رىْٛ ِؾظٍخ ٚصْ اٌغغُ ٚػغؾ اٌّبء لٛح ساع١خ اٌٝ اعفً رؼ

ٚػٍٝ دٌه فبْ ارضاْ الاعغبَ اٌطبف١خ ٠ىْٛ  –الارضاْ اٜ اْ الارضاْ ٠ىْٛ ِغزمشا ثبٌٕغجخ ٌلاصاؽبد اٌشاع١خ 

 ِغزمشا ثبٌٕغجخ ٌلاصاؽبد الأزمب١ٌخ ػِّٛب.

ثذث قاع ٍعض٘ٙ ؽعٌ ٗدثز ف٘ه ٍق٘زٍج دصثٗٝز طغٞسر دقٞظ ٝقعَز دثةَج ثىٚ فؾَِٞ عجدضِٞ ٕرث 
 ثىَق٘ز َٝس دَسمص ثىَقاعل 

 
 

فٛالغ فٝ  xأِب ِؾٛس  yٚٔبخز خؾ اٌزمبؽغ ِؾٛسا ٌلاؽذاصٝ   ٔبخز اٜ ٚػؼ١ٓ ٌٍّغزٜٛ ث١ّٕٙب صا٠ٚخ 

 . oxyزٜٛ الاؽذاص١بد ٘ٛ ِغAاٌّغزٜٛ ػٕذ اؽذ اٌٛػؼ١ٓ فٝ اٌشعُ اٌّغزٜٛ 

),(ٔفشع اْ ػٕظش ػٕذ  yx  ِٗغبؽزA ػٕذ دٚساْ اٌّغزٜٛ ٘زا اٌؼٕظش ٠ؼطٝ ؽغّبSAxAx  

  ٜٚاٌض٠بدح اٌى١ٍخ فٝ اٌؾغُ رغب xdA طفش= 

0 xA  

 اٜ ِؾٛس اٌذٚساْ.  ٠yمغ ػٍٝ اٌّؾٛس Aاٜ اْ ِشوض صمً اٌّغبؽخ 

 

 إٝؾجد شسؽ ث صصثُ ثىَعضقس ىلاشثفز ثىدٗزثّٞز ىلاؽعجً ثىاجفٞز:  
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ؽٍخ الارضاْ ٠ىْٛ ِغزٜٛ اٌزّبصً ساعٝ. ٔأخز ِشوض  ٔؼزجش اٌغغُ اٌطبفٝ ِزّبصً ؽٛي ِغزٜٛ ٚفٝ

 وزٍخ ِغزٜٛ اٌطفٛ )رمبؽغ اٌغغُ ِغ عطؼ اٌغبئً( رمغ فٝ ِغزٜٛ اٌزّبصً.  

 
٘ٝ ِشوض اٌزؼ٠ُٛ )اٜ ِشوض وزٍخ اٌغبئً اٌّضاػ( ٔفشع اصاؽخ  H٘ٝ ِشوض وزٍخ اٌغغُ ٚاْ  Gٔفشع اْ 

Hسا١ٔخ طغ١شح ٌٍغغُ ثذْٚ رغ١١ش ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ ٚاْدٚ  ْاٌّٛػغ اٌغذ٠ذ ٌّشوض اٌزؼ٠ُٛ . ٔفشع ا ٛ٘

Hاٌّغزم١ُ اٌشأعٝ اٌّبس ثبٌٕمطخ    ً٠مبثHG  اٚ اِزذادٖ فٝ ٔمطخNوض الافمٝ . ػٕذ دٚساْ ٚاٌزٝ رغّٝ ثبٌّش

ساع١ب لاعفً ٠ٚؤصش فٝ  Wِغ اٌشأعٝ فبْ اٌغغُ ٠مغ رؾذ ربص١ش لٛر١ٓ ّ٘ب ٚصٔخ اٌغغُ ثضا٠ٚخ طغ١شح 

ٌغبئً اٌّضاػ ٌُ ٠زغ١ش( ٠ٚؤصش فٝ ِشوض اٌزؼ٠ُٛ ا٠ؼب ساع١ب لاػٍٝ )ؽغُ ا Wٚلٛح دفغ اٌغبئً Gِشوض اٌىزٍخ 

H   فزىٛٔبْ إصدٚاط. ارا وبٔذ إٌمؾN رمغ اػٍٝ اٌّغزٜٛ الافمٝ اٌّبس ثبٌٕمؾG  ٍٝفبْ ٘زا الاصدٚاط ٠ؼًّ ػ

 N. ارا أطجمذ ث صصثُ  ٞس ثىَعضقس٘زٖ اٌؾبٌخ ٠ىْٛ  دٚساْ اٌغغُ ٚاثؼبدح ػٓ ِٛػغ الارضاْ الاطٍٝ ٚفٝ

 ٌّؼشفخ ٔٛع الارضاْ.  Nٌزٌه ٠غت رؼ١ٓ اٌّشوض الالظٝ ث صصثُ ٝنُ٘ ٍضعجدهفبْ  Gػٍٝ 

GH٘ٛ اٌؼّٛدٜ ػٍٝ ٘زا اٌّغزٜٛ اٌزٜ رمغ  oyٚاْ zoxٔفشع اْ ِغزٜٛ اٌطفٛ ٘ٛ اٌّغزٜٛ  ػ١ٍخ فٝ  ,

 ٚػغ الارضاْ الاطٍٝ. 
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ydSdVٔؼزجش ػٕظش ؽغُ ِٓ اٌغبئً اٌّضاػ لجً اٌذٚساْ ٠ىْٛ ؽغّخ    ٚاؽذاص١بد ِشوض وزٍخ

),2,( zyx ٌّضاػ ف١ىْٛ ؽغُ اٌغبئً ا ydSV  ٚثؼذ الاصاؽخ اٌذٚسا١ٔخ اٌظغ١شح  فبْ ؽغُ اٌؼٕظش

dSxydV )(   ٠ٚىْٛ ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ  dSxyV )(   ؽ١ش اْ ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ ٌُ ٠زغ١ش

VVثؼذ الاصاؽخ اٌذٚسا١ٔخ اٌظغ١شح فبْ    

 اٜ اْ 

VdSxyydSV   )(                                                                                       (1)  

 

 

  0xdS                                                                                                                   (2)  

Hٔفشع اْ ِشوض اٌزؼ٠ُٛ    ٜٛفٝ اٌّغزxoy ّ٘بyx oyoxٚثبخز اٌؼضَٚ ؽٛي اٌّؾٛس٠ٓ  ,  ٔغذ اْ  ,










dSxy

xdSxy
x

)(

.)(




 



 














dSxy

x
dSxyydS

y
)(

2
2.






                                                                                 (4)  

2( ٚاّ٘بي اٌؾذ اٌزٜ ٠ؾزٜٛ ػٍٝ 2ِٓ اٌزّبصً ٚاعزخذاَ اٌّؼبدٌخ )
  ٍٝٔؾظً ػ 






dSy

dSx
x

2


                                                                                                               (5) 






dSy

dSy
y

2

                                                                                                                 (6) 

V

I
xHH


                                                                                                            (7) 

ozVػضَ اٌمظٛس اٌزارٝ ٌّغزٜٛ اٌطفٛ ؽٛي ِؾٛس اٌزّبصً Iؽ١ش   ؽغُ اٌغبئً اٌّضاػ.  ,

 ٌىٓ 



72 

 

 
.

1
HNHH    

V

IHH
HN 



1

                                                                                                         (8)  

 ( ؽ١ش اْ 2ٚرٌه ثبعزخذاَ )

GNHGHN    

HG
V

I
GN                                                                                                               (9)  

 . اٜ اْ 0GNٌىٝ ٠ىْٛ الارضاْ ِغزمشا ٠غت اْ ٠ىْٛ 

0 HG
V

I
  

V

I
HG                                                                                                                      (10)  

 ٘ٛ ششؽ اٌىبفٝ ٌىٝ ٠ىْٛ الارضاْ ِغزمشا.ٚ٘زا 

 

  

 (: 1ٍغجه)
ل ثذث ؽلج aفٚ ّٖجٝضٖج ّظب مسر ٍظَضز ّظب قاسٕج  lؽعٌ ٍنُ٘ ٍِ ثظا٘ثّٔ ٍظَضز ثزصلجعٖج 

ثىؾعٌ  ٗؽصع ٍِ ّظب ثىنسر ٍغَ٘ز فٚ ظجةو فجعذش ثُ ث صصثُ ٝنُ٘ ٍعضقسث ثذث مجُ 
2

a
l  ل 

 ثىقو
 

ثبخز اٌؼضَٚ  G٘ٛ اٌمبػذح اٌّغز٠ٛخ ٌٕظف اٌىشح ٔؼ١ٓ ِشوض صمً اٌغغُ اٌطبفٝ Nٚاػؼ اْ اٌّشوض الالظٝ 

 فٕغذ اْ  ABؽٛي اٌمطش 

GNlaallaaa 


















2323

3

2

2

1
.

8

3
.

3

2
  
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laa

laa

GN
23

224

3

2

2

1

4

1









   

 

la

la







3

2

2

1

4

1 22

  

 ٠ىْٛ الارضاْ ِغزمشا ارا وبْ 

0GN   

 اٜ ارا وبْ 

22

22

21

0
2

1

4

1

al

la




 

2

a
l    

 اٜ اْ الارضاْ ِغزمشا ارا وبْ 

2

a
l    
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 صَجزِٝ عيٚ ثىذجح ثىفجٍط 

 
ُ ٍؾَ٘ة ثىؼغ٘ؽ عْد ثىؼغ٘ؽ عْد زؤٗض ثىَغيظ ٝعجٗٙ علاعز ثٍغجه  َس ٍغيظ فٚ ظجةو ل ثعذش ث -1

 ثىؼغؾ عْد ٍسمص مضيز ثىَغيظل 

 

ثّذ٘دز زفٞعز ٍْضسَز فٚ ٍعض٘ٙ زثظٚ صقض٘ٙ عيٚ ثزدعز ظ٘ثةو ٍفضيلز ٍضعجٗٝز ث فؾجً ٗ   -2

دِٞ ّقؾ ثّلظجه  ثعذش ثُ شثٗٝز ٍٞو ثىقاس 3:4:2:1صفضيؾ ثىع٘ثةو دذعؼٖج ٗمغجفضٖج مْعذز 

ثىع٘ثةو ث زدعز ٍع ثىساظٚ صعجٗٙ 
2

1
tan,2tan

11 ل 

 

 

طلٞقز عيٚ شنو ّظب دثةسر ٍغَ٘زر زاظٞج فٚ ظجةو ٗقاسٕج عْد ظاـ ثىعجةو ل ثعذش ثُ ٍسمص  -3

ثىؼغؾ ٝذعد ٍعجفز 
16

3 a
 ةسرل ّظب قاس ّظب ثىدث aعِ ظاـ ثىعجةو فٞظ  

 

عيٚ  aٗثىْقؾ  hٝعجٗٙ  aعجدضز ٗثزصلجة ثىَغيظ ٍِ  aفٞز ثىْقاز  abcٍغيظ ٍضعجٗٙ ثىعجقِٞ  -4

 aثفقٚ ف٘ق  bcعْدٍج ٝنُ٘  aدِٞ ٍسمص ثىؼغؾ عِ ٍِ ظاـ ثىعجةول ثعذش ثُ ثىلسق  h2دعد 

ٝعجٗٙ  aثٗ صقش 
16

h
 ل 

 

 

َقظو ٍفسٗؽ دثةسٙ قجةٌ قعٌ ثىٚ ؽصةِٞ دَعض٘ٙ َٝس دجىَق٘ز ٗثىَق٘ز زاظٚ ل ثعذش ثُ ثىؼغؾ ثى -5

عيٚ ثىعاـ ثىَْقْٚ ىيَفسٗؽ ٝعجٗٙ 
223

cot4cot
6

1
 ga  فٚ ثصؾجٓ ٝظْع شثٗٝز

  ٍع ث فقٚ فٞظ


 tan
2

tan   فٞظ2  شثٗٝز زثض ثىَفسٗؽل 

 

زؤٗظٖج عْد ثىعاـ ثىقس ىعجةو ٍضؾجّط ٍِ ثفد  a2عيقش طلٞقز ٍسدعز ثىشنو ؽ٘ه ػيعٖج  -6

 ل عِٞ ٍقظيز ثىؼغؾ ٍٗسمصر ل مغجفضز 

 

 

دقٞظ مجُ ٍعض٘ثٓ زاظٜ ٗقجعدصٔ   َس فٚ ٍجع مغجفضٔ  hٗثزصلجعز a2ى٘ؿ ٍغيظ ثىشنو قجعدصٔ  -7

 ىيَجعل اٗؽد ٍقظيز ػغؾ ثىَجع ٗعِٞ ٍسمصٓل  عْد ظاـ ثىقس

 َسس فٚ ظجةو دقٞظ مجُ ٍعض٘ثر زاظٜ ٗثفد فدٝز  aى٘ؿ عيٚ شنو زدع دثةسر ّظب قاسٕج  -8

 ثىَعضقَِٞٞ عْد ثىعاـ ثىقس ىيعجةول ثٗؽد ٍقظيز ثىؼغؾ عيٚ ثىي٘ؿ ّٗقاز صجعٞسٕج ل 

 

اظلو ثىعاـ  hٝقع عيٚ عَق Gزاظٞج فٚ ظجةو ٗمجُ ٍسمص عقيٖج S َسس طلٞقز ٍعجفضٖج  -9

GxGyثىقس ىيعجةول ثذث مجُ   Gَٕج ثىَق٘زثُ ثىسثظٞجُ ىقظ٘ز ثىظلٞقز عْد  ,

),(ثعذش ثُ ثىَقو ثىْٖدظٚ ىَسمص ثىؼغؾ  YX عيٚ ثىظلٞقز دجىْعذز ىٖرِٝ ثىَق٘زِٝ عْدٍج

 ٕ٘ ثىقاع ثىْجقضل  Gصدٗزثىظلٞقز فٚ ٍعضَٖ٘ٝج ف٘ه ٍسمص عقيٖج 

 

.
1

24

2

4

2

hb

Y

a

X
   

 



75 

 

دقٞظ مجُ ثفد ثٗؽٖز ثىَعض٘ٝز عْد   َس فٚ ظجةو مغجفضز  aعَِ مسر ٍظَضز ّظب قاسٕج  -11

 ظاـ ثىعجةو لعِٞ صَجٍج ٍقظيز ثىؼغؾ عيٚ ظاـ ثىَْقْٚل 

 

ثىشنو ٝ٘ػـ ٍقاع ثىؾعٌ   َس صَجٍج فٚ ظجةو مغجفضز  aؽعٌ ّظب مسٗٛ ٍظَش ّظب قاسٓ -11

ٕ٘ ثّفلجع ٍسمص ثىعاـ ثىنسٗٙ ىيؾعٌ عِ ثىعاـ ثىقس  hد٘ثظاز ٍعض٘ٙ ثىضَجعو ثىساظٜ فٞٔ 

ثىصثٗٝز ثىضٚ ٝظْعٖج ثىقجعدر ثىَعض٘ٝز ٍع ث فقٚ ل ثٗؽد ٍقظيز ػغؾ ثىعجةو عيٚ ثىعاـ  ىيعجةو، 

 ثىنسٗٙ ىيؾعٌل

 

  

 

ٗشثٗٝز زاظزa2ٍفسٗؽ ثؽ٘  خلٞب ثزصلجعز  -12








2

1
tan2

عٌ عيق  Wٍيب صَجٍج دعجةو ٗشّز   1

 ٍِ ّقاز عجدضز عيٚ قجعدصٔ ل عِٞ صَجٍج ٍقظيز ػغؾ ثىعجةو عيٚ ظاـ ثىَْقْٚ ىيَفسٗؽ ل 

 

ؽعٌ عيٚ شنو ثظا٘ثّز ٍجةيز  َسس صَجٍج فٚ ظجةو دقٞظ مجّش قجعدصٖج ثفقٞضِٞ ل ثعذش ثُ ٍقظيز  -13

عَق  dٕ٘ ٗشُ ثىعجةو ثىَصثؿ ،  Wفٞظ  tanWdاـ ثىَْقْٚ ثشدٗثػ عصٍز ثىؼغؾ عيٚ ثىع

 ٍٞو زٗثظٌ ثىؾعٌ عيٚ ثىسثضل ٍسمص عقيز ، 

 

فجفضَٖٞج دقٞظ قشسصجُ ّظب مسٗٝضجُ قاسَٕج ٍضعجٗٝجُل زدؾ دذعؼَٖج دَلظو ٍِ ّقاز عيٚ  -14

ٝنّ٘جُ ٍعج مسر ٍيتش صَجٍج دجىَجع ٍِ فضقز دؾجّخ ثىَلظو ٗفضٚ   ٝضعسح ثىَجع عْد ثىقجفضِٞ 

دْٕش ٕجصِٞ ثىقجفضِٞ دَجدر دْٕٞز ٗعيقش ثىنسر ٍِ ثىَلظو ل ثعذش ثُ ّظلٚ ثىنسر ىِ ْٝلظلا ثذث 

 مجُ ٗشُ ثىقشسصِٞ ٍعج ثمغس ٍِ علاعز ثٍغجه ٗشُ ثىَجع دجىدثخو ل 

 

 

صال٘ ف٘ق ٍجع دقٞظ مجُ ٍق٘ز  Sٗمغجفضٖج ثىْ٘عٞز  aّٗظب قاسٕج   hا٘ثّز ثزصلجعٖجثظ -15

 ث ظا٘ثّز زثظٜ ل ثٗؽد شسؽ ث صصثُ ثىَعضقس ل 

 

babaقض ؽ٘ه ٍق٘زٝز ٍٗقاعٖج قاع ّج  h2ثظا٘ثّز ٍظَضز ٍْضسَز ثزصلجعٖج -16 2,2)(  

ٗمغجفضٖج ثىْ٘عٞز 
2

1
ل صال٘ ث ظا٘ثّز ف٘ق ٍجع دقٞظ مجُ ثزصلجعٖج زثظٞج ل ثعذش ثُ ث صصثُ ٝنُ٘ 

bhدثةَج ٍعضقسث ثذث مجّش  2 ل 

 

 

عْد ظاـ ثىعجةو Aمجُ ثىساضثذث  َسس طلٞقز ٍعض٘ٝز عيٚ شنو ٍض٘ثشٙ ثػلاة فٚ ظجةو دقٞظ  -17

 ل 5:7ٗٝقعَز دْعذز  ACثفقٞج ، فجعذش ثُ ٍسمص ثىؼغؾ ٝقع عيٚ ثىقاس BDٗثىقاس 
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ىساض عْد ظاـ ثىعجةو ل ثٗؽد فٚ ظجةو دقٞظ مجُ ث ABC َسس طلٞقز ٍعض٘ٝز عيٚ شنو ٍغيظ  -18

ٗثىرٙ ٝقعٌ ثىظلٞقز ثىٚ ؽصةِٞ دقٞظ ٝنُ٘ ثىؼغؾ عيٚ BCثىَ٘ثشٙ هDEٍ٘ػع ثىفؾ 

  ٝعضَد  DE، عٌ دِٞ ثُ ٍ٘ػع ٕرث ثىفؾ DBCEٍعجٗٝج ىيؼغؾ عيٚ ثىَعجفز  ADEثىَعجفز 

 عيٚ ٍٞو ٍعض٘ٙ ثىظلٞقز عيٚ ثىسثض ل 

 

4.ثّجع عيٚ شنو ٍض٘ثشٙ ٍعضاٞلاس ؽ٘ىز -19 ft  4.ٗعسػز ft  ٔ3.ٗعَق ft  ٍٗلض٘ؿ ٍِ ثعيٚ ل فجذث

2.ظنخ فٚ ٕرث ث ّجع ٍجع فضٚ ثطذـ عَقٔ ft   ٚعٌ دثز ث ّجع ف٘ه ثفد ثفس  قجعدصٔ ثىعليٚ فض

ثطذـ ثىَجع عيٚ ٗشل ث ّعنجح ٍِ ث ّجع فجٗؽد ثىْعذز ثىضٚ ٝضغٞس دٖج ثىؼغؾ عيٚ ثىقجعدر ثىعليٚ 

 ٗمرىل عيٚ مو ٍِ ؽ٘ثّذز ثىغٞس زثظٞز ل 
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 فجٍطثىذجح ثى  

 ثىَؾجه ٗثىؾٖد       

 
ABفشع اْ ٔمطز١ٓ ِبد٠ز١ٓ ػٕذ ٔ mmوزٍزّٙب  , ,

فزىْٛ لٛح  rػٍٝ اٌزشر١ت ٚاٌّغبفخ ث١ّٕٙب  1

 رزؼ١ٓ ِٓ لبْٔٛ اٌغزة اٌؼبَ ١ٌٕٛرٓ  Fاٌغزة ث١ّٕٙب 

 

2

1

r

rmm
F                                                                                                                  (6.1)  

 صبثذ اٌغبرث١خ ١ٌٕٛرٓ . ؽ١ش 

ثبٔٗ اٌمٛح اٌزٝ رؤصش ػٍٝ ٚؽذح اٌىزً ػٕذ Aػٕذ  mِٓ ٚعٛد اٌىزٍخ إٌبرظ  Bػٕذ إٌمطخ  E  ثىَؾجه ٠ؼشف

B ْاٜ ا 

2
r

m
E


                                                                                                                     (6.2)  

 ِٓ اٌؼلالخ Bػٕذ  v ثىؾٖد . ٠ؼشفBAرؼ١ٓ ِمذاس اٌّغبي ٚارغب٘خ ٠ىْٛ فٝ الارغبٖ  (6.2)اٌؼلالخ

r

m
v


                                                                                                                      (6.3)  

 ثىؾرح دِٞ ظيل زفٞع ّٗقاز ٍجدٝز:

  
 oxز اٌّؾٛس ٔبخ ABػٓ  hاٌزٝ رجؼذ  oٚاٌّطٍٛة ا٠غبد اٌغزة ػٕذ ٔمطخ  ABٔفشع عٍه 

oAoBِٚٛاص٠ب ٌٍغٍه ؽ١ش  AB,oyػّٛد٠ب ػٍٝ اٌغٍه ٠ظٕؼبْ صا٠ٚز١ٓ  ,  .  oxِغ اٌّؾٛس  ,
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opoQؽ١ش  pQٔبخز ػٕظش ِٓ اٌغٍه  ٠ظٕؼبْ صا٠ٚز١ٓ , ,d  ِغ اٌّؾٛسox .ػٍٝ اٌزشر١ت 

 ٠زؼ١ٓ ِمذاسٖ ِٓ pQثغجت اٌؼٕظش  oاٌّغبي ػٕذ 

2
)(

.

op

pQ
dE


                                                                                                             (6.4)  

 وزٍخ ٚؽذح اٌطٛي ِٓ اٌغٍه . ؽ١ش 

 ٚٔغذ اْ  ِغب٠ٚخ  NpQفزىْٛ اٌضا٠ٚخ  oQػٍٝ pNٔضي اٌؼّٛد 

sec.pNpQ                                                                                                           (6.5)  

 ؽ١ش اْ 

doppN .                                                                                                               (6.6)  

 ٔغذ اْ  (6.5)فٝ  (6.6)ثبٌزؼ٠ٛغ ِٓ 

 doppQ sec.                                                                                                      (6.7)  

 ٠ٚىضْ ِمذاس ِغبي اٌؼٕظش ِغب٠ٚب 

op

d

op

dop
dE





sec

)(

sec..

2





   




d
h

                                                                                                                    (6.8)  

sechopٚرٌه لاْ   . 

ِشوجزب اٌّغبي
xy

dEdE oxoyفٝ ارغب٘ٝ  ,  ٠زؼ١ٕبْ ِٓ  ,

,cos 


d
h

dE
y
                                                                                                   (6.9)  

,sin 


d
h

dE
x
                                                                                                 (6.10)  

 ٚٔغذ اْ  (6.9)ٔؾظً ػ١ٍٙب ثزىبًِ  oxفٝ ارغبٖ  ABِشوجخ اٌّغبي ٌٍغٍه 

,cos








d
h

E
x

 

 


sinsin 
h

E
x

                                                                                      (6.11)  

ثبٌّضً ِشوجخ اٌّغبي 
y

E ٌٍغٍهAB ٖفٝ ارغبoy  ِٓ ٓ٠زؼ١ 

,sin








d
h

E
y

 

 


coscos 
h

E
y

  

٘ٛ ِؾظٍخ اٌّشوجز١ٓ ٠ٚEىْٛ ِمذاس اٌّغبي 
xy

EE  اٜ اْ ,

22

xy
EEE                                                                                                          (6.13)  

ثبٌزؼ٠ٛغ ػٓ ل١ّزٝ 
xy

EE  ٔغذ اْ  (6.13)فٝ   (6.11)(6.12)ِٓ  ,

  22
)cos(cossinsin 




h
E   

 


sinsincoscos22 
h
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 


 cos22
h

  

















 


2
sin22

2 

h
E   








 


2
sin

2 

h
                                                                                        (6.14)  

 ٚرٌه ثبعزخذاَ اٌّزطبثمبد اٌّضٍض١خ 

1sincos
22

   

,sinsincoscos)cos(    


2

sin212cos    

 ؽ١ش  oxِغ ارغبٖ اٌّغبي ٠ظٕغ صا٠ٚخ 

x

y

E

E
tan                                                                                                              (6.15)  

ثبٌزؼ٠ٛغ ػٓ ل١ّزٝ 
xy

EE  ٔغذ اْ  (6.15)فٝ  (6.11)(6.12)ِٓ,






sinsin

coscos
tan




                                                                                              (6.16)  

 ثبعزخذاَ اٌّزطبثمز١ٓ اٌّضٍض١خ 

,
2

sin
2

sin2coscos 






 







 



   

,
2

cos
2

cos2sinsin 






 







 



   

 رظجؼ ػٍٝ اٌظٛسح  (6.16)فبْ 








 


2
tantan


                                                                                                (6.17)  

 اٜ اْ 

2





                                                                                                               (6.18)  

 وّب ثبٌشىً. ٠AoBىْٛ فٝ ارغبٖ ِٕظف اٌضا٠ٚخ Eرؼٕٝ اْ اٌّغبي  (6.18)اٌّؼبدٌخ 

 

 ّضجةؼ 

زب ٔٙب٠ز١ٓ فبْ فٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ ِٓ وٍ ( ارا اِزذ اٌغٍه اٌٝ 1)
2

,
2





   ْٚٔغذ ا 

 





























 


222

1
sin

2 

h
E  

2

2

2
sin

2

2 
                                                                                           (6.19)  

 . oxٚارغب٘ٗ فٝ ارغبٖ 

oAoBٚٔفشع أٙب رمطغ اٌّغزم١ّ١ٓ  hٔشعُ دائشح ٔظف لطش٘ب ٠غبٜٚ oٓ ٔمطخ الاطً ( 2ِ) فٝ ,

CD  ػٍٝ اٌزٛاٌٝ.,
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 . 

 
QPف١ىْٛ ِغبي اٌؼٕظش ٠ّضً عٍىب سف١ؼب وضبفزٗ   CDٔزظٛس اْ اٌمٛط     اٌزٜ ؽٌٛخhd  .ِغب٠ٚب 




d
hh

hd
dE 

2

.
  

 . ABِٓ اٌغٍه pQٚاٌزٝ رؼ١ٓ ِغبي اٌؼٕظش  (6.8)اٌّؼبدٌخ الاخ١شح ٘ٝ ٔفغٙب اٌّؼبدٌخ 

QPاٌؼٕظش  اٜ اْ ِغبي    اٌمٛط ِٓCD  ٠غبٜٚ ِغبي اٌؼٕظشpQ  ُاٌغٍه اٌّغزم١ ِٓAB  . 

 ١ABُ ٘ٛ ٔفغٗ ِغبي اٌغٍه اٌّغزمCDِٚٓ رٌه ٔغزٕزظ اْ ِغبي اٌغٍه اٌزٜ ػٍٝ شىً لٛط ِٓ دائشح 

 ػٍٝ اٌزشر١ت .  )  ,(6.18) (6.14ٚاٌزٜ عجك اٌؾظٛي ػ١ٍٗ ٚرؼ١١ٕٗ ِمذاسا ٚارغب٘ب ثبٌّؼبدٌز١ٓ 

 

oEفبْ  ABػٍٝ اِزذاد اٌغٍه  o( ارا وبٔذ 3)
x
  ْفٝ ٘زٖ اٌؾبٌخ فب 
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)cos(cos 



h

EE
y

                                                                                 (6.20)  

 ٔلاؽع اْ 

oB

h

oA

h
  cos,cos                                                                                          (6.21)  

 فٝ اٌظٛسح  (6.21)ثبعزخذاَ (6.20)ٚثبٌزبٌٝ ٠ّىٓ وزبثخ 











oBoA
EE

y

11
  

oBoA

oAoB

.
.


    

oBoA

AB

.

.
                                                                                                     (5.22) 

  

 در ثىؾرح ثىَضذجده دِٞ ظينِٞ زفٞعِٞ عيٚ ثظضقجٍز ٗثف

 
 

 ( وّب ثبٌشىً ٠زؼ١ٓ ِٓ bِٓ اٌغٍه اٌضبٔٝ )ؽٌٛخ ds( ٌؼٕظش ؽٌٛٗ aعزة اٌغٍه الاٚي )ؽٌٛٗ 

)(

.

ass

dspa
dE





                                                                                                      (6.23)  

ؽ١ش )22.6(ٚرٌه ثبعزخذاَ إٌز١غخ   ّ٘ب وضبفزٝ اٌغٍى١ٓ الاٚي ٚاٌضبٔٝ ػٍٝ اٌزشر١ت.  ,

 ثبٌزىبًِ ٔغذ اْ لٛح اٌغزة اٌّزجبدي ث١ٓ اٌغٍى١ٓ رغبٜٚ 








bc

c
ass

ds
aE

)(
                                                                                              (6.24)  

 ثبعزخذاَ اٌىغٛس اٌغضئ١خ فبْ 
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












 assaass

111

)(

1
                                                                                         (6.25)  

 اْ   ٔغذ (6.24)فٝ  (6.25)ثبٌزؼ٠ٛغ ِٓ 

ds
ass

E

bc

c

















11
   

 
bc

c
ass



 )ln(ln   

bc

c
as

s
nl













    



































ac

c

abc

bc
lnln   

 

  

  













bacc

acbc
E ln                                                                                 (6.26)  

 

 ٍيق٘ ز 
ٚاٌزٝ  (6.22)ثطش٠مخ ِجبششح ٚدْٚ الاعزؼبٔٗ ثبٌٕز١غخ اٌغبثمخ  (6.26)٠ّىٓ اٌؾظٛي ػٍٝ إٌز١غخ 

 رؼ١ٓ عزة عٍه سف١غ ٌٕمطخ ِبد٠خ ػٍٝ اِزذادٖ ٚرٌه ثبعزخذاَ اٌزىبًِ اٌضٕبئٝ وبلارٝ 

 
drdsاٌغزة اٌّزجبدي ث١ٓ ػٕظش٠ٓ ؽ١ٌّٛٙب   ِٓ اٌغٍى١ٓ ٠زؼ١ٓ ِٓ  ,

2
)(

.

sr

dsdr
dE





  

 زة اٌّزجبدي ث١ٓ اٌغٍى١ٓ ِغب٠ٚب ٠ٚىْٛ اٌغ

 












bcs

cs

ar

r
sr

dsdr
E

0

2
)(

                                                                                        (6.27)  

 ٔغذ اْ  rثبعشاء اٌزىبًِ ثبٌٕغجخ اٌٝ 
























bcs

cs

ar

r

ds
sr

E

0

1
   

ds
ss

bc

c

















1

11
    

 ٘ٛ ٔفغٗ اٌزىبًِ اٌزٜ عجك ؽغبثٗ ٚٔؾظً ػٍٝ ٔفظ إٌز١غخ اٌغبثمخ.  sٔلاؽع اْ اٌزىبًِ ثبٌٕغجخ اٌٝ 

 

 ّضٞؾز  
ارا وبْ اؽذ اٌغٍى١ٓ لا ٔٙبئ١ب فبْ اٌغزة اٌّزجبدي ٠ظً ِؾذٚدا فّضلا ارا وبْ اٌغٍه الاٚي لا ٔٙبئ١ب , اٜ 

 فبْ   aاْ 

  















 cbaa

bcbc
E

a (
lnlim    
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






 


c

bc
ln                                                                                              (6.28)  

 ثىؾرح دِٞ قسص دثةسٙ ّٗقاز ٍجدٝز عيٚ ٍق٘زٓل 

 
ِٓ اٌزّبصً ٠زؼؼ اْ اٌغزة  drٚعّىٙب  rٔمغُ اٌمشص اٌٝ ؽٍمبد ٚٔؼزجش اؽذّ٘ب ٔظف لطش٘ب 

 ٠ٚزؼ١ٓ ِٓ  ٠ocىْٛ ِؾٛس٠ب اٜ فٝ ارغبٖ 




cos
22

ly

dm
dE


                                                                                                   (6.29)  

 وزٍخ اٌؾٍمخ ٚرغبٜٚ  dmؽ١ش 

drrdm 2                                                                                                         (6.30)  

 ٔغذ اْ  (6.29)فٝ  (6.30)ثبٌزؼ٠ٛغ ػٓ وزٍخ اٌؼٕظش ِٓ 

2322
)(

2

lr

rdrl
dE





                                                                                                   (6.31)  

 ٚرٌه ثبعزخذاَ 

22

1
cos

lr 

                                                                                                     (6.32)  

 ٠ٚىْٛ عزة اٌمشص ٌٍٕمطخ اٌّبد٠خ ِغب٠ٚب 






a

o
lr

rdr
lE

2322
)(

2                                                                                         (6.33)  

 ٔغذ أْ  )33.6(ثئعشاء اٌزىبًِ فٟ 
a

o

lrlE 2

1

22
)(2


     















lla

l
11

2
22

     












22

12

la

l
                                                                                          (6.34)  
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 ثىصثٗٝز ثىَؾعَز 

 
. اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ ٌٍّخشٚؽ ٘ٝ اٌّغبؽخ اٌزٝ ٠مطؼٙب اٌّخرشٚؽ ػٍرٝ oٔفشع اْ ِخشٚؽ ساعٗ ػٕذ 

 .oوشح ٔظف لطش٘ب اٌٛؽذح ِٚشوض٘ب ٠مغ ػٕذ ساط اٌّخشٚؽ  عطؼ

٠ٚؼّرً صا٠ٚرخ ؽربدح  dsٚاْ اٌؼّٛدٞ ػٍٝ اٌّغربؽخ  ٠dwمبثً اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ  dsٔفشع اْ ػٕظش ِغبؽخ 

  ِغop . ًوّب ثبٌشى 

 ِٓ ٕ٘ذعخ اٌشىً فبْ 

 

1

cos
2

r

dw

ds



  

2

cos

r

ds
dw


                                                                                                       (6.35)  

رغرربٜٚ ِغرربؽخ اٌطبل١ررٗ اٌزررٝ  2ائشٜ اٌمرربئُ اٌررزٜ صا٠ٚررخ ساعررخ ػٍىررزٌه رىررْٛ اٌضا٠ٚررخ اٌّغغررّخ ٌٍّخررشٚؽ اٌررذ

cos1اسرفبػٙب   . 

 اٜ أْ 

)cos1(2                                                                                                      (6.36)  

 ثىعنعٞز ثىْقاز 
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bفبٔٗ رٛعذ ٔمطخ  cِٚشوض٘ب  rٔمطخ خبسط وشح ٔظف لطش٘ب  bارا وبٔذ    رغّٝ إٌمطخ اٌؼىغ١خ ٌٍٕمطخb 

 ؽ١ش 
2

. rcbbc                                                                                                                (6.37)  

 فٟ اٌظٛسح  )37.5(٠ّىٓ وزبثخ 

cb

r

r

bc



                                                                                                                 (6.38)  

bcacbaرؼٕٝ أْ اٌّضٍض١خ )38.6(اٌّؼبدٌخ  ,  ِْزشبثٙب 

 

 ٍؾجه طقٞلز ٍعض٘ٝز عْد ّقاز خجزؽٖجل
 ٠غبٜٚ Bِغبي اٌؼٕظش ػٕذ  dsٔمغُ اٌظف١ؾخ اٌّغز٠ٛخ إٌٝ ػٕبطش ٚٔؼزجش أؽذا٘ب اٌزٞ ِغبؽزٗ 

2
r

ds
   

اٌّشوجرخ اٌؼّٛد٠رخ ٌٍّغربي )أٞ فرٟ الارغربٖ  Aٚػٕرذ  dsٚاٌؼٕظرش  B٘رٟ اٌجؼرذ٠ٓ  rؽ١ش  ABٚفٝ الارغبٖ 

 ؼّٛدٞ ػٍٝ اٌظف١ؾخ( رغبٜٚ اٌ




cos
2

r

ds
dE                                                                                                     (6.39)  

 
 رأخز اٌظٛسح اٌجغ١طخ  (6.39)فبْ  (3.35)ثبعزخذاَ اٌؼلالخ 

 ddE                                                                                                             (3.40)  

 .  Bػٕذ   dsٟ٘ اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ اٌزٟ ٠ؾذ٘ب اٌؼٕظش dؽ١ش 
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 ٔؾظً ػٍٝ  (6.40)ثزىبًِ 

E                                                                                                                (3.41)  

 . Bٟ٘ اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ اٌزٟ رؾظذ٘ب اٌظف١ؾخ ػٕذ  ؽ١ش 

 

 

 اٍغيز
 

 :(1ٍغجه )
ثى٘ثقعز عيٚ ثىعَ٘دٛ عيٜ  Bلإٝؾجد ٍؾجه قسص دثةسٛ عْد ّقاز  (6.41)دىز ثظضفدثً ثىَعج 

 ل  cٍعض٘ٛ ثىقسص َٗٝس دجىَسمص 

 ثىقو

 
 

 رزؼ١ٓ ِٓ  Bؽ١ش اْ اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ اٌزٟ رؾظش٘ب اٌذائشح ػٕذ 

).cos1(2     

 ٔغذ أْ  (6.41)ثبعزخذاَ اٌّؼبدٌخ 

)cos1(2  E   

 ؽ١ش أْ 

22

cos

al

l



   


















22

12

al

l
E    

 ٟٚ٘ ٔفظ إٌز١غخ اٌزٟ ؽظٍٕب ػ١ٍٙب ف١ّب عجك. 

 

 

 :(2ٍغجه )

 ثعذش اُ ٍؾجه قشسر مسٗٝز عْد ّقاز دثخيٖج ٝعجٗٙ طلس ٗثُ ٍؾجه ثىقشسر عْد ّقاز خجزؽٖج ٕ٘

 ّلط ثىَؾجه ىؾعٌٞ عْد ٍسمص ثىنسر ٗمضيضٔ صعجٗٙ مضيز ثىقشسرل 

 ثىقو
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 .  aأٚلا: ػٕذ ٔمطخ داخً اٌمششح 

ٔأخز ػٕظش ِغبؽخ 
1

ds  ػٍٝ عطؼ اٌمششح اٌىش٠ٚخ ٠ؾظش صا٠ٚخ ِغغّخd  ػٕذa ٌّطٍٛة ؽغبة ا

 اٌّغبي ػٕذ٘ب. 

رمبثً اٌمششح اٌىش٠ٚخ ِٓ اٌغٙخ الأخشٜ فٟ اٌّغبؽخ  dٔفشع إْ 
2

ds  . 

2

2

2

2

1

1
coscos

r

ds

r

ds
d


                                                                                         (1) 

abradrؽ١ش  
12

.   ِغبي اٌؼٕظش ,
1

ds ػٕذa  ِٓ ٓ٠زؼ١ 

2

1

1

1
r

ds
dE


                                                                                                               (2)  

 ( فبْ 1ِٓ )





cos
2

1

1
d

r

ds
   

 ( ٔغذ إْ 2ثبٌزؼ٠ٛغ فٟ )





ddE

cos
1
                                                                                                             (3)  

 .  abٚفٝ الارغبٖ 

ثبٌّضً ِغبي اٌؼٕظش 
2

ds ٕذ ػa  ِٓ ٓ٠زؼ١ 

2

2

2

2
r

ds
dE


                                                                                                              (4) 

 ( رأخز اٌظٛسح 4( ٔغذ إْ )1ثبعزخذاَ )





ddE

cos
2
                                                                                                            (5)  

 . adٚفٝ الارغبٖ 

( ٔغذ أْ ِغبي اٌؼٕظش5ٓ٠(,)3ِٓ )
12

, dsds   ػٕذ ٔمطخa ٜأْ  ِزغبٚٞ فٟ اٌّمذاس ِٚزؼبد فٟ الارغبٖ , ا

٠غبٜٚ اٌظفش, ٚؽ١ش أٗ ٠ّىٓ رمغ١ُ عطؼ اٌمششح اٌىش٠ٚخ إٌٝ ػٕبطش  aِؾظٍخ ِغبي اٌؼٕظش٠ٓ ػٕذ 
1

ds 

فٟ عٙخ  ٚػٕبطش ِمبثٍخ 
2

ds  ِٓ ٞفٝ اٌغٙخ الاخشa  ٌٍٍٟمششح ػٕذ ٔمطخ داخٍٙب فإٔٔب ٔغزٕزظ أْ اٌّغبي اٌى

 ٠غبٚٞ طفش   aفئْ 
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   aػٕذ ٔمطخ خبسط اٌمششح عجّٞج : 

 

٠غبٚٞ      aػٕذ  dsِغبي اٌؼٕظش 
2

r

ds
  .   abٚفٟ الارغبٖ  

 رغبٚٞ      acفٟ الارغبٖ  dsِشوجخ ِغبي اٌؼٕظش 

  


cos
2

r

ds
dE                                                                                                         (6)  

aٔفشع أْ   ٘   إٌمطخ اٌؼىغ١خ ٌٍٕمطخ ٟa ٚأْ اٌؼٕظشds  ٠ؾظذ ػٕذa  صا٠ٚخd   ؽ١ش 

2

cos

r

ds
d





                                                                                                               (7)  

 ٔغذ أْ    (6),(7)ِٓ 

  




d
r

r
dE

2

2


                                                                                                            (8)  

rrش وً ِٓ ػٍٟ عطؼ اٌمششح اٌىش٠ٚخ ٠زغds١ثزغ١ش اٌؼٕظش  ,  ٌٚىٓ ِٓ رؼش٠ف إٌمطخ اٌؼىغ١خa  ٌٍٕمطرخa 

baccbaفئْ اٌّضٍض١خ  ,   ْ٠ىٛٔبْ ِزشبث١ٙٓ ٠ٕٚزظ أ 

ca

cb

ba

ba



 

 أٞ أْ  

l

l

r

r 



                                                                                                                         (9)  

rrأٞ أْ إٌغجخ ث١ٓ  ,  رظً صبثزخ ٌغ١ّغ اٌؼٕبطشds . 

 ( ٔغذ أْ 8( فٟ )5ثبٌزؼ٠ٛغ ِٓ )




d
l

l
dE

2

2


  

 ًِ ٔغذ أْ ثبٌزىب

2

2

l

l
E

 
   

aٟ٘ اٌضا٠ٚخ اٌّغغّخ ٌٍمششح اٌىش٠ٚخ ػٕذ ؽ١ش    ٜٚٚرغب4  ْٚٔغذ ا 

2

2
4

l

l
E





  

 رغبٜٚ  mؽ١ش اْ وزٍخ اٌمششح اٌىش٠ٚخ 
2

4 lm     
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2
l

m
E


                                                                                                                   (10)  

 

بي اٌمششح اٌىش٠ٚخ ػٕذ ٔمطخ ٚٔغزٕزظ اْ ِغ a( رؼ١ٓ ِغبي اٌمششح اٌىش٠ٚخ ػٕذ ٔمطخ خبسعٙب ِضً 14اٌؼلالخ )

 . cخبسعٙب ٠غبٜٚ ِغبي عغ١ُ وزٍزٗ رغبٜٚ وزٍخ اٌمششح اٌىش٠ٚخ ِٚٛػٛع ػٕذ ِشوض اٌىشح 

 

 

  (3ٍغجه )

عْد زاض ثىَفسٗؽ ٝعجٗٙ  mثعذش اُ ؽٖد ٍفسٗؽ اؽ٘  مضيضٔ
h

m  cos2
ثزصلجة  hفٞظ  

 شثٗٝز زثظزل  2ثىَفسٗؽ ، 

 

 ثىقو
 

 ٔمغُ اٌّخشٚؽ الأعٛف إٌٝ ػٕبطش وً ِٕٙب ػجبسح ػٓ ؽٍمخ ٚٔؼزجش إؽذٜ ٘زٖ اٌؾٍمبد. 

 

 ٠زؼ١ٓ ِٓ  oعٙذ اٌؼٕظش )اٌؾٍمخ( ػٕذ ساط اٌّخشٚؽ 

r

dm
dv


                                                                                                                     (1)  

 وزٍزٗ اٌؼٕظش ٚرغبٜٚ  dmؽ١ش 

 
drdm   2    

 ( ٔغذ أْ 1( فٟ )2ثبٌزؼ٠ٛغ ِٓ )

r

dr
dv




2
                                                                                                           (3)  

 ِٓ اٌشىً ٔغذ اْ 

r

x
sin                                                                                                                      (4)  

 ( ٔؾظً ػٍٝ 4(, )3ِٓ )

 

drdv  sin2   

 ٠زؼ١ٓ ِٓ   oعٙذ اٌّخشٚؽ الأعٛف وٍٗ ػٕذ سأعٗ 







sec

sin2

h

o

drv   

 . sechؽ١ش ؽٛي ساعُ اٌّخشٚؽ ٠غبٜٚ 
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 secsin2 hv   

 

 tan2 hv                                                                                                         (5)  

 

 صٌ دقَد الله صعجىٜ ٗص٘فٞقٔ
 د/زٍؼجُ عذدالله ٍقَد

                                                                                            

 


